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Reglas estructurales y anélisis de la consecuencia logica!
Javier Legris*

1. Teoria de la demostracién y filosofia de la l6gica
La seméntica formal de valores de verdad para la 16gica de primer orden, tal como fue fun-
dada por Alfred Tarski, es considerada por muchos como la herramienta formal adecuada
para reconstruir la verdad légica y la relacidn de consecuencia logica. La determinacién de
condiciones de verdad para enunciados atémicos y moleculares del lenguaje de primer
orden sobre la base de asignaciones de elementos de un dominio para las expresiones no
16gicas y asignaciones a wno de los valores de verdad, verdadero o falso, para los enuncia-
dos se consideran como una elucidacién, una aclaracién semdantica, por lo menos en €l
sentido introducido por Rudolf Camap. La elucidacion (explication en inglés), -asi enten-
dida, consiste en reemplazar un concepto vago e inexacto de la vida cotidiana por otro més
exacto, presentado en términos formales de acuerdo con ciertas condiciones (véase Camap
1947 pp.7 y s.). Precisamente, la definicién tarskiana de verdad que constituye el origen
conceptual de la teoria de modelos es puesta por Camap como un ejemplo de este tipo de
elucidacion (véase Carnap 1950, p. 5). Mas alld de su aceptacién como método filoséfico y
de las criticas de que ha sido objeto, no cabe duda de que este concepto de elucidacién es
-un claro ejemplo de andlisis filos6fico.

Como es sabido, esta semdntica se formula esencialmente en términos de la teoria cla-
sica de conjuntos, haciendo uso de procedimientos no constructivos. En efecto, en la se-
méntica tarskiana se toman en cuenta asignaciones arbitrarias de valores de verdad a los
enunciados atdmicos sin limitarse a aquellas asignaciones que resultan de procedimientos
constructivos o efectivos. Por el contrario, existen otros enfoques para analizar la conse-
cuencia légica que admiten exclusivamente métodos constructivos. Tomo aqui la palabra

“constructivo” en un sentido amplio que incluye, por ejemplo, no sélo al intuicionismo
matematico, sino muchos de los métodos empleados en el desarrollo de Ia teoria de la de-
mostracién, entendida como disciplina dentro de la 16gica matemdtica. ... -

El enfoque constructivo encierra una concepcién determinada deTa consecuencia loglca
en la que los procesos mediante los cuales se legaa determinar que un enunciado es conse-
‘cuencia de otros adquieren una peculiar nnportanma. Estos procesos- constituyen lo que

“usualmente se Ilama una demostracién. La correccién de cada uno de los pasos de los que
consta una demostracién es lo que asegura la existencia de la relacién de consecuencia
l6gica, de alli que deba analizarse la estructura de las demostraciones.

Los intentos de desarrollar uma seméntica constructiva han sido variados y de vanado
€xito. Algunos han empleado herramientas matematicas mds complejas y otros mds sim-
ples. Desde las primeras ideas de una “légica de problemas” (Kolmogorov), hasta la “teoria
de construcciones” de Kreisel y la “teoria de tipos” de Martin-L&f se han propuesto dife-
rentes reconstrucciones formales.. Pero ademads, existe una tradicion de pensamiento en la
historia de la 16gica que se basa en una caracterizacion de la consecuencia l6gica en térmi-
nos de conceptos como los de demostracién, deduccion y regla de inferencia, que puede
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remontarse a la definicion aristotélica de la 16gica como ciencia demostrativa (An. Pr. 1124
a 10).

Una idea primera y seminal para muchos de estos intentos se encuentra en las reglas de
1a deduccidén natural de Gentzen (sistema cuyo uso esta tan extendido en cursos introducto-
rios de Logica). Tal como ha sido expresado por su mismo autor, las reglas de introduccién
de constantes logicas de la deduccién natural pueden verse como “definiciones” de las
constantes 16gicas y las reglas de eliminacién surgen como consecuencia de haber aceptado
esas definiciones (véase Gentzen 1935 § 5.13). Estas “definiciones” pueden’ considerarse
elucidaciones en el sentido de Carnap recién mencionado, dado que las condiciones intuiti-
vas para afirmar enunciados con constantes légicas se reconstruyen de manera precisa
como reglas- de inferencia referidas a expresiones en wm lengnaje formalizado. Por estas
razones puede hablarse, en el caso de teorias seméanticas basadas en estas definiciones, de
semdanticas de Gentzen, en oposicion a la llamada seméntica de Tarski, Ia semantica basada
en la teoria de conjuntos clisica (tomo 1a expresion “semantica de Gentzen” de Kutschera
1968, p. 10).

Posteriormente, los teoremas de normalizacién para la deduccién natural (obtenidos in-
dependientemente por Dag Prawitz y Andrés Raggio) v el desarrollo de una teoria general
de la demostracién han permitido expresar con mayor exactitud estas ideas, y otro tanto
puede decirse del isomorfismo Curry-Howard que permite traducir reglas de 1a deduccion
natural a expresiones del cilculo lambda.

2. Teoria de secuentes ,
Esta idea de analizar la consecuencia 16gica por medio de métodos de la teoria de Ia de-
mostracién se plasma también en la teorfa de secuentes, debida al mismo Genfzen. Los
secuentes son un tipo de expresiones que sirven para representar relaciones mferenmalcs en
general.
' Los secuentes pueden ser de dos tipos singulares y miltiples. Sean A, .., Am, v B for-
mulas del lenguaje de predicados de primer orden, los secuentes smgulares son expresiones
de la siguiente forma: o
(qu) Al: o2 Am .B. -

Los secuentes smgﬂares se mterpretan facilmente como mferenmas deductivas o deduccio-
nes: La expresién (sqs) dice que el eninciado B se‘sigue deductivamente de los enunciados
Ay, .., Ay (en ese orden). Gentzen considerd a los secuentes singulares como expresiones
formales del “significado de una proposicién en una demostracién junto con su dependen-
cia de posibles supuestos” (Gentzen 1936, § 5.21), de modo que puede leerse como “B es
demostrable a partir de los supuestos Ay, .., A,”. En este sentido, los secuentes sirven para
expresar la idea de inferencia hipotética siendo ellos mismos afirmaciones hipotéticas
acerca de la demostrabilidad de un enunciado a partir de hipétesis o supuestos. El doble
punto “:” (para el cual Gentzen usaba una flecha — ) puede interpretarse, en general, como
1a relacién de consecuencia 16gica. Los enunciados a la izquierda del doble punto estin
ordenados en una secuencia y reciben el nombre de “antecedentes”; el de la derecha recibe
el nombre “sucedente”.

Los secuentes miltiples expresan una generalizacién de la consecuencia logica. Sean
ahora Ay, .., Ay, By, -.., B, formulas del lenguaje de predicados de ‘primer orden, entonces
un secuente mulhple tendra 1a siguiente forma




(sqm) Ay, ., Ap : By, ..., By,
Es decir, en un secuente mmiltiple aparece una secuencia ordenada de sucedentes. La inter-
pretacién mas inmediata de estos secuentes miltiples es la siguiente: De los enunciados A;,
.., Ag se sigue (se infiere deductivamente) al menos uno de los enunciados By, ..., B, . Esta
idea de conclusiones alternativas puede entenderse mejor diciendo que explicita todas las
diferentes conclusiones que, alternativamente, pueden obtenerse de un conjunto de premi-
sas, Ias que en el uso habitual se omiten de una manera entinemdtica (v:éase Dosen 1994, p.
277). El cardcter constructivo de esta teoria de secuent‘es puede apreciarse en el hecho de
- que las secuencias de antecedentes y consecuentes son siempre finitas.

Con estos secuentes se pueden hacer afirmaciones acerca de relaciones de consecuencia,
y, en particular, expresar las condiciones minimas que estas deben cumplir. Desde Gentzen,
quien continuaba una idea original de Paul Hertz, Ias condiciones minimas para la conse-
cuencia logica generalizada estaban indicadas mediante el secuente -

: AA, »

Hlamado “secuente bésico” o “secuente inicial”, que representa la reflexividad de la relacién
de consecuencia, y las siguientes reglas

Contraccién
AAT:© I:0,A A
AT:0 r:0,A
Permutacion
A ABT:0© :0,A,BA
ABAT:0® T:0,BA A
Dilucién
r:e . r:e
AT:© r:eA
Corte

r:9,C C,A:A

I'A:9,A

Sustitucion de variables de individuo
r:e

r:0 pyl

En todos los casos I, A, © y A representan secuencias (i.e., conjuntos- ordenados) de
enunciados. En la regla de sustitucion I' : © [x/y] indica el resultado de reemplazar todas
las apariciones libres de las variables de individuo x por la variable y en los enunciados de
lasecuente I': ©. ' -
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Contraccion y permutacion dan lugar a que los secuentes puedan ser considerados como
pares de conjuntos de férmulas. Su restriccién o eliminacién implica tomar en cuenta el
orden en que se presentan las formulas (permutacion) o ver a los secuentes como pares de
multiconjuntos (contraccion).

Diluci6n y corte son distintos. Aparecen como reglas caracteristicas de la inferencia 16-
gica considerada abstractamente (sin tomar en cuenta los procedimientos de demostracién
concretos). El célebre Hauptsatz de Gentzen afirma la eliminabilidad de la regla de corte,
pero esto como propiedad de sistemas formales concretos y a los efectos de demostrar que
el sistema tiene la propiedad de la subférmula (es decir, no desaparecen formulas a lo largo
de las derivaciones en el sistema). Como es sabido, a partir de esta propiedad de la subfor-
mula puede demostrarse la consistencia de un sistema dado (tal como fue la intencién ori-
ginal de Gentzen). Ahora bien, Ia regla-de corte expresa Ia transitividad de Ia relacién de
inferencia deductiva, propiedad que parece irrenunciable. El caso de la dilucién es mis
dificil. Gentzen mismo justificd parcialmente esta regla diciendo que si una formula es
verdadera, entonces lo es también a partir de supuestos cualesquiera arbitrarios, sin preten-
der una “dependencia de hecho” (fatsdchliche Abhangigkeif) entre 1a formula y sus su-
puestos. Caso contrario, afirma Gentzen, surgirian dificuitades en’ las demostraciones que
hacen uso de supuestos aparentes (véase Gentzen 1936 § 5.244). Esta dependencia es lo que
actualmente se entenderia por relevancia. Ademas, en el caso de la relacién de consecuen-
cia ldgica, esta regla expresa lo que se llama “propiedad de monotonia”. La regla de susti-
tucién de variables de individuo (que no siempre se hace explicita de esta manera) permite -
“renombrar” las variables que aparecen en un secuente. .

Desde los “sistemas de proposiciones” de Paul Hertz (Hertz 1923), dilucién (monoto-
nia) y corte (transitividad) fueron definitorias de la inferencia deductiva, en un sentido mas
general o abstracto, y asi aparecen también en la definicién de consecuencia logica de
Tarski (Tarski 1930), donde se las presenta en términos de la teoria clasica de conjuntos. La
reglas de sustitucion forma parte de esta definicion. -

Todas estas reglas fueron llamadas reglas esfructurales por el mismo Gentzen, en el
sentido de que regulan exclusivamente la estructura de los secuentes, sin hacer referencia a
ningin tipo de constante logica (o extralogica), y son por ello absolutamente formales: Sélo
aparecen formas o esquemas de enunciado del lenguaje de primer orden. (El caso particular
de los secuentes bésicos que expresan la identidad puede verse como una regla estructural
sin premisas).

Sobre la base de estas reglas pueden desarrollar argumentaciones, las cuales, conside-
rando a los secuentes como un sistema formal, son derivaciones en un sistema de secuentes.
Hay diferentes estrategias para ello. Se puede partir de los secuentes basicos, pensados
como axiomas, a los cuales se les van aplicando las reglas estructurales mencionadas. Tam-
bién se puede adoptar métodos refutatorios, considerando que el secuente vacio (* : ”) re-
presenta la contradiccion. Todas estas derivaciones puramente estructurales no dependen de
reglas para las constantes légicas. Esto significa que su descripcion es independiente de las
constantes l6gicas que conteniga el lenguaje, y por lo tanto requiere (inicamente de secuen-
tes estructurales, obtenidos por medio de reglas estructurales. Nos hallamos aqui frente a un
marco metaldgico, que no presupone sistema 16gico alguno determinado.

237




3. Las constantes logicas como “signos de puntuacién”

En un trabajo publicado originariamente en 1989, Kosta Dosen offecid una elucidacion (en

¢l sentido mencionado al comienzo) de las constantes 16gicas dentro del marco metatedrico

de secuentes, en el cual estas quedan caracterizadas en términos de deducciones estructura-

les. Ms precisamente, “cualquier constante [l6gica] del lenguaje objeto de cuya presencia

depende la descripcion de una deduccién formal no estructural puede ser analizada de ma-
nera definitiva en términos estructurales.” (Dosen 1994, p. 277). .

A Las deducciones estructurales son las deducciones basicas y 1as que exhiben, en:altima
instancia, 1a forma légica de una demostracién. La infroduccién de.las constantes Iogicas
sirven para indicar relaciones puramente estructurales. Esto 1levé a Dosen a hablar, metaf6-

_ ricamente; de las constantes 1dgicas como “signos de puntuacién™ que posee ¢l lenguaje
objeto en cuestién con la finalidad de indicar caracteristicas estructurales de las demostra-
ciones.

El caso del condicional ilustra con claridad esta idea. Un enum:lado delaforma A - B
expresa que a partir de suponer A el enunciado B resulta demostrable, o, lo que es lo.
mismo, B se deriva a partir de A. Esto conduce a 1a caracterizacion del condicional en tér-
minos de secuentes miltiples por medio de 1a siguiente regla

) AT:0,B

I':0,A—>B

(La doble raya = indica que la inferencia vale para ambos lados; se trata de una “regla de
equivalencia™). La forma 16gica de A — B representa en el lenguaje de primer orden un
rasgo estructural de las demostraciones, a saber la relacién entre una premisa A y una con-
clusién B. ;

~El cuannﬁcador universal se caracteriza con la siguiente regla de secuentes

I: @, Afx]

7 T:0,VxA[x]

-con la restriccién de que no puede haber apariciones libres de la variable de” mdmduo xen
I' 0 en ©. Esta regla indica que el cuantificador univérsal estd representando ciertos aspec-
tos estructurales de las demostraciones en las que aparecen variables de individuo. Sl X
aparece libre en la férmmla A del sucedente, entonces se refiere 2 “uno cualquiera” del
dominio, de manera indeterminada. Ahora bien, el cuantificador universal representa el
hecho de que si x aparece en el sucedente del secuente, entonces esta representando a todos
los objetos del dominio.

Finalmente, puede verse también el caso.de 1a conjuncion, caractenzada mediante Ia si-
guiente regla :
r-e,A T:0,B

’.

I:0,A&B
segiin cual la conjuncién es una forma de fusionar dos demostraciones en una (vease Dosen
1994, p. 280). Estas caracterizaciones estan implicitas en la obra de Gentzen. Con el auxilio
de secuentes bésicos y la regla de corte, Ia regla se deriva de las reglas de secuentes para las
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constantes 16gicas que Gentzen ofrece en 1935 § 1.22, las que, a su vez, son trasposiciones
a secuentes de aquellas dadas en la deduccion nataral.

Quiero subrayar mny especialmente que estas reglas pueden considerarse basicamente
una elucidacion en el sentido de Carnap, pues las constantes 16gicas son reemplazadas por
secuentes estructurales, en el marco de una teoria formal de secuentes. Pero ademds gueda
plenamente justificada la eleccién de este marco formal, ya que los secuentes siTven como
medio para expresar la idea de la consecuencia logica ligada al concepto de demostracién.

Esta semdntica “gentzeniana” (o “4 la Genizen™) pareceria limitar Ia interpretacién de
los conceptos 1ogicos a los métodos de derivacion formal (recordando incluso al sintac-
tismo de Camnap), pero en realidad surge de las ideas constructivas que el mismo Gentzen
formulé para el caso.de andlisis de teorias mateméticas. Se trata de una investigacién gene-
ral acerca del concepto de demostracion, en la que las diferentes “figuras™ de demostracién
son estudiadas como se estudian las figuras geométricas, y que se leva a cabo conforme el
punto de vista constructivo, en el sentido apuntado antes (véase Gentzen 1936-1937). Mis
atn, la “teoria de secuentes” puede considerarse como una teoria no formalizada acerca de
relaciones de consecuencia, cuyas expresiones no pertenecen a un lenguaje formalizado (en
este sentido es comparable a la “teoria abstracta” de la consecuencia 16gica desarrollada por
Tarski en su trabajo de 1930).

4. El anilisis de las reglas estructurales

Paso a continnacién al punto central del trabajo. El hecho de que las constantes 16gicas sean
indicaciones de determinados aspectos de deducciones estructurales significa que toda
demostracién que emplea reglas para las constantes l6gicas puede reducirse, en filtima ins-
tancia, a demostraciones de secuentes puramente estructurales, en las cunales no se aplica
ninguna regla para las constantes l6gicas, sino exclusivamente reglas estmcturales Es asi
que Ias reglas estructurales resultan ser lo que caracteriza esencialmente a la consecuencia
logica.

Ahora bien, de lo expuesto se sigue que las reglas estructurales pueden dividirse en dos
clases. De un lado, estin las reglas de identidad, atenuacion y corte. De otro lado, estin las
reglas de permutacioén y contraccion. La distincién entre ambas clases se basa en el trata-
miénto que haceén‘de Ia informacién. Se considera que las expresiones integrantes de los
secuentes son enunciados, es decir, unidades completas de informacion acerca de un domi-
nio cualquiera.

Las reglas de Ia primera clase tienen la peculiaridad de eliminar o introducir informa-
cion en las demostraciones estructurales; atenuacion e identidad introducen nueva informa-
cion en Ia conclusion (la segunda regla de manera trivial) mientras que la regla de corte
hace que en la conclusién desaparezca informacién que esti presente en las premisas. Ob-
viamente, el agregado o eliminacion de informacion es, en cada caso, irrelevante desde el
punto de vista Iogico (¥ eso es lo que dicen cada una de las reglas respecuvamente) Pero el
contenido de informacién varia efectivamente.

Las reglas de la segunda clase, en cambio, se limitan a manipular la informacioén dada
en funcién de poder aplicar las reglas de la primera clase. En el caso de la permutacién se
altera el orden en que la informacion viene dada; en el caso de la contraccién se eliminan
“copias” redundantes de la informacién. Como se menciond antes, la regla de permutacién
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deja de ser necesaria si se consideran conjuntos ne ordenados y la de contraccion es super-
flua al considerar conjuntos en lugar de mulﬁCOﬂJuIltOS

Salta a la vista que las reglas de la primera clase tienen un cardcter mds primario que las
reglas de Ia segunda clase. Esta es la idea que aparece, por primera vez, en los escritos de
Paul Hertz y sus “sistemas de proposiciones” (véase Hertz 1923), en los que versiones sin-
gulares de identidad, dilucién y corte aparecen como definitorias de la consecnencia l6gica.
Y esta misma idea fie continuada mis tarde, desde diferentes concepciones, por Gentzen y
~ por Tarski.

Por esto motivo, Ilamo a las reglas de la primera clase reglas de consecuencia logica'y a
las reglas de la segunda clase reglas de manipulacién de la informacion.

* Si se acepta que estas reglas caracterizan a la consecuencia 16gica (clasica), en el sen-
tido de deduccién logica (clasica), cualquier modificacién o eliminacién de las mismas
reflejaria una consecuencia no 16gica y las demostraciones estructurales resultantes no se-
rian demostraciones l6gicas (al menos en un sentido estricto). Ahora bien, siendo 1as reglas
que llamé de consecuencia mas esenciales que las de manipulacién, una modificacién en
estas ltimas parece mis decisiva. Este seria el caso de 1a 14gica relevante, la 16gica intui-
cionista y 1a familia de las 16gicas no monétonas. (El caso de la 16gica intuicionista presenta
problemas particulares; como ya se menciond, la manera natural, y seguramente adecuada,
de expresar 1a 16gica intuicionista es mediante secuentes singulares, respecto de los cuales
10 se requiere modificacion alguna de las reglas estructurales.)

Por el contrario, cambios en las reglas de manipulacion significan camblos en la forma
en que es tratada la informacion e indicarian ciertas limitaciones puramente operacionales,
de modo que las demostraciones resultantes en tales sistemas estarian mdas préximas a las
demostraciones logicas (cldsicas), siendo algo asi como “variantes operacionales” de las
mismas. Este parece ser el caso de la 16gica lineal (si bien modifica también la regla de
atenuacion, de acnerdo con su espiritu intuicionista, al respecto véase, por ejemplo, Troels-
tra 1992).

Por 1iltimo, cabe destacar.muy especialmente el hecho de mclmr estas reglas de mani-
pulacién en la caracterizacién de la consecuencia l6gica. En efecto, al capturar propiedades -
relativas al orden en que la informacién viene dada y a la manéra-en que.se va disponiendo
la informacién a lo largo de una demostracién, los procedimientos pasan a formar parte de
la consecuencia 16gica. Cambios en las reglas de manipulacién pueden conducir a diferen-
tes demostraciones. La consecuencia 16gica, siguiendo la idea original, aparece en conexién
con los procedimientos de demostracion. o

Nota

11 realizacion de este trabajo ha sido parcialmente subvencionada mediante el subsxdm JEOl dela Secretana de
Ciencia y Técnica dz la Universidad de Buenos Aires. '
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