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Resumen

En el presente trabajo estudiamos la acotaciéon de ciertos operadores in-
tegrales sobre los espacios de Lebesgue variables. En el capitulo I damos los
preliminares necesarios. En el capitulo II comparamos las distintas técni-
cas con la que se obtiene la acotaciéon p — g de la Integral Fraccionaria.
En el capitulo III mostramos resultados de la acotacion p — ¢ nuevamen-
te de la Integral Fraccionaria pero con pesos A(p,q). En el capitulo IV
introducimos los Operadores Integrales de Tipo Fraccionario, mostrando
diferentes resultados de la continuidad en los espacios de Lebesgue clasi-
cos y con pesos. En el capitulo V introducimos la teoria de los espacios
de Lebesgue variables concluyendo con el estudio de la continuidad de la
Integral Fraccionaria en dichos espacios y mostrando también un fuerte
resultado sobre la funcion Maximal Sharp. Finalmente en el capitulo VI
volvemos a los Operadores Integrales de Tipo Fraccionario pero esta vez
sobre los espacios de Lebesgue variables. Obtenemos resultados de acotacion
de tipo fuerte y débil para un caso particular de tales operadores.

PALABRAS CLAVES: Integral Fraccionaria, espacios de Lebesgue variables,
extrapolacion, Operadores Integrales de tipo Fraccionario.

CODIGO 42B25. Maximal functions, Littlewood-Paley theory






Abstract

In this paper we study the boundedness of certain integral operators on
variable Lebesgue spaces. The first chapter is devoted to preliminaries. In
the second chapter we compare the different techniques developed to get the
p — q boundedness of the Fractional Integral Operator. In the third chap-
ter we show weighted results about the Fractional Integral Operator. In the
fourth chapter we define the Integral Operators of Fractional Type and we
show resuts about the continuity os these operatos on classical and weigh-
ted Lebesgue spaces. In chapter V we describe the theory of Variable Lebesge
Spaces and the boundedness of the Fractional Integral Operator on these spa-
ces. Finally in chapter VI we obtain resuts about the boundedness of some
Integral Operators of Fractional Type on variable Lebesgue spaces
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Introduccion

En este trabajo estudiamos la continuidad de ciertos operadores integrales
entre espacios de Lebesgue con exponente variable.

Recordamos que para 1 < p < oo, se define LP(R") como el conjun-
to de clases de equivalencia de funciones medibles f : R" — C tales que
Jon |f(2)[Pdz < oo, donde dos funciones f y g se dicen equivalentes si
f(z) = g(x) para casi todo z € R" (p.c.t.x € R"). También se define L>(R")
como el conjunto de clases de equivalencia de funciones medibles f : R — C
tales que el supremo escencial ( esssup) de |f| es finito. En estos espacios se
define una norma de la siguiente manera. Si 1 < p < oo, ponemos

11, = ([ 1)

1/ lloe = esssup (|f]) -

Con esta norma, LP(R™) resulta un espacio de Banach para todo 1 < p < oc.

Un problema clasico del Analisis Arménico es el estudio de distintos tipos
de operadores entre estos espacios. Un operador muy estudiado es la Integral
Fraccionaria I, definida, para 0 < o < n, por

y sl p = 00,

I.f(z) I/mf(%dy

En el capitulo II de este trabajo abordamos el estudio de distintas demos-
traciones de la acotacién de I, desde LP (R™) en L7 (R™), para ciertos pares
p,q. Como una herramienta para esto, necesitamos estudiar también la aco-
tacion correspondiente del operador maximal asociado M,,. Desarrollamos en
detalle las demostraciones dadas en [5] y en [7].

En el capitulo III tratamos el problema analogo, pero entre espacios de
Lebesgue con pesos. Recordamos que un peso es una funcién positiva y lo-
calmente integrable w : R" — R y LP (R™ w) es el conjunto de clases de

11



12 INTRODUCCION

equivalencia de funciones f : R" — C tales que [, | f(z)|w(x)dz < oo, don-
de dos funciones f y g se dicen equivalentes si [g, |f(z) — g(z)|w(z)dz = 0.
De forma andloga se define L™ (R™, w).

En los trabajos [18], [19] [20], [21] y [22] se estudian la acotacién de
operadores integrales de tipo fraccionario de la forma

Tf) = [ Ko = A)dinle = Au) S )iy 0

donde Ay, ...A,, son ciertas matrices invertibles y si 1 < < m, el nicleo k;
satisface una condicién de homogeneidad de grado %, con qﬁl +o.tE=n—a
(la homogeneidad del nicleo de I,,). En el capitulo IV desarrollamos algunos
resultados de estos trabajos sobre la continuidad de estos operadores entre
espacios de Lebesgue clasicos y con pesos.

En el capitulo V introducimos los Espacios de Lebesque Variables LP) (R™),
donde ahora el exponente es una funcién p(.) : R* — [1,00) y LPU) (R?) es
el conjunto de clases de equivalencia de funciones medibles f : R™ — C tales
que

/ ()P d < oo,

En estos espacios se define una norma de tipo Luxemburgo por

p(x)
11,0 = inf{)\ >0 / J@) 4 < 1}

y con esta norma resulta LP() (R™) un espacio de Banach. En este capitulo
analizamos la continuidad de I, entre estos espacios. Seguimos la demostra-
cién dada en el libro [I4] donde el autor usa técnicas de extrapolacion.
Finalmente, en el capitulo VI desarrollamos la demostracion de la acota-
cién del operador definido por entre espacios de Lebesgue variables dada
por P.Rocha y M.Urciuolo en [23] y damos una nueva demostracién de ese re-
sultado, en algunos casos particulares, usando técnicas de extrapolacién simi-
lares a las desarrolladas en el capitulo anterior. Concretamente en el caso en
que las matrices A; son A® para alguna matriz A tal que A™ = I, obtenemos
una nueva demostracién de la acotacién del T, desde LPC) (R™) en L0) (R™)
1 1

para ciertas funciones exponentes p(-), q(-) tales que ORI . También,

en el Teorema 6.4 damos la correspondiente estimacion de tipo débil.




Capitulo I. Preliminares

1. Resultados conocidos en Espacios de Lebes-
gue clasicos

Para 1 < p < oo denotamos por p’ el numero real tal que i—l—ﬁ =1
Si E C R"™ es un conjunto medible Lebesgue, |E| denota la medida de Le-

besgue del conjunto.

Teorema 1.1 (Desigualdad de Hdélder). Sean p,p’ > 1, f € LP(R"™),
g € L” (R"). Entonces fg € L*(R") y

1fglle < [[f1lpllglly-

Teorema 1.2 (Desigualdad de Jensen). Sea E un conjunto medible Lebesgue
ysea f € L'(E) una funcién a valores reales, 0 < |E| < co. Si p es una funcién
convexa definida sobre R, entonces

@(ﬁ/Ef(x)dx) < ﬁé@(f(x))dm

Teorema 1.3 (Desigualdad de Young). Sean p,q > 1 tales que
1

1 1 1 1

—+— > 1. Definamos r por — := —+——1. Sean f € L*(R"), g € LY(R").
P q r p g

Entonces

1+ gllr < 1 lpllgls-

Definicion 1.4. Sean (X, p) e (Y, v) dos espacios de medida y T un operador
de LP(X, ) en el espacio de funciones medibles de Y en C. Se dice que T es de
tipo débil (p,q) (¢ < o) si

vz e X |Tf(x)] >N < (%) ,

13



14 CAPITULO I

donde C' es una constante independiente de f.
T se dice de tipo débil (p,00) si estd acotado del LP(X,pu) en L®(Y,v).
Es decir si existe una constante C' > 0, independiente de f, tal que

1T fllee < ClI S Nlp-

Y T serd de tipo fuerte (p,q) si existe C > 0, independiente de f, tal
que

1T flla < Clifllp-

En otras palabras T esta acotado del LP(X, p) en el LY, v).

Nota 1.5. En el resto del trabajo, nuestro espacio de medida sera R™
con la medida de Lebesgue.

Un operador T de un espacio vectorial A de funciones medibles en fun-
ciones medibles se dice sublineal si

T(f+9)l < [Tf] + [Tgl,
TN = [AMITS,
paratodo A € Cy f,g € A.

Teorema 1.6. (Interpolacién de Marcienkiewicz) Supongamos que
T es un operador sublineal simultaneamente de tipo débil (po,qo) vy (p1,q1)-
Si0<t<ly

1-1 t

1 1—1¢ t 1
R + —, - =
b Po p1 q q0 q1

entonces T es de tipo fuerte (p,q) y

17 flla < C 11,

donde f € LP(R™) y C es una constante positiva independiente de f.
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2. La Funcién Maximal de Hardy— Littlewood

Sea x € R" y sea B una bola (euclidea) que contiene a z. Entonces
se define la funcién maximal de Hardy — Littlewood de una funcién f
localmente integrable en R™ como

M) = s o [ 1wl

B |B| JB
Nota 1.7. A veces nos referiremos al Operador Maximal de Hardy —
Littlewood simplemente como M si el contexto no da lugar a con fusion.
En muchos casos tal operador se lo de fine tomando supremo sobre cubos que
contengan al punto x en lugar de bolas. Ambas de finiciones son equivalentes
y, por ello, usaremos en algunos casos la de finicién con cubos, y con bolas en
otros casos.

Teorema 1.8. M es de tipo débil (1,1) y M es de tipo fuerte (p,p) si 1 <
p < 00.

De manera analoga se define la Funcién Maximal Diadica de
la siguiente manera, sea [0,1)" el cubo unidad, abierto por la derecha,
de R™; A; es la familia de cubos de R™ congruentes con [0,1)"
con vértices en el reticulo Z". Dilatando esa familia de cubos por
un factor de 2% obtenemos la familia A, (k € Z); es decir A, es
la familia de cubos abiertos por derecha con vértices en el reticulo
(27%Z)". Llamaremos cubos diddicos a todos los cubos de

Uk A
Las siguientes propiedades son evidentes a partir de esta construccion,

i) Todo x € R" esta en un tnico cubo de cada familia Ay

ii) Dos cubos diadicos cualesquiera o bien son disjuntos, o bien uno de ellos
esta totalmente contenido en el otro

ili) Un cubo diddico de la familia Ay esta contenido en un inico cubo
diddico de cada familia A; (j < k) y contiene 2™ cubos diddicos
de la familia Agyq.

Dada una funcién f € L}, (R"), definimos

loc

Bf@)= 3 (ﬁ /Q f> Yo (@)

Qe



16 CAPITULO I

Se verifica la siguiente propiedad fundamental

/QEk:fZ/Qf

donde 2 es la unién de cubos de la familia Aj.

Definimos ahora la Funcién Mazimal Diddica como
Myf(x) = s%p!Ekf (2)]
Notar que es claro que

M,f(z) < M f(x) para todo x € R

Teorema 1.9. (Descomposicién de Calderén — Zygmund) Sea [ una
funcion integrable no negativa y X\ un nimero positivo. Existe una sucesion
Q; de cubos diddicos disjuntos tales que

i) f(z) < Apetad¢U;Q;
i) 1U, @1 < 511

1

3. Desigualdades con peso de clase A,

En esta secciéon introduciremos la nocién de peso. Luego recorda-
remos resultados elementales sobre la acotaciéon del operador Maximal
en los espacios LP(w), donde w es un peso. También veremos algunas
desigualdades que nos serviran a lo largo de este trabajo. Un buen
tratamiento de estos temas se puede encontrar en [2].

Definicién 1.10. Un peso w es una funcién definida sobre R™ a valores reales,
medible no negativa y localmente integrable.

Dado un peso w y un conjunto medible E ponemos
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Esto define una medida positiva y regular sobre la sigma algebra de
subconjuntos de R".

Definicién 1.11. Dado un peso w diremos que es de clase Ay si satisface
Mw(z) < Cw(x) p.ctx € R™,

(que llamaremos la condicion Ay), donde C es una constante positiva
independiente de ().

Y diremos que w es de clase A, (1 < p < 00) si existe C > 0 tal que para todo cubo

Q@ CR",
L\ P
(@) @l=) =¢

A la menor constante C' que satisface la desigualdad anterior la denotaremos
por [w]a,.

Teorema 1.12. La desigualdad
C
wlw: Mf@) >N < 5 [ @R
Rn
se satisface sty s6lo st w € A,.

Proposicion 1.13. Se verifican las siguientes propiedades,
(i) A, C A, sip<gq.
(i) we A, siy sblo si W € Ay
(i) Siwy, w1 € Ay, wowy P € A,

Un resultado clave en la teoria de pesos es el siguiente

Teorema 1.14 (Desigualdad de Hoélder inversa). Sea w € A,. Existen
C > 0ye > 0 que dependen sélo de py de la constante A, de w tal que, para todo

cubo Q, 1
L 1—}-5)1+8 £
(@) = f

Lema 1.15. Sea w € A,. Para todo o < 1 existe < 1 tal que st S C
Q vy |S| < alQ|, entonces w(S) < pw(Q).

Corolario 1.16. Se verifican las siguientes propiedades,
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(1) Upeq 4p = Ay, 1 <qg<o0.
(i) Siw e A,, existe e >0 tal que w' € A,.

(ili) Siw e Ay, paral <p < oo, existe § >0y C > 0 tal que para todo
S C @ medible,

e = (i)

Nota 1.17. Si w satis face la desigualdad (iii) del Corolario 1.16, se dice que
es de clase A.

4. Los pesos A(p,q)

En esta secciéon introduciremos lo que serd muy importante en el
capitulo III, los denominados pesos de clase A(p,q), que fueron intro-
ducidos por B. Muckenhoupt y R.L. Wheeden en [I0]. Dicha herramienta
serd crucial para estudiar la acotacion de tipo fuerte (p,q) de la
Integral fraccionaria en los espacios de Lebesgue con pesos. Veremos
que relacién existe entre esta nueva clase y la definida en la seccién
anterior.

Definicién 1.18. Sean 1 < p < o0, 1 < q < 00. Un peso w se dice de clase
A(p, q) si para todo cubo Q@ C R", existe C, constante independiente de @,

tal que
1 /1 S\
— | w(x)idx — | w(x) Pdx C.
<|@|/Q @) ) <|@|/Q ) ) :

Y decimos que w es de clase A(p, 00) si para todo cubo Q@ C R", existe una
constante C, independiente de @) tal que

L

loxolle (ﬁ /Q w(:c)p’dx) " <o

Proposicién 1.19. Sean 1 < p < oo, 1 < g < co. Entonces

(a) w€ Ap,q) & wi €A, conr=1+1 (¢<o0).

(b) we Alp,q) & w™ €A, conrzl%—%/ (g < 00).
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(c) we A(p,o0) & w™ €A
(d) we A(p,p) & wP e A,

Para la demostracién de estos resultados ver [10].

19
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Capitulo II.

Integral Fraccionaria, distintas
demostraciones de la acotacion
p — q del operador

En este capitulo pretendemos estudiar el siguiente problema. Dado
0 <a<n, jPara qué pares p—q de numeros reales el operador
f — I.f es acotado del LP(R™) en el L(R™)? Esto es, cuando existe
C > 0, independiente de f, tal que

Hafllg < C 1l fllp, (2)

1. La primera demostracion

Con la idea de intentar dar las condiciones para las que se verifica
la desigualdad (2), observamos que existe una condicién necesaria
simple. En efecto, consideremos el operador dilataciéon Ds definido por

Ds f(x) = f(6x), 6 >0
Entonces claramente se tiene
Ds-1 1, Ds =6*1,,0>0.
Ademads se tiene que
1Ds fllp = 677 [1f ]l
1Ds+afllg = 671 1afllq
Con lo que podemos concluir que es posible solo si

21



22 CAPITULO II

g p n

Veremos que, en realidad, esta condicién es suficiente salvo para dos
casos excepcionales. Uno de ellos es cuando p =1 (lo que equivale
a ¢= ;") y el otro caso cuando ¢ = oo (osea p= ). En nuestro

n—«a

primer caso, sip= —"- se reescribe
o fll-2 < C | fl

Tomemos una sucesion {f,} de funciones integrales positivas que definan
una aproximacién a la identidad. Entonces un simple argumento de
limite mostraria que

[lz[7" ] o < C < oo,

lo cual implicaria

|z|"dx < oo,
R?’L
que es una contradiccién. En nuestro segundo caso, si ¢ = oo, tomemos
flz) = \:c|_o‘(l0gﬁ)’(ﬁ)(”5) para |z| < i y f(x) =0 para |z| >3 donde
€ es un positivo pequenio. Claramente f € LP(R"), p=12, ya que

1 —1—e
/ |x| ™" (log—) dr < 0.
|z|<1 |z

Sin embargo I, f es escencialmente no acotada cerca del origen ya que

1 —a(l+e)
i) = [l (o) T

que no converge cuando (2)(1+¢) < 1.

Luego de la motivacién dada, ahora presentaremos la primera demos-
tracion que nos dice qué condiciones necesarias y suficientes se tienen
que cumplir para que se verifique la desigualdad . El siguiente
teorema es obtenido en [5] y se enuncia como sigue,

Teorema 2.1 (Teorema de Hardy-Littlewood-Sobolev). Sea 0 < a <

1 1 Q
n,1<p<qg<oocon - =—- — —. Entonces
q

P n

a) Si f € LP(R™), la integral que define al I, converge absolutamente
p.ct. x € R™
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b) Si ademés p > 1, existe C,, > 0 tal que si f € LP(R™),

Hafllg < Cpg I fllp-

¢) Existe C >0 tal que si f € L'(R") y A > 0,

o s sl < (SLHRY

en otras palabras, 1, es de tipo débil (1,q) con ¢ =1 — g
n

Demostracién. Sea K(z) = |z|~"**. Observemos que I,f = K * f.

Dado p> 0, descomponemos K=K, + K., donde
Ki(x)=K(x) si |z|<p, Ki(z)=0 si |z|>p,
Koo(x)=K(z) si |z|>p, Keo(x)=0 si |z|<u,

entonces Kxf = Kyxf+K.xf. Por la Desigualdad de Y oung (T'eorema 1.3)
Ky f converge absolutamente pues Ki€ L*(R™) y fe€L?(R™). La desigualdad
de Holder (Teorema 1.1) asegura que la integral que representa a K. xf
también converge pues fELP(R™) y K. €LP (R"). En efecto, como

(—n + a)p’ < —n, entonces

| Kally = [l o0dn < oc ®)
|z >p

Ahora mostraremos que st 1 < p < q < ooy % = % — = entonces K * [ es

de tipo débil (p,q). Notemos que es suficiente suponer || f|, = 1.

{a: |K o« f(z)| > 22} < [{a: [Kyx f(2)] > A} + {z 2 [Keo * f(2)] > A}
. P P
o K J@)] > AY < (Hogtle)” < (U50)7,
Pero si denotamos por ¥ la esfera unitaria de R™,

n
HK1H1 = / ’l.‘—n—i-oz dr = ’E’/ Ta—l dr = Cl Ha'
|lz|<n 0

También por la Desigualdad de Holder (Teorema 1.1)
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[0 * flloo < [[Koolly [[fllp = l[Koolly < 00,

donde la ltima desigualdad sigue de (3)), ademds

1
HKOOHP, = (/ ’x‘(—n—&-a)p/dx)p
|| >p

1
(i [ rera)? -
I

Cuando integramos esto ultimo, el exponente nos queda (—n + a)p’ +n
y para que converja la integral se requiere que (—n + a)p’ +n < 0, osea
(—n + a)p’ < —n lo cual esta garantizado por la hipbtesis.

<13

)

q

Luego, si elegimos = Cy ™ resulta || K|y = A Asf
| Koo * flloo < Ay luego {z:|Kx * f| > A} = 0.

Finalmente se tiene

Ha: |[K = f| > 20} < ((11%)}7 =C N 1=0C,y (H];”">q, por lo tanto

1, es de tipo débil (p,q).

Y ahora usando el teorema de interpolacion de Marcienkiewicz
(T'eorema 1.6) obtenemos que 1, es de tipo fuerte (p,q) ¥V p > 1y q como
en la hipdtesis.

0

2. La segunda demostracion

Ahora presentaremos una segunda prueba de la acotacién del ope-
rador en cuestion, pero en este caso usando la acotacion del conocido
operador Maximal de Hardy — Littlewood. (Ver Teorema 1.8). Esta de-
mostracion esta desarrollada en [8].

Lema 2.2. Si 0 < a < n entonces existe C' > 0 tal que, Vx € R" y
0 > 0, se tiene
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[ Ay < ety
o—yl<s 1T — Y[
Demostracion. Sea x € R™" y § > 0,

O 1f(y)]
[ S) L

y—z|<8 |I‘ - y| =1 |y—x|<s2—1

<@y e [y

y—x|<6277
< AP (27 (027 S| M f(x) < CO*M f(x).
i=0
U
1 1 «
Teorema 2.3. Sea f € LP(R"),0<a<n,1<p<g<oocon—=—-——
qg p N

Entonces 3 Cp, 4 > 0, independiente de f, tal que
o fllg < Cpgll fllp-

1 1

Demostracion. Seap > 1,0 < a <n, — = ——g, 0 >0, x € R". Entonces
qg p n

aplicando la desigualdad de Holder,

[ Ay < o ()
|

z—y|>8 |IE - ylnfa

n—a)

Observamos que si g(y) = |z — y| ™ entonces

lglly = ( [ ke y|_("““)p'dy) _
|lz—y|>8

1
7

‘E‘i (/ r(na)p’Jrnldr)p _ O5a_%.
1

-

Ahora,

Lt < [ 1l =y

_ / Wl +/ Wl
i< |7 =yl fo—ylzs [& — Y™™
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aplicando el Lema 2.2 y por ,

< C8Mf(z) + C| f|l,0°

ya
n

eligiendo 6 = (J\ﬁ;ﬁx)) obtenemos
p

ap

—o| (S s, () (a_z)(_i)]
- [(H) e () )

e [(Aﬁjf—ﬁg”) Hf!lp] .

Finalmente por el Teorema 1.8, (M es de tipo fuerte (p,p) con p > 1),

1-2

I flle = / L f(2)'de < Cp,g / M () D fI de
Rn R"l
apg apg MJ’_
< Cpall fli / Mf(@Pde < Cogl fIoE IMFIE < Gyl AR = £l

0

3. La tercera demostracion

Mostraremos una tercera prueba de la acotacion de la Integral Fraccionaria.
Pero en este caso usaremos el siguiente resultado conocido como La
Desigualdad de Hedberg (Probada por L.I.Hedberg en 1972. Ver [7])

funcion acotada de soporte compacto. Entonces para 1 < p < 2 existe
C > 0 tal que

Teorema 2.4 (Desigualdad de Hedberg). Sea 0 < a < n y f una

Lf (@) < Cfll5 M ()5

Demostracion. Sea s > 0,

/()] /()] _
L R e M e LA
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- |f(y)] -
I = T ——dy < | f(2)|dy

2=k ls<|z—y|<2~Fs (’JJ - y’)
- 1
< 2271704 o Qka—/ duy = C's*M )
SPUS D  G g oy sy T Wy = O M ()

k=0

Ahora para acotar el sequndo sumando 11 analizamos los casos p = 1y
p> 1.
Sip=1,

Iy 1 ~(n-a
e = k=8 I R B
j—ylzs [T — Ul S Syl

n
Sil<p<—,sea S =p(n—a)—n. Entonces >0y,
a

1
fly 1 "
I = / W )n|_ady <1Ifll v )
|lz—y|>s |.T - y| |lz—y|>s |.I‘ - y|

Y ahora,

1 > 1
/|-;C—y|28 ’J; — y’p (n—a) kZ:O ok s< |z —y|<2k+1s |x — |TL+B
\Q z, 2’”2 )|
Z n+B ’
De esta manera

1< Cs | fll, = Cs~ G| f]
-~ P Y22

osea que tenemos,

L f (@) < C [Mf(@) + 5" 7|11,

(5 =)l

Y ahora tomando s = ( oM ()

) , se logra la desigualdad deseada

en el enunciado.

O

Teorema 2.5. Sea 0 < a <n,1 < p < 2. Definimos q por % =
Entonces existe C' > 0 tal que para toda f € LP(R™),

SEE
|
31
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Haf 1l < C 1 fl

Demostracion. Sea f continua de soporte compacto. Entonces por la
destgualdad de Hedberg,

( |Iaf(x)|qu)q SC(Hpr)T( Mf(x)qu—?f)da;)
R7 R

—c s ([, Mf(:v)pdfvy

como el operador Mazimal es de tipo fuerte (p,p),

3[3

QP
+‘1

< Cfl" " =C Il

Por densidad el resultado se extiende a todo el LP(R™), con lo cual queda
probado el teorema.

O



Capitulo 1II. Teoremas de
acotacion p — g de la

Integral Fraccionaria con pesos
de clase A(p, q)

En este capitulo vamos a estudiar el problema de la acotaciéon p — ¢ de
la Integral Fraccionaria con peso. En esta ocasion estudiaremos las con-
diciones necesarias y suficientes que debe satisfacer un peso w para que la
Integral Fraccionaria esté acotada del LP(R"™, wP) en LI(R™, w?). Nos basa-
remos principalmente en el trabajo [10] de B.Muckenhoupt y R.L.Wheeden.
En dicho trabajo los autores estudian la acotacion p — ¢ de la llamada
Maximal Fraccionaria, la cual se define como sigue. Para 0 < a < n, = €
R™ vy f localmente integrable,

1
Mf@) = s e [ 1wy )

Q>z

donde @) es cualquier cubo que contiene a x.

Los autores estudian la acotacién con peso de clase A(p, q) de este dltimo ope-
rador bajo ciertas condiciones para los exponentes p, g. Finalmente, en el Teo-
rema 3.4, comparamos la integral Fraccionaria con la Maximal Fraccionaria
para luego, en el Teorema 3.5, enunciar el resultado principal de este capitu-
lo. Comenzaremos con un lema de gran utilidad.

Lema 3.1. 570 < o < n, entonces existen constantes B, K, que dependen solo
deayn,tal quesia >0, d >0, b < B, f funcion nonegativa, ) un cubo en R™
con I, f(x) < aen algin punto de Q) y si definimos,

E={xeQ : I.f(x) >ab N M,f(z) < ad}
entonces se tiene,

29
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d\ n-a
pl< i) (§)

Demostracién. Definimos g(x) = f(x) en 2Q y g(x) = 0 fuera. Sea h(x) =
f(z)—g(x). Asumimos que existe t € Q tal que M, f(t) < ad (de lo contrario no
habria nada que probar). Por el Teorema 2.1, parte (¢), existe C, dependiendo solo
de vy n, tal que para cualquier par de positivos a,b se tiene,

H[ag(x) > %b}' < 0(% /Rng(x)dx)nfa. (6)

Sea P el cubo con centro en t, P =3Q (2Q C P). Entonces,

n—« n—«

/ g(x)dr < /f(x)dx < Mo f(O)|P = < adl3Q| .
Rr P

Usando esto altimo en @ obtenemos que,

Hfag<x>>%b}] < Q) (g) 7)

Sea s un punto de @Q tal que 1, f(s) < a (existe por hipétesis). Existe L >
1, que depende solo de o y n, tal que si x € Q, y ¢ 2Q), entonces

s —y| < Llz—yl

Por lo tanto, para x € Q,

Ih(z) = Maly < L ﬂdy < L"I,f(s) < L"a
e |2 —y|"m e |8 —y["me

Sea B = 2L". Entonces si b > B I,h(z) < %b VieQuyEC {[ag(q;) > %b} _
Luego la conclusion sigue de ([7)).

O

Ahora el siguiente teorema compara, en algin sentido, la Integral Fraccionaria
con la Maximal Fraccionaria.

Teorema 3.2. Sea w € Ay, 0 < g < 00,0 < a < ny f € L, (R".
Entonces existe C' > 0, independiente de f tal que

| o f(2)|w(z)de < C M, f(z)tw(z)dz.
Rr Rr

Demostracion. Asumimos f no negativa y de soporte compacto. Dado
a > 0, descomponemos el conjunto
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{r eR": I,f(x) > a}

en cubos disjuntos {Q;} tales que, Vi, I,f(z) < a en algin punto de
4Q);. (Esto es posible por el Teorema 1 de la pdgina 167 en [5]) Sean B, K
constantes como en el Lema 3.1 y sea b = max{1, B}. Sea § correspondiente
al e = %b‘q en la definicion de Ay para w. Elegimos D tal que

n

D n—o
0= K4" (?) . Sea d satisfaciendo 0 < d < Dy sea Ej C @) donde

I.f(x) >aby M,f(x) < ad.

Por el Lema 3.1

n

Bl < kil (5) " <l
entonces, por la definicion del 6,
w(Ej) < b7 w(Qy)
Sumando sobre j se tiene
w{z eR": I,f(x) >abAN M,f(x) <ad}) <
sb79w ({z € R" : I f(x) > a})
Esto implica que, para d que satisfaga 0 < d < D,

w({rz eR": I,f(x) >ab}) <
w{z eR": Myf(z) >ad}) + w({x eR": I,f(z) >a}) (8)

Ahora sea Q un cubo tal que f(x) = 0parax ¢ Q. Dado x € (3Q)° sea uun
punto en @, el mas cercano a x. Sea P el cubo mas pequeno con centro en x, de lados
paralelos a Q) que contiene a Q).

Entonces existe una constante L > 1 (dependiendo sélo de n y «) tal que

|P| < Llz —ul”

Ademds se tiene que

i
@) < i [ I M) < L M),
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Ahora definimos d = min{D, %} De esto se sigue inmediatamente que
{z eR": I,f(x) >a} N (3Q)° C {z eR": Myf(z) > ad} 9)
De Y @D se stgue que

w{z eR": I,f(x) >ab}) <
2w({r € R" : M, f(z) > ad}) + %b_qw({x eR": I,f(z) >a}N3Q) (10)

Multiplicando esto Gltimo por a?~! e integrando entre 0 y N respecto de a,
el lado 1zquierdo queda, luego de un cambio de variable,

N
/ a’ 'w{z e R": I,f(z) > ab})da =
0
Nb
bq/ a’ 'w{z e R": I,f(z) > a})da (11)
0

Similarmente el lado derecho de queda

N

2/ a’ 'w({x € R": M, f(z) > ad})da +
0
N
%bq/ al'w{z e R": I, f(z) > a} N 3Q)da.

0

Luego de un cambio de variable,

2d71 /Nd a’ 'w{xr € R": M, f(x) > a})da +
0

1 N
—b_q/ a’'w{zr e R": I, f(2) > a} N3Q)da. (12)
2 0

Como w es localmente integrable, el seqgundo término en , es finito. Luego

1 —q e q—1 —q o q—1
o /0 Y ({1 f > a}) da < 2d /0 @l ({M, > a})da.  (13)

Haciendo N — oo, queda,

b4 2d1
— I, f(2)|w(x)dr <
[ M@ < =

[ )t
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Luego queda probada la conclusion para f nonegativa de soporte comptacto.
Ahora para cualquier f (la podemos suponer no negativa pues ambos lados de

la desigualdad que queremos probar son positivos) definimos fn,(x) =
f(z)xB,, (z), donde B,, es la bola cerrada centrada en el origen de radio m.
Como f,, / f, por el teorema de la convergencia mondtona se logra la conclusiéon

para f.
O

El siguiente teorema muestra la acotacion de tipo débil de la
Mazimal Fraccionaria.

Teorema 3.3. Si0<a<n, 1<p<Z, %:%—%, a > 0. Sea
E,={xeR" : M,f(x)>a}.

Siw € A(p, q), entonces existe C independiente de f tal que,

(/Lw@ﬂm);s ([ ).

Demostracion. Fijamos M > 0 y sea,
Eon = Eqo N By

donde By es la esfera n — dimensional de radio M. Ahora para v €
E, v existe un cubo Q) centrado en x tal que,

1
nna/Q|f(a:)|dx>a (14)

Q

Usando el Corolario 1.7 de la pagina 304 en [24], existe una sucesion
de cubos {Qy} tal que E, y C UQy y ningun punto de R™ esta en més de C de esos
cubos (C' finito y solo depende de n). Entonces,

( /E ava(x)quY < (; /Q kw(x)qu)z (15)

Y ya que § <1, el lado derecho de esta acotado por

([ wterar)’ (1)

k
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Ya que los Qs satisfacen , queda acotado por

Zk: (/ w(a:)%)z , <|Qi|_;‘* Qk]f(x)]da:>p. (17)

Usando la desiguldad de Holder en la Gltima integral de (17), queda acotado por

; ( / kw(r)qd:v>5ap!lel""5( Qk| f(x)w(x)]%x) ( Qk]w(x)p/]dx>5.

(18)

Como w € A(p, q) entonces queda acotado por,
Ca™? Z z)|Pdz. (19)

Y como ningun punto de R" esta en més de un nimero finito de tales cubos, (19
queda finalmente acotado por

Ca™" Rn|f(x)w(x)|pdx. (20)

Por lotanto el lado derecho de es acotado por yya que C en no depende
de M, el resultado sigue por el teorema de la convergencia mondtona.

O

Ahora si estamos en condiciones de afirmar el siguiente resultado sobre
la acotacién de tipo fuerte (p —q) de la Maximal Fraccionaria con
pesos  A(p, q).

Teorema 3.4. 510 <a<n, 1 <p<Z,
independiente de f, tal que

1= Zlo_% yv € A(p,q), entonces existe C,

(/ . <Maf<m>u<x>>qu)3 - ( [ Gy dx); |

Demostracién. Definimos w(z) = (v(x))?. Por la Proposicién 1.19, w €
A.conr=1+ ]%, es decir

() G )"

Por el Corolario 1.16, existe s, 1 < s <, tal que w € A,. Entonces existen
D1, qltalesquei:i—— 1<m <py8—1—|—q1

q1 p1
Observemos que wﬁ € A(p1,q1) pues como w € A, entonces,
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(@l) (@fes) = e

con Cindependiente de los cubos Q. Como s = 1—1—;—,1 entonces la desigualdad de arriba
1

(o) (@ 7)" = ¢
— | wl |l [ w < C.
QI Jo @l Jq
Pero esto altimo es lo mismo que
) (a fe®) " = e
_ w — w < Ca,
(|Q| Q Ql Jg

1
O sea wi € A(p1,q1).
Ahora por el Teorema 3.3 existe C tal que

es lo mismo que

3 ‘u::
=~

Cxe

(/ w<x>dw) U< cam || f(@) () de. (22)
a R
Definimos ahora un operador sublineal T,
Ty(x) = My (9(w?)) ().
Entonces con f(z) = g(z) (w(z)"), se reescribe

q1

/{Tg>a}w(x)dx < Ca™® ( Rn|g(x)‘p1w(x)dx)“. (23)

Similarmente existe py satis faciendop < pa < . Entonces, con gz de finido por
iQ = piz—% y usando la desigualdad de Holder vemos que w € A; cont = 1+

p_Z’ ya quet > r. Luego el T'eorema 3.3 sigue valiendo si reemplazamos p1, ¢1

por pa, qo y de esta forma se ve que

a2

/ w(z)de < Ca=® ( | g(m)|p2w(x)dac) ) (24)
Tg>a R7
Finalmente por el teorema delnterpolacién de Marcinkiewicz se tiene
([ wsywon)’ < o [ worawa)” o)
n Rn

Ahora como g(z) = f(z)w(z)] ™ y w(z) = [v(x)]? entonces
Tg(x) = My f(z) y finalmente (25)) queda,
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([ sty ar = ([ 1swpuier)

Rn
Lo cual prueba el teorema.

O

Finalmente tenemos todas las herramientas para probar la acotacién
(p—q) con peso para la Integral Fraccionaria. El siguiente teorema
nos asegura que [, : LP(R™, vP) — LI(R" %) es acotado bajo ciertas
condiciones que enunciamos a continuacion.

1

Teorema 3.5. Asumiendo que 0 < a<n, 1 <p<?2, sil=1
o q p

A(p, q) entonces existe C,independiente de f, tal que

q P
([ ns@ivtarar) < o [ f@rvere)
R™ Rn
Demostracién. Observemos que v € A(p,q) <= 1 € A, con r =
1+ z% (por Proposicién 1.19). Luego 17 € A,. Entonces por los Teoremas
3.2 y 3.4 sale inmediatamente,

( Rnflaf(x)!qu(x)qda:> ‘<o (/H[Maf(fﬂ)]qV(x)qu)

IN

S =

o[ 1rpvterd)



Capitulo IV. Estudios sobre la
continuidad de Operadores
Integrales de Tipo Fraccionario

En este capitulo vamos a estudiar operadores mas generales que la Integral
Fraccionaria. Los denominados Operadores Integrales de Tipo Fraccionario
de la forma

Tf(a) = [ Kl = A)dinl = An)f )iy

donde Ay, ...A,, son ciertas matrices invertibles y si 1 < ¢ < m, el ntcleo k;
satisface una condicién de homogeneidad de grado %, con qﬁl +...+ qim =n—«
(la homogeneidad del nicleo de 1,,).

En la primer seccién mostramos diferentes resultados que obtuvieron la Dra.
M.Urciuolo y el Dr. T.Godoy en los trabajos [18], [19] y [20] sobre la aco-
tacion de este tipo de operadores entre espacios de Lebesgue clasicos. En
la segunda seccion , enunciamos los principales resultados obtenidos por la
Dra. M.S.Riveros y la Dra. M.Urciuolo en los trabajos [2I] y [22] sobre la
continuidad de estos operadores entre espacios de Lebesgue con pesos.

1. Acotacion de 1" entre espacios de Lebesgue
clasicos

En [17] los autores prueban la acotacién sobre el L?(R) del operador

Tf) = [lo =yl e+ ol F)dy
para 0 < « < 1. Luego en 1993, en [I8] prueban un primer teorema donde
generalizan al resultado anterior dado en [I7]. Dicho teorema establece lo

siguiente,

37



38 CAPITULO IV

Teorema 4.1. Sea Q funcién en el L®(R*"). Entonces para 0 < a <
n, el operador de finido por

Tfa) = [ QAzle = ol o +yl " )y,
es acotado del LP(R™) en el LP(R™), para todo 1 < p < oc.

Anos mas tarde, en 1996, en [19] estudian la acotacién sobre el LP(R"),
1 < p < 00, de operadores integrales con nicleos de la forma k1 (x—y) k2 (z+y)
para ciertas clases de funciones, ki,ko, que satisfacen ciertas condiciones de
homogeneidad. Dada una funcion g : R” — C, definimos

gu(x) = 24 g(2a)

Sean {¢;}, ;. {¥;};c; dos familias de funciones medibles sobre R" con so-
porte contenido en {t : 271 < [t| < 2} tales que

@sllas < crs [[¥5llar < €2 (26)

para algin qo > q, ¢1 > ¢, ¢1 >0, ¢ >0, Vj € Z. En este trabajo se logra
el siguiente resultado

Teorema 4.2. Sean {p;}, ., {¥j},cp dos familias que satisfacen (26)).
Entonces el operador definido por

Tf) = [ o= oo + 1))y

donde ki(z) = Z gog-j’q)(z) yko(z) = Z ¢§j’ql)(z), es acotado sobre el LP(R™),
jeL jez
1<p<oo.

Mas adelante, en 1999, en [20] generalizan més atin y estudian operadores de
la forma

Tf(x) = / ki(z — ary)ka(r — agy)...km(z — any) f(y)dy,

L j 1,1 1
con k;(y) = 22% ©ii(27y), 1 < ¢; < o0, ottt =1—r donde
JEZ
0 <r <1y ¢;; satisfacen ciertas condiciones de regularidad. A continuacién
comentaremos mas sobre estos operadores. Observamos que si para cada
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1 <4 < m, todas las ¢;;, j € Z, son iguales, o sea ¢; ; = ¢; entonces para
ke Z,

in . _.n (j+k)n . _.n
ki(2'y) = Y 20 ei(@2ty) = 27 Y 0w g (27y) = 2T k(y),

JEZ JEZ

o sea k; es homogéneo de grado —% respecto de las potencias de 2. Y por lo
tanto el nicleo ki ...k;, serfa homogéneo de grado —(+...4+ =) = —n(l—r),
que es la homogeneidad de la integral fraccionaria I, con a = nr. Esto sugi-
rié que deberian obtenerse, para estos operadores, resultados de continuidad
similares a los que satisface I,,. Por esto a esta familia de operadores los lla-
mamos Operadores de Tipo Fraccionario.

Sean ar, ..., a,, nimeros reales tales que, para cada i, a; # 0y a; # a; si
1 # j. Sean qq, ..., ¢, numeros reales, 1 < ¢; < 0o, tales que

1,1 14
q—1+q—2+...+q—m—1 T,

para algin 0 < r < 1. Para cada 1 < i < m sea {Soi,j}jez una familia de
funciones reales no negativas definidas sobre R”, tales que exista ¢ > 0 y
e > 0, ambos independientes de i, j satisfaciendo

H1) / 01y + 1) — is ()]Pdy < clhf.

) [+ o) ey < o

Sea T el operador integral con nicleo k(x,y), es decir

Tfa) = [ k) w)dy 27)
donde
k(x,y) = ki(y — a12)ka(y — agx)..kp(y — amz), (28)
ki(y) = Zﬂ%,j(?jy)-

En este trabajo logran el siguiente resultado de continuidad

Teorema 4.3. Sea T el operador definido por . Stl<p< % Y

% = %—7", entonces T esté bien de finido y es acotado del LP(R™) en el LI(R™).
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2. Acotacién de T entre espacios de Lebesgue
con pesos

Empezamos considerando el trabajo [21] donde se estudia operadores in-
tegrales de la forma

Tfa) = [ fo-awl " elo = o Sy (20)

donde ay, ..., a,, son numeros reales, ay + ... + a,, = n, a; € R — {0} para
i =1,...,m. Se considerara f € S(R").
En este trabajo los autores obtienen los siguientes resultados,

Teorema 4.4. Sea T definido por . Supongamos que existe ¢ > 1 tal que w(a;x) <
cw(x) para 1 <i<my p.ctaxcR"

a) Stwe A, 1<p<oo, entonces T es acotado sobre el LP(R",w).

b) Siw € Ay entonces existe k > 0 tal que, para todo A > 0y f € S(R"),
k
ol (1@ >N < 5 [If@)le(o)d.

También los autores analizan la acotacion L — BMO del operador T'. De-
1 pertenece al BMO si existe ¢ > 0 tal que

loc

allo-afs

para todo cubo @ C R"™. A la constante mas pequena que satisfaga la de-
sigualdad la llamamos || f]|«. Luego, un segundo resultado en este trabajo
es el siguiente,

cimos que una funcion f € L

dx < ¢, (30)

Teorema 4.5. Sea T definido como en . Entonces existe ¢ > 0 tal que

1Tl < ellfllo
para toda f € S(R™).
Y un tercer resultado que obtienen los autores en este trabajo es el siguiente,

Teorema 4.6. Sea T definido como en .
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a) Sif e L*¥yT|f|(xg) < oo para algin zo € R™ entonces T f (x) esta bien
de finido para todo x # 0y Tf € L} (R").

loc

b) Existe ¢ > 0 tal que,
1Tl < ellfllse,

para toda f como en (a).

En [22] se considera finalmente los Operadores Integrales de Tipo Fraccionarios
de la forma

Tf(x) = / |z — Ayy|" Mo — Agy| ™. |x — Ay f(y)dy (31)
R

donde a; > 0,1 <i<m,a;+..+a,=n—a, 0 < a<ny A son
ciertas matrices invertibles (1 < ¢ < m). En el presente trabajo se obtiene
la acotacién LP(R™, wP) — LI(R™, w?) para w € A(p,q) para los cuales existe
C > 0 tal que

w(A;z) < Cw(z),p.ctaeeR" (P)
Bajo la siguiente condicién sobre las matrices A;,
A, es invertible Vi = 1,...,m y A; — A, es invertible i # j, 1 <4,j < m (H)

se obtienen los siguientes resultados

Teorema 4.7. Sea 0 < a <ny ay,...,a, >0 tales que a1 + ... + oy, = n —
a. Sea T de finido como en donde las matrices Ay, ..., Ay, satisfacen (H).
Si0<p<ooyw€ Ay satisface (P), entonces existe C > 0 tal que

|Tof(z)Pw(x)de < C | |Myf(x)|Pw(x)dx
Rn Rn
para f € LP(R™), siempre que el lado izquierdo sea finito.

Este primer resultado compara nuestro operador T, con la conocida M,
definida en el capitulo anterior. Algo similar con lo que se hizo con la I,,. El
siguiente lema habla sobre la imagen de una f € L2°(R™) bajo el T, definido
en (4), para cierta condiciones que enunciamos a continuacién.

Lema 4.8. Sea 0 < a < n y aq,...,q,, > 0 tales que oy + ... + oy, =
n —a. Sea T definido como en , donde Ay, ..., A, satisfacen (H).
Sil<p<?, % = % -2 weAlp,q) y fe LR, entonces

T.(f) € LI(R",w).
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Ahora, con estos dos resultados en mano, se da el siguiente teorema general
que da la acotacion LP(R", wP) — LI(R™, w9)

Teorema 4.9. Sea 0 < a < n Yy aq,...,ap,, > 0 tales que oy + ... + oy, =
n—a. Sea T definido como en donde Ay, ..., Ay, satisfacen (H). Si1 <

p< L l—% yw € A(p,q) satisface (P), entonces existe C' > 0 tal que

([ mswrsen)” < o[ rwremar)

para f € LX(R™).
1 1 a

Demostracién. Sea w € A(p,q) para . =, & entonces wi € A1+§ C

An. Sin pérdida de generalidad podemos tomar f € L2 (R™). Por el Lema 4.8,
setiene que Tof € LY(R™ w). Por el teorema 3.4 también tenemos que M, es
acotada del LP(R™ wP) en el LY(R",w?). Luego, aplicando el Teorema 4.7
se obtiene

( / rTadeo:)é < c( / (Maf)wquy < c( / |f|pw”dl’);



Capitulo V. Los Espacios de
Lebesgue Variables

En este penultimo capitulo de este trabajo introducimos el concepto de
Espacio de Lebesgue con exponente variable. Mostramos algunas de sus pro-
piedades, vemos que tienen asociada una norma la cual hace que tales espa-
cios formen lo que se denomina un espacio de Banach. Para este estudio, nos
basamos principalmente en [I4] aunque también anadimos informacién com-
plementaria de [26]. Comenzamos describiendo dichos espacios para finalizar
con el andlisis de la Integral Fraccionaria estudiando la continuidad en este
ambiente. Veremos muchas analogias con los espacios de Lebesgue clasicos
como asi también las diferencias que hay entre ambos.

Los espacios de Lebesgue con exponente variables, los cuales llamaremos
espacios de Lebesgue variables, son una generalizacién de los espacios de Le-
besgue clasicos. Estos aparecen por primera vez en 1931 en el trabajo de
W. Orlicz [27]. No obtante, Orlicz abandona el estudio de dichos espacios
para centrarse mas en lo que hoy se conoce como Espacios de Orlicz. Recién
en 1950, en [28], H. Nakano menciona a los espacios LP() ([0,1]) como un
ejemplo de la teoria de los espacios Modulares (también llamados espacios
de Nakano). Una década después, en 1961, los espacios de Lebesgue variables
son introducidos en la literatura rusa por 1.V.Tsenov en [29]. Mas adelante,
en 1979, I.I.Sharapudinov estudia algunos aspectos topolégicos de estos espa-
cios en [30], en intervalos de la recta real. Ademés este tltimo autor, siguié
estudiando otros aspectos de los espacios de Lebesgue variables en conse-
cutivos trabajos como [31], [32] y [33]. Autores rusos también aportaron al
estudio de estos espacios, uno de los mas influyentes fue V.V.Zhikov (ver
por ejemplo [34]). Pero en 1991 aparece un trabajo fundamental publicado
por los autores O. Kovécik y J. Rékosnik, [35], en el cual comienza una era
moderna en el estudio de los espacios de Lebesgue variables. En este trabajo
comienzan a explorar las propiedades béasicas de los LP(-)(R™). En esta parte
del trabajo damos a conocer algunos detalles sobre las caracteristicas de estos
espacios. Nuestro interés principal es estudiar la continuidad de ciertos Ope-

43
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radores Integrales de Tipo Fraccionario. Al final de este capitulo mostramos
resultados de la acotacién, sobre los LP(), de la Integral Fraccionaria, que es
el operador de interés particular en este trabajo.

1. Las funciones exponentes

Iniciamos el estudio de estos espacios definiendo lo que se conoce como
funciones exponentes.

Definicién 5.1. Dado un conjunto Q, sea P(S2) el conjunto de todas las
funciones medibles Lebesgue p(-) : 2 — [1, 00| . Los elementos de P(Q2) son
llamados funciones exponentes o simplemente exponentes. Las denotaremos
por p(+) (para distinguir de los exponentes constantes p).

Definicién 5.2. Dada una funcién exponente p(-) € P(Q), sea
E C Q. Definimos,

p—(E) = essinfoep p(x) y pi(E) = esssupzep p(x).

donde essin f denota el in fimo escencial y esssup denota el supremo escencial.
En el caso que E = Q simplemente denotamos por p— = p_(2) y

P+ = p+ ().

Ademas vamos a partir el {2 en tres subconjuntos que utilizaremos a lo lar-
go de este capitulo. Dada una funcién exponente p(-) € P(2) definimos los
siguientes,

X = {2 eQ:p() = oo}
OO = {zeQ:p) =1}
PV = {2e€Q:1<p(x) < oo}

Cuando no haya lugar a confusién, omitiremos el supraindice p(-) en las
definiciones anteriores.

Dada una funcién exponente p(-) € p(€2) definimos la funcién exponente
conjugada p'(-) por la férmula

1 1 _
@—Fm—l, x € Q.

Definicién 5.3. Dado Q y una funcion r(-) : Q@ — R, diremos que r(-) es
localmente log— Hblder continua, y la denotamos por r(-) € LHy(Q2), si existe
una constante Cy tal que para todo x,y € Q, |r —y| < %,
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%
—log(lx —yl)’

r(z) = r(y)] <

Ademds diremos que r(-) es log—HO0lder continua en el infinito, y la
denotamos por r(-) € LH (), siexisten constantes Co, y Too tales que para
todo x € (),

Too| < —COO
=T log(e+ Jxf)

() =

Proposicién 5.4. Sea 2 C R”

1. Sir(-) € LHy(R), entonces r(-) es uniformemente continua y r(-) €
L>®(F) para todo subconjunto acotado E C Q.

2. Sir(-) € LHy(R), entonces r(-) € L>(Q).

3. SiQesacotadoyr(-) € L®(Q), entonces r(-) € LH«(2), donde la constante

Cw depende de ||7(+)|| 0o, €l didmetro de Q, y de la distancia de Q al origen.

4. r(-) € LH(R2) es equivalente a la existencia de una constante C' tal que
para todo x,y € Q, |y| > |z|,

I
log(e + |x)

r(z) —r(y)| <

5. Si py < oo, entonces p(-) € LHy(2) si y solo si r(-) = p%) € LHy(9).
1
(.

(
Similarmente, p(-) € LHo(2) si y solo si () = 55 € LHx(9).

2. La Modular

Dada una funcién exponente p(-) € P(£2), queremos intentar definir al
espacio de Lebesgue variable LP() () como el conjunto de las funciones me-
dibles f tales que,

/\f(x)\p(x)dx < 0.
Q

Pero hay ciertos problemas con este intento ya que por ejemplo el €2, puede
tener medida positiva. En esta seccién vamos a remediar esto para luego dar
formalmente la definicion de lo que seran los espacios de Lebesgue variables.

Definicién 5.5. Dado Q, p(-) € P(Q) y una funcién medible Lebesgue f,



46 CAPITULO V

definimos la modular funcional (o simplemente la modular) asociada
con p(-) por,

poalh) = [ 5@z + )l
O\ Qoo

Si f no es acotada sobre el 0, o si f(-)?) ¢ LY(Q\Qy), definimos
pp),0(f) = +00. Cuando |Q| = 0, en particular cuando p; < oo, dejamos
| fll 2o (2ee) = 0. Cuando |2\ = 0 entonces pyy0 = || f|| e @u)-

Siempre y cuando no se presente ambigiiedad alguna escribiremos simple-
mente p,)(f) o p(f). A continuacién vamos a enunciar algunas propiedades
de la modular.

Proposicién 5.6. Dado Q y p(-) € P(2),
i. Paratoda f, p(f) =0y p(|f]) = p(f)-
ii. p(f)=0siy solosi f(x)=0p.ctzel.
iii. Si p(f) < o0, entonces f(x) < oo p.c.t.x € Q.

iv. pes convexa: dados a, § >0, a+ =1,
plaf +Bg) < ap(f)+ Bplg)-

v. p preserva orden : si |f(x)| > |g(x)| p.ct.x € Q, entonces p(f) >
p(9)-

vi. p tiene la propiedad de continuidad : st para algun p > 0,
p(f/n) < oo, entonces la funcion A — p(f /) es continua y decreciente
sobre [p,00). Més atin, p(f/\) — 0 cuando A — oo.

Consecuencia inmediata de la convexidad de p es que si a > 1, entonces
ap(f) < plaf), ysi0<a <1, entonces p(af) < ap(f).

3. El Espacio L"")(Q)

Definicién 5.7. Dado Q y p(-) € P(Q), definimos el LP")(Q) como el conjunto
de las funciones medibles Lebesgue, f, tales que p(f/\) < oo para algin
A > 0. Definimos también el LLZSQ(Q) como el conjunto de funciones medibles

Lebesgue, f, tales que f € LPO)(K) para todo compacto K C (.
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Ejemplo 5.8. Sea 2 = (1,00), p(z) =z y f(z) = 1. Entonces
p(f) = oo, pero para todo A > 1,

00 . B 1

Similarmente, si Q = (0,1) y p(z) = 1
00, pero p(f/\) = oo para todo A < 1.

2, con f(x) =1 tenemos que p(f) <

x?

Proposicién 5.9. Dado Q y p(-) € P(R2), entonces la propiedad de que
f € LPO(Q) si solo si

o) = [ 1@+ [l <
N\ Qoo
es equivalente a asumir que p— = 00 0 py(2\ Q) < 0.

En [14] se prueba que el espacio LP()(£2) es un espacio vectorial. También se
le define una norma de tipo Luxemburgo — Nakano y es como sigue,

[fllror @) = inf {\>0: ppy(f/A) <1}.

Finalmente se prueban también en [14] los siguientes resultados que caracte-
rizan al espacio LP()(2) como un espacio de Banach.

Teorema 5.10. Dado 2 y p(-) € P(2), LP)(Q) es un espacio completo.

Teorema 5.11. Dado un conjunto abierto Qy p(-) € P()), supongamos que
Py < 00. Entonces el conjunto de todas las funciones acotadas de soporte
compacto, con sop(f) C Q, es denso en LPO)(SQ).

Teorema 5.12. Dado un conjunto abierto Qy p(-) € P(Q), entonces LPV)(Q)
es separable si y solo st py < 0o.

A continuacién vamos a enunciar algunos resultados extras que nos serviran
para estudiar luego algunos operadores entre los espacios LP)(€2). Veremos
las condiciones que tales operadores deben satisfacer, como asi también las
condiciones sobre las funciones exponentes, para garantizar la continuidad
de tales operadores.

Teorema 5.13. Dado Q y p(-) € P(Q) tal que || = 0, entonces para todo s,
pi_ < s < 00,

Pl = 1150
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Notemos que hemos simplificado la notacién al poner || f||,.) en lugar de
£l 2001 (). Siempre y cuando no presente ambigiiedad lo haremos asi. A
continuacion enunciamos la Desigualdad de Holder para los espacios de Le-
besgue variables.

Teorema 5.14. Dado Q y p(-) € P(Q), para toda f € LPV)(Q) y
g€ LPOQ), fge L)y

/ F@e@)dr < Kool Fllo ol

donde

1 1

w0 = (o= o +1) el + el + ]

Definicién 5.15. Dado  y p(-) € P(Q), y dada una funcién medible f,

de finimos
1l = sup / f(@)g(x)de
Q

donde el supremo se toma sobre todas las funciones g € LP(Q) con
lgllc) < 1.

En lo que sigue vamos a denotar, de manera temporal, por MP®) al con-
junto de todas las funciones medibles f tales que || f ||;(.) < 00.

Teorema 5.16. Dado Q, p(-) € P(Q) y f medible entonces f € LP0)(Q)
si y solo si f € MPO); més atn,

ko)l flloey < Mf ey < Kpey Il fllpe),
donde

1
Koy = (o = 2 1) Il + el + ey e
p P+

= IIxa.llse + [Ixasclloe + X1 [loc-

1
K.
Proposicién 5.17. Dado Quyp(+), q(-) € P(Q), supongamos que
]Q\Qgg)\ < 00. Entonces L1)(Q)  LPY)(Q) si y solo si p(x) < q(x)
p.ct.x € Q). Mas ain, en este caso tenemos que,

”f”p(') < (1 + |Q\Q€<(>)|) ||f||q(')'
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4. Convergencia en L"')(Q)

Ahora vamos a considerar tres tipos de convegencia en el espacio que es-
tamos estudiando, LP()(€2). Tales seran la convergencia en modular, la con-
vergencia en norma y la convergencia en medida. Todo esta probado en [14],
libro que seguimos como referencia principal.

Definicién 5.18. Dado Q y p(-) € P(Q?), y dada una sucesién de funciones
{fi} € LPO(Q), decimos que f, — f en modular si para algin

B >0, p(B(f—fr)) — 0 cuando k — oco. Diremos que fp, — f en norma
si || f = fellpcy — O cuando k — oo.

El siguiente resultado establece la relacion entre la convergencia en modular
y la convergencia en norma en el LP0) ().

Teorema 5.19. Dado Q y p(-) € P(R), la sucesion {fr} converge a f en norma
sty solo si paratodo > 0, p(B(f—fr)) — 0 cuando k — oco. En particular,
convergencia en norma implica convergencia en modular. Mas ain, convergencia
en norma es equivalente a convergencia en modular si y solo si se tiene

p— < 00 0 pi(Q\ Q) < 00.

En los espacios de Lebesgue clasicos teniamos los fuertes teoremas de con-
vergencia, el llamado teorema de la convergencia mondétona, el teorema de
la convergencia dominada y el lema de Fatou. A continuacién veremos la
version de tales resultados en los espacios de Lebesgue variables.

Teorema 5.20. Dado Q y p(-) € P(Q), sea {fx} una sucesién de funciones
no negativas tales que fr /" f puntualmente para casi todo punto. Entonces

se tiene que f € LPO(Q) y || frllpty — 1fllpcy 0 f ¢ LPO(Q) y
| fillpy — oo

Teorema 5.21. Dado Q y p(-) € P(Q), supongamos que la sucesion
{fi} € LPO(Q) es tal que f, — f puntualmente en casi todo punto. Si

liminf fillp) < oo,
entonces f € LPV(Q) v,
3y < liminf )
[fllpey < L 1 1 fillpc

Teorema 5.22. Dado Q y p(+) € P(Q), supongamos p; < 0o. Si la sucesion
{fr} es tal que f, — [ puntualmente en casi todo punto, y existe
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g € LPO(Q) tal que |fi(z)| < g(z) p.ct.x € Q, entonces f € LPO(Q) y
|f = fillp(y — 0 cuando k — oo.
Ademéds, si py < 0o, entonces este resultado es siempre falso.

A continuacién vamos a relacionar las convergencias en modular y en norma
con la convergencia en medida. Recordemos que dado un dominio €2 y una
sucesion de funciones {fi}, decimos que fr — f en medida si para todo
e > 0 existe K > 0 tal que si k > K,

{z € Q:|f(z) - filx)] = e}] <e.

Teorema 5.23. Dado Q y p(-) € P(Q), si la sucesién {fi} < LPO(Q)
converge a f en norma, entonces converge a f en medida.

Proposicién 5.24. Dado Q y p(-) € P(QQ), supongamos que la sucesion
{fe} € LPO(Q) converge en norma a f € LPO(Q). Entonces existe una
subsucesion {fk]} y g € LPY)(Q) tal que la subsucesion conver ge puntualmente
en casi todo punto a f, y para casi todo x € Q, |fi, ()| < g(x).

Teorema 5.25. Dado Q y p(-) € P(Q), si {fi} C LPOY(Q) es tal que
| frllpy — 0 (0 00), entonces la sucesién p(fr) — 0 (0 00). La reciproca vale
sty solo si py(2\Ne) < 00.

Finalmente concluimos esta seccién con el resultado més fuerte de las re-
laciones entre la convergencia en norma, la convergencia en modular y la
convergencia en medida.

Teorema 5.26. Dado Q2 y p(-) € P(Q), supongamos que p, < oco. Entonces
para f € LPY(Q) y una sucesién {fy} € LPY(Q), las siguientes
afirmaciones son equivalentes :

1. fx — f en norma,
2. fxr — f en modular,

3. fx — [ en medida y para algin v > 0, p(vfr) — p(vf).

5. Acotacién de la Integral Fraccionaria en L1)(Q)

Finalmente hemos llegado a esta ultima seccion de este capitulo, donde
vamos a estudiar en profundidad la continuidad de la Integral Fraccionaria
en los espacios de Lebesgue variables. Tal estudio nos servira para el proximo
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capitulo, estudiar con mas detalle los operadores de tipo fraccionario definidos
en el capitulo anterior pero ahora en los espacios LP()(Q). En este capitulo
vamos a ver las técnicas que utilizan los autores D.Cruz Uribe y A.Fiorenza
en [I4] para probar que la Integral Fraccionaria es acotada del LP()(2) en
el LI10)(Q) para ciertas condiciones en las funciones exponentes p(-) v q(-).
A continuacién daremos un resultado general de extrapolaciéon que nos va a
servir para el estudio de la continuidad de la Integral Fraccionaria.
Denotaremos por § la familia de pares de funciones medibles no negativas.
Dados p,q, 1 < p,q < oo, si para algin w € A(p, q) escribimos,

/ F(z)Pw(x)dr < C’o/ G(z)’w(x)dz, (F,G) € F,
Q Q

queremos decir que esta desigualdad vale para todo par (F,G) € § tal que el

miembro izquierdo sea finito y la constante puede depender de n, p, Qy de [w]a
pero no del w.

q

Teorema 5.27. Dado ), supongamos que para algun py, qo, 1 < pg <
qo, la familia § es tal que Yw € Ay,

( /Q F (ﬂf)‘“w(x)dx)qlo < Gy ( /Q G(a:)%(;g)i'ﬁdx)plo, (32)

con (F,G) €§.

Dado p(-) € P(R) tal que py < p- < py < —20
q

, definimos q(-) por,

0~ Po
1 1 1 1
- == - (33)
p(x) q()  po o
a() ’
Si el operador Maximal es acotado sobre el L( %0 ) (Q), entonces
1Ellay < CooylIGllny- (34)
. o —— _ pr) —= _
Demostracién. Sea p(+), q(-) como en la hipdtesis. Sean p(x) = —=, q(z) =
Do

o) .,

. Asumimos que la Maximal esta acotada sobre L@ '(Q). Ahora

desarrollaremos una técnica conocida como Algoritmo de Rubio Francia.

De finimos iteradamente R sobre L@ '(Q) por,

= MFh(x
Rh(a:) = ;ZkHM—Hg(i, (35)

entonces se puede comprobar que,
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(i) Vo € Q, |h(z)| < Rh(z).

(ii) R es acotado sobre L™ (Q) y | RA)| < 2[|hll;m -

a(x) /

(iii) Rh € Ay y [Rh],, <2[Mll -

Ahora fijamos un par (F,G) € § tal que F € L1 (Q). Por los Teoremas
5.13 y 5.16 tenemos que,

1P = [F®l < k) sup / F(2)®h(z)da, (36)

donde el supremo se toma sobre todas las funciones h tales que
[hllgm =1
Ahora mostraremos que, fijada cualquier funcién h,

| Fern@is < clo|,, (37)
Q
donde C' no depende de h. Ahora, por (i), tenemos que

/QF(x)qoh(x)dx < /QF(x)quh(x)d:c. (38)

Por la desigualdad de Holder para los espacios de Lebesgue variables,
Teorema 5.14, por (ii) y por el Teorema 5.13, tenemos que

/QF(Jf)%Rh(ﬂf)dx < Ko [FCll IRl - < 2K0 1F 150 1 allye - < oo

Con esto ultimo mostramos que el lado derecho de (38)) es finito. Ahora por
(1i1) tenemos garantizado que vale (w="Rh). Mas atin, Cy sélo depende
de [Rh]a,. Luego, entonces por , Teorema 5.14 y Proposicion 5.13
podemos acotar el lado derecho de como sigue,

40
PO

/Q F(z)*Rh(x)dr < CP ( /Q G(x)pORh(x)po/qodx>

< GG [RE/©|| %2 = CRIIG % IR/ 220,

Para completar la prueba solo resta ver que ||th0/q0||%p? es acotado por

una constante independiente de h. Por la definicion de q(-),

o) = pl) @ @) o

p(z) — po o 4(z) — qo0 Do
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Por lo tanto, por el Teorema 5.13 y por (i),
||th°/q°||%p? = [Rhll < 2lhlmy = 2
como queriamos ver.

g

Un corolario importante del Teorema 5.27 es el que enunciaremos a conti-
nuacion, que nos ayudara con la desigualdad de tipo débil de la Integral
Fraccionaria que veremos luego.

Corolario 5.28. Dado €2, supongamos que para algunos pg, qo, 1 < pg <
qo, la familia § es tal que para todo w € Ay,

1 q0/Po
w ({x e0: F(ZL‘) > t}) < Cy (t}To/ G(gp)p()w(x)po/%d$) ’ (39)
Q
con (F,G) € §.
Dado p(-) € P(Q) tal quepy < p_ < py < %, de finimos q(-) como en (33).

Si el operador Maximal es acotado sobre L(‘I(')/qo)'(Q), entonces para todot >
0,
[tXeea:r@>tla) < Co)l|Gllpes (40)

con (F,G) € 3.

Demostracién. De finimos una nueva familia § que consta de los pares,
(Ey G) = (tX{$€Q:F(I)>t}J G) ) <F7 G) € '3'7 t>0.

Entonces podemos reafirmar (39) como sigue, Para todo w € Ay,

| Fil| Loy = tw(z €w: F(x) >t)n < C’O‘TO||GHLPO(UJPO/%), (F,,G) € 3.

Por lo tanto podemos aplicar el Teorema 5.27 a la familia T y concluir que
(34) vale para los pares (Fy,G) € §, o sea .

i

Llegamos al final de este capitulo donde estamos en condiciones de estu-
diar la acotacién LPO)(Q) — L10)(Q) de la Integral Fraccionaria. La misma
la seguiremos de [14] donde los autores, D.Cruz Uribe y A.Fiorenza, utilizan
técnicas de extrapolacién. Una prueba alternativa se da en [12] donde primero
se obtiene la acotacién LPC)(Q) — L0 (Q) de la Mazimal Fraccionaria, para
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ciertas condiciones sobre las funciones exponentes. Luego, usando un resul-
tado de comparacién puntual entre la Integral Fraccionaria y la Maximal
Fraccionaria, dado en [I1], los autores obtienen la acotacién LPO)(Q) —
L10)(Q) para la Integral Fraccionaria bajo las mismas condiciones en las
funciones exponentes que las pedidas para la Maximal Fraccionaria.

Teorema 5.29. Fijado o, 0 < a < n. Dado p(-) € P(R") tal que
1 <p_ <py <2 definimos q(-) por,
1 1 o

pl)  qlz) n
S existe qo > " tal que M es acotada sobre L0)/w) (R™), entonces,
Hafllaey = Cllfllney- (41)

Sip_ =1y si M es acotada sobre el L(Q(')/‘IO),(R") donde qy = -, entonces
para todo t > 0,

[tX (wermias@) >0 ey < Cllfllpe)- (42)

Demostracién. Fijamos «, p(-) y q(-) como en la hipétesis. Primero

s?

probaremos la desigualdad de tipo fuerte . Como qy > ,
n—

L L — 2 entonces py > 1. Por lo tanto, por la

definimos py por e T w = :
Proposicion 1.19 (a), si w € A1 C Ay, w, entonces wwo € Ay pues por la
Po

destgualdad de Holder,

ﬁ/@uﬂt(az)m < ﬁ [(/Qw(x)dx>;0\Q];6] _ (ﬁ/@)w(m)dw)gﬂ.

Tomando supremo sobre todos los cubos () que contienen a x y del hecho que
w e Al:

M(w%) < (M(w))% < Cuww .
Esto altimo muestra que Wi € Ay C Ay, (Proposicién 1.19 (a)). Y entonces
Po

por el Teorema 3.5 se tiene que

a0

( oo <~””>’q°w<fv>dfc) < c( Rn|f(x)|p°w(x)p0/q0dx) "

vale para toda funcién f acotada y de soporte compacto. (Notemos que el lado
derecho de la desigualdad anterior es finito puesto que w € Ay es localmente
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integrable. Luego el lado derecho también resulta finito).
De finimos la familia § de pares (|I.f|, | f]) con f funcién acotada de soporte
compacto. Entonces por el Teorema 5.27,

Hafllay < Clifllpe), (43)

para todas las funciones acotadas de soporte compacto para las cuales
el lado izquierdo de (43)) sea finito. Este es siempre el caso. Ahora fijamos
una funcion fy sea B una bola de radio al menos 1 centrada en el origen tal
que sop(f) C B. Por la Proposicion 5.17 y cualquiera de los Teoremas del
capitulo 11,

Hafllraoery < (L4 12B)[afllzeresy < Clfllr+m < oo

Para estimar la norma de I, f sobre R"\2B, notemos primero que si
r€R"\2Bey € B, |x—y| > |z|—|y| > |z|/2. Por lotanto, para todos esos z,

L f(x)] < /B %dzjscw—”,

y luego,
o fll Lao @m2m) < ClI1*"[ Lae) ®ge\28)-
Yaque p- >1, ¢ > ==, y luego,

/ |0 gy < / 2| gy < oo
R™\2B R™\2B

y luego por la Proposicion 5.9 tenemos que |||-|*"|| pa¢)@my2m) < 00.

Asi vale para toda funcién acotada de soporte compacto. Ahora dada

una f € Lp(‘)(R”), ya que py < & < oo, el Teorema 5.11 nos garantiza

la existencia de una sucesién { fy} de funciones acotadas de soporte compacto
que convergen en norma a f y tales que |fx| < |f|; por Proposicién 5.24
podemos pasar a una subsucesion que conver ge puntualmente en casi todo punto.
Luego por el Lema de Fatou en los espacios de Lebesque clasicos se tiene,

[af(@)] < La([f)(2) < lminf Lo (| fi])(2).
Por lo tanto, por el Teorema 5.21,
o fllaty < Y inf | a1 eDllacy < € lim it fullyey < 1l

Y esto completa la prueba de .
Para probar la desigualdad de tipo débil sale stguiendo la misma idea excepto
que como qo = ——, po = 1. Entonces usamos el Colorario 5.28 y listo.

g
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6. La Maximal Sharp

Como usualmente, dada f € L} (R™) y una bola B, definimos

loc

fg = ﬁ/ f v la funcién Mazimal Sharp M¥ f por
B

1
M f(2) =sng/B|f—fB|,

donde el supremo se toma sobre todas las bolas que contienen a x. Es bien
sabido que para 1 < s < oo vale la estimacién

cllM* flls < I f]ls < ClIMP £

En [36] L.Diening y M.Ruzicka prueban que el mismo resultado vale para
exponente variable. Obtienen el siguiente resultado,

Teorema 5.30. Sean p, p' in P(R™), 1 <p_ < p, < co. Entonces existe
C > 0 tal que para toda f in LPO(R™),

1£llpey < CIMF fllngy.



Capitulo VI. Resultados
principales

Hemos llegado finalmente al iltimo capitulo de este trabajo. Ahora nos
dedicaremos exclusivamente al estudio de la acotacién sobre los espacios de
Lebesgue variables de los Operadores Interales de Tipo Fraccionario, como
en pero en este caso con nucleos de la forma,

1

K = 44
@Y = Ay = Al (44)

con aj +...+a,, = a, donde 0 < o < n y algunas condiciones en las matrices
A;. En una primera parte, mostraremos los resultados dados en [23] donde
los autores, el Dr. P.Rocha y la Dra. M.Urciuolo, obtienen estimaciones de
tipo fuerte y débil con ciertas hipotesis sobre las matrices A;. En la segunda
y ultima parte, daremos un resultado analogo, pero ahora para el caso en que
A; = A" donde A es cierta matriz tal que A™ = I. Pero en este 1dltimo caso
usaremos técnicas de extrapolacién, parecidas a las usadas en el Teorema
5.27, concluyendo con la acotacién LP() — L0 del operador.

1. Resultados recientes

Como dijimos arriba, en esta primera secciéon mostraremos los resultados
que se obtuvieron en [23].

Teorema 6.1 Sea 0 < o < n, y sea T, el operador integral con nucleo dado por

(44), con A; matrices ortogonales y tales que A; — A; es invertible para

i#j, 1<i,j<m.Seah:R—[l,00)tal que 1 <h_<h, <2

h € LHy(R)NLH(R). Seap : R — [1, 00) dada por p(x) = h(|x|). Entonces
1

T, es acotado desde el LPO)(R™) en el LIO)(R™) para ﬁ — @ =

57
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Esbozo de la demostracién. En [22] los autores obtienen la siguiente
estimacion, (p,3, (2,2)),

MF(T.f)(z) < OZMaf(A;lx),

onde = 5. De esta estimacton y del T'eorema 5,30 se sigue
donde M}’ f M#(|f)%)s. D del T 5.30

ITaflay = NTaf Pl < elM* (TafI)I1, < clMF (Taf)lac

< e IMaf (A7 oty = ¢ 1Mo fllgcar,
=1 =1

Como q(-) es una funcién radial y las matrices A; son ortogonales tenemos que
la ultima expresion es iqual a

= ¢ [IMaflloe) < el fllpe)-

i=1

Donde la ltima desigualdad se sigue de un resultado de acotacion p(-) —
q(+) de la Maximal fraccionaria estudiado en [12].

O

También obtienen una estimacién de tipo débil para tal operador como sigue.

Teorema 6.2. Sea 0 < a <n, h: R — [1,00) una funcién tal que

he€ LHy(R)NLH(R), h(0) =1y hy < 0o. Sea p: R" — [1, 00) dada por

p(x) = h(|z]). Sea T, el operador integral con nucleo dado por ([4)), con A;

matrices ortogonales tales que A; —A; son invertibles para i # j, 1 <1i,j <
1 1

m. St — — ——= = 2 entonces existe C tal que,
p(z) q(@)  n

sup t ||X7ufr@)>tlla)y < Cllfllpe)-
t>0

Estos dos resultados son los principales de este trabajo.

2. Nuestros resultados

Ahora daremos otra demostraciéon de la acotacién del T, definido como
antes con ntcleo de la forma pero ahora las matrices A; seran de la



CAPITULO VI 59

forma A’ tal que A™ = I (donde I denota la matriz identidad). Es decir, el
operador que nos interesa ahora, tiene la siguiente forma,

1
Talle) = dy, (45
f( ) /]R" |:L‘—Ay|a1|x_A2y|a2'”|x_Amy amf(y) Y ( )

donde m € N, A matriz nxn tal que A™ = I. Ademas le vamos a pedir que
A; — A; sea invertible para i # j, 0 < a < n,y tal que oy +... + o, = 1 — .
Usaremos técnicas de extrapolacion como en el Teorema 5.27, donde obten-
dremos la acotacién LP¢) — L90) bajo ciertas condiciones que enunciamos a
continuacion.

Teorema 6.3. Sea 0 < a < n y T, definido como en . Sea
p(-) € P(R") tal que 1 < p_ <p, <2y q(-) € P(R") definido por

Iﬁ_ﬁ = 2. Si el operador Maximal esta acotado sobre el L( meal) (R™)
entonces T, es acotado del LPY)(R™) en el LI1O(R™).
Demostracion. Sea gy = nfi;_. Sea q(r) = %. Definimos,
> MF*h(Az) > MFh(A™ )
Rh = — =t ... — 46
@ = 2t 2 (46)

Podemos observar lo siguiente,
(i) Ve € R™, |h(x)| < Rh(z).
(ii) R es acotado sobre el L1®) '(R™) y IRAll + < 2ml|Rll -
(i) Rh € Ay y [Rh]a, <2m]|M]|.
(iv) Rh(A'z) < Rh(z), = € R™

(1) y (iv) son evidentes, (ii) se obtiene gracias a la subaditividad de la norma.
Probemos (iii),

< MFHR(Ax) < MR (A™)
MRh(z) < S 2L _MAn) M™h(A™z)
@< 2 S M
k=0 k=0
2 MF+h(Ax) = MFHR(A™)
< (2m||M]) ZW+ DM
=0

k=0 k

< (2m||M[]) Rh(z).
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Luego esto ultimo implica que [Rh] 4, < 2m||M||. Notemos que (iv) nos dice
que Rh verificala hipdtesis (P) fundamental para los resultados obtenidos
en [22] que mostramos en la seccién 2 del capitulo I'V. En tal trabajo, de hecho,
se obtiene una estimacion ponderada (p—, qo) con pesos w € A(p, q) tales que
satisfacen la hipbtesis (P).

Ahora tomamos f acotada de soporte compacto. Primero chequeamos que

| T fllq) < 00. Por Proposicion 5.19, esto es equivalente a ver que

pq(.)(Taf) < Q.

’Taf(x”q(x) < |Taf(x)‘q+X{m:Taf(m)>1} + |Taf(x)‘q_X{m:Taf(z)§1}7

Pero como f es acotada de soporte compacto entonces T, f € L*(R™) para
s > —"—. Luego entonces se concluye que T f(2)|9® dz < oc.

Ahora sequimos como en el Teorema 5.27,

@ Qo — ©(x)h(x)d
TSy = NTaf) "l = € sup_ | @pr @

90

<C swp /(Taf)qO(x)Rh(fr)d:rSC sup ( |fprnh<x>%dx)p,
kil =1 JRe Il =1 \JRn

Ahora aplicando la desigualdad de HOolder, Teorema 5.14, y el Teorema
5.13,

a0 p_ 90 p_ 90
_ || P— — | P= —
<Ol sw IR, < CIfI, s [RAW |, (47

oy = sy =

donde p(-) = %. Ahora por la definicion del q(-), se verifica que,
N/ 9 —F—
p\x = —4q\7),
@' - 2w

de esta forma, el Gltimo miembro de se acota por,

< Cliflls, Sup 1IIRhHm/ < 2mC|fl(,-
a0 =

Lo cual completa la prueba puesto que por el Teorema 5.11 las funciones
acotadas de soporte compacto son densas en el LPC)(R™) entonces para cualquier
f stgue un argumento como en el Teorema 5.29.

O
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También, siguiendo la demostracién del Corolario 5.28, concluimos un resul-
tado de la acotacién de tipo débil del operador T, que enunciamos a conti-
nuacion.

Teorema 6.4. Sea 0 < a < n, y T, el operador integral definido como en

. Sea p(-) € P(R") tal que 1 < p_ < p, < g y q(-) € P(R™) definido
1 1

p(z)  q(x)

n—ap_

L< np— q(')) (R™), entonces existe C' > 0 tal que,

por -2 St el operador Maximal M es acotado sobre el
n

[tX feernar@>illay < Clfllpe)-

Y con estos resultados hemos llegado al final de este trabajo. Hemos obtenido
la acotacion de tipo fuerte y de tipo débil del operador T, definido en (45)
con técnicas de extrapolacion.
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