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Resumen

Las ecuaciones de la magnetogasdindmica real, Navier-Stokes y Maxwell, constituyen
un sistema de ecuaciones diferenciales no lineales en derivadas parciales hiperbolico-
parabdlico, donde la parte ideal es no convexa. La aproximacion numérica utilizada
consiste en un solver de Riemann aproximado junto con un esquema de alta resolucion
TVD. En esta Tesis se presenta un nuevo sonic fix para los puntos de causalidad
acustica. El codigo computacional - desarrollado para la simulacion de flujos
magnetogasdinamicos bidimensionales, dependientes del tiempo, resistivos y viscosos -
fue validado con los problemas de Brio y Wu, y de Hartmann. La nueva técnica probo
ser robusta mediante la simulacion del fenomeno de tadpoles que ocurren en la baja

corona solar.
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Abstract

The real magnetogasdynamic, Navier-Stokes and Maxwell’s equations, constitute a non
linear parabolic-hyperbolic partial differential equations system. In addition, the ideal
part of the magnetogasdynamic equations is not convex. The numerical approach used
consists of an approximate Riemann solver with a high-order TVD scheme. In this
Thesis a new sonic fix for the acoustic causality points is introduced. The computational
code developed here - for 2D, time-dependent, viscous and resistive
magnetogasdynamics flows, - was validated with the benchmarks of Brio and Wu, and
Hartmann. The new technique proved to be robust with the simulation of observed

tadpoles that occur in the low solar corona.

Sintesi

Le equazioni della magnetogasdinamici reale, Navier-Stokes e Maxwell, costituiscono
un sistema di equazioni differenziali non lineare iperbolico-parabolico, dove l'ideale
non e convesso. Le approssimative numerico utilizzata consiste di un ‘“solver” di
Riemann approssimato insieme con uno schema di alta risoluzione TVD. Questa Tesi
presenta un nuovo ‘‘sonic fix” per i punti di causalita acustica. Il codice
computazionale - sviluppato per la simulazione di flussi magnetogasdinamicos 2D,
dipendente dal tempo, resistivi e viscoso - e stato convalidato con i problemi di Brio e
Wu, e Hartmann. La nuova tecnica si é rivelato essere robusta attraverso la

simulazione del fenomeno “tadpole” che si verificano nella bassa corona solare.



Capitulo 1

Introduccion

“Ante el universo
la mente humana es como un nifio pequeno en una enorme biblioteca.
No comprende las lenguas en que estdn escritos sus libros.
Pero nota un plan determinado en su ordenacion,
un orden misterioso que no comprende,

sino que solo sospecha oscuramente”. Albert Einstein.
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I.1 Comentarios generales

La magnetogasdindmica (MGD) es la parte de la mecanica del continuo que estudia el
movimiento de un medio gaseoso eléctricamente conductor en presencia de un campo
magnético. Es necesario recordar que cuando un gas ionizado (plasma) se mueve dentro
de un campo magnético se induce un campo eléctrico y una corriente eléctrica aparece,
a su vez la interaccion de la corriente con el campo magnético cambia el movimiento
del fluido y por lo tanto cambia el campo magnético. El plasma es una mezcla de
electrones, iones, particulas neutras y posiblemente moléculas. Por definicion, se
considera a un plasma como el estado de la materia compuesto por un gas ionizado con
un numero suficiente grande de particulas cargadas con la propiedad de apantallarse
mutuamente en una distancia pequefia comparada con otras longitudes de interés fisico.
Esta distancia que separa el comportamiento colectivo a gran escala del comportamiento
como particulas individuales a pequena escala del gas, es del orden de la longitud de
Debye. A las regiones del gas libres de campo eléctrico donde las cargas espaciales

positivas y negativas casi se equilibran Langmuir les dio el nombre de plasma.

La MGD es una area interdisciplinar que requiere la interacciéon de gas dindmica,
electromagnetismo, fisica de gases ionizados, fisico-quimica, y fisica cudntica
[Goldston and Rutherford, 2003], [Spitzer, 1956], [Sutton and Sherman, 1965]. Un
modelo MGD se basa generalmente en la suposicion de que el plasma puede ser
considerado como un continuo y asi puede ser caracterizado por relativamente pocas
cantidades macroscopicas. Los flujos MGD estdn gobernados por las ecuaciones de
continuidad, cantidad de movimiento, conservacion de la energia, ecuaciones de

Maxwell y la de estado correspondiente al fluido en estudio.

La MGD puede ser clasificada en tres modelos dependiendo de las hipotesis asumidas

para el flujo y las ecuaciones que lo gobiernan [D'Ambrosio and Giordano, 2004]:

- Magnetogasdindmica Ideal: El sistema esta descripto por las ecuaciones de

Euler mas la ecuacion de induccion magnética.

- Magnetogasdinamica Real: El sistema esta descripto por las ecuaciones de

Navier-Stokes mas la ecuacion de induccion magnética.

10
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— Magnetogasdinamica completa: Las ecuaciones de Navier-Stokes acopladas

con las ecuaciones de Maxwell.

En todos los casos es posible tener varias especies y considerar reacciones quimicas

entre ellas, lo cual es modelado como términos fuentes.

Las ecuaciones de la MGD real para un fluido simple constituyen un sistema de
ecuaciones diferenciales hiperbdlico-parabolico, siendo este un sistema de ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales no lineal, debido a que las funciones de flujo son
dependientes de las variables de estado. Numéricamente es generalmente aceptado que
los términos hiperbolicos son los que poseen los requerimientos mas rigurosos para las
técnicas de discretizacion [Toro, 1999]. Ademas, en los ultimos afios ha habido un
notable incremento en las actividades de investigacion y desarrollo orientadas al tema
de problemas hiperboélicos, cubriendo un importante rango de areas de interés cientificas

y tecnologicas.

La resolucion de las ecuaciones de la MGD ideal (términos hiperbdlicos) se basa en la
utilizacion de ondas asociadas al problema fisico. La cantidad de ondas que se producen
es mayor que en las ecuaciones de Euler y la estructura de la solucién es méas compleja
[Kantrowitz and Petschek, 1966]. El sistema de ecuaciones puede ser expresado en lo
que se denomina “forma conservativa”, lo cual es particularmente muy importante a la
hora de utilizar métodos numéricos como el implementado en este trabajo [LeVeque,
1992] [Toro and Clarke, 2010]. Desde esta perspectiva es posible extender a la MGD
esquemas desarrollados para dindmica de gases con la finalidad de capturar las

discontinuidades [LeVeque et al., 1998].

Para ser preciso el sistema de ecuaciones de la MGD ideal no es estrictamente
hiperbolico porque posee un autovalor nulo. Esto implica que un solver de Riemann no
puede ser aplicado directamente. Para evitar esta limitacion se utilizan las matrices
jacobianas de los flujos modificadas por Powell que son no singulares [Powell, 1995].
Uno de los métodos mas difundidos para calcular los flujos numéricos hiperbolicos es el
solver de Riemann aproximado proporcionado por Roe, en conjuncidén con un esquema
de alta resolucion TVD [Roe, 1981], [Roe and Balsara, 1996], [Toro, 1999], [Toro and
Clarke, 2010]. El problema que posee el solver de Riemann desarrollado por Roe es que

solo admite ondas de choque. Debido a esto son introducidas modificaciones para captar

11



Estudios v Aplicaciones en Magnetogasdinamica Computacional

las ondas de expansion y satisfacer la condicion de entropia, una de ellas fue propuesta
por [Harten et al., 1976]. En esta Tesis se extenderd a la MGD la técnica de alta
resolucion TVD para la determinacién de los flujos numéricos hiperbolicos desarrollada
para flujos gas dindmicos por Yee, [Yee, 1989]. Ademds se realiza un aporte a esta
técnica para las ecuaciones de la MGD descripto mas adelante y desarrollado en detalle
en el capitulo quinto, [Maglione et al, 2010]. Se entiende por métodos de alta
resolucion a aquellos que tienen por lo menos una exactitud de segundo orden en
soluciones suaves y, ademads, pueden captar discontinuidades sin oscilaciones. Estos
métodos necesitan los vectores propios derechos e izquierdos de la matriz jacobiana de
los flujos, ademas de sus valores propios. Para evitar degeneraciones en la solucion del
sistema hiperbdlico de la MGD se utilizan en este trabajo los vectores propios derechos

e izquierdos analiticos normalizados introducidos por [Zachary ef al., 1994].

Asociado a un sistema hiperbdlico expresado en forma conservativa se encuentran los
campos caracteristicos del mismo. Es importante observar que todos los campos
caracteristicos de un sistema hiperbodlico lineal son linealmente degenerados. En las
ecuaciones de Euler (sistema hiperbodlico no lineal) la onda de choque y la de expansion
son genuinamente no lineales mientras que la discontinuidad de contacto es linealmente
degenerada. Debido a que en las ecuaciones de Euler los campos linealmente
degenerados y los genuinamente no lineales se producen para todos los valores locales
de las variables de estado se denomina a estas ecuaciones como convexas. En el caso de
las ecuaciones de la MGD es posible demostrar que para un campo caracteristico y para
determinados valores locales de las variables de estado el producto interior entre el
gradiente del valor propio asociado al campo y su vector propio derecho es nulo,
mientras que para el resto de los puntos el producto interior es no nulo. Es decir el
campo caracteristico no es ni linealmente degenerado ni genuinamente no lineal. En este
caso el sistema de ecuaciones es denominado no convexo [LeVeque et al., 1998],

[LeVeque, 2002], [Serna, 2009], [Toro, 1999].

En MGD ideal los puntos soénicos y los puntos de no convexidad son puntos de
causalidad acustica [Serna, 2009]. La existencia de estos puntos genera dificultades para
alcanzar soluciones numéricas precisas de las ecuaciones MGD ideales debido a que
una estructura nueva puede ser producida por interaccion no lineal de ondas [Courant

and Friedrich, 1999]. En estos puntos es necesario aplicar un sonic fix en el esquema e

12
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introducir la viscosidad artificial necesaria. Con el objetivo de mejorar la exactitud de
los resultados obtenidos y de evitar oscilaciones espurias, un nuevo sonic fix es
propuesto en esta Tesis. Con esta propuesta se logra incrementar la viscosidad numérica
solamente en la vecindad de los puntos sénicos y no convexos, y no en todo el dominio.

[Maglione et al., 2010].

Como parte del trabajo se desarrollo un codigo computacional, el mismo ha sido
verificado por medio de casos de pruebas llamados benchmarks, [Oberkampf and
Trucano, 2002]. En esta Tesis se utilizO como benchmark para la MGD ideal al
problema de Riemann propuesto por [Brio and Wu, 1988] [Maglione et al., 2002]. El
problema de Brio y Wu es un caso testigo, ampliamente usado por la comunidad
cientifica, con el objetivo de evaluar el comportamiento de técnicas numéricas y
codigos computacionales dentro de la magnetogasdinamica. Brio y Wu estudiaron la
extension a la MGD del problema de Riemann clésico considerado en dindmica de los
gases (tubo de choque). En el caso de la magnetogasdinamica este benchmark se
denomina problema de Riemann coplanar debido a que uUnicamente existen dos

componentes no nulas de los vectores velocidad y campo magnético respectivamente.

Para la verificacion del comportamiento correcto del codigo computacional en la
solucion de la parte real o parabolica se utilizaron como benchmarks el tubo de choque
MGD real y el problema de Hartmann. Este tltimo es un problema difusivo dominante
con predominio de la parte parabdlica [Molokov et al., 2007]. Consiste en un flujo con
densidad constante que es una extension del flujo de Couette para fluidos eléctricamente
conductores. En este problema el flujo es laminar y se desarrolla entre dos placas
paralelas virtualmente infinitas moviéndose con velocidades de igual magnitud y
sentido contrario. El campo aplicado es normal a las placas y de valor constante. El
flujo es producido por el movimiento de las placas y se asume, en este caso, que el
gradiente de presion nulo. Es claro que los fendmenos disipativos (términos
parabolicos) introducen escalas de tiempo muy diferentes a los términos hiperbdlicos,
incluso en ciertos problemas las escalas de tiempo entre los mismos términos
parabolicos (difusion viscosa, difusion magnética, difusion térmica) puede ser bastante
distinta. Cuando la relacion de escalas de tiempo entre los términos hiperbodlicos y
parabolicos es de varios 6rdenes de magnitud la utilizacion de un esquema explicito

convencional implica tiempos de procesamiento totales que resultan impracticables,

13
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debido a que se requeriria evaluar los flujos convectivos (de mayor costo
computacional) siempre que se evaltien los flujos disipativos. La alternativa utilizada
en esta Tesis, manteniendo un esquema de evolucién en el tiempo explicito, es la
técnica denominada fractional time-stepping, [Maglione et al., 2007], [Martinez et al.,

2011] y [Sankaran, 2001].

Al finalizar se presentan los resultados alcanzados al aplicar la metodologia desarrollada
en esta Tesis para resolver las ecuaciones de la magnetogasdindmica ideal en problemas
astrofisicos, y en particular para simular las estructuras llamadas fadpoles que se
presentan en la baja corona solar. Se vera que se ha podido reproducir numéricamente
las observaciones mas detalladas que se conocen hasta el presente del fenomeno. Tales
observaciones se han obtenido con el telescopio espacial TRACE (Transition Region
And Coronal Explorer) de alta resolucion espacial y temporal enviado con un vehiculo
portador Pegasus en abril de 1998. La traduccion de fadpole al castellano es renacuajo.
Esta denominacion se debe a que lo que se observa tiene forma de dedos finos y oscuros
que serpentean cayendo y desacelerandose hacia la superficie del sol. La fisica de los
tadpoles es todavia un tema abierto. En esta Tesis se ofrece una interpretacion nueva del
fenomeno mostrando que las regiones de vacio son creadas por la interaccion de ondas

no lineales. [Maglione et al., 2010].

El plasma, como fluido, no sélo aparece en aplicaciones astrofisicas, es también
utilizado con fines propulsivos aeroespaciales de satélites y cuando el aire atraviesa la
onda de choque formada enfrente de un vehiculo hipersénico. La propulsion eléctrica de
vehiculos espaciales es actualmente una alternativa concreta a la propulsion quimica. La
propulsion eléctrica puede ser definida como “la aceleracion de gases para propulsion
lograda por calentamiento eléctrico (efecto Joule) y/o fuerzas electromagnéticas™ [Jahn,
1968], [Jahn and Choueiri, 2002]. Es importante destacar que la primera experiencia
interplanetaria basada en este tipo de propulsion culmind recientemente con éxito,
[Currant, 1999], [Wang et al., 2000], [Ziemer, 2001]. Por lo tanto se evidencia que hay
una necesidad de simulaciones de fenomenos fisicos asociados a flujos de plasma. Estas
simulaciones pueden ser usadas para disefio, optimizacion de dispositivos y estudio de

los fendmenos previamente descriptos.

14
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1.2 Objetivo

El objetivo general de esta Tesis es avanzar en una mayor comprension del
comportamiento de flujos de plasma. A partir de este surgen una serie de objetivos

especificos:
— Extender a las ecuaciones MGD técnicas numéricas elaboradas para simular
flujos gas dindmicos.

— Introducir mejoras a dichas técnicas para alcanzar soluciones mas precisas o

robustas.

— Validar las mejoras propuestas comparando con resultados conocidos en la

literatura especializada.

— Aplicar las nuevas técnicas para la reproduccion de datos observacionales de

estructuras de plasma en la baja corona solar.

— Contribuir a la interpretacion del fendmeno astrofisico.

1.3 Organizacion de la Tesis

En el segundo capitulo se presentan las ecuaciones de la magnetogasdinamica real de un

fluido simple junto con las hipdtesis fisicas fundamentales utilizadas en su deduccion.

En el tercer capitulo se presenta el método numérico utilizado para resolver las
ecuaciones de la MGD ideal y se utiliza como benchmark el problema de Riemann

propuesto por [Brio and Wu, 1988].

En el cuarto capitulo se presenta la metodologia empleada para resolver las ecuaciones
de la MGD real. Para la verificacién del correcto comportamiento del codigo
computacional se utilizaron como benchmarks el tubo de choque MGD real y el

problema de Hartmann, [Molokov ef al., 2007].

En el quinto capitulo se presenta en una primera instancia una descomposicion espacial

de las funciones disipacion, pero el objetivo principal de este capitulo es presentar una
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modificacion del esquema TVD de Harten-Yee original incorporando un nuevo sonic fix

para los puntos de causalidad acustica.

En el sexto capitulo se presenta los resultados alcanzados al aplicar la metodologia
desarrollada en esta Tesis para resolver las ecuaciones de la magnetogasdinamica ideal
en problemas astrofisicos, y en particular en la simulacion de los fadpoles que se

presentan en la baja corona solar

En el séptimo capitulo se consignan algunas de las conclusiones extraidas del trabajo
realizado y se indican algunas posibles lineas de trabajo para futuros desarrollos

vinculados al tema de esta Tesis.

En el apéndice A se presenta el proceso de adimensionalizacion de las ecuaciones de la

MGD real.

En el apéndice B se exhibe el proceso algebraico desarrollado para obtener las matrices

Jacobianas de los Flujos.

En el apéndice C se muestra, siguiendo a [Powell, 1995], la matriz jacobiana de los
flujos en términos de las variables primitivas modificada, junto con los valores y

vectores propios asociados segun [Zachary ef al., 1994].

En el apéndice D se encuentran otros resultados logrados para el problema de Riemann

propuesto por [Brio and Wu, 1988].

En el apéndice E se encuentran los resultados obtenidos al resolver el problema de

Riemann gas dindmico.

En el apéndice F se encuentra la metodologia utilizada para el calculo de los flujos

numéricos implementada en el cddigo computacional bidimensional.
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Capitulo II

Modelo Magnetogasdinamico de un Fluido
Simple

En este capitulo se presentaran las ecuaciones de la magnetogasdinamica real de un
fluido simple junto con las hipoétesis fisicas fundamentales utilizadas en su deduccion.
Una vez escritas las ecuaciones en su forma conservativa adimensional se obtendran las
matrices jacobianas de los flujos. Finalmente el sistema de ocho ondas surgird con

claridad para ser utilizado en el so/ver de Riemann a introducir en el préximo capitulo.
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I1.1 Definicion y Aproximaciones de la Magnetogasdinamica (MGD)

La magnetogasdindmica es la parte de la mecéanica del continuo que estudia el

movimiento de un medio gaseoso eléctricamente conductor en presencia de un campo

magnético. Es necesario recordar que cuando un gas ionizado (p/asma) se mueve dentro

de un campo magnético se induce un campo eléctrico y una corriente eléctrica aparece,

a su vez la interaccion de la corriente con el campo magnético cambia el movimiento

del fluido y por lo tanto cambia el campo magnético.

Las aproximaciones e hipdtesis utilizadas en esta Tesis en la deduccion de las

ecuaciones de la MGD son:

El plasma es considerado compuesto solamente por electrones e iones en
cantidades iguales, es decir globalmente neutro. En la aproximacion MGD el
fluido es considerado como conformado por una unica especie y denominado
“simple”. En el modelo magnetogasdindmico para un fluido simple en cada

punto del espacio r(x,y,z) y para un determinado tiempo se encuentran
definidas cantidades equivalentes de la densidad p, la presion py la velocidad

promedio u, ademds del campo magnético o induccidon magnética B .

Cualquier longitud caracteristica L es mucho mayor que la longitud de Debye.
Por lo tanto el modelo de plasma utilizado en esta Tesis es un modelo de medio
continuo y no un modelo cinético, esto permite considerar que las particulas en
el plasma poseen un comportamiento colectivo y entonces derivar las ecuaciones

de conservacion de la masa, cantidad de movimiento, induccion y energia.

El termino p,E se puede despreciar en la ecuacién de cantidad de movimiento

a través de un analisis dimensional [Sutton and Sherman, 1965].

Las velocidades del fluido son no relativistas,

L~t|| < ¢. Las consideraciones no

relativistas permiten despreciar la masa y la cantidad de movimiento asociadas
al campo que provienen de la relacién de Einstein entre masa y energia [Polovin

y Demutskii, 1990].
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e Se desprecian los efectos de polarizacion, por lo cual no se realiza distincion

entre el campo eléctrico £ y el desplazamiento eléctrico D . Se asume que la

permeabilidad magnética relativa del plasma es unitaria y no se realiza

distincion entre la induccion magnética B y la intensidad del campo

magnético H .

e En el caso de la MGD ideal todos los efectos disipativos son despreciados, tales

son: la viscosidad £, la conductividad térmica k y la resistividad eléctrica 7.

Algunas de las hipotesis anteriormente mencionadas también pueden ser expresadas de

la siguiente manera, [Powell, 1995]:

/
K, (Knudsen) = DeTbye < 1 @.1)
2
u
(—j < 1 (2.2)
C
fo w1 2.3)
TO
# < 1 2.4)
pul

donde &£, es la permitividad eléctrica, 0 es el coeficiente de conductividad eléctrica y

T es el tiempo caracteristico del problema.

En [Sutton and Sherman, 1965] es posible encontrar mas detalles sobre las
aproximaciones de la MGD. Argumentos respecto a los limites de validez de la MGD

ideal y los efectos disipativos se encuentran desarrollados en [Biskamp, 1997].
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I1.2 Las Ecuaciones de Maxwell

Las ecuaciones de Maxwell constituyen un conjunto de ecuaciones diferenciales en
derivadas parciales que describen como los campos magnéticos y eléctricos se generan,

interactiian y propagan. Estas son:

1
V- E = _pq (2.5)
80
V-B=0 (2.6)
0B
VXE=—-—= (2.7)
ot
: oE
VXB=p1,]+ oo — (2.8)
~ ot
donde j es la densidad de corriente, Py la densidad de carga, “-” indica producto

escalar y “x” indica producto vectorial.

La relacion existente entre la permeabilidad magnética £, y la permitividad eléctrica

&, con la velocidad de la luz en el vacio ¢

c=— 2.9)

permite en la magnetogasdindmica no relativista anular el termino de la corriente de
desplazamiento en la Ec. (2.8). Esto implica que los procesos que se estudian son

relativamente “lentos” y quedan fuera, por ejemplo, las ondas electromagnéticas.

Es interesante comentar que si no se esta interesado en determinar las densidad de

carga, la Ec. (2.5) puede ser omitida sin afectar al sistema de la ecuaciones de la MGD
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que desarrollamos a continuacion. Es decir sigue siendo posible determinar el campo

eléctrico pero no la densidad de carga.
11.3 Conservacion de la Masa en el Fluido Simple

La ecuacion de conservacion de la masa en su forma diferencial para un fluido simple o

también denominada ecuacion de continuidad es:

8_P+v.(p2,):0 (2.10)

ot

El primer término de la ecuacion representa la variacion local de la densidad de masa, y

el segundo el flujo de masa por unidad de volumen.
II 4 Conservacion de la Cantidad de Movimiento en el Fluido Simple

La ecuacion de conservacion de la cantidad de movimiento en su forma diferencial para

un fluido simple ionizado y globalmente neutro es:
0 .
o, (pu)+V-(puu)-v-g=jxB 2.11)

En la cual el primer término del lado izquierdo representa la variacion local de la
cantidad de movimiento, el segundo el flujo de cantidad de movimiento por unidad de
volumen, el tercero la fuerza mecénica aplicada sobre el fluido por unidad de volumen y

el término del lado derecho la fuerza electromagnética por unidad de volumen.

El tensor de tensiones esta dado por

(2.12)

9
I
nN
|

NN
i)

donde [ es el tensor unitario, 7 es el tensor de tensiones viscoso expresado como
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us

I

=

—

<

<

+
<

<

u)" —% [ (V-g)} (2.13)

y u es la viscosidad (en general funcion de la temperatura).

El segundo miembro de la Ec. (2.11) representa una fuerza de volumen, producida por
el efecto del campo magnético, que se agrega a la clasica ecuacion de la mecénica de los
fluidos. Reemplazando en la ecuacion de conservacion de la cantidad de movimiento

(2.11) la expresion del tensor de tensiones (2.12) se obtiene:

%(pg)+v-(pgg)+v-(£p)—v-g:lej (2.14)

El término de fuerza electromagnética, luego de un trabajo algebraico y habiendo

introducido la Ec.(2.8) sin el termino de corriente de desplazamiento, resulta:

Jx13=i(w5)x5=i[v (BB)—%V(B-B)—(V-B)B} 215
- Ho Ho
Considerando la Ec.(2.6):
ij:L[V-(BB)—lV(B-B)} (2.16)
R 75 Sz T o

ai(pu)W-{pw—iBwzﬂp%’j'gﬂ—V-z @17
t ~

o

La comparacion de las ecuaciones de cantidad de movimiento entre un fluido simple

conductor y uno no conductor muestra el agregado de dos términos, uno proporcional al

22



Estudios v Aplicaciones en Magnetogasdinamica Computacional

producto tensorial del campo magnético por si mismo, el cual actia como una fuerza
adicional, y otro proporcional al cuadrado del modulo del mismo que actia como una

presion escalar en el fluido.
I1.5 Ley de Ohm y Ecuacion de Induccion

La Ley de Ohm generalizada es una expresion de la relacion entre la densidad de
corriente con el campo eléctrico, el campo magnético y la presion electronica. La
ecuacion resultante bajo la aproximacion de que la masa del electron es mucho menor

que la del 16n es [Udrea, 1999]:

oi
m—fa—Z:E‘F%xB_LJ.XB"'LV'pe_U'j (2.18)
n, t ne = Ne =

donde m,,p,, n, son la masa del electrén, el tensor de presion electronica y la

e

cantidad de electrones respectivamente por unidad de volumen y 77 es el tensor de

resistividad eléctrica del plasma.

Es posible expresar el tensor de presiones del electron en términos del tensor de

tensiones del conjunto de electrones 7, y la presion escalar del electron p, como:

Pe=Tet L pe (2.19)

~

La aproximacidon consistente en que las frecuencias caracteristicas del plasma son
mucho menores que la frecuencia del electron permite despreciar el término del lado
izquierdo de la Ec. (2.18). La divergencia del tensor tensiones del electron, debido a su
pequena magnitud relativa a los otros términos, es usualmente despreciada.

Obteniéndose:

1 1
E+tuxB=—jxB-—Vp,+1n-] (2.20)

ne ne ”
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El primer término del lado derecho es la contribucion del efecto Hall a la ley de Ohm.
Debido a que el término de Hall requiere un tratamiento especial por cuestiones de
estabilidad en la solucion [Udrea, 1999] y aun se estd trabajando en modelos que
representen con exactitud el término relacionado con la presion electronica, la ley de
Ohm que se usa actualmente incluye solamente efectos resistivos, [Sutton and

Sherman, 1965]:

2.21)

ey
+
<
X

oy
Il
n3
1~

Reemplazando la expresion para el campo eléctrico dada por (2.21) en la Ec.(2.7), y
luego introduciendo la Ec. (2.8) sin el término de corriente de desplazamiento, resulta la

expresion que se denomina ecuacion de induccidon magnética:

Lovur-pn)-ve| Lypven| e

11.6 Conservacion de la Energia en el Fluido Simple

La ecuacion de conservacion de la energia para un fluido simple en su forma diferencial

puede ser escrita de la siguiente forma:

0 (1 2 )
E(z'[m +e)+V-[(2pu +€)L~l:|+v-g—

(2.23)

v.(%. )+V'(plf):E'Z

Ny

donde € es la energia interna, 7 la temperaturay ¢ el flujo de calor dado por la ley de

Fourier:

q=—k-VT (2.24)
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donde k denota al tensor de conductividad térmica.

El miembro derecho de (2.23) representa el término adicional a la ecuacion de la
energia de un fluido no conductor. Dicho término representa la energia obtenida por
efecto Joule debida a la transferencia entre energia electromagnética y térmica por los
choques entre particulas cargadas. Se define la energia total ecomo la suma de la

energia interna, la energia cinética y la energia asociada al campo magnético:

1 , 1B?
e=e+5pu +—— (2.25)

2 1,

donde B* =B-B.

Para poder insertar la energia total bajo la derivada temporal es necesario sumar a
ambos miembros de la Ec.(2.23) la Ec. (2.22) multiplicada por el campo magnético a
través de un producto interior; luego introducir las Ecs. (2.21) y (2.8) sin el término de
corriente de desplazamiento, para a posteriori trabajar algebraicamente. Asi finalmente

se obtiene la ecuacion de conservacion de la energia:

(2.26)

V-su-t+k-VT - ! [

— -(Vx@)}xB
Ho

~

ny

La deduccion de las ecuaciones anteriormente expuestas (conservacion de la masa,
conservacion de la cantidad de movimiento, induccidn y conservacion de la energia) se
encuentran discutidas con mayor grado de detalle junto con las hipotesis simplificativas

en [Polovin and Demutskii, 1990], [Sutton and Sherman, 1965], [Scott, 2005].
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I1.7 Forma Conservativa de las Ecuaciones de la MGD de un Fluido

Simple

Las ecuaciones de la magnetogasdindmica pueden ser expresadas en lo que se denomina
“forma conservativa”, lo cual es particularmente muy importante a la hora de utilizar
métodos numéricos como el implementado en esta Tesis. La forma conservativa
consiste en escribir el sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales (EDP)

como:

aa(;] +V- [ (U)=V-f,(U,VU) (2.27)

donde U es el vector de las variables conservativas o vector de variables de estado,
I (l~]) es el tensor de flujo hiperbdlico yfp (Q,V l~]) es el tensor de flujo

parabdlico.
Las ecuaciones de conservacion de la masa (2.10), conservacion de la cantidad de

movimiento (2.17), induccién magnética (2.22) y conservacion de la energia (2.26)

expresadas en la forma (2.27) son:

pu
- - 2
p pwifsﬁu[wf—
olpul, g Ho - Ho )| _
ot| B uB—-Bu
e 1 2
- et |u-(Bu) 2
i 2 1, Ho |
(2.28)
] . _
z
V- Er
1
u z+/s-VT—2[77 (VXB)}XB
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con
V-E,=-Vx|—rn-(VxB) (2.29)

Este sistema de EDP (2.28) - (2.30) se cierra introduciendo una ecuacion de estado. La

ecuacion de estado para un gas ideal define una relacion entre la presion, densidad y

temperatura del plasma y esta dada por:

p=pRT (2.30)

donde R es la constante del gas.

El sistema de EDP (2.28) - (2.30) conforma uno hiperbdlico—parabélico, donde la parte
parabdlica corresponde al lado derecho de (2.28) y representa como las variables
conservativas decaen en el tiempo debido a los efectos viscosos y resistivos del fluido.
Para resolver un problema especifico el sistema debe ser acompafiado por un conjunto
de condiciones iniciales y de contorno, donde las condiciones iniciales expresan los
valores que asumen las variables conservativas al comienzo de la simulacion y las
condiciones de contorno especifican los valores que asumen las variables conservativas

y/o sus gradientes en las fronteras del dominio y describen como el fluido interactia con

el medio exterior.

El sistema de ecuaciones (2.28) en forma adimensional — ver apéndice A — se

transforma en:

S pi |
5 _pL_, ﬁﬁﬁ—§1§+1(ﬁ+l§2)
LA AR
o7| B uB-Bu

e (E+1_9+%§2)12—(E 7)B

(2.31)
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<

con
V-E =—§x[7j-(§x§)} (2.32)

(2.33)

usy|
Il
iy
1
<
RN
+
—
<l
Y
N——
~
I
W | N
W~
—
<l
1|
N——
L 1

Por cuestiones de simplicidad en la escritura no se utilizaran mds a posteriori las

variables barradas y se entenderd que las variables ya se encuentran en forma

adimensional.

Cuando se resuelven las ecuaciones de la magnetogasdindmica ideal la parte parabolica

de (2.31) no es considerada, con lo cual es sistema de EDP se reduce a:

S— pu |
5 ppu puu-BB+1(p+L8?)
O Ly, ® —0 (2.34)
ot| B uB-Bu )

L€ ] (e+p+%B2)L~;_(]~3.L~,)1~g

Es importante la variacion que presenta el coeficiente de viscosidad con la temperatura.
[DiCapua, 1971] y [Villani, 1982] han mostrado que la disipacion por efecto de la

viscosidad es un efecto de segundo orden.
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11.8 Forma Cuasi-Lineal. Matrices Jacobianas de los Flujos

El sistema de ecuaciones dado por las Ecs. (2.28) y (2.29) es, evidentemente, valido
para cualquier sistema de coordenadas por estar escrito en forma tensorial [White,
2005]. A pesar de que variables dependientes vectoriales, como los campos de
velocidad y de la induccidn magnética, posean tres componentes, se considera en esta
Tesis que éstas solo dependen de tres variables independientes constituidas por dos
coordenadas espaciales y el tiempo. En términos generales no debe confundirse
movimiento “bidimensional”, o “2D” con movimiento “plano”, ya que éste ultimo se
define en base a hipotesis mas restrictivas que el primero. Si se introduce un sistema de

coordenadas cartesianas la Ec. (2.34) puede ser escrita en el caso bidimensional como:

ag 8Eh 8Gh _aEp+aGp

+ + 2.35
5t Vox T oy ox T oy (235)
donde U es denominado vector de variables conservativas
T
U=(p.pu,.pu,.pu,.B.B,B,.e (2.36)
y F, , G, son los vectores que especifican los flujos hiperbolicos
PU
pui —Bg +p+%B2
puu, —BB,
puu,—B. B,
F), = 0 (2.37)

uxBy —uyBx

usz - usz

(e+p+%B2)ux —(B-u)B,
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puy,
puu,—B.B,
pui—B§+p+%Bz
puu,—B_B
G, = s (2.38)
u,B,—Bu,
0
uyBZ—ByuZ

(e+p+1B>)u,—(B-u)B,

Introduciendo las matrices jacobianas de los flujos (donde el subindice ¢ resalta que la

derivacion ha sido realizada respecto a las variables conservativas)
[4.]=—=£ [B.]=—=* (2.39)

el lado izquierdo del sistema de ecuaciones (2.35) puede entonces escribirse en una

forma cuasi-lineal como:

oy _9k, +a(~;p

5 =~ ox "oy (2.40)

oU oU
o Al rlEd

Resulta de utilidad en la comprension del fendémeno fisico, en lo que a resultados
respecta, y en lo referente a mediciones de laboratorio la utilizacién de las variables

primitivas
T
V[/=(p,ux,uy,uZ,Bx,By,BZ,p) (2.41)

Por consiguiente, el sistema dado por (2.40) queda expresada en términos de las

variables primitivas de la siguiente manera:
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8W+[Ap]8W+[Bp]aW:aEp+aGp .

ot ox oy ox Oy

donde las reglas de transformacion utilizadas para expresar las matrices jacobianas de

los flujos en funcion de las variables primitivas son:

(2.43)
ow oUu
[Bp]:[wj[lgc [6Wj
con
u, p 0 0 0 0 0 0]
B B B
0 u, 0 0 _x > = 1
p p p p
B B
0 0 u, O - - 0 0
P P
BZ B)C
[4,]=|0 0 0 u -z 0 % 0 (2.44)
0 O 0 0 0 0 0 0
0 B, -B, 0 —u,, U, 0 0
0 B, 0 -B, —u, 0 u, 0
0 yp O 0 (7/—1)@6 0 0 u,
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u, 0 p 0 0 0 0 0
B B
0 u, 0 0 -2 % 0 0
p p
B B B
0 0 wu, 0 -* _ SER
p P p p
B ]=l0 0o o u 0 D | e
Y p P
0O -B, B, 0 u, —u, 0 0
0O 0 0 0 0 0 0 0
0 0 B, -8B, 0 —u, U, 0
_O 0 yp O 0 (;/—l)gt B 0 uy |

En el apéndice B, se presenta la deduccion detallada de estas matrices.

I1.9 Ondas caracteristicas

La resolucion de las ecuaciones de la MGD ideal se basa en la utilizacion de ondas
asociadas al problema fisico. Una importante caracteristica de la MGD es la cantidad de
ondas que se producen, estas juegan un papel importante en el fenémeno fisico y en la

obtencion de la solucion de dicho fendmeno.

Figura 2-1: Sistema de ocho ondas del problema unidimensional en la MGD.
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Asociados a los autovalores de las matrices jacobianas de los flujos (2.44) y (2.45) se
encuentran las velocidades de las ondas. Tanto las ondas como sus velocidades estan
indicadas en la Figura 2-1, en el caso particular de que la velocidad sea en la direccion x

son:

e Onda Entropica Ae =1, (2.46)
e Ondas Alfvén A, =u, tc, (2.47)
e Ondas Magneto-acusticas rapidas Ap=u,tcy (2.48)
e Ondas Magneto-acusticas lentas Ag=u,tcg (2.49)

donde ¢, es la velocidad Alfvén

c, =2 (2.50)

y ¢r, ¢s son respectivamente las velocidades magneto-acustica rapida y lenta. Definidas
como (la velocidad magneto-acustica rapida corresponde al signo mas delante de la raiz

cuadrada):

2
2
yp+B°  |[yp+B*| _,ypB:

P P p?

2.51)

) |
Cf,s :E

El restante autovalor es idénticamente cero (sistema no estrictamente hiperbolico) y
debido a que la formulacién en variables primitivas es equivalente a la en variables
conservativas este aparece en ambas. Un solver de Riemann no podria trabajar con este
valor nulo por lo que se utilizan las matrices jacobianas de los flujos modificadas por
[Powell, 1995] que son no singulares. El criterio utilizado por Powell para modificar las

matrices se basa en:
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e Los vectores y valores propios correspondientes a las siete ondas

asociadas al problema unidimensional permanecen sin cambios.

e El valor propio asociado a la nueva octava onda es igual a u .

e Los vectores propios derechos e izquierdos asociados a la nueva octava

onda tienen sentido fisico.

e En el caso unidimensional el problema de Riemann de ocho ondas se

reduce al problema de Riemann de siete ondas.

Esto transforma el sistema de EDP ideal dado por Ec. (2.34) en el siguiente:

7] BBpi( L5?) 0
puu—bb+L\p+= B
O\, g =\ 2 ——| ~ |(V-B) @52
ot| B uB-Bu u
L € | (e+p+%Bz)g—(lj-g)lj | B-u ]

Estas modificaciones introducen un término de fuente proporcional a V- B, es decir

igual a cero. La matriz jacobiana de los flujos modificada, asociada al eje x, se
encuentra transcripta en el apéndice C, junto con los autovalores y los vectores propios
derechos e izquierdos. Tales vectores tienen incorporadas las modificaciones
introducidas por [Zachary et al., 1994] que evitan degeneraciones en la solucion del

sistema hiperbolico de la MGD.

Es importante agregar que la técnica de [Powell, 1995] es solo uno de los posibles
métodos para mantener numéricamente en cero a la divergencia del campo magnético.
En el ambito de la Magnetogasdindmica (MGD) hay basicamente cuatro técnicas
principales. Estas son: a) la técnica de Powell o también conocida como de ocho ondas,
“8-wave formulation”, b) CT o “constrained transport” de [Evans y Hawley, 1988], c)
“projection scheme” de [Brackbill y Barnes, 1980], y finalmente la d) consistente en
reescribir completamente las ecuaciones de la MGD en términos del vector potencial
magnético. Una detallada discusion sobre estos métodos se encuentra en [LeVeque et

al., 1998], [Toth, 2000] y [Udrea, 1999]. Asociado a esto se encuentra el hecho de que
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mantener divergencia en cero es un problema que aparece en la MGD multidimensional,
mientras que en el caso unidimensional esta propiedad se satisface automaticamente ya
que implica una componente constante del campo magnético en la direccion bajo
analisis. Es interesante notar como Powell pone énfasis en éste hecho en el titulo de su
publicacion mencionandolo entre paréntesis, “An approximate Riemann solver for
magnetohydrodynamics (that works in more than one dimension)”. Al utilizar la técnica
de Powell aparece un término vectorial en el lado derecho que es proporcional a la
divergencia del campo magnético, Ec. (2.52). Al nivel del sistema de ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales s6lo se han agregado términos que son iguales a
cero al sistema de ecuaciones en forma conservativa, mientras que desde el punto de
vista numérico los esquemas basados en la técnica de [Roe, 1981] a menudo fallaban al
solucionar problemas MGD multidimensionales debido a la acumulacién de errores en

la V- B. Powell menciona al respecto “It is only by writing the equations in this slightly

non-conservative form that the singularity related to div B can be removed”. En la
comparacion entre las diferentes técnicas llevadas adelante por Toth se menciona
“Using the non-conservative form, Powell arrived at a new discretization, the eight-
wave Riemann solver (the eighth wave is associated with the propagation of div B)
together with the non-conservative source terms above, that was found to be

numerically robust”.
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Capitulo III

Solucion de las Ecuaciones de la
Magnetogasdinamica Ideal Bidimensional y
Dependiente del Tiempo

En este capitulo se presenta el método numérico empleado para resolver las ecuaciones
de la magnetogasdindmica ideal bidimensional y dependiente del tiempo de un fluido
simple. El esquema numérico es presentado de forma tal que pueda ser extendido en el
Cap. IV para la solucion de los términos parabolicos. En primera instancia se mostrara
la importancia de la forma conservativa de las ecuaciones y las dificultades que
aparecen en la solucion de los sistemas hiperbdlicos. A posteriori, se introducirdn
algunos conceptos matematicos fundamentales y se presentara el método numérico
TVD de alta resolucion. Finalmente se presentaran los resultados obtenidos al verificar

el codigo numérico desarrollado a través del benchmark propuesto por Brio y Wu.
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II1.1 Introduccion

Se considera la solucion del sistema hiperbolico en forma conservativa presentado en la
Seccion VII del Capitulo II. Por razones conceptuales se analiza primero el siguiente

caso unidimensional
—u(x,t)+—f(u(x,t)) =0 (3.1)
ot”~ ~ T ~

donde f (g(x,t)) es denominada funcién flujo del sistema y gl(x,t) representa la

distribucion espacial de las variables de estado al tiempo ¢, las cuales para casos
inestacionarios cambian a medida que el tiempo evoluciona. En general las funciones

flujo son no lineales en # y en la mayoria de los casos no es posible obtener soluciones

exactas de sistemas no lineales de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales
(EDP), como es la situacion planteada en esta Tesis. Se genera entonces la necesidad de
desarrollar y estudiar métodos numéricos para alcanzar una solucién aproximada. Hay
una dificultad especial asociada con la solucion de sistemas tales como el (3.1) que es la
formacion de discontinuidades (ondas de choque en el caso de la dinamica de gases y

MGD) y debe considerarse con cuidado en el desarrollo del método numérico.

Algunas aplicaciones donde se utilizan formas conservativas son [LeVeque, 1992]

[LeVeque et al., 1998] [Toro and Clarke, 2010]:

e Las ecuaciones de Euler en la dindmica de gases. Parte de la teoria de leyes de
conservacion fue desarrollada con estas ecuaciones en mente y muchos métodos

numéricos nacieron especificamente para estos sistemas.

e Predicciones meteorologicas. Los frentes climaticos son esencialmente
discontinuidades de presion y temperatura. En estos casos los efectos viscosos y
disipativos causan que estos frentes pueden tener un ancho de kilometros en

lugar de milimetros como es usual en la aerodinamica.

e Modelos astrofisicos. Llevan a sistemas de leyes de conservacion similares a las

ecuaciones de Euler para la densidad de materia en el espacio.
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e El modelo de la dindmica de formacion de una estrella también requiere de las

leyes conservativas.

e Otras como: ondas producidas por explosiones, propagacion de ondas en sélidos
elasticos, el flujo de los glaciares, la separacion de especies quimicas por
cromatografia y problemas de flujo de multifases en materiales porosos dan

lugar a diferentes sistemas de leyes de conservacion.

En particular las ecuaciones de la magnetogasdinamica ideal, como se demostrd en el
capitulo anterior, forman un sistema hiperbdlico que puede ser expresado en forma
conservativa. Un benchmark caracteristico que ilustra el complejo comportamiento de
las soluciones de leyes de conservacion es el “problema del tubo de choque” de
dinamica de gases. Consiste en un tubo lleno con gas e inicialmente dividido por una
membrana en dos secciones. El gas esta en reposo y tiene mayor densidad y presion en
una mitad del tubo que en la otra. En el tiempo ¢ = (), la membrana se quita o rompe
repentinamente, y el gas fluye desde la zona de alta presion hacia la zona de baja
presion. La estructura de este flujo resulta ser muy interesante, involucrando tres ondas
distintas que separan regiones en las que las variables de estado son constantes. En dos
de esas ondas hay discontinuidad en algunas de las variables de estado. La onda de
choque se propaga en la region de baja presion, la densidad y la presion saltan a valores
mas elevados a través de ella y todas las variables de estado son discontinuas. Luego la
onda asociada a la discontinuidad de contacto produce un cambio en la densidad y la
temperatura pero la velocidad y presion permanecen constantes. El frente de la tercera
onda se mueve en direccion opuesta y posee una estructura diferente, todas las variables
de estado son continuas y hay una transicion progresiva. Esta onda se llama onda de
expansion y la densidad del gas disminuye cuando la onda lo atraviesa. Este importante
caso testigo fue resuelto para la situacion bidimensional y los resultados se presentan en

el proximo capitulo.

Dificultades Matemdticas: Las soluciones discontinuas comentadas no satisfacen las
EDP en todos los puntos, debido a que las derivadas no estan definidas en las
discontinuidades. Por lo tanto se debe introducir la formulacién integral de las
ecuaciones diferenciales, la cual permite soluciones discontinuas. La formulacion

integral es fundamental en el desarrollo y andlisis de métodos numéricos. Otra dificultad
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matematica que aparece es la posibilidad de falta de unicidad de la soluciéon. Por lo
general hay mas de una solucion integral para los mismos datos iniciales. El hecho de
que las ecuaciones tengan otras soluciones es el resultado de que son s6lo un modelo de
la realidad y algunos efectos fisicos se ignoran como puede ser la viscosidad en el caso
gasdinamico ideal. Para subsanar este problema se apela a la segunda ley de la
termodindmica, la cual permite asegurar que la entropia se incrementara al pasar el gas a
través de la onda de choque, y es por lo tanto una condicidn suficiente para reconocer
esta discontinuidad que es fisicamente correcta y especificar una Unica solucion. Para
otros sistemas de leyes de conservacion es posible derivar una condicion similar y por

analogia es llamada “condicion de entropia”.

Dificultades Numéricas: Cuando se intenta calcular numéricamente las soluciones
aparecen una nueva cantidad de problemas. Si se computan las soluciones discontinuas
de leyes de conservacion usando métodos estandares desarrollados bajo la suposicion de
soluciones suaves se obtendran resultados numéricos de muy mala calidad. En la
Figura 3-1 se muestran algunos resultados numéricos para el problema de tubo de
choque discutido con anterioridad. Si se usa el Método de Godunov — exacto de primer
orden — se obtienen resultados que son engafiosos en regiones cerca de
discontinuidades, debido a que este método tiene una ‘“viscosidad numérica” que alisa
demasiado la solucion. Si se intenta usar un método estandar de segundo orden, como el
método de Mac Cormack, el cual elimina la viscosidad numérica, aparecen oscilaciones
en la solucion. Se logra una mejoria al combinar un método estandar de diferencias
finitas en regiones suaves con algiin procedimiento explicito para rastrear la ubicacion
de las discontinuidades. A esta aproximacion se la conoce habitualmente como “Shock
Tracking”. En problemas unidimensionales esta aproximacion es factible, pero cuando
se trabaja con mas dimensiones espaciales las discontinuidades quedan a lo largo de
curvas o superficies y aunque el seguimiento del choque es todavia posible, se torna

mucho mas complicado.

Lo ideal es tener un método numérico que produzca aproximaciones a las soluciones
discontinuas en forma automatica y sin un esquema de captura explicita. En los ultimos
anos se ha avanzado mucho en este campo, y hoy se encuentran disponibles una

variedad de estos métodos, llamados métodos de Shock Capturing.
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Figura 3-1: Soluciones al problema del tubo de choque proporcionadas por distintos

Los rasgos caracteristicos de los mismos son:

métodos numéricos [LeVeque, 1992].

Al menos exactitud de segundo orden en regiones donde la solucion es suave.

Determinacion de discontinuidades sin excesivas dificultades.

Ausencia de oscilaciones falsas.

Consistencia con la forma integral de las leyes de conservacion.

Limites de estabilidad no-lineal que junto con la consistencia, permiten demostrar

la convergencia cuando la grilla es refinada.

Una forma discreta de la condicidon de entropia, que permite concluir que la

solucion aproximada converge a la solucion fisica correcta.
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Los métodos con exactitud y propiedades indicadas anteriormente se los conoce a
menudo como “métodos de alta resolucion”. Debido a que el estudio de estabilidad de la
mayoria de los métodos usados, en estos sistemas de ecuaciones, es bastante
complicado y casi imposible, para obtener convergencia de los resultados y garantizar
que oscilaciones espureas no se produzcan, un criterio utilizado es que la variacion total
de la solucion no se incremente en el tiempo. A los métodos que poseen esta propiedad

se los denomina Total Variation Diminishing o simplemente TVD.

Sobre la base de las consideraciones vertidas en los parrafos anteriores, en esta Tesis se
emplea un método TVD de alta resolucion, y en las secciones siguientes se encuentran

detalles del mismo.
II1.2 Algunos Aspectos Matemadticos Basicos a Considerar

Como vimos en el Cap. II el sistema de ecuaciones (3.1) puede ser escrito en su forma
cuasi-linear introduciendo la matriz jacobiana de los flujos, obteniéndose para el caso

unidimensional,

oU oU
—+1A.|(U)—=-=0 3.2
ot +[ c]( )8x - 32

Def. I: El sistema (3.2) es denominado hiperbdlico en el punto (x,z) si [4] tiene m
valores propios reales A y un correspondiente conjunto de m vectores propios derechos r
linealmente independientes. El sistema es denominado como estrictamente hiperbolico

si todos los valores propios son distintos.

Def. II: Si en el sistema (3.2) [4] es constante y asumiendo que el sistema es
hiperbolico es posible desacoplar el sistema en una forma canoénica introduciendo las
denominadas variables caracteristicas w (no confundir con primitivas o conservativas).

La solucion general de (3.2) es,
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lj(x,t):Zwi(x,t)ri (3.3)

donde r son los vectores propios derechos de [4] y w son las variables caracteristicas.
La solucion puede ser interpretada como la superposicion de m ondas propagandose con

una velocidad igual al valor propio correspondiente de [4].

Def. III: Considerando el sistema (3.2) (caso no lineal), y expresando

dl(u) — n
7_f (u) (3.4)

A (u) es una funcién monétonamente creciente de usi f' (u) >0  (flujo convexo)
A (u ) es una funcién monétonamente decreciente de usi f' (u ) <0 (flujo concavo)

A(u) tiene extremosi f"(u) =0 paraalgin u flujo no convexo, no coéncavo
p g y

La propiedad de monotonia de la velocidad caracteristica tiene profundas consecuencias

en el comportamiento de la solucion.

Def. IV: Campos caracteristicos. Considerando un sistema hiperbolico de leyes de

conservacion, las velocidades caracteristicas A definen un campo denominado:

linealmente degenerado si

v (U)r'(U)=0, VU eR" (3.5)

genuinamente no lineal si

v (U)-r(U)=0, VU eR"™ (3.6)

Es importante observar que todos los campos caracteristicos de un sistema hiperbdlico

lineal son linealmente degenerados. En las ecuaciones de Euler unidimensionales
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(sistema hiperbolico no lineal) la onda de choque y la de expansion son genuinamente
no lineales mientras que la discontinuidad de contacto es linealmente degenerada. Las
ecuaciones de Euler son convexas a pesar de que poseen ambos campos caracteristicos,
los genuinamente no lineales y los linealmente degenerados. En el caso de las
ecuaciones de la MGD es posible demostrar que para un campo caracteristico y para
determinados valores locales de las variables de estado el producto interior es nulo
mientras que para el resto de los puntos es no nulo. Es decir el campo caracteristico no
es ni linealmente degenerado ni genuinamente no lineal. En este caso el sistema de

ecuaciones es denominado no Convexo.

Def. V: Condicion de Rankine — Hugoniot.

f(u(xL,t))—f(u(xR,t)) = S[u(xL,t) —u(xR,t)] (3.7
Donde S es la velocidad de la discontinuidad. Solamente si se verifica que:
[()=[4]y (3:8)

la Ec. (3.7) se reduce a:

[4](Ur-UL)=S(Ur-U,) 3-9)

Implica que la diferencia de los vectores de estado debe ser un vector propio derecho de
la matriz jacobiana de los flujos y que S debe ser el valor propio asociado. Esta ultima
expresion se satisface para sistemas lineales. Las Ecs. de Euler también verifican esta
ultima expresion porque satisfacen la propiedad de homogeneidad. Las condiciones de
Rankine — Hugoniot para las ecuaciones de la MGD pueden ser observadas en [Kennel

et al., 1989].

Def. VI: Para una ley de conservacion escalar convexa, una discontinuidad

propagandose con una velocidad S satisface la condicion de entropia de Lax si:

S (u(xp.0))>S8> f'(u(xg.1)) (3.10)
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Def. VII: Propiedad de Homogeneidad.

EU)=[4W)]©) G.11)

Las ecuaciones de Euler junto con la ecuacion de estado para gases perfectos satisfacen

esta propiedad y es la base de los esquemas numéricos del tipo Flux vector splitting.

Def. VIII: Método Conservativo. Un esquema conservativo para una ley de

conservacion escalar es un método numérico de la forma,
n+l _ n At
up =u; +A_x|:fi—% - fi+%:|
(3.12)

_ n n
Jisy, = Jivy (”i—lL Uiy, )

Donde f es el fluyjo numérico. Un requerimiento fundamental del flujo numérico es la

condicidn de consistencia,
fl-+%(v,....,v):f(v) (3.13)

II1.2 Formulacion en Volumenes Finitos

El sistema hiperbolico de EDP en forma conservativa (2.31) para el caso ideal y sin

términos fuentes esta dado por:

‘Z_I;JJFV.& (U)=0 (3.14)

Discretizando el dominio en celdas e introduciendo una forma integral de (3.14) se

obtiene la formulacidon en volumenes finitos en la celda ¢,
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9 gdr+j V- f,(U)dr=0 (3.15)
oty v. *

C

Se asume como hipdtesis que las variables conservativas son constantes en cada celda,
lo cual es fundamental como se vera mas adelante para aplicar un método derivado del
de [Godunov, 1959] y en particular la contribucion introducida por [Roe, 1981]. Existen
otros métodos que introducen variaciones parabolicas o lineales en las variables
conservativas dentro de las celdas, pero en el coédigo elaborado durante el desarrollo de

la Tesis se consideran constantes. Si se aplica el teorema de la divergencia a (3.15):

V,—=+ fn(U)-dag=0 (3.16)

donde V. es el volumen de la celda ¢, Q. su frontera y d o un vector asociado al

elemento de area infinitesimal orientado.

Aproximando la derivada de las variables conservativas con respecto al tiempo por

medio de una aproximacion en diferencias finitas de primer orden se obtiene:

aU Ul’l+1 _Ul’l
ot |,_, At

donde

At:tnﬂ _tn

U " es 1a solucion aproximada de la Ec. (3.14) al tiempo ¢ "

Expresando la integral de superficie en (3.16) por una sumatoria sobre todas las caras de

la celda
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caras

(J')Q [ (U)-dg = Z[Z(Un)-lgl-/li (3.18)

donde

F ((J " ) es el tensor de flujo numérico.

n; es un vector unitario normal a la cara i

~1

A.

; es el area de la cara i.

Reemplazando las aproximaciones (3.17) y (3.18) en la Ec. (3.16) se tiene una formula

para la actualizacion temporal de la solucion al sistema hiperbolico.

caras

At

¢ o

Al observar la formula (3.19) de actualizacion de las variables conservativas en el
tiempo se concluye que es un esquema explicito. LeVeque considera que los métodos
explicitos aplicados en sistemas hiperbdlicos son mas eficientes que los implicitos,
usados con un adecuado paso de tiempo, y ademds afirma que los métodos implicitos
son raramente usados en este tipo de sistemas de EDP [LeVeque, 1992] [LeVeque,
2002]. En problemas hiperbolicos-parabolicos, aparecen normalmente zonas del
dominio donde los efectos difusivos son importantes, por ende el tamaio de las celdas
debe ser considerablemente menor que en el resto del dominio. En estos casos las
condiciones de estabilidad de la solucion fuerzan a los sistemas explicitos a utilizar
pasos de tiempo de menor orden, incrementandose los tiempos de computacion totales.
Los esquemas implicitos se presentan como una alternativa competitiva para solucionar

este inconveniente.

Existen tres alternativas muy difundidas para extender los esquemas numéricos
desarrollados para el caso escalar no lineal a sistemas no lineales. Estos son: el solver

de Riemann exacto, el solver de Riemann aproximado y la técnica de flux-vector
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splitting, [Yee, 1989]. El método mas utilizado para calcular los flujos numéricos es el
solver de Riemann aproximado proporcionado por Roe, este es implementado en este
trabajo en conjuncion con un esquema de alta resolucion TVD [Roe, 1981], [Roe and

Balsara, 1996] [Toro, 1999], [Toro and Clarke, 2010].

II1.3 Solver de Riemann

Godunov en 1959 introdujo la informacion proveniente del método de las caracteristicas
en un método conservativo y desarrolldo un algoritmo que resolvia las ecuaciones de
Euler unidimensionales [Godunov, 1959]. Asumia que las variables conservativas eran
constantes en cada celda y encontraba entonces la solucion exacta del problema de
Riemann local. Recordemos que un problema de Riemann consta de un sistema de
ecuaciones diferenciales en forma conservativa junto con datos iniciales que consisten
en dos estados constantes separados por una discontinuidad en una o mas de las
variables conservativas. Entonces Godunov obtenia la solucion en el dominio completo

resolviendo una secuencia de problemas de Riemann locales.

Para sistemas de leyes de conservacion multidimensional la solucion exacta es dificil de
obtener, y surgié una modificacion muy importante al método introducido por Godunov
realizada por Roe; [Roe, 1981]. El generalizo un algoritmo desarrollado con el objeto de
resolver el caso unidimensional y escalar para solucionar un sistema de EDP no lineales
unidimensional, Roe busca la solucién a un problema similar considerando una matriz
jacobiana de los flujos constante en cada celda y representativa de las condiciones
locales. La propiedad que debe satisfacer la matriz jacobiana de los flujos es la de
homogeneidad, Ec. (3.11), para que sea representativa de las condiciones locales. Dicho
de otra manera, que contenga la informacion fisica necesaria y suficiente para obtener la

solucion del sistema no lineal original, estos conceptos son presentadas con claridad en

[LeVeque, 2002], [Toro, 1999] y [Toro and Clarke, 2010].

El problema que posee el seguidor de Riemann desarrollado por Roe es que sdlo admite
ondas de choque. Por esta razoén deben introducirse modificaciones para captar las
ondas de expansion y satisfacer la condicion de entropia, una de estas modificaciones

fue propuesta por [Harten et al., 1976].
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Para obtener un algoritmo bidimensional recordemos las leyes de conservacion para el

caso de la MGD bidimensional ideal dadas en su forma cuasi-lineal Ec. (2.44):

oU oU oU
= 4[4, ]==+[B.]===0 .
v +[ C]ax +[ C]ay 0 (3.20)

donde [4,],[B.] son las matrices jacobianas de los flujos. Si se denota con subindices

en fracciones a los bordes de las celdas del dominio discretizado, como se muestra en la

Figura 3-2, la formula para la actualizacion temporal (3.19) se transforma en:

| At At
Uy_zgg_X;@ﬁ%j_EQJ)_X;«ﬁﬂé_G&ﬁ -2

donde £/t 1 s el vector de flujo numérico de las variables conservativas obtenido en la
Lt

interfase de la celda (i J ) para un tiempo n. Este no debe ser confundido con el dado en

la Ec. (2.37-2.38) en el segundo capitulo y por esta razén se lo denota barrado.

Lj+1

() .

Figura 3-2: Esquema de evolucion espacial del método numérico bidimensional para un

tiempo 7.
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111.4 Esquema TVD

En esta seccion se discutira brevemente una forma de analisis de estabilidad que permite
probar convergencia de los resultados, esta ha sido desarrollada para el caso escalar y

extendida en la practica a sistemas de EDP con resultados exitosos.

Para un sistema de EDP general con condiciones iniciales arbitrarias una prueba de

convergencia o estabilidad no ha sido encontrada.

LeVeque demuestra que si la solucion es generada por un método numérico en forma
conservativa con un flujo numérico Lipschitz continuo y consistente con alguna ley de
conservacion escalar; entonces si el método es TV total variation estable el método es

convergente [LeVeque, 1992].

Un modo de asegurar que un método sea TV estable es requerir que la variacion total no
se incremente a medida que el tiempo evoluciona. Este requerimiento da a lugar a una
muy importante clase de métodos denominados TVD. La variacion total de un esquema

se define en funcion de la solucién en un tiempo #, como

o0

)3

i=—

n n
Ui+1 o Ui

~

(3.22)

El esquema es TVD si la variacion total de la solucion en el paso de tiempo n+1/ es

menor o igual a la variacion total en el paso de tiempo n, es decir
TV(Q”“)sTV(g”) (3.23)

En esta Tesis, para llegar a un esquema TVD con un método de alta resolucion se
obtendran los flujos numéricos hiperbolicos de la Ec. (3.21) siguiendo la propuesta de

[Yee, 1989] con las modificaciones introducidas en el Cap. V.
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II1.5 Métodos de Alta Resolucion. Flujos Numéricos.

Recordemos que se entiende por métodos de alta resolucion a aquellos que tienen por lo
menos una exactitud de segundo orden en soluciones suaves y, ademads, pueden captar
discontinuidades sin oscilaciones. La idea principal detrds de cualquier método de alta
resolucion es intentar usar un método de orden elevado, pero modificarlo con el objeto
de incrementar la disipacion numérica en la vecindad de una discontinuidad. Analisis de
algunos métodos de alta resolucién se encuentran en [Balbas et al., 2004], [Colella,
1984], [LeVeque, 2002], [Toro, 1999], [Toro and Clarke, 2010] y [Zalesak, 1987]. Un
camino es considerar al flujo numérico como una combinacién de un flujo de orden

elevado y uno de bajo orden.

Un flujo de alto orden puede ser expresado como la suma de uno de bajo orden mas una

correccion:

Fil=Ft +(FH —FL) (3.24)

donde la correccion esta dada por el segundo término del lado derecho.
Si la magnitud de la correccion es limitada por los datos se tiene un método con
limitador de flujo, el cual es uno de los métodos de alta resolucion mas difundidos,

expresandose el flujo numérico como:
F =EL+®(EH—EL) (3.25)

donde @ es la funcién limitadora, la cual tiene como objeto cambiar suavemente el
esquema entre una exactitud alta y baja. En regiones del espacio donde la solucion es
suave la funcion limitadora debe ser unitaria para que el esquema logre alli una buena
aproximacion. En regiones donde hay gradientes pronunciados la funcion limitadora
debe tomar valores cercanos a cero y asi se eviten falsas oscilaciones que no representan

la realidad fisica.

El flujo numérico de bajo orden siguiendo el esquema propuesto por [Yee, 1989] es
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L _ Lt _%Sgn([A]i-{-l)(E‘i"‘l -F) (3.26)

~l+% 2

donde [A] es una matriz diagonal con los elementos iguales a los valores propios de la

matriz jacobiana de los flujos modificada por [Powell, 1995] derivada en términos de la

variables conservativas.

La matriz jacobiana de los flujos modificada junto con sus valores propios asociados, se
encuentran en el apéndice C. Tales valores tienen incorporadas las modificaciones de

[Roe and Balsara, 1996].

La funcion signo se aplica a cada uno de los elementos de [A] y se expresa como:

1 x>0

sgn(x)= { (3.27)

-1 x<0

Sobre la base de lo expresado en la Seccion (II1.3) y reescribiendo la Ec. (3.11) se

obtiene:

Fig—F :[Ac],-%(gm ~U;) (3.28)

Introduciendo la descomposicion espectral de la matriz jacobiana de los flujos en la Ec.

(3.28)
= E = ([RIALLCD),,, (Ui -U)) (3:29)

donde:

[RC] es la matriz formada con los vectores propios derechos de la matriz

jacobiana de los flujos expresada en funcidn de las variables conservativas.
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[Lc] es la matriz formada con los vectores propios izquierdos de la matriz

jacobiana de los flujos expresada en funcion de las variables conservativas.

Reemplazando la Ec. (3.29) en la Ec. (3.26) se obtiene

EEy = {E o+ E=sen([AL, J(RIIANED) L, (Ui - U))) 630

Se define la proyeccion de las variables conservativas, evaluadas en el centro de la

. . . . m , .
celda, sobre el m-esimo vector propio izquierdo/." ,expresado en términos de las

variables conservativas y evaluado en la interfase de la celda, como:
a, =M -(U— _U.) (3.31)
i+ i+ i+1 i :

Es importante comentar que la matriz jacobiana de los flujos tiene una gran cantidad de
informacion fisica en sus vectores y valores propios. Los valores propios representan las
velocidades de propagacion de las ondas. La proyeccion de la diferencia, en la interfase,
de las variables conservativas con el m-esimo vector propio izquierdo, Ec. (3.31), indica
el cambio llevado a cabo en un estado intermedio entre la m-esima caracteristica y la
anterior. Finalmente, en el espacio de estado, que representa en cada uno de sus ejes a

una componente del vector U, los vectores propios derechos son tangentes a la

direccion de propagacion de las ondas.

Introduciendo la Ec. (3.31) en la Ec. (3.30) se obtiene:

1
Fly =2y B+ i —Z(\ﬁ’"\amr”’)w (3.32)

2
m

donde 4™ es el m-esimo valor propio de la matriz jacobiana de los flujos y I:m es su

m-esimo vector propio derecho.
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Como se menciond anteriormente un so/ver de Roe produce solo ondas de choque, para
poder captar correctamente las ondas de expansion Yee en su esquema introduce una

funcidon que cambia el valor absoluto del valor propio por una variaciéon parabolica

‘x‘ ‘x‘ >0
w(x)= (3.33)

%(x2+52) ‘x‘<5

Es importante destacar que en vista de los resultados obtenidos en el desarrollo de la
Tesis se ha logrado comprobar que el parametro 0 desempefia un papel primordial.
Debido a esto se realizd un estudio que muestra la sensibilidad de la solucion a la
variacion del mismo y las conclusiones obtenidas se encuentran en el proximo capitulo.

Introduciendo la Ec. (3.33) en la Ec. (3.32) se obtiene la forma final del flujo de bajo

orden:

L 1 m m m
EH% =L+ E - E G(liﬂ)aiﬂ Livd (3.34)

La Ec. (3.34) es modificada por [Harten et al., 1976], [Harten, 1983] y [Yee, 1989]
teniendo en consideracion la Ec. (3.25) y que el esquema es TVD, obteniéndose asi la

forma final del flujo numérico para un instante n como

1
n m m
Sitgj T ) i +L + E i @iy (3.35)

m 3J

donde la funcién limitadora esta dada por:
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con

m __ . m m
g = Smax{O,mln[Eaiﬂ ‘O‘H;

2

Dy =(gﬁ1+g?)—0(1ﬁ;+7ﬁ;)aﬁl (3.36)

donde para esquemas explicitos,

1 ) %afﬁ;a}ﬁ;}} (3.37)

S = sgn(/li'f:; ) (3.38)
(gﬁl—glm) ajiy #0

(3.39)

o(2) :%[;{/(z)—i—;zz} (3.40)

La funcion limitadora dada en la Ec. (3.36) y en la Ec. (3.37) se denomina Minmod.

Ademas de esta existen otras tales como Superbee, van Leer y van Albada, pero debido

a la experiencia vertida por [Elaskar et al., 2000] y [Elaskar and Brito, 2001] en el

desarrollo de un codigo que resuelve las ecuaciones de la MGD unidimensional y

dependientes del tiempo, y las sugerencias aportadas en [Shumlak and Udrea, 2001] se

opto por la aqui presentada.

El flujo numérico dado por la Ec. (3.35) es introducido en la Ec. (3.21) para obtener la

evolucion temporal de las variables conservativas. De forma similar a lo realizado para

obtener el flujo numérico en la direccion x se logra el flujo numérico en la direccion y,

pero en el transcurso de la Tesis se encontré una forma computacionalmente mas

eficiente que serd presentada en la proxima seccion.
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Debido a que la expresion de los vectores propios es mas simple en la forma primitiva

que en la forma conservativa la Ec. (3.31) se transforma en

alty =1 i (Wi = ;) (3.41)

donde [ 117% es el m-esimo vector propio izquierdo de la matriz jacobiana de los flujos en

términos de las variables primitivas.

Los vectores propios derechos e izquierdos expresados en funcion de las variables
primitivas se encuentran transcriptos en el apéndice C. Tales vectores tienen
incorporadas las modificaciones, a través de la normalizacion, introducidas por
[Zachary et al., 1994] que evitan degeneraciones en la solucion del sistema hiperbolico

de la MGD.

La metodologia para el calculo de los flujos numéricos implementada en el codigo

computacional bidimensional se encuentra detallada en el apéndice F.
II1.6 Determinacion del Paso de Tiempo

A diferencia de la mecanica de fluidos de medios no conductores la MGD permite la
existencia de varias ondas, lo cual esta intimamente relacionado con el paso de tiempo
utilizado en la discretizacion temporal. Si bien para aplicaciones en ingenieria espacial
como la propulsion por plasma, la velocidad del fluido es la cantidad mas relevante,
desde el enfoque numérico la onda de mayor velocidad es la que limita el paso de
tiempo. Durante el desarrollo de esta Tesis se comprob6 que el incremento de tiempo no
debe ser constante. En los primeros instantes de tiempo las distintas ondas se encuentran
muy proximas y son necesarios intervalos de tiempo muy pequefios para captarlas
adecuadamente, a posteriori cuando las ondas se separan no es necesario pasos de
tiempo tan pequefios y debido a que el tiempo total de simulacion es relativamente
grande es conveniente incrementar el intervalo y disminuir el costo computacional. Por

lo que se implemento un intervalo de tiempo variable, extendiendo la forma
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convencional utilizada en mecanica de fluidos de medios no conductores, ver [Chung,

2002], a la MGD de la forma:

Min{‘Ax

Ay‘}Q
uz‘}Q +Max{‘cf)C

5

At (3.42)

b 5 2

) Max{‘ux

Uy ny‘}Q

donde u,,u ys U son las componentes del vector velocidad, ¢ fx>Cryson las

velocidades magneto-acusticas rapidas en el dominio 2.

El criterio de Courant, Friedrichs y Lewy normalmente abreviado CFL establece una
condicion necesaria pero no suficiente de estabilidad. Para métodos numéricos basados
en diferencias finitas con tres puntos, aplicados en EDP lineales, el numero CFL debe
ser menor a la unidad [LeVeque, 1992]. Considerando lo anterior y la Ec. (3.42)

finalmente se obtiene el intervalo de tiempo implementado en el codigo numérico:
At,=CFL AY (3.43)

Durante el desarrollo de esta Tesis y por cuestiones de estabilidad de la solucioén no se
pudo alcanzar un valor unitario para el CFL y en general se trabajo con valores entre 0.5

y 0.9 segun el problema a resolver.

I11.7 Verificacion del codigo numérico en la solucion de las ecuaciones

de la MGD ideal bidimensionales y dependientes del tiempo

Una practica indispensable es que cuando un nuevo codigo es escrito se lo verifique a
través de una serie de pruebas llamadas benchmarks, [Oberkampf and Trucano, 2002].
Los resultados producidos por el c6digo son comparados con resultados experimentales
y analiticos en los cuales la comunidad cientifica tiene gran confianza por ser las
“soluciones exactas” de problemas de mecanica de fluidos u “observaciones exactas” de

fenomenos de fisica de fluidos. Este capitulo presenta simulaciones usadas para validar
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y ganar confianza en la capacidad del c6digo para resolver problemas fisicos descriptos

por el modelo MGD ideal.

En lo que respecta a la malla utilizada para discretizar la geometria se opto por una
estructurada, si bien estas tienen limitaciones en cuanto a la variedad de geometrias que
pueden modelar son computacionalmente menos costosas y mas simples de
implementar. Ademas, las no estructuradas presentan dificultades a la hora de usar los
esquemas de alta resolucion. De todos modos las mallas no estructuradas también son

utilizadas para resolver las ecuaciones de la MGD, [Tanaka, 1994].

En las mallas de volumenes finitos las variables conservativas (3.7) pueden ser
calculadas en los vértices de las celdas o en los centros de las mismas. En el codigo
desarrollado se utiliz6 un esquema centrado en las celdas debido a que este es

compatible con los flujos especificados con anterioridad.

En esta seccidon se presentan los resultados obtenidos para el problema de Riemann
propuesto por [Brio and Wu, 1988]. El problema de Riemann gas dindmico también fue
utilizado como benchmark pero los resultados son presentados en al apéndice E. El
problema de Brio y Wu es un importante caso testigo, ampliamente usado por la
comunidad cientifica — [Keppens, 2003], [Powell, 1995], [Sankaran, 2001], [Serna,
2009], [Téth, 2000], [Udrea, 1999], entre otras — con el objetivo de evaluar el
comportamiento de técnicas numéricas y codigos computacionales dentro de la
magnetogasdinamica. Brio y Wu estudiaron la extensién a la MGD del problema de
Riemann clasico considerado en dindmica de los gases (tubo de choque). En el caso de
la magnetogasdindmica este benchmark se denomina problema de Riemann coplanar
debido a que tinicamente existen dos componentes no nulas de los vectores velocidad y

campo magnético respectivamente.

El método de verificacion del cddigo numérico siempre consiste en utilizar una solucion
numérica unidimensional de alta calidad (debido a la ausencia de soluciéon analitica),

que como se explico en la seccion I1.9 no tiene problemas asociados a la V- B, para

comparar con la solucién numérica obtenida por el codigo bidimensional. Es por esta
razon que en la Tesis se generaron graficos en donde aparece una comparacion
cuantitativa entre los resultados 2D obtenidos y la solucion de referencia 1D provista

por [Brio and Wu, 1988].
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El problema de Riemann analizado en esta seccion se diferencia del problema de
Riemann de la dinamica de gases, analizado en el apéndice E, en que el campo
magnético no es idénticamente nulo. Este no solo posee un salto inicial en densidad y
presion sino que posee una discontinuidad inicial en la componente y del campo

magnético, mientras que su componente x asume un valor constante distinto de cero.

El problema de Riemann es unidimensional si se considera una direccion de referencia
coincidente con la direccion de propagacion. En una situacion general la discontinuidad,
que separa a los estados constantes, puede ubicarse de forma tal que la misma no sea
paralela a ninguno de los lados de las celdas. Debido a que la direccion de propagacion
es perpendicular a la discontinuidad, esta direccion tampoco coincidird con la
orientacion de las celdas. Por lo tanto el esquema numérico, aun habiendo una direccion

de propagacion predeterminada, debe resolver un problema 2D.

Entonces, para lograr el objetivo de validar el funcionamiento del cédigo computacional
bidimensional desarrollado, la discontinuidad debe ser rotada. Debido a que la malla
utilizada es regular la velocidad del flujo no es colineal con las direcciones normales a
las caras de las celdas de voliimenes finitos, obligando al codigo a resolver un problema
de caracteristicas netamente bidimensionales. La geometria anteriormente descripta se

encuentra esquematizada en la Figura 3-3.

Y
v

Figura 3-3: Esquema conceptual del problema bidimensional.
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En las simulaciones realizadas el angulo que forma la discontinuidad con la direccion
vertical es de 18,4°. Este procedimiento de verificacion de un codigo bidimensional fue
observado en multiples publicaciones consultadas, entre ellas [Powell, 1995], [Shumlak

and Udrea, 2001], [Sankaran, 2001], [Serna, 2009], [T6th, 2000].

Respecto a los pardmetros de simulacidon utilizados, en la discretizacién espacial se
implemento una malla con 1000 nodos, entendiéndose por nodos a los centros de las

celdas, en la direccion horizontal y 350 nodos en la direccion vertical con:

Ax=0.001 Ay=0.001 (3.44)

Es importante comentar que el intervalo a lo largo de la direccion y no es necesario
que sea igual al correspondiente segun la direccion x, el codigo puede trabajar con
celdas rectangulares si las caracteristicas del problema lo requiriesen. La aproximacion

temporal utilizada fue:

CFL=0.4
(3.45)

At~0(107° =107 [s]

Los resultados mostrados en esta seccidon se obtuvieron considerando como condiciones

iniciales las dadas por [Brio and Wu, 1988]:

P 1.0 0.125

Uy 0.0 0.0

Uy 0.0 0.0

", 0.0 0.0
W= W, = W, = (3.46)
- | B, “1710.75 - 0.75

B, 1.0 ~1.0

B, 0.0 0.0

D 1.0 0.1
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Al simular el caso bidimensional del problema de Riemann los resultados obtenidos son
posteriormente rotados (para poder se comparados con la soluciéon 1D verificada
previamente [Elaskar et al., 2000], [Elaskar and Brito, 2001]) quedando expresados en
una base ortonormal dextrogira donde uno de los versores coincide con la direccion
normal a la discontinuidad, otro es perpendicular al plano formado por la malla,
denotado en las figuras como transversal 2, y el tercero es ortonormal a los dos

anteriores, denotado como transversal 1.

Cabe aclarar que las condiciones iniciales dadas por (3.46) al simular el caso

bidimensional deben ser expresadas en la base anteriormente mencionada.

Resultados obtenidos con 500 pasos de tiempo lo que equivale a £ =0.03024 [s]

se muestran en las Figuras 3-4/16.
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Figura 3-4: Variacion de la densidad en la direccion del flujo. MGDS500.
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Figura 3-5: Variacion de la presion en la direccion del flujo. MGDS500.
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Figura 3-6: Variacion de la temperatura en la direccion del flujo. MGDS500.

61



Estudios v Aplicaciones en Magnetogasdinamica Computacional

0.6r

0.4r

0.2r

Velocidad Normal

— 1D

2D

0.4 ‘ ‘ ‘

0 0.2 0.4 0.6
Distancia

Figura 3-7: Variacion de la componente de la velocidad en la direccion del flujo.
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Figura 3-8: Variacion de la componente de la cantidad de movimiento en la direccion

del flujo. MGDS500.
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Figura 3-9: Variacion de la componente de la velocidad en la direccion transversal al

flujo 1. MGDS500.
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Figura 3-10: Variacion de la componente de la cantidad de movimiento en la direccion

transversal al flujo 1. MGDS500.
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Figura 3-11
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: Variacion de la componente de la velocidad en la direccion transversal al

flujo 2. MGD500.
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Figura 3-12: Variacion de la componente de la cantidad de movimiento en la direccion

transversal al flujo 2. MGDS500.
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Figura 3-13: Variacion de la energia total en la direccion del flujo. MGD500.
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Figura 3-14: Variacion de la componente del campo magnético en la direccion del

flujo. MGDS500.
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Figura 3-15: Variacion de la componente del campo magnético en la direccion

transversal al flujo 1. MGDS500.

1
— 1D
2D

o
g 05"
L
Z
2
H
3 0
D
=
on
<
=
2 0.5
g- y
L

_1 1 I 1 I

0 0.2 0.4 0.6 0.8

Distancia

Figura 3-16: Variacion de la componente del campo magnético en la direccion

transversal al flujo 2. MGDS500.
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En las figuras anteriores se puede observar como el codigo captd correctamente en los
primeros instantes las ocho ondas que intervienen en el fendmeno fisico. S6lo pequeias

perturbaciones aparecen en el campo magnético normal, tales son inferiores al 4%.

Se presentan a posteriori en las Figuras 3-17/29 los resultados logrados con 1000 pasos

de tiempo £ =0.07643 [s] a los fines de mostrar el adecuado desempefio del

codigo después que las ondas son capturadas y su posterior evolucion en el tiempo. Es
intencion del autor mostrar resultados luego de los primeros instantes de tiempo porque
en general en las publicaciones consultadas tales resultados no se observan. Para tener
un cogido computacional que logre captar correctamente la solucidon en los primeros
instantes y en los posteriores se requiere, aparte del conocimiento fisico del fenémeno,

una correcta calibracion del software.

Si se analiza la Figura 3-7, correspondiente a la velocidad normal, se puede concluir
que, al contrario del problema de tubo de choque de la dindmica de gases, el problema
de Riemann de la magnetogasdindmica no es un problema fisico (obsérvese el cambio
de sentido de la velocidad). El problema introducido por Brio y Wu se extiende al
infinito por lo tanto se podria decir que “no tiene bordes”. En un tubo de choque real
lleno con un plasma magnetizado el campo magnético tiene que cumplir ciertas
condiciones en las paredes del tubo, es decir deben satisfacerse las ecuaciones de
Maxwell en los bordes del dominio. Esas condiciones de frontera influyen fuertemente
en la evolucidon del campo magnético y modifican la naturaleza de las ondas presentes
en el plasma. Ademas inicialmente el campo magnético es discontinuo no satisfaciendo
las Ecs. de Maxwell. Como lo menciona Zachary no debe sorprender entonces que la

solucidon numérica aparezca entonces como no fisica [Zachary et al., 1994].

Mientras que el problema de Riemann de la dinamica de gases 1D tiene solucion
analitica en el problema de Riemann de la MGD unidimensional tal solucion no ha sido
observada, Sankaran comenta la existencia de la misma pero no hace ninguna referencia

al respecto [Sankaran, 2001].

Analizando los resultados mostrados en las Figuras 3-17, 18, 19 y 20 se puede concluir
que en la Figura 3-17, correspondiente a la densidad, se distinguen de izquierda a
derecha, primero la onda de expansion que viaja hacia la izquierda, una onda

compuesta, una discontinuidad de contacto, una onda de choque lenta y una onda de
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expansion que viaja hacia la derecha. Notese que solo aparecen cinco ondas y no ocho
esto se debe a que en el problema de Riemann coplanar se elimina la componente z
(transversal 2) de los vectores velocidad y campo magnético reduciéndose el sistema de
EDP a uno de seis ondas. Ademas se debe recordar que siguiendo la técnica de Powell

dos se colapsan quedando sélo cinco ondas distintas.

Una pequena perturbacion menor al 1% aparece en el valle de la velocidad normal,
Figura 3-20. Al igual que en paso de tiempo anterior pequefos errores pueden
apreciarse en el campo magnético normal, Figura 3-27. Estos siguen siendo menores al
4% pero con la diferencia de que perturbaciones se han propagado mas hacia los bordes
y existe una mayor cantidad de ellas. Los errores que se observan en el campo
magnético normal pueden disminuir considerablemente si en la componente
correspondiente del flujo numérico se trabaja so6lo con los flujos fisicos y se anula la
contribucion proporcionada por las funciones limitadoras, pero como el codigo fue
desarrollado para propdsitos generales, el autor prefiri6 mostrar los errores que se

presentan en este problema en particular.
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Figura 3-17: Variacion de la densidad en la direccion del flujo. MGD1000.
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Figura 3-18: Variacion de la presion en la direccion del flujo. MGD1000.
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Figura 3-19: Variacion de la temperatura en la direccion del flujo. MGD1000.
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Figura 3-20: Variacion de la componente de la velocidad en la direccion del flujo.
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Figura 3-21: Variacion de la componente de la cantidad de movimiento en la direccion

del flujo. MGD1000.
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Figura 3-22: Variacion de la componente de la velocidad en la direccion transversal al

flujo 1. MGD1000.
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Figura 3-23: Variacion de la componente de la cantidad de movimiento en la direccion

transversal al flujo 1. MGD1000.
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Figura 3-24
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Figura 3-26: Variacion de la energia total en la direccion del flujo. MGD1000.
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Figura 3-27: Variacion de la componente del campo magnético en la direccion del flujo.

MGD1000.
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Figura 3-28: Variacion de la componente del campo magnético en la direccion

transversal al flujo 1. MGD1000.
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Figura 3-29: Variacion de la componente del campo magnético en la direccion

transversal al flujo 2. MGD1000.
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La Figura 3-30 muestra la variacion de la densidad para distintos pasos de tiempo con el

objeto de observar como las ondas evolucionan en el tiempo.
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Figura 3-30: Variacion de la densidad en el tiempo.

El codigo computacional, denominado “MG2D”, estd escrito en FORTRAN. Se observo

que el mayor costo computacional se encuentra en el célculo de los flujos numéricos.

Finalmente podemos decir que el codigo numérico resolvido correctamente este
ampliamente utilizado benchmark [Maglione et al, 2002], [Maglione et al., 2003],
[Martinez et al., 2011]. Los resultados presentados en esta seccion son concordantes con

los observados en [Brio and Wu, 1988], [Sankaran, 2001], [Serna, 2009], [Udrea, 1999].
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Capitulo IV

Solucion de las Ecuaciones de la
Magnetogasdinamica Real Bidimensional y
Dependiente del Tiempo

En este capitulo se presenta la metodologia empleada para resolver las ecuaciones de la
magnetogasdinamica real bidimensional y dependiente del tiempo de un fluido simple.
El esquema numérico presentado en el Cap. III es extendido para la solucion de la parte
real o parabolica. Para la verificacion del correcto comportamiento del cédigo
computacional se utilizaron como benchmarks el tubo de choque MGD real y el

problema de Hartmann.

76



Estudios vy Aplicaciones en Magnetogasdinamica Computacional

1V.1 Introduccion

Consideremos nuevamente la forma conservativa de un sistema de ecuaciones

diferenciales en derivadas parciales (EDP)

ou

5 +V- [ (U)=V-f,(U,VU) (4.1)

y en particular el correspondiente a la magnetogasdinamica adimensional Ec. (2.35)

- A pu
g BB+I(p+iB?
0 | pu puu-B5+1(p+5)
_ +V. =
ot| B uB-Bu
L€ ] (e+p+%Bz)L~l—(B u)B
i : 42)
_ 0 i
:
ReAl
% £
LuAl
U [Q'(VXB)]XB k-VT
_ReAl B LuAl ' PeAl
T 2
g:,u[VLNt+(VL~t) —gg(Vg)} (4.3)
V-grz—Vx[g-(ng)} 4.4)

El sistema de ecuaciones anterior se completa con una ecuacion de estado adimensional.
El proceso para adimensionalizar las ecuaciones de la MGD se encuentra detallado en el

apéndice A. Los numeros adimensionales caracteristicos utilizados en la Ec. (4.2) son:
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Reynolds R, =p,.r at 4.5)
Hyef
c
Alfvén A, =< 4.6
1=y (4.6)
Lundquist L, = “e?Y (4.7)
77ref
Peclet P, = at (4.8)
aref

en los cuales el sufijo “ref” indica valores de referencia, U es una velocidad de
referencia del flujo, a una longitud de referencia, « el coeficiente de difusividad

térmica, 77 la resistividad y ¢, la velocidad de Alfvén. El nimero de Lundquist Ec.

(4.7) describe como el campo magnético es influenciado por el flujo y reciprocamente
como el flujo se ve modificado por el campo magnético, a menudo en publicaciones

cientificas es denominado también Reynolds Magnético, para L, <1 el campo

magnético no tiene una notable influencia en el movimiento del flujo. Se destaca que
algunos autores consideran el nimero de Lundquist cuando se reemplaza en la Ec. (4.7)

la velocidad del flujo por la velocidad de Alfvén [Goldston and Rutherford, 2003].

En el caso de la MGD, Ec. (4.2), cada término parabolico actia sobre un conjunto de las
variables conservativas y es funcion de diferentes variables. El término viscoso influye
en la conservacion de la cantidad de movimiento y de la energia total. Los términos
resistivos afectan al campo magnético y a la energia total. El término asociado a la

transferencia de calor influye solamente en la energia total.

Es de destacar que en la forma que estan escritas las Ecs. (4.2) los términos difusivos y
resistivos son introducidos como flujos parabdlicos. Al momento de verificar el
comportamiento del coédigo numérico con la incorporacion de la parte real, es decir
incluyendo los términos parabdlicos, se decidié utilizar primero un problema en donde
los términos hiperbdlicos fueron los dominantes y posteriormente un problema difusivo
dominante. Por esta razon se opto por utilizar primero el problema del tubo de choque
MGD propuesto por [Brio and Wu, 1988] y posteriormente el problema de Hartmann

[Molokov et al., 2007]. Para la verificacion de la primera situacion se utilizd como
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solucion de referencia la 1D dada por [Elaskar y Brito, 2001]. Mientras que para el flujo

de Hartmann se posee la solucion analitica.

1V.2 Formulacion en Volumenes Finitos

El tratamiento utilizado para los términos parabodlicos es similar a los hiperbolicos, es
decir una aproximacion en volimenes finitos es utilizada para el calculo de los flujos
numéricos. Por lo tanto al utilizar un procedimiento que sigue lo indicado en la Seccién
1.2 para el caso de las ecuaciones de la MGD ideal, la formula para la actualizacion

temporal se transforma en

n+tl _ yrn At n n At n n
Ui =Uj- L—x(lfi+;;j —Ei_;;,-) +A—y((§i;j+; - G,-;j_;) h
(4.9)
+ E(EiJr;;j—Ei_;;j)JfA—y(Ni;j+;_~i;j—; ,

donde £/t 1 s el vector de flujo numérico de las variables conservativas obtenido en la
~ 29,

interfase de la celda (ij) para un tiempo » en la direccion x. El sufijo /4 indica un flujo
asociado a la parte hiperbolica y p asociado a la parte parabdlica de las EDP. Es
evidente que la aproximacion de los términos parabolicos debe tener una precision de
por lo menos un orden igual al utilizado en los términos hiperbdlicos. Por lo tanto una
aproximacion en volimenes finitos de segundo orden es suficiente, usualmente la
utilizacion de diferencias centrales es el método corriente para la aproximacion de EDP

parabolicas [Udrea, 1999], [Sankaran, 2001], [Chung, 2002].

1V.3 Determinacion del Paso de Tiempo

En la Seccion I11.6 se determino el paso de tiempo necesario en la resolucion de las
ecuaciones de la MGD ideal. En esta seccion se mostraran las modificaciones que deben
ser implementadas a la metodologia mencionada cuando se resuelven las ecuaciones de

las MGD real.
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Es claro que los fendmenos disipativos (términos parabolicos) introducen escalas de
tiempo muy diferentes a los términos hiperbdlicos, incluso en ciertos problemas las
escalas de tiempo de los distintos términos parabdlicos (difusion viscosa, difusion
magnética, difusion térmica) puede ser bastante distinta. La determinacion de los pasos
de tiempo de los diferentes términos de la parte parabolica esta basado en un andlisis
dimensional. Partiendo, por ejemplo, de la ecuacion de difusion magnética adimensional

y aproximando las derivadas se obtiene:

AB 1 AB
= 3 (4.10)
El paso de tiempo asociado a la difusion magnética resulta entonces,
At, =L, A,Ax* (4.11)
y para el caso bidimensional,
. 2 2
At, =L, Aymin{Ax® Ay’ ] @.12)
Similarmente el paso de tiempo asociado a difusion viscosa resulta,
o 2 2
At,=min{Ax®, Ay’ | R 4, (4.13)

Cuando la relacion de escalas de tiempo entre los términos hiperbolicos y parabolicos
es de varios ordenes de magnitud la utilizacion de un esquema explicito convencional
implica tiempos de procesamiento totales impracticables, debido a que requeriria
evaluar los flujos convectivos (de mayor costo computacional) siempre que se evaluen
los flujos disipativos. Un alternativa implementada [Sankaran, 2001], manteniendo un
esquema de evolucién en el tiempo explicito, es utilizar la técnica denominada
fractional time-stepping. Esta técnica evalta los flujos disipativos en todos los pasos de
tiempo, considerando las Ecs. (4.12) y (4.13) mientras que los flujos convectivos son

evaluados solo después de N pasos de tiempo en funcion de la relacion,
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No— Aty
mln{Atv,Atr}

(4.14)

1V.4 Verificacion del codigo numérico en la solucion de las ecuaciones

de la MGD real bidimensionales y dependientes del tiempo

1V.4.a. Tubo de choque MGD Real

En esta seccidn se presentan simulaciones usadas para verificar y ganar confianza en la
capacidad del codigo para resolver problemas fisicos descriptos por el modelo MGD
real de un fluido simple [Oberkampf and Trucano, 2002]. Se presentan los resultados
obtenidos para el problema de Riemann propuesto por [Brio and Wu, 1988], pero
considerando los efectos disipativos. Se utilizo la misma geometria y malla descripta en

la Seccion I11.7. Las condiciones iniciales dadas por [Brio and Wu, 1988] son:

P 1.0 0.125

Uy 0.0 0.0

uy 0.0 0.0

U, 0.0 0.0
W= W, = W, = (4.15)
- | B, “1710.75 - 0.75

B, 1.0 ~1.0

B, 0.0 0.0

D 1.0 0.1

Al simular este problema de Riemann bidimensional los resultados se encuentran
expresados en una base ortonormal dextrogira donde uno de los versores coincide con la
direccién normal a la discontinuidad, otro es perpendicular al plano formado por la
malla, denotado en las figuras como transversal 2, y el tercero es ortonormal a los dos
anteriores, denotado como transversal 1. Cabe aclarar que las condiciones iniciales
dadas por (4.15) deben ser expresadas en la base anteriormente mencionada. El CFL
utilizado fue 0.4 y con la finalidad de analizar el comportamiento del codigo real se
asignaron valores unitarios a los parametros disipativos. Resultados obtenidos con 1000

pasos tiempo se muestran en las Figuras 4-1, 4-2 y 4-3.
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Figura 4-1: Variacion de la densidad en la direccion del flujo. MGD real 1000.
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Figura 4-3: Variacion de la componente del campo magnético transversal a la direccion

del flujo. MGD real.

Se destaca que la incorporacion de los términos difusivos no modifica la naturaleza de
la soluciodn, la cual estd dada por los términos hiperbolicos, sino que producen pequefias

y localizadas modificaciones suavizando las discontinuidades, [Maglione et al., 2006].

1V.4.b. Flujo de Hartmann

En esta seccion se presentan los resultados obtenidos al simular un problema difusivo
dominante con predominio de la parte parabdlica tal como es el problema de Hartmann

[Molokov et al., 2007].

Este tipo de flujo a densidad constante es una extension del flujo de Couette para fluidos
eléctricamente conductores. En este problema el flujo es laminar y se desarrolla entre
dos placas paralelas virtualmente infinitas moviéndose, para nuestro caso, con
velocidades de igual magnitud y sentido contrario. El campo aplicado es normal a las

placas y de valor constante. Ademas se supone que el gradiente de presion es nulo.
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Un esquema del problema del flujo de Hartmann puede ser observado en la Figura 4-4.

1 ! B aplicado

Figura 4-4: Esquema del problema de Hartmann

El sistema de ecuaciones Ec. (4.2) para el caso unidimensional estacionario

incompresible y con gradiente de presion cero se reduce a:

dB 7 dzux_

X

+ =

(4.16)
du, 17 d*B,

X

+ =0

\

Para este problema el sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales no
lineales se reduce a un sistema de dos ecuaciones diferenciales ordinarias y lineales.

Considerando como condiciones de borde:

(4.17)

Es posible obtener soluciones analiticas para el campo de velocidades y campo

magnético:
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1 1 Ja(L-2y)

u . (=—|u;+u, +(—u;+u sh (4.18)
e KT ")sh(%JZL) 2

B (y)= Ly (u,—uo);sh Ja(L-y) sh Jay (4.19)

R sh(¥%aL) 2 2

donde:
B2R L A*
a:L“Z (4.20)
nu

Como parametro se utiliza el nimero de Hartmann, el cual representa la relacion entre

las fuerzas de origen magnético y las fuerzas de origen viscoso; y se define como:

H,=+R,L,A4,° (4.21)

La viscosidad y resistividad eléctrica adimensionales se consideraron unitarias y debido
a que el codigo numérico simula ecuaciones dependientes del tiempo se implementaron
condiciones iniciales nulas para el campo magnético inducido y para la velocidad. La
placa superior se mueve con velocidad unitaria y hacia la izquierda (ver Figura 4-4),

mientras que la placa inferior se mueve con velocidad unitaria hacia la derecha.

Se realizaron simulaciones para dos numeros de Hartmann, utilizdndose incrementos
temporales y cantidades de elementos uniformemente espaciados como se muestran en

la Tabla 4-1.

Ha Incremento temporal | Cantidad de elementos
1 At=5e-7 50
10 At=3.le-8 200

Tabla 4-1: Incremento temporal y cantidad de elementos para cada valor de Ha
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Con los parametros de simulacion anteriormente mencionados y aplicando la técnica de
descripta en la Seccion 1V.3 en la evaluacion de los flujos numéricos, sin la cual los
tiempos computacionales hubieran sido impracticables (cercano al mes) en una PC
“hogarena”, se obtuvieron los resultados para el campo de velocidad y el campo
magnético inducido, ambos verificados con la solucién analitica dada por la Ec. (4.18) y

la Ec (4.19).

En la Figura 4-5 se muestran los resultados para Hartmann igual a uno y en la Fig. 4-6

para Hartmann igual a diez.
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Figura 4-5: Velocidad y Campo Magnético para Ha =1
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Figura 4-6: Velocidad y Campo Magnético para Ha = 10.

Se destaca de las Figuras 4-5 y 4-6 que los resultados numéricos satisfacen
razonablemente bien las soluciones analiticas. En ambos casos el c6digo numérico capta
la naturaleza de la solucién y el valor maximo en el campo magnético inducido. Sin

embargo, al aumentar el nimero de Hartmann, la solucién numérica no es tan precisa.

Es importante mencionar que el codigo ha sido desarrollado con la intencidon de simular
flujos dependientes del tiempo de fluidos compresibles y en esta seccion ha sido
verificado con un benchmark que le exige resolver un problema de flujo incompresible
y estacionario, caracteristicas para las cuales no ha sido especificamente desarrollado,

[Maglione et al., 2007], [Maglione et al., 2008].
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Capitulo V

Un Sonic Fix para las ecuaciones de la MGD
ideal usando el esquema TVD de Harten-Yee

En MGD ideal los puntos soénicos y los puntos de no convexidad son puntos de
causalidad acustica. En estos puntos es necesario aplicar un sonic fix en el esquema e
introducir la viscosidad artificial necesaria. Un nuevo sonic fix es propuesto en esta
Tesis con el objetivo de extender a la MGD el esquema numérico originalmente

desarrollado por Harten - Yee para gas dindmica.
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V.1 Introduccion

Las ecuaciones de la MGD real constituyen un sistema de ecuaciones diferenciales
parciales hiperbdlico-parabdlico. Los términos parabdlicos constituyen los efectos no
ideales (disipativos), asociados a la viscosidad, a la conduccion térmica y a la eléctrica.
La parte hiperbolica o ideal presenta puntos de no convexidad y la estructura de las
ondas es mas complicada que en las ecuaciones de Euler [Kantrowitz and Petschek,
1966]. El acoplamiento no lineal de estas ondas un juega papel importante en

determinacion de fenémenos fisicos y en la soluciéon numérica. [Toro et al., 2010].

En la MGD ideal las simulaciones numéricas son una herramienta de suma importancia,
reduciendo los costosos y a veces impracticos estudios paramétricos experimentales. Sin
embargo, éstas siempre estan limitadas por la capacidad para analizar y solucionar con
elevada exactitud el sistema de ecuaciones diferenciales no lineal. Como ha sido
introducido en los capitulos anteriores, para solucionar el sistema de ecuaciones de la
MGD conviene usar una forma conservativa. Esto permite implementar esquemas
numéricos que son también conservativos, garantizando asi, captar correctamente el
salto en los valores de las variables cuando se producen discontinuidades [LeVeque,
2002] [Toro, 1999]. El uso de un esquema numérico conservativo es deseable porque
asegura que la masa, la cantidad de movimiento y la energia se conservan. Varios
esquemas han sido propuestos ¢ implementados para solucionar las ecuaciones MGD

ideales [Balbas ef al., 2004] [Myong and Roe, 1998] [Udrea, 1999].

En este capitulo es presentado en una primera instancia una descomposicion espacial de
las funciones disipacion, la que muestra claramente como funciona el método de alta
resolucion de Harten-Yee utilizado, y posteriormente una modificaciéon del mismo para
la solucion de las ecuaciones de la MGD. Entre las dificultades para alcanzar soluciones
numéricas precisas de las ecuaciones MGD ideales tenemos la existencia de puntos de
causalidad actstica donde una estructura nueva de onda puede ser producida por
interaccion no lineal de ondas [Courant and Friedrich, 1999]. En MGD ideal los puntos
sonicos y los puntos de no convexidad son puntos de causalidad acustica [Serna, 2009].
En estos puntos es necesario aplicar un sonic fix en el esquema e introducir la
viscosidad artificial necesaria. El objetivo principal de este capitulo es presentar una

modificacion del esquema TVD de Harten-Yee original incorporando un nuevo sonic fix
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para los puntos de causalidad acustica. El sonic fix propuesto es implementado por
medio de un software especificamente desarrollado para solucionar las ecuaciones

MGD ideales y dependientes del tiempo en dos dimensiones.
V.2 Descomposicion espacial de las funciones disipacion

A los fines de corroborar el correcto funcionamiento del método numérico se realizé un
analisis tendiente a evaluar la influencia de la parte no fisica o exclusivamente numérica
de los flujos. Escribiendo nuevamente la Ec. (3.35) correspondiente al flujo numérico

para un instante n:

(n)
1
n m m
Sivni TS Fig+E + E i@y (5.1)

m 3]

se identifica que los flujos numéricos asociados a cada una de las wvariables
conservativas estan compuestos primeramente por los valores reales o “fisicos” de los
mismos y seguidamente se ven modificados por flujos aportados por el método
numérico, los cuales se manifiestan a través de la sumatoria. A esta combinacion lineal
de los vectores propios derechos de la matriz jacobiana de los flujos modificada [4.] 6
[B.], segun corresponda, con coeficientes dependientes de las funciones limitadoras la

denominaremos genéricamente “Disipacion”.

En las Figuras 5-1/6 se presentan la influencia de la disipacion en las variables
conservativas para el problema de Riemann de la MGD, en donde la disipacion ha sido
adecuadamente rotada para ver la influencia de la misma en la direccion del flujo y en la
direccion transversal al mismo. La grafica de las variables conservativas en cada caso y
la asociada a la funcion de disipacion correspondiente se encuentran superpuestas con el
objeto de distinguir con claridad donde se produce el aporte realizado por el método
numérico. En los graficos se muestran los valores que asumen las variables
conservativas en el eje ubicado sobre el lado izquierdo de la figura, mientras que los
valores que adquiere la funcién disipacion se encuentran en un eje localizado sobre el

lado derecho de la figura.
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Las graficas correspondientes a la cantidad de movimiento y al campo magnético
transversales a la direccion principal del flujo junto con las correspondientes funciones

disipacion no son presentadas por ser ambas idénticamente nulas.

A través del andlisis de los resultados presentados se puede observar que en las zonas
donde no se producen cambios en la solucion, sdlo aparece la parte “fisica” de los flujos
y la disipacion es nula, por el contrario cuando en una determinada posicion una onda
evoluciona el esquema numérico introduce “amortiguamiento” que permite que la
solucion a posteriori no presente oscilaciones y se reproduzca adecuadamente el
fenomeno fisico. Debe tenerse presente que la evolucion de una onda de choque hace
pasar a la variable considerada desde un estado constante anterior a la onda a otro
estado constante posterior a la misma. Por lo tanto, el hecho de que la solucion
numérica no presente oscilaciones es una caracteristica importante y distintiva de los

métodos de alta resolucion.

Desde un punto de vista pedagogico, la observacion de las funciones de disipacion
ayuda a comprender el funcionamiento del método numérico, por ejemplo es posible
observar como un mayor “esfuerzo” es requerido en el caso de las ondas de choque
respecto a las otras ondas, y que en particular en las ondas de expansion la disipacion es
relativamente pequefia. Este hecho esta intimamente ligado con la realidad fisica, las
ondas de choque tienen asociadas aspectos irreversibles basados en el cambio de

entropia, mientras que las ondas de expansion no producen cambios de entropia.

V.3 Un nuevo sonic fix

Un solver de Riemann aproximado del tipo de Roe produce solo ondas de choque, y por
lo tanto una onda de expansion se logra como sucesivas ondas de choque escalonadas.
Esta onda viola la condicién de entropia por lo que es necesario introducir lo que se
denomina como sonic entropy fix, el cual es efectivo cuando se produce una solucion
transonica [Chung, 2002]. Harten y Hyman sugirieron un sonic fix ampliamente usado

hasta la actualidad [Harten et al., 1976], [Harten et al., 1983]:
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(5.2)

La funciéon y en la Eq. (5.2) es una correccion del valor z,y o es generalmente un
valor pequefio y constante que necesita ser calibrado para cada problema. La eleccion
del correcto valor de ¢ en flujos con nimeros de Mach elevados no solamente ayuda a la
prevencion de soluciones no fisicas sino que ademds actia como control de
convergencia y de la nitidez en la captura de las ondas de choque, 6 en el método
upwind de primer orden es directamente una medida de la cantidad de disipacion

numérica introducida [Yee, 1989].

El problema de Brio y Wu es utilizado en adelante como benchmarck para los distintos
tests bidimensionales de esta seccion. La rotacion de la discontinuidad, el mallado y las
condiciones iniciales son las mismas que las utilizadas en el Cap. IIl para poder

comparar adecuadamente los resultados.

Si se aplica a las ecuaciones de la MGD Ideal el esquema convencional de Harten - Yee,
tal cual fue desarrollado para las ecuaciones de la gas dinamica, se encuentra que la Ec.
(5.2) actua solamente en los puntos sonicos, pero no lo hace en los puntos de no
convexidad, recordemos que estos puntos no existen en las ecuaciones de la Euler. Las
Figuras 5-7/9 muestran los resultados obtenidos aplicando el esquema de Harten - Yee
con 0= 0.001. Es posible observar que grandes oscilaciones ocurren cerca de la onda
compuesta, estas oscilaciones desestabilizan la soluciéon numérica y no permiten

alcanzar soluciones para tiempos relativamente grandes.

Para obtener resultados numéricos adecuados la Ec. (5.2) necesita ser calibrada con
valores de ¢ relativamente grandes y cercanos a la unidad, la solucion se aproxima a la
unidimensional, las perturbaciones son considerablemente menores y perfectamente
localizadas pero esta metodologia presenta el inconveniente de introducir demasiada
viscosidad numérica y en casi todo el dominio. Los resultados logrados con un ¢ igual a

la unidad son presentados en el apéndice D.

En el caso de flujos gas dindmicos un valor constante de o resulta insuficiente pero un

valor variable dependiente del radio espectral de la matriz Jacobiana de los flujos es
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muy util en términos de estabilidad y convergencia [Yee, 1989]. Experimentos
numéricos muestran que la técnica anterior no provee buenos resultados en el problema

de Brio y Wu de la MGD.

Se propuso que en cada instante de tiempo y antes de evaluar los flujos numéricos
necesarios para aplicar el método TVD explicito Ec. (5.1), el codigo computacional
calcule los valores propios de las matrices jacobianas de los flujos en todas las celdas y
en cada una de las direcciones cartesianas. Posteriormente, el codigo realice la media en
valor absoluto de los correspondientes a la direccion x y a la direccion y. Finalmente,
utilice respectivamente estos resultados como valores para el parametro 6 en el calculo
de los flujos numéricos en cada una de las direcciones cartesianas. El uso de un valor
constante igual al promedio de los valores absolutos de los valores propios de la matriz
jacobiana de los flujos proporciona buenos resultados para tiempos cortos, sin embargo
esta metodologia introduce demasiada viscosidad numérica en una vecindad y las
soluciones no son satisfactorias para tiempos largos, especialmente en la captura de la

onda de choque répida que se mueve a la derecha, ver Figura 5-10.

Con el objetivo de obtener un método que no necesite calibracion para cada problema

van Leer propuso exitosamente en dindmica de gases que, [van Leer et al., 1989]:

m m
1 24 1
l+5 1=

OGDp =max[ ,O} (5.3)
Para extender la técnica a las ecuaciones de MGD, se propone en esta Tesis la siguiente
expresion que disminuye la viscosidad numérica en puntos que no satisfacen la

condicién sonica:

max[ inlg —ﬂi"féu si ﬂ.i"l% corta por cero
MGD
51,..,8 = (5.4)

m

min|A; . de otra manera
2

Como una alternativa se implemento la técnica de Harten - Yee solamente en los puntos
sonicos, pero con o definida por la Ec. (5.4). Estos resultados se encuentran en la

Figura 5-7/9, los cuales muestran ser mejores y las oscilaciones se han reducido.
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Figura 5-7: Densidad en funcion de la distancia para el problema de Riemann MGD 2D.

Linea Continua: benchmark 1D, Rectangulo: Harten-Yee con 6= 1E-3, Triangulo:
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Figura 5-9: Campo Magnético Transversal en funcion de la distancia para el problema
de Riemann MGD 2D. Linea Continua: benchmark 1D, Rectangulo: Harten-Yee con o

= 1E-3, Triangulo: Harten-Yee y van Leer.
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MGD 2D. Linea Continua: benchmark 1D, Rectangulo y Triangulo: Harten-Yee con ¢

medio en tiempos anteriores y posteriores al benchmark.
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En un paso siguiente de estudio se utilizaron las Ecs. (5.4) y (5.2) para los puntos de no

convexidad y los sonicos, pero aparecieron problemas de convergencia en la solucion.

Con el objetivo de mejorar la exactitud de los resultados obtenidos con el esquema
anterior y de evitar oscilaciones espurias, un nuevo sonic fix es propuesto. El nuevo
sonic fix incrementa la viscosidad numérica solamente en la vecindad de los puntos

sonicos y no convexos (puntos de causalidad actstica), y no en todo el dominio.

22 5-2 :
—+ ‘z‘+1 Sonicos y no convexos
v(z)=162 & (5:5)
Otros
g
Esta nueva funcion, Ec. (5.5), es una aproximacion continua y diferenciable en |z|,
v(57)=v(s")

w(0)=1 (5.6)

(o) (o)
Los campos caracteristicos asociados a las ondas de Alfven y a las ondas entrdpicas son
linealmente degenerados. Mientras que los campos asociados a las ondas magneto-
acusticas rapidas y lentas presentan puntos de no convexidad. Para las ecuaciones de la
MGD bidimensionales los puntos de no convexidad se pueden obtener a partir del

siguiente teorema [Serna, 2009]:

Asumiendo B, =0

2
2 | B,

1. Sia <
e

a. Las ondas magneto-actsticas lentas definen un campo caracteristico

genuinamente no lineal.
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b. Las ondas magneto-acusticas rapidas son no convexas (VA -7 =0)
en lj(x,y), siysolosi B, (x,y) =0.

2
B
2. Sial>| 22

/o

a. Las ondas magneto-actsticas rapidas definen un campo caracteristico

genuinamente no lineal.

b. Las ondas magneto-acusticas rapidas son no convexas (VA7 =0)

en ([(x,y) siy solo si By(x,y)=0 0 Bx(x,y)z()

Una comparacion entre el sonic fix de Harten, Ec. (5.2), y el propuesto Ec. (5.5) es

mostrado en la Figura 5-11.

w(z) | ™

Figura 5-11: Comparacion entre el nuevo sonic fix y el original de Harten (linea

punteada: Original, Linea de trazos largos: Propuesto).

Primeramente la nueva funcion fue implementada solamente en los puntos no convexos,
mientras que para los puntos sénicos fue utilizada la Ec. (5.2), en ambas 6 fue evaluado
segiin Ec. (5.4). Bajo estas condiciones se alcanzo convergencia y los resultados son
presentados en las Figuras 5-12/14, donde es posible observar una pequefia reduccion en

las oscilaciones.
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Posteriormente se aplico la funcion propuesta, Ec. (5.5), en todos los puntos con
causalidad acusticos (sonicos y no convexos). Los resultados son presentados en las
Figuras 5-12/14, donde las oscilaciones se reducen significativamente, en particular

cerca de la onda compuesta.

En el estado del arte actual el sonic fix sigue siendo dependiente de la geometria y del
problema en estudio, sin embargo la nueva funcion propuesta ha probado ser una

metodologia efectiva en el problema de Riemann magnetogasdinamico.
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Figura 5-12: Densidad en funcion de la distancia para el problema de Riemann MGD
2D. Linea Continua: benchmark 1D, Circulo: Nueva técnica en todos los puntos con

causalidad acusticos, Triangulo: Nueva técnica solo en puntos de no convexidad.

En el problema del tubo de choque MGD de Brio y Wu la solucion teérica para el
campo magnético es un valor constante igual a 0.75, mientras que la solucion numérica
corresponde a variaciones alrededor de este valor (ver Fig. 3-14). Para comparar

cuantitativamente distintos esquemas numéricos que tratan de mantener V-B =0 es

usual calcular el error numérico en el campo magnético normal [To6th, 2000].
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Figura 5-13: Velocidad Normal en funcion de la distancia para el problema de Riemann
MGD 2D. Linea Continua: benchmark 1D, Circulo: Nueva técnica en todos los puntos

con causalidad acusticos, Triangulo: Nueva técnica solo en puntos de no convexidad.
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Figura 5-14: Campo Magnético Transversal en funcion de la distancia para el problema
de Riemann MGD 2D. Linea Continua: benchmark 1D, Circulo: Nueva técnica en todos
los puntos con causalidad acusticos, Triangulo: Nueva técnica s6lo en puntos de no

convexidad.
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El error relativo maximo para una variable u en una malla de N x M elementos se define

como.:

Apr Teor
€ = :
max u]?e.or ( )
(127 max
y el error promedio como,
N M 4 T
pr_ eor
_ Zizlzjzl

(5.8)

€prom= N Mo
‘ui’;or
Zi:lzjzl

donde Apr corresponde a la solucion numérica y Teor a la solucion analitica o en su
ausencia a una solucion numérica de elevada resolucion. La Tabla 5.1 muestra los
errores obtenidos en el campo magnético normal con las distintas alternativas numéricas
presentadas en esta seccion. Es posible observar que el nuevo esquema satisface con

mayor exactitud la condicion V- B =0 que el esquema tradicional de Harten-Yee.

También hay que destacar que el error introducido por el nuevo esquema es

significativamente menor que el dado en [To6th, 2000].

Técnica de Harten — Yee Nueva funcion, Ec. (5.5),
o =1E-3. con ¢ segun Ec. (5.4).
€ max 0.0743 0.016
€prom 0.00396 0.00359

Tabla 5.1. Comparacion entre los errores producidos por la tecnica original de

Harten — Yee y la nueva propuesta.
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Las Figuras 5-15/17 muestran los resultados 2D obtenidos con la nueva técnica en

simulaciones de flujos 2D.
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Figura 5-15: Densidad en el problema de Riemann MGD 2D.
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Figura: 5-16 Componente en x de la Velocidad en el problema de Riemann MGD 2D.
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Figura 5-17: Componente en y del Campo Magnético en el problema de Riemann MGD

2D.

En la Tabla 5.2 se muestran para dos tiempos diferentes los valores propios

(velocidades de las ondas) que cruzan por cero y los valores numéricos de o. Es posible

observar que en el caso bidimensional aparecen mas cruces por cero que en el

unidimensional. Esto es particularmente importante en la onda compuesta (7 ma).

t=0.03077
max[ Aty = A H Cruces por cero
Caso Caso
Onda 1D x 2D x 2Dy 1IDx | 2Dx | 2Dy
m
u 0.262 | 0.341 | 0.104 | Si Si Si
u+c, | 0.14710.275|0.194 | No | No Si
u—c, | 0.512]0.677|0.090 | No Si | No
u+cy 0.187 | 0.316 | 0.223 | No | No | No
u—cy 0.684 | 0.746 | 0.079 | No Si | No
u+cg | 0.34810.438 | 0.105 | No | No Si
u—cg | 0.176 | 0.244 | 0.103 | No Si | No
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t=0.08081
u 0.259 [0.356 [ 0.103 ] Si | Si | Si
u+c, | 0.145[0527[0.192] No | No | Si
u—c. | 0.491]0.700]0.109| No | Si | No
u+c, | 01900600 |0.237 [ No [ No | No
u—c, | 0.656[0.762]0.119| No | Si | No
u+cg | 034310456 (0.104| No | No | Si
u—cg | 0.175[034210.103 | No | Si | No

Tabla 5.2. Valores Numericos de ¢ para dos tiempos diferentes

En resumen, el andlisis presentado de las funciones de disipacion permitié no sélo
ahondar en la comprension del funcionamiento del esquema numérico sino que también
abrio la posibilidad de profundizar en su estudio. Se utilizo un criterio analitico para la
deteccion de las regiones en las cuales las ecuaciones de la MGD bidimensionales son
no convexas extendiéndose a la MGD el esquema de Harten-Yee originalmente
desarrollado para gas dindmica. Los resultados numéricos 2D satisfacen correctamente
las soluciones 1D ya publicadas. Este aporte al esquema numérico mostro6 ser robusto en
la solucion del problema astrofisico mostrado en el proximo capitulo. Al aplicar el
nuevo sonic fix en los puntos sénicos y en los de no convexidad las oscilaciones
presentes se han reducido notablemente. Esta nueva técnica tiene dos importantes

ventajas, [Maglione et al., 2010]:

a. El método no necesita una calibracion particular dependiente del problema.
b. El método incrementa la viscosidad numérica solamente en un entorno de los

puntos de causalidad acustica
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Capitulo VI

Aplicaciones Astrofisicas

En este capitulo se presenta los resultados alcanzados al aplicar la metodologia
desarrollada en esta Tesis para resolver las ecuaciones de la magnetogasdinamica ideal
en problemas astrofisicos, y en particular en la simulacién de los fadpoles que se
presentan en la baja corona solar. Se verd que se ha podido reproducir numéricamente
las observaciones mas detalladas que se conocen hasta ahora del fenomeno. Tales
observaciones se han obtenido con el telescopio espacial TRACE de alta resolucion

espacial y temporal.
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V1.1 Introduccion

Desde los anos 70, con el lanzamiento de naves espaciales con telescopios solares que
proveen observaciones de alta resolucion, la vieja vision del Sol fue completamente

transformada.

Se conoce ahora que la baja corona solar es dindmica y magnéticamente estructurada, lo
que se pone de manifiesto a través de los rayos X blandos y las emisiones ultravioletas
que trazan el campo magnético, dado que la emisidon también resulta estructurada por el
campo magnético. Al contrario la cromosfera subyacente no estd estructurada por el
campo magnético, su dindmica se origina en estructuras de pequeia escala y en los

movimientos turbulentos predominantes.

Mientras en la baja corona las regiones activas estan compuestas por innumerables
arcos magnéticos cerrados con plasma confinado causando emision brillante, en la
corona superior el campo magnético esta formado por lineas de campo abiertas con

baja emision y plasma saliendo como viento solar, ver Fig. 6-1.

Figura 6-1: Descripcion de las lineas de campo magnético en la corona solar

[Aschwanden, 2005].

Estas caracteristicas fenomenologicas generales de la atmosfera solar, en donde se
resalta la estructura singular de la baja corona comparada con la cromosfera y la corona

superior puede ser explicada a través del comportamiento de parametros del plasma. El
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numero Reynolds magnético en todo el plasma atmosférico es muy alto significando

que los efectos de difusion pueden ser despreciados (Re ~ 10'°).

R =HoEU _jpi0 ©.1)

m
Nyef

Asi, del teorema de Alfvén se sabe que el plasma y el campo magnético estan
congelados en todas partes de la atmosfera del Sol. Esto significa que un elemento de
volumen del fluido esta asociado a una linea de campo, es solidario a esa linea, se dice
entonces que la linea esta compuesta siempre por los mismos elementos de volumen, lo

que no ocurre cuando hay difusiéon magnética. Por otro lado, el parametro £

P P CS2

p=—— = -
Puog B 2uy <’

(6.2)

tiene un comportamiento distinto en la baja corona solar respecto a las otras regiones
atmosféricas. De hecho, su topologia particular puede ser explicada debida al cambio de
comportamiento de /S con respecto — desde abajo — a las regiones cromosfericas y
fotosfericas, y — desde arriba — a la corona superior, mas alla de un radio solar. (ver Fig.
6-2). Valores de fmenores que uno implican que — contrario a regiones con presiones
de gas dominantes (£ > 1) — el campo magnético controla la dindmica y de esa manera
la topologia del fendémeno coronal. Estructuras filamentosas aisladas llenas con plasma
cromosferico atrapado son estructuras espontaneas de las configuraciones magnéticas.
Mas alla de un radio solar el plasma confinado se vuelve débil — la presion del gas se
incrementa y la presion magnética decrece — y las inestabilidades ocasionan estructuras
de campo abiertas las cuales dominan las caracteristicas de la corona superior. Es decir,
en las regiones atmosféricas cercanas a la superficie del Sol en las que £ es mayor que
uno, la cromosfera y la fotosfera, la dindmica es gobernada por el fluido que arrastra al
campo congelado con él. Por el contrario en la baja corona solar la dindmica es

gobernada por el campo magnético que arrastra al fluido congelado.

La Fig. 6-3 muestra el logaritmo de la densidad atmosférica solar promedio y la
temperatura como funcion de la altura. La regién de transicion en la base de la corona

determina un cambio en el comportamiento de los pardmetros del plasma. La densidad
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de particulas de la cromosfera (~ 10'" cm™) disminuye abruptamente hacia la corona

(~10° cm™) y la temperatura se incrementa rapidamente desde ~ 6 10° K hasta ~ 10° K.
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Figura 6-2: Comportamiento del plasma en la atmosfera solar entre dos intensidades de

campo 100G y 2500G. [Aschwanden, 2005].
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Figura 6-3: Variacion de la densidad de particulas y la temperatura en la cromosfera y la

baja corona solar. [Aschwanden, 2005].
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Otra caracteristica notable de la baja corona solar es el hecho de que su temperatura es
mucho mayor que la temperatura de la base cromosféricas. La energia proviene de las
reacciones nucleares que queman hidrégeno en helio en el centro del Sol debido a las
altas presiones y temperaturas. Estas reacciones ocurren en el nucleo mas interno del
Sol, posteriormente el flujo de energia es transportada hacia la superficie en forma de
radiacion lo que toma unos millones de afios. Mas cerca de la superficie en la
cromosfera el transporte se hace en forma convectiva tardando en recorrer ese trayecto
unos pocos meses. La temperatura disminuye desde su fuente en ntcleo del Sol
(10.000.000 K) hasta la superficie donde alcanza 10000K — 6000K. Sorprendentemente,
la temperatura vuelve a aumentar desde la superficie hasta la corona y continuando con
el viento solar interestelar (llegando a la magnetosfera de la Tierra) al menos dos
ordenes de magnitud, alcanzando algunos millones de grados. El mecanismo de
calentamiento coronal es un problema abierto en la investigacion de la fisica solar. Hay
consenso, sin embargo, que la fuente de calentamiento es la energia magnética y los

diferentes mecanismos son aquellos que transforman esta energia en calor.

Una descripcion detallada de los fenomenos fisico-quimicos que se producen en la
atmosfera solar puede obtenerse en [Kirk ef al., 1994] [Aschwanden, 2005] [Goedbloed
etal.,2010].

Una cuestion que es importante discutir y que puede parecer paraddjica es porqué en un
plasma no colisional — como son la mayoria de los plasmas espaciales y entre ellos el de
la corona solar — la hipétesis del continuo es valida. Parte de la complejidad para
entender los procesos que ocurren en estos plasmas proviene de la comparacion con los
fluidos neutros. En fluidos neutros las colisiones son frecuentes y se representan como
colisiones directas entre particulas individuales. En tal caso la frecuencia de colisiones
es proporcional al nimero de particulas y a la seccion eficaz, y se define el libre camino
medio entre colisiones en funcién de esta caracterizacion del encuentro directo entre
particulas. La escasez, o ausencia, de estas colisiones binarias en casi todos los plasmas
espaciales implica que el camino libre medio debido a estas colisiones es mucho mayor

que la longitud caracteristica del fenomeno a estudiar,

L< 4, 1 (6.3)
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En la fisica del plasma se diferencian estas colisiones directas (como las de particulas
neutras) de las interacciones que ocurren entre muchas particulas, que se deben a que las
fuerzas electromagnéticas son de largo alcance. A estos procesos también se los conoce
como colisiones colectivas (denominacién poco conveniente dado que pueda dar lugar a
confusion). En un plasma totalmente ionizado, como es el que nos ocupa, las particulas
cargadas interactian a través del campo eléctrico, responsable de garantizar la cuasi-
neutralidad de estos plasmas compuestos por particulas libres. El campo eléctrico hace
que las particulas estén vinculadas y contenidas unas con las otras sin que se produzcan
apartamientos que lleven a variaciones importantes de la carga neta. Apartamientos de
cargas conllevan campos eléctricos que instantdneamente se le oponen para restituir el
equilibrio. Como resultado de la accion de los campos las particulas son deflectadas a
distancias interparticulas mucho mayores que las de los radios atomicos, es decir, la
seccion eficaz es mucho mayor que en el caso de los neutros pero ademas las

deflecciones son de angulo pequefiio.

La cuasi—neutralidad tiene asociada una longitud caracteristica que se conoce como la
longitud de Debye. Es la distancia minima tal que para valores menores que esta
longitud ya no hay neutralidad de cargas o apantallamiento de cargas. La longitud de

Debye, [, es también una medida del comportamiento colectivo de las particulas libres

del plasma, y se define como,

(6.4)

donde kjp es la constante de Boltzmann, &, es la permitividad eléctrica, n, la

densidad de electrones y e la carga del electron.

Para que esta neutralidad sea efectiva se requiere que en una esfera de Debye haya

muchas particulas,

47r.9;4T %

A=dmnl}=—2"_
b €3I’leA

(6.5)
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Ademas, el comportamiento temporal del plasma estd asociado a la frecuencia de
plasma @,. Esta frecuencia es una medida de la respuesta colectiva del plasma ante el

intento de separacion de las cargas, y se obtiene como,

w: = (6.6)

donde m, es la masa del electron.

Para que el comportamiento sea colectivo (para que el medio pueda ser considerado un
plasma) y no un mero conjunto de particulas cargadas se requieren dos condiciones: 1)
que la longitud de Debye sea mucho menor que la longitud del fenémeno en estudio y
2) que la frecuencia de plasma sea mucho mayor que la frecuencia del fenomeno en
estudio. Esto significa que los procesos que se estudian seran relativamente lentos y de

longitudes largas,

Ip<L 0K o, (6.7)

Es asi que a pesar de que las colisiones directas (como las colisiones en fluidos neutros)
son despreciables, los campos eléctricos, encargados de garantizar la cuasi—neutralidad,
y los campos magnéticos, que alteran las trayectorias individuales confindndolas a
movimientos de giro alrededor de las lineas de campo, juegan el rol que tienen las
colisiones en el caso de los fluidos neutros. Si se cumplen las condiciones que limitan el
comportamiento espacial y temporal de los plasmas dados por /p y @,, respectivamente,
la integracién de las ecuaciones cinéticas de Vlasov o momentos de dicha ecuacion
lleva en forma directa a las ecuaciones de fluidos conocidas como magnetogasdinamica.
Mas aun, el aporte de los procesos colectivos entra en la ecuacion de Vlasov (es decir en
la ecuacion de Maxwell-Boltzmann sin término de colisiones directas) a través de la
fuerza de Lorentz. En sintesis, como estas condiciones se ajustan a muchos de los
procesos que ocurren en plasmas espaciales y en particular a los de la corona solar, la
hipoétesis del continuo se utiliza para estudiar la mayoria de los fendémenos astrofisicos

de la corona.
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A modo de comparacién se puede mencionar que cuando un plasma es frio y muy denso
la longitud de Debye se hace muy pequefia y el numero de particulas en una esfera de
Debye disminuye. Notese que esta situacion es parecida al caso de una particula neutra,
e.g., dos cargas de signo opuesto (pocas particulas) en una longitud pequeiia, la longitud

de Debye se aproxima a la del radio atémico y el plasma se parece a un fluido neutro.

VI.2 Descripcion de la geometria, mallado, condiciones de borde e

iniciales

Para poder analizar el fendmeno que ocurre en la baja corona se utilizo una porcioén de
la atmosfera solar sobre la cual existen datos observacionales (resolucion espacial de ~
700km x 700km, equivalente a un pixel del detector) obtenidos a través de una nave
espacial equipada con el telescopio denominado 7ransition Region And Coronal
Explorer (TRACE) enviado con un vehiculo portador Pegasus en abril de 1998. La

porcion analizada puede observarse en la Fig. 6-4.

200 850 1000 1030 11006

Figura 6-4: TRACE 21 de Abril del 2002 a las 01:49:57 UT. [Verwichte et al., 2005]

El modelo geométrico estudiado puede observarse en la Fig. 6-5, en donde la zona
rayada representa los limites del dominio y donde la densidad toma valores mucho
mayores a los que se encuentran en el interior, estableciéndose asi una condicién de

borde que permite el rebote de las ondas. En el contorno no rayado del dominio en
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estudio se establece una condicion de borde absorbente. La longitud mayor representa
la direccion que denominaremos como radial mientras que la perpendicular a esta la
denominaremos como transversal. El rectangulo interior corresponde a la zona en la

cual inicialmente un pulso de presion es aplicado.
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Figura 6-5: Dimensiones y caracteristicas del modelo geométrico estudiado.

Se utilizaron para la discretizacién del dominio mallas estructuradas con elementos
rectangulares. La densidad de las mismas fueron (648 x 80), (648 x 200) y (1000 x 500)
y si bien con la malla intermedia ya se pueden obtener resultados aceptables los

presentados en la proxima seccion corresponden a la malla mas refinada.

Las condiciones iniciales y de referencia utilizadas son (para mas detalle sobre el

proceso de adimensionalizacion de las ecuaciones de la MGD ver apéndice A):
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Tamario caracteristico de referencia a=610%m
Constante del Gas (H atomico) Ry =8248 m%zK Y= %
Campo magnético de referencia B,, = 4G
Densidad de referencia Prer=1.6710" 12 K% 5
Temperatura de Referencia T, r= 110%K
. . B ref 5
Velocidad de referencia c, = ﬁ =2.7610 "/
HoPref
— t t
Tiempo adimensional t = =
alc, 21.8s
Densidad adimensional inicial Po = Po__ |
Pref
— u
Velocidad adimensional inicial ug=="-=0
Ca
— B
Campo magnético adimensional inicial By = B~ 0 — (0; -1 0)
ref
Presion adimensional inicial / =0.108
ref Ho

Intensidad del pulso de presién P, =100 p,
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VI.3 Resultados y Conclusiones

En esta seccion se presentan resultados de simulacion del fendmeno denominado
tadpole que se produce en la baja corona solar. La traduccion de tadpole al castellano es
renacuajo. Esta denominacion se debe a que lo que se observa tiene forma de dedos

finos y oscuros que serpentean cayendo y desacelerandose hacia la superficie del sol.

Este estudio resulta ser la continuacion de trabajos anteriores realizados en [Costa et al.,
2009] y [Schulz et al., 2010]. En dichos trabajos se propuso una interpretacion
novedosa del fendémeno tadpole con un modelo 1D. Se consideraba la dinamica en dos
direcciones independientes, debidas estas a la anisotropia que impone el campo
magnético en un plasma que se supone congelado al campo. Este modelo requeria la
confirmacion 2D del modelo propuesto. En [Maglione et al., 2010] se ha podido
confirmar y profundizar los resultados obtenidos anteriormente. Asimismo se logro
reproducir las observaciones mostrando una semejanza cualitativa y cuantitativa

sorprendente.

En la Fig. 6-6 se muestra una imagen obtenida con TRACE en donde se observa la
variacion que presenta la densidad en la direccion transversal y en funcion del tiempo
para la linea con guiones de la Fig. 6-4. En esta imagen se puede observar claramente el

comportamiento oscilatorio de varios tadpoles indicados con las letras A, B, C y D.

El fendmeno fadpole ha sido interpretado de maneras diferentes y contrapuestas y
todavia hoy hay controversia al respecto, ver [Maglione et al., 2010]. Por un lado, se ha
pensado que el oscurecimiento de las imagenes se debe a la menor emision de material
frio y denso que proviene de una eyeccion de masa coronal que cae gravitatoriamente
hacia la superficie en forma de lluvia. Por otro lado, han sido interpretados como arcos
magnéticos vaciados de plasma que se han desprendido luego de una reconexion
magnética ocurriendo mucho mas arriba de la region donde se observa el fendémeno
(una reconexioén magnética se produce en zonas muy localizadas en las que el Reynolds
se vuelve pequeno y hay gran disipacion joule y difusiéon magnética, esto es debido al

encuentro de polaridades opuestas de campo magnético).
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Figura 6-6: Variacion de la densidad en la direccion transversal. TRACE 21 de Abril
del 2002. [Verwichte et al., 2005]

Estas dos descripciones opuestas del fenémeno tienen dificultades, la primera ha sido
rechazada debido a que el material frio y denso deberia emitir en alguna longitud de
onda y ello no ha sido detectado, e.g., emision de radio. Es por esto que la segunda
interpretacion, acerca de que los fadpoles estan compuestos por plasma enrarecido, o
como vacios de plasma es la més aceptada. Sin embargo, esta interpretacion tiene la
dificultad de que si fueran modos excitados en arco magnético o cilindros magnéticos
la velocidad caracteristica deberia ser la velocidad de Alfvén y las velocidades
registradas son velocidades del orden de la velocidad del sonido del medio, mucho
menores que las de Alfvén. Esta interpretacion ha supuesto que para que el vacio de
plasma pueda sostenerse con el movimiento y en el tiempo la presion magnética dentro
de la zona de vacio deberia ser mucho mayor que la presion del gas como para evitar
que la regién colapse, lo que significa que el valor del parametro £ dentro del tadpole

deberia ser menor que el valor externo. Se volvera sobre este punto mas adelante.

En la Fig. 6-7 se muestra nuevamente el comportamiento de varios tadpoles pero en este
caso se presenta la densidad en la direccion radial y en funcidn del tiempo para la linea
de puntos y guiones de la Fig. 6-4. En estas imagenes las zonas de color negro indican

zonas donde se produce vacio.
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Figura 6-7: Variacion de la densidad en la direccion radial. TRACE 21 de Abril del
2002. [Verwichte et al., 2005]

En esta seccion se ofrece una interpretacion nueva al fenémeno fisico de los fadpoles de
la corona solar, mostrando que las regiones de vacio son creadas por la interaccion de
ondas no lineales. Resultados obtenidos con el cédigo numérico desarrollado para
resolver las ecuaciones de la MGD ideal y con las condiciones de borde e iniciales

descriptas en la seccion anterior pueden observarse en las Figs. 6-8/13.

En la Fig. 6-8 se observa como varia la densidad en todo el dominio a medida que el
tiempo evoluciona, destacandose que la variacion llega a ser de casi un orden de

magnitud.

En la Fig 6-9 se muestra, como varia el pardmetro £ y la temperatura, el primero
manteniéndose debajo de la unidad pero siendo mayor dentro que fuera, y la
temperatura siendo siempre mayor en la zona del tadpole que en la vecindad. Notar que
el hecho de que el valor f dentro sea mayor que fuera del tadpole implica que debe
descartarse la hipotesis sostenida por autores que sugieren el modelo de modos de

cilindros.

En la Fig. 6-10 se observa la presion termodindmica y la presion magnética (suma de la
termodindmica y la magnética) en la cual el fenomeno del tadpole desaparece,
mostrando que la region de vacio se sostiene a pesar de que el sistema se encuentra en
equilibrio de presiones. Esto muestra que la presion magnética no explica las estructuras

de vacio, sino que ellas se deben a interacciones de ondas no lineales.
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Figura 6-8: Contorno de densidad parat=0.86, 2y 4.
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Figura 6-9: Contornos de £y temperatura para t = 4.
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Figura 6-10: Contornos de presion termodindmica y presion total para t = 4.

Como se mencion6 anteriormente las regiones de vacio son creadas por la interaccion
de ondas no lineales. Estas interacciones pueden entenderse en términos de una
superposicion de dos dinamicas mas o menos independientes excitadas por una misma
deposicion localizada de energia modelada como un pulso intenso de presion. La
independencia de las dos dinamicas se debe a la gran anisotropia impuesta por el campo
magnético al medio. Ello se debe a que el transporte es paralelo al campo y es
fuertemente inhibido a través del campo. Cada una de las dos dinamicas es una
composicion de ondas no lineales. La dindmica radial puede entenderse como la
interaccion de ondas no lineales y choques hidrodindmicos en los que el campo
magnético tiene solo el rol de ser una guia de ondas. La dindmica descendente general,
en esta direccion, se debe a que en la zona localizada arriba del fendémeno se produce
una reflexion lo que simula la region de reconexion magnética que origina el pulso de
presion inicial y hacia la superficie del sol tenemos una absorcion de la perturbacion. En
la direccién transversal al campo encontramos una dindmica compuesta por la
interaccion de ondas y choques magnéticos transversales que rebotan en las zonas

adyacentes de alta densidad produciendo una forma ondeada, tipo modos kink (modos
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magnetoacusticos en cilindros). La forma de tipo kink ha sido la que ha llevado a otros
autores a pensar que el fenomeno se debia a modos tipicos observados en arcos

coronales.

La dinamica mencionada puede observarse en la variacion de densidad en funcion del
tiempo para las direcciones radiales y transversales. En las Fig. 6-11 y 6-12 se observa
dichas variaciones considerando como direcciones radiales y transversales a aquellas
que pasan por el centroide de la perturbacion inicial. En la Fig. 6-13 se muestra la
variacion de la densidad en funcién del tiempo para una direccion transversal ubicada a

2 107 en el dominio.

Es importante observar la concordancia existente entre los datos observaciones
obtenidos por el TRACE (Fig. 6-6 y Fig. 6-7) y los obtenidos a través de las

simulaciones numéricas Figs. 6-11, 6-12 y 6-13, ver [Maglione et al., 2010].

Dir. Radial
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Figura 6-11: Contorno de densidad en funcion del tiempo y en la direccion radial

centroidal.
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Figura 6-12: Contorno de densidad en funcién del tiempo y en la direccion transversal
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Figura 6-13: Contorno de densidad en funcién del tiempo y en la direccion transversal

para un corte ubicado a 2 107,
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Capitulo VII

Conclusiones y Sugerencias de Futuros
Trabajos

“Gran parte de las dificultades por las que atraviesa el mundo
se deben a que los ignorantes estan completamente seguros

v los inteligentes llenos de dudas”. William Russell (1872 — 1970).

124



Estudios v Aplicaciones en Magnetogasdinamica Computacional

VII.1 Consideraciones Finales

El modelo utilizado para simular flujos de plasma incorpora el estado del arte en lo que

a métodos numéricos y modelos fisicos se refiere.

La utilizacion de una forma conservativa permitio tratar las ecuaciones de una manera
consistente asegurando la conservacion de la masa, la cantidad de movimiento y la

energia total.

El cédigo numérico desarrollado fue verificado exitosamente a través de benchmarks.
En el caso ideal los resultados obtenidos al resolver el problema de Riemann
gasdinamico y magnetogasdinamico son satisfactorios y concordantes con los
alcanzados por otros miembros de la comunidad cientifica, habiendo sido todos ellos
contrastados a través de publicaciones especializadas, como oportunamente se mostro.
En particular, en el caso magnetogasdinamico ideal el cdédigo fue sometido al
benchmark de Brio y Wu, reconocido por la comunidad cientifica como “muy
exigente”. En el caso real los resultados obtenidos en el problema del flujo de Hartmann
han sido satisfactorios, el cddigo numérico capta la naturaleza de la solucion y el valor
maximo en el campo magnético inducido. Es importante destacar que el codigo ha sido
desarrollado con la intencion de simular flujos dependientes del tiempo de fluidos
compresibles y, al resolver el problema de Hartmann ha sido verificado con un
benchmark que le exige resolver un problema de flujo incompresible y estacionario,

caracteristicas para las cuales no ha sido especificamente desarrollado.

La habilidad del esquema para capturar discontinuidades fue demostrada. La técnica
numérica permitio capturar ondas de choque sin oscilaciones y a la vez lograr altos

niveles de aproximacion en regiones de flujo sin discontinuidades.

El andlisis presentado de las funciones de disipacion permitié no sélo ahondar en la
compresion del funcionamiento del esquema numérico sino que también abrio la
posibilidad de profundizar su estudio. Se presento una modificacion del esquema
numérico original de Harten-Yee incorporando un nuevo sonic fix. Los resultados
numéricos 2D satisfacen correctamente las soluciones 1D ya publicadas. Las

oscilaciones presentes con el esquema numérico original se han reducido notablemente
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al aplicar el nuevo sonic fix en los puntos sonicos y en los de no convexidad. Esta
nueva técnica tiene dos importantes ventajas: a) el método no necesita una calibracion
particular dependiente del problema, b) el método incrementa la viscosidad numérica

solamente en un entorno de los puntos de causalidad acustica.

Al aplicar la metodologia desarrollada en esta Tesis para resolver las ecuaciones de la
magnetogasdindmica ideal en problemas astrofisicos, y en particular en la simulacién de
los tadpoles que se producen en la baja corona solar, se logré reproducir numéricamente
las observaciones mas detalladas que se conocen hasta ahora del fenomeno. Ademas se
mostré que las regiones de vacio resultan ser una estructura emergente por la
interaccion de ondas no lineales ofreciendo asi una nueva interpretacion fisica del

fenomeno de los tadpoles.

Como productos de este trabajo de Tesis se encuentran cuatro publicaciones en revistas

internacionales y varias en congresos de la especialidad.

VIIL.2 Futuros Trabajos

Si bien el codigo ha demostrado su habilidad para simular flujos de plasma, todavia
quedan tareas pendientes en el modelo fisico y en el numérico. Algunas de ellas seran

enunciadas en esta seccion.

Una de las primeras hipotesis asumidas es la de fluido simple. Es entonces importante
incorporar modelos de varias especies e incluso ionizacién, un primer paso en esta

direccion es posiblemente un modelo de dos especies.

Es interesante considerar la posibilidad de incorporar la importante experiencia
existente en flujos de gases con reacciones quimicas a la simulacion de flujos de

plasma.

Deberia considerarse levantar algunas de las hipotesis asumidas en la ley de Ohm

generalizada, como por ejemplo la inclusion del término de Hall.
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En lo que respecta al modelo numérico se puede mencionar que el problema
fundamental es el siguiente: si se desea que el cddigo sea una herramienta de disefio
para futuros investigadores, con la cual se puedan simular muchas variantes de un
mismo modelo o geometrias complejas, se requiere acelerar la convergencia
manteniendo la exactitud. Una posible solucion a este inconveniente seria considerar la
paralelizacion del codigo. Complementaria a esta alternativa, y en particular al trabajar
con la parte real o disipativa se puede considerar utilizar un esquema implicito de

evolucioén en el tiempo.

Otro aspecto a contemplar es el uso de mallas desestructuradas para modelar geometrias
mas complejas. Esto implica incorporar no so6lo conocimientos relacionados a
generacion de mallas sino también estudiar la extrapolacion de la técnica TVD para este

caso.

En el caso especifico de la simulacion del fenomeno de los tadpoles es importante

incluir reconexién magnética utilizando las ecuaciones de la MGD real.
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Apéndice A

Forma Adimensional de las Ecuaciones de la
Magnetogasdinamica Real

Al sistema de ecuaciones en derivadas parciales de la magnetogasdinamica real es

conveniente expresarlo en forma adimensional.

Variables de referencia utilizadas:

Tamafio caracteristico del plasma de referencia  a

Campo magnético de referencia Bret
Densidad de referencia Pref
Resistividad de referencia Mref
Viscosidad cinemética de referencia Vief

Coeficiente de conduccion térmica de referencia K¢

k
Coeficiente de difusividad térmica Oref = ref
refC p
) ) , Bref
Velocidad de referencia — Alfvén — Cy =
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Variables y coeficientes adimensionales:

x=2X (A1)
a

y=< (A2)
a

7-L (A.3)
a

t __t (A4)
a/cy

— 0

V=—" A5
o0X; (A-9)

p=-F (A6)
Pref

I (A7)
Ca

5-_5 (A8)
Bref

e = ZL (A.9)
Bret //Uo

= p

pP=—s—— (A.10)
Brzef /:Uo

_ Tc

T=—1{b (A.11)
Ca

v (A.12)
Vief

7= (A.13)
Nret

k = ko (A.14)
kref
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NuUmeros adimensionales caracteristicos utilizados:

Namero de Reynolds R, es una medida de la relacion existente entre las fuerzas

inerciales y las fuerzas viscosas existentes en el fluido. Si el nimero de
Reynolds es pequefio entonces el efecto de la viscosidad es importante a lo largo
del flujo. Si el numero de Reynolds es grande entonces el efecto de la viscosidad
es importante s6lo en regiones donde se presentan las tensiones cortantes como

en regiones cercanas a una frontera solida.

R, = (A.15)
Vrief

Numero de Lundquist L, describe como el campo magnético es influenciado

por el flujo, es una medida de la relacion existente entre la velocidad de flujo y
la velocidad de difusion del campo magnético. Para L, >>1 el campo magnético
se mueve con el flujo y para L, <<1 el campo magnético no tiene una notable

influencia en el movimiento del flujo.

L, = %Y U (A.16)
Nref

Numero de Peclet P, es una medida de la relacion existente entre la difusion

térmica y la conduccion térmica. Para un P, grande la adveccion térmica es mas

importante que la conduccion.

P, = au (A.17)

Ayref

Nimero de Alfvén A; es una medida de la proporcién existente entre la

velocidad de Alfvény la velocidad del flujo.
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Ca

A = o (A.18)

Habiendo definido las variables de referencia, los coeficientes adimensionales, las

variables adimensionales y los nUmeros caracteristicos es posible ahora
adimensionalizar el sistema de ecuaciones de la MGD real:

pY
— — 1 2
£ PLJLJ—#—BBJrl p+%ﬂ_
u
i pu s 0 o/ |_
ot| B uB-Bu
€ 2
-°- [Hpﬂ]u_(@ ) B
i 2 g Ho |
(A.19)
_ 0 _
[
V. E,
1
Uz+k VT =— | p-(VxB)|xB
LT Ho -7 |
donde:
8Ui auj 2
ri=ul| —+—L[-=6,.V-u (A.20)
. [[axj axi] 3 }
1
V-Erz—Vx{—n-(VxE;)} (A21)
~ Ho =
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e Forma Adimensional de la Ecuacion de Conservacién de la Masa

La primera fila de (A.19) se expresa como:

8_p+v-(pg):o (A22)

ot

Introduciendo en (A.22) las variables adimensionales (A.6), (A.4), (A.5)y (A.7)

a(,‘_7/0ref)

1= /_ _
m"‘gv‘(ﬂprefgca) =0 (A.23)

Trabajando algebraicamente

PretCa 0p PretCa = ,__
— + V-(pu)=0 A.24
a ot a (p~) ( )
Finalmente
op = ,__

e Forma Adimensional de la Ecuaciéon de Conservacién de la Cantidad de

Movimiento

La segunda fila de (A.19) se expresa como:

2
C(pu)+V-| puu-—BB+1| p+1E||=v.r (a2
ot o = P2 s

donde
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8Ui auj 2
R Bl Eet ) BRI R v Y A.27
Tij ﬂ[(axj 6Xi] 3 7ii l ( )

Introduciendo en (A.26) las variables adimensionales (A.6), (A.4), (A.5), (A.7), (A.8)y

(A.10)
a(,5:0refuca) 1- 1 = =
= +=V. uc,uc, ——BB,.;BB
8(t_a/Ca) 3 PPrefUCUC, o= ref D Dref
_ B2 BB
v | PBrer 1—”” = (A.28)
a ~ Ho 2 Ho

1= c, 0t; c,0Uj| 2 c,=
-V. iy ra )l fs5.oTag.g
a {eref [{a oX; a axi] 3" a ~H

Introduciendo la definicién de la velocidad de Alfvén

_ 2
c2 o(pu C, — __ _
Prefla ( ~) Pref ag. EUU—BB+|(E+£BZJ _

a ot a T F 2

(A.29)
aa v [ﬂﬂref [(SE + (ZL;IJ} —%%ﬁ : gﬂ
Considerando la relacion entre la viscosidad cinematica y absoluta
_ Href (A.30)

Uref = 0
ref

Se obtiene;
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(A31)

Introduciendo los numeros adimensionales Reynolds (A.15) y Alfvén (A.18) se alcanza

finalmente:

o)}
—~~
A
Y
N—"
+
<l
I;l
A
Y
Yeui
|
us]
00|
+
n—

donde

- — 8UI aUJ 2 = _
=g =+ =L |-25;V-U A33
£ 'UHEBY- 87i] 3 ] A3)

e Forma Adimensional de la Ecuacion de Induccion

La tercer fila de (A.19) se expresa como:
1
—~+V'(QBBQ):VX|:—77-(VXB):| (A.34)

Introduciendo en (A.34) las variables adimensionales (A.8), (A.4), (A.5), (A.7) y el

coeficiente adimensional (A.13)
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(falc,)
(A.35)
1_— 1 _ —
__VX{_Urefg (_VXBBrefj}
a o =
BrefCa 0B Brefca _-[Ug—ﬁg]:
a ot a ~T T
(A.36)

B _ _
_77ref2 ref VX[ﬁ-(VXB)}
a Hg -

Introduciendo los numeros adimensionales Lundquist (A.16) y Alfvén (A.18) se obtiene

finalmente:
B =r.= _= 1 = i —
—+V-.|UB-UB :——Vx[_- VXB:| A.37
v os o8] V1 (x8)] o
% .9 [uB-uB]=-1VE (A38)
8'[ - - LUA| ~
e Forma Adimensional de la Ecuacion de Conservacion de la Energia
La cuarta fila de (A.19) se expresa como:
1 2
a_+V e+ p+_Bi g_(B Q)B =
2 U Ho
(A.39)
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Introduciendo en (A.34) las variables adimensionales (A.9), (A.4), (A.5), (A.9), (A.10),
(A.8), (A.7), (A.11) y los coeficiente adimensionales (A.14) y (A.13)

—n 2 _ _ —
a(eBref//Uo) 1 eBrzef pBrzef 1 Ig’zBrzef _
— +—=V- + +— ucy
o(talc,) a Ho Ho 2 Mg
_BZ,c _ ___1¢2
ret a}_ iv {krefk VTic_a
a & ac,

1— C ou uj
+=V.-icu-| u =t = 9ij
a a¥ [/u:uref a [[871- o%, 371
_ Brer o o .
RISy
a : a
P (A.40)
2 _ 2
BretCq 0F Brefca§ (§+ﬁ+l§2ja_(§-ﬁ)§ =
all, ot aplg 2° ) S
oo
a Cp ”
, _ _
c _ ol ou; 2 =
T WS VAR Iy il By I (Bl Bt B B R v 7
a’ firef ~ [ Kaij aii) 3 ~“
2
MretBret o (= (=& B
—TV'{[’Z'(WB)}XB}
a2, ! (A.41)
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Trabajando algebraicamente e introduciendo los nimeros adimensionales Reynolds
(A.15), Alfvén (A.18), Lundquist (A.16), Peclet (A.17) junto con (A.33) se obtiene

finalmente:
08 Sz, w152 gmal. 1 oz =
praal Ke+p+55 )LJ—(B U)B}—RGAIV o7
(A.42)
n 1 ﬁ{lz?f}—L_ {[ﬁ-(%xg)}xg}
PeA| = I—uAI ~ ) i

e Forma Adimensional del Sistema de Ecuaciones de la Magnetogasdinamica Real

Escribiendo las ecuaciones (A.25), (A.32), (A.37) y (A.42) en una forma mas compacta:

S pa |
P _ _
S| | puu-BB+1(p+1B?
ol ApedE) |
ot| B 08 - BT
2} — — . 182\~ (5 =\&
L€ ] _(e+p+§B )g—(B-g)B_
(A.43)
~ 0 _
z
I:zeAI
v E
I-uAI
u-7 [7~7~(§xl§)}<l§ K.ﬁf
L L2
_ReAI I—uAI I:)eAI i
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Apendice B

Mairices Jacobianas de los Flujos

El sistema de EDP de la MGD ideal en forma adimensional, expresado en un sistema

de coordenadas cartesianas ortonormales, y en funcién de las variables primitivas esta

dado como:
oW oW oW _
W{AD]HJ{BD]@—),_Q (B1)
con
T
Vy:(p,ux,uy,uZ,BX,By,Bz,p) (B.2)

A posteriori se obtendran las sucesivas filas de las matrices jacobianas de los flujos en
términos de las variables primitivas de la Ec. (B.1) partiendo de la forma conservativa
de la MGD ideal (B.3).

S l pu |
puu-BB+1(p+1B?
Oy, ~( 2 ) ~0 (B.3)
ot B UB-Buy .
L€ ] (e+ p+%82)g—(5 u)B
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Primera Fila

op , 3puy) , opuy)
ot oX oy

=0 (B.4)

Desarrollando:

Op  0OUy op op  Ouy
+ +Uu + =0 B.5
ot PTax % ox L (B.3)

Analizando la Ec. (B.5) y considerando la expresion (B.1) es posible obtener los

elementos de la primera fila de las matrices jacobianas de los flujos

[Ap]lljz{ux p 0000 0 O (B.6)
[Bp]sz{uy 0 p 000 O o} (B.7)
Segunda Fila

2 _p2 152
o(puy) a(PUx—Bx+p+ZB )+a(puxuy—BXBy

+ ):O (B.8)
ot OX oy

Desarrollando:
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op| ou, o(puy) du, ©oBZ ap
u + +|u + pu — +
a0l P ot T ax | P ax  ox | ox
1a(B§+B§+B§) o(puy ) ou,
+= +{U, +puy (B.9)
2 OX oy oy
OB
_Bx—y_By 8BX =0
oy oy

La suma de los términos encuadrados es cero por la Ec. (B.4) premultiplicada por U,

obteniéndose:

OUy ! ouy aBX+a_p+£B 0B, 1B 0B,

+ -2B =
Poot TP ox T ax ox 2 X ax 2 % ox
2  R2 (B.10)
18(By+BZ) ou, 0B, 0B,
oty x g LB x-0
2 o0X oy oy oy

dividiendo por la densidad O

ou, ‘u, Ouy By 0By 10p, B, 0B, , B, 9B,
ot oX p OX poX p OX p OX
8uX_B‘x aBY_By an_O
ay p 0y p 0y

(B.11)

Uy

Analizando la Ec. (B.11) y considerando la expresion (B.1) es posible obtener los

elementos de la segunda fila de las matrices jacobianas de los flujos

B
[Ap] _:{0 u, 0 0 B B B i} (B.12)
2,] p P P P
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B B
_ Yy Px
[Bp]z’j_{O u, 00 0 o} (B.13)

Tercer Fila

1p2
ol pu o(pu,u, —B,B 8(,0u2—82+p+B)
(py)+ (pxy xy)+ y oy 2" ) _o @)
ot OX oy

Desarrollando:

ou o( pu oB
p—L+ uya—'OJruy (p X)+8p_Byan_  ——
ot ot OX oy OX

OX
ol pu ou 0B ou
+|uy ( y)Jr,ouy—y—ZBy—er,ouX—y (B.15)
oy oy oy OX
0B
+ BXaBX+By J BZaBZ =0
oy oy oy

La suma de los términos encuadrados es igual a cero por la Ec. (B.4) premultiplicada
por Uy, posteriormente dividiendo por p se obtiene:

ou ou B oB ou
Yoy, Sy y 0By By Y u, y 10p
ot oX p OX p OX oy poy (B.16)
0B '
+l(BXaBX—By y+BZaBZ)=o
p oy oy oy

Analizando la Ec. (B.16) y considerando la expresion (B.1) es posible obtener los
elementos de la tercera fila de las matrices jacobianas de los flujos
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B
[A@kj:{o 0u 0 ——L -2x 9 o} (B.17)

Cuarta Fila

o(pu, ) N 8(pu,uy —B,By) N o(pu,uy—B,By)

=0 (B.19)
ot OX oy
Desarrollando:
ou, dp d(puy) ou, OB
+|u, ——|+|u +pu, —=-B Z
Pt et ax TP ax X ax
o\ pu 0B
- B, 9By u, (p0y) + pUy L ,— (B.20)
oX oy oy oy
- B, 98, =0
oy

La suma de los términos encuadrados es cero debido a la Ec. (B.4) premultiplicada por

U, , posteriormente dividiendo por p se obtiene:

ou, , ou, B, 0B, B, 2B,  ou, B, 0B

+ Uy uy
ot oX p 0OX p OX oy p oYy (B.21)
_ByoB, _,
p 0y

Analizando la Ec. (B.21) y considerando la expresion (B.1) es posible obtener los

elementos de la cuarta fila de las matrices jacobianas de los flujos

147



Estudios y Aplicaciones en Magnetogasdinamica Computacional

(A, ] _={o 00 u -2z g -5 o} (8.22)
4] P P
B
B, ] _:{o 00u 0 -5z 2 o} (B8.23)
4,] P P
Quinta Fila
o|B,u, —-u,B
9B, , O(Bxty ~Ux ):0 (B.24)
ot oy
Desarrollando:
ou oB
aBX+BX y+uyaBX—uX y—ByauX:O (B.25)
ot dy oy oy oy

Analizando la Ec. (B.25) y considerando la expresion (B.1) es posible obtener los

elementos de la quinta fila de las matrices jacobianas de los flujos

[Ap]Sj:{o 000O00O0O0 0 (B.26)
[BpJs ;=10 —By Bx 0 uy, -uy 0 0f (B.27)

Sexta Fila

; =0 (B.28)

Desarrollando:
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0B 0B ou
—y+ByauX+uX y—uyaBX—BX y
ot OX O0X OX OX

=0 (B.29)

Analizando la Ec. (B.29) y considerando la expresion (B.1) es posible obtener los

elementos de la sexta fila de las matrices jacobianas de los flujos

[Ap]s ;=10 By B, 0 -uy uy 0 0f (B.30)
[Bp]6j={o 000O0O0O0 O (B.31)
Séptima Fila

(B.32)
ot oX oy
Desarrollando:

ou

aBZ+uXaBZ+Bzaux—uzaBX—Bxauz+ Z y

ot oX OX o0X oX oy
B 5 (B.33)

+uyai—uZ L-B, Uz _g
oy oy oy

Analizando la Ec. (B.33) y considerando la expresion (B.1) es posible obtener los

elementos de la séptima fila de las matrices jacobianas de los flujos

[Ap]mz{o B, 0 -B, -u, 0 u, O} (B.34)

|Bp|, . ={o 0 B, -By 0 —u, u, 0 (B.35)
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Octava Fila

(B.36)

+5[_(g . B)Bx] (B.37)

0B
a1 P +i(1pu2j+Bxan+By y+BZaBZ
ot\ly-1) otl2 ot ot ot
+i L+£pu2+p+82 Uy
ox|\y—-1 2
0

0B
—(u-B X _
(g “) OX

0 p 1 - 2
—|| ——+—=pU B- |u
+8yH7—1+2p +p+ J y}

0B P
_(g.g)a—;’—Bya—y(Bxux +Byuy +Bzuz):0

B, E(Bxux +Byuy, +B,u, ) (B.38)
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0B
— F Uy +Uj +u )} 9B, +B,—2
2 ot ot

9

0B, o1
+B, ” 8( J+&{Euxp(uf+u§+uf)}
o 2 o2 OB,
+— (puy) a—[ (83 +By+BZ)J—(g-B) =
o
B —( .)-B ( y) =By (Bu)

a_y[_p %[; yp(u +u2+u2)}

1
+a—ay(pu ) a—ay[ (BZ+BZ+B )} (u- B)aﬂ
_Bya_y(Bx «)

0 0
Bya_y<Byuy)_By8_y(BzuZ):0 (B.39)

2 u? ou 2
of p +uxap+puxéux+ Y8P+ y+uzﬁp
ot 2 Ot

ou, , 5 9B, 0By o 9B, U, op

o 0B o
Uy =+ By aX(Bxux)+BXuX6—XX+ By&(ByuX)

2B, 0B,

X —(u )8x

OB 8u aB
x X X—X—BXBy -B uy—
OX OX 8x OX

uy op, p 94y
ox y-=10y y-1 0y

B 0
+B uxa—+Bza(B Uy )+ B,uy

151



Estudios y Aplicaciones en Magnetogasdinamica Computacional

ou, U2 o
J[+uxuyp 8ny +7ya_y(“yp)

auy
oy
—(B,u
y ay yay( y y) (B.40)
0B

—y+Bzﬂ(azuy)+Bzuy@—(u.g)—y
oy oy oy T 0oy
%_B u @_828&_ u ﬁ
y ay y=X ay y ay y=y 8y
ou, 0B,

—Bsza—y—Byuz 5 -0

g (uyp)+uyuzpauZ +p
y oy

o, Bxai(Bxuy)wxuy@w 0

~B,B

Los términos encuadrados se simplifican al considerar la Ec. (B.4) en donde cada

componente es premultiplica por el término u§/2

+
ot 2 0Ot

0B
%4_ Bxﬁi'F By_y_|_ BZ
ot ot ot ot

2
u ou 2
8[ pJ‘I‘,OUXauX y 0p y+Uzap

u
+ Uy 8p+ P 6ux+u2paux+ y 8(UX,O)

y—10x y-10x 7 ox |2 0x
2

5Uy+uz 0

oX 2 OX

Uz

(ugp)+ uxuzpa
OX

+UgUyp

ouy op 0 0B,
+ +Uu +B,—(B.,u,)+B,u
p&x X ox Xax( «x) XX ox
5 0B, 0
5(Byux)+ Byux—ax +BZ&(BZUX)

+By

P _(y-8)r -2

0B
_B u X
OX OX XX

+B,u
£ dX OX  (B.41)
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8u 0B ou 0B
y
-B,B,—~ 8x ~Byuy,—~ ~ BXBZa—;_BXuZ—axZ
ou ou
+ Ux 8p+ P y+uxu O Uy yp y
y—-10y y-1 20y oy oy
2 2
ug o u? o
y Z z
* 7a—y(“yp) +7a_y< yP)+Uyu,p
ou
p—y+uya|O+BX (Byuy)+B uyaBX
oy oy y oy
0 y 0
+By5(5 uy)+Byuy ; +Bza—y(BZuy)
0B,
+Byu, 282 _(y.B) Y B, Mx gy PBx
oy 8y oy oy
ou aB
B2y _ BB Y gy 9B_

Los términos encuadrados son los mismos que la Ec. (B.4) premultiplicados por u )2//2 ,

de modo que se simplifican.

ouy |u?
%[_p J+puxaux+pu e I i a'0+,ouzauz

y—1 ot Yot |2 ot ot
B
+Bxai+8y—y+BzaBz+ Ux 0P
ot ot ot  y—10x
ou
P uXqtu)%,z)ﬂntuxuy,o—y+uXu ou,
2
u; o ouy op 0
+|———(u + +u,—+B B,u
2 ox PPy Uy B g (Buiy)
0B, 0 8By
+ Byl — By&(B Uy )+ Byuy—= -
88 oB
+B B,u, )+ B,u, u-B)—=*
: x( ) ox ~(u-B) OX
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Oouy 0B, au aB
~-B? ~B.u _B.B ~B,u
OX anx X yax yax
8u
—BXBZauZ—Bu 6Bz Uy 6p P

ox % ox ylay yl@y

+ U, U Uy 2 6uy+uza( )
oy TSy 2 ay\P

ou
+uyuzpauz+p Y +u y&p B, a(Bu )
ay ay oy oy
0By
+Bxuy&+8yi(8yu )+Byu,
ay oy ay
0B
+B i(Bzu )+Bzuy&—(g-5)—y
oy oy oy
ou oB
BB, 2 g u, Ox 2oy g OV
y oy oy oy
B.B ou B GBZ:O

Los términos marcados se simplifican por la Ec. (B.4), premultiplicados por U 22/2

+ pu +
ot ot | TP ot Z ot ot

0B
+By—y+BzaBZ+ Uy 0P, P _0U,
ot ot y-1o0x y-1 0x

g( p ]+ Ouy ouy ., 0u, o 0B,
X

OX X ox X ox OX
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0B 0B, 0B, _,0u
+|B,u,—=%|+B,u -B X
P ox X ax ~(U-B) ox % ox
OB ouy oB, ou
—|B,u X -B,B -B,u -B,B Z
X ox Xyax yax 7T ox
ou
- B,u, o8B, +x op ;P Y +lu uy,oaux
ox y-10y y-1 o0y oy
ou ou ou
+ugp—2+uyu, p8u2+p y+uy@+Bf—y
oy oy oy oy oy
ou oB
+Bxuy&+Bxuy&+B§—y+Byuy—y
oy oy oy oy
0B ou
+Byuy—y+B§—y+Bzuy@ Bzuy&
oy oy oy oy
—(u-B)@ B Ouy _ B.u OBy | _ 28&
~ oy ey |[Toay| Yoy
0B 0B
—Bu, Y -pB, M gy, P _|gy Y
oy oy oy oy
0B,
+B,u,——=0
y

Los términos encuadrados se simplifican por la Ec. (B.10), premultiplicado cada

término por U, .

ot

L, Uy 9P

—=+B

P

0B,
ot
ouy

X

y —10X

y—1 0Xx

ou

Z

—|+uu,p—=

B
+ Bxux—(aaxX

+B,uy —=

ouy

OX
0By
OX

X

0B,

Y ot

ou,
+ B2
Y ox
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oB ou 0B 0B
+BU,—~+B2—%X+B,u,—Z% —(u-B)—=
Poex Tt o ©ox (~~)ax
ou ou 0B ou
-BZ——X-B,B,—L—|B,u,—~|+p—~
“ox XY ox My ok [P oy
ou
BB, Nz gy, 25z, U P, P
ox y-10y y-10y
ou ou
+Hugp—= +uyuzpauz + uyalo +B2——Y
oy oy oy oy
ou 0B
+ BxuyaBX +BxuyaBX+B§ L+Bu,—r
oy oy oy oy
0B ou
+Byuy—y+ Bzz_y+ Bzuy& +Bzuy&
oy oy oy oy
0B ou
_(Q'B)—y_BxByaux_B)Z/ !
oy oy oy
OB B.44
~Byu, X |-B,8, %z g u, 252 (B4
oy oy oy
oB 0B 0B
y _
+BXUXW_ Byuy axx +Byuy 8xx =0

Realizando los mismos pasos con la Ec. (B.16), pero los términos son premultiplicados

por Uy, de modo que los elementos encuadrados se simplifican.

0B
of P +,ouzauz +BXaBX+By y+BZaBZ
otl y—1 ot ot ot ot
N Uy 8p+ P aux+ uxuzpauz
y—10x y—-1 0X O0X
OUy 20U oB
+ +B X +2B,u, —=
Pox 5% ax X ox
ou 0B ou
+B2=—*4+Bu,—~L+B2—X
Vox VM ox P ox
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0B, 0B, _,0uU, ou,
u-B -B -B,B, —=
”ax (~~)8x X ox Xyax
ou
—BXBZ%— BXuZaBZ + ap+ P J
OX ox | y-10y y-10y
au 8u
+uyu,p Uzl pTY 4 B2 yaB
oy oy 5)’ oy
ou GB ou
+82 y+28yuy +Bz—+BZ y—aBZ
Y oy oy oy oy
8B ou
—(u-B)—X BXBya“ —B2 =Y BZBY%
53’ oy oy oy
0B
- Byuzﬁ +Bu,—L+ Byuyai
oy oy oX
0B
zaBX - BzuzaBX - Bzuz—y
X OX oy (B.45)
0B,
+B,u,—=0
oy

Como en ambos casos anteriores, con la Ec. (B.21), pero ahora multiplicados por U,
los términos encuadrados se simplifican

oB
9P +BXaBX +B,—X+B 0B, , Ux 0P
ot y-1

ot ot t ot y-10x
p aux+p8ux+838u +2Bu XaB
y—1 0X OX OX o0X
20U 0 y 20U 0B
+By 8xx +Byuy =~ + B, 8xx B,u, —* (B.46)
0B ou ou ou
—(u-B)—=*-B2—*_-B,B,—X-B,B, —*
(”")ax “ox YV oax TP ox
ou ou ou
L ap+ P i p—+BZ—L
y—10y y-1oy oy oy
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+ Bxuy—aaBX + Bf,—aauy +2Byu, 8aBy + B2 6auy
y y y y
B, 2B _(y.8) Y _|g,B, LUx| g2ty
Y ey Y 7 oy Y oy Y oy
8,8, 22 1 B u, Y 4 Byu, x4 By, POx
oy y OX OX
0B, 0B, 0B,
+BZUZW— BXUXW +BXUXW:O

Los términos encuadrados se simplifican por la Ec. (B.25) al premultiplicarse por B, .

ot

0B

y_y+BZaBZ+u_X@+L%
ot ot y-10x y-10x
OUy 0B, Bzaux

ou
+B2Z=X 4+ 2B u +|By —=
ox  * ox X ox Y ox

oB ou 0B
+|Byu, —L|+ B2 =X+ Bu, —2 —
Y7 ox Pox P ox

ou
20U« g g | pp, Mz, Ux OP
oX O0X ox y-10y
ou ou ou oB
P ",y LB —L+2Bu,—
y—120y oy oy oy
ou 0B ou
+B;—L+Bu,—2—(u-B)—~-BJ—
oy oy oy oy
ou 0B 0B 0B
z —y Byuyé—xx+ Bzuza—xx

0B
+ Bxuxa—y_ Byuya—xx

-B

_Bszé—

0B
+Bzuz—y

(B.47)
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Los términos encuadrados se simplifican por la Ec. (B.29) al premultiplicarse por By.

ol p +BZaBZ L Ux ap+ P aux+paux
ot\ y-1 ot | y-10x y-1 0x OX

+ 825 X +ZBXUX%+ Bzzaux
oX OX OX

X X X

OUz|, Ux 9p, P ouy  0Ouy

—|B,B +
T2 ox | y-18y y-1 0y P oy
ou 0B ou
+ Byt +2Bu, —L+|Bf 2 +—BzuyaBZ
oy oy oy
0B ou 0B
~(uB) - BEY —|B,B, Lzl B, Y
TTr oy oy oy
OB OB
+Byuy6B +B,u, 9By +Bu,—Y+Bu,—L (B48)
X X oy y
oB oB OB 0B
4—Byuy—5;&—-BZ Z—gii-szuz X _|B,u, = y
0B,
+B,u,—==0
oy

Los términos encuadrados se simplifican por la Ec. (B.33) al premultiplicarse por B, .

Luego del procedimiento desarrollando se obtiene:

ji( p ]+ Uy 0p P 0u,  0uy OB,
X=X

+P
otly—-1) y-10x y-10x oX

0B, uy ap p auy+pauy (B.49)
oX ;/ 18y y—1 0y oy
oB, 0B

~(u-B)
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OB
+2Byuy%+2szu2&+2szuz—y=o
O0X OX oy

Reagrupando los términos del campo magnético

a( p j+ U, Op, P 8ux+p8ux_(u'B)an

ot y—=1) y-10x y-10x oX oX
u ou ou 0B
+ y6p+ P Y 4 p y—(LJ'B)—y
y—=10y y-1 0y oy oy (B.50)
0By
-+2—5§—(Bxux+-Byuy4—Bzuz)
0B
+2—5;i(BXuX+—Byuy4—BZuz):0

Escribiendo en forma de producto interno al campo magnético y a la velocidad

a( p } Uy 0p P 5Ux+p8ux_(u,5)85x

otly—1) y-10x y-1ox = ax OX
u ou ou 0B
sy op, P Yip—2L-(u-B)—L  (B5Y
y—=10y y-120y oy oy
0B
2220 (y.B)+2%8x(y.B) =0
oy O0X
Finalmente se obtiene:
ap ou, op 0B, au,
— —+ u-Bj(y-1)+yp——
ot P oy o T ax W B Y Py
- (B.52)
op y
+U,—+—=(U-B)(y-1)=0
Yy ay(~ B)(r -1)

Analizando la Ec. (B.52) y considerando la expresion (B.1) es posible obtener los

elementos de la octava fila de las matrices jacobianas de los flujos
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[Ap]&j ={0 yp 0 0 (y-1)uB 0 0 u,} (B.53)
[Bp]&j ={00 yp 00 (y-1)uB 0 uy} (B.54)

Matrices Jacobianas de los Flujos en Términos de las Variables

Primitivas

Agrupando las filas (B.6), (B.12), (B.17), (B.22), (B.26), (B.30), (B.34), (B.53) en la
matriz jacobiana de los flujos en la direccion x y las filas (B.7), (B.13), (B.18), (B.23),
(B.27), (B.31), (B.35), (B.54) en la matriz jacobiana de los flujos en la direccion y

finalmente se obtiene:

u, p 0 0 0 0 0 0
B B B
0O u, 0 O _x oy x 1
P p p P
B B
0O 0 u O -y X 0 0
p p
A — BZ BX
Ap]=|0 0 0 U 2 0 X 0| (B85
0O 0 0 0 0 0 0 0
0 B, -By O —Uy Uy 0 0
0 B, 0 -B, -u, 0 u, 0
(0 yp 0 0 (y-Lu-B 0 0 uy]
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o O O O

0 0 0 0
B B

__y X 0 0
p p

O A T
P p p P
0 el —B—y 0

p p

Uy —U, 0 0
0 0 0 0
0 -u, Uy 0
0 (»-)u-B 0 uy

(B.56)
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Apendice C

Valores y Vectores Propios Modificados

La matriz jacobiana de los flujos en términos de las variables primitivas presentada 11-8

es modificada siguiendo a [Powell, 1995] obteniéndose:

u, p 0O 0 0 O 0 0]
B B
O uu 0 o o0 Y =z 1
P P P
B
o 0 u 0 0 —-—X* 0 0
P
BX
[Ap]z 0.0 0 u 0 0 -X 0 (C.1)
o 0 0 0 wu O 0 0
o B, B, 0 0 u 0 O
o B, O -B, 0O 0 u, O
0 yp O 0 0 O 0 uy|

A continuacion se transcriben los vectores propios derechos e izquierdos de (C.1) y por
ende expresados en funcion de las variables primitivas. Tales vectores tienen
incorporadas las modificaciones introducidas por [Zachary et al., 1994] que evitan
degeneraciones en la solucion del sistema hiperboélico de la MGD.
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e Primer Valor Propio

Vectores propios asociados

}Dﬁ

o O O o o o o =

e Segundoy Tercero Valores Propios

Vectores propios asociados

Ay =U, £C,

O O O O O O B+

(C.2)

(C.3)

(C.4)

(C.5)
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e Cuartoy Quinto Valores Propios

if =Uy, £C¢ (C.6)
Vectores propios asociados
( 0
atCy
~2¢?
P& a
— S
ia'fo +2C—203ﬂysgn(BX)
Fa.c. B,sgn(B a
i S¥SIFyY ( X) 1—3205,323971(8)()
. |FasCsBysgn(By) o 2¢
Fe = 0 bt = 0
QS\/;Cﬂy %s By
2\/;c
as\peh, .
—_ S
a + B
| f7P ) 2\/;(: z
¢
C.7
2 pc2 (C.7)
e Sextoy Séptimo Valores Propios
As =Uy T Cg (C.8)

Vectores propios asociados
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0
iascs
2¢?
pas a ¢
gy 2 CtAysan(By)
iafcf,b’ysgn(BX) o .
+t——-—C sgn
) iafcfﬂzsgn(Bx) . 2C2 fIBZ g ( X)
s = 0 INS_: 0
_af\/;C/By — “t ,By
2,/ pC
_af\/;C:Bz \/;
a ¢
asyp —p
i 2/pc” "
s
2,002
e Octavo Valor Propio
Ag = Uy
Vectores propios asociados
0 0
0 0
0 0
r 0 I 0
=< =<
~d 1 ~d 1
0 0
0 0
0 0

Donde:

(C.9)

(C.10)

(C.11)
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B
cAnz‘\/i‘ (C.12)
yo,
2 2 2
2 -Llrp+B”, fhyp+B —4”)'23X (C.13)
2 P P P
B
Y B, #0
BJ_
By = . (C.14)
V2
% B, #0
B, = 1l (C.15)
— B, =0
\/E 4

B, =B2+B? (C.16)
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Apendice D

Otros Resultados

En este apéndice se presentan en las Figuras D.1-13 los resultados obtenidos al resolver
el problema de Riemann magnetogasdinamico introducido por [Brio and Wu, 1988].
Estos se diferencian de los mostrados en el capitulo 1l en que fueron logrados

considerando un valor para el parametro & Ec. (3.33) igual a la unidad.
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Figura D.1: Variacion de la densidad en la direccion del flujo. MGD1000.
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Figura D.2: Variacion de la presion en la direccion del flujo. MGD1000.
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Apendice E

Resultados Gasdinamicos

En este apéndice se presentan los resultados obtenidos al resolver el problema de

Riemann gas dinamico.
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En este Apéndice se presentaran las simulaciones correspondientes al problema de
Riemann de la dindmica de gases, el cual es una idealizacién de un experimento
conocido como “tubo de choque”. Los tubos de choque son dispositivos que aceleran el
flujo de un gas a velocidades varias veces superior a la velocidad del sonido por breves
periodos de tiempo (del orden de una milésima de segundo a una centésima de
segundo), permitiendo de esta manera la realizacién de estudios experimentales de flujo
supersonico e hipersonico. Este dispositivo constructivamente es en esencia una tuberia,
generalmente de acero de alta resistencia, de paredes lisas, y donde la seccién
transversal puede ser circular o bien rectangular. Esta tuberia estd dividida en dos
compartimientos, ambos separados por medio de un diafragma de material delgado. En
un compartimiento se encuentra un gas a alta presion llamado “impulsor” y en el otro
uno a baja presion denominado “conducido”. Un esquema conceptual se muestra en la
Figura E-1 y algunas fotos de este dispositivo pueden ser observadas en

http://www.highpressureshockstubes.html.

Diafragma

Seccion

Conducida S

Discontinuidad de Contacto

Gas Comprimido / Gas Estacionario
— I 4
—> —>
Onda de Expansion Frente de Choque

Figura E-1: Esquema conceptual del problema de tubo de choque.

El dispositivo se opera estallando el diafragma de manera que el gas comprimido fluya
rapidamente a lo largo de la tuberia. Después de la ruptura del mismo (se supone en
forma instantanea) el gas impulsor actia como un pistén que presiona al gas conducido,
delante de él un pulso de presion se origina y se genera rapidamente una onda de choque

que se propaga a lo largo de la seccion conducida del tubo. Simultdneamente, una onda
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de expansion se propaga en la seccion conductora y entre ambas ondas una

discontinuidad de contacto.

En este problema existe inicialmente una discontinuidad que separa dos estados
constantes, uno izquierdo y otro derecho, donde dichos estados quedan determinados
por respectivas condiciones iniciales. Los resultados mostrados en esta seccion fueron

realizados considerando:

p 1.0 0.125
Uy 0.0 0.0
uy 0.0 0.0
wo| v W - 0.0 W, - 0.0 e
B, 0.0 0.0
B, 0.0 0.0
B, 0.0 0.0
0 10.0 1.0

El problema de Riemann de la dindmica de gases es unidimensional si se considera una
direccion de referencia coincidente con la direccion de propagacion. En una situacion
general la discontinuidad, que separa a los estados constantes, puede ubicarse de forma
tal que la misma no sea paralela a ninguno de los lados de las celdas. Debido a que la
direccion de propagacion es perpendicular a la discontinuidad, esta direccion tampoco
coincidira con la orientacion de las celdas. Por lo tanto el esquema numérico, aun

habiendo una direccion de propagacion predeterminada, debe resolver un problema 2D.

Entonces, para lograr el objetivo de validar el funcionamiento del c6digo computacional
bidimensional desarrollado, la discontinuidad debe ser rotada. Debido a que la malla
utilizada es regular la velocidad del flujo no es colineal con las direcciones normales a
las caras de las celdas de volumenes finitos, obligando al codigo a resolver un problema
de caracteristicas netamente bidimensionales. La geometria anteriormente descripta se

encuentra esquematizada en la Figura E-2.

En las simulaciones realizadas el angulo que forma la discontinuidad con la direccion

vertical es de 18,4°. Este procedimiento de validacion de un cédigo bidimensional fue
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observado en multiples publicaciones consultadas, entre ellas [Shumlak and Udrea,
2001] y [Sankaran, 2001].

A

»

Figura E-2: Esquema conceptual del problema bidimensional.

Respecto a los parametros de simulacién utilizados, en la discretizacion espacial se
implemento una malla con 1000 nodos, entendiéndose por nodos a los centros de las

celdas, en la direccion horizontal y 350 nodos en la direccion vertical con:

Ax=0.001 Ay=0.001 E.2)

Es importante comentar que el intervalo a lo largo de la direccion y no es necesario
que sea igual al correspondiente segun la direccion X, el codigo puede trabajar con
celdas rectangulares si las caracteristicas del problema lo requiriesen. Acerca de la

discretizacion temporal se utilizo:

CFL=0.4
(E.3)

At~0(107°-107) [s]

Resultados obtenidos con 500 pasos de tiempo lo que equivalea t=0.0167 [s]se

muestran en las Figuras E-3/10.
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Al simular el caso bidimensional del problema de Riemann los resultados se encuentran
expresadas en una base ortonormal dextrégira donde uno de los versores coincide con la
direccién normal a la discontinuidad, otro es perpendicular al plano formado por la
malla, denotado en las figuras como transversal 2, y el tercero es ortonormal a los dos

anteriores, denotado como transversal 1.

Cabe aclarar que las condiciones iniciales dadas por (E.1) al simular el caso

bidimensional deben ser expresadas en la base anteriormente mencionada.

El eje de las abcisas en las figuras que presentan los resultados obtenidos, coincide con
la direccion x para el caso unidimensional, y con la direccion normal a la discontinuidad

para el caso bidimensional.

Los resultados presentados en este Apéndice se encuentran contrastados con los
obtenidos en el caso unidimensional a través de un software de eficacia comprobada
[Bucci y Elaskar, 2002].
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Figura E-4: Variacion de la presion en la direccion del flujo. GD500.

181



Estudios y Aplicaciones en Magnetogasdinamica Computacional

| | T
1 \ - 2D
1
4
1
0.8+ 1 :
- \
K| }
‘%0.6 1
g &
) L
0.4r 1 1
.
0.2 1
0 02 0.4 0.6 0.8 1
Distancia
Figura E-5: Variacion de la densidad en la direccion del flujo. GD500.
40 | — 1D |
ﬂ - 2D
38} 1
36+ A
1
34 !
5 #
& 32 1
B x
= . ‘
|
26+ 1 ] |
-
24 : : : ,
0 0.2 04 0.6 0.8 1
Distancia

Figura E-6: Variacion de la energia total en la direccion del flujo. GD500.




Estudios y Aplicaciones en Magnetogasdinamica Computacional

25

o]
=
T

—
wh
T

Temperatura

[a—y
[=
T

Figura E-7: Variacion de la temperatura en la direccién del flujo

1.4

0.2

1D

2D |

1

0.4 0.6
Distancia

0.8

. GD500.

0.8

0.6

Cantidad de Movimiento Normal

T

f;
B
|
|
]

1D

2D

Figura E-8: Variacion de la componente de la cantidad de movimiento en la direccién

0.2

1

0.4 0.6
Distancia

del flujo. GD500.

0.8

183



Estudios y Aplicaciones en Magnetogasdinamica Computacional

0.02

0.015

0.01

0.005

0

-0.005

-0.01

Cantidad de Movimiento Transversal 1

-0.015

-0.02
0

Figura E-9: Variacion de la componente de la cantidad de movimiento en la direccién

0.02

0.015

0.01

0.005

0

-0.005

-0.01

-0.015

Cantidad de Movimiento Transversal 2

-0.02
0

Figura E-10: Variacion de la componente de la cantidad de movimiento en la direccion

— 1D

2D

L + 1

0.2 0.4 0.6
Distancia

transversal al flujo 1. GD500.

0.8

1D
2D

.

0.2 0.4 0.6
Distancia

transversal al flujo 2. GD500.

0.8

184



Estudios y Aplicaciones en Magnetogasdinamica Computacional

En las figuras anteriores se puede observar como el cddigo captd correctamente en los
primeros instantes las tres ondas que intervienen en el fendmeno fisico. Solo pequefias

perturbaciones aparecen en las cantidades de movimiento.

Se presentan a posteriori en las Figuras E-11/18 los resultados logrados con 1000 pasos

de tiempo t = 0.0439 [s] a los fines de mostrar el adecuado desempefio del cddigo

después que las ondas son capturadas y su posterior evolucion en el tiempo.

Analizando los resultados mostrados en las Figuras E-11, 12, 13 y 15 se puede concluir
que en la Figura E-13, correspondiente a la densidad, hay una onda de expansion que
viaja hacia la izquierda, una onda de choque que viaja hacia la derecha y una onda en la
parte central que corresponde a una discontinuidad de contacto que es captada
perfectamente por el codigo. Obsérvese que la captura de la discontinuidad de contacto,
que se muestra claramente en la densidad, Figura E-13, no modifica —en donde se
localiza la onda—, ni a la velocidad normal, Figura E-11, ni a la presion, Figura E-12, lo
cual no so6lo concuerda evidentemente con la definicion de una discontinuidad de
contacto sino que avala el funcionamiento del esquema numerico. Acorde a lo anterior

la discontinuidad de contacto también se observa en la temperatura Figura E-15.

Una pequefia oscilacion menor al 1% aparece en la meseta de la velocidad normal,
Figura E-11, asi como también en la presion, Figura E-12. Nuevamente s6lo pequefias
perturbaciones pueden apreciarse en las cantidades de movimiento transversales, Figura
E-17 y Figura E-18. Tales errores, probablemente se encuentren asociados a problemas
de redondeo y fundamentalmente a la discretizacion de la geometria.

A pesar de los pequefios errores los resultados son muy satisfactorios y superan
ampliamente las expectativas generadas al comienzo de este trabajo de tesis. En las
regiones suaves de la solucion son altos los niveles de exactitud alcanzados, las
discontinuidades, asociadas a la onda de choque, son captadas sin oscilaciones y las

ondas de expansién son perfectamente determinadas.

Los resultados asociados al campo magnético no son presentados debido a que en este
“Benchmark” son idénticamente nulos en el dominio y el cddigo numérico los obtiene

sin errores.
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Figura E-12: Variacion de la presion en la direccion del flujo. GD1000.
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Figura E-15: Variacion de la temperatura en la direccion del flujo. GD1000.
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A los fines de ver como las ondas evolucionan en el tiempo se elaboro la Figura E-19, la
cual muestra la variacion de la densidad para distintos pasos de tiempo. En este caso
solo se muestra la densidad obtenida con el cddigo bidimensional y no es contrastada

con la solucion unidimensional para lograr una mayor claridad en la representacion.

0.8

=
=)
T

Densidad

0.4

0.2F | H | ' .

0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
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Figura E-19: Variacion de la densidad en el tiempo.
Todos los resultados presentados en esta seccion fueron obtenidos considerando que 6,
Ec. (3.33), es evaluado siguiendo una metodologia propuesta en esta Tesis.

Finalmente podemos decir que el cddigo numérico resolvidé correctamente este
importante y reconocido benchmark con el cual se pretendia determinar las capacidades

del software en problemas donde el campo magnético fuera idénticamente nulo.

Los resultados presentados en este apéndice son concordantes con los observados en
[Yee, 1989] y [Udrea, 1999].
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Apendice F

Computo de los Flujos Numericos para el caso
Bidimensional

En este apéndice se presenta la metodologia utilizada para el célculo de los flujos

numéricos implementada en el cédigo computacional bidimensional.
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Como se demostro en el Cap IlIl. los vectores y valores propios de las matrices
jacobianas de los flujos juegan un papel preponderante en el seguidor de Riemann para
obtener el flujo numérico. Estos son utilizados fundamentalmente en las Ec. (3.35)
/(3.41) para obtener el flujo numérico asociado a la direccion x, el cual luego es
introducido en la Ec. (3.21) para obtener la actualizacion temporal de las variables

conservativas.

Considerando los flujos hiperbdlicos fisicos presentados en el capitulo I1:

PUy pPUy
puz—Bf+p+iB? puxuy —B,By
puu, — BB, pu;—BZ+p+iB?
u,u, —B,B puu, —B.B
E: pPuUyY; xPz ,QZ Yy 2Py
0 uy,By —Byuy
uXBy—uyBX 0
u,B, -u,B, uyB, -Byu,
B? 2
(e+ P+7)Ux—(5'9)5x (e+ p+57)uy—(5-g)8y

Es posible observar que si se permutan en el flujo en y las segunda-tercera filas, y a
posteriori quinta-sexta, la estructura vectorial obtenida es similar a la del flujo en x con
la Unica diferencia que donde corresponde el subindice y debe ser x y también en la
forma inversa. Es evidente que en las matrices jacobianas de los flujos sucede lo mismo
permutandose filas y columnas respectivamente. Lo cual provoca una permutacion de
los vectores y valores propios, pero pudiendo utilizarse los aportados por [Zachary,

1994] para el caso unidimensional.

Sobre la base de la consideracion anterior, la formula para la actualizacién temporal Ec.

(3.21) se transforma en:

VO =0~ (FOL ~E Ly |- 1 (Foil, o)

U@ U@~ {E @y ~E @) (F@ ~F O
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U@ =Y e -

U@ =U @ -

U (G)inj+1 =U (6)} Ax

U (7)inj+1 =U (1)} ~Ax

At

|
| !

UG =U 6 -2 E O~ E O |- E @) - E O
| -l
| !
(F@Rss~FOLy ) (F O ~F @)

U@ =@ -

n . ‘- . ., -
donde F (.) = es el flujo numérico en la direccion y pero calculado utilizando la

. . . n
misma subrutina computacional desarrollada para obtener F ()" .

Debe tenerse presente que los datos ingresados, en la rutina desarrollada para el calculo
del flujo numérico en la direccion vy, deben preservar la rotacion de filas comentadas

con anterioridad.
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