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Resumen

Es notable y justificado el creciente interés por el procesamiento de imagenes,
esto se debe a la incalculable utilidad de las imagenes en las aplicaciones de diver-
sas areas del conocimiento. En particular, las imagens binarias son apreciadas por
la reduccion de informacion y ttiles, por ejemplo, en la representacién de datos de
presencia-ausencia (en fitopatologia, agronomia, etc.). Los modelos Gibbs-Markov
abundan actualmente en el procesado de imagenes por su capacidad para modelar
las interacciones presentes entre pixeles vecinos. Estas interacciones se asocian a cier-
tas disposiciones relativas entre los valores de los pixeles, dando un aspecto visual
caracteistico que se entiende como «textura». Siendo el modelo auto-logistico ade-
cuado para imagenes binarias, esta tesis contiene un analisis tedrico, exploratorio y
experimental de las propiedades, limitaciones y alcances de dicho modelo en la car-
acterizacion de texturas (e interaccione, a través de un vector de pardmetros). Para
este modelo con soporte infinito, de manera novedosa, se presenta y demuestra una
condicién suficiente (pero no necesaria) que asegura la unicidad de la distribucién.
Y se definen dos descriptores de texturas binarias: Uno tedrico (funcién inyectiva
pero no suryectiva, cuyo argumento es el vector de parametros) y otro empirico (que
resume la informacion de textura de una imagen y sirve para comparar texturas de
imégenes). A partir de ellos se definen ademds, medidas de distancia entre imagenes
y vectores, segin la textura que poseen o caracterizan respectivamente.

En este contexto se formalizan dos modelos de degradacion de una imagen binaria:

= Degradacién por errores no sistematicos. Se formaliza también su restauracion
bayesiana asumiendo el soporte (o grilla) no necesariamente finito y se muestran
sus limitaciones cuando la intencion es remover los errores y restaurar la textura

binaria original.



= Degradacién por pérdida de informacién en regiones de pixeles. Se proponen dos
métodos de restauracién (inpainting o imputation) de texturas binarias: méto-
do de restauracién auto-logistico y método de restauracién empirico VHDD.
Ambos se implementaron con resultados satisfactorios para una amplia va-

riedad de texturas.



Resumo

O crescente interesse no processamento de imagens é notavel e justificado, e
¢ devido a enorme utilidade das imagens nas aplicagoes das mais diversas areas do
conhecimento. Em particular, as imagens binarias sao apreciadas pela reducao de
informagao e tuteis, por exemplo, na representacao de dados de presenca-auséncia
(por exemplo em fitopatologia, agronomia, etc.)

Os modelos de Gibbs-Markov sao atualmente bastante populares no processa-
mento de imagens pela sua capacidade de modela as interagoes presentes entre pixels
vizinhos. Essas interagoes se associam a certas disposicoes relativas entre os valores
dos pixeis, resultando em um aspecto visual caracteristico conhecido como “textura’”.

Sendo o modelo auto-logistico adequado para o tratamento de imagens binarias,
este trabalho de tese desenvolve uma analise tedrica, exploratéria e experimental
das propriedades, limitagoes e alcango de dito modelo na caracterizagao de texturas
(e interagoes, a través de um vetor de parametros). Para esse modelo com suporte
finito, como resultado novo, se apresenta e demonstra uma condigao suficiente (mas
nao necessaria) que garante a unicidade da distribuigao. Além disto, se definem dois
descritores de texturas bindrias: um tedrico (fungao injectiva mas nao sobrejetiva,
cujo argumento é o vetor de pardmetros), e um outro empirico (que resume a in-
formagdo da textura de uma imagem e permite comparar texturas de imagens).
Também, a partir deles, sao definidas medidas de distancia entre imagens e vetores,
segundo a textura que possuem ou caracterizam, respectivamente. Ness contexto sao

formalizados dois modelos da degradacao de uma imagem bindria:

» Degradagao por erros nao sistematicos. Se formaliza também sua restauracao
Bayesiana, assumindo o suporte (ou grade) nao necessariamente finito, e se

mostram suas limitacoes quando a intengao é remover os erros e restaurar a
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textura bindaria original.

Degradacao por perda de informagao em regioes de pixels. Sao propostos dois
métodos de restauragao (inpainting) de texturas binarias: método de restau-
racao auto-logistico e método de restauragao empirico VHDD. Ambos os méto-
dos foram implementados com resultados satisfatérios para una ampla va-

riedade de texturas.



Abstract

The growing interest in image processing is remarkable and justified. It is due
to the invaluable utility images can find in applications of a wide variety of areas of
knowledge. In particular, binary images are appreciated by their information reduc-
tion and useful, por instance, in the representation of presence-absence data (like in
fito patology, agronomics, etc)

The Gibbs-Markov models are very popular in the image processing because
of their capability of modeling the interactions between neighboring pixels. These
interactions are associated to certain relative distribution between the values of the
pixels, resulting in the characteristic visual aspect known as ‘texture’.

Being the auto-logistic model well suited for binary images analysis, the present
thesis work develops a theoretical, experimental and exploratory analysis of the prop-
erties, limitations and reach of such model for characterizing textures (and interac-
tions, through a vector of parameters). For this model with finite support, we present
and demonstrate, a sufficient (but not necessary) condition, which assures the unic-
ity of the distribution. Besides this, we define two descriptors of the binary texture:
one theoretical (injective function with the parameters vector as its argument) and
a second one, empirical (which sumarizes the information of texture of an image and
allows to compare images textures). From these descriptors as starting point, we
also define measures of the distance between images and vectors, depending on the
texture they have or characterize, respectively.

In that context, we formalize two models of degradation of a binary image:

» Degradation by non-systematic errors. We formalize also its Bayesian restora-
tion assuming a support (or lattice) not necessarily finite, and we show its

limitations when the objective is to remove the errors and restoring the origi-
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nal binary texture.

Degradation by information loss in pixels regions. We propose two methods of
restoration (inpainting) of binary textures: the auto-logistic restoration method
and the empiric VHDD method. We implemented both methods with successful

results for a wide variety of textures.
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Introduccion

Las imagenes binarias poseen dos valores posibles para cada pixel, por ejem-plo:
blanco-negro o 1 — 0. Estos valores pueden representar datos binarios, como por
ejemplo presencia-ausencia de alguna caracteristica en una escena, en el objetivo o
en el terreno. Por su importancia, el objeto de estudio del presente trabajo es la
imagen binaria. El enfoque de su estudio estéa centrado en las «texturas» que ésta
pueda presentar. Se considera que la «textura» de una imagen estd determinada
por la disposicion local relativa entre sus valores y directamente relacionada con la
interaccién presente entre sus pixeles. Para abordar este aspecto, en esta tesis, se
describe un marco teérico por momentos «amplio», que facilite el entendimiento y
que contemple ademas, de manera adecuada, otros tipos de iméagenes. En general, es
notable y justificado el creciente interés por el procesamiento de imagenes, debido
a la incalculable utilidad de las imégenes en las aplicaciones de diversas areas del
conocimiento. En particular, las imagens binarias son ttiles, por ejemplo, en estu-
dios de fitopatologia agronémica, representando mapas de presencia o ausencia de

enfermedades en cultivos.

Dentro de las técnicas de procesamiento de imagenes, cabe destacar la importan-
cia de la restauracion pues, debido a distorsiones, interferencias o errores, la imagen
«observada» no es sino una modificacién o un porcentaje de la que se queria obtener,
léase «verdadera». En el presente trabajo se aborda esta problematica. Los factores
que pueden modificar una imagen estan asociados al tipo de imagen, al entorno, al
sistema de captacion o al mecanismo de construccion de la misma. Algunos ejemplos:
atmosfera, nubes, interferencias, vibraciones, discretizado, errores, etc. Se entiende
por restauracion a la busqueda de la imagen «verdadera» (completa), a partir de

la «observada», que es el objetivo general del presente trabajo. Hay diversas técni-
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cas de restauracién tales como la aplicacién de filtros de suavizado con la intencién
de quitar el ruido o la llamada deconvolucién, en donde se conoce o se estima el
proceso de degradacion. Los filtros de suavizado tienen la desventaja de perder los
detalles y texturas de las imagenes, mientras que para la deconvolucion es necesario
un conocimiento previo del mecanismo de degradacién que ha sufrido. La restau-
racion, en el caso de pérdida completa de regiones de datos, en la bibliografia se
puede encontrar con el nombre de inpainting o imputation, abordada desde muchas
aristas. Los propuestas aqui presentadas, para resolver el problema de restauracién
se apoyan en las ventajas de las técnicas estadisticas, tanto en cuanto restauracién en
presencia de ruido como de pérdida de regiones de informacién. Ambas situaciones
fueron abordadas con un enfoque bayesiano, el cual requiere modelar la distribucién
de los valores de los pixeles de la imagen. Es sabido que en el caso de las imagenes,
los campos markovianos son més adecuados que el modelo de independencia espa-
cial, pues es de esperar que pixeles cercanos en una imagen sean parecidos o cuanto
menos relacionados. Los campos markovianos (generalizan la nocién de cadena de
Markov y) son los modelos bajo los cuales la dependencia de un pixel con el resto
de la imagen soélo se circunscribe a los lugares méas cercanos. Estos modelos abundan
actualmente en el procesamiento de imagenes, y bajo ciertas circunstancias estan
caracterizados por distribuciones de Gibbs. Algunos ejemplos paramétricos pueden
modelar diferentes texturas a través de la movilidad de sus parametros. El presente
trabajo contiene un analisis teérico, exploratorio y experimental de las propiedades,
limitaciones y alcances del modelo auto-logistico en la caracterizacion de texturas e

interdependencia presentes en imagenes binarias.

Para algunas herramientas tedricas y en ciertas situaciones es imprescindible
suponer que la grilla donde la imagen esta definida es infinita, en ese caso, la unici-
dad de la distribucion subyacente no esta asegurada. Bajo este supuesto, luego de un
analisis tedrico, en este trabajo se presenta y demuestra, de manera novedosa, una
condicién suficiente (pero no necesaria) que asegura la unicidad de la distribucién en

el modelo auto-logistico con entornos de primer o segundo orden.

Para todo el desarrollo computacional del presente trabajo fue utilizado el soft-
ware libre R. También se utiliz6 este software, y su paquete biOps (ver [7]), para la

visualizacién y almacenamiento de las imagenes generadas.



Indice general 22

Si bien el objetivo del trabajo es fundamentalmente aplicado, el marco tedrico
que lo sustenta es abstracto y riguroso. Con la intencién de lograr claridad y una
lectura amena sin perder rigurosidad, en ocasiones en esta tesis, se esbozan algunos
conceptos, que oportunamente son definidos de manera formal. Se utiliz6 = para las
definiciones y notaciones.

Se definen por primera vez, dos descriptores de textura de imagenes binarias.

» Uno tedrico, una funciéon inyectiva pero no suryectiva, cuyo argumento es el

vector de parametros.

= Otro empirico que resume la informacion de textura de una imagen y sirve

para comparar texturas de imagenes.

Se define, a partir de ellos, medidas de distancia entre imagenes y vectores, segun la
textura que poseen o caracterizan respectivamente. Estas medidas se utilizaron en
la evaluacién de la estimacion de parametros y restauracion.

Se formaliza el modelo de degradacién por errores no sistematicos y su restau-
raciéon bayesiana asumiendo el soporte o grilla de la imagen original no necesaria-
mente finito. Este supuesto no es facil de manejar pero es necesario para la funda-
mentacién tedrica. Se muestran ademas las limitaciones de la restauracion bayesiana
en imagenes binarias afectadas por errores cuando la intencion es removerlos y restau-
rar la textura original. Se intenta implementar esta metodologia y no se obtienen
buenos resultados. La restauracién o sintesis bajo un modelo auto-logistico requiere
de los parametros del modelo, a priori desconocidos, es necesario aproximarlos me-
diante estimadores. En este trabajo se estudian algunos propuestos en la literatura y
de que manera éstos influyen en la restauracion o en la sintesis (caracterizacion) de
las texturas. También se formaliza el modelo de degradacion por pérdida de informa-
ci6én en regiones de pixeles y se proponen dos métodos de restauracion (inpainting o

imputation) de texturas binarias. Los métodos son llamados:
= método de restauracion auto-logistico y
= método de restauracion empirico VHDD,

ambos con resultados satisfactorios para una amplia variedad de texturas.
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El método de restauracion auto-logistico depende de la estimacion del vector de
parametros. Se presentan varios métodos de estimacion en el presente trabajo, pero
solo se evalian 3 de ellos. Se vera que el método de pseudo-maxima verosimilitud

con método de optimizacion BFGS presentd los mejores resultados.



Capitulo 1

Modelado de imagenes

1.1. Imagen y datos espaciales

Una imagen (discreta) se puede definir como la representacién de informacién
organizada espacialmente en una grilla. De esta forma, el concepto de imagen se
muestra equivalente al de datos bidimensionales. Las celdas de esta grilla son cono-
cidas como pixeles y contienen datos ordenados segin la ubicacion de procedencia.
Estos datos pueden provenir de la digitalizaciéon de algin proceso éptico o bien de
la recoleccion de informacién espacial. En una imagen binaria cada dato tiene sélo
dos valores posibles, como por ejemplo 0 y 1, pudiendo representar la ausencia y
presencia local de alguna caracteristica de interés. Se define el espacio de estados
como el conjunto de valores posibles que tiene cada pixel y se lo denota E. En la
practica, E/ es un conjunto finito. Debido al interés prioritario del presente trabajo
en las imédgenes binarias, se asume E = {0, 1} la mayoria de las veces. Se establece
de ahora en més que F es un conjunto finito, se considera la métrica discreta (en E)
y & su g-algebra de Borel, con lo cual & = P(FE). Se define el soporte de una imagen
como la grilla de pixeles en donde estd definida la imagen, y se lo denota S C Z2

(S # 0 no necesariamente finito). Luego, desde el punto de vista formal, una imagen
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Capitulo 1. Modelado de imdgenes

es una matriz:

x =[] =

en el caso de soporte regular finito (i.e. S = ([1, M] x [1, N]) N Z?) y un arreglo

T = {Is}seS7

en el caso general.

La representacion visual de una imagen depende del tipo de informacién que ésta

contenga y de la referencia utilizada. A modo de ejemplo, la imagen de la Figura 1.1

es la representacién visual de:

en donde el color negro se corresponde con el valor 0 y el blanco con el 1.

Z11

Tp

T1IN

TMN

Figura 1.1: Imagen binaria




Capitulo 1. Modelado de imdgenes 20

Una imagen también puede verse como una funcién z : S — E, en donde z(s) =
r, € B, para s € S. Se denota E° al conjunto de imagenes con soporte S, caso

particular de:
EV={z/x:V — E},

conjunto de imdgenes con soporte V' y espacio de estados E () # V C S). De ahora
en mas se llamara imagen a la funcién, a la matriz o a la representacion visual de

manera indistinta, entendiéndose cada alusién en el contexto que se realice.

Notacién 1.1.1 Sea a € E, se define la tmagen que vale constantemente a, y denota

a € E%, como la que cumple a(s) = a,Vs € V.
Dada una imagen x € E:

= Su restriccién a V' ( o proyeccién sobre EV, con () # V C S) se define y denota:

zy € EY tal que 2y (s) = 2(s) Vs € V; o bien z = {x,},..
» Su traslacién por ¢t € S se define y denota z* € S tal que z'(s) = x(s — t).

Definicién 1.1.1 Sean § £V C A C Z2, se define la proyeccién opny : E® — EV:
oav(z) =xy,x € B

Notacién 1.1.2 oy en lugar de o5y, oas en lugar de oa sy, para s € A, y og en

lugar de og sy

Definicién 1.1.2 Sean z € EV' yw € EY2, para ) # V; C S, 0 #V, C Sy

ViNVy =10, se define la imagen zw € EV*'YY2 como la que cumple

zw(t):{ 2(t) teW

w(t) telsy
Sea &V la o-algebra producto de EV. Para simplificar la notacidn:
F=E5,

Para cada B € &Y, se define el conjunto (o € B)=0,'(B)={w € E%/oy(w) € B}

y para cada zy € EV, el conjunto (oy = zv) = {w € E¥/oy(w) = zy}
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Sea ahora .y la o-dlgebra de E° definida por:

Fy={(ov€B)/Be&"}.

Se denota:
Iv=Fs\v.

Dado que S puede ser infinito, es conveniente identificar el conjunto de subsoportes
finitos:

F=IAC S/1<#(A) < oo}

Ejemplo: Ay y € % y Ay €, donde: Ay n=([1, M] x [1, N])NZ? y Ay=An n,
para M y N numeros enteros.

Notar que .# es la menor o-algebra que cumple:
Fyv CF VANe /.
También seran necesarias las siguientes notaciones y definicion:
Notacién 1.1.3 Para . C .-
s A={A e S/ANV £0}.
» S (V)={Ae.S/\CV}.

Definicién 1.1.3 Sea ) C .7 y a: Sy — R, se dice que existe

> all)

AeS

yesa (a € R) sipara todo € > 0 existe Ny € .S tal que

AgCA Aes = |a— Z a(MN)| < e

AEF(A)
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1.2. Modelado probabilistico: Campos markovianos,

potenciales y distribuciones de (Gibbs

El modelado estadistico asume que una imagen z € E* es una realizacién de un

campo aleatorio X.

Definicién 1.2.1 Sea (Q, 2) un espacio medible, X : Q — E°, se dice que X es

campo aleatorio (sobre E°) si X es @-medible™).

Definicién 1.2.2 Sea (Q, 2) un espacio medible, X : Q — E° campo aleatorio y
sea P una probabilidad sobre (2, 9), se denota y define Px, la probabilidad sobre
(ES,Z) que cumple:

Px(A)=P(X € A),VA e 7.

Para cada V C S y s € S sean los campos aleatorios (sobre EV y E, respectiva-

mente):
u XV Q= EV7
n X, Q> F,

definidos por:
» Xy=oyoX, es decir Xy(w) =zy, st X(w) ==z
n X (w) =z, si X(w) =2 para todo w € S).

Es necesario definir (o construir) una medida p en E° que describa la probabilidad
de que A € F sea un conjunto de «realizaciones» de X, es decir u(A) = P(X € A)
(o bien u({z}) = Px({z}) = P(X = z) cuando S es finito). Esta medida p debe
modelar la posible interaccion de cada pixel con su entorno. En la practica, la relacién
de cada pixel con su entorno se torna independiente a medida que uno se aleja de
él, circunscribiéndose sélo a un vecindario. Los campos aleatorios que cumplen con
esta propiedad son llamados campos markovianos (Markov random fields (MRF's)

en inglés).

(X € A) € 2, es decir X1 (A) € 2,YVAc F
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Cuando S es finito, el teorema de equivalencia de Hammersley-Clifford nos dice
que cualquier campo markoviano posee una medida de Gibbs y viceversa: cualquier
campo que posea una medida de Gibbs es un campo markoviano. Una medida de
Gibbs cuando S es finito tiene la forma:

pix gy SR H@)
pl{a}) = P(X =) = SE2E,

en donde Z = Y _psexp(—H(z)) es la constante de normalizacién y H la funcién
de energia que debe contener la informacién «relevante» de cada x. La informacién
«relevante» de interés es la otorgada por la interaccion de cada pixel de la imagen
con su entorno y se describe con unas funciones «locales» (®5, A € %) llamadas

potenciales, tal que:

H(z) =Y ®u(x).

Aes

Para S posiblemente infinito la construccién de una medida de Gibbs-Markov no
es trivial sino que se la construye de manera local a través de funciones llamadas
especificaciones (ver Definicién 1.2.7). Se procura la existencia y unicidad de una
probabilidad global tal que las especificaciones se comporten como las condicionales
de esta probabilidad y localmente como medidas de Gibbs-Markov con soporte finito.
Se busca un conjunto de propiedades que la caractericen y ayuden a definirla. En
la descripcién del proximo ejemplo, extraido de [11], se muestran las propiedades
basicas que tienen que cumplir las probabilidades condicionales y, por lo tanto, las

especificaciones.

Ejemplo 1.2.1 Sea un conjunto numerable E, el espacio de estados, y S soporte

finito. Sea p una probabilidad nunca nula sobre ES. Para cada A € F, x € ES y
AC S (Ae ), se considera:

Ta(Alz)=p(Alos\a = zs\a)-
Esto es la probabilidad condicional de A con respecto a p dada la imagen x sobre los
pizeles que no pertenecen a A (dada xs\p). Se cumple:

w La funcion 5 (A|-) depende de los valores fuera de A (es decir, evaluada en x

depende de xg\x).
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» La funcion Y5 (-|z) es una probabilidad sobre (E°, F).
» Para cada C € _Za se cumple: Ya(A N Clz) =Fp(Alx)le(x).
» SiAC A e secumple: ya(Alx) = [Ls Ya(Aly)va(y|z)

En las siguientes secciones y subsecciones se presentan definiciones y notaciones
especificas de cada tema que titula la seccién. Si bien el apéndice esta destinado para
las definiciones y notaciones no especificas, se presentan algunas de ellas también en

las préximas secciones como notas al pie.

1.2.1. Distribuciones de Gibbs

Sea S no necesariamente finito (general) y se consideran de ahora en mds todas

las definiciones, supuestos y notaciones de la Seccién 1.1.

Definicién 1.2.3 Se dice que la coleccion = (Py), ., es un potencial si para todo
ANe s

» Oy 0 ES — R es Fp-medible (esto es @p(x) = da(wp) con ¢ funcion -
medible)

= Eziste Hy(2)=Y pcy, Pa(r) < 00 para cada x € E°. Hy se define como la

funcién de energia local para ® (notacidn: Hy en caso de ambigiiedad).

Definicién 1.2.4 Sea ® un potencial, se define la funcion de particion local de ®

sobre A y se denota por Zy (para cada A € ) a la que cumple:

Zp(z)= Z exp(—Ha(Exs\4)), para todo x € E° y A € .. (1.1)

EcEA

Notacién 1.2.1 Para cada s € S se pondrd: Hy en lugar de Hygy y Zs en lugar de
Zys)

Definicién 1.2.5 Sea ® un potencial, se define entonces pp (para cada A € %), tal
que:
_exp(—H,(x))

pa(z)= ARG Vr € E°. (1.2)
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Definicién 1.2.6 Para cada s € S se denota y define la caracteristica local ps=psy,

es decir:
exp(—H(z))

T S. .
Z.() , Ve e E (1.3)

PS(I) =

Definicién 1.2.7 Sea ® un potencial, se define la especificacion de Gibbs (para @)

Y= (YA) per €N donde:

exp(—Ha(§xs\a))

VAe S Ae F yxeE°.
Zn(z) Y

MmAR)= Y pal€ran) = Y

Ers\AEA Exg\aEA
Siempre que A = (o) = x,), se cumple A € .Z,. Ademds se cumple:

exp(—Ha(zaws\a))
deEA exp(—Hx(§ws\a))

= palzawga), VA € S y w € E®
(1.4)

Ya(on = zplw) =

Es de notar que, acorde con el Ejemplo 1.2.1:
= 7, es nicleo de probabilidad de (E®, 7)) a (E®, %), esto es:
e 74 (+|7) es una probabilidad sobre (E,.%) y se la define como distribucién

de Gibbs sobre A con respecto a ® dado =
y

e Ya(A]) es una funcién real _#x-medible.
n 5 es _Za-propio (esto es: yaA(ANC|-) = va(A]-)1c(:), para C € _#y)
y

= 7 es consistente, esto quiere decir ya(Alz) = [ va(Aly)ya(dy|z) para A C A €
S yxe B

El conjunto de medidas globales de Gibbs para ® se define:

G (D)= {1/ € ?]’(Es,ﬁ)// a(Alz)v(dz) =v(BNA),VAe ¥, B € /A} :
B
(1.5)
Sip € 4(P) se dird que es una medida global de Gibbs para ®. Se cumple

que Ya(:|-) es una probabilidad condicional regular dada _#, para p (en simbolos
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Ya(Al) € u(A|_Za)), es decir que y5(Alx) es la probabilidad de A con respecto a p

condicionada a xg\. Si € 4(P), p es la medida que se queria construir.

Definicién 1.2.8 Sea (2, 2, P) espacio de probabilidad, ® potencial y X : Q — E
campo aleatorio. Se dice que X es un campo con distribucion de Gibbs para ® si
Px € 9(®) (esto es, Px medida de Gibbs para ®).

Es importante asegurar que 4 (®) # () (existencia) y que #%(®) = 1 (unicidad).
El caso #9(®) > 2 se conoce como Transicién de Fase, fenémeno muy importante
y estudiado principalmente en la Fisica Estadistica (ver [1, 6, 16, 19, 23, 30, 38]).

Un potencial ® se dice acotado si &) € £, para todo A®). Un potencial ®
acotado, también se dice sumable si ZAey{s} [Pa]| poo < 0.

Como caso particular del teorema 4.23 de [23], se cumple:
si @ es sumable = ¢(P) # 0. (1.6)

Esto es cierto pues se cumplen las hipétesis del teorema citado: E con la métrica
discreta es un espacio métrico separable y completo; & = P(FE) es su o-algebra de
Borel; A, la medida de conteo en (E, &), es o-finita y v es la especificacién inducida
por ® y A\, como refiere el teorema. De esta forma, la existencia de una medida global
de Gibbs esté asegurada cuando el potencial es sumable. Esta ultima, entonces, es
una caracteristica muy apreciada y buscada. Resta estudiar en que circunstancias se
puede asegurar la unicidad. A continuacién, se enumeran resultados y definiciones

necesarias para su estudio.

Definicién 1.2.9 Para cada A € . se define el miicleo de probabilidad (de (E®, #))
a (E* &%) W tal que:

T (Blr)=ya(oa € Blz), v € E®, B &",

Notacién 1.2.2 2 en lugar de fy?s}, para s € S.

@) pooz g2(BS, F R)={f: B = R/F-medible/ | f|| yo < o0}
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Las definiciones y resultados que restan de esta seccién son parte importante del
marco tedrico pero pueden saltarse en una primera lectura del trabajo.

Para z € E° y B € & se cumple:

>cen &P (—Ha (Er514))
>eepn exp (—Ha (§r514))
deB exXp (_ ZAeyA LN (&S\A))

Z{EEA exp (_ ZAeyA 2 (5935\A)) .

Ya(Blz)

Definicién 1.2.10 Sea f : ES — R, medible, se define la funcion yz(f) : E¥ — R

en cada x € E°:

EA T exp(—Hp(Ex
() ()= () = dezj (é 2{&—2(@5\(3)“))'

Definicién 1.2.11 Se dice que la funcién f : E° — R es local si existe A € .
tal que f es Fp-medible (i.e. Afy : BN — R &-medible tal que f(x) = fa(wy) =
faooa(z), Vo € &9).

Notacién 1.2.3 Z={f € L>*/f es local}.

Definicién 1.2.12 Se dice que la funcion f : E° — R es quasilocal (q.1.) si existe

una sucesion de funciones locales { f,}n>1 tal que:
s [ — [, €L para todon > 1
Y

U =l 0.

Definicién 1.2.13 Se dice que la especificacion vy es quasilocal (q.l.) si para todo
NeZ: feZL=nwfecZ

Definicién 1.2.14 Sea a € E, un potencial ® se dice a-normalizado si cumple
Pp(aars\a) = 0 siempre que A C A € 7. Por su fuerte vinculacion con procesos
fisicos, un potencial a-normalizado también es llamado potencial de gas con estado

vacio en a.
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Definicién 1.2.15 Se dice que dos potenciales ® y W= (W), ., son equivalentes

(notacion: ® ~ V) si:

A€ = HY — HY es FZn-medible®

Proposicion 1.2.1 Se cumple que:
n O~ U= YD) =9Y(V)

» Para cada potencial ® 3 unico ®* potencial a-normalizado tal que & ~ P°

(luego G (D) =4 (d))

Definicién 1.2.16 Sea V.C S yt € S tal quet+V =VW se define r, : EV — EV

la funcion traslacion (por t) evaluada en x € EV se denota:
mi(z)=2' € BV

y cumple 1(z)(s) = 2'(s) = x(s — t), Vs € V. Es decir, cuando 0=(0,0) € V, el

valor de z* en el pizel t es el mismo que x en el pizel O (cero).
Se asume que t + .5 = S para todo t € S.

Definicién 1.2.17 Se dice que un potencial ® es invariante a traslaciones si siempre

se cumple:
CI)A(ZE) = Q)H_A(xt),

Definicién 1.2.18 Sea k € N, © C R* conjunto de pardmetros compacto con in-
terior no vacio (int(©) # 0 ) llamado espacio paramétrico y sea ®=(Py), ., tal
que ®p : O x & — R. Si Pl= (D, (0, ))acy €8 un potencial para cada 0 € O, se dice
que ((I)Q)Qee

estd parametrizado por el vector de pardmetros . © se dice identificable si

es una familia de potenciales parametrizada por © y que el potencial ®¢

0,€0,0,€0,0,#0, =>4 (d") NG (d%) =

GV HR (z) — HY (z) = g(zs\a) con g funcién &5\A
Wt V={t+s/seV},VteSyVCS
Glint(A)={z € A/35 > 0 tal que D(x,5) C A} = interior de A
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1.2.2. Campos markovianos

Definicién 1.2.19 Con la intencion de definir el entorno de influencia de cada
pizel se denota y define 0={0s € .¥ /s € S} un sistema de entornos finitos de S

st cumple:
" s¢0s
Y
m s€0dl & teds.

0s se denomina entorno de s y OA=|J,.A 05\ A entorno de A

Se asume que el sistema de entornos es invariante a traslaciones (i.e. conociendo Js
se puede conocer 0t desplazando el vecindario de s: 0t = (t—s)+0s, se asume 0 € S,
luego 0s = s+ 00,Vs € 5).

Sean v1=(1,0), va=(0, 1), v3=(1,1) y v4=(—1,1) , ttiles para los préximos ejem-

plos.

Ejemplo 1.2.2 Sistema de entornos de primer orden: El sistema de entornos
de primer orden es el definido por 00={=%v;}2_,. Asi, el entorno de primer orden de

s queda:

S — U1

0s = S — Uy S+ vy |

S+ U1

Ejemplo 1.2.3 Sistema de entornos de sequndo orden: El sistema de en-
tornos de sequndo orden es el definido por 00={+v;}}_,. Luego el entorno de sequndo

orden de s queda:

S—v3 | S—v1 | S+,

0s =| s — vy s+ vy |

S—Us | StU1 | S+ U3

Definicién 1.2.20 Sea 0 un sistema de entornos, se define y denota el conjunto de

los O-cliques como:

C=C(0)={(Ae.7 #(N) =1) 6 (s€AteNsAt=sct)}.
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Si N € € se dice que A es un 0-clique o un clique para 0.

Notar que 0 € ., Vs € ./, se cumple® C ..
Notacién 1.2.4 n C(V)={AeF:ACV}.
» Gv={Ae¥F ANV #0}.

Ejemplo 1.2.4 Cliques de primer orden: Sea O el sistema de entornos de primer

orden, el conjunto de O-cliques resulta:
¢ ={{s,s+uv}:seSi=12U{{s}:s€S}.
También se puede ver que, si 0 es el sistema de entornos de segundo orden:
{{s,s+v}:5€51<i<4}U{{s}:s€S}C¥
Notar ademds que {t,t —v;} = {s,s+v;} donde s = (t —v;) € S, para 1 <i < 4.
Definicién 1.2.21 Se dice que ® es un 0-potencial si @y = 0 para todo A ¢ €

Notar que, si ® es un d-potencial, como 00 es finito,  es sumable y por lo tanto

G(D) £ 0.

Definicién 1.2.22 Dado 0 un sistema de entornos, se dice que la especificacion

es O-Markoviana si la funcidn V(B|.) es Far-medible, cualquiera sean A € & y
B e y/\.

Si @ es un 0- potencial, v es O-markoviana, pues 78 (B|x) depende de zy5. Esto

se demuestra usando:

0 (Blz) = Z.ﬁeB exp (— ZAggA )N (fAmAxA\A))
! Deem OXP (= Pace, 9a (Eanazara))

Js \ A).

(1.7)

yAE? = (A\A)C (9A) = (U

sEN

Definicién 1.2.23 Sea X : Q — E° campo aleatorio, se dice que es un campo de
Gibbs-Markov si Px € 9(®) y ademds ® es 0-potencial.
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1.3. Ejemplos

A continuacién, se veran ejemplos de modelos definidos por d-potenciales parametriza-

dos e invariantes a traslaciones.

Ejemplo 1.3.1 Modelo auto-logistico: Sea 00 = {+v;}7_, el sistema de entornos
de primer orden (cuando g =2) o de sequndo orden (cuando g =2). Sea E = {0,1}
el espacio de estados. El modelo auto-logistico (de Besag) es el definido por el 0-

potencial

BiiTirn, A={t,t+v;},t €5, 1<i<yg
Ppr(x) = Bowe A={t} Vr € ES.

0 caso contrario (c.c.)

La funcion de energia local en s € S queda:

Hy(r) = x, <50 + Zﬁi(xsﬂu + xs—vi)) )
=1

y la caracteristica local:

p (I’) — exXp — (ZL‘S (50 + Z?:l 51 (xS_Uz’ + xs—l—w)))
’ 1 + eXp — ((BO + Z?:l 51 (zs—vi + zs—i—m))) ‘

Proveniente de la fisica estadistica, el cldsico por excelencia (y uno de los més
estudiados) es el modelo de Ising, en donde particulas fijas en una grilla interactian
entre si y cada una se asocia con un valor de spin +1 o -1, indicando las orientaciones
de los momentos. Fue presentado por Ernest Ising en su tesis doctoral ([28]) en 1925,

estableciendo las bases de la teoria de los Campos Aleatorios.

Ejemplo 1.3.2 Modelo de Ising: Sea O el sistema de entornos de primer orden
y E={—1,1} el espacio de estados. El modelo de Ising con parametro B (sin campo

externo) es el definido por el O-potencial

Vo e E°.

o A={tt+v}te S 1<i<?2
= { e Al nhes<is
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Su funcion de energia local en s cumple:

2
Hé(x) = Z (sts—vi + xsxs—i-vi)
=1

E#{t € 0s/xy = xs} — #{t € 0s/x; # xs})
(

g
= B
B 2#{t € 0s/xy = x5} — 4)

exp [— (2#{t € 0s/xy = x,} — 4)]
exp [— (2#{t € 0s/x; = x5} — 4)] + exp 2#{t € 0s/xy = x5} — 4]
1

1+ exp[48 (#{t € 0s/x; = x5} — 2)]

ps(x) =

(a) f=1 (b) B=-1

Figura 1.2: Iméagenes de 64 x 64 bajo un modelo Ising

Observacién 1.3.1 Para el modelo de Ising existe un valor critico

sinh™1(1) _ log(1 4 /2)
2

fe = = 0.4402 (1.8)

tal que:
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(a) Histograma de la imagen de la Figura 1.2(a) (b) Histograma de la imagen de la Figura 1.2(b)

Figura 1.3: Histogramas

w #9(P) =1 cuando § < B.
Y

» #9G(P) > 1 cuando > B, (ver pdg. 100 de [23] y ejemplo en [16]).

En 1974, Besag traslada las ideas de Ising al procesamiento de imégenes. El
modelo clasico de Ising no discrimina la direcciéon de interaccion, resultando insufi-
ciente para modelar algunas iméagenes. Besag presenta, por ejemplo, el modelo auto-
binomial y el auto-logistico. Cabe destacar que, entre otros, ademas de las propuestas
de Besag, han surgido variantes del modelo de Ising como el de Ising anisotropico,

que modifica el parametro segiin la direccion.

Ejemplo 1.3.3 Modelo auto-binomial: Sea O el sistema de entornos de primer
(9 =2) o seqgundo (g =4) orden, K € N y E ={0,1,..., K} el espacio de estados.

El modelo auto-binomial es el definido por el O-potencial:

Pttt A={tt+uv}teS1<i<y
®p(x) = 4§ —log(;,) + Bowe A= {t} Vr € BS.

0 c.c.
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(a) =03 (b) B=3

Figura 1.4: Imégenes de 64 x 64 bajo un modelo Ising.

La funcion de energia local en s cumple:

Hy(z) = —log (i) + x4 (Bg + Zﬁi(xﬁvi + xs_vz.)> . (1.9)

Luego:
({i’i) exp [_IS (50 + Z?:l Bl (:Es—vi + xs-‘rvi))]
(1+exp [ (Bo + X0y B (Tsmv + Toru)))"

Este modelo ha sido utilizado para modelar, por ejemplo, cantidad de particulas

ps(z) = (1.10)

en una grilla (extendiéndose naturalmente a una grilla tridimensional: S C Z3) en

donde K es la cantidad maxima de particulas.

Observaciéon 1.3.2 Es facil notar que el modelo auto-logistico es un caso particular
del modelo auto-binomial (K = 1), del cual hereda algunas propiedades. De la misma
forma que el modelo auto-binomial es 1util para modelar la cantidad de particulas en
una grilla, el auto-logistico lo es para modelar datos de presencia-ausencia, teniendo
en cuenta ademas las interacciones espaciales segun la direccion. Segun la aplicacion,
los datos de presencia-ausencia pueden ser por ejemplo: presencia o ausencia de

particulas (en fitopatologia: presencia o ausencia de alguna enfermedad en cultivos).
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(a) Histograma de la imagen de la Figura 1.4(a) (b) Histograma de la imagen de la Figura 1.4(b)

Figura 1.5: Histogramas

Este tipo de datos se representa naturalmente con imdgenes binarias, colocando un
1 en el lugar correspondiente si el lugar estd «ocupado» y 0 si no. De esta forma,
el modelo auto-logistico describe las interacciones de los datos al mismo tiempo que
caracteriza la textura de la imagen binaria correspondiente o la textura de cualquier

imagen binaria.

Los pardmetros del modelo auto-binomial, asi como los del auto-logistico, dan
cuenta directa de las interacciones de los pixeles. El pardametro (5, esta relacionado
con las interacciones verticales pues multiplica cada producto xsxsy,,. En vistas de
cada caracteristica local pg, /1 < 0 favorece la homogeneidad en direccién vertical,
en cambio, #; > 0 favorece la heterogeneidad en direccién vertical. Andlogamente,

B2 lo cumple en direccién horizontal, 83 v B4 en las direcciones diagonales.

Notacion 1.3.1 De ahora en adelante, se denotard 3 al vector de pardmetros para

los modelos auto-binomial y auto-logistico segun:

» 3=(Bo, B1, B2, B3, B1) € R® para el modelo de seqgundo orden con campo externo.

» B3=(B1, B2, B3, B1) € R para el modelo de sequndo orden sin campo externo.
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» 3=(Bo, b1, B2) € R? para el modelo de primer orden con campo externo.

» 3=(B1, 32) € R? para el modelo de primer orden sin campo externo.

B1, B2, B3 y By se demominardan pardmetros de interaccion y By campo externo. Es
de notar que la dimension (k) del vector B € R* caracteriza al modelo. Por esta
razon, la sola mencion del vector de pardametros fijarda el modelo sin necesidad de

especificarlo, es decir si tiene o no campo externo y si es de primer o sequndo orden.

A modo de ejemplo, las imédgenes de las Figuras 1.2, 1.4, 1.6 y 1.7 fueron generadas
con el algoritmo Gibbs sampler (GS) (cada una con 8000 iteraciones del algoritmo, ver
Seccién B.2). En ellas pueden visualizarse diferentes patrones o texturas, cambiando

el modelo y los parametros.

X —
| | I-.
— —T—
o el ==
J 1 -.I - —
- - e ——
— - i
I ol -
I - -l T |
T — — | =
g Tk . —
(a) B=(2,-2) (b) 8=1(0,0,2,-2)

Figura 1.6: Imagenes de 64 x 64 bajo un modelo auto-logistico.

En las imagenes de las Figuras 1.6(a) y 1.7(a) se puede ver que, en direccién
vertical, cada imagen se presenta heterogénea, modelada por el parametro 5, = 2y,
en direccion horizontal, homogéneas, modeladas por el pardmetro G, = —2

En las imdgenes de las Figuras 1.6(b) y 1.7(b) se puede ver que en direccién dia-

gonal primera (con un dngulo de —7/4), la imagen se presenta heterogénea, modelada
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(a) ﬁ = (2a _2) (b) ﬁ = (070’25 _2)

Figura 1.7: Imégenes de 64 x 64 bajo un modelo auto-binomial con E = {0, .., 127}.
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(a) Histograma de la imagen de la Figura 1.7(a) (b) Histograma de la imagen de la Figura 1.7(b)

Figura 1.8: Histogramas.

por el pardmetro f3 = 2 y en direccién diagonal segunda (con un dngulo de 7/4),

homogénea, modelada por el parametro 5, = —2.
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Es de notar la similitud de los histogramas de la Figura 1.8. No reflejan la evi-
dente diferencia de texturas que muestran las imagenes de la Figura 1.7. Tampoco
lo hacen los histogramas de las imagenes de la Figura 1.6. Este tipo de histograma
informa solamente los conteos de las realizaciones de cada estado en E, es decir, los
histogramas de las imagenes binarias sélo informan la cantidad de pixeles blancos
(con valor 1) y la cantidad de pixeles negros (con valor 0), independientemente de su
ubicacion en la imagen y su ubicacién relativa con respecto a otros pixeles blancos

y/o negros. A este tipo de histogramas se los llama histogramas de primer orden.

Estos tltimos parrafos dejan en evidencia la insuficiencia de los histogramas de
primer orden para la discriminaciéon de texturas y sugieren la utilizaciéon de los
pardmetros de interaccion como marcadores caracteristicos de textura en imagenes.
Para una buena caracterizacion, es indispensable contar con espacios paramétricos
identificables (formalmente: © C RF tal que § € @,E € 0,8 # E = 9(®%) N
G(02) = 0).

1.4. Modelo auto-logistico

Sea el espacio de estados E = {0, 1}, (2, Z, P) espacio de probabilidad, X : Q —
E%, campo aleatorio (binario). Sea X, tal que sigue un modelo auto-logistico, se
conoce Px a través de sus condicionales, las especificaciones ya(+|-) (A € .%). Notar
también que si Q = E° y X es la identidad, entonces P = Px. Sea de ahora en
mas cualquier A € .. Dado que ® es un d-potencial, ya(o, € B|w) depende sélo
de wya, es decir, es Fya-medible como funcién de w € ES. Para cada wya € E92
sea P,,, la probabilidad sobre E* tal que para cada A € .#, P,,,(A)© es una
versién de P(X € A|.Zya). Dado que ya(C|.) es una versién de la probabilidad
condicional P(X € C|Faa) vy 7a(oa € B|.) es Fya-medible, ya(oa € B|.) es una
versién de P(Xa € B|%sa). Luego, para cada ra € E, usando el caso particular

B = {za} € E?, Py, (Xa = za) y 7a(0a = za|w) coinciden (P c.s., pues son

(®)funcién evaluada en w, pero que sélo depende de wga
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versiones de P(Xa = xa|-Fsa)) y se cumple:

e~ Laee, Palzaws\a)

PwaA (XA = $A> = Z . = ZAQ%A CI’A(ZAws\A) % 0, (111)
ZAE
ya que
Pugs(Xa =za) = ya(0a =2alw) (1.12)
= 7a({za}w) (1.13)

e~ Yree, Pa(zaws\a)

—2new Palzaws\a)’
ZZAEEA e A

Es de notar también que:

Si P(Xoa = won) # Owwan) = Pupa (A) = P(A|Xoa = wan) vwsn)

Luego, con un cierto abuso de notacion se denota la densidad condicional de X

en rp dado Xgpy = wyp queda:

e 2neey Palzaws\a)

p(xA|w3A>£PwaA(XA = xl\) = Z e Ynce, Palzaws\a) (1'15>
ZAE

Teniendo en cuenta la forma en que el modelo auto-logistico estd parametrizado
por el vector 3 a través del potencial @, se sobrescribe la densidad p(za|was) y se

denota por p(x,|wga, ), dejando de manera explicita la dependencia:

- (BO(ZtEA Te)+D0 g Bi(ZteAi o rthvi"’ZteAi 1 ztwt+vi+zteAi 9 wthvi))

p(za|wan, B)=

Z 6—(60(2@ 2)+30 4 Bi(Xren; o #tot+vi T2 ien,; | #Witv; +2ken, wtz“r”i))
ZAGEA

(1.16)
donde By = 0 en la expresién, si el modelo se asume sin campo externo (en ese caso
Po no figura en el vector de pardmetros f3), g puede valer 2 o0 4 (segin se consideren

los vecindarios de primer y segundo orden, respectivamente).
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Escribiendo convenientemente la funcion de densidad queda:

elen B

p(zalwan, B) = S ad (1.17)
ZpAEEN -

donde - es el producto interno o producto punto y u,, € R* (si B e R¥) es llamado
vector de interacciones, indexado de 0 a g si se considera el campo externo (k = 1+g),

o bien de 1 a g (k = g) c.c.; definido por u,(0) = = >, ., 2 y paracada i =1,..,¢:

Uy, (1) = — E 22w, T g 2t Wi gy, + g W2t 1o, s

tehio tehi tehi
donde:
w Ay ={te AJt+v, € A},
w Ap={teANt+v; ¢ A},
w A ={t ¢ A/t +v, € A},
Es de notar que A;; UA;, = A (unién disjunta) y A;, C OA.

Ejemplo 1.4.1 Para i =2 (horizontal, vy = (0,1)).

(-n,n) B (-n.n)
St A= : ., entonces
(n,-n) (n,n)
(-n,-n) e (-n,n-1) (-n,n)
Ay = . Ao, = Y

(n,-n) (n,n-1) (n,n)
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(-n,-n-1)

&
[

2

(n,-n-1)

Ejemplo 1.4.2 Para cada s € S, si A = {s} se cumple:

w Ay =0={teA/t+v, € A},

s Ay ={st={teA/t+uv ¢A}

L] A,Q:{s—vl}:{t¢A/t+v,€A}

Luego, como caso particular, la densidad condicional p(x¢|wss) coincide con la carac-

teristica local en s, se la denota por p(zs|wss, 5). Dejando explicita la parametrizacion,

y escribiendo convenientemente, queda:

p<xs|w837ﬁ)

Pwas (Xs = xS)
)Os(xst\{s})

e~ ZAG%S (DA(xst\{s})

- DA (zsw )
3. ey Tace Palausi

6—(ﬁ0x5+2$:1 ,Bi(xsws.‘.vi +’ws—vixs)>

Z 6_('80284_2?:1 Bi(zsws+ui+w37vizs))
zs€FE

6—:05 (60 +Z?:1 Bi (wervi +w57v7; ))

Z ) e > (BOJrZzg:l Bi(ws+vi+ws_vi))
Zs

e_ms (60 +Z?:1 Bi (ws+vi +w57vi ))

1 1 o (Bt Bilwsio,tws,))

eTsV

1+e”

(1.22)

(1.23)

(1.24)
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siendo v=— (8o + Y_7_; Bi(Wstv, + Wws_y,)) esta expresion es llamada suma de inter-

accion local. Luego, dado el entorno wys, la probabilidad de presencia en el pixel s

(Pay. (X, = 1)) es:
eV
1weas, B) = 1.25
p(1fwss, ) = T— (1.25)
y la probabilidad de ausencia (P, (Xs; = 0)):
(Ofpe, B) = (1.26)
Wys, B) = )
PRI 20 =1 + e
Es util notar que v es el producto interno
v=u-p=u[j] (1.27)

para u € R* (R* = R{%9} si se considera el campo externo o R¥ = R9} si no)

definido por u(0) = —1 y paracadai =1, .., ¢:
u(t) = = (Weto, + We—y,)-

Cuando k = 5, la versién matricial de u queda:

El vector u es llamado usualmente vector de interaccién local.

1.5. Unicidad: Condiciéon de Dobrushin

Sea @, de ahora en adelante, un potencial definido como en el ejemplo 1.3.1
y X campo aleatorio que sigue un modelo auto-logistico, tal que Py € ¥4(®). El
resultado 1.6 muestra que el conjunto 4(®) es no vacio, es decir, que existe alguna

medida global sobre &° tal que las especificaciones de Gibbs definidas por ® son las
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probabilidades condicionales de dicha medida global. La pregunta ahora seria: ;esa
medida global es tnica o existen més de una? Es decir, jse cumple #%(¢) = 17 Con
la intencion de responder esa pregunta, se tendria que evaluar si hay probabilidades
distintas en 4(®) o encontrar condiciones para asegurar que no haya. Para esto, es

necesario dar alguna definicion de distancia entre probabilidades de un espacio de
probabilidad Z (2, 2).

Definicién 1.5.1 Sean p y fi en P (2, D), se define y denota la distancia uniforme

entre (L Y [L cOmo:

d (u, o) =sup{|p(B) — ((B)| B € 7} <1

Dobrushin (ver [23]) descubre que la forma de asegurar la unicidad de la distribu-
cion global es controlando la «dispersiones» de las caracteristicas locales o bien de

los niicleos de probabilidad ~2.

Definicién 1.5.2 Sea v una especificacion de Gibbs, en cada sitio s € S, para t

también en S se define y denota la interdependencia de Dobrushin entre s yt como:

Vo= sup {d(7; (), % (-[w) /z5\e = ws\i }

Se puede ver que vs s = 0 y que si ® es un d-potencial v, = 0 para todo t ¢ 0Os.

Se define ahora y denota el coeficiente de interdependencia de Dobrushin a:

a(y)=sup { Z 'Ys,t} .

SES tes

Cuando ® es 0-potencial:

04(7) = sup { Z Ws,t} .

s€S | teos

Definicién 1.5.3 Se dice que la especificacion 7y satisface la condicion D (Condicion
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de Dobrushin) si:
ves q.l. y a(y) < 1.

Cuando ® es O-potencial, v es ¢.l., y cumple la condicién D si a(y) < 1. Esta

condicion no es facil de asegurar o corroborar y depende del potencial.

1.5.1. Condiciéon de Dobrushin para el modelo auto-logistico

En esta Subseccion se presenta un teorema que provee de una condiciéon que ase-
gura la condicién de Dobrushin para el modelo auto-logistico. Esta nueva condicién
es una condicion suficiente pero no necesaria, restringe a los parametros de inter-
accién y es facil de corroborar. Define de esta forma una «regién de unicidad» (ver
34]).

Teorema 1.5.1 Sea ® como en el Ejemplo 1.5.1(modelo auto-logistico), se cumple:
g
2 “tanh(|B| /4) < 1= #9(®) =1
1=1

Demostracion:

Sea v la especificacion de Gibbs para ®, para demostrar el teorema basta con
demostrar que a(y) < 2>°7 | tanh(|5] /4).

Sea s € S, t € s, x ywen EY tal que x5 = wgy" .

Si ; = wy, entonces © = w y d(7°(-|z),y°(-|w)) = 0.

Sea x; =1 —w;, donde t = s+v, 6t =s—u, paral <[ < g. Sin pérdida de
generalidad, se asume que ¢t = s—v;. Entonces x, = w,Vr # s —v y 5y, = 1 —wWs_y,.

Es de notar que :

d(V2°(-|2),72°(lw)) = sup {|7°(Afz) —~2°(Ajw)| : A € &}
= méX{\’Ys’O(A|17) - 7570(‘4’1”)’ : A=0,E {0}, {1}}

Ms\t=5\ {t}
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y
0 @lz) — 2°@lw)| = [0—-0[=0
V9O (Blz) — 49°(Blw)] = |1—1]=0

V20 ({1}z) = 12 ({1}Hw)] = ({0} |z) — 42 ({0} w)]

(pues 7 ({1}[x) = 1 = 7{({0}]x)), entonces:

d()(-|), 7 Clw)) = ({1}e) = ({1} w)],
e~ (Bo+is Bi(@stov; +os—v,))

‘ 1+ e~ (Bot+ i Bi(@stv;+os—v;))

e~ (Bo+327_ Bi(wstv; +ws—v;))
N 1 + e~ (Bo+3ty Bi(wstv;+ws—v;))
_ ‘ 1

1 + eBotBi@sto +oa—v)+3 05 Bi(@stv; +s—v;)

1
1+ PO B (Wstoy FWs—vy) 420541 Bi(Wstv; +ws—v;)

1
- ‘ 1+ Pt B oo+ Bi(@etug +am;)
1
1 + ePothi@sto+(1=ws—v )+ 052 Bi(@stv; +@s—v;)
‘ 1 1
1+ ebirms—ved 1 4 Pil=ws—v) b
eP=zs—v) _ oBis—y

b

Y

Y

(10)

Y

e=0 1 efi@s—v) 1 oBill=zs—v) | oBief
11— e?|
ebief + e=0 + ePred + =0’
|1 — e
eBre=B/2 4 e=(=Bi/2) 4 Bt + 1’
|1 — e (1+eP/2)|1 — P2

- (1 + eﬂl/2)2 B (1 —+ eﬁl/2)2
11— chf2| ooz _

= Tz —amezyg o enh(Al/Y)
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(pues elie=A/2 4 eP1/2 < efre* + e72 2 € R).
Luego Yss—v, < tanh([By] /4) ¥ Dicos Vot < Doiq 2tanh(|f] /4), Vs € S, en-

tonces:
a(y) =sup {Z 75,15} <2 Ztanh(|ﬁl| /4)

s€S tEDs =

Observacién 1.5.1 La contrareciproca no es cierta (<)

Demostracion:

Si se indentifica el valor 0 con —1, el modelo auto-logistico de primer orden con
Bo/2 = 1 = B2 es el modelo de Ising con pardmetro (1/4 sin campo externo (—1)-
normalizado (ver Ejemplo 3.3.33 en [12]). Si 51 = 5 = 1.6 no se cumple la hip6tesis

del Teorema 1.5.1. Pero se tiene unicidad pues
By /4 < B = (log (1 + v/2))/2 = 0.4402, (1.28)

donde f. es el parametro critico del modelo de Ising (ver Observacién 1.3.1).
|

El Teorema 1.5.1 provee de una regiéon para los pardmetros de interaccién. De
ahora en mas se la llama regién de unicidad y se puede ver su grafico en la Figura

1.9, correspondiente al modelo del primer orden (o cuando f3 = 4 = 0).

Figura 1.9: Regién de nicidad

(10)9 = ﬂO + /Bl(xs+vl) + ngl 61'(335-{-1)1 + xs—m)
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Textura

2.1. Texturas binarias

Las imagenes de las Figuras de la Seccién 1.3 sugieren la utilizacién de la dis-
tribucion del proceso subyacente de cada imagen como identificador de su textura.
Restringiendo el modelo del proceso subyacente al auto-logistico para imégenes bi-
narias, esta identificacion la hereda el vector de pardmetros 8 € R*. La adopcién de
un modelo, cualquiera sea, acota la variedad de texturas a ser descriptas. A modo de
ejemplo, la textura visible en la Figura 1.6(b) no se rige bajo ningtin modelo auto-
logistico de primer orden. Esto se esboza en la Figura 2.1, la cual proporciona infor-
macién parcial pero representativa de los alcances del modelo auto-logistico de primer
orden. La imagen de la Figura 2.1 fue construida acoplando 17 x 17 imdgenes (de
64 x 64 pixeles) generadas con el algoritmo GS con vector de pardmetros 8 = (51, f2),
B1 v By variando de —4 a 4, con un paso de 0.5. Las imagenes fueron ubicadas por fila
y columna respectivamente (es decir, vertical y horizontalmente), siendo la esquina
superior izquierda la imagen correspondiente al vector de pardmetros 8 = (—4, —4)
y la esquina superior derecha la correspondiente a 3 = (—4,4).

De la misma forma, las Figuras 2.2, 2.3 y 2.4 proporcionan informacion parcial
de los alcances del modelo auto-logistico para 8 vecinos (vecindario de segundo or-
den). La imagen de la Figura 2.2 fue construida acoplando 17 x 17 imégenes (de
64 x 64 pixeles cada una) generadas con el algoritmo GS con vector de parametros

B = (0,0,83,54), B3 y B4 variando de —4 a 4, con un paso de 0.5. Las imagenes

53
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Figura 2.1: 17 x 17 imagenes de 64 x 64 pixeles bajo un modelo auto-logistico de 4
vecinos.

fueron ubicadas por fila y columna respectivamente (es decir vertical y horizontal-
mente), siendo la esquina superior izquierda la imagen correspondiente al vector de
pardmetros [ = (0,0, —4,—4) y la esquina superior derecha la correspondiente a
B=1(0,0,—4,4).

La imagen de la Figura 2.3 fue construida acoplando 17 x 17 imagenes (de 64 x 64
pixeles) generadas con el algoritmo GS con vector de pardmetros 8 = (1,1, B3, £4),
B3y B4 variando de —4 a 4, con un paso de 0.5. Analogamente al acople anterior
las imagenes fueron ubicadas por fila y columna respectivamente (es decir vertical

y horizontalmente), en este caso la esquina superior izquierda consiste de la imagen
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agenes
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Figura 2.2: 17 x 17 im

tros f = (1,1,—4,—4) y la esquina superior

arne
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correspondiente al vector de par

(1,1,—4,4).
La imagen de la Figura 2.4 fue construida acoplando 17 x 17 imagenes (de 64 x 64

derecha es la correspondiente a 3

(_1a 17 537 64)7

generadas con el algoritmo GS con vector de parametros (3

)

B3 v B4 variando de —

pixeles

s imagenes

, con un paso de 0.5. En este caso también la;

4a4
fueron ubicadas por fila y columna respectivamente (es decir vertical y horizontal-

de tal forma que en la esquina superior izquierda s encuentra la imagen

’

)

spondiente al vector de parametros (3

mente

(—1,1,—4, —4) y en la esquina superior

Ccorre

derecha la correspondiente a = (—1,1, —4,4).
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Figura 2.3: 17 x 17 imagenes de 64 x 64 pixeles bajo un modelo auto-logistico con

B = (11,55, B).

Considerando las conocidas ventajas del modelado tedrico (en general) frente a
técnicas ad hoc y la fuerte relacion entre texturas y parametros que muestran los
ejemplos de la Seccion 1.3 y las Figuras 2.1, 2.2, 2.3 y 2.4, las limitaciones del modelo
auto-logistico para caracterizar algunas texturas binarias solo definen el rango de
alcance de la metodologia. Este rango excluye a las texturas regulares , éstas son las
definidas por la repeticion de un arreglo rectangular llamado texel (texture element,
de la lengua inglesa), como se muestra en la Figura 2.5.

La bibliografia sobre este tema apela en general a la nocién intuitiva que se tiene

del concepto «textura». Se intenta proveer una definicion formal que capture esta in-
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-

A NN

.

Figura 2.4: 17 x 17 imagenes de 64 x 64 pixeles bajo un modelo auto-logistico con

é = (_17 1763764)‘

tuicion, es decir que sea capaz de identificar y discriminar texturas. Existe bibliogratia
que intenta formalizar este concepto. La formalizacién depende del tipo de imagen a
ser considerada y de la técnica utilizada en el analisis. Existen muchos descriptores
de textura como la entropia, contraste, energia, homogeneidad, correlacion, patrones
locales binarios (LBP), etc. (ver por ejemplo Haralick et. al. (1973)[26], Haralick
(1979)[25], Alvarado y Fernandez (2012)[2]). La mayoria de ellos se refiere a texturas
de imagenes a niveles de gris o RGB, no a imagenes binarias. Apelando a la nocién
intuitiva antes mencionada, una imagen estaria caracterizada segun la disposicion

relativa de los valores de sus pixeles. A modo de ejemplo en imagenes binarias, la
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«textura tablero de ajedrez» es la «textura» dada localmente como en la Figura
2.5(a). Se caracteriza por la siguiente disposicion relativa: los vecinos horizontales o

verticales poseen valores diferentes, no asi los diagonales, que poseen el mismo valor.

(a) Texel (b) Imagen de 64 x 64 pixeles

Figura 2.5: «Tablero de Ajedrez»

El analisis de los ejemplos mostrados de la Seccién 1.3 revela la adecuacion e
idoneidad del modelo para discriminar texturas visibles al ojo. Dada una imagen
binaria, se desconoce en principio el proceso subyacente, y es a través de la disposicion
relativa de sus valores que se identifica su textura o procedencia. Una forma de
resumir esta informacion es construyendo un histograma (de segundo orden) que
refleje el conteo de las configuraciones locales presentes. Este histograma aparece
implicito en [18] dando origen al método del histograma (usado para estimar el vector
de pardmetros 3 del modelo auto-logistico). Surge a partir de algunas observaciones

ttiles:

» Existen pocas configuraciones de entornos wg, posibles, 229 si se es preciso

(28 = 256, para 8 vecinos y 2* = 16 para 4 vecinos).

» Existen menos ain posibles vectores de interaccion, J=39, pues — (W, +
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Wi—y,) € {0,—1,—2} parai = 1,..,g (precisamente J = 81, para 8 vecinos y

J =9 para 4 vecinos).

Estos vectores pueden enumerarse de la siguiente forma: u tendra indice (o niimero)
J=1=3"9 u()3 7 =14>7 (wWpty, + Wiy, )31, se denota por u; (5 € {1, .., J}.
Se dira, ademas, que un pixel tiene indice j si su vector de entornos tiene indice j.

Por ejemplo:

S
0
o (] = 0 (indice j =1=1— 19:20 . 3#1)’
0
L 0 i
S
-1
s [up)=| 0 | (indicej=2=1+1-3°-39,0-3""),
e
—2
s (us]=| 0 | (indicej=3=1+2-3"=39 ,0-3"1) etc.

Esta asignacion es biunivoca: fijado el indice, se recupera el vector de interaccion
local, pues se cumple —u;(i) = j—1—",_ u(l)3""! mod 3" coni = 1, .., g y siempre
llj (O) = —1.

Recordando que el vocablo pixel (picture element) proveniente de la lengua in-
glesa, es el nombre del elemento mas pequeno que puede distinguirse en una imagen,

algunos autores llaman pixel al sitio y otros al sitio y al valor de la imagen en el
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sitio, esto ultimo significa que (s, xs) es el pixel central de la porcién de imagen:

xs—vg, xs—vl xs+v4

Ts—vy Ts Tsqvy |+

xsfv4 xs+v1 xs+v3

De una u otra forma, en la porcion de imagen:

el pixel central tiene indice 15 = 1 + 2 + 3 + 32, es decir, tiene vector de interaccién

local ) ) ) )
-1 -1
~ (Tt + Tpoy) —2
(Uis] = | —(Tppoy +Twy) | = | —1
—(Ttypy + Ti—ps) -1
(Tttoy + Tt—vy) | L 0 ]

Es importante notar que existen 2.J configuraciones locales posibles segin el
modelo auto-logistico, pues hay J entornos relevantes para el modelo y cada uno

tiene dos valores posibles para el pixel central (0 6 1).

2.2. Nuevos descriptores de textura

Definicion 2.2.1 Se define formalmente el histograma de sequndo orden como la
funcion Hist : EAY — (NU OO tal que Hist(zauon) es una matriz de dimen-

sion 2 x J, que para cada l=0,1yj=1,...J cumple:
Hist(xavon)(l,j) = #{s € AJzs =, s tiene indice j}. (2.1)

A la matriz Hist(xauan) se le llama histograma de sequndo orden de la imagen
Tavan (notar que Hist(xauan)(1,7) contiene la cantidad de pizeles de xp con valor 1

y j-€simo vector de entornos y Hist(xausan)(0,7) contiene la cantidad de pizeles de
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xp con valor 0 y j-ésimo vector de entornos). (V)

El método del histograma y la relevancia del modelo auto-logistico, sugieren una
definicion formal de una funcién de textura en imagenes binarias. Intenta reflejar la

nocion intuitiva y es funcién de un vector de parametros.

Definicion 2.2.2 Se define la funcion textura para el modelo auto-logistico como
tr : RF — (0,1)7 tal que :

i (2 )

N G TR R

Es de notar la asociacion con el histograma de segundo orden, pues:

- Hist(xauan)(1,3)
Hist(zauan)(1,5)+Hist(xauan)(0,5

con j-ésimo vector de interaccion local (si Hist(xuan) (1, 7)+Hist(zauan)(0,7) #
0)y

24
1+€Euj i
pixeles con j-ésimo vector de interaccion local.

y s la proporcion de «presencia» en pixeles de xauon

bajo el modelo auto-logistico, es la probabilidad de «presencia» en

Ambas definiciones motivan, de esta forma, la presentacion de un indicador empirico
de la textura de una imagen binaria. Este indicador, llamado vector de proporciones,
esta fuertemente relacionado con la funcién tx y la siguiente definicion del vector de

proporciones.

Definicion 2.2.3 Se define el vector de proporciones como la funcién prop : EAYN —

[0, 1]J tal que prop(xauan) es un vector de dimension J que cumple:

tj:0

)

|b°? BI=

C.C.

prop(zauvsa)(j)= {

o+
<.

donde s;=Hist(xauon)(1,7) y t;=Hist(xauan)(0, ) + Hist(xauan)(1, ), para cada

Jj=1,..,J. Al vector prop(xausn) se le llama vector de proporciones de la imagen

(UEsta definicién puede e)itenderse facilmente para el modelo auto-binomial (ver Ejemplo 1.3.3)
Hist : EAYY 5 (NU0)PXY | con J = (2K + 1)9. Hist(xpuaa)(l,j) definido como en la ecuacién
21 paral=0,...Kyj=1,.,J
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Tavon- Fs de notar que, dados los pizeles de indice j de xx, prop(xavan)(j) contiene

la proporcion de ellos con valor 1.

Ejemplo 2.2.1 Usando GS se generdo una imagen, xa o de 64 X 64 pizeles, bajo
un modelo auto-logistico con = (—2,2). La imagen xruon (donde A = {2, ..., 63},

luego AU OA = Agy) puede visualizarse en la Figura 2.6(a).

0.8

s
- + prop
B ¥ * tx

TI
—h
prop1
0.6
|

0.4

0.2
|

Indices

(a) Imagen xpupa de 64 x 64 (b) Vectores prop(zauan) y tx(B)

Figura 2.6: Modelo auto-logistico con g = (—2,2).

Ejemplo 2.2.2 Usando GS se generd una imagen, xpuspn de 64 X 64 pizeles, bajo un
modelo auto-logistico con § = (1,1,—2,2). La imagen xpupn (donde A = {2, ...,63}?)

puede visualizarse en la Figura 2.7(a).

En las figuras 2.6(b) y 2.7(b) se superponen, a modo comparativo, los vectores
prop(wavan) ¥ tx(B), dejando visible la dualidad entre el vector ideal de textura

y el vector empirico prop (es decir, la dualidad entre las probabilidades condicionales

del modelo y las proporciones de la imagen generada bajo el modelo).

Proposicién 2.2.1 tx es una funcion inyectiva'® .

) Ay B conjuntos, f : A — B; se dice que f es inyectiva si f(a) = f(c) = a=c
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—

¢ prop
¢ tx

prop

o -
RS-
o

40 60 80

Indices

(a) Imagen xpusa de 64 x 64 (b) Vectores prop(zauaa) y tx(B)

Figura 2.7: Modelo auto-logistico con 3 = (1,1, -2,2).

Es de notar que la proposicion 2.2.1 nos «asegura» la identificabilidad del modelo.

Demostracion: Se realiza la demostracion para k = 5, el caso mas general, la
demostracion es andloga parak = 2,3,4. Sea 3 € R¥ yé € R*, tal que tr(f) = tx@)

eéu]- . eEu]-
1+e2% 1By

Luego se cumple: V) =1,..,J. En particular:

—1

0 ~
» Paraj=1,[wm|]=1| 0 |y lfi;il 1%211’ luego 3 = ~0

X P

L 0 .
E
—1 B

» Paraj=2=143%[w]=| 0 |v¥ iﬁl = Lfguz . Luego f,+ 5, = §o+§17

entonces él = 51‘
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—1
0
3 eé.u eéu = >
= Paraj=4=1+43" [w]= | —1 |y =5, Luego f + 8, =B, +5,
0
e 0 —
entonces , = f3,,.
R
0
= Paraj =10 =143 [w] = | 0 |y $5n = S5 Luego §,+ 5, =
—1
-~ O -
éo +§3, entonces ég = ég.
R
» Paraj =28 =1+ 33; [u28] - 0 liﬁeu;'is - 1iée;2u828' Luego éo - é4 -
0
L. _1 -

éo +ﬁ4, entonces §4 = §4.

Luego 8 = E, y se concluye que tx es inyectiva.

Proposicion 2.2.2 tx no es suryectiva® (es decir tz(RF) C (0,1)7).

La Proposicién 2.2.2 pone en evidencia las limitaciones antes mencionadas, hay al-
gunas texturas binarias que no pueden ser explicadas por el modelo.

Demostracion: Es cierto que:

1
1+ exp [%1n<%—1)+1n<%—1>]‘

() A y B conjuntos, f: A — B; se define y denota la imagen de f a f(A)={b€ B:3Ja € A,b=
f(a)}; se dice que f es suryectiva (o sobreyectiva) si f(A) = B

(ri,re,73,...,77) € t:E(Rk) = 1y =

(2.2)
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Se cumple pues:
(ri,r9,73,...,75) € tr(RF) < 3B € RF tal que T,(B") = (r1,72,73,...,75) (es
. EE*‘U. .

decir r; = HT@*@VJ =1,..,J).

Luego, si (ry,72,73, ...,75) € tz(RF¥), se cumple:

1. r = . ﬂo (y equivalentemente BO In (— — 1))
1
2. Ty = —1+e§8+§f ,
3. r3 = m (y equivalentemente ﬂ + 25 (% — 1))

Por 1y 3, se cumple ] = <1n (— — 1) — é*()) =1 <1n (% — 1) —In (% — 1))
Y por 2 se cumple:

ro = ! = ! . (2.3)
1+exp[§3+@ﬂ 1—|—exp[ ln(——1>+ln(——1>]
Luego, por Ecuacién 2.2, si (11,719,753, ...,75) € tx(RF), r| = % yry= % entonces
B 1 1
PTIT exp [L(In(1) +In(1))] 2
Por lo tanto (3,3,1,...) € (0,1)7 pero (3,1,1,...) & tx(R*), con lo cual
tz(R¥) € (0,1)7.
Se concluye, de esta forma, que tx es suryectiva.
[

2.3. Estado del arte y discusion

Hassner y Sklansky, en 1980 (ver [27]), introdujeron los campos markovianos
en el modelado de texturas binarias. Geman y Geman, en 1984, generalizan esta

idea y utilizan los campos Gibbs-Markov para el modelado de imagenes. Bajo este
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modelo, proponen un enfoque bayesiano y la relajacion estocastica (simulated an-
nealing) para la restauracion de imagenes. En su trabajo puede verse que este tipo
de restauracion tiene buenos resultados cuando las imagenes originales contienen re-
giones homogéneas (de baja energia). Pero se verd a continuacién que, en el caso
de texturas mas definidas, los resultados no son tan buenos en general, pues no se
cumple el supuesto de baja energia (ver Cépitulo 4). Cross y Jain, en 1983 [17],
utilizan el modelo auto-binomial. Derin y Elliott, en 1987 [18], segmentan im&genes
que se asume poseen M texturas, cada una modelada por una distribucién de Gibbs-
Markov, utilizando un criterio bayesiano basado en el estimador MAP (maximun a
posteriori). En este contexto, una buena segmentacion depende de la estimacion de
los parametros del modelo. Ellos proponen el método del histograma y lo comparan
informalmente con el método de codificado presentado por Besag en 1974. Evaluan
su nuevo método para algunos ejemplos, fijan 4 vectores de parametros, luego los
estiman usando realizaciones generadas con el algoritmo GS, y comparan las estima-
ciones con los 4 vectores originales. Una de las estimaciones no resulté numéricamente
buena, pero, la imagen generada utilizando la estimacion resulto muy parecida a la
imagen generada utilizando el vector original. Los autores explican que una imagen
puede ser tipica de varias distribuciones, dadas por distintos vectores de parametros.
Esta situacion sienta las bases de la utilizacion del vector de textura propuesto en el
presente trabajo como criterio de evaluacion de una buena estimacion, en lugar de la
distancia euclidea entre vectores. Derin y Elliot marcan como desventaja, con respec-
to al de codificado, la falta de interpretacion del método propuesto. En 1999, Borges
presenta el método del histograma especificamente para el modelo auto-logistico con
vecindario de segundo orden, muestra sus limitaciones, algunas variantes, y propone
un nuevo estimador, pero dentro del mismo marco tedrico. En el Capitulo 3 del
presente trabajo, el estimador propuesto por Derin y Elliot sera llamado estimador
clasico y el desarrollado por Borges, estimador C de Borges. En este trabajo se lo-
gra una buena interpretacion del método del histograma con la definicion del vector
de textura (funcion tz, ideal), el de proporciones (funcién prop, empirica) y el his-
tograma de segundo orden (funciéon Hist, empirica), mostrando ademas la evidente
relacion entre ellos. Todos directamente relacionados e inspirados por el método del

histograma, propuesto por Derin y Elliot, y por la medida utilizada por Borges para
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la comparacion de las estimaciones calculadas en su trabajo. Para comparar dos
vectores de parametros, Borges utiliza el cuadrado de la distancia entre las prob-
abilidades condicionales, es decir de los vectores formados por las probabilidades

condicionales para uno y otro vector de parametros.

=Y

81 eéui e@"i 2
dB(ﬁu ): Z(l—i—eB“’_ )

i=1 14 et

El vector formado por las probabilidades condicionales no es otra cosa que el vector
de textura propuesto en el presente trabajo. La técnica LBP (ver [2]) sirve para carac-
terizar texturas monocromaticas (con varios niveles de gris). Alvarado y Ferndndez
(2012) evalian el desempeno de esta técnica para detectar anomalias y fallas en
texturas de tejidos (conocidas). LBP considera para cada pixel los 8 vecinos més
cercanos y calcula un vector de dimension 8. Para i = 1,..,8, el i-ésimo lugar vale
1 si el nivel de gris del i-ésimo vecino es mayor al del pixel y vale 0 c.c.. Existen 8
vectores posibles para cada pixel. LBP define como descriptor de la textura de una
imagen al histograma dado por los conteos de estos vectores presentes en la imagen
(otro tipo de histograma de segundo orden, de dimensién 82). Es notable la analogia
con el histograma de segundo orden definido en el presente trabajo. Existen varios
trabajos que utilizan esta técnica para clasificacion de texturas. En general las clases
patron en donde seran asignadas las nuevas texturas deben estar bien definidas; esto
en la practica no siempre es posible y tampoco es el objetivo del presente trabajo.
Calder et al. (1995)([14]) separan una imagen con G niveles de gris en G planos sepa-
rados de imagenes binarias, asumiendo en cada una de ellas un modelo auto-logistico.
Es recalcable el diseno experimental que implementaron para la comparacion de esti-
madores (estimadores de MV y minimos cuadrados ponderados (MCP)). Realizaron
un muestreo aleatorio del espacio paramétrico y, para cada vector obtenido de la
muestra, simularon una imagen, obteniendo de esta forma una muestra de imagenes.
Cada una de estas imagenes fue utilizada para estimar el vector de parametros que
la generd y consecuentemente se compararon las estimaciones con los vectores de
la muestra segiin el método utilizado. Es de hacer notar que en la literatura de
procesamiento de imagenes no se encuentra muy a menudo este tipo de estudios.

Siendo que la inferencia (o extrapolacién) del desempeno de alguna metodologia ha-
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cia otros casos no contemplados en el estudio se torna poco confiable y carece de rigor
cientifico. Para una buena generalizacion y amplitud en las conclusiones de cualquier
experimento, se busca una buena eleccién de las imagenes a ser procesadas (la menor
subjetividad y la mayor variedad posible) y una buena cantidad de casos. En Calder
et al.(1995,[14]), se calcularon las distancias euclideas de los vectores estimados a los
vectores originales de la muestra. Al entender de la autora, la eleccion de la distancia
euclidea entre los vectores de parametros es cuestionable como criterio de compara-
cion, pues la proximidad de éstos no tiene una relacion directa con la similitud de
las texturas correspondientes (ver Seccion 5.2).

La técnica de representacion de imagenes por cimulos coordinados (RICC) (o
coordinate cluster representation (CCR)) sirve para describir texturas y estda basada
en un histograma de segundo orden similar al propuesto en el presente trabajo. Se
eligen las dimensiones de una ventana rectangular, se consideran todas las configura-
ciones posibles para esa ventana y luego se realiza un histograma con los conteos de
cada una de las configuraciones presentes en la imagen. En [31] se evaliia su robustez
para clasificar imagenes afectadas por ruido pertenecientes a un conjunto prefijado

de texturas «patrones»; se daran mas detalles en la Seccion 4.3.
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Bajo el modelo auto-logistico el espacio paramétrico R* resulta identificable,
pues el potencial ® es 0-normalizado (ver [23]). Se busca el tinico 3 € R” tal que
Px € 9(®2).

A diferencia de la estadistica tradicional, la inferencia en procesamiento de imagenes
en general, se basa en una sola imagen, es decir, en una sola muestra o realizacion de
la distribucion de interés: la imagen observada. Para la estadistica, y en la practica,
una observacion resulta insuficiente para estimar los parametros de la distribucién
subyacente. Los campos Gibbs-Markov mejoran esta situacion mediante el uso de las
probabilidades condicionales locales y la observacion del comportamiento local en
cada lugar de la imagen. Se considera el valor de cada pixel de la imagen como una
realizacion de una variable aleatoria, con distribucion condicional de Gibbs, dados
los valores de su entorno. De esta forma, aumenta considerablemente la cantidad de
«realizaciones» u observaciones para estimar al vector de parametros.

MYV busca estimar  maximizando la densidad (conjunta) p(za|zoa, ). PMV
estima 3 maximizando el producto de las caracteristicas locales y el método del

histograma estimando las caracteristicas locales (m4(x) = p(x(s}|Tas, ) con s € A).

3.1. Maxima verosimilitud (MV)

El estimador de MV de un vector de parametros que describe una muestra de in-

terés se define como el argumento que maximiza la llamada funcion de verosimilitud;

69
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esta funcion es la densidad conjunta de la muestra pensada como funcién del vector
de parametros a estimar. En el caso del modelo auto-logistico, el estimador de MV
del vector de pardmetros 3 se define como el argumento que maximiza la funcién de

verosimilitud fy : R¥ — (0, 1), definida por:

fv(B)=p(zalzon, B) (3.1)

donde se asumen conocidos la imagen x,, su entorno xgx y

—(ﬂo(zte/\ @)+y Bi(zteAi 0 $t$t+vi+zteAi 1 xtwt+vi+zteAi 5 wt$t+vi))

p(aa|wan, f) =

S o (Fo(Sen 24 Sy BT, 200+ Sren, , wsvit Sien, , wecesn,))

(3.2)
definido en la Ecuacién 1.16. Existen 2#" imédgenes zy € E? posibles. Luego, la
cantidad de sumandos del denominador de la expresion de la Ecuacion 3.2 asciende
a 2#%. A modo de ejemplo, A = Agy es un soporte pequeiio pero la cantidad de
sumandos en la expresion a maximizar es de 24%%. Es por esto que la maximizacion
resulta practicamente intratable. Debido a la dificultad de tratar con la funcién de
verosimilitud surge el estimador de PMV. Puede interpretarse como una variante del
estimador de MV en donde se supone, a sabiendas de lo contrario, que las variables
aleatorias que conforman el campo (o proceso) subyacente son independientes entre

Si.

3.2. PMYV y método de codificado (o coding)

El estimador de PMYV se define como el argumento que maximiza la llamada
funcién de pseudo-verosimilitud; esta funcién es el producto de las densidades o
caracteristicas locales. En el caso del modelo auto-logistico, el estimador de PMV
del vector de pardmetros 3 se define como el argumento que maximiza la funcién de

pseudo-verosimilitud fsy : R¥ — (0, 1), definida por:

fov(B)= [ plwlops, B). (33)

SEA
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Este método busca maximizar el producto de las densidades condicionales de la
misma forma que MV busca maximizar la densidad conjunta.

El estimador de codificado (coding) se define como el argumento que maximiza
la funcion de verosimilitud sobre un soporte C' llamado conjunto de codificado. Un

conjunto C' se llama de codificado si se cumple:

placlepe, B)= [ [ pas|zps. B). (3.4)

seC
Es de notar que cuando C' es un conjunto de codificado, la funcion de verosimilitud
sobre C' coincide con la de pseudo-verosimilitud sobre C'. En la practica, se define
una particién del soporte A formada por conjuntos de codificado (A = |J;_, C;, unién
disjunta, C; conjunto de codificado), luego se calculan n estimadores de codificado
(uno por cada C;) y el estimador de codificado se define entonces como el promedio

de ellos. A modo de ejemplo, una particion del soporte A dada por el vecindario de

segundo orden (8 vecinos) es A, = |J;_, C; dada por:

1) ] T3 (1,2) (1,4)

. 0 (3,1) (3,3) Oy (3,2) (3,4) |
(2,1) 2,3) (2,2) (2,4)

" 5 41| | @43 ¥ Ca= (4,2) (4,4)

En la practica, el método de codificado arroja resultados analogos a PMV. Por esta
razon, en el presente trabajo se utiliz6 PMV. La ventaja del método de codificado

es que la «independencia» de los conjuntos de codificado facilitaria la programacion
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en paralelo del algoritmo, este tipo de programacion reduce considerablemente el

tiempo de la estimacion.

3.3. Meétodo del histograma

Este método fue propuesto en [18] para estimar el vector de pardmetros B del
modelo auto-logistico y se basa en la probabilidad condicional de «presencia» dada

por la Ecuacion 1.25, es decir:

el/

Lwas, B) =
Pl 8) = T

Y

y en algunas observaciones titiles.

La primera:

» Existen pocas configuraciones de entornos wps posibles: 2%9 exactamente (28 =

256, para 8 vecinos y 2% = 16 para 4 vecinos).

» Existen menos atin posibles vectores de interaccién: J (V) precisamente (J = 81,

para 8 vecinos y J =9 para 4 vecinos).

Si se indexan estos vectores con j = 1,...J, se cuenta con J ecuaciones de la forma:

vi=u; -3 =[ul [B].

De esta forma, se pueden etiquetar los pixeles de la imagen segun su vector de
interaccion, un pixel tendra la etiqueta j si su vector de interaccion es igual a u;.
La segunda:
El poder contar con una imagen lo suficientemente grande *) para poder estimar

la probabilidad de «presencia» en un pixel etiquetado por j:

e

T ltew

Pj

para cada j =1, ..J.

(WRecordar que J = 39
)y lo suficientemente «variada» para encontrar varias veces cada u;
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Una vez estimadas estas probabilidades, pueden estimarse las sumas de interac-

cion:
v;j =In by
L —p;
y luego sera posible estimar el vector de pardmetros del modelo 8 resolviendo el
sistema:
Up] =v (3.5)
donde:
[w]' V1
()’ V2
U= . yv=
[’ 2

En la practica, este sistema no tiene soluciéon exacta, pues se basa en el modelo
asumido y en estimaciones (con errores) de las sumas v;, mds ain, aveces no e€s
posible estimarlas a todas. Si es el caso, deben eliminarse esas filas del sistema. Bajo
estas consideraciones el Método del Histograma consta principalmente de dos partes

bien definidas:

1. estimar las sumas de interaccion local v; (a través de las probabilidades de

presencia p;) y

2. estimar 3 que mejor se ajuste al sistema dado por la Ecuacién 3.5 (el abordaje

tradicional es Minimos Cuadrados).
En detalle:

1. Estimacion de las sumas de interaccion local

En [8] se describen varios estimadores basados en las estimaciones de las prob-
abilidades p;: El cldsico, el de minimo sesgo cuadrado, el de minimo sesgo
cuadrado revisitado, proponiéndose también uno novedoso. En este trabajo, a
modo ilustrativo, se resume el cldsico (propuesto por Derin y Elliot), ver [8]

para detalles de los restantes.

Estimador clasico:
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Sea 7 = 1,..J, se realiza un histograma sobre los pixeles con etiqueta j, se
obtienen dos valores: s;, la cantidad de pixeles con valor 1 (presencia) y t;,
la cantidad de pixeles con valor 0 (ausencia), es decir s; + t; es la cantidad
de pixeles con etiqueta j. Luego el estimador clasico de la probabilidad de
presencia es la media de la variable aleatoria Bernoulli X (fijadada la etiqueta

j), es decir:
~ Sj
Pi Sj + tj ’

con lo cual el estimador natural de la suma local de interaccion es:

p. S.
I =In-2,

1—]9]' tj

Este estimador esta bien definido siempre y cuando s; > 0 y t; > 0. En los
casos en los cuales esto no se cumple, el estimador no puede ser calculado y
no puede usarse la fila correspondiente. El estimador C de Borges resuelve ese

problema.

Estimador C de Borges:

Definicion 3.3.1 Se define el estimador C de Borges de v; como:

VjiCsj,tja

donde:

_ s 1 ; .
« Cop =i b sis > 1

= —Cis, s15<1;

= s,t

» U =0, s15=1.

2. Estimacion de (5
Las sumas de interaccion local v; no son conocidas, se usan sus estimaciones
v; y se asume que v; = V; + 1; donde n; se considera el error de estimacion.
Luego, la Ecuacion 3.5 queda:

Ulg] =v+n, (3.6)
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donde el vector

se asume aleatorio, y cada componente con media 0 y matriz de covarianza W .
Si se considera que el conjunto de componentes es independiente e idéntica-
mente distribuido (i.i.d.) ® se estima § utilizando minimos cuadrados (MC),
esto es Ec, tal que minimiza la suma de cuadrados Zj’g:l(u] -f—1;)?. También
se puede utilizar minimos cuadrados generalizados, MCP o algiin estimador

robusto.

®)es decir, W = oI donde I es la matriz identidad de tamafio J x J



Capitulo 4
Restauracion

En restauracion, se supone que existe una imagen de interés x € E° ideal e in-
observable y que en realidad se dispone de una imagen de datos y, observable en un
soporte finito A*=AUOA € .7, resultado de una modificacion de x. Esta modificacion
puede ser provocada por el mecanismo de captacion de la imagen, el discretizado de
los datos, la accion de ruidos o interferencias. En una imagen degradada pueden en-
contrarse distorsiones y/o errores. El modelo general de degradacion en restauracion

de imagenes es:
yrr = F(z o),
donde:
» F' es la funcion de distorsion y error,
» (75)ses el ruido y

» © la operacién inversible!") que describe la forma en la que el ruido se presenta

en la imagen.

La determinacion de F' y © define el modelo y depende de la aplicacién. Algunas
veces son practicamente conocidas y en otras ocasiones el desafio es develarlas, con-
virtiéndose este problema en otra area de investigacion. En muchos ejemplos, la

funcion de distorsion y error F' se asume practicamente como una mera proyeccion

(Westo es, que exista una operacién inversa ® tal que (a ® b)Ob = (a®b) ®b=a

76
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a EM". Bajo este supuesto, el modelo més utilizado en imdgenes épticas es el aditivo
(ya= = xp~ + Ta+ ). Analogamente, el modelo multiplicativo (ys = xs - 15,8 € A*) es
el que mejor describe el fenémeno speckle, caracteristico de las imagenes de radar.
Hay otros casos en que el ruido es despreciable o inexistente pero hay pérdidas de

informacion, es decir, se requiere xa y se conoce ya« = oaa«(xa) para A* C A.

Definicion 4.0.2 Dado el modelo de degradacion, se define como restauracion la
bisqueda (o recuperacion) de la imagen ideal x usando la imagen observada yas.
Esta definicion es muy amplia, depende del problema, del modelo y de cudles son las
caracteristicas mds importantes de x que se quieren restaurar o recuperar. En este
trabajo de asumen dos modelos de degradacion, definiéndose de esta forma dos tipos

de restauracion:

» Degradacion por ruido (aleatorio e independiente); en este caso la restau-

racion buscard estimar xp«, es decir, quitar el ruido.

s Degradacion por pérdida de informacion; en este caso la restauracion
buscard estimar xa, con N* C A. En la literatura también llamado inpainting

o recuperacion de informacion faltante.

En ambos casos, y sobre todo en el sequndo, la restauracion de v € E° con S infinito
también se puede definir como la busqueda de la medida p sobre E° tal que x sea

una realizacion de dicha medida.

4.1. Degradacion por ruido: Restauracién bayesiana

En este modelo se asume que no hay distorsion, que la degradacion depende
tinicamente de la presencia de ruido del tipo error. Se cuenta con una imagen binaria
yr- € BN (E={0,1} y A* € %, o bien y € E¥), ésta es la imagen observada de
una imagen ideal binaria '?) con errores no sistematicos (ruido). Luego, asumiendo

que r = (14)ses € B es el ruido, se tiene:

Yas = Tps DTps, (4.1)

(es decir, € E®, notar que ambas son binarias
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donde

1 b b=0
a®b=a+0b (mod2)= a“ ~ , para a y b en {0,1}
0 a=b l—a b=1

y para todoV C S, zy € EV, ry, € EV, se define

Tv D Tvi(% % TS)SEV'

Con la intencién de restaurar x,, se asume un enfoque bayesiano. El enfoque
bayesiano explota la informacion que se tiene del objeto que se quiere estimar a
través de la distribucién a priori. Dado que la imagen que se quiere estimar es
una imagen binaria, el modelo auto-logistico es una buena eleccion. Luego, bajo el
modelo de degradacion por ruido aleatorio e independiente, asumiendo un modelo
auto-logistico, la densidad a priori (condicional al entorno xgy, ver Ecuacién 1.15)

toma la forma:

o 2neey Palzazsia)

p(xalzon) = (4.2)

DoancEh € 2ncen) Palzazs\a)’
ZAE

donde ® es como en el Ejemplo 1.3.1.
La densidad a posteriori condicional al entorno xg, dada la imagen observada

ya Se vera que resulta:

(L) 2ecnYsBTs e~ Lace, o) Palz)
1—e¢

p(@alya, won) = (4.3)

nEEA (%_E)ZSEA?JS@ZS e—ZAE%A(a) qDA(ZAxS\A)

donde € es la probabilidad de error en cada pixel (o proporcion de error aleatorio).

Un estimador muy utilizado, basado en la densidad a posteriori, es el estimador
maximun a posteriori (MAP) que consiste en encontrar x,, argumento que maximiza
p(zalya, zon). Para esto (y para cualquier procedimiento que use p(xa|ya, xon)), se
debe conocer x5y, pero en este modelo de degradacion esto no es cierto. Se lo reem-
plaza por ysa, como se hace generalmente en la practica, por esta razén debe cono-

cerse yx+ = yYaYan. De todas formas, la expresion de la Ecuacion 4.3, asi como la de la
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Ecuacion 4.2, resulta intratable debido al excesivo niimero de sumandos del denomi-
nador. Notese que este inconveniente es analogo al de maxima verosimilitud para
la estimacion del vector de pardmetros [ (cuando x, es conocida). Una alternativa
es obtener x,, una realizacion de la densidad p(-|yx,xan), es decir de p(-|ya,yoa),
reemplazando de manera pertiente ygpp por xga. Esta alternativa es viable utilizando
el algoritmo GS. Fijado y € E°, para cualquier A € ., p(-|ya, Taa) es la densidad
de la probabilidad 3% (|x) (sobre E®), donde 7 es la especificacién de una medida de

Gibbs dada por el potencial P = ((T)A)Aey definido por:

. { @a(a) #Az2

P07 )+ (00~ 1 - (e, @) A= {s)

Para obtener la densidad a priori y la densidad a posteriori se considera lo si-
guiente:

Sea el conjunto de pares posibles de iméagenes ideal y ruido:
ES x ES={(z,r)/x € ES, r € B};
y la o-algebra producto sobre ES x E° denotada por:
F X F.

Sean entonces, X, R e Y, campos aleatorios relativos a las imagenes ideal, ruido

y observada, respectivamente, tal que:
» X :E9x B — ES,
» R:ESx B% = E% e
» Y B9 x B — ES;
definidos por:
» X((z,r) = 2,
» R((z,r)) =r, para todo (z,7) € E¥ x B, e

» Y =X®R, esto es Y(w) = X (w) & R(w), para todo w € B x ES.
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Luego, para cada'VVC S y s € S, sean los campos:
» Xy ESx ES = EV,
» Ry : B9 x ES - EV,
» Yy B9 x B - EVY,
» X, B9 x B - E,
» R, ESx E° = E,
» YV, ESx B = E,
definidos por:

» Xy=0y o X, es decir Xv((l', 7“)) = 2v,

Ry=oy o R, es decir Ry ((z,1)) = rv,

Yy=oy oY, es decir Yy = Xy ® Ry,

w Xi((z, 1)) = x4,
» R((x,r)) =rs,

Y, = X, @ R,, para todo (x,7) € E¥ x E®.

Se definen las sub o-algebras de F# x F:
» FX={(Xy€B)/Be &V} C F xF
y
» FB={(Ry € B)/Be &V} C .F x F.

Se considera P la probabilidad conjunta subyacente, tal que (E° x E®, F x %, P)

es un espacio de probabilidad y, segiin los supuestos de degradacion, cumple:

P(Xe€e A ReB)=P(Xe€A)-P(ReB),VAec ¥, Be %. (4.5)
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Es decir, X y R se consideran campos aleatorios independientes entre si. Como
también se asume que R es un campo aleatorio i.i.d., es decir, se cumple P(R €
B) = M¥(B) para todo B € .%, con \° la probabilidad producto sobre E°. Esto es
P(Ry = ra) = [lyen P(Rs =75) = [I,en A{rs}), con X probabilidad sobre E. Se
asume que \({a}) = ¢*(1 — €)', con a € {0,1}. Luego, cada R, tiene distribucién
de Bernoulli de pardmetro € (0 < € < 1 la probabilidad de error en cada pixel, que
modela la proporcion de errores en la imagen), esto es P(R; = 1) = A({1}) = € =
1 — X({0}) para todo s € S.

El enfoque bayesiano explota la informacion que se tiene del objeto que se quiere
estimar a través de la distribucién a priori (Px ). Dado que la imagen que se quiere
estimar es una imagen binaria, un modelo auto-logistico es una buena eleccién para la
distribucion a priori (Px € 4(®), como en el Ejemplo 1.3.1). Se conoce Px a través
de sus condicionales, las especificaciones ya(+|-). Sea, de ahora en mds, cualquier
A € .. Dado que ® es un 0-potencial ya(o, € B|w) depende sélo de wan, es decir
es F 2\ -medible como funcién de (w,r) € ES x ES. Para cada wya € E?® sea P,,,
la probabilidad sobre E° x E® tal que para cada A € % x.%, P

won (A) es una version

de P(A|Z5,) ®). Dado que ya(C|.) es una versién de la probabilidad condicional
P(X € C\ﬁ’gﬁA) v Yaloa € B|.) es Zz\-medible, ya(oa € B|.) es una versién de
P(Xa € B|.Z2\). Luego, para cada ra € E®, andlogamente a la Ecuacién 1.11, se

cumple:
e~ Laee, Palzaws\a)

wan (Xa =2a) = > cpA € Yrcen Palzaws\a) 70,
za

pues

PwaA (XA = xA) = 7A<0'A = $A|w) (4.6)
= 7a({za}w) (4.7)

e~ Lace, PalTaws\a)

— Y AECAPA(zAWS\A)
ZZAGEA e \

) funcién evaluada en (w,r), pero que s6lo depende de wga
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Notar también que:

Si P(Xoa = wan) # 0, entonces P, (A) = P(A|Xoa = woa)

Luego, con la intencion de restaurar x,, bajo el modelo de degradacion por ruido,

se establece la densidad condicional a priori (de X, en z) dado Xpp = wap ):

e neey PalTazs\a)

p(alzon) =Py (Xa = 24) = (4.9)

-2 dA(2AT5\A)
ZerEA e A€€(N) \

La densidad condicional a posteriori de X, en x, dada la observacion

YA = ya (v dado Xgp = zgp) resulta

( € )Zse/\ys@xs eier(gA @A(I)

p(zalya, von) = ZAEEAI(_:;)ZSGA T SRR TR (4.10)
pues se la define como
P(@alya, Ton)=Poyy (Xa = za[Ya = ya).
Utilizando el teorema de Bayes y Ecuacién 1.11, se cumple
Poi(Xa = 2a|Yy = gp) = s =l Xa =) P (Kn =) -y

ZZAEEA anA (YA = yA|XA = ZA)PCC@A (XA = ZA)
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en donde

Pron(Ya = yn, Xa = 24)
P (YA =ypalXpr =2 = oA ’ 4.12
oa(Ya = ya[ Xa = 2)) P (Xr = 21) (4.12)

Pron(Xa @ Ry = ya, Xa = 2p)

= 4.13
Pryy (XA = ZA) ( )
P = X -
_ Poon(Ba=ya ® 20, Xp = 20) (4.14)
PI@A (XA = ZA)
P(Ry =yn @ 21) P, = Za
= 4.15
8 )t (4.15)
_ P(RA:yA@ZA) (4.16)
— H eys®zs<1 _ 6)17(:%?@25) (417)
ses
A € ZSGA YsDzs
— €

En imégenes binarias, un ruido del tipo error (0 en vez de 1 o viceversa) produce
en la imagen variaciones iguales (en tamano o altura) a las variaciones producto de
la textura de la imagen. Especificamente, de pixel a pixel, o bien no hay cambio
(magnitud 0) o bien son de magnitud 1 (cuando se pasa de valor 0 a 1 o de valor
1 a 0). Por este motivo, en im&agenes binarias «texturadas» y con errores, resulta
practicamente imposible discriminar la variaciones dadas por el ruido de aquellas
dadas por la textura original de la imagen. En este tipo de imagenes se produce un
fenomeno muy especial: una amplia variedad de texturas tiene la particularidad de
que si el error se produjo en el 100 % de la imagen (es decir todos los pixeles fueron
cambiados de valor), la textura resultante es la misma que la original. Un ejemplo
bien claro de esto es el de la textura «tablero de ajedrez». Ver imagen de la Figura
2.5(b). De esta forma, se estaria hablando de dos modelos de degradacion, uno con

ruido completo y otro sin ruido.

Otro ejemplo es el de la imagen de la Figura 4.2(b), una realizacion del mode-
lo auto-logistico con parametro 8 = (—1.03,0.11,-0.1,-0.3, —0.24), visualmente
con la misma textura que la imagen de la figura 4.2(a), realizacién del modelo de
degradacion de un auto-logistico con pardmetro 8 = (0,1,1,~2,—2) mds un error

aleatorio independiente Bernoulli de parametro ¢ = 0.1. Es de notar la diferencia
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Imagen original
-
- .-
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. " o
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L . =
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0

Figura 4.1: 8= (0,1,1,-2,-2)
de modelos y la similitud de las imagenes. Esto dificulta fuertemente la restauracion
bajo este tipo de modelo, si no se tiene mas informacion disponible. Si se desconoce el
vector de parametros de la imagen ideal (es decir la textura original) y, a la vez, cudl
es el porcentaje de error, es practicamente imposible discriminarlos. Los intentos de
restauracion bayesiana (ver algoritmo en [20]) no tuvieron buenos resultados. Para
solucionar este problema sera necesario tener disponible mas informacion. Es interés

de la autora seguir indagando en ese sentido.

Definicion 4.1.1 Se define, y denota, la funcion textura para el modelo auto-logisti-

co con errores a tx : RF x (0,1) — (0,1)7 tal que :

€+ (1 —e)eln €+ (1 —e)ebw
1—|—6éu1 ey 1—|—6éuJ

(g 0= (

Es destacable el abuso de notacion, pues coincide con el de textura para el modelo
auto-logistico. Pero también debe notarse que la funcion textura para el modelo auto-
logistico es un caso particular de la funcién textura para el modelo auto-logistico
con errores cuando € = 0, es decir, cuando no hay errores. Se sobrentendera la que
corresponda, segiin esté o no presente el parametro e.

Se intentoé con esta nueva medida de textura reflejar la similitud de las imagenes
de la Figura 4.2 y se logré. La distancia euclidea entre tx((0,1,1,—2,—2),0.1) y
tz((—1.03,0.11,—0.1, —0.3, —0.24)) di6 2,22 y la distancia euclidea entre los vectores
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Imagen original con 10% de ruido Imagen

i [ B LRI T R - - L - 1
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H .# = Toat, BN -_-|" L. -.f._' it :jl-f-
AT T - = -
1 'l'._ - '..-.-_. __.'l.l"-' :.J'::' L" - ..r'. .

el dem LT L T T
.. W + - SCTTERIL T 8
T L. h .:;E'l_ - N
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o 1 . - - > 'l.I =1
- r I I == Y =

s . T ECF TR b

(a) ﬁ =(0,1,1,-2,-2) y e=0.1 (b) ﬁ = (-1.03,0.11,-0.1,—-0.3,—-0.24)

Figura 4.2: Imégenes con textura similar.

de proporciones de las imagenes de la Figura 4.2 di6 2.28. También es interés de la
autora seguir indagando en esta linea de investigacion, tanto de manera tedrica como

practica.

4.2. Degradacion por pérdida de informacién: in-
painting

Muchas veces, en la practica, se tienen pérdidas de informacion en amplias re-
giones en una imagen. Estas pérdidas pueden deberse, entre otros, a errores sis-
tematicos o a fallas en el sistema de captacion. Un caso conocido es el de las imagenes
Landsat 7 (ver [35] y Figura 4.3). Una falla en el instrumento corrector SLC, a bordo
del satélite, provoca la superposicion de datos, derivando en pérdidas de informacion
en regiones de las imagenes desde el 31 de mayo de 2003. Estas fueron afectadas
principalmente en los bordes laterales, atenuandose hacia el centro. La situacion de
pérdida de informacién en amplias regiones de una imagen no es tan inusual. Las
imagenes satelitales opticas son habitualmente afectadas por la presencia de nubes.

En imdgenes en general, la pérdida de informacién puede deberse a la presencia de
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algiin objeto entre la escena y el sensor, o bien errores en el sensor, o en la toma de
datos, etc.

En este modelo, se asume que no hay ruido y, en particular en este trabajo, que
se cuenta con 3 = yi € E® imagen binaria (E = {0,1}) observada sobre A € .7 y

se requiere xa € E® con A C A € .7, es decir se necesita Ta\js COD A\ A # 0.

Ejemplo 4.2.1 Falla del satélite Landsat 7
Sea A = Ayn, @3 la imagen de la Figura 4.3, donde A\ A esla region de color

negro.

Figura 4.3: Imagen Landsat 7 con pérdida de informacién.

Ejemplo 4.2.2 Sea A = Ag4, x5 la imagen de la Figura 4./, donde A\ A es la

region de color gris.

Sea X el campo aleatorio subyacente tal que x3 y © AR serian realizaciones de las
proyecciones X3 y X AR respectivamente. Se asume con naturalidad que X sigue un
modelo Auto-logistico (ver Seccién 1.4). Notar que las definiciones del la Seccién 1.4
son similares a las de la Seccién 4.1 pero se prescinde del campo R. De esta forma,
si P es la probabilidad subyacente, se asume que Px € 4(®%), donde ®° es como en
el Ejemplo 1.3.1.

Como se vio en la Seccion 1.4, la densidad del campo X, dado el entorno wegy,

bajo el modelo Auto-logistico con vector de pardmetros (3 tiene la forma:

o (5O(Zte/\ T )+2001 Bi(Eien,; o TeTtto; t 2 0en,  TWetv;+ D en, wtxtﬂi))

p(xalwan, B) =
- Z e <6O(ZtEA 2)+300y ﬂi(ZteAm tht+vi+zt€/\i71 Zt“’tJrvi'*‘ZteA,-’Q wtzt+vz‘)>
ZA

(4.19)
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Figura 4.4: Imagen Binaria 64 x 64 pixeles con pérdida de informacion.

La propuesta de recuperacion (o restauracion) de x, es generar una realizacion
de la densidad p(z 5\ z|Tya\5), B) utilizando el algoritmo GS. Para esto es necesario
estimar al pardmetro (3, pues no es conocido. En este trabajo se intenta estimarlo
utilizando MV, PMV y el método de histograma con algunas variantes. Como se
asume que la distribucion de Gibbs es invariante a traslaciones, notar que el vector
de pardmetros j3 rige cada densidad p(vv|zav, B) para cualquier V C S. Es natural
utilizar las realizaciones que se tienen de las densidades p(zv|vy, 3) para todo V
tal que V* = V UV C A pues se conoce Ty Yy Tgy, ya que se conoce rx. Sea
entonces A € . el mayor subsoporte posible tal que A* C A. MV busca estimar B
maximizando la realizacién de la densidad (conjunta) p(za|zan, 3). PMV estima
maximizando el producto de las caracteristicas locales y el método del histograma
utiliza los conteos de las realizaciones de las caracteristicas locales (p(z(s}|2ao, ) con
s € A, luego 0s C A*).

4.3. Estado del arte y discusion

En 1984, Geman y Geman utilizan los campos Gibbs-Markov para el modela-
do de imagenes. Bajo este modelo, proponen un enfoque bayesiano y la relajacion

estocastica (simulated annealing) para la restauracion de imagenes. En su trabajo,
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puede verse que este tipo de restauracion tiene buenos resultados cuando las imagenes
originales contienen regiones homogéneas (de baja energia). Pero se vera en este tra-
bajo que, en el caso de texturas mas definidas, los resultados no son tan buenos en
general, pues no se cumple el supuesto de baja energia. Derin y Elliott en 1987 [18],
segmentan imagenes que se asume poseen M texturas, cada una modelada por una
distribucién de Gibbs-Markov, utilizando un criterio (bayesiano) basado en el esti-
mador MAP. En este contexto, una buena segmentacion y clasificacion de texturas
depende de la estimacion de los parametros del modelo (ver Capitulo 3). Friggesi y
Piccioni (1990) (ver [20]) consideran el modelo binario de Ising isotrépico, degradado
por ruido multiplicativo, analogo al modelo de degradacion por ruido aditivo binario
expuesto en el presente trabajo. Luego de la degradacion, en ambos casos, la imagen
degradada, vuelve a ser binaria. En el modelo de degradacion estudiado por Frigge-
si y Piccioni, los valores posibles de los pixeles de la imagen binaria, de la imagen
ruido y de la observada son 1 y —1. EI ruido es del tipo error aleatorio. Por esto, la
«presencia» de ruido en un pixel se modela por la multiplicacién del valor —1 con
probabilidad €(pues cambia el valor original), situacién analoga a la suma mdédulo 2
del valor 1 en el modelo de degradacion presentado en la Seccion 4.1. De la misma
forma, la «ausencia» de ruido se modela con la multiplicacion por 1 en el de Ising de
Friggessi y Piccioni, y por la suma (mdédulo 2) del valor 0 en el modelo auto-logistico.
Tantas analogias motivaron un intento por trasladar los resultados del citado tra-
bajo. Este traslado no fue trivial ni posible, dado que la estimacion del parametro
asociado con el ruido se basa en la isotropia del modelo de Ising asumido por Frigessi
v Piccioni. Bajo la perspectiva de que restaurar una imagen de textura con ruido es
recuperar la textura original, el trabajo de Kurmyshev et al. (2003)[31] se basa en la
técnica RICC para clasificar texturas binarias que han sido afectadas por ruido. Esta
técnica esta orientada prioritariamente para el procesamiento de texturas regulares.
Considera que, de la misma forma que un pixel (picture element) es la unidad maés
pequena que se encuentra en una imagen, un texel se define como el elemento mas
pequeno que se encuentra en una textura (regular). De esta forma, un texel es un
bloque de pixeles que se repiten a lo largo y ancho conformado una textura regular

como se muestra en la Figura 4.5.

En el trabajo de Kurmyshev et al. (2003) consideran un conjunto finito de tex-
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(a) 5x5 (b) 65 x 65

Figura 4.5: Texel e imagen con textura regular.

turas regulares simuladas, cada una, con su texel correspondiente. Evaluan la ro-
bustez de RICC para clasificar dichas texturas afectadas por distintos niveles de
ruido. Esta técnica utiliza, como descriptor de la textura, también un histograma
de segundo orden. Y realiza la clasificacon segiin cercania a los histogramas de las
texturas regulares patron. Es importante notar que las texturas patrén estan bien
definidas, y las imagenes a restaurar ( clasificar) provienen de ese nimero finito de
clases a las que se le agrega ruido. Si bien el objetivo es el mismo, las condiciones
de restauracion dadas en el trabajo citado son mucho mas benévolas que las dadas
en el presente trabajo. Se intenta restaurar una imagen de la cual no se conoce el
porcentaje de ruido y, de la textura, lo tnico que se sabe es que proviene de un

modelo auto-logistico (con su amplia e infinita variedad de texturas).

4.4. Dos nuevos métodos de restauracion inpaint-

ing

Dado el modelo de restauraciéon definido en la Seccion 4.2, se cuenta con una

imagen binaria x, (observada sobre A € .¥) y se requiere zpo € E® con A C A € ./
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4.4.1. Método de restauracién auto-logistico

El método de restauracion auto-logistico consiste en la aplicacion de los siguientes

pasos:

1. estimar el vector de pardmetros (3 con algin estimador de los presentados,

utilizando ,para esto, la imagen observada x,. A esta estimacion se la deno-
tard 5(xy).

2. generar una muestra (o realizacion) sobre A \ A utilizando el algoritmo GS

bajo un modelo auto-logistico con vector de pardmetros E(azA)

4.4.2. Método de restauraciéon empirico VHDD

El método de restauracién empirico VHDD (de cuatro direcciones, vertical, hori-
zontal y diagonales) evita la estimacion del vector de pardmetros y utiliza el vector
de proporciones prop(x,). Es similar al método anterior, en el sentido que consiste

en una modificacion del algoritmo GS.

Definicion 4.4.1 Dada una imagen observada x au94, Se requiere generar una ima-
gen xp con igual textura que xa 94 (A € S, B € .S, BN(AUJA) # (). El método de
restauracion empirico VHDD intentard generar xg con igual vector de proporciones

que Taupa Y consiste en los siguientes pasos:
1. Calcular el vector de proporciones p=(px, ..., ps1)=prop(Tausa)-

2. Definir (s;)i>1, una sucesion en B tal que #{i/s; = s} = oo para todo s € B,
es decir, una forma de recorrer el soporte B en donde pase infinitas veces por

cada sitio.

3. Comenzar el proceso iterativo enumerado por i, para i = 0, proponiendo una

imagen binaria inicial cualquiera JT(B).

4. Dada x%fl), considerar

x% =zl B\s: 581
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donde &, es una realizacion de una Bernoulli con pardmetro p;, cuando el sitio

. —1 . P . .
s;, de la 1magen mg ) tiene indice 7.

5. Termanar el proceso para v = I, con I mdximo de iteraciones.
oo~ ()
6. Y definir rp=xy’.
Noétese la similitud con el algoritmo GS, los procedimientos coinciden salvo en el

paso 4, donde VHDD utiliza el j-ésimo Iugar del vector de proporciones (p;), y GS

utiliza el j-ésimo lugar del vector de textura tz([3); lo cual es notable también.



Capitulo 5
Criterios y medidas de similitud

La nocion de similitud esta relacionada con la caracteristica de interés del estudio
en cuestion. El presente trabajo tiene como objeto de estudio las texturas presentes
en imagenes binarias. Con este horizonte, se mostraran algunos criterios usuales de
comparacion de imagenes, se los analizara segiin su relevancia en la comparacion
de texturas, presentandose nuevos criterios, acordes a la problematica. De la misma
forma se analizara la similitud entre vectores de parametros, en este caso del modelo

auto-logistico.

5.1. Similitud y distancia entre imagenes

Hay criterios de comparacién de imagenes pixel a pixel, consisten en la compara-
cion uno a uno de los pixeles de las imagenes a comparar. Una de las medidas usuales
es la resta de los valores en el sitio correspondiente, se obtiene de esta forma un valor
de comparacion por cada pixel. Esta es una situacion engorrosa: el exceso de infor-
macion dificulta las conclusiones y mas cuando la comparacion debe hacerse entre
varias imagenes. Esto conlleva a resumir la informaciéon en una medida global tal

como lo son el error cuadratico medio (ECM) o el indice Q), definidos a continuacion.

Definicion 5.1.1 Sea el espacio de estados EC R?, t € N. Se define el ECM entre

92
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dos imagenes, x € EA yzE EA, de la siguiente forma:

ECM(z,z) = Z Cl(f;—’;s), (5.1)

seEA

en donde d es la distancia euclidea en E.

La medida ECM se define a partir de la comparacion de las imagenes lugar a lugar,
resultando muy sensible a pequenos corrimientos en las imagenes (falta de corregis-
tracion). Luego, esta medida resulta poco aplicable en general, y en texturas en par-
ticular, cuando la caracteristica a comparar no requiere de exactitud de ubicacion.
Por ejemplo, el corrimiento en un pixel a la izquierda (o derecha) de una imagen
«tablero de ajedrez» repercute en el maximo valor posible de ECM, pues todos los
lugares modificaron sus valores, pero ambas imdgenes (la original y la desplazada)
poseen la misma textura.

Ademas, los valores de ECM dependen de la escala de las imagenes, y es por
esta razon que no se pueden tener valores de referencia para los resultados de las
comparaciones. Wang y Bovik (2002)[37] propusieron un indice de calidad de imagen
Q. Esta medida es objetiva, universal y facil de calcular, esta matematicamente
definida y ningiin modelo Human Visual System (HVS) fue explicitamente utilizado
en su definicion. Modela las distorsiones como una combinacion de tres factores:

pérdida de correlacion, distorsion en la luminosidad y distorsion en el contraste.

Definicion 5.1.2 Sea el soporte E C R yt € N, se define el indice Q) entre dos

imagenes, x € EA yzE EA, de la siguiente forma:

40,,TZ

(024 02) 7% + 7Y’

Q=

en donde

_ 1 _ 1
X ::;;szzjag, z ::;QKTEE:Z&

sEA TSN



Capitulo 5. Criterios y medidas de similitud 94

R R RS T

seA

o—m:ﬁZ(%—z)(ZS—E).

SEA

El rango de valores posibles para Q es [—1, 1]; el valor mds alto es obtenido cuando
Ts = 2z, para todo s € A.

Se divide a la imagen en M pequenas regiones y el indice se aplica en cada una
de ellas, obteniéndose Q);, el indice de la i-ésima region con i = 1,..., M. El indice

de calidad general estd dado por:

1 M
QzM;Qi

Es de notar por su definicion, la medida ECM, asi como el indice @), no es muy
adecuads para imagenes binarias especificamente. Otro criterio utilizado para com-
parar imagenes es el otorgado por el histograma de primer orden, es un histograma
de los datos presentes en cada imagen sin considerar su ubicacién. Este tipo de
histograma resulta insuficiente para discriminar texturas. Mas aiin en imagenes bi-
narias, ya que el histograma en estos casos, contiene tinicamente la proporcion de 0’s
vy 1’s presentes en cada imagen.

Hay criterios mas informativos y discriminantes, son los basados en los histogra-
mas de segundo orden (como por ejemplo CCR. Los cuales consideran la posicién
relativa de los pixeles, contando las configuraciones locales presentes en la imagen,
independientemente de su ubicacion. El criterio utilizado seria que dos imagenes son
iguales en textura si contienen las mismas configuraciones locales y en las mismas
proporciones. Existen otros descriptores de texturas que son ttiles para medir simi-
litud, como por ejemplo LBP para imagenes monocromas con varios niveles de gris.
En este trabajo se considera que la informacion relevante la contiene el histograma
de segundo orden definido en la Seccién 2.2. Luego, el vector de proporciones es la
medida utilizada y propuesta en este trabajo como descriptor empirico de la textura.

Se define entonces, la distancia entre las imagenes x - y za+ segin sus texturas, como
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la distancia euclidea entre prop(zx«) y prop(za+) y se denota dt(xps,zp+) . Luego,

dos imdgenes, xp+ y zp+, se dirdn similares en textura si dt(x«, zp+) es pequena.

5.2. Similitud y distancia entre vectores de parame-

tros

En Calder et al. (1995,[14]) se intenté medir la cercania o alejamiento de dos
vectores al medir la distancia euclidea entre ellos. Con el criterio de que mientras
mas pequena es la distancia euclidea entre ellos mas parecidos son los vectores. Pero,
al analizar el contexto se toma conciencia de que se pierde la caracteristica objetivo
(caracterizar texturas) y surgen las siguientes preguntas: ;Qué significa que dos vec-
tores estén cerca o a poca distancia? jPor qué se busca que el estimador esté cerca
del vector de parametros? Fue en el intento por responder estas preguntas que el cri-
terio de distancia euclidea empezo a cuestionarse. Existen muchas situaciones en las
que vectores a igual distancia euclidea derivan en comparaciones visuales totalmente

diferentes. A modo de ejemplo, fijado el vector de parametros 3 = (—3,0.5), sean

B, =(-3,-2) yé = (—3,3) de igual distancia a  (d(,,) = d(@@ —2.5).

Figura 5.1: Imagen de 64 x 64 bajo Modelo auto-logistico con 8 = (—3,0.5).

Al comparar visualmente las texturas de la imagenes de las Figuras 5.1 y 5.2(a)
puede notarse cierta similitud entre ellas (correspondientes a By ﬁ*) v, al comparar

las imdgenes de las Figuras 5.1 y 5.2(b) (correspondientes a 3 y E), la diferencia
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(a) B=(=3,-2) (b) B=(=3,3)

Figura 5.2: Iméagenes de 64 x 64 bajo modelo auto-logistico.

entre las texturas es mas notable. Ambos pares corresponden a texturas generadas
por vectores a igual distancia entre si. Pero al utilizar la definicién de textura para
la comparacién, la distancia entre tx(3) y tz(B,) es 0.88, menor que 1.14 ,distancia
entre tx(f) y tz(B,). Estos resultados reflejan las comparaciones visuales y, en el
contexto del presente trabajo, la importancia del vector de parametros radica en la
caracterizacion de texturas. Se asume, entonces, que dos vectores de pardmetros, 8 y
E, se consideran proximos si las texturas que caracterizan son cercanas o parecidas.
Es por esto que en esta tesis se proponen dos medidas para evaluar similitud entre

dos vectores, segin la cercania entre las texturas que caracterizan:

1. La distancia euclidea entre tz(j3) y tx@), llamada distancia ideal entre 3 yé
y denotada di(3, B)

2. La distancia euclidea entre prop(xx-(83)) y prop(za- @)), llamada distancia

empirica entre 3y E y denotada de(J3, E), donde xp-() y - @) son imagenes

generadas por el algoritmo GS utilizando los vectores 3 yé respectivamente.

Es de notar que la distancia ideal (entre By @ es objetiva y repetible, pues sélo
depende de los vectores 3 yé. Por el contrario, y algo a tener en cuenta, la distancia

empirica resulta no ser una distancia propiamente dichal'), més bien es una aproxi-

(Mde(B, B) en general no es 0
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macioén empirica de la ideal que depende de generaciones aleatorias, la cantidad de

iteraciones realizadas, etc. La definicon de ésta es importante por relacion con la

distancia entre imagenes dt, pues de(f3, E) = dt(zp<(B), vps @))



Capitulo 6
Resultados de estimacion

Para la evaluacion del desempeno de los estimadores se recuerda, en este contexto,
que la importancia del vector de parametros radica en la caracterizacion de texturas.
Para ello, se utilizaron las distancias ideal y empirica (di y de). Los vectores (3 yé se
dicen préximos si di(3, E) (o bien de(, E)) es un valor pequeno. En cuanto al disefio
experimental, se eligieron convenientemente 768 = 34* muestras en R® del vector de
pardmetros, 3 = (Bo, B1, B2, Bs, B)@, i = 1,.., 768, todas las combinaciones posibles
de:

60 € {_17 O? 1};

B € {-1.8,0,2.21,1.65};V

By € {—0.93,0,1.15,3.94};

B3 € {—3.71,0,1.37,3.78} ;%

By € {—1.38,0,1.16,1.62}.1

(1) —1.8 seleccionado aleatoriamente en el intervalo [~4, —0.5], 2.21 y 1.65 seleccionado aleatoria-
mente en el intervalo [0.5, 4]

(2)-0.93 seleccionado aleatoriamente en el intervalo [—4, —0.5], 1.15 y 3.94 seleccionado aleatoria-
mente en el intervalo [0.5,4]

(3) —3.71 seleccionado aleatoriamente en el intervalo [—4, —0.5], 1.37 y 3.78 seleccionado aleatoria-
mente en el intervalo [0.5, 4]

(4) —1.38 seleccionado aleatoriamente en el intervalo [—4, —0.5], 1.16 y 1.62 seleccionado aleatoria-
mente en el intervalo [0.5, 4]

98
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Se generaron 768 imagenes, una por cada vector. Se utilizaron estas imagenes para
estimar los vectores 8% con los tres métodos elegidos. De los métodos presentados

(para realizar una andlisis mas exhaustivo) se eligieron sélo 3:
» el de PMV con BFGS (similar o mejor que Newton Raphson), denotado por
5(1) .
EBras’
» el de simulated annealing (SA), denotado por W

= el del método del histograma utilizando el estimador propuesto por Borges,

denotado por ﬁg)

Se evaluo el desempeno de los estimadores utilizando dos medidas de similitud, una
«ideal» y otra «empirica». Se calculo la textura del estimador y su distancia euclidea

a la textura del vector original:
" di%%csidi(égécs,ﬁ(”),
= digh=di(5),.5) y
x di)=di(BY), p).

Por cada vector de parametros estimado, se generé una imagen de 64 x 64 pixeles,
bajo un modelo auto-logistico, asociada al vector estimado utilizando el algoritmo
GS y denotada por: xg)FGS, 3855334 0 :rg), segtin corresponda'®. La segunda medida se

calculo de la siguiente forma:
" deg)FGside(ég)FGyé(i)),
« degy=de(3),, 87) y
. deg)ide(ﬁg),g(i)).

Bajo el criterio de que un estimador es mejor que otro si di (o bien de) es mas pequena,
se compararon los 3 métodos, de a pares. Para cada comparacion se utilizé un test
t de contrastes de medias para muestras apareadas con (n — 1) = 767 grados de

libertad. Se obtuvieron los siguientes resultados para la muestra:

®es decir, x%%csix(ﬁgkgs), etc.
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1. Se acepta la hipotesis alternativa de que diprgs < diga, con estadistico t =

—31.1725 y p-valor < 2.2e — 16, altamente significativo.

2. Se acepta la hipotesis alternativa de que digrgs < dic, con estadistico t =

—31.1725 y p-valor < 2.2e — 16, altamente significativo.

3. Se acepta la hipdtesis alternativa de que disa < dic, con estadistico t =

—10.9698 y p-valor < 2.2e — 16, altamente significativo.

Se obtuvieron resultados analogos utilizando de. Se concluye fuertemente que el
método de PMV con BFGS es mejor que los restantes y que simulated annealing
tiene un mejor desempeno que el del método del histograma. Es de notar que estas
conclusiones se trasladan directamente al desempeno en inpainting para el método de
restauracion auto-logistico. Debido a la excesiva cantidad de muestras, es posible que
el test sea demasiado sensible a marcar diferencias significativas. Por este motivo, se
extrajo una submuestra de tamano 60, elegida aleatoriamente de la muestra original.
Se realizé el mismo test t con (n — 1) = 59 grados de libertad. Se obtuvieron los

siguientes resultados para la submuestra:

1. Se acepta la hipétesis alternativa de que digras < disa, con estadistico t =

—8.6898 y p-valor = 1.885e — 12, altamente significativo.

2. Se acepta la hipdtesis alternativa de que digprgs < dic, con estadistico t =

—11.9734 y p-valor < 2.2e — 16, altamente significativo.

3. Se acepta la hipdtesis alternativa de que disa < dic, con estadistico t = —3.67

y p-valor = 0.0002616, altamente significativo.

Se obtuvieron resultados analogos utilizando de. En la Figura 6.1 se puede visualizar
claramente la superioridad del método BFGS, mostrando casi siempre una baja dis-
tancia a la textura ideal. Andlogamente, y con las mismas conclusiones, en la Figura
6.2 se puede visualizar la distancia a la textura empirica de los tres métodos. En las
Figuras 6.3, 6.4 y 6.5 pueden verse los graficos de (diprgs — disa), (dipras — dic) y

(diss — dic), respectivamente, segiin la submuestra.(®)  Se eligieron aleatoriamente 3

(6)N6tese que se verifica el supuesto de normalidad homocedéstica, necesario para el uso del test
t que se realizé.



Capitulo 6. Resultados de estimacion 101

Distancia "ideal"

? |- bres
e SA
+-  CdeBorges

20 30 40 50 60 70

submuestra

Figura 6.1: Gréfico de digrgs,disa y dic en la submuestra

Distancia "empirica”

de

—— BFGS
—+- SA
<+~ Cde Borges

20 30 40 50 60 70

submuestra

Figura 6.2: Grafico de degrgs,desa v dec en la submuestra

vectores de la muestra: 8%, con i = 201, 432 v 597, y sus respectivas estimaciones. Se

observaron los efectos de las distintas estimaciones de cada vector en la restauracion

de cada textura dada por el método auto-logistico. Se muestran las imagenes (¥,

(@) (@) (@)
Tpras » TBras Y TBFasS:

en la Figura 6.6, cuando i@ = 201; en la Figura 6.7 cuando

1 = 432; y en la Figura 6.8, cuando i = 597.
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Figura 6.3: Grafico de digrgs — diga en la submuestra
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Figura 6.4: Grafico de digrgs — dic en la submuestra
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Figura 6.5: Grafico de digs — dic en la submuestra



Capitulo 6. Resultados de estimacion 104

Imagen original nro. 201 Imagen BFGS nro. 201

di=0.24 de=1.58

(a) (b)

Imagen C de Borges nro. 201

di=1.09 de=248 di=062 de=156

(c) (d)

Figura 6.6: Imégenes muestra nro 201.
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Imagen original nro. 432 Imagen BFGS nro. 432

di=0.07 de=1.00

(a) (b)

Imagen simulated annealing nro. 432 Imagen C de Borges nro. 432

di=133 de=079 di=294 de=286

(c) (d)

Figura 6.7: Imégenes muestra nro 432.
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Imagen original nro. 597

Imagen simulated annealing nro. 597

L o Fa

- o o,
T

R P

B --:-'?.ll;ll.l
A AP

..-lr.l'lr
LI -

di=202 de=237

()

Imagen BFGS nro. 597

A

di=0.24 de=178

(b)

Imagen C de Borges nro. 597

di=020 de=181

(d)

Figura 6.8: Imégenes muestra nro 597.



Capitulo 7
Resultados de restauracion

En este capitulo, bajo el modelo de degradacion por pérdida de informacién, se
presentan los dos métodos de restauracion propuestos en la Seccion 4.2. Para esto, se
generaron 4 imagenes a restaurar y se «simularon» pérdidas de informacion en cada
una. Se aplicaron ambos métodos, devolviendo buenos resultados, y visualmente
similares, en los casos de texturas no regulares. El desempeno de los métodos para
restaurar texturas regulares perfectas no resulté tan bueno (ver Figuras 7.11(a) y
7.13). Esto puede deberse a que en general, en las texturas regulares, la dependencia
espacial local no se rige bajo un modelo aleatorio simétrico. Las imagenes de 64 x 64
pixeles de las Figuras 7.1(a), 7.4(a) y 7.7(a) fueron generadas bajo un modelo auto-
logistico por el algoritmo GS con vectores de pardmetros [ = (1,1,3,-3), B =
(20,-20,-20,10,10) y B = (—1,1,—1,1), respectivamente. La imagen de la figura
7.11(a) fue generada regularmente, repitiendo el «texel» de la Figura 7.10. En las
Figuras 7.2, 7.5, 7.8 y 7.12 puede verse los resultados de las estimaciones del vector
de parametros segiin los distintos métodos. En la primer columna se encuentra una

codificacion de los nombres de los métodos:
= «orig» se corresponde con el control, dado por el vector original 3;
= «mlg» se corresponde con el método clasico del histograma,
= «opt» se corresponde con el método PMV con BFGS,
= «sim ann» se corresponde con el método PMYV con simulated annealing,

107
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= «new raph» se corresponde con el método PMV con Newton Raphson,

» «new raph2» se corresponde con el método PMV con una modificacion de

Newton-Raphson y
= «borg» se corresponde con el estimador C de Borges.

La columna «alfa» se refiere a la estimacion del parametro [y y cada columna «bi»
a la estimacion del parametro 3;, con © = 1,..,4. La columna «mf> se refiere a la
evaluacion de la funcién de verosimilitud (en el vector de parametros de cada fila).

La columna «NA» no presenta informacion relevante.

Ejemplo 7.0.1 En la Figura 7.1(a) se encuentra la imagen x,, generada usando
G'S bajo un modelo auto-logistico con vector de pardmetros B = (1,1,3, —=3) (es decir,
usando tx()). En la Figura 7.1(b) se puede ver el grdfico simultdneo de los vectores
tx(B) y prop(za). Se desconoce xa\a, donde A C A = Ay y A\ A se ve de color gris
en la Figura 7.1(a).

08

06

prop

04

02

LI

T T T T
0 20 40 60 80

00

Indices

) Imagen z,, generada usando GS y (b) Gréfica de tz(B) y prop(za)

(a
é (1a1737_3) B

Figura 7.1: Imagen a restaurar.
En la Figura 7.2 se encuentran las estimaciones de (3, realizadas utilizando la

imagen x, de la Figura 7.1(a). Se eligid la estimacion EOPT = (1.3,0.7,3.3,-2.9)

para el método de restauracion auto-logistico, es decir, se generé Tag\a usando GS
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Figura 7.2: Estimadores de 3, usando z, de Figura 7.1

Y BOPT. De esta manera la imagen restaurada por el método de restauracion auto-

logistica queda xATxg\a Y puede visualizarse en la Figura 7.3(a). Para la restau-

racion empirica VHDD se generd Tag\a utilizando el algoritmo prop sampler (PS)

con el vector de proporciones prop(zy). De esta forma, la imagen restaurada queda

TATAg\A, Y S€ observa en la Figura 7.5(b).

(a) Restauracién auto-logistica.

(b) Restauracién empirica VHDD.

Figura 7.3:

Ejemplo 7.0.2 En la Figura 7./(a) se encuentra la imagen x,, generada usando

G'S bajo un modelo auto-logistico con vector de pardmetros 3 = (20, —20, —20, 10, 10)

(es decir, usando tx(B)). En la Figura 7.4(b) se puede ver el grifico simultdneo de

los vectores tz(B3) y prop(za). Se desconoce xa\n, donde N & A = Agy y A\ A se ve

de color gris en la Figura 7.4(a).

En la Figura 7.5 se encuentran las estimaciones de (3, realizadas utilizando la

imagen xa de la Figura 7.4 (a).
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(a) Imagen x4, generada usando GS y 3 (b) Gréfica de tz(8) y prop(za)

Figura 7.4: Imagen a restaurar.

alfa bl b2 b3 b4 mf
orig 20.0000 -20.0000 -20.0000 10.0000 10.0000 917.0270
mlg 2.2724 -1.0434 -0.%030 0.4702 0.299% 2088.3101
opt 6.4414 -6.0812 -5.9712 2.7336¢ 2.8645 591.8300
sim ann 5.3998 -3.9095 -3.%9002 1.9124 0.9573 €94.3030
new raph 4.176¢3 -4.2471 -4.2152 2.0851 2.1352 625.8173
new raphz 4.1763 -4.2471 -4.2152 2.0851 2.1352 629%.8173
borg 1.8776 -1.2366 -0.6562 0.12%4 -0.0364 1508.62595

Figura 7.5: Estimadores de 3, usando x, de Figura 7.4

Se eligio la estimacion EOPT = (6.44,—6.08, —5.97,2.73,2.86) para el método

de restauracion auto-logistico, es decir, se generd Taga usando GS y EOPT. De
esta manera la imagen restaurada por el método de restauracion auto-logistica queda
TAZag A Y puede visualizarse en la Figura 7.6(a). Para la restauracion empirica
VHDD se generd Tyg\a utilizando el algoritmo PS con el vector de proporciones

prop(xy). De esta forma, la imagen restaurada queda xaTpg\a, Y se observa en la

Figura 7.6(b).

Ejemplo 7.0.3 En la Figura 7.7(a) se encuentra la imagen x,, generada usando
G'S bajo un modelo auto-logistico con vector de pardmetros B = (—1,1,—1,1) (es
decir, usando tx(B3)). En la Figura 7.1(b) se puede ver el grdfico simultdneo de los
vectores tx(B) y prop(zs). Se desconoce xa\a, donde A C A = Ngg y A\ A se ve de

color gris en la Figura 7.1(a).



Capitulo 7. Resultados de restauracion 111

i
1

: :

(a) Restauracién auto-logistica (b) Restauracién empirica VHDD
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) Imagen z,, generada usando GS y (b) Gréfica de tz(8) y prop(za)
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Figura 7.7: Imagen a restaurar.

En la Figura 7.8 se encuentran las estimaciones de 3, realizadas utilizando la
imagen x, de la Figura 7.7(a).

Se eligid la estimacion BOPT = (—1.12,0.95,—-0.93, 1.05) para el método de restau-
racion auto-logistico, es decir, se generdo Taz\a usando GSy QOPT. De esta manera
la imagen restaurada por el método de restauracion auto-logistica queda TAZag\n Y

puede visualizarse en la Figura 7.9(a). Para la restauracion empirica VHDD se gen-
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bl b2 b3 b4 mf NA
orig -1.0000 1.0000 -1.0000 1.0000 185€.85¢ O
mlg -0.1241 0.4457 -0.1247 0.e061 2440.434 28
opt -1.11%9 0.9565 -0.9275 1.0488 1852.876 0
sim ann -0.5115 0.511¢ -0.3058 0.5556 2128.707 0O
new raph -1.119% 0.9565 -0.9275 1.0488 1852.87¢ 0
new raphz -1.115%% 0.%565 -0.9275 1.0488 1852.87¢ 0
borg -1.0871 0.7790 -0.8%812 1.1380 1857.165 0O

Figura 7.8: Estimadores de 3, usando z, de Figura 7.7

eré Tagy\a utilizando el algoritmo PS con el vector de proporciones prop(xzy). De esta

forma, la imagen restaurada queda xaTag\n, Y se observa en la Figura 7.9(b).

(a) Restauracién auto-logistica (b) Restauracién empirica VHDD

Figura 7.9:

Ejemplo 7.0.4 En la Figura 7.11(a) se encuentra la imagen x,, generada reqular-
mente, repitiendo el «texel» de la Figura 7.10. Se desconoce xa\a, donde A © A = Agy
y A\ A se ve de color gris en la Figura 7.11(a). En la Figura 7.12 se encuentran
las estimaciones de 3, realizadas utilizando la imagen x, de la Figura 7.11(a). En la

~

Figura 7.11(b) se puede ver el grdfico simultaneo de los vectores tx(@OPT) yprop(zy),

donde EOPT = (—3.75,1.05,0.61,0.75,0.68) fue estimado usando xy.
Se eligio la estimacion EOPT = (—3.75,1.05,0.61,0.75,0.68) para el método de
restauracion auto-logistico, es decir, se generd Tag\a usando GS y EOPT. De es-

ta manera la tmagen restaurada por el método de restauracion auto-logistica queda
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Figura 7.10: Texel de 4 x 4 pixeles.
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(a) Imagen za, generada regularmente (b) Grafica de tz(8,,,.) ¥ prop(za).
repitiendo el texel de Figura 7.10 sobre
Agy evitando Agg \ A

Figura 7.11: Imagen a restaurar.

TATag A Y puede visualizarse en la Figura 7.13(a). Para la restauracion empirica
VHDD se generd Tyg\a utilizando el algoritmo PS con el vector de proporciones
prop(xzy). De esta forma, la imagen restaurada queda xaTag\a, Y se observa en la
Figura 7.13(b).

Los ejemplos presentados hasta ahora han sido simulados de manera controlada,

ya sea por el algoritmo GS o por la repeticion de un texel. Los siguiente y tltimos
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alfa bl b2 b3 b4 mf NA
orig 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 Z2664.458 15
mlg -0.72%¢ 0.427% 0.3455 0.2443 0.2106 2807.575 35
opt -3.7477 1.0461 0.6104 0.7526 0.6845 2363.222 0
sim ann -6.1580 2.2257 2.0139 1.648%9 -0.2344 3054.271 &5
new raph -3.7477 1.04el1 0.e104 0.7526 0.6845 2363.222 0
new raph2 -3.7477 1.0461 0.6104 0.7526 0.6845 2363.222 0
borg -0.4640 0.448% -0.0012 0.0048 -0.0024 2502.140 2

Figura 7.12: Estimadores de 3, usando z, de Figura 7.11

: i

% 3

(a) Restauracién auto-logistica (b) Restauracién empirica VHDD

Figura 7.13:

provienen de imagenes reales obtenidas de la base Brodatz [9]. Las imagenes de esta
base son monocromaticas, no son binarias. Para trabajar con ellas se las binarizé por
«saturacion», esto es, a los pixeles cuyo valor supera el valor promedio de la imagen

se les asigna el valor 1 y a los restantes se les asigna el valor 0.

Ejemplo 7.0.5 Imagen 15 de base Brodatz

En la Figura 7.14(a) se encuentra la imagen D15.jpg de la base Brodatz y en la
Figura 7.14(b) se encuentra x,, una subimagen binarizada de 7.14(a) de 128 x 128,
evitando A\ A, donde A C A = Ajas y A\ A se ve de color gris en la Figura 7.14(b).
De esta manera la imagen restaurada por el método de restauracion auto-logisti-
ca queda TATpLo\A Y puede visualizarse en la Figura 7.15(a). Para la restauracion
empirica VHDD se generd Ty, ,q\a utilizando el algoritmo PS con el vector de propor-

ciones prop(zxy). De esta forma, la imagen restaurada queda TpTp ,0\a, Y Se observa
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en la Figura 7.15(b).
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(a) Imagen 15 de Brodatz (b) Subimagen binarizada 128 x 128

Figura 7.14:

(a) Restauracién auto-logistica (b) Restauracién empirica VHDD

Figura 7.15:

Ejemplo 7.0.6 Imagen 24 de base Brodatz
En la Figura 7.16(a) se encuentra la imagen D15.jpg de la base Brodatz y en la

Figura 7.16(b) se encuentra x,, una subimagen binarizada de 7.16(a) de 128 x 128,
evitando A\ A, donde A C A = Ajss y A\ A se ve de color gris en la Figura 7.16(b).
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De esta manera la imagen restaurada por el método de restauracion auto-logisti-
ca queda TATpL,o\A Y puede visualizarse en la Figura 7.17(a). Para la restauracion
empirica VHDD se genero Ty, ,q,\a utilizando el algoritmo PS con el vector de propor-
ciones prop(zxy). De esta forma, la imagen restaurada queda TTp ,0\a, Y Se observa
en la Figura 7.17(b).

(a) Restauracién auto-logistica (b) Restauracién empirica VHDD

Figura 7.17:
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Ejemplo 7.0.7 Imagen 93 de base Brodatz

En la Figura 7.18(a) se encuentra la imagen D93.jpg de la base Brodatz y en la
Figura 7.18(b) se encuentra xx, una subimagen binarizada de 7.18(a) de 128 x 128,
evitando A\ A, donde A C A = Ajas y A\ A se ve de color gris en la Figura 7.18(b).
De esta manera la imagen restaurada por el método de restauracion auto-logisti-
ca queda TATA o\ Y puede visualizarse en la Figura 7.19(a). Para la restauracion
empirica VHDD se generd Tp,,,\a utilizando el algoritmo PS con el vector de propor-

ciones prop(xy). De esta forma, la imagen restaurada queda xpTp ,0\A, Y Se observa
en la Figura 7.19(b).

(b) Subimagen binarizada 128 x 128

Figura 7.18:
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(b) Restauracién empirica VHDD

(a) Restauracién auto-logistica

Figura 7.19:



Capitulo 8
Conclusiones y comentarios

El analisis tedrico, exploratorio y experimental del modelo auto-logistico, asi como
de otros modelos Gibbs-Markov, confirmé la idoneidad de estos modelos para la
caracterizacion (o sintesis) de las texturas a través de sus parametros. Son destacables
y novedosos los resultados mostrados en la Seccién 1.5.1 sobre la unicidad de la
distribucion global del modelo auto-logistico, cuando se incorpora el soporte infinito.
Estos resultados restringen el espacio paramétrico para asegurar la unicidad, de
manera suficiente pero no necesaria. Si bien el resultado tedrico es atractivo, es en
principio desalentador en un sentido practico, pues la restriccion paramétrica limita

la capacidad de modelado de algunas texturas.

Luego de algunas reflexiones, se llegé a la conclusion de que para caracterizar una
textura no es necesaria la unicidad de la distribucién. De todas formas, la falta de
unicidad de la distribucion global puede influir en la convergencia de los algoritmos
de generacion de imégenes, tales como el GS. El software utilizado en el presente
trabajo para el desarrollo computacional, R (ver [32]), fue originalmente desarrolla-
do para aplicaciones estadisticas, por lo que la implementacion para imagenes recién
estd en sus comienzos. Su paquete biOps (desarrollado en la Universidad Nacional
de Cérdoba, ver [7]) abre paso en este ambito, pues contiene una amplia y completa
libreria de funciones destinadas al procesamiento y analisis de imagenes. Se utilizo di-
cho paquete exitosamente para la visualizacion y almacenamiento de las imagenes
generadas en esta tesis, pero se reconocieron, en este aspecto, algunas restricciones

del paquete. A la fecha ya se encuentran disponibles nuevos paquetes para la lectura,

119
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visualizacion y escritura de imagenes en una amplia gama de formatos.

Puede verse, especialmente en la Seccién 1.1 y el Capitulo 2, que el modelo auto-
logistico resulta idéneo para la caracterizacion de una amplia variedad de texturas
de imdgenes binarias a través del vector de pardmetros (3. En general, las textruas
regulares no pertenecen a este grupo. Esto resulta ser asi pues el modelo auto-logisti-
co es un modelo aleatorio simétrico (e invariante a traslaciones) y en las texturas
regulares existe un patron rigido (que se repite sistemdticamente) y en general no es
simétrico. La forma en la que el modelo describe el comportamiento inter-pixel y car-
acteriza la textura visible en la imagen; la consideracion del método del histograma y
la analogia presente en varios descriptores de texturas revisados en el estado del arte
(ver Seccién 2.3) inspiraron la definicion, en esta tesis, de los nuevos descriptores de

textura:

» La funcion Hist, definida para cada imagen como una matriz que contiene los

conteos de las configuraciones locales relevantes () presentes en la imagen.

» La funcién prop, que al evaluarse en cada imagen devuelve un vector de pro-
. > ; . .

porciones (proporcion de valores 1’s segiin cada configuracién de entorno rel-

evante), calculado utilizando los valores dados por la matriz que devuelve la

funcién Hist.

y finalmente

» La funcion textura para el modelo auto-logistico, denotada tx, que al evalu-
arse en cada vector de parametros (3, devuelve un vector de probabilidades

(probabilidad de que un pixel tenga valor 1 segiin cada entorno relevante).

Estas 3 funciones resultan ser buenos descriptores de textura. Hist y prop se calculan
empiricamente mientras que tx funciona como un descriptor tedrico (ideal) para cada
vector 3. En resumen, se proponen dos descriptores de textura de imdgenes binarias:
Una funcién inyectiva pero no suryectiva del vector de parametros Y una funcion
empirica de una imagen que resume la informacion de su textura. Se destacan sélo
dos pues la informacion de Hist se resume en prop, quedando esta ultima como

descriptor de la textura de una imagen binaria, a través de un vector de proporciones,

(Wrelevantes segin el modelo auto-logistico, ver el wltimo pérrafo de la Seccién 2.1.
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directamente comparable con el vector de probabilidades que devuelve la funcién tx.
Esta fuerte relacion entre los ambitos empiricos y tedricos es muy destacable pues
logra exitosamente la caracterizacion de la textura de una imagen a través del vector
de pardmetros. Puesto que el vector prop(xa-) representa la textura de la imagen
binaria x5~ y el vector tz(3) representa la textura de una imagen ideal caracterizada
por el vector 3. Ambos vectores tienen la misma longitud y cada lugar representa el
mismo valor, ya sea logrado empiricamente con una proporcion, o idealmente con una
probabilidad. Esto puede verse en las Figuras 2.6(b) y 2.7(b) donde se superponen
los vectores prop(za-) y ta(3). Esto manifiesta la relacién (o dualidad) entre el vector
ideal de textura y el vector empirico prop. Luego, esta relacion provee de un marco
de trabajo excelente para abordar y combinar los conceptos tedricos y los empiricos
con mayor naturalidad y conciencia. Es notable el descubrimiento de la funcion
tx, pues es altamente ventajoso contar con una funcion tedrica de la textura. Y
también es notable el estudio de esta funcion. tx resulto ser inyectiva, evidenciando la
identificabilidad el modelo (unicidad del vector de parametros). También resulté ser
no suryectiva, evidenciando las limitaciones del modelo, es decir no todas las texturas

binarias estan caracterizadas por un modelo auto-logistico.

El marco de trabajo dado por estas funciones contiene medidas de similitud
v luego criterios de evaluacion, éstos estan descriptos en el Capitulo 6. A modo
de ejemplo, cuando se requiere comparar las texturas de dos imagenes de manera
empirica, conviene utilizar la distancia entre imagenes segun sus texturas dt (definida
por la funcién prop). Si se requiere evaluar el desempeno de un estimador del vector
de parametros o comparar el desempeno de dos estimadores se utiliza la distancia
ideal di (definida por la funcién tz) o bien la distancia empirica de (definida por la

funcién prop y algin generador de imagenes aleatorio como lo es GS).

Entre los aportes del presente trabajo también se destaca la formalizacén del
modelo de degradacion por errores no sistematicos, asi como la formalizacion de su
respectiva restauracion bayesiana asumiendo al soporte o grilla de la imagen original
no necesariamente finito. Segiin el enfoque elegido, el aspecto que se intenta restaurar
en una imagen corrompida es su textura original. Teniendo esto como objetivo, la
restauracion bayesiana del modelo de degradaciéon por errores no sistematicos se

mostré inviable si no se tiene mas informacion que la descrita en el modelo. Se
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hicieron varias experiencias para distintas situaciones dentro del contexto planteado
v no se obtuvieron buenos resultados en ninguno de los casos. Esta situacion es
esperable en imagenes binarias, pues los cambios dados por errores (del valor 0 al
valor 1 o viceversa) tienen la misma magnitud que los cambios dados por las texturas,
confundiéndose unos con otros e imposibilitando su discriminacion.

La restauracion o sintesis bajo un modelo auto-logistico requiere de los paramet-
ros del modelo, a priori desconocidos, es necesario aproximarlos mediante estimadores.
En este trabajo se estudian algunos propuestos en la literatura y de que manera éstos
influyen en la restauracion o en la sintesis (caracterizacion) de las texturas.

También se formaliza el modelo de degradaciéon por pérdida de informacién en
regiones de pixeles y se proponen dos métodos de restauracion (inpainting o impu-

tation) de texturas binarias:
= método de restauracion auto-logistico y
= método de restauracion empirico VHDD.

Ambos métodos dieron buenos resultados sobre todo cuando las texturas a restaurar
cumplian los supuestos del modelo auto-logistico (una amplia variedad de texturas,
ver Figuras 7.1, 7.3, 7.7, 7.9, 7.16(b), 7.17,7.18(b) y 7.19) y no tan buenos cuando
las texturas a restaurar son regulares y/o no cumplen los supuestos de simetria (ver
Figuras 7.11, 7.13, 7.14(b) y 7.15).

El ejemplo de las Figuras 7.4 y 7.6 pone en evidencia que ambos métodos de
restauracion propuestos dependen de la cantidad de iteraciones de cada algoritmo de
generacion. En el caso del algoritmo GS, por ejemplo, cuando el vector de parametros
B estd muy alejado de la region de unicidad, la cantidad de iteraciones influye en
los resultados visuales, pues la convergencia depende de la falta de unicidad de la
distribucion global (ver Figura 8.1).

El método de restauracion auto-logistico depende de la estimacion del vector de
parametros. Por mas que se presentan varios métodos de estimacion en el presente
trabajo, sélo se evaliian 3 de ellos. Se concluye que el método PMV con método de
optimizacion BFGS muestra mejores resultados que los restantes y que simulated
annealing tiene un mejor desempeno que el del método del histograma. Estas con-

clusiones se ven de manera contundente en el analisis del estadistico t de la muestra
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(a) 500 iteraciones de GS (b) 8000 iteraciones de GS

Figura 8.1: Imdgenes de 64 x 64, bajo un modelo auto-logistico con § =
(20, —20, —20, 10, 10)

completa y en el de la submuestra. Se vié ademas, en algunos ejemplos, que los
resultados de estimacién de simulated annealing no son estables, dependen de gen-
eraciones aleatorias y al repetir el calculo, devuelve valores diferentes. Todas estas
conclusiones sobre estimacion son trasladables al desempeno en inpainting para el
método de restauracion auto-logistico. En la evaluacion de la estimacion de paramet-
ros y restauracion se utilizaron las distancias derivadas de los descriptores propuestos.
Por otro lado estas distancias reflejan visualmente, en los ejemplos elegidos, la vali-
dacién de su uso para la comparacion de texturas (recordar la equivalencia entre dt
v de, ver Figuras 6.6, 6.7 y 6.8).



Capitulo 9
Trabajos futuros

Es de mucho interés seguir indagando en las propiedades de la funcién textura, en
las propiedades estadisticas de esta funcién evaluada en estimadores clasicos, como el
de maxima verosimilitud. De esta forma definir, si es posible, algiin test de hipotesis
con ella.

Quedan abiertos, temas tales como:

» La estimacion del pardmetro € y del vector de pardmetros [3 simultdneamente,
asumiendo el modelo de degradacién por ruido bajo el modelo auto-logistico.
Donde ¢ estd relacionado con el ruido (errores), y el vector 3 con la imagen
ideal.

= Programacién en paralelo de los algoritmos utilizados y la creacion de un pa-
quete del software R, ttil para el analisis, sintesis y restauracion de texturas

binarias.

Es intencion de la autora continuar trabajando en estos temas.
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Apéndice A
Definiciones basicas

Definicién A.0.1 Sea 2 un conjunto y 2 C P(S2), se dice que D es una o-dlgebra

sobre Q) si:
1. 0 € 2 (2 contiene al conjunto vacio)
2. A€ 2= Q\ A€ P (si P contiene un conjunto, contiene al complemento)
8. AcedVieN=,yAicD

En ese caso se dice que (2, P) es un espacio medible.

Definicion A.0.2 Sea d: Q) x Q@ — R se dice que d es una métrica en €2 si para

todo a, b y c en ) se cumple:
1. d(a,b) >0
2. d(a,b)=0<a=0>
3. d(a,b) = d(b,a)
4. d(a,c) < d(a,b) + d(b,c)

En ese caso se dice que (), d) es un espacio métrico . Luego se define el disco abierto
centrado en = de radio 6 > 0: D(z,0)={y € Q/d(z,y) < 0}.
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Definicion A.0.3 Sea d una métrica sobre €1, se dice que d es la métrica discreta

st cumple:

0 a=b
d(a,b):{1 a#b , para todo a y b en €.
a

Salvo mencion de lo contrario, en los ejemplos de este trabajo, se considera la métrica

discreta.

Definicion A.0.4 Sea (a,)nen una sucesion en (2, d) se dice que es de Cauchy si

para todo € > 0 existe N € N tal que d(ay, a,,) < € para todo k > N ym > N.

Definiciéon A.0.5 Se dice que un espacio métrico es completo si toda sucesion de

Cauchy en el espacio converge.

Definicion A.0.6 Se dice que un espacio métrico es separable si posee un subcon-

Jjunto denso y a lo sumo numerable.

Definicion A.0.7 Un espacio ) se dice topoldgico si posee una topologia T, esto es:
1. T CP(Q)
2.0er,Qer
3. Aer,Ber =ANBerT

4 Uper, A€ T, para 1o C 7

Los conjuntos que forman T son llamados abiertos, y sus complementos cerrados.

Definicion A.0.8 Se dice que T es la topologia inducida por la métrica si:
AeT e Ve AJS >0 tal que D(x,6) C A

Salvo mencion de lo contrario, en los ejemplos de espacios métricos en este trabajo,

T denota la topologia inducida por la métrica.

Definiciéon A.0.9 Se llama o-dlgebra de Borel de un espacio métrico a la menor

sigma dlgebra que contiene a T. Se denota por %A, a la o-dlgebra de Borel sobre R
1)

(Wcon la métrica dada por distancia euclidea, d(z,y) = |z — y|
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Observacion A.0.1 Considerando ) con la métrica discreta, se cumple:
1. D(x,0) = {z},
2.T=PQ)y

3. la o-dlgebra de Borel también es P(S2)

A.1. Medidas de Probabilidad
Definiciéon A.1.1 Se dice que p: Q2 — [0,00] es una medida sobre (2, D) si:
1 pu@) =0y

2. p(U2y A) =>00 1 (A;), stempre que A; € 2, AinA;=0,ieN,jeN

Definicion A.1.2 Sea p una medida (sobre (2, 9)) dice que es o-finita si existe

{A;}ien, una sucesion en 9 que cumple:

1. Q= UiENAi Yy

2. n(4;) <oo,i€eN.
Notacion A.1.1 # (2, Z)={p/pn es medida o — finita sobre (Q, Z)}.
Definicién A.1.3 Se dice que P : Q — [0,00] es una probabilidad sobre (2, 2) si:
1. P es una medida sobre (2, 9) y
2. P(Q)=1

Notacion: P(Q, 2)={P/Pes probabilidad sobre(Q2, 2)}.

Definicion A.1.4 Se dice que (2,2, P) es un espacio de probabilidad si (2, Z) es
un espacio medible y P una probabilidad sobre (0, D).
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Definicion A.1.5 Para cada w € Q) se define y denota o, la probabilidad sobre
(Q, 2) que cumple:

) 1 eC
5w(C')—lc(w)—{ , Z¢c NC e

Definicién A.1.6 Sea p una probabilidad sobre (2,92), A, B y D en 9 tal que
u(D) # 0, se denota
W(A, B)=u(AN B),

luego se define y denota la probabilidad condicional de A dado D por:

1(A, D)

H(AID)=E S

FEsta definicion estd sujeta a que u(D) # 0, en general y en este trabajo son relevantes
los casos en que (D) = 0. Se extenderd la definicion de probabilidad condicional

para incluir los casos no contemplados.

Definicién A.1.7 Para Q) un espacio finito o infinito numerable, sea p : Q — [0, 1],

se llama funcion densidad sobre Q) si cumple:
= p(y) =20y

= > car(y) =1

Ejemplo A.1.1 Para ) un espacio finito o infinito numerable. St pu es una proba-
bilidad sobre Q, p : Q — [0,1] definida por p(y) = p({y}) para todo y € 2, es una
funcion de densidad sobre (2, Z) (y viceversa).

Definicion A.1.8 Para ) un espacio finito o infinito numerable. Sea p : £ x 0 —
[0,1], p(-,+) se llama funcién de transicion sobre § si para cada x € Q, p(z,-) es una

funcion de densidad sobre €2, esto es:
= p(z,y) =20y

. Zyeﬂp(x7y) =1
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Definicién A.1.9 Sean (2, 2), (1, 21) espacios medibles, un mapeo F : Q —
y una funcién f : Q — R. Bajo las notaciones: (F € A)=F Y A)={w/F(w) € A},
VAe 2,y (f e A=fYHA)={w/f(w) € A}, VA € B, se dice que :

1. F es un mapeo P-medible, medible o que F' € 9 si: (F € A) € 2 para todo
A€ D,

2. f es una funcion P-medible, medible o que f € 9 si: (f € A) € D para todo
A € P, (equivalentemente para todo A abierto de R)

3. f es simple si existen n, a1 < ag < ... < o, Yy A1, Ao, ..., A, en D, disjuntos

de a pares tal que u(Ay) # 0, u(Az) #0, ..., u(A,) #0 y
f0) = arla o) € 0

(a esta expresion se la llama la representacion candnica de f).

Notacién A.1.2 Otras notaciones itiles: (F = b)=F~'(b)={w/F(w) = b}, Vb €
O y (f = )= (b)={w/fw) = b}, Vb € R

Definicién A.1.10 Sea f una funcion medible y sea (fy)nen una sucesion de fun-

ciones medibles se dice que:

1. f, converge a f c.s. (notacién: f, — f c.s.) si
p({x € Q/fu(x) no converge a f(x)}) =0
2. fu converge en p-medida o f (notacion: f, — f) si
e>0=pn({z€Q/|fulr) = fu(2)] = €}) Dnooo 0

Definicion A.1.11 Sea (2, 2) espacio medible,

1. Si f es simple y
fla) = a;la(x),z€Q
i=1
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es su representacion canonica, se dice que f es p-integrable o integrable . Se

define y denota su integral (con respecto a p):

[ tan= [ f(x)u(dﬂf)igam(fli)

2. Sea (fn)nen una sucesion de funciones simples, se dice que es de Cauchy en
p-media si para todo € > 0 dng € N tal que para todo n € N y m € N se

cumple:

/|fn — fldp < €®

3. Si f es Z-medible y u(f # 0) < 00 I(fr)nen Sucesion de funciones simples de
Cauchy en p-media tal que f, — f. Se define y denota la integral de f (con
o

respecto a ju):

/ fu= / f@)p(do)=tim [ fo(2)u(dz).

n—oo

También conocida como esperanza de f, con notacion alternativa:

E(f)=E,(f)= / fdu.

Si [ fdp < oo se dice que f es p-integrable o integrable. Se define y denota la
integral de f en B € & como:

[ s [ s@utan= [ @s@nt)

Definicion A.1.12 Sea # una o-dlgebra tal que B C D, p una probabilidad sobre
Q, f:Q—= R funcion P-medible y g : Q@ — R. Se dice que g es (una version de) la

esperanza condicional de f dado B con respecto a j si g es FB-medible y

/gdu:/fdu,‘v’BE@.
B B

®)|f,, — fm| también es funcién simple
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Se denota el conjunto de todas las versiones de la esperanza condicional de f por:

E(fL@)iE“(fL@)i{g%’—medible//Bgd,u: /de,u, VB e A}

Observacién A.1.1 Es de notar que si g € E,(f|%#) y h € E,(f|#), entonces
plg=nh)=1

Definicién A.1.13 Sea A€ 2 ) yg:Q — R. Se dice que g es (una version de)
la probabilidad condicional de A dado % con respecto a p si g es B-medible y

/gdu—/lAdu—u(AﬂB),‘v’Beﬁ.
B B

Es decir: si g es (una version de) la esperanza condicional de 14 dado A. Se denota
por w(A|AB) al conjunto de todas las versiones de la probabilidad condicional de A
dado B, y cumple: u(A|#) = E,(14|8).

Definiciéon A.1.14 Sea (|) : 2 x Q — [0,1], se dice que es una probabilidad
condicional regular dada 8 C 9 (para ) si:

1. La funcion w — F(Alw) es una version de u(A|B), para cada A € D y

2. A = F(Alw) es una probabilidad sobre (2, D), para cada w € €.

Teorema A.1.1 Teorema de Bayes Sea G € B y f(a|-) una version de pu(A|AB),

se cumple:

Jo f(A]w)p(dw) _ Jo n(A|B)d
Jo F(AW)p(dw) — Jo (A

Si B estd generado por una particion de Q2 (i.e. @ = J; G; y p(G;) > 0), el Teorema

u(GlA) = (A1)

se reduce a

pAIG;)u(G;)

MG = = AC MG

(A.2)

B) A e 2 =14 es Z-medible



Apéndice A. Definiciones bdsicas 132

A.2. Estadistica Bayesiana

Bajo un modelo paramétrico, con parametro o € I' C RP (con p € N), Ia es-
tadistica Bayesiana busca estimar « utilizando cualquier conocimiento previo que se
tenga del parametro fijando una Distribucion a Priori p(«), densidad de la distribu-
cion de los valores posibles de a. Sea (x1,xs,- - ,x,) el vector de datos (realizacion
de (X1, X, -+, X,) vector aleatorio) y sea P((xy,22,--- ,x,)|a) pa probabilidad
conjunta fijado el parametro «. Luego, por el teorema de Bayes, la probabilidad a

Posteriori se calcula

p<<x17x27"' 7xn)‘0‘)P(O‘)

Pla|(xy, - ,x,)) = — A3
allen ) = S P (@) )
si la probabilidad a priori p(«) es probabilidad puntual (T' discreta) o
J2 . P
P<Oé‘<$1,'-~ 7'rn)) ((Jfl,l'g, ,l’n)|05) (a) (A4)

" Jeer P((@a, - s an)|@)p(a)

si la probabilidad a priori p(«) es continua.
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Algoritmos de simulacién y

optimizacion

B.1. Cadenas de Markov (de imagenes)

A continuacién se presenta el marco tedrico necesario para construir una cadena
de Markov de imégenes. Se tiene la intencién de que esta cadena converja a una
realizacion de un proceso bajo una distribucion de Gibbs.

Sea A € . (soporte finito), sea 0, = EAx-- - x EAx--- = (EA)NAOY (el conjunto
de todas las sucesiones de imdgenes en E2, es decir w € Q, = w = (w(i))i>o tal que
w(i) € B2 ) y sea D,=(&2)NO Ja g-dlgebra producto. Notar que E es un espacio
finito. Fijada una funcién de densidad p y una sucesién de funciones de transicion

(Pn)nen sobre (E2,&%). Sea
P(:5p,(pn))

la tinica probabilidad sobre ()., 2.) que cumple:

P({w € Q./w(0) = w0, w(1) = 21, -+ ,w(n) = Zn}; p, (Pn)) = p(0) P1(x0, 1) - - P (Tn—1, Tn).

Notacion B.1.1 Se pondra:

» P(:;2,(pn)) en lugar de P(+;6,,(p,)), para cada v € E»

133
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= P(-;p,p) en lugar de P(-; p, (pn)) si pn = p para todo n € N

Sea (X,,)n>0 una sucesion de campos aleatorios %,-medibles tal que para cada n €
NU {0}, X, : Q. — E? estd definido por X, (w) = w(n), para cada w € Q,, y se

cumple:

» P(Xo =20, X1 =21, , Xy = 3 p, (Pn)) = p(@0) p1(z0, 21) P21, 2) - - - P (Tr—1, Tn),
luego también se cumple:

= P(Xo=;p,(pn)) = plz) y

P(X, =yl Xo=w0, -, Xn1 =250, (pn)) = pul(z,¥)
= P<Xn = y‘anl = T;p, (pn))’

Es decir (X,,)n>0 es una P(-; p, (p,))-cadena de Markov. A p se la llama densidad

inicial y a las funciones de transicion p,, kernels de Markov.

B.2. Gibbs sampler

Definicién B.2.1 Sea A € . (soporte finito), sea ™ una densidad sobre (E*,&2)

se dice que es de Gibbs si para cada xa € E™:

exXp (‘ ZAey(A) P (xA)>
D acEA XD (_ ZAEY(A) 9 (ZA)>

donde ® = (Py)rcr(a) €s un potencial. Para cada s € A se define su caracteristica

m(za) = (B.1)

local 4 como la funcion definida sobre E®, que para cada xa cumple:

exp <— Do S ) Pa (IA)>
mi(2a) = Sl . (B.2)
2 een OXD <_ ZAey{S}(A) P4 (ZstA\{s}))

La realizacion de una imagen proveniente de una densidad de Gibbs es intratable
debido al alto numero de sumandos en el denominador de la Ecuacion B.1. GS es un

algoritmo que fijada una distribucion de Gibbs, utiliza sus caracteristicas locales para
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generar una sucesion de imagenes proveniente de una sucesion de campos aleatorios

cuyas densidades convergen a la densidad de Gibbs.

Sea (sp)k>1 una sucesion en A tal que #{k/sp = s} = oo para todo s € S. Para

cada k € N sea py la funcién de transicién sobre (E®, &%) dada por:

s, (Y)  SIYA\Is,3 = VA\Is
Pe(v,y) = «(Y) A\fsr} = UA\(se} (B.3)
0 caso contrario

Sea o una imagen (inicial) cualquiera de E®, se define ahora por induccién una suce-
sién (X,,)n>0 de campos aleatorios tal que sea una P(-; o, (p,))-cadena de Markov.
Sea Xy la funcion constante que cumple Xo(w) = x¢, para todo w € 2. Sea k > 0,
se suponen definidas Xy, ..., Xy, se define ahora Xy, . Sea Xy, definida sobre (2,

tal que para cada w € §2,:

(Xi(w))e sit# spya,

. (B.4)
Nspt1 (w) S1t = Sgi1,

(Xe1(w))e = {

donde P(ns = gS|Xk = Uan:—l — ... 7X0 = Zo; Xg, (pk)) = Ts(gsUA\{s}>.

Luego (X,)n>0 €s una P(-;xa, (pn))-cadena de Markov como en la Seccién B.1.

EIl teorema de Geman y Geman asegura que para todo y € E® se cumple:

P(Xo = y; 20, (Pn)) —n 7(y),

es decir la densidad de X,, converge a la densidad de Gibbs.

Como casos particulares, al considerar un campo aleatorio X : w — E% (S
infinito) con distribucién de Gibbs-Markov (Px € 9(®), con ® O-potencial), la

densidad de X, (condicional al entorno zgs) es una distribucién de Gibbs sobre E:

e~ Lace, Pal@azs\a)

7T<x/\) = p(x/\|xaA)iPIaA (XA = x/\) = Z o e 2neey Palzaws\a)’ (B5)
ZAE
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para el potencial o= (®a)acs(a+). Cuyas caracteristicas locales cumplen:

o Laewy,y 2alriyrsa)

me(xp) =
(7a) 3 ~2ace,, Palzsws\(sy)
{sy €
Z{S}GE
donde xgy esta fijo y funciona como parametro.
De la misma forma la densidad a posteriori condicional al entorno xy, dada la

imagen observada y,, definida en la Seccion 4.1, dada por:

(L) 2sen YsDs e >oace, (9) Pal@)
1—e

T(za) = p(xalys, Ton) = ,  (B.6)

2AEEA (lie) 2sen YsD2s e~ ZAG%”A(B) [N (ZAxS\A)

donde xg) ey, estan fijos y funcionan como parametros al igual que € (probabilidad
de error en cada pixel). Esta densidad cumple ser de Gibbs sobre E® para el potencial

EIV) = (EIV)A)AG,Y(A*) definido por:

Balry) = { Bale) HAee (B.7)
Oy(z) + (In(e) —In(1 —€))(z, Dys) A={s},scA’

donde ® es como el Ejemplo 1.3.1.

B.3. Simulated annealing

El método busca el argumento que maximiza una funcién f : R*¥ — R. EI método
es un algoritmo iterativo enumerado por i tal que 0 > ¢ > I, I =nimero maximo de
iteraciones. Definida una sucesion de niimeros {c¢; };>o convergentes a 0, el algoritmo

consiste de los siguientes pasos:
1. Para i = 0: Seleccionar un punto inicial @(0) € R¥,
2. Para i > 0: Se selecciona ﬁd = ﬁi_l—l—pequeﬁa distorsion.

3. Sif(B,) > f(B") = Y=g, sino:
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18)-1E)
(=)

Cq

ﬁ(i)i { @d con probabilidad exp

d )
Iox caso contrario

4. Sii = I, definir como estimador BSAié(i) y parar, sino i=i+ 1 y volver al paso
2.

Dependiendo de que argumento se considere y que valores se dejen fijos o se
consideren cosnocidos, este método encontrar o bien la imagen (fijando el vector de
parametros, analogamente a Gibbs sample) o bien el vector de pardmetros dejando
fija y conocida la imagen, argumento que maximice la funcion de verosimilitud. Esta
ultima es la que se implementa en el presente trabajo.

La desventaja de este modelo es el largo tiempo de demora en la estimacién. Otro
dato a tener en cuenta es que debido a la aleatorizacion incorporada en el algoritmo,
en el estudio exploratorio se pudo ver como, utilizando la misma imagen de entrada y
la misma cantidad de iteraciones del algoritmo, se obtienen resultados diferentes. Las
estimaciones del vector del parametros resultaron diferentes y las imagenes generadas

por éstas también resultaron diferentes en cuanto a la evaluacion visual.

B.4. Meétodo de BFGS

El BFGS es el método quasi-Newton mds popular (segin Peter Blomgren) y
no necesita las derivadas segundas (es decir no necesita de la matriz Hessiana). El
método busca el argumento que maximiza una funcién f : R¥ — R. El método
consiste en un algoritmo conformado por los siguientes pasos:

1. Seleccionar un punto inicial ﬁ(o) € R*.

Inicializar A©) = Iy, i = 0.

2. Parai > 0. Calcular g®) = —V f(2)
Si [|g@]| ~ 0= /_ﬁ\ = B y parar.

Sino, calcular ﬁ(iﬂ) = ﬁ(i) + tWADg®  donde t) > 0 se elige minimizando
F@® 4+ 0 A0 g0
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3. Calcular p® = é(”l) — ﬁ(i) € Rk, ) = g+ — ¢ ¢ R¥,

i . i (D)t A (D) (D) (D) (p(i))t (D) (gDt A 4 A g(D) (D))t . i -~
A = A6 4 [1 + (q(p()i))tq(zq) ] Z()p(i)z)otq(i) — ) (p(i))tq(i)q ) ; SI Hp( )H ~

0= E = ﬁ(“ y parar. Sino, 1 =1 + 1 y volver al paso 2.

En la practica, las busquedas lineales son inexactas y la matriz A puede volverse
indefinida o singular debido a errores de redondeo acumulados. Con lo cual conviene
reinicializarla periédicamente usando la matriz identidad. Existe bastante evidencia
empirica que indica que este método es menos susceptible a las buisquedas lineales in-
exactas que otros métodos y que requiere también menos reinicializaciones. Estudios
experimentales y la practica sugieren que el método BFGS es superior a Newton-
Raphson y otros "métodos Newton”. En el software R este método puede implemen-
tarse con la funcién «constrOptim». Esta funcion otorga la ventaja de poder realizar
la optimizacion con restricciones dadas por inequaciones lineales. Si bien la region
de unicidad no es una region definida por inecuaciones lineales, puede definirse una
region de este tipo muy «ajustada» a ésta que también asegure unicidad. Con lo cual
si se busca la estimacion del vector de parametros del modelo autobinomial sobre
una region que asegure unicidad se cuenta con la mencionada funcién para poder

realizarlo.
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