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RESUMEN

El diseno de potentes cddigos de correccion de errores (CCE) constituye uno
de los desafios mas importantes para los futuros sistemas de comunicaciones y
almacenamiento de informacién. La creciente demanda de mayores velocidades
de transmisién y densidades de almacenamiento, hace necesario disenar cédigos
con un desempeno proximo al limite teérico del canal (més conocido como
Limite de Shannon), y con una tasa de error de bit muy pequefia (menor a
10715 esto es, un bit con error cada 10'5 bits transmitidos!). Esta tarea resulta
extremadamente dificil por dos razones: (1) la existencia de un fen6meno conocido
como piso de error, y (ii) la elevada complejidad para la implementacion en
circuitos integrados. Esta Tesis Doctoral propone nuevos esquemas de codificacion
concatenados y no concatenados que permiten no sélo alcanzar las ganancias
de codigos requeridas por las aplicaciones mencionadas, sino también reducir la
complejidad de implementacién de los mismos para hacer viable su incorporacién
en circuitos integrados para aplicaciones comerciales.

En esta Tesis se presenta una nueva técnica de disefio de cédigos de chequeo de
paridad de baja densidad (més conocido por sus siglas en inglés como LDPC) y
un nuevo algoritmo de post-procesamiento para la reduccién del piso de error.
Uno de los aspectos mas destacados de esta contribucién es que permite la
construccién de CCE no-concatenados con bajo piso de error y alta ganancia
de codificacién como los requeridos en los futuros sistemas de comunicaciones de
alta velocidad por fibra optica. Ademas, los codigos diseniados con esta nueva
técnica poseen una estructura tal que permite simplificar sustancialmente la
arquitectura del decodificador para su implementacién en circuitos integrados de
muy alta escala de integracién. Como ejemplo de una aplicacién practica de la
teoria aquf expuesta, se realiza el disefio de un coédigo con una ganancia neta de
codificacion de 11.3 dB a una tasa de error de 107°. La ganancia de este codigo
se verifica experimentalmente mediante emulaciéon en hardware y constituye uno
de los primeros esquemas de CCE no concatenados con este desempeno reportado
en la literatura. Se destaca que el cddigo aqui disefiado ha sido adoptado para
su implementacion en un transceptor comercial de 200Gb/s para comunicaciones
por fibra éptica.

Como una segunda contribuciéon fundamental de esta Tesis, se introduce un nuevo
CCE concatenado serie de baja complejidad y alta eficiencia para combatir el
problema del piso de error. Esta nueva técnica de concatenacién es general y puede
aplicarse con numerosos tipos de codigos (LDPC o turbo c6digos) para obtener un
mejor desempeno y reducir significativamente la complejidad de implementacion.
Ademas, el nuevo concepto de miultiple concatenacion en serie que se propone
en la Tesis permite el uso de numerosos cédigos de correccién de errores de
baja complejidad que hasta el momento no podian adoptarse en aplicaciones
de alta velocidad debido al elevado piso de error que presentan. La técnica de
concatenacién en serie desarrollada en esta Tesis Doctoral constituye un nuevo
paradigma general para combatir el problema de piso de error de manera eficiente.



ABSTRACT

The design of powerful error correction codes (ECC) is one of the main
challenges for future communication and storage systems. The growing demand
for higher communication speeds and storage densities requires the design
of codes with a performance close to the theoretical channel limit (better
known as Shannon Limit) and a very low bit error rate (lower than 1079,
i.e., one bit in error in 10! transmitted bits!). This task is extremely difficult
to achieve due to two problems: (i) the existence of a phenomenon known
as error-floor, and (7i) the high implementation complexity in integrated
circuits. This Ph.D. Thesis proposes new concatenated and non-concatenated
coding schemes which not only can achieve the required coding gains for the
above mentioned applications, but also can help reducing the implementation
complexity, making feasible their use in commercial integrated circuits.

This Thesis introduces a new design technique for low-density parity-check
codes (LDPC) and a new post-processing algorithm for error-floor reduction.
One of the main aspects of this contribution is that it allows to create
non-concatenated ECCs with low error-floor and high coding gain as it
is required for the next generation of high-speed optical communication
systems. Furthermore, the structure of the codes designed with this technique
significantly simplifies the decoder implementation architecture for integrated
circuits with high integration density. A code with a net coding gain of 11.3 dB
at a bit error rate of 1071° is designed as a practical application example. This
gain is experimentally verified through hardware emulation and it represents
one of the first reported non-concatenated ECC schemes with this performance.
It is worth noting that the code designed in this Thesis has been selected to be
implemented in a commercial fiber-optic transceiver for 200 Gb/s data rate.
As second main contribution of this Thesis, a new low-complexity serial
concatenated ECC scheme with high-efficiency in reducing the error-floor
problem is described. The new concatenation technique is general and it can
be used with many different codes (such as LDPC and turbo codes) in order
to improve performance and significantly reduce implementation complexity.
Furthermore, the new concept of multiple serial concatenation allows the
use of several low complexity error correction codes which were previously
discarded for high-speed applications due to their high error-floor. The serial
concatenation technique developed in this Ph.D. Thesis represents a new
general paradigm to efficiently reduce the error-floor problem.



ZUSAMMENFASSUNG

Die Konstruktion von leistungsfdhigen Vorwartsfehlerkorrekturcodes (FEC) stellt
eine der wichtigsten Herausforderungen fiir zukiinftige Kommunikationssysteme
und Datenspeicherung dar. Der zunehmende Bedarf an héheren Datenraten und
Datendichten erfordert die Konstruktion von Kanalcodes, die nahe an der Grenze
der theoretischen Kanalkapazitéit arbeiten konnen (auch bekannt als Shannon-Grenze),
sowie iiber eine sehr niedrige Bitfehlerrate verfiigen (geringer als 1071° d.h. ein Fehlerbit
pro 105 iibertragene Bits!). Diese Aufgabe erweist sich aus zwei Griinden als besonders
schwierig: (i) die Existenz eines Phdnomens bekannt als Fehlerplateau und (i7) die hohe
Komplexitdt flir die Implementierung in integrierte Schaltungen. Diese Dissertation
schligt neue Schemata fiir verkettete und nicht verkettete Kanalcodierung vor, die
nicht nur die erforderlichen Codegewinne fiir die erwéhnten Anwendungen erméglichen,
sondern auch die Komplexitdt der Implementierung derselben reduzieren und damit
die Voraussetzung filir die Einbindung in integrierte Schaltungen fiir gewerbliche
Anwendungen schaffen.

In der vorliegenden Dissertation wird eine neue Konstruktionstechnik fiir diinn
besetzte Kanalcodes mit Paritdtspriifungen vorgestellt (bekannter durch ihr englisches
Akronym LDPC) sowie ein neuer Algorithmus der Nach-Verarbeitung zur Absenkung
des Fehlerplateaus. Einer der herausragendsten Aspekte von diesem Beitrag ist,
dass die Konstruktion von nicht verketteten FEC mit niedrigem Fehlerplateau und
hohem Codegewinn ermdglicht wird, welche fiir zukiinftige Kommunikationssysteme
{iber Lichtwellenleiter mit hoher Ubertragungsgeschwindigkeit erforderlich werden. Des
Weiteren verfiigen die mit dieser neuen Technik entwickelten Kanalcodes iiber eine
Struktur, die die Architektur der Dekodierung fiir ihre Implementierung in integrierte
Schaltungen mit sehr hoher Integrationsskala wesentlich vereinfacht. Als Beispiel fiir
eine praktische Anwendung der hier aufgefiihrten Theorie wird die Konstruktion eines
Kanalcodes mit einem Netto-Codegewinn von 11.3 dB bei einer Fehlerrate von 1071
vorgestellt. Dieser Codegewinn wird experimentell {iber Emulation in der Hardware
iiberpriift und stellt eines der ersten Schemata von nicht verketteten FEC mit dieser
Leistung dar, die in der Literatur erwihnt werden. Es wird betont, dass der hier
konstruierte Kanalcode fiir die Implementierung in einem gewerblichen 200 Gb/s
Transceiver fiir die Kommunikation {iber Lichtwellenleiter eingesetzt wird.

Als zweiten grundlegenden Beitrag dieser Dissertation wird eine neue verkettete
FEC-Serie mit niedriger Komplexitdt und hoher Effizienz fiir die Einddmmung des
Problems Fehlerplateau vorgestellt. Diese neue Technik der Verkettung ist umfassend
und kann mit zahlreichen Arten von Kanalcodes (LDPC oder Turbo-Codes) fiir eine
bessere Leistung und fiir eine bedeutende Reduzierung der Implentierungskomplexitit
eingesetzt werden. Auferdem ermoglicht dieses in der Dissertation vorgestellte,
neue Konzept der multiplen Verkettungsserie die Verwendung von =zahlreichen
Fehlerkorrekturcodes mit niedriger Komplexitédt, die bis dato aufgrund ihres hohen
Fehlerplateaus nicht in Hochgeschwindigkeits-Anwendungen eingesetzt werden konnten.
Damit griindet die in dieser Dissertation entwickelte Technik der Verkettungsserie ein
neues Gesamtparadigma fiir die effiziente Einddmmung des Problems Fehlerplateau.
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Capitulo 1

Introduccion

No desprecies el recuerdo del camino
recorrido. FEllo no retrasa vuestra
carrera, sino que la dirige; el que
olvida el punto de partida pierde
facilmente la meta.

Pablo VI (1897-1978).

Resumen

En el presente capitulo se introduce al lector en el contexto de los
coddigos de correccién de errores en el cual se encuadra la presente Tesis
Doctoral. A tal efecto, se incluye una cronologia de los avances producidos
hasta la fecha en esta drea. Dicha cronologia permite entender tanto el
estado actual del conocimiento cientifico sobre el tema en cuestién como
asf también sus tendencias. Entre estas tltimas se encuentran los cédigos de
chequeo de paridad de baja densidad como los més importantes. En relacién
a dichos codigos, se describen los principales problemas que actualmente se
encuentran abiertos, siendo el objetivo de esta Tesis aportar una solucién a
parte de ellos.



2 1.1. Resena Historica

1.1. Resena Historica

En todo proceso de transmision o almacenamiento de informacion existe
siempre la posibilidad de que la informacién sea alterada. La tnica forma de
atacar este problema es mediante la incorporacién de informacién redundante
que permita corregir los errores en la informacién recibida. Esta técnica se
conoce con el nombre de cddigos de correccion de errores (CCE). El uso
de c6digos de correccién de errores es muy comin, a tal punto de que los
humanos ya hacemos uso de los mismos en forma cotidiana y sin darnos
cuenta. Por ejemplo, intente “descubrir” el mensaje en el siguiente texto
“otrntras lee egto, umjwd ewlz zorrisendo errodeg”’. La razén por la que
usted puede discernir el mensaje en la oracién anterior se debe a que hay
redundancia de informacién tanto a nivel de las palabras individuales como
a nivel de la oraciéon completa, i.e., no todo conjunto de caracteres forma una
palabra vélida y no todo conjunto de palabras forma una oracién coherente.

A pesar del uso tan cotidiano de los CCE, la teoria detras de los mismos
es reciente y surge al intentar resolver el siguiente problema: ;jcémo enviar
un mensaje a través de un canal ruidoso sin cometer errores? En base a
este problema podriamos dividir el pensamiento cientifico en dos periodos
a saber: el periodo anterior y el periodo posterior al trabajo de Shannon
publicado en 1948. Antes de 1948, se tenia la idea de que la probabilidad de
error se podia hacer tender a cero inicamente si la velocidad de transmision
también lo hacia [22, 110] (aumentando indefinidamente la redundancia). Un
ejemplo ilustrativo del pensamiento de aquella época serfa el siguiente:

Suponga un canal binario simétrico [80] con probabilidad de error p y una
velocidad de transmision igual a v bits por segundo. Una de las primeras
técnicas usadas para reducir la probabilidad de error (actualmente
conocida como codigo de repeticion) es transmitir n veces cada bit de
informacién y luego, en el receptor, decidir si se transmitié un 1 o un 0
como aquel que se recibié mas veces. Esta técnica reduce la probabilidad

de error a 1" ., (7)p'(1—p)"~*, la cual tiende a cero cuando n tiende

a infinito. Sin embargo, como la velocidad de informacién es v/n, esta
dltima también tiende a cero.

Intentar generalizar la conclusién del ejemplo anterior a cualquier sistema
de comunicaciéon constituyé un error que fue esclarecido por Shannon en
1948 [139]. En particular, Shannon demostr6 que era tedricamente posible
transmitir informacién por un canal sin cometer errores siempre y cuando
la velocidad de transmisién sea menor a una cantidad finita que denominé
capacidad del canal. Shannon no dio detalles de cémo implementar dicho
sistema de transmisiéon. Sin embargo, dej6 en claro que el mecanismo por el
cual se lograria tal objetivo era una adecuada codificacion de la informacion.
Desde entonces, comenzd una muy ferviente investigacion con la finalidad de

'Los errores en cada caracter fueron generados aleatoriamente con una probabilidad
de 0.2.

Universidad Dacional de Crdoba



1. Introduccion 3

disenar e implementar técnicas de codificacidon para la correccién de errores
que permitan alcanzar la maxima capacidad del canal.

A continuaciéon se lista una resefia histérica de las principales
contribuciones en el area de los codigos de correcciéon de errores’:

1948: Teorema de codificacion sobre un canal ruidoso de
Shannon® [130]. Shannon demuestra que para todo canal de
comunicaciones existe una cota C denominada capacidad del canal
tal que es tedricamente posible transmitir informacién con una
probabilidad de error € arbitrariamente pequena siempre y cuando la
velocidad de transmisiéon R sea menor a C.

1949: Cédigo de Golay [78]. Se distinguen cuatro codigos, a saber: el
codigo binario perfecto de golay con parametros [23,12, 7|3, la version
extendida del mismo con parametros [24, 12, 8]z y los codigos ternarios
12,6, 6] v [12,6,5]s.

1950: Cédigos de Hamming [67]. Los codigos de Hamming conforman una
familia de codigos lineales perfectos que pueden corregir un error [103].
Junto a los codigos de Golay, los codigos de Hamming conforman los
Gnicos c6digos perfectos no triviales sobre un alfabeto de cardinal que
sea potencia de un ntimero primo.

1954: Cédigos de Reed-Muller [131] [123]. Los codigos de Reed-Muller
conforman una familia infinita de c6digos binarios lineales que permiten
su decodificacién por légica mayoritaria.

1954: Cédigos producto de Elias [16]. Son coédigos lineales de parametros
[n1n2, k1 kg, d1ds] construidos a partir de la combinacion de dos codigos
de parametros [ny, ki,d1] y [ng, ka, d2].

1955: Cédigos convolucionales (CC) de Elias [17]. Son codigos lineales
continuos (no en bloques) que pueden ser generados a partir de la
secuencia de datos por una maquina de estados de memoria finita.

1957: Cédigos ciclicos de Prange [128]|. Son una familia de codigos de
bloques lineales que pueden ser representados como ideales en el anillo
Fylz]/(2™ — 1) donde n es la longitud del codigo, Fy el cuerpo finito
de ¢ elementos y Fy[z] son los polinomios con coeficientes en Fy. Dicha

2Para mas detalles sobre algunos temas de la historia de los codigos de correccion de
errores se recomienda leer [36] y las referencia alli citadas

30tro teorema publicado por Shannon en la misma fecha y de gran importancia para
las comunicaciones (pero no estrictamente para los codigos de correccion de errores) es el
teorema de la codificacion de la fuente, el cual establece que el nimero de bits requeridos
en promedio para representar los resultados de una fuente de datos aleatoria es igual a su
entropia (detallando cémo se calcula esta dltima).
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1957 /69:

1958:

1959/61:

1960:

1962:

1965:

1967:

estructura simplifica significativamente el proceso de codificacién y
decodificacién.

Decodificadores secuenciales de Wozencraft, Fano, Zigangirov
y Jelinek. Son decodificadores sub-6ptimos originalmente propuestos
para codigos convolucionales. Entre las principales variantes de
decodificadores secuenciales se puede mencionar a: 1) el algoritmo de
Wozencraft propuesto en 1957 [171], 2) el algoritmo de Fano propuesto
en 1963 [52] y 3) el algoritmo “Stack” propuesto independientemente

por Zigangirov en 1966 [189] y por Jelinek en 1969 [75]. Dichos
algoritmos tienen un desempefio inferior al del algoritmo de
Viterbi [166] pero la ventaja de ser menos complejos.

Codigos basados en residuos cuadraticos de Prange [129]. Son
una familia de coédigos ciclicos cuyo polinomio generador es construido
a partir de residuos cuadraticos.

Codigos de Bose, Ray-Chaudhuri and Hocquenghem
(BCH) [19] [70]. Son una familia de codigos lineales ciclicos con
una gran flexibilidad en sus parametros de diserio. Originalmente
propuestos en su version binaria en [19] [70] fueron luego generalizados
en [63] por Gorenstein y Zierler para cualquier cuerpo finito.

Codigos de Reed-Solomon (RS) [132]. Son una familia de codigos
lineales ciclicos no binarios que cumplen la cota de Singlenton y por lo
tanto son co6digos con méxima distancia de separacion. Los codigos RS
y BCH estan fuertemente relacionados, pudiéndose derivar uno a partir
del otro. Dichos cédigos fueron en realidad propuestos originalmente
por Bush en 1952 [21] en el contexto de arreglos ortogonales pero su
trabajo no tuvo impacto en el area de las comunicaciones.

Cédigos LDPC de Gallager [56]. Son una familia de codigos lineales
definidos a partir de una matriz de paridad rala (i.e., con un baja
densidad de elementos no nulos). Una de las principales ventajas
de estos codigos es la existencia de un algoritmo eficiente para su
decodificacién, el cual es una aplicaciéon particular del algoritmo Suma-
Producto (SPA) [91].

Codigos concatenados de Forney [54]. Son una combinacién de
codigos (en su version original de dos codigos) con la finalidad de lograr
una familia de esquemas de correccién de errores cuya complejidad
crece polinémicamente con la longitud del cédigo resultante y la
probabilidad de error decrece exponencialmente.

El algoritmo de Viterbi [166]. El algoritmo de Viterbi resuelve en
forma eficiente el problema de estimar por maxima verosimilitud la
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1968/69:

1970,/72:

1972:

1975:

1977:

1981:

1982:

secuencia de estados por los que atraviesa un sistema dindmico de
tiempo discreto con un ndmero finito de estados al ser observado
en presencia de ruido sin memoria (o ruido blanco). Como observo
Omura [124], dicho algoritmo es una aplicacion particular de
programacion dindmica [15] al problema mencionado.

El algoritmo de Berlekamp y Massey [50] [113]. Es un algoritmo
para calcular el polinomio del menor registro de desplazamiento
con retroalimentaciéon lineal que genera una secuencia de salida
determinada. Dicho algoritmo proporciona un método eficiente para
decodificar los codigos BCH y RS, siendo ésta la aplicacién original
propuesta por Berlekamp.

Codigos de Goppa Clasicos [59] [60] [61]. Son una familia infinita de
codigos lineales construidos a partir de polinomios. En general no son
ciclicos. Forman parte de los llamados cddigos alternantes los cuales
son una generalizacién de los codigos BCH. Dichos cédigos son los
primeros capaces de alcanzar la cota de Gilbert- Varshamov.

Algoritmo BCJR de Bahl, Cocke, Jelinek y Raviv [13]. Es
un algoritmo originalmente propuesto para calcular la probabilidad
a posteriori de simbolos generados por una fuente de Markov y
transmitidos por un canal discreto sin memoria y cuya aplicacién
directa fue la decodificacion de codigos convolucionales. Sin embargo,
su rango de aplicacion es mayor, pudiéndose utilizar para calcular la
probabilidad a posteriori en cualquier cadena de Markov con un niimero
finito de estados.

Algoritmo de Sugiyama et al. [119]. Es una aplicacion del algoritmo
generalizado de Fuclides que permite resolver en forma eficiente el
mismo problema que el algoritmo de Berlekamp y Massey y por
consiguiente puede ser usado para decodificar codigos BCI, cédigos
RS y codigos de Goppa clasicos.

Coédigos multinivel de Imai e Hirakawa [71]. Es un esquema
de codificaciéon que optimiza la distancia euclidiana asociada a
una determinada modulaciéon en lugar de optimizar la distancia de
Hamming entre palabras cédigo.

Codigos basados en grafos de Tanner [151]. Son una generalizacion
de los cédigos LDPC y los c6digos concatenados que se construyen en
base a una representacion grafica de la matriz de paridad en donde las
ecuaciones de chequeo pueden generalizarse a un sub-codigo.

Codigos de Goppa geométricos [(62|. Son una generalizacion de
los c6digos de Goppa clasicos construidos a partir de conceptos de
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1982:

1993:

1996,/97:

1998/99

1999

geometria algebraica. Estan basados en evaluar funciones racionales de
una curva en puntos racionales de dicha curva. Conforman la primer
familia de codigos capaces de superar la cota de Gilbert-Varshamov [18]
y alcanzar la cota de Tsfasman, Vladut y Zink (TVZ) [L60].

Codigos TCM de Ungerboeck [162]*. Los codigos TCM combinan
la codificacién y la modulacién para maximizar la minima distancia
euclidiana de entre dos secuencias posibles de simbolos transmitidos
en lugar de la distancia de Hamming del codigo (en este sentido estan
relacionados a los codigos multinivel).

Cddigos Turbo de Berrou, Glavieux y Thitimajshima |[17].
Constituyen el primer esquema de codificaciéon que mostré ser capaz
de alcanzar un desempeno cercano al limite de Shannon con una
complejidad de implementacién moderada.

Redescubrimiento de los coédigos LDPC y de los cédigos
basados en grafos por parte de Spielman [142] [143] [146],
Wiberg [170] [171] [172], MacKay y Neal [109]. Mackay mostroé que
codigos LDPC de longitud n moderada podrian alcanzar un desempetio
cercano a la capacidad de Shannon mientras que Spielman mostré que
dichos codigo alcanzan el limite de Shannon cuando m — oo con una
complejidad lineal en n. Wiberg mostré que tanto los coédigos LDPC
como los codigo Turbo podian interpretarse como casos particulares de
codigos sobre grafos cuyo algoritmo de decodificacion es una aplicacion
particular del algoritmo Suma-Producto [91] [171].

Codigos Espacio-Temporales de Alamouti y Tarokh et
al. [5] [154] [153]. Es una técnica de codificacién propuesta
originalmente para canales inaldmbricos tipo MISO o MIMO que
permite obtener ganancia por diversidad al transmitir la “misma
informacién” en diferentes instantes de tiempo y por diferentes

antenas”.

Decodificador por lista de Guruswami y Sudan [66]. Es un
algoritmo de decodificaciéon sobre codigos no perfectos que permite
corregir mas de |(dmin — 1)/2] errores superando en desempenio a los
decodificadores clasicos como el de Berlekamp-Massey. Posteriormente,
en 2000/03, dicho algoritmo fue extendido por Koetter y Vardy para

utilizar decodificacion blanda [31] [85].
“Los codigos TCM fueron concebidos por Ungerboeck en 1970 [36] y publicados
parcialmente en 1976 [161], sin embargo la publicacién que le dio fama ocurrié recién
en 1982 [162]

5Si bien podria considerarse que dicha técnica, en su forma mas basica, se encuentra
fuera el area de los codigos de correccién de errores, la misma debe ser considerada para
poder alcanzar la capacidad de un canal MISO o MIMO y en este sentido se encuentra
relacionada al tema que nos compete.
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2007 Codigos Polares de Arikan [6] [8] [9]. Los codigos polares se
pueden considerar como una generalizacion de los cédigos de Reed-
Muller [7] [10] que pueden alcanzar la capacidad de los canales binarios
simétricos (BSC) y binario con borrado (BEC). Una generalizacion
para un canal general discreto sin memoria puede verse en [138]. El
desarrollo de dichos cédigos ain se encuentra activo mostrando gran
potencial para su aplicaciéon en el corto plazo. Véase también |1 1] para
mas informacion.

1997:2013 Otros avances relacionados a los cédigos LDPC

1997/98

1998

1998

1998/99

2000,/01

Codigos LDPC irregulares de Luby et al. [106] [L07] [L08].
Originalmente, los codigos LDPC estaban basados en grafos
regulares, i.e., los nodos variables y de chequeo tienen una
cantidad de conexiones 7 y p respectivamente que es fija. En
los codigos LDPC irregulares no sélo no existe esta restriccion
sino que se optimiza la fraccién de nodos para cada ntimero de
conexiones. Lo anterior permite alcanzar la capacidad de un canal
de borrado.

Codigos LDPC basados en repeticion acumulada de
Divsalar, McEliece, et al. [13]. Son codigos que se forman
mediante la concatenacion en serie de: 1) uno o varios codigos de
repeticion, 2) un entrelazador (interleaver) y 3) un acumulador
con funcién de transferencia 1/(14+D) . Los mismos mostraron
tener muy buen desempeno y ser relativamente faciles de analizar.
Dichos c6digos fueron posteriormente generalizados en [1] [2] [79].

Codigos LDPC no binarios |39]. Representan la generalizacion
trivial de los codigos LDPC binarios al caso de cédigos LDPC
sobre un cuerpo no binario. Dichos cédigos mostraron en
muchos casos tener un desempefio superior al de sus cédigos
equivalentes en formato binario. La desventaja radica en una
mayor complejidad en la decodificacién. Sin embargo, avances
posteriores permitieron reducir dicha complejidad, reavivando su
interés préctico, véase [14] [28] [40] [182].

Codigos LDPC convoluciones de Felstrom y Zigan-
girov [18] [19] [77] [78]. Los codigos convolucionales tipo LDPC
forman una de las familias més atractivas de codigos en la actua-
lidad que atn estan siendo analizados debido a su gran desem-
pefio [152].

Codigos LDPC basados en geometria finita. En el 2000/01,
Kou, Lin y Fossorier en [387] [88] [89] mostraron que es posible
construir codigos LDPC con un excelente desemperio utilizando
c6digos clasicos basados en geometria finita. La ventaja de estos
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codigos radica en que la estructura ciclica o cuasi-ciclica que
poseen facilita una implementacién de baja complejidad. Trabajos
posteriores extendieron estos cédigos a cuerpos no binarios y a
matrices de paridad irregulares. Para mas detalles ver [12] [72]

[TO] [=1] 53] [102] [1o0] [177] [1ss].

2001 Density Evolution de Richardson y Urbanke et
al. [134] [135]. Es un algoritmo que permite calcular el maximo
desempeno posible que puede tener una determinada familia
de codigos LDPC cuando la longitud del cédigo y el ndmero
de iteraciones tienden a infinito. Esta técnica permite ademas
optimizar la distribucién del niimero de conexiones en cédigos
irregulares [134].

2001 EXIT Chart de Ten Brink o grdfica de transferencia de
informacion extrinseca. Propuesta originalmente en [156] para
codigos turbo y luego aplicado en codigos LDPC [157]: es un
método que permite analizar y estimar el desempeno de los
codigos iterativos. Al igual que density evolution, no es un método
exacto ya que ignora la dependencia estadistica de los mensajes.

2001/05 Combinacién de cddigos basados en grafos con
procesamiento digital de senales. Se intensifica la idea
mencionada por Wiberg en 1996 [170]| de extender el algoritmo
suma-producto para que no sélo realice la decodificacion
de coédigos LDPC sino que al mismo tiempo realice tareas
de ecualizacion [1041], deteccion [173] y recuperacion de
sincronismo [35], entre otras.

2001/13 Arquitecturas de implementaciéon. Se propusieron diversas
arquitecturas para la implementacion del algoritmo de decodifi-
cacién donde cada una intenta aprovechar la estructura que posee
cada familia de codigos en particular. Véase [168] [118] [119] y las
referencias allf citadas.

2002/13 Analisis de la causa del piso de error [41] [L11] [133] [158].
Para el canal binario con borrado (BEC), el piso de error es
causado por sub-estructuras del grafo conocidas como stopping
set [11] [126]. Por otro lado, en canales AWGN el piso de error
estd dominado por sub-estructuras llamadas near-codewords [111],
trapping sets [133] y absorbing sets [15]. Ademas, en este tltimo
canal, también se observo que el piso de error es exacerbado por
el uso de aritmética de precision finita en la implementacion del
algoritmo de decodificacion [118] [180] [181] [184] [186] [1&87]

2007/13 Técnicas de reduccion del piso de error. Variadas técnicas
han sido propuestas para atacar el problema del piso de error
en los codigos LDPC. Entre ellas se pueden mencionar: (i)
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la modificacion del algoritmo de decodificacion [165], (i7) el
agregado de algoritmos de post-procesamiento [118] [185] y (#d)
el agregado de un esquema de codificacion externo (adicional al
codigo LDPC) [30] [82] [121].

2010 Codigos acoplados [92] [93]. Es un método de construccion de
c6digos que permite acercar el desempeno del algoritmo suma-
producto (SPA) al desempeno 6ptimo por maxima probabilidad
a posteriori (MAP). Se puede interpretar como una generalizacion
del mecanismo que opera en los c6digos LDPC convolucionales y
que le brindan a estos tltimos su alto desempeno [69] [93] [94].
Actualmente conforman un area de mucho interés para la
investigacion.

Como se observa en la resena histérica previa, a partir de la publicacion
del teorema de la capacidad del canal de Shannon, se inici6 una carrera
cientifica por la busqueda de cédigos de correccidon de errores que logren
alcanzar dicha capacidad y también de algoritmos eficientes para la
implementacion de los mismos. En esta carrera, los canales binarios
simétricos y los canales con ruido aditivo Gaussiano blanco (AWGN) fueron
los que dominaron la escena debido a su simplicidad y generalidad. Muchos
codigos fueron desarrollados desde entonces, siendo los codigos basados en
grafos y en particular los cédigos LDPC los que han dominado la escena en
los nltimos afios.

1.2. Cédigos LDPC

En relacion a los codigos LDPC podemos distinguir dos anos importantes,
a saber: en 1962 se publica la tesis de Gallager proponiendo los co6digos LDPC
y en 1996 se redescubren por Spielman [142]| [143] [146], Wiberg [L70] [L71],
MacKay y Neal [109]. En el periodo comprendido entre 1962 y 1996 fueron
muy pocas las referencias a los cédigos LDPC y el interés en los mismos. En
particular se puede citar el trabajo de Tanner [151] sobre codigos en grafos.
Por el contrario, en el perfodo comprendido entre su redescubrimiento en
1996 hasta la actualidad se ha desarrollado una extensiva investigacion en
torno a los mismos. Ademads, el excelente desempeno de los codigos LDPC los
ha convertido en la mejor opcién disponible para aplicaciones que requieran
lograr un desempeno cercano al limite de Shannon. La Tabla 1.1 muestra
las principales aplicaciones estandarizadas que actualmente utilizan c6digos
LDPC.

El éxito de los cddigos LDPC se debe en gran parte a la existencia de un
algoritmo eficiente para su decodificacion. Este algoritmo es una aplicacion
particular de un algoritmo més general denominado algoritmo Suma-
Producto (SPA) [3] [91] [127], el cual permite realizar inferencias en Redes
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1.2. Cédigos LDPC

Ano Estandar

Aplicacion / Documento

2005 DVB-52

Comunicacién satelital de alta velocidad.
Doc.: ETSI EN 302 307.

2006 IEEE 802.3 (10 GBASE-T)

Redes cableadas de area local y metropolitana.
Doc.: IEEE 802.3an-2006, IEEE 802.3-2008.

2006 CMMB

Radiodifusién movil.
Doc.: GY/T 220.1-2006.

2006 DTMB (DMB-T/H)

Radiodifusion digital terrestre.
Doc.: GB 20600-2006.

2007 IEEE 802.11ad (WiGig)

Redes de area local y metropolitana.
Doc.: IEEE P802.11ad.

2008 GMR-1

Telefonia satelital.
Doc.: ETSI TS 101 376-5-3 V2.3.1 (GMPRS-1), ETS
TS 101 376-5-3 V3.1.1 (GMR-3G).

[

2009 IEEE 802.11 (WiFi)

Redes inalambricas de area local y metropolitana.
Doc.: IEEE 802.11n-2009, IEEE 802.11-2012.

2009 DVB-T2

Radiodifusion de television digital terrestre.
Doc.: ETSI EN 302 755.

2009 IEEE 802.15.3¢ (60 GHz PHY)

Redes inalambricas de area local y metropolitana.
Doc.: IEEE 802.15.3¢-2009.

2009 IEEE 802.16 (Mobile WiMAX)

Redes de area local y metropolitana.
Doc.: IEEE 802.16e-2005, IEEE 802.16-2009.

2009 ITU-T G.hn (G.9960)

Redes aldmbricas hogarehas por cables coaxiales,
telefénicos y de energia.
Doc.: ITU-T G.9960.

2009 WiMedia 1.5 UWB

Redes inalambricas de area personal.
Doc.: WiMedia PHY Specification 1.5.

2010 DVB-C2

Television digital por cable.
Doc.: ETSI EN 302 769.

2011 IEEE 802.22 (WRAN)

Redes inalambricas de area regional.
Doc.: IEEE 802.22-2011.

2011 CCSDS

Comunicacién cercana a Tierra y de espacio
profundo.
Doc.: CCSDS 131.1-0-2, CCSDS 131.0-B-2.

2012 DVB-T2-Lite

Television digital mévil.
Doc.: ETSI EN 302 755, V1.3.1..

2012 DVB-NGH

Radiodifusiéon de televisiéon terrestre.
Doc.: ETSI EN 303 105.

2013  IEEE 802.11ac (WiFi)

Redes de area local y metropolitana.
Doc.: IEEE P802.11ac.

Cuadro 1.1: Aplicaciones estandarizadas de los cédigos LDPC
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Bayesianas y Campos Aleatorios de Markov. Ademés de su aplicacién en el
area de Cddigos de Correccion de Errores, dicho algoritmo fue descubierto
independientemente en otras areas tales como Inteligencia Artificial e
Inferencia Probabilistica, en donde es conocido bajo los nombres en Inglés de
Belief Propagation (BP) o Message Passing (MP). Una amplia variedad de
algoritmos desarrollados en inteligencia artificial, procesamiento de senales y
comunicaciones digitales se pueden obtener como casos particulares del SPA.
En particular, el detector de Viterbi [166], el algoritmo BCJR [13], el filtro de
Kalman [64] [155], la decodificacion turbo o iterativa [17], y la transformada
rapida de Fourier [31] pueden interpretarse como instancias particulares del
algoritmo SPA.

1.2.1. Problemas Actuales Asociados a los Cédigos LDPC

A pesar del excelente desempeno de los codigos LDPC, los mismos poseen
problemas fundamentales que actualmente reducen su utilidad:

P1 Presentan una pérdida de desempeno que sbélo es observable a tasas
de errores muy bajas (tipicamente menores a 10~!°). Este problema es
denominado ptso de error.

P2 No hay una arquitectura de implementacién estandar que haya
mostrado ser eficiente en general (como ocurre por ejemplo con el
algoritmo de Berlekamp Massey para los codigos BCH y RS o el
algoritmo de Viterbi para los codigos convolucionales).

P3 No hay métodos analiticos certeros para determinar el desempeno a
una tasa de error muy baja® (por ejemplo 10~19).

Los mencionados problemas no son propios de los c6digos LDPC cuando
estos ultimos son entendidos como entidades algebraicas, es decir, como un
sub-espacio particular de dimension k sobre Fj', donde Fj' es el espacio
vectorial de dimension n sobre el cuerpo de Galois de ¢ elementos. Dichos
problemas tienen lugar soélo cuando los coédigos LDPC se decodifican
mediante el algoritmo SPA (i.e., es a partir del algoritmo SPA de donde
se derivan tanto las ventajas como las desventajas de los codigos LDPC).
A pesar del excelente desempenio del algoritmo SPA, éste se desvia del
desempeno 6ptimo de una forma que es dificil de analizar. Si existiera un
algoritmo de decodificacién 6ptimo para dichos cédigos, el problema del
piso de error y el de la estimacion de desempeno se reducirfan al calculo
de la distancia minima (o en forma més precisa, al célculo de la funcion de
distribucion de pesos). Desafortunadamente, no se conoce tal algoritmo y la
posibilidad de su existencia parece muy remota ya que constituirfa, para el

5Esta situacion se ve agravada por el hecho de que la simulacién de dichos codigos con
las computadoras actuales no permiten medir BER menores a 10~ 1°
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caso general, un problema perteneciente a NPC (véase [L14] [L15] y [167]).
El camino més prometedor a seguir es entonces mejorar el desempeno del
algoritmo SPA cuando se utiliza como decodificador para los c6digos LDPC.
Precisamente éste es el camino que recorre la presente Tesis Doctoral.

1.3. Objetivos y Resultados

Esta Tesis se enfoca en los problemas P1 y P2 previamente mencionados,
esto es: (i) brindar una solucién al piso de error y (ii) proponer una
arquitectura de implementacién para el algoritmo de decodificacion. Para el
problema del piso de error se proponen dos soluciones. La primera solucién
estd basada en el disenio de la matriz de paridad y en un nuevo algoritmo
de post-procesamiento que se afnade al algoritmo de decodificacion [118].
La segunda solucién estd basada en un nuevo método de concatenacion
de codigos [121] [122]. Finalmente, en lo referente a la implementacion se
propone una nueva arquitectura de implementacion semi-paralela [118] [119].

1.3.1. Cédigo LDPC con Bajo Piso de Error

Con la finalidad de reducir el piso de error en un cédigo LDPC, en el
Capitulo 3 se describe el disefio de la matriz de paridad y se propone un nuevo
algoritmo de post-procesamiento para usar en combinacién con el algoritmo
SPA. Como aplicacién de las ideas propuestas, se disefa un cédigo LDPC
con bajo piso de error, alta ganancia de codificacién y una estructura tal
que hace posible una arquitectura de implementacion eficiente (la cual seréd
analizada en el Capitulo 4). Finalmente, se analiza el desempeno del codigo
propuesto mediante simulacion en FPGA y estimacién semi-analitica basada
en la técnica importance sampling. Los aportes descriptos en el presente
capitulo se encuentran en parte publicados en los articulos [119] y [121] y en
la patente [51].

1.3.2. Arquitectura de Implementacién

Se propone una arquitectura de implementaciéon para el decodificador
LDPC que evita los problemas de: (i) alta densidad de interconexiones
y (ii) gran cantidad de memoria, que son tipicos en aplicaciones de alta
velocidad donde se requiere el uso de procesamiento en paralelo [44] [112].
La arquitectura propuesta toma ventaja de la estructura introducida en la
matriz de paridad (ver Capitulo 3) con la finalidad de evitar ciclos inactivos
e informacién en espera. Ademas, la misma posee un overhead programable
que la hace atractiva para aplicaciones que requieran una codificacién que se
adapte a las condiciones del canal. Finalmente, la arquitectura propuesta es
sintetizada en tecnologia CMOS de 28mn en donde se determiné la velocidad
de operacién, la potencia de disipacién y el area. Tal resultado representa
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1. Introduccion 13

el primer c6digo LDPC para comunicaciones 6pticas cuya baja complejidad
de implementacion fue demostrada y cuyo desemperio verificado mediante
emulacién en FPGA, logrando una ganancia de codificacién neta igual a
11.3 dB a un BER de 1e-15 sin piso de error.

1.3.3. Esquema de Concatenacién de Coédigos

El nuevo método de concatenacién de céddigos serd descripto en el
Capitulo 5. Los aportes relacionados a este nuevo método se encuentran
en parte publicados en los articulos [121] y [122]. El mismo consiste en una
nueva estrategia de codificacion y decodificacion basada en la combinacion
de dos codigos externos en adicion al cédigo LDPC interno. La misma reduce
significativamente la complejidad de implementacion en comparacion con las
técnicas existentes, llegando facilmente a una reduccién de complejidad de
un orden de magnitud. Adicionalmente, en el Capitulo 5 se describe una
generalizacion del esquema propuesto que permite reducir el piso de error
causado por palabras cédigo de bajo peso. Esto tltimo permite combatir el
piso de error no sélo en cédigos LDPC sino también en codigos turbo como
el TPC. Este esquema es aplicado a un sistema de codificacion basado en un
coddigo TPC de baja complejidad que posee un piso de error a un BER de
1077, pero que combinado con el esquema propuesto alcanza una ganancia
neta de ~ 11,2 dB a un BER= 107'® con un overhead total de ~ 22% vy
un piso de error a ~ 7- 10717, Tal esquema supera en 0,4 dB a los codigos

propuestos en [1] [117] y [125].

1.4. Organizacién

La organizacion de la presente Tesis es la siguiente. El Capitulo 2 brinda
una introduccién a la decodificacion de codigos LDPC basada en el algoritmo
SPA y describe en detalle los problemas asociados al mismo y cuya solucién
son el objetivo de esta Tesis. El Capitulo 3 describe el disenio de la matriz de
paridad y el nuevo esquema de post-procesamiento para reducir el piso de
error. Kl Capitulo 4 describe la arquitectura de implementacion propuesta. El
Capitulo 5 describe el nuevo esquema de concatenacion de codigos propuesto
para reducir el piso de error. Finalmente el Capitulo 6 presenta las principales
conclusiones.
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Capitulo 2

El Algoritmo Suma-Producto y
los Codigos LDPC

Las grandes ideas son aquellas de
las que lo 1nico que nos sorprende
es que no se nos hayan ocurrido
antes.

Noel Claraso.

Resumen

En el presente capitulo se brinda una introduccién al algoritmo Suma-
Producto (SPA) y se describe su utilizaciéon como método aproximado para la
decodificacion por maxima probabilidad a posteriori (MAP) de los codigos
LDPC binarios. Se analiza el problema de estimar el desempeno de dicho
algoritmo y se describe el problema del piso de error.
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16 2.1. El Algoritmo Suma-Producto

2.1. El Algoritmo Suma-Producto

El algoritmo suma-producto tiene como objetivo calcular en forma
eficiente las funciones marginales asociadas a una funciéon multivariable
global; donde eficiente se refiere a reducir la cantidad de operaciones
aritméticas basicas como sumas, productos y evaluacion de funciones. A
tal efecto, dicho algoritmo hace uso de una generalizaciéon de la propiedad
distributiva entre las operaciones suma y producto sobre un semi-anillo’ —
recordar que la propiedad distributiva nos dice que a(b+c¢) = ab+ac donde a,
b, ¢ son elementos del semi-anillo — El hecho de que se trabaje sobre un semi-
anillo le brinda al algoritmo SPA una generalidad muy grande permitiendo
su uso en diversas aplicaciones. La idea bésica es la siguiente, para calcular
ab + ac se necesita realizar dos multiplicaciones y una suma mientras que
sacando factor comin a obtenemos a(b + ¢) y es posible realizar el mismo
célculo con s6lo una multiplicacién y una suma. Esta idea elemental puede
generalizarse a calculos méas complejos trayendo aparejado en la mayoria de
los casos una reduccién de gran importancia en la complejidad de calculo.
Siguiendo la metodologia usada en [91], veremos a continuacién ejemplos
progresivamente mas complejos que nos iluminardn el camino hacia un
algoritmo general®. Para més detalles véase [3] [91] [110].

Sea X = {x1,x9,...,2,} una coleccion de variables tales que para
cada i, x; toma valores en el dominio o alfabeto A; (usualmente finito)
y sea g(x1,x2,...,2,) una funcion a valores reales. El dominio de g es
S = A1 x Ay x---x A, donde x denota el producto cartesiano de conjuntos.
Asociada a cada funcion g(z1,x2,. .., zy) hay n funciones marginales g;(z;).
Para cada a € A;, el valor de g;(a) se obtiene de la suma de los valores
de g(x1,...,x,) sobre todas las configuraciones de las variables que tienen

YUn semi-anillo (A,+,-) es una estructura algebraica similar a un anillo pero que
no requiere la existencia de un elemento inverso para la suma. Esto es, un semi-anillo
es un conjunto A sobre cuyos elementos existen dos operaciones binarias + y - tales
que (A,+) es un monoide conmutativo; es decir que se cumple la propiedad asociativa
(a+b)+c=a+ (b+c), la propiedad conmutativa a + b = b+ a, y la existencia de un
elemento neutro 0 tal que 0 +a = a+ 0 = a para todos a,b,c € A, por otro lado, (4,-) es
también un monoide pero no necesariamente conmutativo y se cumple la ley distributiva
a-(b+c)=a-b+a-cy(b+c)-a=b-a+c-aylapropiedad de elemento absorbente
O-a=a-0=0.

?Vale la pena remarcar que muchos algoritmos conocidos por tener una alta eficiencia
computacional se derivan en el fondo de la misma idea basica que acabamos de comentar,
y por consiguiente son casos particulares del algoritmo SPA (es decir de un buen uso
de la propiedad asociativa). Entre éstos podemos mencionar: el algoritmo de Baum-
Welch, la transformada rapida de Fourier, el algoritmo de Viterbi, el algoritmo BCJR,
el filtro de Kalman, el algoritmo de Shafer-Shenoy, la decodificacién Turbo y algoritmos
de propagacion de mensajes en redes bayesianas tales como el algoritmo de propagacion
en arboles de Pearl [3] [91].
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2. El Algoritmo Suma-Producto y los Cédigos LDPC 17

T; = a; l1.e.,
gilw) = > gl ... an)= Y glar,... z). (2.1)
X\{z:} xj'e Aj
JFi

donde X\{z} ={y e X : y #z}.

Calcular g;(z;) en forma eficiente no es un problema trivial. En lo sucesivo
supondremos que g(z1,...,x,) se puede factorizar en un producto de m
funciones locales f;. Al conjunto de dichas funciones lo denotaremos F. Cada
J € F tiene el subconjunto Xy, C X de variables como argumento. En forma
similar, al conjunto de funciones locales que tienen a x; como argumento lo
denotaremos F,, C F. Esto es,

g(X) =g(x1,...,zn) = [ £(X,) = [ £(x) (2.2)
Jj=1

feFr

Es posible aprovechar esta ultima propiedad para calcular g;(z;) de una
manera mas eficiente que en el calculo directo de la ecuacion (2.1). Por
ejemplo, sea g(x1, 2, 3, x4, x5) una funcion de cinco variables, donde x; con
i=1,...,5 toman todas valores en el alfabeto A de N = | A| elementos. Para
calcular g1 (z1) con 1 € A, fijo, utilizando la definicién de la ecuacion (2.1)
necesitarfamos evaluar y sumar g(x1,...,2Z,) en las N* combinaciones
posibles de las variables (xg,xs,z4,25) € A*. Es decir, necesitariamos
realizar N* — 1 sumas y N4 evaluaciones de la funcion global g(z1,...,,),
donde cada evaluacion de g(z1, . .., x,) implica realizar m evaluaciones de las
funciones locales f € F y m—1 multiplicaciones. Supongamos a continuacién
que g se puede expresar como el siguiente producto:

g(x1,.. . x5) = fa(w1) fe(x2) fo(xs) fp(x4) fE(Ts5), (2.3)

entonces podemos calcular g;(z1) de la siguiente forma:

) = fale) (3 Sptez)) (D fetes)) (32 folen) (3 fotas))

(2.4)
donde soblo es necesario realizar 4N evaluaciones de funciones, 4(N — 1)
sumas y 4 productos. Por lo tanto, gracias a esta factorizaciéon particular
de g es posible reducir significativamente la complejidad calculo de O(N*) a
O(N). La pregunta inmediata que surge es si se puede realizar algo similar
aprovechando cualquier estructura de factorizacion de g. Afortunadamente
la respuesta es afirmativa, aunque la reduccién de complejidad dependera de
la estructura de factorizacién de cada g en particular.
Supongamos ahora que g se puede factorizar como

9(x1,...,25) = falx1) fB(21, 72, 73) fo(23) fO (03, T4y 75) fE(25),  (2.5)
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18 2.1. El Algoritmo Suma-Producto

Algorithm 1: Algoritmo para calcular gj(x1) segiun la
ecuacion (2.6)

Entrada: xy, fA7 fB7 fCa fD y fE

Salida : S = gl(ccl)

1.1 S3+0
1.2 foreach z3 € A do

1.3 Sy <+ 0
1.4 foreach =5 € A do
1.5 So < Sy + fB(xl, X9, 1‘3)
1.6 end
1.7 Ss <0
1.8 foreach z5 € A do
1.9 Sy <0
1.10 foreach z, € A do
1.11 ‘ Sy Sy + fD(:L‘g, :L‘4,$5)
1.12 end
1.13 S5 <+ S5+ fe(xs) - Sy
1.14 end
1.15 Sz <= Sz + fo(xs) - S2- S5
1.16 end

117 S« fa(z1) - S3

entonces podriamos calcular g;(x1) de la siguiente forma:

g1(@1) = fa(@) Y folxs) Y fo(er,@2,23) ) fr(es) Y folws,wa,z5)

Sa(z1,23) Sa(z3,x5)

Ss(z3)

~~

S3(z1)

(2.6)

La ecuacion (2.6) se puede resolver mediante el Algoritmo 1 el cual
requiere N3 4+ 2N? + N sumas, N2 + 2N + 1 multiplicaciones y N3 +
2N? + N + 1 evaluaciones de funciones. Esto representa una reduccion
significativa en comparacion con las N4 — 1 sumas, 4N* multiplicaciones
y 5N* evaluaciones de funciones requeridas en el calculo directo de g1 (1)
sin distribuir las sumatorias. Esta reduccién de los requerimiento de calculo
se torna particularmente importante cuando se incrementa la diferencia (o
relacion) entre el namero de variables de la funcion global y el nimero de

variables de sus funciones factores®.

3En particular, esta relacién es muy grande para las funciones de probabilidad conjunta
de codigos LDPC. Esto ultimo explica en gran parte la eficiencia del algoritmo SPA cuando
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2. El Algoritmo Suma-Producto y los Cédigos LDPC 19

Algorithm 2: Algoritmo para calcular g3(x3) segun la
ecuacion (2.7)

Entrada: 3, fa, fB, fo, [D ¥ fE
Salida : S = g3(x3)

2.1 Sl +~0

2.2 S5+ 0

2.3 foreach 21 € A do
2.4 Sy <+ 0

2.5 foreach z5 € A do
2.6 | Sy < So+ fB(w1,22,23)
2.7 end

2.8 Sl — Sl + fA(%l) . 52
2.9 Sy <0

2.10 foreach z, € A do

2.11 ‘ Sy <+ Si+ fp(xs, x4, x5)
2.12 end

2.13 S5 < S5+ fe(zs) - Sy

2.14 end

2.15 S fc(l’g) . 51 . 55

Continuando con otro ejemplo ilustrativo, calculemos ahora gs(x3) de la
siguiente forma:

g3(x3) = fo(xs) > fu(ws) Y folws,za,25)- > falwr) > fo(wr, w2, 23)

Sa(x3,x5) S2(z1,x3)

Ss(x3) S1(x3)

(2.7)
La ecuacion (2.7) puede resolverse mediante el Algoritmo 2 y requiere
un total de 2N? + 2N sumas, 2N + 2 multiplicaciones y 2N? + 2N + 1
evaluaciones de funciones. Nuevamente, la complejidad de célculo es menor
que la requerida al hacer el cdlculo utilizando directamente la estrategia de la
ecuacion (2.1). Ademas, el lector atento notara que la complejidad de calcular
conjuntamente g1(x1) v g3(x3) es menor que la suma de las complejidades
de calcular cada una por separado. Esto ultimo se debe a que es posible
compartir algunos resultados parciales en el calculo de ambas funciones
marginales. En particular, se pueden compartir las sumatorias Sa(z1, z3),
Sa(zs,z5) y Ss(x3). A continuacion generalizaremos estas ideas utilizando
una representacion grafica de la estructura de facturaciéon de g.

es utilizado como algoritmo de decodificacion.
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20 2.1. El Algoritmo Suma-Producto

@ @ @ @ @

fa /B fe /o fe

Figura 2.1: Grafo factorial de la funcion (2.5).

2.1.1. El Grafo Factorial

El anéilisis presentado previamente puede interpretarse como un
algoritmo que opera sobre un grafo. Dicho grafo, denominado grafo factorial
(GF), es un grafo bipartito que representa la estructura de factorizacion de
una funcién global g. El mismo se compone de un nodo para cada variable z;
denominado nodo-variable, un nodo para cada funcién local f; denominado
nodo-factor, y lados o ramas que conectan el nodo-variable x; con el nodo-
factor f; siy solo si z; es un argumento de f;. Tal grafo es denotado mediante
la triada (X', F,R) donde X' y F son los conjuntos de nodos variables y nodos
factores respectivamente y R C X x F es el conjunto de ramas, i.e., R es
el conjunto de todos los pares ordenados (z, f) con x € X' y f € F tal que
x es una variable de f. A manera de ejemplo la Figura 2.1 muestra el grafo
factorial de la funcién g segin la ecuacion (2.5).

Dentro del grafo factorial, un camino de longitud n entre dos nodos a y b
es una secuencia 21, 2o, . . . , 2, de nodos tales que z1 = a, z, = b y existe una
rama que conecta z; con z;41 parai = 1,2,...,n— 1. El grafo se dice conezo
si para cualquier par de nodos existe un camino entre ambos. Por otro lado,
un ciclo de longitud n es un camino de longitud n que es cerrado, es decir
que empieza y termina en el mismo nodo (z; = z,). Si el grafo factorial no
tiene ciclos y es conexo entonces se dice que es un grafo tipo arbol. Notar
que el GF de g dado por la ecuacion (2.5) es un &rbol. A continuaciéon s6lo
analizaremos grafos factoriales tipo arbol. Sin embargo, todo lo dicho sera
valido para grafos sin ciclos no necesariamente conexos, es decir para lo que
se denomina un grafo tipo bosque (una union disjunta de grafos tipo arbol).
Posteriormente, en la Seccion 2.1.4 consideraremos el caso mdas general de
grafos factoriales con ciclos.

2.1.2. Calculo de una Funcién Marginal

A la representacion grafica de un grafo de arbol se le puede asociar un
nodo raiz a partir del cual se derivan todas las ramas y los nodos del grafo.
Cualquier nodo de un grafo tipo arbol puede utilizarse como nodo raiz. Co-
mo veremos a continuacion, el célculo de la funciéon marginal g;(z;) de una
funcién global g se reduce a un algoritmo que opera sobre el grafo de arbol
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2. El Algoritmo Suma-Producto y los Cédigos LDPC 21

Figura 2.2: Grafo de arbol con raiz en x3 asociado a la funcion (2.5).

de g con raiz en z;. La Figuras 2.2 (a) y (b) muestran la secuencias de célcu-
los que hay que realizar sobre el GF con raiz en x3 para obtener la funciéon
marginal g(x3) de la funciéon global dada por la ecuacion (2.5). La notacion
utilizada en la Figura 2.2 se clarifica en la ecuacion (2.8):

g3(x3) = folxs) Y > foles,zaas)- 1 - fp(s)

5 T4

~~ ~——
H’Jﬁ4—>fD MI5—>fD:MfE—>ac5
S~—— ~~
Hfc—ag3 Hip—=3
'ZZfB(x17x27x3)' 1 : fA(xl) (28)
1o T2 ~—~—~ N——

Hao—fp Hazy—fp=Hfr—a

Hfp—xg

Del ejemplo anterior se observa que el proceso de célculo realizado sobre
el grafo factorial se reduce al cédlculo de dos tipos de mensajes. Dichos
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22 2.1. El Algoritmo Suma-Producto

mensajes se envian desde los nodos-variable a los nodos-factores y viceversa.
El mensaje que se envia desde el nodo-variable hacia el nodo-factor se calcula
de la siguiente forma:

f

/’Lmﬁf(x) = H sz (T). (2.9)
heF\{f}

Por otro lado, el mensaje que se envia desde el nodo-factor hacia el nodo-
variable se calcula como:

proe(@) = D> | FX) T mer(y) | (2:10)

X\{z} yeXy\{z}

2.1.3. Calculo Conjunto de Todas las Funciones Marginales

En muchas circunstancias, y en particular en la decodificaciéon de codigos
LDPC, nuestro interés es el calculo de g;(x;) para mas de un valor de 4. Dicho
céalculo puede ser llevado a cabo aplicando el algoritmo anterior para cada
1 en forma separada. Sin embargo, este método no es eficiente debido a que
muchos de los sub-calculos realizados para diferentes valores de ¢ se repiten.
El objetivo sera entonces reutilizar los sub-calculos.

Cada funciéon marginal g;(z;) es el producto de los mensajes que llevan
al nodo x;. Luego, es necesario calcular todos los mensajes que entran a los
nodos variables. Esto puede realizarse sobre grafos tipo arbol utilizando una
estrategia tipo programacion dindmica [15] [57] tanto en su forma “top-down”
como “botton-up” a saber:

1. Top-down: Se utiliza un algoritmo recursivo con memoria. Esto es,
partiendo de un orden cualquiera, se calculan las funciones marginales
gi(z;) mediante llamadas a un par de funciones conjuntamente
recursivas para calcular los mensajes pr_,,(x) y py—s(x) segin las
ecuaciones (2.10) y (2.9) respectivamente. A dichas funciones se
les agrega una memoria que guarda todos los mensajes que fueron
calculados previamente evitando que se calculen mas de una vez.

2. Botton-up: En este método se realizan los célculos por etapas. En
cada etapa se calculan todos los mensajes (no calculados en una etapa
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previa) para los cuales se dispone de la informacion necesaria para
dicho calculo. Luego de N etapas de célculo, donde N es el didmetro
del grafo?, se habra finalizado el calculo de todos los mensajes.

Se destaca que la estrategia “botton-up” es el método clasico para
implementar los decodificadores de co6digos LDPC.

2.1.4. El SPA Sobre un Grafo con Ciclos

El algoritmo SPA permite calcular en forma eficiente las funciones
marginales de una funcién global cuyo grafo factorial no contiene ciclos.
Sin embargo, el procedimiento descripto en las Secciones 2.1.2 y 2.1.3 no
puede aplicarse cuando dicho grafo tiene ciclos. Esto se debe a que un
ciclo en el grafo factorial se traslada a una relacién recursiva circular en
las funciones i (x) y pe—ys(x) que no puede ser resuelta por etapas.
Para resolver tal situacién, se requiere la resolucién conjunta de todas
las funciones factores involucradas en dicho ciclo (lo que impide sacar
provecho de la factorizacion). Tal resolucion conjunta equivale a eliminar
los ciclos mediante la agrupacién de las variable involucradas. Esto genera
una nueva super-variable cuyo dominio es el producto cartesiano de los
dominios de las variables involucradas. A dichas super-variables hay que
asociarles nuevas funciones factores que son generalmente mas complejas que
las funciones factores originales. Esta técnica se conoce como agrupamsiento
y se utiliza por ejemplo en [91] para derivar la transformada répida de
Fourier. Desafortunadamente, tal transformacién no es siempre viable ya que
usualmente conduce a super-variables con un dominio excesivamente grande.

Un método alternativo para operar en grafos con ciclos consiste en
inicializar todos los mensajes () y/0 piz— ¢(2) con un valor determinado
y luego actualizar sus valores en forma iterativa segun las ecuaciones (2.10)
y (2.9). El algoritmo resultante no tiene una finalizaciéon natural como
en el caso original, sino que los mensajes pueden pasar miltiples veces
por la misma rama. La convergencia de dicho procedimiento no esta
garantizada como asf{ tampoco la exactitud del resultado en caso de que exista
convergencia. Sin embargo, para algunas de las aplicaciones interesantes
como la decodificacién de codigos turbo o LDPC, el resultado se aproxima
bastante a la solucién ideal. Tal procedimiento se detalla en el Algoritmo 3
en donde NN es el nimero de variables de la funcion global, R es el conjunto
de todas las ramas del grafo factorial, R1(i) € R y Ra2(i) € R son
los subconjuntos ramas usados en la i-ésima iteraciéon para calcular los
mensajes fy—f(T) ¥ pf—z(x) respectivamente; por tltimo, I es el ntmero
de iteraciones. Si R1 = Ra = R entonces en cada iteracién se actualizan

4El didmetro de un grafo conexo es la mayor distancia entre dos nodos cualesquiera,
donde la distancia entre dos nodos es el minimo nimero de ramas que hay que atravesar
para llegar de un nodo al otro.
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Algorithm 3: Algoritmo SPA sobre un grafo con ciclos

Entrada: I,R{, R,
Salida : g;(z) parai=1,2,...,N

3.1 foreach (z, f) € R do /* Inicializacidén de mensajes */
3.2 ‘ u?lx(m) =
3.3 end
3.4 fori=1,2,...,1 do /* Iteraciones */
3.5 foreach (z, f) € R do
3.6 if (z, f) € R1(i) then
3.7 ‘ Loy 1 (@) = Tlner (0 o (@)
3.8 else
i o (i-1)
@) = 5 @)
3.10 end
3.11 end
3.12 foreach (z, f) € R do
3.13 if (z, f) € Ra(i) then
3.14 ‘ H (z) = ZX\{x} (f(X) HyEXf\{x} H;:})(y))
3.15 else
5.16 i) =i @)
3.17 end
3.18 end
3.19 end
320 for k=1,2,...,N do /* Calculo de marginales */
321 | gi(z) =1
3.22 foreach f € F,, do
3.23 ‘ 9k(x) = gr(x) u}ﬂzk(w)
3.24 end
3.25 end

todos los mensajes; a ésto se lo denomina flooding schedule [90] y constituye
la metodologia clasica para la implementacion del algoritmo SPA. A lo largo
de esta Tesis nos restringiremos a dicha metodologia. Sin embargo, existe
una amplia variedad de opciones para elegir los subconjuntos R; y Ro en
cada una de las cuales el algoritmo convergera en forma diferente, mejorando
el desempeifio en algunos casos y empeorandolo en otros’.

SEsto dara lugar a diferentes variantes del algoritmo de decodificacién de codigos
LDPC, véase [178] |

| v las referencia alli citadas.
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2.2. Los Coédigos LDPC

Un codigo LDPC es un cédigo lineal definido como el conjunto de
elementos del espacio nulo (o niicleo) de una matriz de paridad H de tipo
rala®, esto es:

¢ = {v:Hv=0} (2.11)

Sea H una matriz con dimensiones M x N. Dicha matriz define un codigo
de longitud N y dimension K con K = N —rango(H). Asociada a la matriz
H, se define un grafo bipartito denominado grafo de Tanner (GT) [151],
que caracteriza completamente a dicho cédigo (ver Figura 2.3). El grafo de
Tanner posee dos tipos de nodos: los nodos de variable v; y los nodos de
chequeo ¢;. Los nodos v; y ¢; representan al i-ésimo bit (o simbolo en el
caso de un codigo no binario) codificado o columna de H y a la j-ésima
ecuacién de chequeo de paridad o fila de H, respectivamente. En G'T, sélo
existen conexiones entre un nodo variable y un nodo chequeo, en particular
v; se encuentra conectado a c¢; si y solo si H;; # 0, donde los indices j e %
indican la fila y columna de H respectivamente. El grado de un determinado
nodo en el GT se define como el niimero de conexiones que posee dicho nodo.
Equivalentemente, los grados de v; y ¢; representan la cantidad de elementos
no nulos en la i-ésima columna y j-ésima fila de H, respectivamente. Si
todos los nodos v; poseen el mismo grado v y todos los nodos ¢; poseen el
mismo grado p, el cédigo se denomina regular. Similar a la notacién usada en
el algoritmo SPA, utilizaremos la siguiente notaciéon para el codigo LDPC.
Denotamos por V al conjunto de nodos variables y C es el conjunto de nodos
de chequeo. Para v; € V y ¢; € C, los conjuntos de vecinos de v; y ¢; son
denotados Cy; y V.; respectivamente, esto es

CU,L.:{C]'EC : Hj7i7é()}yvcj:{viev : Hjﬂ'#O}

Una restriccién de diseno de H que se suele considerar en la bibliografia
como parte de la definicién de codigos LDPC es que el grafo de Tanner
asociado a la matriz de paridad no debe tener ciclos de longitud 4. Esto
significa que no debe existir en la matriz de paridad dos filas (y/o columnas)
que tengan dos o mas elementos no nulos en las mismas posiciones [137]
(ver Figura 2.3). Lo anterior suele denominarse restriccion fila-columna.
Como se verd mas adelante, la razén para exigir tal restriccion a la matriz

SUna matriz rala o esparcida, es una matriz que posee una reducida cantidad de
elementos no nulos. Sin embargo, qué es considerado como “una reducida cantidad” no
tiene una definicién precisa. En el contexto de los cédigos LDPC, se suele adoptar la
nocién de que si la relacion entre la cantidad de elementos no-nulos y nulos es inferior a
0.01 entonces la matriz es considerada rala. Sin embargo, lo anterior solo tiene un caracter
orientativo. Cuan rala sea la matriz va a estar determinado en tltima instancia por el
desempeiio del codigo en cuestiéon cuando es decodificado por el algoritmo SPA y por la
complejidad de implementacion de este tltimo.
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Figura 2.3: (a) Ejemplo de la matriz de paridad y el grafo de Tanner, (b)
Ejemplo de un ciclo de longitud 4, (¢) Ejemplo de un ciclo de longitud 8.

de paridad se debe a que tales ciclos de longitud 4 acarrean problemas
de desempeiio cuando los cédigos LDPC se decodifican con el algoritmo
SPA. Personalmente, prefiero no incluir tal restriccion como parte de
la definicion de codigos LDPC debido a que: (i) estd més asociada al
algoritmo de decodificacion que a los codigos propiamente dichos e (i7)
incluso si no se cumple no indica necesariamente que el algoritmo SPA
tenga un bajo desempefio. Lo anterior, en conjunto con la restricciéon de
usar una matriz de paridad tipo rala nos indicaria que los codigos LDPC
podrian ser considerados como un sub-producto del algoritmo SPA, es
decir como al conjunto de cédigos lineales que pueden ser decodificados
eficientemente mediante algoritmo SPA. Ademés, este ultimo conjunto
podria ser generalizado para incluir cédigos no lineales.

En relacién a lo anterior, y a diferencia de lo que ocurre en la teoria
clasica de codigos, es comun que cuando nos referimos a los cédigos LDPC
no nos estamos refiriendo dnicamente al sub-espacio definido por alguna
matriz de paridad, pudiendo haber una infinidad de matrices diferentes
que generan el mismo sub-espacio’ (i.e., generan el mismo cédigo). Por el
contrario, es comun incluir en el concepto de codigos LDPC al algoritmo de
decodificacion SPA y de esta forma se incluye indirectamente a la estructura
de matriz de paridad. Esto se debe a que el desempeno del algoritmo SPA
estd intimamente relacionado a la estructura del grafo de Tanner el cual
estd completamente determinado por la matriz de paridad. Es muy comun

"Donde permitimos que la matriz no tenga rango completo.
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que dos matrices que representan el mismo cédigo en el sentido clasico
tengan desempenos completamente diferentes cuando son decodificadas con
el algoritmo SPA. Por esta razén los cddigos LDPC se suelen definir mediante
la descripcién de su matriz de paridad. En el Capitulo 3 describiremos
la construccién de dicha matriz, sin embargo, serd de utilidad primero
comprender el proceso de decodificacion el cual describiremos a continuacion.

2.3. Decodificaciéon de Céodigos LDPC Binarios

El esquema de la Figura 2.4 muestra un sistema de comunicacién formado
por la concatenaciéon de un codificador, un canal, y un decodificador en donde:

1. El canal hace referencia al canal equivalente en tiempo discreto
que incluye no s6lo al medio fisico a través del cual se realiza la
transmisiéon, sino también a todas las etapas del transmisor y del
receptor que se encuentran entre el codificador y el decodificador (esto
es: filtros, conversion entre tiempo discreto y continuo, moduladores y
demoduladores, etc).

2. El decodificador es dividido en dos sub-bloques denotados Deco:A
y Deco:B en donde: el Deco:A se encarga de determinar la palabra
codigo mas probable en funcién de los simbolos recibidos y el Deco:B
se encarga de recuperar los bits de informacién a partir de los bits de
la palabra codigo decodificada.

En dicho esquema denotamos con b = bi = (by,bs,...,bx) € {0, 1}
al vector de bits de informacién que se quiere transmitir. Este vector es
luego transformado por el codificador en el vector palabra codigo v = vV =
(v1,v2,...,vy) € {0,1}¥ conformando la entrada al canal. La salida del
canal es el vector y = y = (y1,%2,...,yn) € RY. Por otro lado, los vectores
b y v representan las estimaciones de los vectores b y v, respectivamente,
realizadas por el receptor. Los vectores b, B, v, V e y son una realizacién
particular de los vectores aleatorios B, R vV, Ve Y, respectivamente. En
este esquema, el canal queda completamente caracterizado por la funcién de
densidad de probabilidad condicional fyy(y|v). Sin embargo, la generalidad
de dicha ecuacién esconde una enorme complejidad que trasciende el objetivo
de esta seccién.

Para analizar el algoritmo de decodificacién del cédigo LDPC sera
suficiente restringirnos al caso particular en que la salida del canal en el
tiempo k, yi, s6lo depende del valor de la entrada en el mismo instante de
tiempo, vi. Bajo esta dltima restriccién, es posible factorizar la funcién de

densidad conjunta del canal segiin se muestra en la ecuacion (2.12):

N
fyw(ylv) = H Fyv, (Welvr) (2.12)

k=0
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Codificador

Figura 2.4: Diagrama en bloques del sistema de transmision.

Gracias a la factorizaciéon de la ecuacion (2.12) no existe interaccion
entre las diferentes palabras codigo; por lo que es posible restringirnos
a la transmision de una tnica palabra cédigo. En estas condiciones,
consideraremos a K y a N como la dimensién y la longitud del cédigo
¢, respectivamente. El bloque Deco:A en la Figura 2.4 puede realizar dos
tipos de decodificacion, a saber: decodificacion por bloque (o decodificacion
por secuencia) y decodificacion por bit.

La decodificacién por bloque tiene como objetivo determinar cudl es la
palabra codigo més probable segtun la ecuacion

v = argméxpwy(ﬂy) (2.13)
donde
_ xe(v) - fyw(y|v)
Pov¥) = S ) P69 249
ve{0,1}NV

y Xe(v) es la funcién caracteristica del codigo, esto es ye(v) = 1si v € €
mientras que xe¢(v) =0si v ¢ €.

Por otro lado, la decodificacion por bit tiene por objetivo determinar cuél
es el valor més probable para cada bit de la palabra c6digo segtin la ecuacion

0 sino
donde
Pyw(vly) = D Pyy(vly) (2.16)

es la probabilidad marginal de v; dado y.

Notar que la secuencia decodificada en este ultimo caso puede no ser una
palabra c6digo. Como veremos en lo sucesivo, la decodificacion de codigos
LDPC mediante el algoritmo SPA es una decodificacién por bit:

El algoritmo SPA tendra la finalidad de calcular dichas probabilidades
marginales®. A tal efecto, construyamos la factorizacion de la funcion de

8Antes de proseguir, notese que la transformacion de b a v, establecida por
el codificador, es una correspondencia uno a uno. Ademés, si € es sistematico, la
transformacion de ¥ a b se reduce a la operacién trivial de eliminar los bits de paridad.
Ambas transformaciones son simples y de caracter secundario para el analisis del algoritmo
SPA y por simplicidad no seran consideradas el proceso de decodificacion. Es decir,
restringiremos el problema a la estimacién Vv de la palabra cédigo transmitida v realizada
por el bloque Deco:A.
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probabilidad conjunta Pyjy(v|y) mediante la combinacion de (2.14) y (2.12)
obteniendo la ecuacion

Pyy(vly) = A-xelv HfYka Yr|vk), (2.17)
k=0

(X A oxe)

ve{0,1}V

donde

es una constante de normalizacion. Por otro lado, siendo V¢, el conjunto
de variables involucradas en la j-ésima ecuacién de paridad, denotamos por
Xe; (ch) su respectiva funcién caracteristica. Luego, es posible factorizar
Xe (V) de la siguiente manera:

H Xe; (Ve,) (2.18)

Combinando las ecuaciones (2.17) y (2.18) obtenemos:

M
Pyy(vly) = A-[]xe (Vo) nykwk (Yk|vr) (2.19)
=1

El calculo de las funciones marginales se reduce entonces al célculo de

PP (vk) PErt (or)
M
Py, y(vly) = [fykvk (Yr|vk) Z [Hch (ch) : Hin\Vi(ini)
W{op} Li=1 i#k
(2.20)
para k =1,2,...,N. Los términos Py"" (vg) y P (vg) en la ecuacion (2.20)

se denominan informacidon a priori e informacion estrinseca. Esto es,
PP (vg) vy P£*(vg) representan la informacion que aporta el modelo del
canal y la estructura del cédigo, respectivamente, sobre la probabilidad
Py, jy(vly). El célculo de la ecuacion (2.20) para todo k puede ser
eficientemente aproximado mediante el algoritmo SPA.

2.3.1. EIl Algoritmo

La decodificacion de codigos LDPC mediante el algoritmo SPA se reduce
a aplicar el mismo sobre el grafo factorial asociado a la ecuacion (2.20). La
Figura 2.5 muestra el grafo factorial de un cédigo LDPC general. Como se
describio en el Algoritmo 3, una iteraciéon del algoritmo SPA esta compuesta
de dos pasos. En el primer paso (A), se calculan y envian los mensajes fiy, c;
del nodo-variable v; hasta el nodo-chequeo ¢; para todo par (v;,¢j) € R
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J v, (yilvr) fyra v, (y2lv2) fynvy (Ynlon)

Interconexiones definidas por H

1 2 ™™

Figura 2.5: Grafo Factorial de Pyy(v|y)-

donde R es el conjunto de ramas del grafo factorial. En el segundo paso (B)
se calculan y envian los mensajes pi,—y, desde el nodo-chequeo c; hasta el
nodo-variable v; para todo par (v;,c¢j) € R. Se repiten los pasos (A) y (B)
tantas veces como iteraciones se requieran. Finalmente, en un tercer paso
(C) se calcula la probabilidad a posteriori Py, y(v]y). Las ecuaciones (2.21),
(2.22) y (2.23) resumen los célculos realizados en cada paso:

A. Mensaje de variable a chequeo:

Hov;—c; (vi) = inWi (yilvi) - H He—v; (Vi) (2.21)
em€Cu; \{cj}

B. Mensajes de chequeo a variable:

Hej—v; (Uz) = Z Xe;j (VCj) H Hvm—sc; (Um) (222)

Ve, \{vi} vm€Ve; \{vi}
C. Calculo de la probabilidad a posteriori

cm€Cy;

Los mensajes fic,, —uv;(Vi) ¥ flo;—sc;(vi) son funciones cuyo argumento
v; s6lo puede tomar los valores 0 y 1. Entonces es posible representar
a dichos mensajes por los pares ordenados (fic,,—uv,(0), fe,—v; (1)) v
(#v;—¢;(0), flo;—s¢;(1)). Por otro lado, debido a que dichas funciones
representan funciones de probabilidad, se verifica que fi,, v, (0) +
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e —v; (1) = pro;—s¢;(0) 4 pho,—s¢; (1) = 1. En consecuencia, es posible reducir
cada mensaje a un tnico valor. Existen diversas formas de definir el valor
que representa a cada mensaje. Entre las méas comtines se pueden mencionar
las siguientes:

(1) Asignar al mensaje el valor fic,, s, (0) 0 pic,,—v,; (1).

)
(73) Asignar al mensaje la diferencia pi,, —v,; (0) — fic,,—v; (1) 0 su negacion.
(797) Asignar al mensaje la relacion fic,, v, (0)/ e, —v; (1) 0 su inversa.
iv) Asignar al mensaje el logaritmo natural de la relacion
g J g
e —sv; (0)/ e, —0; (1) 0 su inversa.

Cada una de estas definiciones da lugar a diferentes estructuras de calculo.
Esta Tesis se enfocard en la opcion (iv) la cual se denomina relacidn
logaritmica de wverosimilitud, y representa el estandar de facto para la
implementacion de decodificadores LDPC. Esto ultimo se debe a que tal
representacion permite simplificar los operaciones del algoritmo SPA como
veremos a continuaciéon. Sean

i = ) o2
e . /"LC]—>U1(O)
L¢ ., = In [ucﬁvz(l)] (2.25)
. inWi(yi‘O)]
L " {fyiwi(yﬂl) (2:26)

donde la letra “L” en la notacién anterior hace referencia a que estamos
usando el logaritmo de la relacién de probabilidades; los super-indices “e”
vy “a” hacen referencia a que los mensajes p son la informacién extrinseca
Y fv,v,(wilvi) es la informacién a priori. Combinando las ecuaciones (2.24)
y (2.25) en el calculo en la ecuacion (2.21) es posible reescribir los mensajes

de variable a chequeo de la siguiente manera:

—inWi (y:]0) - [I Hem—v; (0)
e —n em€Cy; \{cj}

e .
L em€Cv; \{cs}

Sl 5 ) @20

v, (il em—son (1
el f=y LHemmu(D)

= qu + Z ng_>U1

em€Cu\{cs}

=lIn

Antes de proseguir con el calculo de los mensajes de chequeo a variable
L¢, ., en el nuevo formato, haremos una conversion intermedia para la cual
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definiremos los siguientes mensajes:

A/"L’L}i—)cj' = :U”Ui—>Cj (0) - /~Lvi—>0j (1)

(2.28)
Aﬂcj—wi = ch-—wi(o) - /~Lcj-—>vi(1)-

Bajo dicha definicion, es posible realizar la siguiente simplificacién del
mensaje de chequeo a variable:

Apiejsm, = [ Dbomose;- (2.29)
UTVLGVCJ' \{UL}

La demostracion es directa a partir de la expansion de la productoria. Vale
remarcar que dicha simplificacién es de considerable importancia para el
calculo del algoritmo SPA sobre codigos binarios. Gracias a la misma, se
reduce significativamente la cantidad de cilculos necesarios para el cémputo
del mensaje de los nodos de chequeo a los nodos de variable. Reescribamos
ahora la ecuacion (2.29) en términos de Lj .y L¢,_,,,. Definiendo

vi*)Cj

el
/’L’Uz’A)Cj (O) = Lg__)c_
e +1 (2.30)
Hoyosey (1) =
Vi —>Cj eL%__)c]_ +1

obtenemos que

einHCj 1
A/f‘vi—mj: Te e
e Vi) _|_1 e viej +1
e f}i—w]- -1
T
e Ty 41
1. 1. (2.31)
62 v —e 2 vy —ey
= lre _lge
62 v +€ 2 7vi—cj
e
— tanh ﬂ
2
y de la misma manera
L€
cj—;
Apie;—v; = tanh <J21) (2.32)

Finalmente, reemplazando (2.31) y (2.32) en (2.29) y resolviendo resulta:

L, L e,
tanh <J2> = H tanh <2J>

VU Gch \{vi}

L, Lo
In [tanh <12>] = Z In {tanh <2]>]

Um,evcj \{'U'L}

(2.33)

Universidad Dacional de Crdoba



2. El Algoritmo Suma-Producto y los Cédigos LDPC 33

de aqui se obtiene
L =070 > of1s, )] (2:34)
vm€Ve; \{vi}
donde ¢(z) = In [tanh (2/2)] y ¢~ (z) = 2tanh ™! (&?).

Por ultimo, el calculo de la verosimilitud a posteriori que en el nuevo
formato se denota como Lg., queda:

0) - Hcmecv.ﬂcm—wi(o)
1) - Tle,ec,, Hem—svi(1)
|0

-elnnom) s L elemn] ew

cm EC /"Lcmﬁvz(l)
=L+ > LS,
Cmecvz

Ty v, (i
L° =1In

(vl
Fyaw, (il
(

Los tres pasos del algoritmo de decodificacién en su versiéon basada en
logaritmos de relaciones de probabilidad quedan entonces reducidos a las
ecuaciones (2.36), (2.37) y (2.38) que se muestran a continuacion:

A. Mensaje de variable a chequeo:

Lgl—wj = Lgi"" Z ng—wl (2~36)
cmecvi\{c]}

B. Mensajes de chequeo a variable:

Ly = ¢ > <z>[Lf,ﬁcj] (2.37)

U, Gch \{v;}

C. Calculo de la verosimilitud a posteriori:

Ly, = Lo+ Y Lt (2.38)
Crnecuz
2.3.2. El Algoritmo Minimo-Suma

El calculo del mensaje Lg . es el mas complejo de implementar ya sea
en hardware o software. Esto dltimo motiva el uso de diversas aproximaciones
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para su simplificacién [137]. Aqui presentaremos la aproximacién mas
utilizada, la cual se basa en la siguiente propiedad de la funcion ¢(z):

5! (¢(a) + ¢(b)> = 2tanh™! [tanh (g) “tanh <3)]

. B 1 +e—|d+b|
— Slgn(a . b) . mln{|a‘, ‘b‘} + ].Og (]-_l_e_la_bl

~ sign(a -b) - min{|al|, |b|}.

Utilizando esta tltima aproximacion de ¢(x), el célculo de los mensajes de
chequeo a variable puede reescribirse asi

€
Vp—Cj

e, = (vke{}rcljl\l{vi} { L }) AT st ) |- (2:39)
vkEch \{vi}
El mensaje ﬁgj _,; Do utiliza la funcién ¢(x), reduciendo todo el calculo a
la busqueda del minimo valor absoluto del conjunto de mensajes Ly, .. de
entrada y al producto de sus signos. La version del algoritmo SPA que utiliza
esta aproximacion se conoce con el nombre de algoritmo minimo-suma [137]
denotado como MSA por su siglas en inglés para min-sum algorithm. Mejoras
adicionales a esta aproximacion han sido propuestas en [29]. En particular,
cabe mencionar el algoritmo minimo-suma re-escaldado denotado como

SMSA por su siglas en inglés para scaled MSA. En esta version del algoritmo

se introduce un factor de correccion en el mensaje Lg ., obteniendo
Te _ Te
LCj—)’Ui =a- LCj-)’U-L' (240)

donde « es un namero real menor que la unidad (tipicamente o = 0,75). Por
su excelente relacién entre desempeno y complejidad, a lo largo de esta Tesis
se utilizara el algoritmo SMSA salvo que se aclare explicitamente el uso de
otro algoritmo.

2.4. Estimaciéon del Desempeno

La estimacion del desempeno del algoritmo SPA o de sus simplificaciones
(MSA, SMSA, etc) como métodos de decodificacion de codigos LDPC
presenta grandes dificultades. El grafo factorial de los codigos LDPC posee
ciclos que influyen de forma compleja sobre dicho algoritmo. Esto tltimo
hace que los mensajes que se propagan en el grafo factorial no sean
estadisticamente independientes, siendo necesario calcular una funciéon de
probabilidad conjunta que los englobe a todos para poder caracterizarlos.
El problema se presenta al no poder calcular dicha funcién debido al gran
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ntmero de dimensiones que posee’ (tantas dimensiones como bits tenga el
codigo). Tal dependencia entre los mensajes genera dos efectos a saber:

1) una degradacion general del desempeno que es producto de una mala
estimacion de las funciones marginales y

2) cambios bruscos en la pendiente de curva de BER vs SNR, conocidos
como pisos de error, que son consecuencia de un cambio repentino en
los patrones de error dominantes.

En las proximas dos secciones analizaremos ambos efectos en mas detalle.
A continuacién mencionaremos brevemente los métodos clasicos utilizados
para analizar el desempeno de cédigos LDPC.

» Density Evolution (DE) propuesto en [135] es un algoritmo que
permite calcular el maximo desempeno posible que puede tener una
determinada familia de cédigos LDPC cuando la longitud del codigo y
el nimero de iteraciones tienden a infinito.

= EXIT Chart o grdfica de transferencia de informacion eztrinseca
propuesta originalmente en [156] para codigos turbo y luego aplicado
en codigos LDPC [157], es un método que permite analizar y estimar
el desempeno de los codigos iterativos. Al igual que density evolution,
este método no es exacto ya que ignora la dependencia estadistica de
los mensajes.

» Importance Sampling (IS) es una técnica de estimacién mediante
simulacién que permite reducir la varianza del estimador superando al

método clasico de Monte-Carlo [145]. Lo anterior permite reducir el
tiempo de simulacién y de esta forma poder estimar desempenos a una
tasa de error menor [24] [71] [176].

Las técnicas de density evolution y EXIT chart no proporcionan una
estimacion precisa sobre cédigos realistas (i.e., longitud menor a 10° bits y
menos de 50 iteraciones) al no ser valida la hipotesis de independencia entre
los mensajes del algoritmo SPA. En particular, estas técnicas no pueden
capturar los dos efectos previamente mencionados. Por otro lado, la técnica
de importance sampling si bien puede capturar ambos efectos tampoco
resuelve el problema por si misma ya que para garantizar su buen desempefio
se necesita informacion adicional sobre la estructura de los patrones de error
dominantes, informacién que es dificil de obtener en la mayoria de los casos.
En el Capitulo 3 usaremos esta tultima técnica para estimar el desempeno del

9Esta dificultad podria minimizarse si la funcién de probabilidad conjunta tuviera
suficiente estructura como para utilizar una representaciéon basada en una variedad
posiblemente no euclidiana con un menor nimero de dimensiones. Tal camino no ha sido
reportado en la literatura analizada.
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codigo LDPC propuesto a un BER~ 10~!°. Adicionalmente, otros métodos
han sido propuestos como técnicas alternativas a los anteriores. Entre estos
ultimos se puede citar a [133] en donde se presenta una técnica para estimar
el piso de error basdndose en el conocimiento de sub-estructuras especificas
del grafo factorial que dominan el desempeno a altos valores de SNR.
Por otro lado, en [147] y [32] se propone un método basado en andlisis
de instanton también para estimar el desempeno a altos valores de SNR.
Desafortunadamente, ninguno de los métodos anteriores brinda una soluciéon
completa al problema de la estimacién del desempeno.

2.5. Efecto de la Dependencia Entre Mensajes

A continuacion compararemos el desempeno real del algoritmo MSA
(estimado con el método de Monte-Carlo) con el desempenio tedrico que
tendria dicho algoritmo si se cumpliera la hip6tesis de independencia entre
los mensajes que arriban a cada nodo variable y a cada nodo factor (es posible
aproximarse asintéticamente a tal hipétesis cuando la longitud del cédigo
tiende a infinito). Para esto ultimo se procedera en forma similar a density
evolution en donde calcularemos la funcién de densidad de probabilidad de la
informacion a posteriori L¢.. Para obtener resultados concretos aplicaremos
dicho andlisis sobre un cédigo simple. En particular, se utilizard un c6digo
producto basado en chequeo de paridad simple (TPC/SPC). La eleccion de
dicho c6digo radica en su simplicidad conceptual y la alta regularidad de su
construccion.

2.5.1. El Cédigo TPC/SPC

Un codigo producto (PC) se construye mediante un arreglo multi-
dimensional de palabras c6digo derivadas de otro u otros cddigos previamente
definidos. A los codigos que se utilizan para construir el arreglo multi-
dimensional se los denomina cédigos base. Los codigos base tipicos son:
c6digos de Hamming, cédigos BCH, y codigos de chequeo de paridad
simple. Dentro de los coédigos TPC, aquellos basados en arreglos bi-
dimensionales (denotados como 2D-TPC) resultan de gran interés. Un codigo
2D-TPC compuesto por dos codigos componentes €; v € con pardmetros
(N1,K1,D1,Gy) y (Na, K3, Ds,Go) respectivamente, tiene parametros
(N,K,D,G) = (N1 Ny, K1K3,D1D3,G; ® Gg2) donde N, K, D, G son la
longitud, dimensién, distancia minima y matriz generadora del cédigo, y ®
representa, producto de Kronecker. Dentro de los 2D-TPC, se centrara la
atenciéon en aquellos construidos en base a codigos de chequeo de paridad
simple (SPC) de longitud n y dimensiéon n — 1, denotados como 2D-
TPC/SPC(n,n — 1)2 [100, , 99]. La Fig. 2.6 muestra el grafo factorial
y la estructura de dicho grafo para un cédigo 2D-TPC/SPC(4,3)2. Los
parametros de un c6digo 2D-TPC/SPC(n,n — 1)? son:
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C8: v10+v11+4v124v13 = 0 mod(2)

Figura 2.6: Codigo 2D-TPC/SPC(4,3)%: el grafo de Tanner y su estructura.

Longitud del codigo N = n?
Dimensién del codigo K = = (n—1)2
Tasa del codigo R = [(n—1)/n]?

Grado de los nodos de bits vy =
Grado de los nodos de chequeo
No. de nodos de chequeo = 2n

n
(
[
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2
n
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I

2.5.2. Estimacién del BER para una Iteraciéon

Usando la aproximacién min-sum del algoritmo SPA con una iteracién,
el logaritmo de la relacion de verosimilitud a posteriori L. del i-ésimo bit
se obtiene mediante la siguiente ecuacion:

} I sign(zg). (2.41)

L) =L + Z min {‘ng
¢ €Cy } ﬁiGch\{’Ui}

. ﬁiEch \{Ul

Si tomamos como ejemplo el codigo 2D-TPC/SPC(4,3)?, la ecuacion (2.41)
con v; = vg se reduce a

Ly =1Lg +min{\L33\,\ng|,|La \}-sz‘gn(Lg3-La SL% )

V12 V9 V12
Z. a a a . a a a
+min {‘LM‘ ) ‘Lvs J |L'U16‘} ’ SZgn(LM ’ Lvs ’ va)

La Figura 2.7 muestra el flujo de calculo correspondiente a dicha ecuacién
sobre el grafo factorial:
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o, ci Estructura del Grafo
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Figura 2.7: Flujo de calculo para una iteracion del algoritmo SPA
correspondiente al codigo 2D-TPC/SPC(4,3)2.

Si suponemos que el conjunto de informacion a priori {Lg, :i=1,...,N}
son variables aleatorias independientes (VAI) (a lo cual denominaremos
hipdtesis H1) entonces para la primera iteracion se verifican las propiedades:

P1: Yu; € {v1,v,...,vn}, la informacion extrinseca que arriba al nodo v;
es la suma de dos mensajes L¢, ,,, estadisticamente independientes.
P2: Yu; € {v1,v,...,vn}, la informacion extrinseca que arriba al nodo v;

es independiente de la informacién a priori L .

La hipotesis H1 (asi como P1 y P2) se cumple para cualquier canal sin
memoria con ruido blanco aditivo (AWN). La propiedades P1 y P2 permiten
calcular la funciéon de densidad de probabilidad (pdf) de la informacion
a posteriori L° a partir de la funcién de densidad de probabilidad de la
informacién a priori L.

Para realizar dicho calculo utilizaremos el siguiente hecho. Si

z = min{|z|, [y|} - sign{z - y}
donde z,y son VAls. Entonces

fo(2) = fo(2) - [L = By (12])] + fu(=2) - Fy(=]2])

+ fy(2) 1= Fol|2D)] + fu(=2) - Fu(—|2]) (2.42)

Aplicando recursivamente la ecuacion (2.42) podemos obtener la pdf
fre ., (x) delos mensajes ngﬁvi a partir de las pdfs fra(,) de la informacion
J 7
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Figura 2.8: Estimacién analitica y resultados de simulacién del desempefio
del codigo 2D-TPC/SPC(33,32)2. Decodificaciéon mediante el algoritmo SPA
con una iteracién. Canal sin memoria con ruido AWGN.

a priori. Luego podemos calcular la pdf fr.(z) de la informacion a posteriori
mediante la convolucién

fro (@) = frg (2)* fre ,, (@) * fre ., (@) (2.43)

Ve v

Finalmente, se puede estimar la tasa de error de bits (BER) integrando
fre (z) en x € (—00,0],

0
BER,, = / fro (x) - dz, (2.44)

donde en esta ultima integral, se asume sin pérdida de generalidad que se
transmiti6 la palabra nula (i.e., v; = 0 para todo 7). Esto ultimo es posible
gracias a la linealidad del codigo.

2.5.3. Resultados de Simulacién para una Iteracién

El procedimiento analitico descripto fue implementado en MatLab
mediante la cuantizaciéon de las pdfs involucradas. Dicha representacion
permitié calcular numéricamente y de forma precisa la pdf de la informacién
a posteriori. Finalmente, la integracién numérica de esta altima dio como
resultado la estimacion de desempeno que se buscaba. El codigo analizado
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10° .

O BCJR Simulacion N
O LDPC, 1 iter. Simulacion AN
—BCJR Teoria \\
---LDPC, 1 iter. Teoria N
10’20 1 I I I i i I iy
8 10 12 14 16 18 20 22
SNR [dB]

Figura 2.9: Estimacién analitica y resultados de simulacién del desempeno
del codigo 2D-TPC/SPC(33,32)2. Decodificacion mediante el algoritmo SPA
con una iteracién. Canal sin memoria con ruido AWLN.

fue el 2D-TPC/SPC(33,32)2. Se obtuvo ademds el desempefio del dicho
c¢6digo mediante simulacién de Monte Carlo. La decodificacién se realizo
mediante el algoritmo MSA con una iteracion. Se analizaron canales de
transmisién sin memoria con ruido blanco aditivo de distribucion Gaussiana
(AWGN) y Laplaciana (AWLN). Las funciones de densidad de probabilidad
Gaussiana fn, (z|p, o) y Laplaciana fn, (z|p, o) utilizadas se describen en
las ecuaciones (2.45) y (2.46) respectivamente:

1 (z—w)?
fng(alp, o) = e 2 (2.45)
oV 2T
1 _|z—p]
fNL(x‘,u'a U) = e o/V2 (246)
ovV?2

Los resultados de simulaciéon y las estimaciones analiticas para el canal
AWGN y AWLN se muestran en las Figuras 2.8 y 2.9 respectivamente.
Una rapida inspeccién visual muestra la exacta correspondencia entre los
resultados analiticos de simulacién.

2.5.4. Estimacién del BER para dos o mas Iteraciones

El método analitico para el calculo del BER utilizado en el caso de una
iteraciéon puede utilizase como método aproximado para el caso de dos o
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Figura 2.10: Flujo de célculo para dos iteraciones del algoritmo MSA
correspondiente al c6digo 2D-TPC/SPC(4,3)2.

mas iteraciones. La Figura 2.10 muestra el flujo de calculo sobre el grafo
factorial del codigo 2D-TPC/SPC(4,3)? cuando se utilizan dos iteraciones.
En dicha figura se observa que la propiedad P1 ya no es vilida mientras que
la propiedad P2 se mantiene. Sin embargo, esta dltima propiedad también
pierde su validez para mas iteraciones. Como veremos a continuacién, la
pérdida de estas propiedades trae aparejado una reduccién en el desempeiio.

2.5.5. Resultados de Simulacién para dos o mas Iteraciones

En la Figuras 2.11 y 2.12 se muestran los resultados numéricos
obtenidos mediante simulacién de Monte Carlo para el desempenio del
cédigo 2D-TPC/SPC(33,32)2. En las mismas figuras se muestran ademéas
las estimaciones analiticas utilizando el método descripto para el caso de
una iteracion. Se analizan los canales AWGN y AWLN para los casos de 1, 2
y 3 iteraciones SPA. Los resultados muestran que la estimaciéon analitica se
aleja de los resultados de simulacién a medida que la SNR aumenta cuando
se utilizan 2 o mas iteraciones. Dicha diferencia se hace mas notoria cuando
el nimero de iteraciones es mayor.

2.6. El Problema del Piso de Error

Ademas del efecto de degradacién observado en la secciéon anterior, la
dependencia en los mensajes del algoritmo SPA tiene otro efecto similar
pero aun mas nocivo denominado piso de error, el cual analizaremos a
continuacion. La curva de BER vs. SNR de cédigos iterativos y en particular

Universidad DNacional de Crdoba



42

2.6. El Problema del Piso de Error
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Figura 2.11: Estimacién analitica y resultados de simulacién del desempeno
del codigo 2D-TPC/SPC(33,32)2. Decodificacion mediante el algoritmo MSA
con 1, 2 y 3 iteraciones. Canal sin memoria con ruido AWGN.

de codigos LDPC se puede dividir en dos regiones denominadas regidn
de cascada y region de piso de error'’. La region de cascada ocurre a
valores de SNR bajos o moderados en donde la curva cae rapidamente. Es
comin que en esta regién la curva incremente monétonamente su pendiente.
La regiéon de piso de error se encuentra a continuacién de la regiéon de
cascada extendiéndose hacia la zona de alta SNR. El punto de inicio de
dicha regién se encuentra alrededor de la zona en donde la curva reduce
su pendiente. La Figura 2.13 muestra la curva de BER vs. SNR del cédigo
LDPC|2640,1320] de Margulis'! utilizando diferentes resoluciones para la
representaciéon en aritmética finita de los mensajes del decodificador. En
dicha figura se observa claramente las dos regiones mencionadas en el caso
de usar una implementacién de punto fijo para el decodificador (ver curvas
marcadas con tridngulos). En el caso de usar una implementacién de punto
flotante, la regiéon de piso de error se encuentra a un BER inferior al que
es posible llegar por simulacién. Como una segunda observacién, lo anterior

10Mas conocidas por sus nombres en inglés como region de waterfall y de error-floor.

11Se utilizo como ejemplo el codigo de Margulis por dos razones: (¢) dicho codigo presenta
un piso de error a un BER alto, el cual es posible estimar mediante simulacién y (i7) es
un coédigo ampliamente analizado en la bibliografia y comtinmente usado como referencia
para el anélisis del desempeiio del algoritmo SPA.
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Figura 2.12: Estimacién analitica y resultados de simulacién del desempefio
del codigo 2D-TPC/SPC(33,32)2. Decodificacién mediante el algoritmo MSA
con 1, 2 y 3 iteraciones. Canal sin memoria con ruido AWLN.

nos adelanta el efecto que produce la aritmética finita sobre el piso de error,
efecto que luego analizaremos en mayor detalle.

El piso de error representa un problema muy serio para las aplicaciones
que requieran un bajo BER. Por ejemplo, un BER en el orden de 10715
es un requerimiento tipico en aplicaciones de transmision por fibras 6pticas
v en dispositivos de almacenamiento de informacién. En estas aplicaciones
no es posible estimar el desempenio mediante simulacién por computadora
va que dicha simulacién podria tomar anos en las computadoras actuales.
A ésto se le suma la ausencia de un método analitico para estimar el
desempeno de cédigos LDPC, particularmente para estimar el desempeno a
BER bajos. Por estas razones, en las tltimas dos décadas se ha realizado
un gran esfuerzo para determinar la causa del piso de error e intentar
eliminarlo. Estas investigaciones han mostrado que para el canal binario
con borrado'?, el piso de error de un coédigo LDPC se origina por pequeiias
sub-estructuras del grafo factorial conocidas como stopping set (SS) [11].
Una caracterizacién de dicha estructuras que resulta 1til para la estimacién
de desempetio se puede encontrar en [126]. Sin embargo, en esta Tesis nos
enfocaremos en el canal AWGN en donde la situacién es un poco maés
compleja que en el canal BEC. El piso de error en canales con ruido AWGN

12Mas conocido por su nombre en inglés como binary erasure channel (BEC)
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Figura 2.13: Curva de BER vs. SNR del c6digo de Margulis cuando se utiliza
el algoritmo de decodificacién SMSA con resolucion de punto flotante y punto
fijo.

estd dominado por diferentes estructuras denominadas: near-codewords [111],
trapping sets [133], v absorbing sets [15]. Desafortunadamente, enumerar
dichas estructuras y estimar su impacto en el desempefio ha mostrado ser un
problema dificil de resolver. Adn para un canal tan simple como el AWGN,
el problema de estimacién del piso de error no esta del todo resuelto.

2.6.1. Patrones de Error

Extendiendo la notacion introducida en la Secciéon 2.2, para V C V' y
C C C, los conjuntos de vecinos de V' y C se denotan Cy = [J,cyy Co ¥
Vo = Ucec V., respectivamente. Sean Yoy y Vv C VY los conjuntos de
nodos variable sin errores y con errores respectivamente, donde VO UV =V
y VYN V! = (). Un nodo de chequeo ¢ € C se dice que esta satisfecho si la
decisién dura de los mensajes que llevan desde sus nodos variables vecinos
v € V. satisfacen la ecuacién de paridad asociada a c¢; de lo contrario,
se dice que c esta insatisfecho. Luego, para v € V y z € {0,1}, sea
C* ={ceC, : |[V.nV =2z mod(2)}; ie. COy C! son los conjuntos
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de nodos de chequeo satisfechos e insatisfechos, respectivamente, conectados
a v. Finalmente, para V.C Vy x € {0,1}, C{, = U, ey C&.

La estructura de los patrones de error sobre un canal AWGN fue
capturada en los trabajos [15][97][L11][133] bajo las nociones de near-
codewords, trapping-sets y absorbing-sets, cuya definicién se presenta a
continuacion.

Definicién 2.6.1 (near-codeword). Un (a,b) near-codeword es un conjunto
de nodos variables V € V tales que |V| = a y [C{,| = b (i.e., b es el peso
del sindrome). En particular, si b = 0 entonces se trata de una palabra
codigo [111].

Definicion 2.6.2 (trapping-set). Un (a,b) trapping-set es un (a,b) near-
codeword que es propenso a errores para un determinado algoritmo de
decodificacién. Por ejemplo, si se utiliza un decodificador por maxima
verosimilitud, s6lo los (a, 0) near-codewords, i.e., las palabras c6digos, pueden
ser trapping-sets [133].

Definicion 2.6.3 (elementary trapping-set). Un (a,b) elementary trapping-
set es un (a,b) trapping-set en el cual V. NV| = 1 para todo ¢ € C{, y
[V.NV| =2 para todo ¢ € C{, [97]. Los b nodos de chequeo C}, insatisfechos
estdn conectados a exactamente uno de los a nodos variables V' con error y el
resto de los nodos de chequeo satisfechos Cg/ estdn conectados a exactamente
2 de los a nodos variables V' con error.

Definicién 2.6.4 (absorbing-set). Un (a,b) absorbing-set es un (a,b) near-
codeword tal que para cada nodo variable v € V se cumple que |C}| <
ICO| [15]. Esto es, cada nodo variable v € V tiene mas nodos de chequeo
satisfechos que nodos insatisfechos conectados a él.

Definicion 2.6.5 (fully absorbing-set). Un (a,b) fully absorbing-set es un
(a,b) absorbing-set tal que la condicion |CL| < |CY| se cumple para todo nodo
variable v € V y no so6lo para v € V' [15].

De las definiciones anteriores se observa que el concepto de near-codeword
es genérico y no implica necesariamente un patréon de error dominante, sin
embargo es 1til para definir a estos dltimos. El concepto de trapping-set
depende del decodificador en cuestion; en este sentido decimos que es una
definicién a posteriori (i.e., un trapping-set es un near-codeword para el cual
sabemos que es un error dominante para un decodificador determinado).
El concepto de elementary trapping-set impone mayor estructura al patrén
de error. Tal concepto fue propuesto en [97] y estuvo motivado por la gran
frecuencia con que se observé dicha estructura en los trapping-set capturados
mediante simulacién. Por ultimo, los conceptos de absorbing-set y fully
absorbing-set s6lo dependen de la matriz de paridad y son independientes del
decodificador en cuestién, por tal motivo decimos que son conceptos a priori.
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Esto hace que el concepto de absorbing-set tenga una aplicacion directa a la
hora de caracterizar la matriz de paridad de un cédigo.

La justificacion detrds de las definiciones de los patrones de error
anteriores se puede capturar utilizando un modelo simplificado para el
comportamiento del SPA, el cual se aproxima a lo que ocurre en un
decodificador de bit-flipping [103]. En dicho modelo se asume que los
mensajes que llegan a un nodo variable v € V desde nodos de chequeo
satisfechos C) van a reforzar el estado actual del nodo variable en cuestion,
mientras que los mensajes que llegan desde nodos de chequeo insatisfechos C}
van a tener el efecto contrario'?. Luego, son més propensos a no ser corregidos
por el SPA todos aquellos patrones de error compuestos de nodos variables
para los cuales los mensajes que le llegan desde nodos de chequeo falsamente
satisfechos son més fuertes que los que llegan de los nodos de chequeo
insatisfechos. Asumiendo que todos los mensajes tienen igual amplitud, lo
anterior implica que un patrén de error va a ser problemético si cada uno
de sus nodos variables esti conectado a mas nodos de chequeo falsamente
satisfechos que a nodos de chequeo insatisfechos, es decir, que el patrén es un
absorbing-set. Adicionalmente, si exigimos lo anterior para todos los nodos
variables con el fin de evitar que un bit correcto se vuelva incorrecto con el
correr de las iteraciones (cambiando de esta forma la estructura del patron
de error), se obtiene un fully absorbing-set'*. Como corolario tenemos que
si el patrén no es un fully absorbing-set entonces podria no ser estable. Tal
inestabilidad se manifiesta como (7) una secuencia transitoria de mutaciones
del patron de error hasta converger a un patron estable, (i7) una secuencia de
mutaciones periddica o (ii7) una secuencia de mutaciones no periédica y no
convergente'®. Afortunadamente, en la practica los errores estan usualmente
dominados por patrones de error estables.

En un canal AWGN, mientras mayor es la cantidad de errores, menor es
su probabilidad de ocurrencia. Consecuentemente, los (a,b) near-codewords
dominantes serdn aquellos que posean una cantidad de errores a pequena.
Otro factor que afecta la probabilidad de ocurrencia de un patrén de error
es el namero de ecuaciones de paridad insatisfechas b. Mientras menor
sea este ultimo, menor serd la capacidad del decodificador de corregirlo.
Finalmente, su probabilidad también esté afectada por su multiplicidad. Un

3Notar que ésto es sélo una aproximacién al comportamiento real del SPA ya que el
estado de un nodo variable estd determinado por la decisiéon dura de su correspondiente
probabilidad a-posteriori, la cual puede no ser igual a la decisiéon dura de la informaciéon
extrinseca enviada a sus nodos de chequeo vecinos.

MNotar que los fully absorbing-set son precisamente aquellos patrones de error que
permanecen estables cuando se utiliza un decodificador de bit-flipping [103].

'5Hay que aclarar que en general cualquier implementacién del algoritmo SPA basada en
aritmética finita va a tener un ntimero finito aunque inmenso de estados, por consiguiente
todo comportamiento va a ser periodo siendo el periodo mas largo igual al nimero de
estados del algoritmo SPA. Sin embargo, tal periodicidad escapa a los fines précticos ya
que el nimero de iteraciones es mucho menor que el nimero de estados.
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caso limite ocurre cuando b = 0, es decir que el patron de error es en si
mismo una palabra cédigo. En esta tltima situacién, independientemente
del decodificador, no es posible corregir los errores, porque las palabras
coddigos de minima distancia son los patrones de error dominantes. Lo
anterior presenta la situaciéon tipica que tiene lugar en cédigos clésicos y
en codigos convolucionales turbo. Sin embargo, en cédigos LDPC es usual
que los near-codewords dominantes no sean palabras cédigos. El hecho de que
el SPA pueda quedar atrapado en (a,b) near-codewords con b > 0, abre la
posibilidad a la existencia de patrones con un ntmero de errores a¢ menor a la
distancia minima del c6digo (o con mayor multiplicidad) trayendo aparejado
un degradacién en el desempeno. Si la multiplicidad de dichos patrones de
error es baja, entonces el efecto s6lo va a ser apreciable a bajo BER generando
lo que se conoce como piso de error.

Como es de esperar, la sub-estructura detras de los patrones de error
mencionados son los ciclos en el grafo. Por lo tanto los near-codewords
dominantes seran aquellos que resultan de la combinacién de miltiples ciclos
cortos.

2.6.2. Efecto de la Aritmética Finita en el Piso de Error

En implementaciones practicas del algoritmo de decodificacién, valores
reales no pueden ser utilizados para representar los mensajes y en su
lugar se utiliza aritmética de precision finita. Esto dltimo genera efectos
de saturacién y cuantizaciéon que pueden afectar el comportamiento del
algoritmo [118, , 181]. Tales representaciones numeéricas pueden dividirse
en cuantizacion uniforme (CU) y cuantizacion no uniforme (CNU). En
CU el paso de cuantizacién es constante mientras que en CNU no lo es.
Adicionalmente, la cuantizacién puede ser adaptiva o fija (no-adaptiva)
dependiendo de si ésta cambia con el tiempo o no. La implementacién clasica
para el decodificador del codigos LDPC esta basada en CU no adaptiva. En
particular, se utiliza CU de punto fijo, es decir que se dispone de un niimero
finito de digitos antes y después de la coma. La ventaja de dicho formato
es la baja complejidad de implementaciéon de las operaciones aritméticas
(suma, resta y multiplicacion), de las operaciones logicas (comparacion,
etc) y de las operaciones de redondeo y saturacién. Por otro lado, el uso
de CNU disminuye el efecto de saturaciéon y cuantizacién a costa de una
mayor complejidad de implementacion. Para la cuantizaciéon de punto fijo
utilizaremos en lo sucesivo la notaciéon Qm.f para representar la resolucién
de un namero signado de punto fijo. Si [bym—1,bm—2,...,b0,b-1,...,b_¢] €
{0,1}™*+f es la representacion binaria del namero 2 con precision Qm. f en lo
que se denomina formato modulo-2, entonces el valor de x se puede calcular
como & = —by,_1 -2 1+ Z?E_Qf b;-2¢, donde el paso de cuantizacion es 2-F
y el rango es —2™ 1 < < 2m~1 — 27/ En el Capitulo 4 se analizaran en
mas detalle este formato y una variante del mismo denotada modulo-signo
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que serd de mayor utilidad para los calculos en el nodo de chequeo.

Los primeros estudios sobre el efecto de la aritmética finita fueron
realizados para la regién de cascada de la curva de BER vs SNR. Un
gran esfuerzo fue llevado a cabo para optimizar la resolucién usada
para la cuantizacion uniforme de punto fijo [187][180][184]. Zhao et al.
estudid el efecto de la saturacion y la cuantizaciéon uniforme optimizando
heuristicamente el ntmero de bits y el paso de cuantizaciéon para algunos
codigos LDPC. Por otro lado, en [I80] se propone un esquema de doble
cuantizaciéon uniforme para aproximar mejor la funcion log(tanh(x)) usada
en el calculo de los mensajes L¢, . del algoritmo SPA. Dicha cuantizacion
consiste en usar cuantizacion Qm.f con f = m (i.e., puramente fraccionaria)
para representar valores menores a la unidad y f = 0 (i.e., puramente entera)
para representar valores mayores a la unidad. Finalmente, en |184] se propone
una idea similar para incrementar la precision en la cuantizacion de la funcion
log(tanh(x)). En este ultimo caso, también se utiliz6 aritmética de punto
fijo. Sin embargo las resoluciones utilizadas en los mensajes desde los nodos
variables a los nodos de chequeo y viceversa fueron optimizadas en forma
independiente. Cabe mencionar que dichos métodos se enfocaron en analizar
el efecto de cuantizacion y no el efecto de saturacion. Ademas, estos métodos
se enfocaron en los efectos sobre la regién de cascada y no sobre la region de
piso de error (pudiéndose observar ademés que las soluciones propuestas no
tenian impacto significativo sobre el piso de error).

El efecto de la aritmética de punto fijo y en particular el efecto de la
saturacién sobre el piso de error se observa claramente en la Figura 2.13
para el c6digo de Margulis. Tal dependencia con la saturaciéon serd analizada
en mas detalle en el Capitulo 3. En dicho capitulo se propone ademés el
uso de un esquema de post-procesamiento basado en cuantizacién adaptiva
para eliminar la degradacién. Tal contribucién dié lugar en parte a la
publicacion [118]. Posteriormente, se realizaron observaciones similares por
parte de Zhang y Siegel en [181] confirmando los hallazgos publicados en [11§]
(véase el Capitulo 3).

2.7. Conclusion

El algoritmo suma-producto proporciona un método eficiente para
calcular las funciones marginales de una funcién global al tomar ventaja de
la estructura de factorizacion de esta dltima. Tal estructura de factorizacion
puede caracterizarse por completo mediante un grafo bipartito denominado
grafo factorial. Si dicho grafo no posee ciclos entonces el célculo de las
funciones marginales es exacto. Por el contrario, si el grafo posee ciclos
la convergencia del algoritmo a la solucién exacta no estd garantiza. Sin
embargo, reduciendo la cantidad de ciclos pequenos es posible obtener
una excelente aproximacién a la solucién exacta. En particular, cuando
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dicho algoritmo se aplica como método de decodificacion de codigos LDPC,
posee un excelente desempeno logrando resultados casi 6ptimos y con
un requerimiento computacional moderado. Desafortunadamente, la sub-
optimalidad del algoritmo en este ultimo caso genera una pérdida de
desempefio a tasas de errores muy bajas, usualmente menores a 10710, Tal
efecto es conocido como piso de error y se manifiesta como un cambio
repentino en la pendiente de la curva de BER vs. SNR. Este efecto se
genera por la presencia de pequenas sub-estructuras dentro del grafo factorial
que son conocidas como near-codewords, trapping-sets v absorbing-sets. Ain
no existe una solucién completa a este problema, limitando el uso de los
coddigos LDPC en aplicaciones que requieren baja tasa de error como ocurre
en transmision por fibras 6pticas y en dispositivos de almacenamiento. La
presente Tesis intenta aportar una solucién en este dltimo sentido.
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Capitulo 3

Codigo LDPC con Bajo Piso
de Error

La verdadera grandeza de la ciencia
acaba valordndose por su utilidad.

Gregorio Marafion.

Resumen

El presente capitulo describe el diseno de un cédigo LDPC con bajo
piso de error, alta ganancia de codificacién y una estructura particular de
la, matriz de paridad que hace posible una arquitectura de implementaciéon
eficiente. Se describe el diseno de la matriz de paridad y se propone un nuevo
algoritmo de post-procesamiento para reducir el piso de error. Ademés, se
analiza el desempenio del cédigo propuesto mediante simulacion en FPGA
y estimaciéon semi-analitica basada en importance sampling. Los aportes
descriptos en el presente capitulo se encuentran publicados en [119] y [11§]
y también en la patente [51].

ol



52 3.1. Introduccion

3.1. Introduccion

El presente Capitulo describe un nuevo cédigo LDPC reconfigurable
con alta ganancia de codificacién y muy bajo piso de error. En particular,
se describe el diseno de la matriz de paridad y un nuevo algoritmo de
post-procesamiento. La estructura propuesta para la matriz de paridad
no so6lo permite reducir el piso de error sino que también posibilita el
diseno de una arquitectura reconfigurable de baja complejidad para la
implementaciéon del decodificador. Dicha arquitectura serd descripta en el
Capitulo 4. Por otro lado, el esquema de post-procesamiento propuesto
reduce el piso de error en mas de tres ordenes de magnitud, superando al
esquema de post-procesamiento clasico propuesto en [186] y [1841]. Como
caso particular, se construyé y analizé un cédigo de 24576 bits de longitud
y 20482 bits de dimensién que posee un desempefio a 1.3 dB del limite
de Shannon a un BER de 107'. Cabe remarcar que dicho desempefio no
se logra con un decodificador SPA ideal sino con un decodificador SMSA
de 5 bits de precisiéon y un promedio de 8 iteraciones por palabra codigo.
Este decodificador fue modificado con el algoritmo de post-procesamiento
propuesto a fin de evitar un piso de error. El desempeiio de dicho cédigo fue
determinado mediante la combinaciéon de emulacién en FPGA con la técnica
de importance sampling.

3.1.1. Estado el Arte

El coédigo propuesto tiene aplicacién directa en las comunicaciones por
fibras 6pticas y en el almacenamiento de la informacién debido a que en
ambas aplicaciones se requiere un piso de error muy bajo, una alta ganancia
de codificacion y una arquitectura de implementacion para alta velocidad que
sea eficiente en términos de area y potencia. Otra area de aplicacién para el
codigo propuesto se encuentra en las comunicaciones inaldmbricas donde, a
pesar de que la velocidad de transmisiéon es menor debido a las limitaciones
del medio inalambrico basado en ondas de radio!, se requiere también una
alta ganancia de codificacién.

Particularmente, como validacién de la utilidad del codigo propuesto
en comunicaciones por fibras opticas, cabe remarcar que dicho c¢o6digo
serd usado en la préxima generacion de enlaces 6pticos coherentes a
velocidades de 100 Gb/s y 200 Gb/s — véase [96] — construidos por la
empresa ClariPhy”. En tal implementacién, los dos principales esquemas de
codificacion competidores fueron: (i) una triple concatenacion de codigos

! Actualmente est4 bajo investigacion el area de comunicaciones inalambricas basadas
en enlaces Opticos, en donde la transmision podria alcanzar velocidades superiores a las
logradas utilizando ondas de radio, particularmente para enlaces de corta distancia. En
estas aplicaciones el cddigo propuesto podria ser de gran interés.

*Véase wuw. clariphy.com.ar y www.clariphy.com
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propuesta por Onohara et al. en el ano 2010 en [125] y (i¢4) un codigo
TPC propuesto en el aio 2011 por Dave et al. en [38]. Ambos codigos,
junto al aqui propuesto, son los tinicos cédigos publicados que demostraron
poseer alta ganancia de codificaciéon y fueron efectivamente implementados
en un chip (no FPGA). El codigo propuesto en [125] posee un overhead
fijo de ~20.5% logrando una ganancia neta de codificacion de 10.8 dB a
un BER=10"1?, la cual es 0.5 dB inferior a la ganancia del codigo aqui
propuesto cuando éste es configurado con un overhead de 20%. Por otro
lado, el codigo propuesto en [38] posee un overhead fijo de ~15% y alcanza
una ganancia neta de codificacion de 11.1 dB, igualando a la del codigo
aqui propuesto para el mismo overhead. Sin embargo, ambos c6digos tienen
la desventaja de que no pueden ser configurados para soportar diferentes
overheads. Tal flexibilidad es necesaria para adaptar la codificacion segin el
estado del canal, optimizando de esta forma el uso de este tltimo® [23].
Otros c6digos han sido presentados en los ultimos dos anos que prometen
un desempenio similar o superior al del c6digo propuesto. Sin embargo,
ninguno de ellos ha demostrado hasta el momento poseer una eficiente
arquitectura de implementaciéon, limitdndose al anéalisis de desempeno
mediante simulaciéon en computadora o emulacién en FPGA. Entre dichos
cddigos los principales son: un codigo LDPC propuesto por Chang en
el 2012 [26] que con un overhead de 20% alcanza una ganancia neta
de codificacion de 11.5 dB. Este codigo fue emulado en FPGA pero su
complejidad de implementacién atn no ha sido evaluada. En particular,
el algoritmo de decodificacién utilizado en este tultimo cédigo no posee un
flooding schedule [90] (véase Seccion 2.1.4) lo que dificulta su paralelizacion.
Por otro lado, en [82] se propuso un esquema de codigos concatenados que
combina un LDPC con un RS logrando una ganancia neta de codificacion
de 11.30 dB con un overhead de 20.5%. Este ultimo LDPC es también un
codigo cuasi-ciclico como el aqui propuesto pero cuya longitud (74844 bits)
es més de tres veces superior al cédigo aqui propuesto, ademas de requerir el
uso de un cédigo externo para eliminar el piso de error. Més recientemente,
en el presente ano en [148] se propone un esquema concatenado basado
en un LDPC(38400,30832) y un BCH(30832,30592) con un overhead total
de 25.5% y una ganancia neta de codificacion de 12 dB a un BER de
10~ obtenida mediante extrapolacién de resultados de simulacién por
computadora. Desafortunadamente, la factibilidad de implementaciéon de
dicho c6digo atn no ha sido evaluada ni tampoco verificada la ausencia
de piso de error. Cabe aclarar que tal ganancia se puede obtener utilizando
el codigo aqui propuesto con el mismo overhead. En base a lo anterior, se
pone en evidencia que el c6digo aqui propuesto atin no ha sido efectivamente

3La adaptacion del codigo al estado del canal ya es de uso estandar en el area de
las comunicaciones inaldmbricas y estd comenzando a ser utilizada también en canales
opticos. Su aplicacion en estos tltimos estuvo limitada por cuestiones de complejidad de
implementacién debido a la alta velocidad.
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superado ya que para tal fin se debe tener en cuenta no sélo la ganancia
neta de codificacién estimada sino también la ausencia de piso de error
requerida para confirmar esta dltima. A ésto hay que sumarle la existencia
de una arquitectura de implementaciéon que haga viable su aplicacién en
equipos comerciales. En este sentido cabe destacar que este aspecto practico
constituye uno de los ejes principales de esta Tesis, ya que el desafio
de los cédigos LDPC no solo se limita al desempenio sino también a su
implementacion.

3.2. Diseno de la Matriz de Paridad

Tanto el desempetio como la complejidad de implementacién de un cédigo
LDPC estan fuertemente ligados a la estructura de la matriz de paridad. Es
entonces necesario realizar un disefio que tenga en cuenta ambos aspectos. A
continuacién describiremos la construccion del c6digo combinando aspectos
de implementaciéon y de desempeno. La implementacién estd relacionada
con lo que llamaremos estructura de particion regular por columnas (PRC)
combinada con una estructura cuasi-ciclica (CC), mientras que el desempeno
estd relacionado con la metodologia empleada para la reducciéon de ciclos de
corta longitud.

3.2.1. Matriz con Particién Regular por Columnas

Sea H la matriz de paridad (m xn) de un codigo LDPC. Bajo la condicion
de que n = uq con u y g nimeros enteros, la matriz H puede dividirse en u
sub-matrices de dimension (m X ¢) segin muestra la ecuacion (3.1):

H=[HD...HO... H(u)] _ (3.1)

A las sub-matrices H® se les impondré ademas la restriccion de que los pesos
de las filas y de las columnas no cambien en funcion de [. A tal restriccion
la denominaremos Particion Regular por Columnas PRC. La Figura 3.1
muestra un ejemplo en donde una matriz regular H de pesos (4,12) es
dividida en p = 6 sub-matrices regulares H) de pesos (4,2) (i.e., ¢ = 2).
La restriccion PRC posibilita la implementaciéon de una arquitectura
semiparalela eficiente basada en el algoritmo MSA o sus variantes [120].
En dicha arquitectura cada iteracién es dividida en p pasos. En el [-ésimo
paso, s6lo se calculan los mensajes relacionados con la sub-matriz HO,
Lo anterior permite reutilizar en cada paso los mismos ¢ nodos variables,
reduciendo de esta forma el hardware asociado por un factor de u. Por otro
lado, la complejidad de interconexién es también reducida ya que la red de
interconexién so6lo estd asociada a los elementos no nulos de la sub-matriz
H® 1a cual es p veces menor que en la matriz original H. Adicionalmente,
el céalculo de los nodos de chequeo se simplifica al poder realizarlos en
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Figura 3.1: Ejemplo de la particién regular por columnas de una matriz
de paridad cuasi-ciclica de pesos (4,12) en u = 6 sub-matrices regulares de
pesos (4,2).

forma recursiva. Finalmente, gracias a la recursividad del nodo de chequeo,
es posible realizar una importante simplificacién en los requerimientos de

memoria al s6lo ser necesario almacenar dos mensajes [29]. Los detalles de
tal arquitectura y sus ventajas seran analizados en el Capitulo 4. Véase
también las publicaciones [120] y [118] y la patente [51].

3.2.2. Matriz Cuasi-Ciclica

Las matrices cuasi-ciclicas son aquellas construidas como un arreglo
rectangular de sub-matrices cuadradas ciclicas del igual tamafio® (véase [103]
para mayores detalles). Los codigos cuya matriz de paridad es una matriz
cuasi-ciclica se denominan cédigos cuasi-ciclicos, y representan una de las
familias mas importantes y generales de codigos [137]. Tal estructura en
la matriz de paridad posee la ventaja de simplificar considerablemente la
implementacion de los algoritmos de codificacion y decodificacion. Notese que
los codigos ciclicos (entre los cuales se puede mencionar a los codigos BCH
y RS) son un caso particular de coédigos cuasi-ciclicos. Afortunadamente,
las ventajas de la estructura cuasi-ciclica son independientes de la densidad
de la matriz, siendo por lo tanto posible construir cédigos LDPC cuasi-
ciclicos, denotados CC-LDPC, con la tnica restriccién adicional de que
las sub-matrices ciclicas sean ralas. Dichos c6digos han demostrado poder
alcanzar desempenos muy cercanos al limite de Shannon, véase [36] y [137].
Ademas, la propiedad de ser cuasi-ciclicos ha mostrado ser una ventaja para
su implementacion [36]|137]. Finalmente, la estructura cuasi-ciclica facilita el
anélisis de los parametros del c6digo v de la caracterizacién de sus patrones
de error [151][175][137].

4Es posible generalizar esta definiciéon a un arreglo de sub-matrices cuadradas ciclicas
no necesariamente del mismo tamaiio [141]. Dicha generalizacion tiene ventajas teoricas
pero presenta problemas de implementaciéon por lo que no seré tratada aqui.

Universidad DNacional de Crdoba



56 3.2. Diseno de la Matriz de Paridad

Los codigos LDPC cuasi-ciclicos pueden clasificarse en funcién del peso
maximo ¢ de sus sub-matrices, i.e., d es el nimero maximo de diagonales que
tienen sus sub-matrices ciclicas. A dicho ¢6digo se lo denomina “CC-LDPC
tipo-¢”. Los codigos cuasi-ciclicos mas comunes son los CC-LDPC tipo-1
debido a su simplicidad de anélisis. Esto c6digos tienen una distancia minima
acotada superiormente por (v + 1)! (donde « es el peso de las columnas de
la matriz de paridad) y un girth maximo de 12 [53]. Por otro lado, es posible
obtener una distancia minima mayor si se incrementa el peso d de las sub-
matrices [144]. Desafortunadamente, a medida que se incrementa ¢ disminuye
el maximo girth del codigo. Para § = 3, el girth maximo se reduce a 6, lo
que trae aparejado una degradaciéon en el desempeno y un posible piso de
error. La situacion empeora para § > 3. Una buena relacién entre la distancia
minima y el girth del codigo puede lograrse utilizando 6 = 2. Por tal motivo,
en lo sucesivo se enfocard el diseno en un CC-LDPC tipo-2.

3.2.3. Codbdigo CC-PRC-LDPC

Denotaremos como codigo CC-PRC-LDPC tipo-d a un cdédigo LDPC
cuya matriz de paridad es CC tipo-§ y cumple la restriccion PRC. La
Figura 3.1 muestra un ejemplo de tal matriz para un cédigo de longitud
24 bits. Notar que la regularidad introducida por la restriccion PRC hace
que todas las sub-matrices tengan peso 0 (i.e., son matrices con 0 diagonales).
Tales cbédigos contienen siempre ciclos de orden 8. Dicha propiedad es
enunciada en la siguiente proposicion:

Proposicion 3.2.1. La matriz de paridad de un cédigo CC-PRC-LDPC con
W > 2y vy >4 contiene siempre ciclos de orden 8.

Demostracion. Sea

gy o o g@h o0 g

220 N = (CN) R = (CNT)
H=

g0 g L g

la matriz de paridad de un cédigo CC-PRC-LDPC donde pu > 2,7 > %'y =2
y H(3) son matrices ciclicas no nulas. Sea

HE9)  gE.5)
conl <i<i <npnyl<j<j < u La existencia de un ciclo en M
se traduce en la existencia de un ciclo en H. Para analizar los ciclos de H
haremos uso del siguiente teorema de Buckley y Harary [20] que dice:
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Teorema 3.2.2. Sea A la matriz de adyacencia del un grafo no dirigido,
entonces: (i) el elemento (i,5) de A! es igual al niimero de caminos de longitud
[ desde el nodo i al nodo j y (ii) el grafo asociado a A tiene girth & siendo
los nodos © y j dos nodos opuestos dentro de un lazo cerrado de longitud £ si

i 1o
y solo si A;fZQyAif 1:0

Luego, H contiene ciclos de orden 8 si para algun i,7,7j,7' € N con
1<i<i <nyl<j<j <pu,lamatriz (MMT)2 contiene algn elemento

mayor a 1. Donde (MMT)2 se puede descomponer como

= 87

con
A (H(m)>4 L (H(m"))4 n (H(i,ﬂH(i/,J’))Q n <H(i,j’)H(i’,j’))2
49 ( 770d) H(z‘,j'>)2 o) fGd") ) g

donde B, C'y D son ciertas matrices (explicitas, que no necesitamos). El
factor 2 en la suma anterior hace que se cumpla la condicién requerida y por
consiguiente H contendra siempre ciclos de orden 8. O

Otro parametro de interés en el disenio de cédigos LDPC regulares es
v (el peso de las columnas). Gallager demuestra en [55] que es necesario
que v > 3 para que el cédigo pueda tener una distancia minima que crezca
linealmente con la longitud n, mientras que para v = 2 la distancia minima
crece en el mejor de los casos en forma logaritmica con n. Por otro lado, no es
conveniente utilizar un v mucho mayor a 3 por limitaciones de complejidad
ya que para n fijo esta ltima crece (al menos) linealmente con . Finalmente,
notar que restricciones CC y PRC obligan a utilizar v par, por lo que en lo
sucesivo se opta por 7 = 4 para la construccion del codigo CC-PRC-LDPC
tipo-2. La matriz de paridad del tal c6digo queda entonces compuesta de un
arreglo de 2 x p sub-matrices bi-ciclicas. Los pardmetros del dicho c6digo
son:

Longitud n =h - i
» Dimension k=n—2-(h—1)=h-(p—2)+2

k _ (p=2)+2/h
n B

Tasa de codificaciéon r =

Overhead OH = ank — %

donde h representa la cantidad de filas o columnas de las sub-matrices
ciclicas. El valor de h dependeréd de la ganancia neta de codificacién que se
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desee. El objetivo planteado en el disefio aqui propuesto serd una ganancia de
11.3 dB a un BER de 101 cuando el overhead es de 20 % con la finalidad de
igualar el desempeno del codigo propuesto en [2]. Para lograr tal ganancia
se deduce facilmente mediante simulaciones de Monte-Carlo que es necesario
un tamano de sub-matriz A de 2048 bits. El codigo resultante tiene una
longitud de 12 - 2048 = 24576 bits (con p = 12) para un overhead de 20 %.
Notar que tal codigo es 3 veces mas chico que el codigo propuesto en [32] y,
como veremos mas adelante, posee un piso de error muy inferior al de este
ultimo. Por otro lado, la dimension del codigo sera k = n—rank(H) = 20482
bits que por razones de implementacion sera reducida en 2 bits (i.e., 20480).

3.2.4. Optimizaciéon de Ciclos

En base a lo anterior, la matriz de paridad del cédigo resultante esta
construida como un arreglo de 2 x 12 sub-matrices bi-ciclicas de dimensiones
2048 x 2048. Sin embargo, para una completa descripcion del cédigo adn
resta determinar la ubicacién de las dos diagonales en cada sub-matriz. Lo
anterior representa un amplio grado de libertad que serd usado para reducir
la cantidad de ciclos de corta longitud. A continuacion se describe el método
utilizado para reducir tales ciclos, el cual se compone de las siguiente etapas:

1. Generar una matriz CC-PRC H inicial. Dicha matriz posee la
estructura CC-PRC mencionada en donde las posiciones de las
diagonales han sido generadas aleatoriamente.

2. Calcular el vector ¢ = [¢4, @6, . . ., Pg+2] de enumeracion de ciclos de
H donde ¢; es la cantidad de ciclos de longitud ¢ que tiene la matriz
H y g es el maximo grith que puede tener H.

3. Crear una copia de H denotada H.
4. Modificar H manteniendo la estructura CC-PRC.

5. Calcular el vector ¢ = [gZ;4, b6, . . . ,q?)g”} de enumeracion de ciclos de
H.

6. Calcular el vector p = d)—(;AS y reemplazar H con Hsiel primer elemento
distinto de cero es positivo®

7. Determinar si es necesario continuar el proceso de optimizacién. En
caso afirmativo se retorna al paso 3, de lo contrario se obtiene como
resultado la matriz H.

El algoritmo anterior puede interpretarse como una caminata aleatoria
dentro del espacio de parametros que se pretenden optimizar, en donde cada

®Se realiza una comparacion de la cantidad de ciclos en orden de longitud creciente
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paso de la caminata se realiza s6lo si se satisface el criterio de optimizacion.
Las dos etapas principales de dicho proceso son entonces la generacion
del paso aleatorio y el criterio de optimizaciéon dado por el calculo del
vector de enumeracién de ciclos. El paso aleatorio generado en la etapa
4 puede realizarse de la siguiente forma: se elige mediante un algoritmo
pseudo-aleatorio (ASA) una sub-matriz ciclica y se cambia también pseudo-
aleatoriamente la posicién de una de sus diagonales. Este procedimiento
puede repetirse varias veces como parte de la etapa 4. Por otro lado, se
propone realizar el cilculo del vector de enumeraciéon de ciclos en base al
teorema 3.2.2 de la siguiente forma. Debido a que el GT de H es bipartito,
éste contiene solo ciclos de longitud par (i.e., { par). Luego, hay £ pares de

nodos opuestos en cada ciclo de longitud &, i.e., hay £ entradas en la matriz
AS/?

lh]
lado, cada subconjunto de dos de los A%g caminos que conectan ¢ con j

que verifican en teorema 3.2.2 y corresponden al mismo ciclo. Por otro

corresponden a un ciclo diferente, i.e., hay ®(i,j) = %A%Q(AféQ — 1) ciclos
diferentes que contienen los nodos 7 y 7 como nodos opuestos. Entonces el
numero N de ciclos es

N = 221(@]’) D1, ), (3.2)

donde I(i,j) € {0,1} vale 1 si se verifica el teorema 3.2.2 para la entrada (3, j)
de la matriz de adyacencia, y 0 en caso contrario. La velocidad de calculo de
la ecuacion (3.2) puede acelerarse al tomar ventaja del isomorfismo entre las
matrices ciclicas y el anillo de polinomios Z[x] /(2" — 1) [175]. De esta forma,
tanto H como la matriz de incidencia A asociada al GT de H se pueden
representar como un arreglo de polinomios sobre Z[z]/(z* — 1) en lugar de
un arreglo de matrices ciclicas, reduciendo significativamente los calculos.

Finalmente, se destaca que el algoritmo propuesto realiza una
optimizacién a nivel de ciclos y no a nivel de absorbing-sets como seria
preferible. Desafortunadamente, en la bibliografia consultada, no existe un
método eficiente para calcular la cantidad de cada absorbing-set presente en
la matriz H. Sin embargo, con la finalidad de orientar la optimizacién a la
reduccion de absorbing-sets, una posible modificacion se basa en aprovechar
que estos ultimos son estructuras creadas por la combinacién de varios
ciclos entrelazados. Luego es preferible eliminar ciclos entrelazados antes que
los ciclos aislados, incluso si tal criterio no minimiza la cantidad de ciclos
totales. Con tal fin se puede anadir un coeficiente exponencial a ®(i,j) en la
ecuacion (3.2), i.e., [®(7,7)]*, con w > 1 o de forma mas general es posible
reemplazar ®(i,7) por f(P(i,5)) donde f(-) es una funcién no-decreciente.
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3.2.5. Nuevos LDPC

Se construyeron dos codigos PRC-QC-LDPC basados en un arreglo de
2 x 12 sub-matrices bi-ciclicas de dimensiones 2048 x 2048. El primer cédigo,
denotado Cp, se optimizo para eliminar tinicamente los ciclos de longitud
4. El segundo codigo, denotado Cs, se diseni6 para (i) eliminar los ciclos
de longitud 4 y 6, lo que equivale a alcanzar el maximo girth posible para
este tipo de codigo, y (#) minimizar el ntumero de ciclos de longitud 8.
El codigo C; fue construido para disponer de un c6digo con un alto piso
de error que pueda observarse mediante simulacién de Monte-Carlo. Esto
ultimo proporciona una referencia para verificar la metodologia de estimacion
del BER basada en importance sampling (véase Figura 3.3) y evaluar los
algoritmos de post-procesamiento (véase Figura 3.7). Por otro lado, el codigo
Cy fue construido para lograr una alta ganancia y un piso de error por debajo
de 10, Cabe remarcar que tal logro parecia altamente improbable segiin
el analisis realizado en el ano 2010 por Onohara et al. en |125].

3.3. Desempeno

Se utiliz6 el algoritmo SMSA como decodificador del codigo PRC-QC-
LDPC propuesto. El mismo fue implementado en dos placas de FPGAs a
saber:

= Una placa con 8 FPGAs Virtex 5 en donde se logro una velocidad de
4.9 Gb/s, véase Figura 3.2 (izquierda)

= Una placa con 7 FPGAs Virtex 6 en donde se logré una velocidad de
10 Gb/s, véase Figura 3.2 (derecha)

Se utilizé6 modulacién por desplazamiento de fase binario (binary phase-shift
keying) BPSK, esto es: los bits 0 y 1 son mapeados a los simbolos +1 y -1
respectivamente para su transmisién. Se utilizé un canal sin memoria con
ruido AWGN, el cual fue implementado usando un generador de ntumeros
pseudo-aleatorios como el descripto en [98]. En las estimaciones de BER
se contaron al menos 400 errores. El algoritmo de decodificacion SMSA se
implement6 con una resolucién r, = 5 bits para la informacion a priori Lg,
y de re = 5 bits para los mensajes extrinsecos Ly ...y Lg. ..

La implementacién realizada en la FPGA permite capturar los patrones
de error para su posterior andalisis. En particular, a partir del conjunto ® de
absorbing-sets capturados es posible estimar el desempeno a tasas de error
Pe(®) menores de las simuladas en la FPGA como

pe(®) = Y m(a) - pla) (3-3)
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3. Codigo LDPC con Bajo Piso de Error 61

Figura 3.2: Placa de FPGAs Xilinix Virtex-V (izquierda) y Virtex-VI
(derecha).

donde m(«) es la multiplicidad del absorbing-set vy p(a) es la tasa de error
asociada al mismo. La multiplicidad m(«) se estima en base a los absorbing-
sets capturados y al automorfismo de la estructura cuasi-ciclica del cédigo.
Esto es, cada absorbing-set pertenece a una familia de h = 2048 absorbing-
sets isomorfos bajo rotaciones cuasi-ciclicas. Por lo tanto, capturando un
unico absorbing-set de cada familia es posible reconstruir la familia entera. Lo
anterior permite una mejora en la estimacién respecto al método de Monte-
Carlo en log;((2048) ~ 3,3 ordenes de magnitud. Por tltimo, la probabilidad
p(a) se estima utilizando importance sampling [24] [71] [L76].

La Figura 3.3 muestra la curva de BER vs. SNR del codigo C; con 13
iteraciones. En la misma se observan los resultados obtenidos mediante la
simulaciéon en FPGA y la estimacion semi-analitica en base a los absorbing-
sets capturados. Se observa un piso de error a un BER de 10710 que reduce la
ganancia neta del codigo de 11.3 dB a 9.45 dB a BER=10"15. Cabe remarcar
también que la estimacion semi-analitica basada en la ecuacion (3.3) sigue
correctamente a los resultados de la simulacién por el método de Monte-
Carlo. El anélisis de los patrones de error capturados indica que este piso
de error es causado por varios absorbing-sets creados por la combinacién
de ciclos de longitud 6; recordar que en este cédigo tales ciclos no fueron
eliminados con la intencién justamente de exacerbar el piso de error.

Por otro lado, la Figura 3.4 muestra el desempeno del codigo Co. En la
misma no se observa piso de error hasta donde fue posible la simulacién, esto
es hasta 1073, Sin embargo, en base a los patrones de error capturados se
estimé que a BER menores a 107! existe un piso de error que depende de
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Figura 3.3: BER vs. SNR del codigo C;.

la resolucién utilizada en la aritmética finita de los mensajes. Este piso de
error estd generado por combinaciéon de un AS(12,8) y la precision finita de
los mensajes L¢ — donde en la notacion “AS(e, d)”, e es el numero de bits
con error y d es la cantidad de nodos de chequeo insatisfechos (véase [187]
para mas detalles) — La Figura 3.4 muestra el piso de error estimado para
resoluciones r, = de 5, 6, y 7 bits con 13 iteraciones. La evolucién de L°
para el AS(12,8) se muestra en la Figura 3.5. Se observa que el algoritmo
SMSA con r. = 5 bits no puede resolver el AS(12,8), independientemente
del ntmero de iteraciones. Por otro lado, si se incrementa la resolucién re a
6 y 7 bits entonces el algoritmo SMSA puede resolver el AS(12,8) con 17 y
12 iteraciones, respectivamente.

3.4. Mejoras sobre el Algoritmo de Decodificacién

Para reducir el piso de error en cédigos LDPC se han propuesto varios
algoritmos de post-procesamiento, véase [68], [183] y [185]. Los resultados
de la simulacién de dichos algoritmos mostraron que pueden reducir el piso
de error entre 2 y 3 6rdenes de magnitud. A continuacién se describird un
nuevo algoritmo de post-procesamiento basado en cuantizacién adaptiva, y
se analizard el desempeno de los cédigos C; y C2 en combinacion con dicho
algoritmo. Como referencia se comparara dicho algoritmo con el propuesto
en [185].
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Figura 3.4: BER vs. SNR del codigo Cs.

3.4.1. Algoritmo de Post-Procesamiento

En esta seccién se describe un algoritmo de post-procesamiento de baja
complejidad para combatir el piso de error causado por el uso de aritmética
finita en el algoritmo MSA. En este algoritmo, la informacién a priori L*
y la informaciéon extrinseca de los mensajes L€ es ajustada en amplitud en
cada iteracién con la finalidad de incrementar el rango dindmico reduciendo
de esta forma el efecto de saturacién que ocurre en el nodo variable. Debido
a que el namero total de bits usados en L® y L° se mantiene constante, la
expansion del rango dindmico tiene lugar a costa de un incremento en el
paso de cuantizacién. El proceso de expansion del rango dindmico no ocurre
en todas la iteraciones sino que tiene lugar sélo cuando el nimero de nodos
de chequeo insatisfechos es menor a un determinado limite d;. Esto ocurre
después de varias iteraciones en funcionamiento normal (i.e., con la expansion
de rango desactivada). El valor de d; se determina como

di =1+ Inéuq})( {peso(sindrome(a))}, (3.4)
[e%S]

por lo tanto d; es igual a uno més el maximo nimero de ecuaciones de
chequeo insatisfechas generadas por los absorbing-sets ® que producen el
piso de error. En el caso particular del c6digo Ca, ® se compone de un tnico
absorbing-set tipo AS(12,8) y por este motivo se utiliza dy = 9.

La expansion de rango puede implementarse eficientemente en el nodo
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Figura 3.5: Evolucién de la informacion a posteriori L° del cédigo Cy con el
AS(12,8) usando el decodificador SMSA con diferentes niveles de resolucion.

variable de la siguiente manera

Lii—wj - (Hl)t ) L? + K2 Z Lik—wi ) (35)
ek €Cu; \{c5}
donde ¢t = 1,2, ..., denota el ntimero de iteraciones adictonales requeridas

como post-procesamiento. Los factores k1 y k2 son ganancias positivas
menores que la unidad. Por simplicidad, utilizaremos en lo sucesivo k1 =
ko = k. De esta forma, el algoritmo propuesto cambia la escala por un factor
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k en (1) la salida de los nodos variables segin la ecuacion

Lie}i—>Cj = K- L’?)Z + Z Lik—)’vl I (36)
ek €Cv, \{c5}

y (#) en la informacion a priori segin la ecuacion

v

Lo+ k-L2, (3.7)

donde la flecha en la ecuacion (3.7) indica que el valor de L, es reemplazado
por k - Li . Notese que cuando el post-procesamiento esta activo, la
informacién a priori L* se reduce gradualmente a cero, luego de lo cual el
decodificador contintia operando sin informacion a priori. El funcionamiento
bajo estas condiciones es posible debido a que los mensajes del algoritmo
se encuentran aproximadamente estables al momento en que se activa el
post-procesamiento.

3.4.2. Resultados de Simulacion

En la Figura 3.6 se muestra la evolucién de la informacién a posteriori
L° al intentar corregir un AS(12,8) usando una resolucién r. =5 bits en
combinacién con el algoritmo de post-procesamiento propuesto en esta Tesis
y en combinacion con el algoritmo propuesto en [185]. Se observa que el AS
puede corregirse con 5 iteraciones adicionales cuando se utiliza el esquema
propuesto mientras que requiere 9 iteraciones adicionales cuando se utiliza
el esquema de [185]. Tal reduccién en el ntumero de iteraciones tiene un
importante impacto en la reduccién de la complejidad de implementacién,
lo que posiciona al algoritmo desarrollado en esta Tesis como una excelente
alternativa de post-procesamiento para atacar el piso de error. Por otro lado,
la superioridad del algoritmo propuesto se ve confirmada en la Figura 3.7,
en donde se compara el desempeno en la zona de piso de error del cédigo
Cy en combinacién con ambos algoritmos de post-procesamiento. En dicha
figura se observa que el esquema propuesto en [185] logra una reduccion del
piso de error apenas superior a un orden de magnitud, mientras que con el
nuevo esquema no se llega a observar piso de error, logrando de esta forma
una reduccién de al menos tres ordenes de magnitud.

Finalmente, la Figura 3.8 muestra el desempeno del codigo Co en
combinacion con el nuevo algoritmo utilizando r. =5 bits. Tal esquema de
codificacién no muestra un piso de error detectable mediante simulacién en
FPGA hasta un BER de 10~ y tampoco hay muestras de piso de error
hasta al menos 10716 en base a estimaciones basadas en los patrones de error
capturados. Se concluye entonces que el c6digo propuesto en combinacion
con el nuevo algoritmo de post-procesamiento alcanza un ganancia neta de
codificacién de 11.3 dB a un BER=10"1° utilizando el algoritmo SMSA con
s6lo 5 bits de precisién.
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Figura 3.6: FEvoluciéon de la informacion a posteriori L° para el codigo Co
con el AS(12,8) usando una resoluciéon 7. = 5 en combinaciéon con (a) el
algoritmo de post-procesamiento propuesto en esta Tesis y (b) el algoritmo
de post-procesamiento propuesto en [185].

3.5. Conclusion

La particiéon regular por columnas en combinacién con la estructura cuasi-
ciclica posibilita la construccion de cdédigos LDPC de overhead configurable
con (i) bajo piso de error (i) alta ganancia de codificacion y (iii) una alta
regularidad en la matriz de paridad que posibilita la implementaciéon de
una arquitectura semiparalela eficiente (véase Capitulo 4). Por otro lado,
el nuevo algoritmo de post-procesamiento posee un desempeino superior al
del esquema propuesto recientemente en [185]. En particular, el algoritmo
desarrollado en esta Tesis mostré una capacidad de reduccién en el piso
de error de al menos tres érdenes de magnitud mientras que el esquema
de [185] logré una reduccion apenas superior a un orden de magnitud. Otra
ventaja es que dicho algoritmo puede ser facilmente implementado como
parte del nodo variable con muy poca complejidad adicional. A manera de
ejemplo, se disen6 un codigo CC-PRC-LDPC tipo-2 con 20 % de overhead
que posee una ganancia neta de codificacién de 11.3 dB a un BER de 10~1°
sin piso de error. Este desempefio se obtuvo usando el algoritmo SMSA
con 5 bits de resolucién y un promedio de 8 iteraciones en combinacién
con el nuevo algoritmo de post-procesamiento. Finalmente, es importante
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Figura 3.7: Emulacion en FPGA del codigo C; con 13 iteraciones. Se observa
que sin PP hay un piso de error que comienza en ~ 107'°. Con el PP
propuesto en |135] hay un piso de error que comienza en ~ 10~'2. Finalmente,
con el esquema propuesto en esta Tesis [1 18] no se observa piso de error.

mencionar que este codigo serd usado en la préxima generacién de enlaces
opticos coherentes a velocidades de 100 Gb/s y 200 Gb/s 96| superando en
términos de desempeno y complejidad a sus dos principales competidores
propuestos en [38] y [125].
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Figura 3.8: Desempeno del codigo Co en combinacién con el algoritmo de
operando sobre el algoritmo SMSA con una

post-procesamiento propuesto
resolucién de bits.
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Capitulo 4

Arquitectura de
Implementacion

Hay ciertas cosas que para hacer-
las bien no basta haberlas aprendido.

Lucio Anneo Séneca.

Resumen

El presente capitulo describe la arquitectura de implementacién del
decodificador del codigo LDPC descripto en el capitulo 3. Como primer paso
se introducen los conceptos basicos que deben considerarse en el diseno de
circuitos digitales sincronos para aplicaciones especificas. En base a dichas
ideas se describe la arquitectura propuesta y sus ventajas. Finalmente se
presentan los resultados de la implementacién en tecnologia CMOS de 28nm.
Los aportes descriptos en el presente capitulo se encuentran parcialmente
publicados en [118] y en la patente [51].
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4.1. Introduccion

El alto desempeno de los codigos LDPC los hace atractivos para
numerosas aplicaciones. Sin embargo, su utilizacion se ve limitada por (i) el
problema del piso de error y (ii) la alta complejidad de implementacion de su
algoritmo de decodificaciéon. Soluciones al primer problema fueron descriptas
en los Capitulos 3 y 5, aqui se describird una solucién al segundo. La
dificultad asociada a este Gltimo problema radica en que la implementacion
directa del algoritmo SPA en un circuito integrado conlleva a una alta
densidad de interconexiones y a una gran cantidad de memoria. Esto tltimo
incrementa significativamente el drea del circuito y la disipacion de energia
como asi también reduce la velocidad de procesamiento [37] [65]. Este
problema se agrava atin més en aplicaciones de alta velocidad en donde es
necesario el uso de procesamiento en paralelo [14] [112]. El objetivo de este
capitulo es proponer una arquitectura que evite los problemas mencionados.
En particular se propone una arquitectura parcialmente paralela que reduce
la complejidad de las interconexiones y hace eficiente uso del hardware al
evitar ciclos inactivos. Ademés, la misma posee un overhead programable que
la hace atractiva para aplicaciones que requieran una codificacién que pueda
adaptarse a las condiciones del canal'. Como verificacion de la factibilidad
de implementacion, la nueva arquitectura se sintetizé en tecnologia CMOS
de 28nm y se determiné la velocidad de operacién, la potencia de disipacion
y el 4rea. Este trabajo representa el primer cddigo LDPC no concatenado
para comunicaciones opticas que demostrd ser implementable con tecnologia
CMOS de 28nm y con una ganancia de codificacion neta igual a 11.8 dB a
un BER de 10~15 sin piso de error verificado mediante emulacion en FPGA.

4.2. Circuitos Digitales Sincronos

La arquitectura de implementaciéon analizada en este trabajo esté
orientada a un circuito integrado de aplicacion especifica (ASIC?). En
particular, estd enfocada a circuitos digitales sincronos. Estos tultimos
combinan tres elementos bésicos a saber: (i) operaciones logicas, (i)
unidades de memoria y (ii) conexiones. Las unidades de memoria se
actualizan en forma simultinea y periodica. Tal cambio estd usualmente
controlado por una o mas senales denominadas senales de reloj. El periodo
de la senal de reloj debe ser tal que permita la propagacién de las senales

! Actualmente, éste es un requerimiento tipico en canales inalambricos, por ejemplo,
véanse los estandares de la Tabla 1.1. Como ejemplo particular, el DVB-S2 utiliza dos
codigos LDPC, uno de longitud 16200 bits con tasas de codificacion programables de 1/5,
1/3, 2/5, 4/9, 3/5, 2/3, 11/15, 7/9, 37/45, 8/9 y otro codigo de longitud 64800 bits con
tasas de codificacién programables de 1/4, 1/3, 2/5, 1/2, 3/5, 2/3, 3/4, 4/5, 5/6, 8/9,
9/10.

Por sus siglas en inglés para Application-Apecific Integrated Circuit.
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eléctricas a través de las operaciones logicas y las interconexiones en el
camino que va desde una unidad de memoria a otra. El diseno de ASICs
sincronos se puede dividir segtn el nivel de abstraccién. Una divisién tipica
involucra los siguientes niveles:

1.

Nivel de Sistemas. En este nivel se ataca el principal problema
mediante la divisiéon del mismo es sub-problemas méas simples. El
resultado es lo que se conoce como una arquitectura a nivel de bloques
en donde cada bloque se encarga de un sub-problema particular. Se
describe tanto la interaccién entre bloques como la funcionalidad de
cada uno a un nivel conceptual. En este nivel se ignoran los detalles
algoritmicos y estructurales del hardware.

. Nivel de Algoritmos. En este nivel se describen los algoritmos

utilizados en cada bloque del sistema sin tener en cuenta
consideraciones del hardware. Es comin simular tales algoritmos
mediante su programacién en un lenguaje como C++, MatLab o
Python con la finalidad de analizar el desempeno. En base a los
resultados de simulacion es frecuente realizar cambios en el disefio tanto
en el nivel de algoritmos como en el nivel de sistemas.

. Nivel de Transferencia de Registros (RTL). En este nivel

se describe el algoritmo utilizando conceptos orientados a la
implementacion digital sincrona. Esta descripcién combina tres
elementos bésicos a saber: (i) operaciones logicas, (i7) unidades de
memoria, y (#47) conexiones. En particular, se describe el flujo de datos
a través de las unidades de memoria y los bloques combinacionales.
El nivel de descripcién de los bloques combinacionales puede ir desde
operaciones légicas simples hasta operaciones aritméticas complejas.

. Nivel de Celdas o Compuertas. En este nivel se traducen los

bloques combinacionales y de memoria del nivel RTL en términos de las
celdas béasicas disponibles en una determinada tecnologia. Las celdas
combinacionales pueden abarcar funcionalidades que van desde una
simple compuerta légica hasta decenas de ellas. Por otro lado, las celdas
de memoria pueden ir desde un simple flip-flop hasta grandes memorias
de acceso aleatorio (RAM).

. Nivel de Circuito. En este nivel se traducen las celdas en términos

de componentes electrénicos basicos como transistores, resistencias,
capacitores e inductores. Esta descripcion se utiliza para simular el
circuito a nivel eléctrico. La descripciéon a nivel de circuito también
puede extraerse a partir de la descripciéon fisica con la finalidad de
modelar efectos de propagacion de las senales a través de los cables y
efectos de acoplamiento entre otros.
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6. Nivel Fisico. En este nivel se traducen las celdas en términos fisicos.
Los elementos bésicos son poligonos que representan los diferentes
materiales utilizados en la fabricacion, tales como metal, 6xidos, etc. La
realidad fisica adquirida en este nivel hacen tangibles las propiedades
espaciales del circuito. En particular, se manifiestan los problemas
relacionados a la red de interconexiones? y al 4rea.

A continuaciéon se describird el diseno de la arquitectura de
implementaciéon de un decodificador LDPC hasta un nivel intermedio
entre sistemas y RTL. La descripcién a nivel de compuertas o inferior es
conocida como micro-arquitectura y se realiza en forma semi-automaética
por programas de disefio electrénico automatizado (EDA") tomando como
entrada la descripciéon a nivel de RTL. En particular, las herramientas de las
empresas Cadence”, Synopsys® y Mentor Graphics’ traducen la descripcion a
nivel de RTL en una descripcion a niveles inferiores optimizando los recursos
de hardware disponibles segtun la tecnologia de implementacién particular
que se utilice. Sin embargo, y a pesar de no ser tratadas las etapas de
la micro-arquitectura en este capitulo, se cubriran los resultados finales a
nivel fisico ya que éstos determinan la factibilidad real de la arquitectura
propuesta.

4.2.1. Velocidad, Potencia y Area

Los objetivos que se persiguen en el disefio de una arquitectura eficiente
son: (i) alta velocidad de procesamiento, (i7) baja potencia de disipacion
y (i1i) area reducida. La alta velocidad de procesamiento estd motivada
directamente por la demanda de mayores velocidades en los sistemas de
comunicaciones. La reduccién en potencia estd motivada por el incremento
en la duraciéon de las baterfas de dispositivos moéviles o el aumento en la
densidad de integracion, cuando esta tltima estd limitada por cuestiones de
refrigeraciéon. Finalmente, la reducciéon en el 4rea estd motivada por el alto
costo de fabricacion en serie, el cual es proporcional al area del circuito. Estas
tres dimensiones no son independientes, por ejemplo una reduccién en el area
puede reducir la potencia y el camino critico posibilitando un aumento en la
velocidad. Por el contrario, un aumento en la velocidad como consecuencia
de un incremento en el paralelismo, trae aparejado un incremento tanto de la
potencia como del drea, mientras que si es llevado a cabo por un incremento

3Los co6digos LDPC poseen en general una red de interconexiones muy compleja
que dificulta enormemente la etapa final de implementaciéon del decodificador. Por tal
motivo, para demostrar la eficiencia de una determinada arquitectura de implementaciéon
es necesario llegar hasta el nivel fisico.

“Por sus siglas en inglés para Electronic Design Automation.

®Cadence Design Systems, Inc. (NASDAQ: CDNS). URL: http://www.cadence. com.

5Synopsys Inc. (NASDAQ: SNPS). URL: http://uww.synopsys . com.

"Mentor Graphics Inc. (NASDAQ: MENT). URL: http://www.mentor . com.
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Figura 4.1: Circuito digital sincrono béasico.
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Figura 4.2: Ejemplo del uso de pipeline.

en la frecuencia de reloj traera un impacto dominante en la potencia. Esta
interrelacién hace necesario que se deba tener una visién integral a la hora
de optimizar la arquitectura. A continuacién se describiran brevemente los
conceptos basicos relacionados con cada uno de estos objetivos.

La velocidad de procesamiento estd determinada principalmente por
el factor de paralelismo y la frecuencia de reloj. El factor de paralelismo
representa la cantidad de unidades de informacién que pueden procesarse
simultaneamente. Incrementar el factor de paralelismo — manteniendo
constante la frecuencia de reloj — incrementa linealmente la velocidad de
procesamiento a expensas de una mayor cantidad de légica y de memoria.
Esto ultimo se traduce en un incremento de la potencia y el area. Por
otro lado, la frecuencia maxima de reloj estd determinada principalmente
por el camino critico. El camino critico es el camino eléctrico con el
mayor tiempo de propagaciéon de la senal eléctrica e incluye no sélo los
tiempos de propagacién a través de la légica combinacional sino también
el tiempo de propagaciéon a través de los cables. El camino critico nace
y finaliza en unidades de memoria, como por ejemplo en flip-flops (véase
Figura 4.1). La estrategia convencional para reducir el retardo del camino
critico, conocida bajo el nombre de pipeline, consiste en dividir la légica
combinacional en etapas separadas por registros de memoria como se muestra
en la Figura 4.2. De esta forma, el camino critico se divide en caminos més
cortos permitiendo incrementar la velocidad del reloj y por consiguiente la
velocidad de procesamiento (también se reduce la potencia disipada por el
efecto de glitching).

La potencia depende de: 1a cantidad y tipo de celdas, la red de conexiones
de datos, la red de conexiones del reloj y de las condiciones de operacién
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(voltaje, temperatura, etc). En tecnologia CMOS la potencia promedio P se
puede descomponer en tres componentes: (i) la potencia de conmutacion o
potencia dindmica Py, (ii) la potencia de corto circuito P, y (#ii) la potencia
de leakage P,. Por lo tanto [25],

P=P;+P.+P.

La potencia dindmica esta relacionada con la energia requerida para cargar
la capacidad de carga C, a través del transistor PMOS cuando ocurre la
transicion de voltaje de 0 a Vyg (o 1 logico). En la transicién de voltaje
desde Vyg a 0 no se consume energia de la fuente; sin embargo la energfa
Cr- Vde /2 almacenada en el capacitor es disipada. Luego, la energia dindmica
promedio puede calcularse como Py = ag_1 - CJ, - Vde - far donde agp_1 es el
factor de actividad o conmutacién — i.e., la probabilidad de que se produzca
una transiciéon en un determinado ciclo de clock —y fur es la frecuencia del
reloj. La anterior ecuacion nos brinda varios grados de libertad para reducir
la potencia. Desde un nivel de circuito o nivel fisico podemos reducir la
capacidad de carga y reducir el voltaje de alimentacién. Por otro lado, desde
un nivel de algoritmo o RTL podemos reducir la cantidad de conmutaciones
o reducir la frecuencia de reloj. Respecto a la frecuencia de reloj, hay una
relacion de compromiso entre ésta y el factor de paralelismo (aumentando el
paralelismo disminuye la frecuencia de reloj pero también aumenta el niimero
de celdas y el 4rea). Por otro lado, la cantidad de conmutaciones tiene varios
caminos para su optimizacion que van desde una adecuada codificacion de
la informacién (por ejemplo mediante una codificacion Grey) hasta eliminar
las conmutaciones transitorias o espurias que se producen en los circuitos
combinacionales por el efecto de glitching [31]. Ademas, se debe tener en
cuenta que gran parte de la potencia dindmica es consumida por la red
de interconexiones del reloj, por esta razén, cuando un bloque permanece
inactivo es posible reducir su potencia al apagar el clock (técnica que se
conoce como clock gating). Por dltimo, las potencias de corto circuito y
de leakage pueden calcularse como P. = I.- Vyg v P, = I; - Vyq donde 1.
es la corriente de corto-circuito y I; es la corriente de leakage. Estas dltimas
potencias pueden reducirse desde un nivel de circuito o fisico pero no desde un
nivel de algoritmos o RTL por lo que no seran consideradas en este capitulo.
Ademas, P. y P, poseen una contribucién secundaria en la potencia total en
tecnologia CMOS ya que la potencia dominante es usualmente la dindmica.
Para mas detalles, véase [25], [31], [L69] y las referencias alli citadas.
Finalmente, el area depende tanto de la cantidad y tipo de celdas
utilizadas para implementar la légica combinacional y las unidades de
memoria como de la red de interconexiones entre dichas celdas. La principal
forma de reducir area desde el nivel de RTL es mediante serializacion del
procesamiento acompanada de un incremento en la frecuencia de reloj. Sin
embargo, como se mencion6 previamente, para aumentar la frecuencia de
reloj es necesario reducir el camino critico, siendo una posible estrategia el
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uso de pipeline. Existe entonces desde el punto de vista del drea un balance
que involucra el factor de paralelismo y el nivel de pipeline utilizado. Por
otro lado, se encuentra también el area de la red de interconexiones, la cual
puede representar facilmente un 50 % del area total. Esto altimo tiene lugar
usualmente en arquitecturas basadas en bloques altamente interconectados
en forma no-local, como ocurre en el algoritmo SPA. En este ultimo caso,
la mejor estrategia es atacar el problema en el mas alto nivel posible para
reducir la cantidad de interconexiones.

4.2.2. Divide y Venceras

Para implementar un algoritmo complejo, una buena estrategia
es dividirlo en sub-algoritmos més simples. Estos sub-algoritmos se
implementan en bloques de procesamiento (BP) mas féaciles de optimizar
que al algoritmo completo. En nuestro caso, el algoritmo completo es el
decodificador LDPC y los sub-algoritmos son los calculos realizados en los
nodos variables y de chequeo. Los bloques de procesamiento correspondientes
a estos dos sub-algoritmos se denominan blogue de procesamiento del nodo
variable (BP-NV) y bloque de procesamiento del nodo de chequeo (BP-
NC) respectivamente. Dichos bloques de procesamiento estin compuestos
de una o varias unidades de procesamiento (UP), donde entendemos por
UP a un BP que necesita esperar hasta tener todas sus entradas listas
para poder procesarlas. Si en una UP no todas las entradas contienen
informaciéon valida, dicha UP se ve forzada a permanecer en un estado
inactivo y por consiguiente desperdiciando capacidad de calculo. En esta
dltima situacién ocurre también que los mensajes véilidos a la entrada de la
UP tengan que ser almacenados generando lo que denominaremos mensajes o
informacion en espera. Cabe notar que incluso si las UPs no sufren periodos
de inactividad, es posible que haya mensajes en espera (particularmente si
no hay suficientes UPs para la cantidad de informacion disponible). Una
arquitectura eficiente debe evitar tanto la inactividad de las UPs como los
mensajes en espera. Si una arquitectura evita estos dos problemas diremos
que posee una generaciéon y procesamiento de mensajes que operan bajo
en método de justo-a-tiempo® (JaT). Aqui es importante remarcar que
tal procesamiento JaT estd relacionado tinicamente con la implementacién
en hardware del algoritmo y no modifica de ningin modo el algoritmo
en cuestion, en particular es independiente de la secuencia de célculo de
los mensajes analizada en la Seccién 2.1.4. El objetivo de la arquitectura
propuesta a continuacién es lograr una arquitectura JaT que permita reducir
la cantidad de légica, memoria e interconexiones. Con tal objetivo, los sub-
bloques BP-NV y BP-NC deben diseniarse en armonia con la arquitectura a
nivel global.

8El concepto de “justo-a-tiempo” representa un sistema de organizacion de la
produccién usado originalmente en fabricas japonesas (véase [164]).
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Las arquitecturas de implementacion del algoritmo SPA pueden
clasificarse de acuerdo al paralelismo en: Completamente Paralelas (CP),
Parcialmente Paralelas (PP), y Series. En una arquitectura CP, cada nodo
de chequeo y cada nodo variable tiene dedicado un hardware especifico
que opera en forma completamente paralela y los mensajes entre ambos
nodos son transportados por una red de cables. El factor de paralelismo
es por consiguiente igual a la longitud del codigo. A excepcion que se
trate de un cdédigo LDPC muy pequenio, tal paralelismo en general excede
significativamente los requerimientos de velocidad trayendo aparejado un
sobre-dimensionamiento del hardware. Por otro lado, en las arquitecturas
serie suele ocurrir el fenémeno contrario: la frecuencia admisible de reloj
no es suficiente para las aplicaciones de alta velocidad (mayores a 1 Gb/s).
Es deseable entonces disponer de una solucién intermedia utilizando una
arquitectura PP. En esta tltima es usual no implementar todos los nodos
como bloques de hardware independientes. En su lugar, un mismo bloque
realiza en tiempos diferentes las operaciones correspondientes a varios nodos
variables 0 nodos de chequeo. Lo anterior complica significativamente el flujo
de mensajes, el cual si no se resuelve en forma adecuada, acarrea problemas
de hardware inactivo y mensajes en espera.

Un ejemplo clésico al que se aspira usualmente en el disefio de una
arquitectura Jal y eficaz en términos de conexiones es la denominada
arquitectura sistélica propuesta por Kung y Leiserson en [95]. Como se
muestra en la Figura 4.3, esta arquitectura posee una estructura regular
y modular organizada en forma de red con un gran nimero de bloques
de procesamiento idénticos y conectados localmente sélo con los bloques
vecinos, v donde sélo a través de las celdas en la periferia de la red se
pueden ingresar o extraer datos. Esta arquitectura posee grandes ventajas
para su implementacion en ASIC. Desafortunadamente, las propiedades ralas
y pseudo-aleatorias de las matrices de paridad de los codigos LDPC impide
realizar una intercomunicacién local entre bloques de procesamiento por lo
que serd necesario resolver el problema con una estrategia diferente.

4.3. Nueva Arquitectura

La forma més directa de transformar una arquitectura CP en una PP
es reducir el ntmero de BP-NV y BP-NC reusandolos varias veces por
iteracion. Alternativamente, es posible mantener la misma cantidad de BP-
NV y BP-NC — uno por nodo — pero en lugar de utilizar BP-NV y BP-
NC completamente paralelos se utiliza sub-bloques parcialmente paralelos o
series. La primer estrategia corresponde a una implementacién parcialmente
paralela a nivel global mientras que la segunda sélo lo es a nivel local. Una
arquitectura eficiente debe en general combinar ambas estrategias, y el modo
de hacerlo dependera en general de las caracteristicas de la matriz de paridad.

Universidad Dacional de Crdoba



4. Arquitectura de Implementacion 7

Entrada de datos

—| BP 4—#— BP

ﬂ

BP
—| BP BP BP BP
—| BP BP BP BP

Salida de datos

Entrada de datos
Salida de datos

Figura 4.3: Ejemplo de un arreglo sistolico matricial.

En el coédigo propuesto en el Capitulo 3, el peso de las filas es
considerablemente mayor al peso de las columnas, por consiguiente el nodo
de chequeo es significativamente méas complejo que el nodo variable. Por
otro lado, la cantidad de nodos variables es muy superior a la cantidad
de nodos de chequeo. Una estrategia eficiente consiste en utilizar un
procesamiento parcialmente paralelo a nivel local para los nodos de chequeo
y un procesamiento parcialmente paralelo a nivel global para los nodos
variables. Esto es, se implementa un bloque de hardware parcialmente
paralelo por cada nodo de chequeo y se reusan bloques de hardware
completamente paralelos para procesar varios nodos variables. Esto ultimo
permite ademas balancear el camino critico sin utilizar pipeline ya que de lo
contrario éste seria muy grande en el nodo de chequeo y pequefio en el nodo
variable. Evitar el pipeline en el nodo de chequeo previene un incremento
significativo en la complejidad. Ademés, como se vera en la proxima seccion,
tal estrategia en combinacién con la particién regular por columnas descripta
en la Seccion 3.2.1 posibilitard una secuencia de procesamiento JaT.

4.3.1. Arquitectura PRC sin Pipeline

La Figura 4.4 muestra la arquitectura de implementacién basada en
la particion reqular por columnas (PRC) analizada en el Capitulo 3. El
ejemplo que ilustra dicha figura corresponde a un c6digo LDPC con una
matriz de paridad (4, 12)-regular como la de la Figura 3.1. La arquitectura
se compone de p = 4 BP-NVs con procesamiento en paralelo, m = 8 BP-NCs
con procesamiento parcialmente paralelo utilizando un factor de paralelismo
§ = 2 (véase Figura 4.5); dos redes de permutacion reconfigurables IT y 1! y
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Figura 4.4: Arquitectura PRC

una memoria FIFO para almacenar informacion a priori L{ con¢ = 1,...,24.
Cada iteracion se divide en p = 6 pasos. En el g-ésimo paso, II; y H;l
son configurados de acuerdo a la sub-matriz H(@. En la version bésica de
esta arquitectura no hay registros dentro de los BP-NVs ni en las redes de
permutacién. El almacenamiento de informacién solo tiene lugar dentro de
los BP-NCs y en la FIFO. Cuando el interruptor esta en la posicién 0, una
nueva palabra cédigo ingresa al decodificador luego de lo cual el interruptor
cambia a la posicién 1, cerrando el lazo de los mensajes para comenzar el
proceso iterativo. Los mensajes a la salida de los BP-NCs se procesan por
los BP-NVs y se envian de vuelta a los BP-NCs a través de las redes de
permutacion. Notar que se realiza un procesamiento del tipo justo a tiempo
que evita tiempos de espera en el calculo de los mensajes. Por otro lado,
debido a que no es necesario almacenar ninguno de los mensajes L, _, ., los
requerimientos de memoria se ven reducidos a la mitad. Ademaés, cuando se
utiliza el algoritmo MSA, s6lo es necesario almacenar por cada BP-NCs (i) los
valores del primer y segundo minimo de los mensajes L, .. v (i) la posicion
del primer minimo (véase la Figura 4.5). Tal requerimiento de memoria
es independiente del grado de los nodos de chequeo y consecuentemente
de la longitud del c6digo, dependiendo solamente del niimero de nodos de
chequeo. Esta propiedad permite una implementacién que tenga una tasa
de codificacion (u overhead) reconfigurable sin necesidad de incrementar la
complejidad. Dicha reconfiguracion se logra variando la longitud n del codigo
en pasos de p mientras se mantiene m constante, i.e., variando el ntmero de
columnas de sub-matrices y manteniendo constante el nimero de filas.

4.3.2. Arquitectura PRC con Pipeline

En la arquitectura PRC bésica descripta en la secciéon anterior, no hay
registros de pipeline en el camino que va desde la salida del BP-NC hasta
la entrada a dicho bloque. En un tnico ciclo de reloj, las sefiales eléctricas
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Figura 4.5: Arquitectura basica — sin pipeline — de los bloques de
procesamiento del nodo variable (BP-NV) y del nodo de chequeo (BP-NC).

deben atravesar las redes de permutaciéon, la logica combinacional de los
BP-NVs y los cables de interconexién. Esto tltimo tiene la desventaja de
limitar la frecuencia de reloj a la que puede operar el decodificador. Ademés,
a pesar de que tal frecuencia sea aceptable de acuerdo a los requerimientos de
velocidad, se estaria frente a una arquitectura sub-6ptima como consecuencia
de un desbalance entre el camino critico interno del BP-NC y el externo. El
BP-NC podria operar a una frecuencia muy superior a la que podria operar el
sistema completo, desperdiciando de esta forma capacidad de célculo en dicho
bloque. Para solucionar este problema, es necesario reducir el camino critico
fuera del BP-NC mediante el uso de pipeline. Sin embargo, a pesar de que el
pipeline permite balancear los caminos criticos, origina un nuevo problema.
Los registros de pipeline incrementan el namero de ciclos de reloj requeridos
para realizar cada iteracion, generando un periodo de tiempo muerto (igual
al namero de etapas de pipeline) durante el cual el hardware se encuentra
inactivo. Esto se debe a que cuando el BP-CN genera la dltima salida de datos
correspondiente a una iteracién, no puede generar nuevas salidas hasta que
toda la informacion enviada al BP-NV retorne al BP-NC y sea procesada
por éste.

Para evitar el tiempo muerto debido al uso de pipeline, se propone
procesar varias palabras codigo en forma entrelazada a nivel de iteraciones.
Esto permite que el BP-NC pueda generar salidas mientras atn esté
procesando en sus entradas datos de una palabra cédigo previa. El minimo
namero de palabras cédigo que es necesario procesar simultidneamente
depende del nivel de pipeline utilizado. Procesar « palabras cédigos en
forma entrelazada permite utilizar hasta p(k — 1) niveles de pipeline sin
generar tiempos muertos. Para el caso particular del cédigo propuesto en el
Capitulo 3 (donde u = 12) con k = 2 sera suficiente ya que permite hasta 12
niveles de pipeline. Para soportar el procesamiento de dos palabras c6digo
en forma entrelazada es necesario (i) independizar la etapa de salida de la
etapa de entrada en el BP-NC, (i) duplicar la FIFO de informacién a priori
y (i41) modificar la maquina de control. Tales modificaciones no acarrean
una complejidad adicional significativa y permiten utilizar el hardware a su
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Figura 4.6: Detalle de la implementacién del bloque de procesamiento del
nodo variable (BP-NV).

maxima capacidad.

4.3.3. Arquitectura del Nodo Variable

La Figura 4.6 muestra la arquitectura del bloque BP-NV implementada
en tecnologia CMOS de 28nm a una frecuencia de reloj de 300MHz. En el
bloque BP-NV se observa un nivel de pipeline ubicado a la salida del mismo.
Los sub-bloques SM—2’s v 2’s—SM se encargan de cambiar el formato de la
representaciéon de punto fijo desde un esquema moédulo-signo a un esquema
modulo-2 y viceversa, respectivamente. Recordar del Capitulo 2 que si Qm. f
es la resolucién de un namero signado x de punto fijo en formato modulo-2
Y [brm—1,bm—2,...,b0,b—1,...,b_f] € {0, 1}™*+/ es su representacion binaria,
entonces el valor de x se obtiene a partir de

m—2
To= by 2" ) b2t em2mthamTt o7l (4)
i=—f

donde el paso de cuantizacion es 277 Por otro lado, en el esquema modulo-
signo el valor de x se obtiene a partir de

m—2
z o= (1=2:bn1)- > bi-2 e[-2m 42/ 2m 1 — 27/ (42)
i=—f
donde el paso de cuantizacion es nuevamente 2~/ Las principales diferencias

entre un formato y otro son:

(i) en modulo-signo hay dos representaciones para el cero — una con signo
positivo y otra con signo negativo — mientras que en médulo-2 hay una
sola,
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(4i) el minimo valor en médulo-signo es —(2™~1 — 27f) mientras que en
modulo-2 es —2m 1,

(7i7) en modulo-signo, el valor absoluto queda completamente determinado
por los bits [by—2,...,b_¢] independientemente del bit de signo b,,—1
mientras que en mo6dulo-2 depende ademas del signo.

Esta tltima propiedad es de particular interés para realizar los calculos en el
bloque BP-NC debido a que permite aislar en forma natural el procesamiento
del signo y de la amplitud cuando se utiliza el algoritmo MSA o una de
sus variantes. Por otro lado, en el bloque BP-NV es conveniente utilizar el
formato modulo-2 debido a que simplifica las operaciones de suma y resta.
Se propone entonces el uso de modulo-signo para el BP-NC y de médulo-2
para el BP-NV.

El factor de correccion « del algoritmo Minimo-Suma se aplica
usualmente a la salida del nodo de chequeo (véase ecuacion (2.40)). Sin
embargo, en esta Tesis se propone aplicar esta correccién dentro del nodo
variable. Esta modificacién no afecta el desempefio del algoritmo MSA debido
a la linealidad de las operaciones en el nodo de chequeo. Sin embargo, debido
a que a < 1, lo anterior tiene la ventaja de reducir el rango dindmico de
los mensajes entre los nodos variables y los nodos de chequeo’. Esto ultimo
reduce la actividad de conmutacién ayudando a reducir la potencia dindmica.
Adicionalmente, reduce la degradaciéon en caso de utilizar una resolucion
menor para la representacion de punto fijo de los mensajes mencionados.
En particular, esta modificacién en combinacién con la cuantizacién cuasi-
uniforme que se describird mas adelante, permite utilizar 4 bits en lugar de
5 para los mensajes sin generar una degradaciéon observable.

El altimo sub-bloque del BP-NV es el que centraliza los efectos de
saturaciéon reduciendo el nimero total de bits a la misma resolucion Q4,1
utilizada en la entrada. Para lograr esto tltimo, no es necesario que todas
las operaciones anteriores incrementen la resolucion. Como se observa en la
Figura 4.6, s6lo en las tres primeras operaciones de suma se incrementa
la resolucion hasta Q7,1. La operaciéon de resta no requiere incremento
de resolucién ya que siempre se resta un ndmero que previamente fue
sumado. Ademas, la saturacion que podria generar la suma de la informacion
a priori no tiene efectos luego de la saturaciéon final ya que la resta y
el post-procesamiento combinados no pueden reducir la magnitud por un
factor mayor a cuatro. Finalmente, el primer bloque se encarga de reducir
el efecto de saturacién utilizando una cuantizacién cuasi-uniforme. Esto
se logra mediante la conversién del valor méximo a un valor atin mayor
que represente mejor al conjunto de valores previos a la saturacién. Esto
es, en lugar de utilizar una cuantizaciéon uniforme dada por el conjunto

9Notar que en la version original s6lo se producia esta reduccién en los mensajes desde
los nodos de chequeo a los nodos variables pero no a la inversa.
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Figura 4.7: Detalle de la implementacién del bloque de procesamiento del
nodo de chequeo (BP-NC).

de valores {—%,—%7 —%, —%, %, %, %, %}, correspondientes a la cuantizacion
; s . 5 3 2 101411
Q4.1 estandar, se utiliza el conjunto {—5,—5,—5,—5,5,5,5,3 el cual

representa estadisticamente mejor la sefial previa a la saturacion.

4.3.4. Arquitectura del Nodo de Chequeo

La Figura 4.7 muestra la arquitectura del bloque BP-NC la cual, al igual
que el bloque BP-NV, fue implementada en tecnologia CMOS de 28nm a una
frecuencia de reloj de 300MHz. Como se observa, dicho bloque es dividido
en dos etapas: (i) una etapa de entrada que realiza la basqueda de los dos
minimos y la posicién del primero como asi también calcula el producto de
los signos y (ii) una etapa de salida que reconstruye las senales de salida. La
ventaja de tal separaciéon radica en el hecho de que al procesar varias palabras
c6digo en forma entrelazada, no es necesario transferir los minimos y sus
posicién desde la etapa de entrada a la etapa de salida apenas se disponga
de dicha informacion. Por el contrario, se dispone de p(x — 1) — [, ciclos de
reloj para realizar tal transferencia donde [, es el nivel de pipeline utilizado.
Lo anterior permite serializar parcialmente dicha informacién reduciendo el
nimero de interconexiones entre la etapa de entrada y la etapa de salida.
Esta serializacién convierte a las conexiones entre ambas etapas del NP-NC
en el punto de menor densidad de interconexiones a lo largo del todo el lazo
iterativo haciéndolo el punto ideal para realizar el lazo de retroalimentacion
como se muestra en la Figura 4.8. Alternativamente, si no se utiliza tal
serializacion, es posible relajar el camino critico entre la etapa de entrada y
de salida del BP-NC al utilizar un multi-ciclo (i.e., incrementando tiempo
disponible para la propagacion de la senal) o incluso es posible combinar la
serializacién con el uso de multi-ciclos.
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Figura 4.8: Detalle del lazo de realimentacién luego de dividir y serializar el
BP-NC.

4.4. Implementaciéon

La Figura 4.9 muestra el layout final del decodificador en tecnologia
CMOS de 28nm. El bloque ocupa un area total de 19.6 mm? de los cuales
5 mm? corresponden tinicamente a memoria RAM y los 14.6 mm? restantes
a flip-flops, combinacionales y conexiones. La potencia de disipacién es de
4.7 Watts operando en el punto critico, esto es a una tasa de BER a la entrada
del decodificador de 2.43e-2 (a cuya tasa el BER a la salida del decodificador
es igual a le-15).

4.5. Conclusiéon

Se describié la arquitectura de implementacién del decodificador del
cddigo LDPC descripto en el Capitulo 3. Esta arquitectura permite reducir
el ntimero de interconexiones ya que no trabaja con la matriz de paridad
completa sino que utiliza una implementaciéon parcialmente paralela basada
en el esquema PRC. Cuando este altimo se utiliza con multiples palabras
codigo entrelazadas a nivel de iteraciones, permite utilizar pipeline y
lograr un procesamiento JaT. La divisién y serializacién del BP-NC reduce
los problemas de interconexién en el lazo de realimentacién. El uso de
cuantizacion cuasi-uniforme en combinaciéon con la aplicacién del factor
de correccion del algoritmo SMSA en el BP-NV en lugar del BP-NC
permite reducir potencia y area sin degradar el desempefio. Finalmente,
la arquitectura propuesta se implement6é en tecnologia CMOS de 28nm
logrando una velocidad de procesamiento de 64 Gb/s sobre un &rea de
19.6 mm? y con una potencia de 4.7 Watts. Este trabajo representa el primer
codigo LDPC no concatenado para comunicaciones dpticas que demostrd
ser implementable con tecnologia CMOS de 28nm y con una ganancia de
codificacion neta igual a 11.8 dB a un BER de 10715 sin piso de error
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Figura 4.9: Layout de decodificador propuesto en esta Tesis.

verificado mediante emulacion en FPGA.
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Capitulo 5

Esquema de Concatenacion de
Codigos

No encuentres la falta, encuentra el
remedio.

Henry Ford.

Resumen

El presente capitulo describe los esquemas clésicos de concatenacion de
cddigos usados para combatir el piso de error. Luego se introduce un nuevo
esquema de concatenacién de codigos para combatir el piso de error y se lo
compara con los esquemas clasicos poniendo en evidencia la superioridad del
primero. Posteriormente se generaliza el esquema propuesto para corregir
el piso de error debido a no sélo patrones de error con sindrome distinto
de cero sino también a palabras cédigo de bajo peso. Finalmente, se utiliza
el esquema generalizado para reducir el piso de error de un cédigo TPC
basado en dos cédigos de Hamming extendidos. Tales aportes se encuentran
publicados en [121] y [122].
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5.1. Introduccién

Las técnicas para reducir el piso de error se pueden dividir en dos grupos.
El primer grupo tiene como objetivo eliminar las debilidades del algoritmo de
decodificacién que causan el piso de error mientras que el segundo grupo tiene
como objetivo corregir los errores residuales a la salida del decodificador.
Dentro del primer grupo se encuentran los algoritmos de post-procesamiento
que analizamos en el Capitulo 3 (véase [118] y [L85]) y mejoras del algoritmo
de decodificacion [165]. Sin embargo, el disefio y andlisis del piso de error
residual de dichas técnicas es en general un problema dificil ya que requiere el
conocimiento de la estructura de los patrones de error dominantes. Con tal fin
se realizan complejas simulaciones de alta velocidad en FPGAs que permitan
capturar dichos patrones. Cuando ésto no es posible o el algoritmo de post-
procesamiento es incapaz de reducir el piso de error, la solucién consiste en
corregir patrones de error residuales a la salida del decodificador (el cual
puede o no incluir un algoritmo de post-procesamiento). Con esta finalidad
se agrega un codigo externo que corrija los errores residuales. Esto tltimo es
una solucién simple y general al problema del piso de error. En particular, es
posible estimar el piso de error residual conociendo tnicamente el peso de los
patrones de error y su probabilidad, sin necesidad de conocer su estructura.
Estas ventajas han motivado varios esquemas de LDPC concatenados con
un c6digo externo para aplicaciones de 100 Gb/s (véase [32| [125] y las
referencias alli citadas). En [125] se propone un esquema de concatenacion
con un overhead total de 20 % basado en la concatenacion de un codigo LDPC
y un c6digo RS, el cual logra una ganancia neta de codificaciéon de 9 dB a un
BER de 10715, Otra alternativa propuesta en [125] es la concatenaciéon de
un codigo LDPC con un cédigo externo formado a partir de dos coédigos de
decisiones duras. Esta triple concatenacion de codigos tiene un overhead total
de 20.5% y una ganancia neta de codificacion estimada en 10.8 dB a un BER
de 10712, Por otro lado, en [32] se propone la concatenaciéon de un cédigo
LDPC con un cédigo de RS que logra una ganancia neta de codificacion de
11.3 dB a un BER de 107! con un overhead total de 20.5 %.

La incorporacién de un entrelazador de bits entre el co6digo interno y
el externo también ha sido considerada en el pasado para (i) reducir el
overhead del codigo externo y/o (1) reducir el piso de error residual [16]. En
funcién de la estructura de los patrones de error dominantes, el entrelazador
de bits puede ser capaz de reducir los requerimientos del cédigo externo
en términos de capacidad de correccién. Sin embargo, tal conocimiento de
la estructura de los patrones de error es un problema complejo para la
mayoria de los codigos de interés prictico como consecuencia del bajo piso
de error y la alta ganancia de codificacién requerida. Ignorando la estructura
particular de los patrones de error es comtn utilizar entrelazadores de bits
pseudo-aleatorios de gran tamano [16]. Sin embargo, tales entrelazadores
incrementan significativamente la complejidad de implementacién y la
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latencia del sistema.

En lo que sigue del presente capitulo se describird una nueva estrategia
de concatenacién de codigos disefiada para reducir el problema del piso de
error. En dicha técnica se reemplaza el uso de un entrelazador de gran
tamano en combinacién con el cédigo externo, por una nueva estrategia
de codificacién y decodificacién basada en la combinacién de dos codigos.
Se muestra ademas que la técnica propuesta reduce significativamente la
complejidad de implementacién' en comparacién con las técnicas existentes
(llegando facilmente a una reduccion de un orden de magnitud). Se describe
ademés una generalizacion del esquema propuesto que permite reducir el
piso de error causado no sblo por patrones detectables, como son los (a,b)
near-codewords con b > 0, sino también el piso de error causado por patrones
no detectables como son los (a, b) near-codewords con b =0 — i.e., palabras
codigo — [111]. Esta generalizacion permite usar la técnica propuesta para
combatir el piso de error no sélo en c6digos LDPC donde el piso de error
estd dominado por patrones de error detectables, sino también en cédigos
turbo como el TPC en donde el piso de error suele estar dominado por
palabras c6digo de minimo peso. Como segunda contribucién y como muestra
del potencial de la nueva técnica, se propone un esquema de codificacién
basado en un codigo TPC de baja complejidad compuesto en dos codigos de
Hamming extendidos que por si s6lo tiene un piso de error a un BER de 1077,
pero cuando se combina con el esquema propuesto alcanza una ganancia neta
de codificacién de ~ 11,2 dB a un BER= 107"® con un overhead total de
~ 22% y un piso de error a ~ 7-10717. Cabe notar que dicho esquema de
codificacion supera en 0,4 dB la ganancia de los codigos propuestos en [1],

(117 y [129).

5.2. Contexto

En esta seccién se introducen los conceptos bésicos y la notacién que
serd usada a lo largo del presente capitulo. Sea €2 el conjunto de todos los
posibles patrones de error a la salida del decodificador interno. Un patrén de
error es, en su forma mas general, definido como el conjunto de todos los
bits con error que ocurren simultaneamente en una palabra codigo. Sea p(w)
la probabilidad de que ocurra el patrén de error w € ) a una determinada
relacién senal-ruido. La tasa de error de palabras co6digo causada por €2 se
denota P, () y se calcula segin la ecuacion (5.1):

Py(Q) =) pw), (5.1)

we

!Como medida de complejidad de implementacién se utilizara el nimero de celdas
logicas (como por ejemplo, AND, XOR, etc).
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mientras que tasa de error de transmision PbQQ), vy la tasa de error de
informacion (i.e., de los datos no codificados), P,(€2), se calculan segun las
ecuaciones (5.2) y (5.3), respectivamente:

) = = 3 plw)u(w) (5.2
weN

@) = 1 3 plw)inw), (5.3)
weN

donde n y k son la longitud y la dimensiéon del cédigo, respectivamente,
mientras que w(w) y w(w) son el peso de transmision (el cual incluye los
bits de redundancia) y el peso de informacion (el cual no incluye los bits de
redundancia) del patron de error w, respectivamente. El conjunto Q puede
dividirse en dos subconjuntos disjuntos @y @ (i.e., Q =QURy AN Q= (),
donde @ es el conjunto de todos los patrones de error que causan el piso de
error y 2 es el conjunto de los patrones de error no-problematicos. A partir
de (5.1) y (5.3), se deriva la siguiente cota superior para la tasa de error de
informacién causada por los patrones de error de 9:

~ 1 - Wmaz
@) = 1 3 plw)iw) < U p,(@), (5.4)
we
donde wyqer = max  q{w(w)} [130]. Los parametros wmqea ¥ Pu () serdn el

punto de entrada para el disefio de los esquemas de concatenacién de cédigos.

5.2.1. Concatenaciéon de Codigos en Serie (CCS)

La concatenacién de codigos es una técnica conocida que se basa en la
combinaciéon de un codigo interno y un codigo externo [54] [16] [137] [73].
Sean Cy y Cs el codigo interno y externo, respectivamente. Cada codigo
esta definido por el conjunto de parametros [nj, kj,d;|, donde nj, k; y d;
son el tamano del bloque (o longitud), la dimension, y la distancia minima
del codigo C;, respectivamente. El overhead del codigo se define como
©; = (nj — kj)/kj. Sea C; la i-ésima palabra coédigo de C;. Cada palabra
codigo C7 estd compuesta por el bloque de informacién o bloque de datos
D;- de longitud £;, y por el bloque de paridad sz de longitud r; = n; — k;.
En las aplicaciones bajo analisis, el cédigo interno C; es generalmente un
c6digo LDPC o TPC mientras que el codigo externo Cy es un cédigo bloque
de decodificacién dura con una capacidad de correccion to = |(do — 1)/2]
disenada para eliminar o al menos reducir el piso de error de Cj.

Esquema I de Concatenacion de Codigos en Serie (CCS-I)

La Figura 5.1 muestra un esquema de concatenacién de coédigos en
serie clasico al cual denotaremos como CCS-I. El proceso de codificacién se
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Trama no
codificada

Codigo 2

Codigo 1

Trama [
codificada

Figura 5.1: Proceso de codificacion de la CCS-1.

compone de dos etapas. Primero, la trama sin codificar se divide en m bloques
de kg bits denotados D) para i = 1,...,m (ej., m = 3 en la Figura 5.1).
Cada bloque D5 es codificado por Cy generando la palabra codigo C%. En un
segundo paso, las palabras codigos C% se usan como palabras de datos del
codigo Cy (i.e., DI = C%), las cuales son luego codificadas por C; generando
las palabras codigo C% que serdn transmitidas. Para eliminar el piso de error
de C; generado por el conjunto de patrones de error @, Cy debe corregir
al menos wypq, bits. Notese que Co corregird también los patrones de error
w € @con w(w) < to pero podria introducir més errores sobre los patrones de
error 0= {w € 0: w(w) > t2}. Debido a que el decodificador de Cy modifica
a lo sumo to bits, el maximo ntimero de errores adicionales introducidos
sobre los patrones de error € no es superior a to. Por lo tanto, en el peor
caso, la tasa de error de informacién 151,(92) se ve incrementada por un factor
(2t2+1)/(t2+1) < 2. Esta ultima penalidad puede despreciarse a muy bajas
tasas de error — por ejemplo 107'® — donde la pendiente de la curva de
BER vs. SNR es muy alta, lo que es tipico en co6digos con un desempefo
cercano al limite de Shannon.

La Figura 5.2 muestra una variacién del CCS-I en donde se incorpora un
entrelazador entre el codigo Cq y el coddigo Co. Dependiendo de la estructura
de los patrones de error de C;, es posible disenar un entrelazado tal que
divida los patrones de error de C; entre varias palabras codigo de Co. De
esta forma, puede reducirse la capacidad de correccién de C,.

Esquema II de Concatenacion de Coédigos en Serie (CCS-II)

El esquema CCS-1 puede generalizarse como se muestra en la Figura 5.3.
Este esquema, denotado CCS-I1, usa un cédigo externo Co de mayor tamano
que el usado en CCS-I con la finalidad de proteger una trama de m palabras
de datos internas (ej., m = 3 en la Figura 5.3). Sea to = 7 wpqs la capacidad
de correcciéon de error de Cy. Luego, el piso de error se elimina si 7 = m.
Alternativamente, si 7 < m el piso de error es reducido pero no eliminado.

En este ultimo caso, el piso de error residual 15,)(11)(@) puede aproximarse con
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Trama no 1 : 2 g 3
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Figura 5.2: Proceso de codificacion de la CCS-I con entrelazado.
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Figura 5.3: Proceso de codificacién de la CCS-I1.

la distribucién binomial [130] segin la ecuacion (5.5):

A@~ M(%(zﬂw(@))i(l&(@))m‘"- (5.5)
i=7+1

Si bien los parametros del esquema CCS-II pueden optimizarse segin las
caracteristicas del cédigo interno, en la mayoria de los casos de interés
practico — donde P, () < 1074, wyaz < 50 y k1 > 500 — es posible reducir
el piso de error debajo de 1077 usando m = 20 y 7 = 4; lo que muestra
la generalidad y potencial del CCS-II. Ademas, debido a que el valor de
T necesario es significativamente menor que el valor de m, el overhead del
codigo externo de SCC-II es mucho menor que en SCC-I. Sin embargo, esta
dltima ventaja tiene como contrapartida la necesidad de implementar un
c6digo externo m-veces més largo con una capacidad de correccién T-veces
mayor que en CCS-1. Tal incremento de complejidad hace prohibitivo el uso
del esquema SCC-II en la mayoria de las aplicaciones de alta velocidad.
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Figura 5.4: Proceso de codificacién de la técnica de CCS propuesta.

5.3. Nueva Estrategia de Concatenacién

Esta seccién describe un nuevo esquema de CCS para combatir el piso de
error. El nuevo esquema es capaz de lograr una reducciéon del piso de error
similar a la obtenida por el esquema CCS-II. Sin embargo, el nuevo esquema
estd construido en base a cédigos externos pequetios como en el CCS-1. De
esta forma la complejidad de implementacion se reduce significativamente en
relacién al esquema CSS-II.

En lo sucesivo, se considerard que el piso de error del cédigo interno Cy es
causado por el conjunto @ de errores detectables como ocurre generalmente
en los codigos LDPC (i.e., los patrones de error no son palabras codigo y
por lo tanto su sindrome no es cero; esta restriccion serd eliminada luego
en la Seccion 5.4). La nueva CCS utiliza dos codigos externos pequenios,
denotados como Co y Cs, para combatir el piso de error del cddigo interno
C;. El proceso de codificacion se compone de tres pasos (véase Figura 5.4):

1. La trama no codificada se divide en m palabras de datos de ks bits
cada una denotadas Dé parai=1,...,m (m = 3 en el egjemplo de la
Figura 5.4). Cada palabra de datos D} es codificada por C3 generando
los bits de paridad Pg.

2. Los m bloques de paridad P§ se agrupan en la palabra de datos D3, la
cual es codificada por Cy generando los bits de paridad P;.

3. Los bits de paridad Pj se dividen en m sub-bloques de igual, o casi
igual, tamano denotados como P21’1 con ¢ =1,...,m. Cada palabra de
datos Dli es generada por la concatenacion de la palabra de datos

é v los bits de paridad P21’Z. Finalmente, cada palabra de datos
Di es codificada por C; generando las palabras codigo C% que serdn
transmitidas por el canal.
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Trama T : ™
1 : 2 H 3
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Figura 5.5: Proceso de decodificacién de la técnica de CCS propuesta.

En la Figura 5.5 puede observarse un ejemplo del proceso de

decodificacién cuando el patréon de error tiene lugar en la tercera palabra
codigo C3. Dicho proceso se compone de los siguientes pasos:

1. Las palabras codigo C{ para ¢ = 1,...,m son decodificadas y aquellas
que contienen errores residuales son detectadas en base al valor del
sindrome.

2. A partir de las palabras de datos D} sin errores obtenidas en el paso 1,
se extraen las palabras de datos Dj para luego codificarlas con la
finalidad de recuperar los bits de paridad P%.

3. Se reconstruye la palabra de datos D} a partir de los bits de paridad
P§ generados en el paso 2, en donde los bits de paridad no disponibles
— aquellos que corresponden a la palabras c6digo con errores — son
marcados como borrados (i.e., P§ en el ejemplo de la Figura 5.5).
Los bits de paridad Ps son extraidos de las palabras de datos D}
que no contienen errores y aquellos bits relacionados a las palabras
de datos corruptas son marcados como borrados. Luego se utiliza un
decodificador de borrado en las palabras codigo C3 para recuperar los
bits de paridad P de las palabras c6digo C% con errores.

4. Finalmente, las palabras cédigos C% con errores residuales son
corregidas.
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Cell Gate Count
Inverter (INVDOBWP35) 0,5
2-input AND (AN2D2BWP35) 2,0
2-input XOR (GXOR2D2BWP35) 4,0
2-input MUX (MUX2D2BWP35) 3,5
D Flip-Flop (DFD2BWP35) 7,5
One Bit of a RAM{ 0,8

T estimado en base a la relacién de area entre una
1024x16 SPSRAM y una NAND ND2D1BWP35

Cuadro 5.1: Numero de compuertas equivalentes de las celdas bésicas de
tecnologia de TSMC de 28nm.

5.3.1. Desempeno y Overhead

Si Cg corrige Wynqy bits y Cq recupera 7- (n3 — k3) + (7/m) - (n2 — k2) bits
borrados, el esquema de CCS tiene un desempefio similar al obtenido por el
esquema CCS-II. Notese que 7 - (ng — k3) es la cantidad de bits de paridad
correspondientes a 7 palabras codigo de C3 mientras que (7/m) - (n2 — k2)
son los bits de paridad de Cy que pertenecen a 7 palabras cédigo de C; con
errores. Si Cq es un codigo con mdzima distancia de separacion (MDS) — ej.

un cédigo RS —, su capacidad de correccion de borrado es igual al tamafo
de su redundancia [73], entonces se verifica:
-
ng — ko =171 - (n3 — kg) + E(ng — kg), (56)
que resolviendo para ne — ko queda
m-T
— ko = - (ng — k3). 5.7
no ) e (nd 3) ( )

Finalmente, el overhead del nuevo esquema de CCS es

o ="l _T_[moh)

m - ks m—T

(5.8)

En base a evaluaciones numéricas de (5.8) se puede observar que para casi
practicamente todos los parametros de interés practico en aplicaciones de
alta velocidad — k1 > 500 7 < 4, Wiaz < VE1/2 <200, y m > 20 — el
overhead del esquema propuesto es menor al de los esquemas clasicos CCS-1y
CCS-11. Este ultimo resultado serd nuevamente confirmado por los ejemplos
de la Secciones 5.3.3 y 5.3.4 .

5.3.2. Complejidad

Como se observa en la Figura 5.6, el esquema de CCS propuesto esta
compuesto de tres codificadores en el lado de transmisién, uno para cada
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Cuadro 5.2: Complejidad de los cédigos BCH binario y RS.
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= Transmisor
> G | C +— ¢ G 5
Codificador Codificador 2 Codificador
A
>»| Memoria
Receptor
D)
— G G |5 & —| £ Cs
Deco. Codificador Deco. g Deco.
A
Memoria > Memoria =3

Figura 5.6: Diagrama en bloques del codificador y decodificador el esquema
de CCS propuesto.

c6digo, y del lado del receptor se compone de un codificador para el codigo
Cs y tres decodificadores, nuevamente uno para cada codigo. Sea ®(CS,T)
y ®(C%,T) la complejidad del codificador y decodificador del codigo C,
respectivamente cuando operan a una velocidad de 7 bits/s. En lo sucesivo,
se utilizard el ndmero de compuertas equivalentes de las diferentes celdas
logicas —ej. AND, XOR, etc.— como medida de la complejidad. Dicho
nimero de compuertas equivalentes se calcula en base a las celdas de la
tecnologia de TSMC de 28nm descripta en la Tabla 5.1 (véase [105] para
més detalles). El namero estimado de compuertas logicas de un codigo de RS
sobre GF(27) y un c6digo BCH para una implementacion en paralelo basada
en los algoritmos clasicos (véase [103] y [27]) se detalla en la Tabla 5.2.
La complejidad total &7 del esquema de CCS propuesto es

dp ~ 28(C5,T)+®(CL, (1/m)T) + ®(Memoria)
+ ®(C5, (r3/ka)T) + (C3, (r3/ks)T), (5.9)

donde el decodificador de Cgj tiene que corregir no mas de 7 de las m
palabras cédigo por trama y por lo tanto su velocidad de procesamiento
se reduce a =~ (7/m)T. En forma similar, el decodificador de C; tiene que
corregir s6lo una palabra cédigo por trama lo que reduce su velocidad a
~ (rs/ks)T. Finalmente, ®(Memoria) es la complejidad de los ~ 3mk;
bits de la memoria requerida para compensar la latencia de los diferentes
coddigos. Estas complejidades dependen de los cédigos externos elegidos. Una
buena relacién entre desempefio y complejidad puede lograrse utilizando el
esquema propuesto con un codigo de RS sobre GF(29) como Cs y un codigo
BCH binario como C3. Como se demostrard en los siguientes ejemplos, la
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[ Esquema [ CCs-1 [ CCS-II [ CCS Propuesto |
Penalidad en SNR 0.3386 dB 0.0397 dB 0.0297 dB
Overhead 8.1081 % 0.9174 % 0.6865 %

Piso de error None ~5-10~19 ~5-1019
Codigo Externo Co BCH[1320, 1221,19] | BCH[47520, 47088, 55] RS[432, 396, 37]
Codigo Externo Cs None None BCH[1410, 1311, 19]

Complejidad Relativa 1.00 6.00 0.67

Cuadro 5.3: Comparaciéon de desempenio y complejidad para los tres
esquemas del ejemplo 1

complejidad del esquema de CCS propuesto es significativamente menor a la
de los esquemas clésicos, lo cual es consecuencia del uso de c6digos pequenos
y de la reduccion de velocidad en los decodificadores.

5.3.3. Ejemplo 1: Cédigo Concatenado LDPC+RS+BCH

Sea C; el codigo [2640, 1320] de Margulis [L11]. Este codigo tiene un piso
de error que comienza a P,(®) ~ 1075, Este piso de error estd dominado
por trapping-sets (TS), en particular por TS(12,4) y TS(14,4) los cuales
tienen 6 y 7 bits de informacién, respectivamente. Sin embargo, como se
observo en [18], también hay TS de peso 15, 16, 17 y 18 bits. En lo sucesivo
atacaremos también a estos ultimos T'Ss mediante el diseno de un esquema
de CCS para corregir patrones de error con wpme, = 9 bits de informacion.
La soluciéon resultante de usar las diferentes técnicas de CCS analizadas se
detalla a continuacién:

» CCS-I: el codigo externo Cq tiene que ser un BCH[1320, 1221, 19].
Luego, la penalidad en la SNR y overhead adicional son 10 -
log10(1320/1221) = 0,3386 dB y (1320 — 1221)/1221 = 8,11%

respectivamente.

» CCS-IL: el codigo externo Cy tiene que ser un BCH[47520, 47088, 55]
el cual puede corregir hasta 7 = 3 patrones de error de 9 bits.
El piso de error no es completamente eliminado, pero se reduce a
Pb(H)(@) ~ 5-107! con una penalidad en la SNR y un overhead
adicional de 0,0397 dB y 0,9174 % respectivamente.

= Nueva CCS: usando m = 36 y 7 = 3 como en la CCS-II,
obteniendo de esta forma el mismo piso de error residual, Cs puede
ser un BCH[1410, 1311, 19] binario sobre GF(2!!) y Cy puede ser
un RS[432,396,37] sobre GF(2°). El ntmero de bits de paridad

adicionales es 36 - 9 = 324. Estos bits de paridad introducen una
penalidad en la SNR y un overhead adicional de 0,0297 dB y 0,6865 %,
respectivamente.

La complejidad de los tres esquemas de CCS se estimé como se describe
en la Seccién 5.3.2. Un factor de paralelismo base p = 160 bits se utiliza como
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referencia para lograr una velocidad de procesamiento de 7 ~ 100Gb/s en
tecnologia CMOS de 28nm operando a una frecuencia de reloj de 625 MHz.
La Tabla 5.3 muestra las complejidades relativas de los tres esquemas y sus
respectivos desempefios. Nétese que:

= El desempeno del esquema CCS-II es mejor que en CCS-I a costa de
una mayor complejidad de implementacién como consecuencia de uso
de un codigo BCH mas grande.

= El nuevo esquema tiene un desempefio ~0.3 dB superior al alcanzado
por el esquema CCS-I con una complejidad incluso menor.

= El desempeno del esquema propuesto es similar al del esquema CCS-
II. Sin embargo, la complejidad de implementacion del primero es
aproximadamente un orden de magnitud menor que en CCS-II.

5.3.4. Ejemplo 2: Cédigo Concatenado LDPC+RS+RS

Como segundo ejemplo se utilizo la concatenacion LDPC+RS propuesta
en [116] para la proxima generaciéon de sistemas de comunicaciones Opticas.
Este esquema se compone de un codigo interno LDPC[9252, 7967] y un codigo
externo RS[992, 956, 37]. El overhead total es 20,5% y la ganancia neta de
codificacion a un BER=10"1% es 10 dB. El c6digo externo introduce una
penalidad en la SNR de 0,1605 dB. A continuacién se utilizara el esquema de
CCS propuesto con el mismo cédigo LDPC como cédigo interno C;. Como
codigos externos se utilizard al RS[830,794,37] como el codigo C3 — i.e.,
una version acortada del codigo de RS original —, y el RS[1014, 936, 79]
como codigo Cy donde m = 26 y 7 = 2. Notese que la velocidad requerida
para Co es ks/rs ~ 22,14 veces menor a la del RS original, luego la
complejidad adicional introducida por el esquema de CCS propuesto es
despreciable. De [116] se observa que la probabilidad de los patrones de error
es Py,(®) ~ 5-1077. Luego, el piso de error residual del esquema propuesto
es 156(@) ~ 1071, Por otro lado, la penalidad en la SNR y el overhead
adicional son 0,0164 dB y 0,378 %, respectivamente. Lo anterior resulta en
un incremento de la ganancia neta de codificacién de 10 dB a 10,1441 dB y
en una reduccion del overhead total desde 20,5 % a 16,568 %. Estas mejoras
no soélo reducen los requerimientos de SNR del sistema sino que también

mejoran la eficiencia espectral y bajan la potencia de disipacién?.

5.3.5. Ejemplo 3: Cédigo Concatenado LDPC+SPC+BCH

La mayoria de los codigos LDPC propuestos para aplicaciones de fibras
o6pticas tienen un piso de error bajo — usualmente menor a 1070 — que

2Esto se debe a que la frecuencia de muestreo se reduce como consecuencia del mejor
overhead
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Tr - —
codificada | D; D3 i)
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Figura 5.7: Proceso de codificacién del esquema de CCS propuesto
optimizado para 7 = 1.

puede reducirse a tasas de errores por debajo de 1071 corrigiendo un sélo
patrén de error por trama (i.e., con 7 = 1). En estos casos, es posible reducir
el overhead y la complejidad de implementacién del esquema propuesto
mediante el uso de n3 — k3 cddigos de chequeo de paridad simple (SPC?)
como el codigo externo Cs. El proceso de codificacién resultante, el cual es
descripto en la Figura 5.7, se compone de los siguientes pasos:

1. La trama no codificada se divide en m bloques. Las primeras m — 1
palabras de datos g para ¢ = 1,...,m — 1 se corresponden con
los primeros m — 1 bloques. La ultima palabra de datos D3 es la
concatenacion de (n3—ks) ceros y el altimo bloque D1, el cual contiene
k?g — (Tlg — k?g) bits.

2. Cada palabra de datos D} se codifica con C3 generando los bits de
paridad Pg.

3. Parai=1,...,n3 — k3 las palabras de datos Dé de m bits se forman
como la concatenacién de los i-ésimos bits de paridad de PJ para
j=1,...,m. Luego, cada D} es codificado por el codigo SPC.

4. Las palabras de datos del codigo Cy son D} = D parai=1,...,m—1.
La dltima palabra de datos D7" es la concatenacion de 5? y los ng—ks
bits de paridad generados en el paso 3. Finalmente, cada palabra de
datos D! es codificada por Cj.

El proceso de decodificacion es similar al del esquema original; véase la
Figura 5.5. Los principales beneficios del esquema optimizado son:

= La complejidad de implementacién del codificador y decodificador
del cédigo externo Cy es muy baja debido a que ambos se pueden

3Por sus siglas en Inglés para “single parity check”.
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Figura 5.8: BER vs. SNR de la CCS-1I y la CCS propuesta con 7 = 1.

implementar en forma recursiva utilizando ng — k3 compuertas XOR
y Flip-Flops. De esta forma ®(C$) + ®(C4) = 2(n3 — k3)(®(XOR) +
& (FlipFlop)) = 23 - (ng — k3) compuestas.

= El overhead introducido por los cédigos externos es reducido
de [(n3 —k3)/ks]/(m —1) (ver ecuacion (5.8) con 7 = 1) a
[(n3 — k3)/ks]/m debido a que los bits de paridad de Cy que pueden
tener errores no necesitan ser borrados.

= La latencia del codificador se reduce debido a que los bits de paridad
P} son transmitidos en la tiltima palabra cédigo de Cy; i.e., dichos bits
de paridad pueden calcularse mientras las palabras codigo de C; son
transmitidas. Lo anterior también reduce el tamano de la memoria de
~ 3mki1 a = 2mk, bits.

La Figura 5.8 muestra el desempeno del esquema de CCS optimizado
para 7 = 1. Como codigo interno C; se utiliza el codigo LDPC[2640, 1320]
de Margulis con m = 10. Por limitaciones en la velocidad de simulacién,
se inserta a la salida del decodificador un piso de error artificial con
probabilidad P, (®) = 1073. Al igual que el piso de error real, los patrones
de error insertados estan formados por 7 bits de informacién y 7 bits de
paridad con error. En dicha figura se observa el desempeno del codigo
interno C; solo (circulos), del esquema CCS-IT (cuadrados) y del nuevo
esquema de CCS (tridngulos). Para el CCS-II, el codigo externo Ca es
un BCHJ[13200, 13102, 15]. Por otro lado, para el esquema propuesto Cs
es un BCH[1397,1320, 15] mientras que Cy es un SPC[11,10,2]. Notese
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que C;i tiene un piso de error a un BER ~ (7/1320)P,(®) = 5,3 - 1076,
Este piso de error es reducido por el codigo externo a un BER ~ 4,73 -
10~8. Este desempefio es similar al alcanzado por el esquema CCS-II. Sin
embargo, cabe remarcar que la técnica propuesta utiliza coédigos externos mas
pequenos reduciendo de esta forma la complejidad en circuitos integrados.
Particularmente, usando un factor de paralelismo p = 160 para alcanzar
una velocidad 7 =~ 100Gb/s en tecnologia CMOS de 28nm operando a una
frecuencia de reloj de 625 MHz como en el Ejemplo 1 (véase Seccion 5.3.3),
la complejidad del esquema CCS-II es =~ 575 K compuertas mientras que
la complejidad del nuevo esquema es ~ 107 K compuertas, i.e., 5,38 veces
menor!

5.4. Reduccion del Piso de Error de Coédigos TPC

El nuevo esquema de CCS desarrollado en esta Tesis puede extenderse
para mitigar el piso de error causado por palabras cédigo de bajo peso; i.e.,
patrones de error no detectables. Tal propiedad es particularmente 1til en la
decodificacion de codigos turbo tales como codigos turbo producto (TPC).
En el nuevo esquema se utilizara un subconjunto de g bits de paridad de Cs
con la finalidad de detectar las palabras c6digo que tienen errores residuales

después de ser decodificadas por el codigo interno®.

5.4.1. Esquema CCS Generalizado

La Figura 5.9 describe el proceso de codificaciéon del esquema de CCS
generalizado. A diferencia del esquema anterior, en su version generalizada
un subconjunto de g bits de paridad de Pg, denotado f’g, no es codificado por
Cs. En su lugar, este subconjunto de bits es transmitido como parte de la
palabra de datos D} del c6digo interno Cy. En el proceso de decodificacion,
P?f se utiliza para detectar las palabras codigo de C; que estan corruptas. El
proceso de decodificacién comienza con la decodificaciéon de las m palabras
c6digo recibidas Cf. Luego, la palabra de datos D} es extraida de C}. Para
cada palabra de datos Di, la palabra de datos Dg es extraida y parcialmente
codificada con Cs para regenerar sélo los bits de paridad ]55 Si estos bits
de paridad regenerados no son iguales a sus correspondientes bits dentro
de Di, la palabra de datos es marcada como corrupta. Una vez que todas
las palabras de datos D} corruptas son identificadas, el resto del proceso de
decodificaciéon continta de la misma forma que en el esquema original.

“Es también posible realizar tal deteccion mediante el agregado de un cddigo de
deteccion de errores tal como un cddigo de redundancia ciclica denotado CRC — por
sus siglas en Inglés para cyclic redundancy check—. Otra opcién consiste en reemplazar
el decodificador de borrado de C2 por un decodificador para correcciéon de errores con el
costo de incrementar la distancia minima de Cs.
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Figura 5.9: Proceso de codificaciéon del esquema CCS generalizado.
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Figura 5.10: Proceso de decodificacién del esquema CCS generalizado.
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Este esquema generalizado puede tener un piso de error residual causado
por la ocurrencia de méas de ¢ patrones de error pertenecientes a @ dentro de
la misma trama. Este piso de error, denotado como ]51)(1) (®@), puede estimarse
con la ecuacion (5.5) al igual que en el esquema original. Sin embargo, en
el nuevo esquema también es posible tener un piso de error causado por
patrones de error que no son detectados por los g bits de paridad P?f La

probabilidad Pg)(@) de que un patréon de error no detectable w € @ ocurra
en la palabra cédigo C} se puede calcular como:

PR@) = 3 1 (Py(w) = 0) plw) (5.10)
wG@

donde pg(w) son los primeros g bits de paridad de Cs asociados al patrén
de error w € @, mientras que I,(X) es el operador de Iverson el cual vale 1
si la sentencia X es verdadera y vale 0 si es falsa. Debido a que los patrones
de error de diferentes palabras c6digo son independientes, la probabilidad de
al menos un patrén de error no detectable en la trama puede calcularse en
base a la distribucién binomial como indica la ecuacion (5.11):

PR@ =3 (7 )@y - pR @y (5.11)

i=1

mientras que la tasa de error puede estimarse como indica la ecuacion (5.12):

@~y <m) e pE(@) (- PO@)" (12
=1

5.4.2. Esquema CCS Generalizado Aplicado a un TPC

Como se mencioné en la introduccién, potentes cddigos de correccion
de errores deben disefiarse para satisfacer los requerimientos de los futuros
sistemas de transmisiéon de datos a alta velocidad. Por ejemplo, una ganancia
de codificacion neta >10 dB a un BER de 1071 y un overhead de ~ 20 % es
necesario para la proxima generacion de OTN [125]. Para alcanzar estos
requerimientos, varios cédigos LDPC y TPC han sido propuestos en la
literatura (véase por ejemplo [125] y las referencia alli citadas). En particular,
c6digos TPC basados en dos BCH con una capacidad de correccién > 2,
denotados TPC-BCH, y una longitud total > 32 Kbits han sido usados
en sistemas de alta velocidad para proveer una relacién de compromiso
aceptable entre desempeno y complejidad [4] [38] [117].

A continuacién, se utilizard el esquema de CCS generalizado para
permitir el uso de codigos TPC de muy alto piso de error — los cuales
tienen la ventaja de poseer baja complejidad — en aplicaciones que requieran
una muy baja tasa de error. Se demostrard que un coédigo TPC basado en
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dos cddigos de Hamming extendidos, denotado TPC-EH, con un tamafo de
bloque de s6lo 8192 bits y una distancia minima de 16 bits, puede combinarse
con el esquema propuesto alcanzando de esta forma una ganancia neta de
codificacion de ~ 11,2 dB a un BER= 107'° con un overhead total de ~ 22 %
y un piso de error a ~ 7- 10717, Cabe destacar que este desempeno es:

(i) 0,45 dB superior al alcanzado por el codigo TPC propuesto en [117], el
cual esta basado en el producto BCH(144,128,5) x BCH(256,239,6) con
una longitud de 36864 bits y una distancia minima de 30 bits,

(i) 0,4 dB superior que el del TPC basado en el producto
BCH(128,113,6) x BCH(256,239,6) propuesto en [4] el cual tiene una
longitud de 32768 bits y una distancia minima de 36 bits, y

(#ii) 0,4 dB superior al desempeno alcanzado por el esquema de tres codigos
concatenados propuesto en [125].

Ademas, se espera que la complejidad de implementacion del TPC-EH con el
esquema de CCS propuesto sea menor a la de los esquemas previos basados
en un TPC no concatenado. Esto dltimo se debe principalmente a que los
codigos componentes del TPC-EH son mucho més simples que los utilizado
en los esquemas TPC-BCH no concatenados. En particular, este tltimo
requiere c6digos BCH grandes y con una capacidad de correccién mayor
a la del codigo EH con la finalidad de evitar un problema de piso de error.
Por tales motivos, el TPC-EH combinado con la técnica propuesta es una
excelente opcién para la nuevas generaciones del redes de comunicacién por
fibras opticas [125].

5.4.3. Cédigo Concatenado TPC-EH + BCH + RS

Sea el codigo interno C; un TPC basado en dos cédigos de Hamming
extendidos con parametros [128,120,4] y [64,57,4]. Sea A,, el ntumero de
palabras codigo de C; con peso w. Para w < 28, A,, se puede calcular segiin
se describe en [159] obteniendo

1, stw=0
888943104, si w =16
7154214100992, siw =24
0, otrow < 28

Ay = (5.13)

La Figura 5.4.3 muestra la curva de BER vs SNR de este cédigo cuando
se decodifica con 8 iteraciones turbo entre los dos codigos componentes.
El decodificador de mdzrima probabilidad a posteriori (MAP®) propuesto
en |[12] se utiliza para decodificar ambos cédigos EH. Como se observa en la
Figura 5.4.3, C; tiene un piso de error a un BER < 1077 el cual es causado

®Por sus siglas en Inglés para Mazimum A posteriori Probability
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por las A palabras codigo de peso minimo wy,;, = 16 [33]. La Figura 5.4.3
también muestra la estimacion de BER basada en la cota de unién [33] para
las palabras de peso 16 y 24.

Para poder evitar un piso de error a un BER = 10715, de la Figura 5.4.3
se infiere que los errores debidos a palabras codigo de peso 24 o menor deben
corregirse. Ademas, debido a que se utiliza un proceso iterativo sub-6ptimo
para la decodificacién, se tienen que analizar también los errores debidos
a stopping-sets que no sean palabras cédigo. Esto tltimo se puede calcular
como se describe en [136] dando como resultado que el minimo stopping-
set que no sea palabra cédigo tiene peso 24 y multiplicidad 81782765568,
~ 87 veces menor que Asyq. Por otro lado, una trama compuesta de m = 19
palabras codigo acortadas TPC(7859,6507) se requiere para acomodar los
122368 bits de una Unidad de datos del Canal Optico (ODU®) de la trama
OTN G.709 [163] mas los bits de paridad de los codigos externos. Para reducir
el piso de error por debajo de 10~ se requiere una capacidad de correccion
de 7 = 2 patrones de error de peso < 24 y una deteccidén de palabras coédigos
corruptas basada en g = 32 bits de paridad. El BCH[6753, 6441,49] sobre
GF(2'3) con una capacidad de correccién de 24 bits es usado como codigo
Cs, mientras que el c6digo Co es un codigo RS[596,532,65] sobre GF(210).
El overhead total introducido por Co y C3 es =~ 1,02 %. Este ultimo genera
una penalidad en la SNR de 0,044 dB. La tasa de error residual causada
por la ocurrencia de més de 7 patrones de error en una misma trama es
]5[)(1)(@) ~ 7-107'7, mientras que la tasa de error causada por patrones de
error no detectables es ]5;2)(@) ~ 4,3 - 1078, Los valores previos han sido
derivados en base a las ecuaciones (5.5) y (5.12), respectivamente, donde
P,(Q) ~ 5-107° fue obtenido a partir de la simulacién por computadora a
una SNR = 6,7 dB.

El piso de error del TPC-EH también puede reducirse utilizando los
esquemas clasicos CCS-1 y CCS-II. Sin embargo, como se muestra a
continuacién, el esquema propuesto provee mejor relaciéon entre desempefio
y complejidad que estos dltimos:

= FEl esquema CCS-1 requiere una trama de m = 19 palabras
codigo TPC(8105,6753) protegidas por m palabras codigo de un
BCH[6753,6441,49]. El overhead total es 25,8 %, la ganancia neta de
codificacién es 11,05 dB y la complejidad es 2,02 veces mayor que
la del esquema propuesto. Esto es, el esquema propuesto tiene mejor
eficiencia espectral, un desempenio 0,15 dB mayor y menor complejidad
que el esquema CCS-1.

= Kl esquema CCS-II requiere una trama de m = 19 palabras codigo
TPC(7836,6484) combinadas con un BCH[123196, 122380,97]. En
forma similar al esquema propuesto, el overhead total es 21,7% y la

Por sus siglas en Inglés para Optical Channel data Unit
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T
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ganancia neta de codificacion es 11,2 dB. Sin embargo, la complejidad
es 6,73 veces mayor. Esto tltimo representa una ventaja significativa
en favor del esquema propuesto.

De lo anterior se evidencian las ventajas del esquema propuesto en la
implementacion de coédigos de correcciéon de errores para aplicaciones de alta
velocidad. En particular, el esquema de codificacion TPC-EH+RS+BCH
aqui descripto representa una alternativa de baja complejidad respecto al
esquema que utiliza un TPC no concatenado basado en cédigos BCH con
capacidad de correccion > 2 [4] [117] [125] debido a que este ultimo tiene
una mayor complejidad de implementacion que el cédigo EH.

5.5. Conclusion

La nueva estrategia de concatenacién de cédigos para reducir el piso de
error posee ventajas tanto en términos de desempeno como de complejidad
frente a los esquemas clasicos. Tal ventaja radica en el uso de dos codigos
externos pequenos que aprovechan la independencia de los patrones de error
entre diferentes palabras c6digo para obtener un desempenio equivalente al
de un cédigo méas grande. El esquema propuesto puede utilizarse para reducir
el piso de error causado tanto por patrones detectables como no detectables.
En particular, el nuevo esquema abre las puertas al uso de coédigos de baja
complejidad que actualmente no se utilizan por su alto piso de error como
es el caso de cddigos TPC basados en c6digos de Hamming.
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6.1. Discusién Final

A partir del trabajo de Shannon de 1948, la busqueda de codigos de
correccion de errores eficientes se ha convertido en una area importante de
desarrollo cientifico e industrial. En los tltimos anos, tal desarrollo culminé
en lo que hoy conocemos como codigos basados en grafos y en particular
en los cédigos LDPC. Estos codigos mostraron tener el potencial necesario
para alcanzar el maximo desempeno teérico posible con una complejidad
algoritmica moderada. Por tal motivo, han comenzado a utilizarse en forma
estandar en las més diversas ramas de las comunicaciones digitales, entre
las cuales cabe destacar a las comunicaciones inalambricas. Sin embargo,
existen problemas asociados a los mismos que dificultan su aplicacién en
aquellas areas que requieren tasa de error muy baja y velocidad muy alta
como ocurre en el caso de las comunicaciones épticas y los dispositivos de
almacenamiento de informacion. Estos problemas son: (i) una peérdida de
desempeno observable sélo a tasas de errores muy bajas que es conocida
como piso de error y (ii) la ausencia de una arquitectura de implementacion
estandar y eficiente. La presente Tesis propone soluciones a ambos problemas
ayudando a abrir el camino para el uso de dichos c6digos en las aplicaciones
mencionadas.

En lo referente al problema del piso de error, se proponen dos soluciones
independientes pero que pueden combinarse de ser necesario. La primera
solucién ataca el problema desde dentro del c6digo en cuestiéon tanto a nivel
de la matriz de paridad como del algoritmo de decodificaciéon. Se propone
un método de construccion de la matriz de paridad que reduce los ciclos
de corta longitud. Este método se combina con un nuevo algoritmo de
post-procesamiento basado en cuantizacién adaptiva. Este tiltimo algoritmo
estuvo motivado por la observacion (mediante la técnica de importance
sampling) de que el nivel del piso de error es fuertemente afectado por la
saturacion que se produce en el nodo de variable. La comparacién de dicho
algoritmo con su rival, propuesto por Zhang en 2008, muestra la superioridad
del primero. Estas soluciones permitieron la construcciéon de un cédigo LDPC
de alta ganancia y sin piso de error detectable hasta al menos 10716, Dicho
¢6digo confirma los resultados que ofrece la metodologia propuesta para el
disenio de cédigos LDPC para aplicaciones que requieren muy bajo piso de
error.

La segunda solucién al problema del piso de error ataca a este tltimo
en forma externa al coédigo en cuestion, mediante la propuesta de un
nuevo esquema de codigos concatenados. Este nuevo esquema reduce
significativamente la complejidad de implementacién en comparacién con
las técnicas existentes. Resultados numéricos indican una reduccién de
complejidad que puede alcanzar un orden de magnitud en comparaciéon con
las soluciones existentes. Fste beneficio se obtiene como consecuencia de una
nueva estrategia de codificacién y decodificaciéon basada en la combinacion
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de dos cédigos externos que trabajan en forma conjunta. Se propone ademas
una generalizaciéon de dicho esquema que permite reducir el piso de error
causado por palabras cédigo de bajo peso. Esto tltimo permite combatir el
piso de error no sélo en cédigos LDPC sino también en cédigos turbo como
TPC. Como ejemplo se propone un sistema de codificaciéon basado en un
cdédigo TPC de baja complejidad que por si sélo tiene un piso de error a
un BER de 10~7 pero cuando se combina con el esquema propuesto en esta
Tesis alcanza una ganancia neta de ~ 11,2 dB a un BER= 10! con un
overhead total de ~ 22% y un piso de error a ~ 7 - 1077, Este esquema
supera en 0,4 dB a cédigos equivalentes propuestos previamente.

En relacién al segundo problema, se propone una arquitectura de
implementacion del decodificador LDPC para la familia de codigos que
cumplen la particion reqular por columnas. Dicha particién permite reducir
el ntmero de interconexiones al sélo tener que trabajar con una pequeia
parte de la matriz de paridad. Ademads, combinar este esquema con
multiples palabras cédigo entrelazadas a nivel de iteraciones hace posible
utilizar pipeline y lograr al mismo tiempo un procesamiento JaT. Como
optimizaciones adicionales se propone la divisién y serializacién del nodo
de chequeo y el uso de cuantizacién cuasi uniforme en combinacién con la
aplicacion del factor de correccion del algoritmo SMSA en el nodo variable
y no en el nodo de chequeo. Esto tltimo permite reducir atin mas el nivel
de interconexiones y la potencia. Finalmente, como prueba de la eficiencia
de la arquitectura propuesta, se implementé la misma en tecnologia CMOS
de 28nm logrando una velocidad de procesamiento de 64 Gb/s sobre un area
de 19.6 mm? y con una potencia de 4.7 Watts. Dicho trabajo representa
el primer codigo LDPC no concatenado para comunicaciones épticas que
demostro ser implementable con tecnologia CMOS de 28nm y que posee una
ganancia de codificaciéon neta igual a 11.3 dB a un BER de 10715 sin piso de
error verificado mediante emulacién en FPGA.

Las soluciones presentadas simplifican enormemente el uso de los c6digos
LDPC y similares en aplicaciones que requieran una muy baja tasa de
error y/o alta velocidad. En particular, tales contribuciones muestran que
es posible el uso de c6digos LDPC en comunicaciones por fibra 6ptica.

6.2. Caminos a Seguir

El principal problema que ain queda abierto en relacién a los cédigos
LDPC es la estimacion de su desempeno a baja tasa de error, ya sea mediante
un método puramente analitico o un método hibrido asistido por simulacién
en computadora. En particular, tal método deberia ser capaz de predecir
facilmente el piso de error dada cualquier matriz de paridad y variante del
algoritmo de decodificacion. Las ventajas que proporcionaria disponer de una
herramienta con estas cualidades serian enormes para el disefio de c6digos

Universidad DNacional de Crdoba



110 6.2. Caminos a Seguir

LDPC. Esto ultimo seria de importantisimo valor incluso si sélo es aplicable
a canales sin memoria con ruido AWGN.

Un segundo camino a explorar es la extensiéon de todo lo propuesto en
esta Tesis para cédigos LDPC no binarios y coédigos LDPC generalizados. Es
decir para aquellos codigos en los cuales las filas de la matriz de paridad no
representan un coédigo binario de chequeo de paridad simple, sino un cédigo
arbitrario binario o no-binario. Como punto de partida en relacién a esto
ultimo se puede mencionar como caso particular al codigo TPC' basado en
dos coddigos de Hamming extendidos que se propuso en el Capitulo 5 como
aplicacién del nuevo esquema de concatenacién de cédigos.

Finalmente, otro camino para mencionar es la adaptaciéon de la técnica
de codigos concatenados propuesta en el Capitulo 5 a codigos internos
continuos, i.e. a aquellos cédigos que no trabajan en bloques, como por
ejemplo los cédigos convolucionales. Una opcién es utilizar los cédigos
externos tal cual son propuestos en el Capitulo 5, y realizar un anélisis de su
desempeno bajo estas circunstancias. Otra opcién es analizar la posibilidad
de extender la idea propuesta utilizando cédigos externos continuos.

Notar que un c6digo TPC puede ser interpretado como un caso particular de un codigo
LDPC generalizado.
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Abstract—This paper presents a novel parallel architecture
for decoding LDPC codes. The proposed architecture has low
memory and inter b ing attractive
for high speed applications such as fiber optic communications
and high density magnetic recording. As an example, the
implementation on an FPGA of a TPC/SPC code using the
proposed architecture will also be described.

tion requir

I. INTRODUCTION

The use of iterative decoders based on Low Density Par-
ity Check (LDPC) codes has allowed to reach information
rates close to Shannon’s channel capacity [1]. SISO (Soft
Input/Soft Output) decoding of LDPC codes using the Sum-
Product Algorithm (SPA) requires approximately one order of
magnitude less calculations than equivalent Turbo Codes [2].
Nevertheless, the implementation complexity of SISO LDPC
detectors is one of the main obstacles that conditions its
viability on commercial integrated circuits. High intercon-
nection complexity and important amounts of memory are
required. This issue becomes more important on high-speed
applications where parallel processing schemes are needed.

Different low-complexity architectures for implementing
LDPC codes have been proposed. [3] describes one that has as
drawback a degradation on the decoder performance due to a
simplification on the SPA algorithm. Architectures described
in [2] y [4] have high requirements of memory and intercon-
nection. [5] y [6] show architectures focused on implementing
LDPC codes with particular structural properties. The present
paper introduces a new architecture for implementing a wide
family of LDPC codes. It operates in a parallel fashion
without requiring approximations on the SPA algorithm, and
requires a reduced amount of memory and interconnection
complexity. These features make the architecture desirable
for implementing on integrated circuits.

The rest of the paper is organized as follows. Section II
gives a brief introduction to LDPC codes. Section III explains
the decoding algorithm. Section IV describes the proposed
novel architecture that implements the algorithm explained
on the previous section. Section V shows the results after

B The present paper has been supported by SeCyT-UNC and ClariPhy
Argentina S.A.

ISBN 978-987-655-003-1 EAMTA 2008 107

implementing on an FPGA the architecture proposed on
Section IV. Finally, section VI presents the conclusions.

II. LOW-DENSITY PARITY CHECK CODES

An LDPC code is a linear block code defined by a
sparse' parity check matrix H, of dimensions (1m x n). This
matrix defines a code of length n and dimension k, where
k = mn —rank(H). A parity check matrix H has a bipartite
graph associated with it, called Tannel graph (TG), which
fully characterizes the code. The Tanner graph is composed of
two types of nodes: variable nodes v; and check nodes ¢;. The
nodes v; and c; represent the i-th coded bit or column of H,
and the j-th check equation or row of H respectively. In a TG,
connections exist only between a variable node and a check
node. v; is connected to ¢; if and only if Hj;; # 0, where
the indices j and ¢« mean H’s row and column respectively.
The degree of a TG’s node is determined by the number of
connections the node has; i.e. the degree of v; and c¢; represent
the number of non-zero elements on the i-th column and
on the j-th row of H respectively. If all v; nodes have the
same degree 7 and all ¢; nodes the same degree p, then the
code is said to be regular. Let V' be a set of variable nodes
and C a set of check nodes. If v; € V and ¢; € C, the
set of neighbors of v; and ¢; is denoted as g(v;) € C and
9(c;) € V respectively; ie. g(v;) = {¢; € C : H;; # 0}
and g(¢;) ={v; €V : H;; #0}.

This paper focuses on regular LDPC codes that hold the
following structural property. That is: Py = {V Vg C
VA VgNViyrg =0 N UgVy =V} is a partition of V and
with the following properties:

e P1: VV, € Py it is true that g(V;) = C

o P2: VV, € Py, let v;,v; € V, where i # j; therefor it

is true that g(v;) N g(v,) = 0.

A partition Py fulfilling the properties mentioned above
is called a Variable-node Partition with Full Check-node
Connectivity (VPFCC); and a code in which it is possible
to create a partition of this nature is said to be a VPFCC-
code. The architecture proposed in this paper to implement

'A sparse matrix is a matrix populated primarily with zeros.
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Tanner Graph Structure of the Tanner Graph
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Figure 1.

2D-TPC/SPC(4,3)% code: the Tanner graph and its structure.

an LDPC decoder is grounded on these specific properties of
a partition Py.

There are several LDPC codes that satisfy the characteristic
properties of VPFCC-codes. A set of these are the Turbo
Product Codes based on Single Parity Check (TPC/SPC).
[71, [8] y [9] suggest that these codes are suitable for
iterative detection schemes for magnetic recording. In fact,
the implementation of a TPC/SPC code is described in this
paper to illustrate the proposed decoding architecture. The
utility the VPFCC property of an LDPC code has on the new
architecture will be analyzed in Section IV. Next, the main
characteristics of TPC/SPC codes will be briefly described.

A. TPC/SPC Codes

A TPC/SPC code is built through a multi-dimensional
array of code words derived from other previously defined
code or codes. The codes used for building the multi-
dimensional array are called base codes. Typical base codes
are: Hamming, BCH, and simple parity check codes. Within
TPC codes, those based on bi-dimensional arrays (denoted
as 2D-TPC) are of special interest. A 2D-TPC code con-
sisting of two component codes Cy and C, with parameters
(n1, k1, dy, G1) and (no, ko, da, G) respectively, has param-
eters (ning, k1ks, dids, G1 @ Go); where n, k, d, G are the
length, dimension, minimum distance, and generator matrix
of the code respectively, and @ represents the Kronecker
product. Within the 2D-TPC codes, the attention is focused on
those based on single parity check codes (SPC) of length NV
and dimension N —1, denoted as 2D-TPC/SPC(N,N —1)? [7],
[8] y [9]. Fig. 1 shows the TG and its structure for a 2D-
TPC/SPC(4,3) code.

2D-TPC/SPC codes are all VPFCC-codes. This can be seen
through the 2D-TPC/SPC(4,3)? example code of Fig. 1, from
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which the partition Py = {Vy, Va, V3, Vy} is built, where:

Vi = {B1,Bs, By, P,}
Vo = {Ba, B, Pr, P1}
Vs = {Bs, Ps, By, P2}
Vi = {Ps, By, Bs, Ps}.

It can be verified that this partition holds properties (P1) and
(P2), making 2D-TPC/SPC(4,3)> a VPFCC-code. This result
can be generalized to a 2D-TPC/SPC(N,N — 1)? code by
creating a partition Py = {V; i=1,...,N}, where V;
is the i-th modular-diagonal from the square array of N x N
variable nodes. The modular-diagonal of a N x N square
array of elements z; ; is defined as the sets

Dp=A{xz;; - i=1,...,NAj=(i+k—1)mod(N)}. (1)

III. THE SUM-PRODUCT ALGORITHM

Let b; be the i-th bit of the code word. The Sum-Product
Algorithm (SPA) [10] takes as input the a priori log-likelihood
ratio of each bit:

LLR, —in (EGi=1)
AprLLR; = In <P(b,; - 0)> . 2)

It then iterates on the computation of the a posteriori log-
likelihood ratio:

_ ., (Pelbi=1)
ApoLLR; =In (Pc(bf, 0 ) 3)
where

Po(b;) = Z P(b1,...,b, | AprLLRy, ..., AprLLR,),
byt jAi

being P(-|-) the joint probability function of the code word
given the a priori information. One iteration of the SPA
algorithm consists of two steps. In the first one (A), messages
are calculated and sent from the variable nodes v; to the check
nodes ¢;, M(v; — ¢;). In the second step (B), messages are
calculated and sent from the check nodes c; to the variable
nodes v;, M(c; — v;). Steps (A) and (B) are repeated as
many times as required iterations. Finally, in a third step
(C), the ApoL LR is computed. Summarizing, the calculations
performed on each step are the followings:

A. Messages from variable to check nodes:

>

cr€g(vi)\cj

M(v; — ¢;) = AprLLR; + M(cp, —v;) (4

B. Messages from check to variable nodes:

M —»v)=08 3 a[M@k N c])] )

vie€g(e;)\vi

where ¢(x) = In [tanh (2/2)], ¢~ () = 2tanh ™" (e*).
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BCV

(sign)  (abs)

o

BVC
o BApoLLR,

Figure 2. The BCV block computes recursively the messages M(c; —
v;). The BVC block computes in parallel the messages M (v; — ¢;). The
BApoLLR computes the a posterior information ApoLLR;. All the blocks
correspond to one code of the 2D-TPC/SPC family.

C. A posteriori log-likelihood ratio (ApoLLR) computation:

ApoLLR; = AprLLRi + Y M(cp —vi)  (6)
cr€g(vi)

The computation in steps (A), (B), and (C) is performed
in independent blocks named BVC, BCV, and BApoLLR
respectively. As the BCV block, which computes messages
M(c; — v;), consumes most of the computational require-
ments of the SPA algorithm, a modified version is usually
implemented. This version is based on the following approx-
imation:

¢! (q‘)(a) + (p(b)) = 2tanh " [mnh (g) - tanh (g)]

1+ e"“*"‘)

= sign(a) - sign(b) - min{|al, |b|} + log (m
e

sign(a) - sign(b) - min{|al, [b]}.

Q2

In this way, the computation of the check to variable
messages can be rewritten in the following way:

[ Aol o

11

oeeg(e,)\vi

M*(c; — v;)

sign(M(vi — ¢;))
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Figure 3. Partition of the computation flow of messages on a SPA algorithm
using the VPFCC property of the 2D-TPC/SPC(4,3)? code.

IV. PROPOSED ARCHITECTURE

The proposed implementation architecture is based on the
order that messages M (v; — ¢;) and M(c; — v;) are com-
puted and evaluated. Fig. 2 shows the BVC and BCV block
architectures used to compute the messages M (v; — ¢;) and
M (c¢; — v;), respectively. The BVC block works in a parallel
way while the BCV blocks do it recursively, minimizing thus
their complexity. Fig. 4 shows the complete architecture of
a SPA decoder with two iterations for a 2D-TPC/SPC(4,3)?
code. The system parallelism is 4, i.e., on each clock cycle
4 values of AprLLR and ApoL LR input and output respec-
tively. The input and output sequence corresponds with the
partition elements Py = {V; i =1,...,4} described in
Section II. Fig. 3 shows how messages of the SPA algorithm
are computed when the partition Py is used. Property (P2) of
Py prevents a conflict between M (v; — ¢;) messages, i.e., on
each clock cycle there will not be two M (v; — ¢;) messages
arriving at the same check node. Property (P1) ensures that, on
each clock cycle, all check nodes will have input information
available. As Fig.3 shows, only N = 4 variables nodes are
updated on each clock cycle. Due to this property, only 4 BVC
blocks need to be implemented instead of the N2 = 16 that a
full parallel architecture would need. Multiplexers shown in
Fig. 4 interconnect the 4 BVC blocks with the corresponding
BCV blocks of each set V; of the partition Py .

For the case of the 2D-TPC/SPC(N,N — 1) family of
codes, the proposed architecture presents the following char-
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acteristics:

o The partition of the computation flow in the SPA al-
gorithm saves the need to store the M (v; — ¢;) and
M(c; — v;) messages, which are computed and used
on demand.

« The possibility to use a recursive architecture for the
BCV block while maintaining a parallel processing of the
whole decoder reduces the implementation complexity.

« Only N BVC blocks are implemented, instead of N2.

The architecture of Fig. 4 can be easily generalized to any

other LDPC code fulfilling the VPFCC property. Besides, the
proposed technique can be implemented recursively without
major modifications. This allows to do several SPA iterations
by only instantiating the hardware that corresponds to an
iteration, e.g. the first half of the architecture shown in Fig.
4.

V. FPGA IMPLEMENTATION

The synthesis of the proposed architecture was performed
on an FPGA Virtex 5 (XC5VLX330) from Xilinx. The
decoder was designed for the 2D-TPC/SPC(32,31)? code with
the following parameters: (n 1024, k = 961, d = 4)
and rate R = 0.9384. All the signals present in the decoder
were digitized using 8 bits precision variables. The resources
used were: 16952 registers out of 297369 (8.18%) and 14402
lookup tables (LUTs) out of 207360 (6.95%).

VI. CONCLUSIONS

This paper proposed a novel parallel architecture for decod-
ing VPFCC-type LDPC codes. This architecture is suitable for

ISBN 978-987-655-003-1 EAMTA 2008 110

SISO decoder architecture with two SPA iterations for the 2D-TPC/SPC(4,3)? code.

working on high speed applications, requiring low memory
and interconnection complexity. These features make the
architecture attractive for implementing iterative decoders on
integrated circuits.
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Abstract—This paper presents an efficient parallel architec-
ture for high-speed maximum a posteriori (MAP) probability
detectors. The parallel systolic scheme proposed here builds
upon a sliding window approach, and is capable of providing
very high throughput. The impl ion of an 8-state MAP
decoder on an off-the-shelf field programmable gate array
(FPGA) achieves a throughput of 1.6 Gb/s.

The MAP detector is well-known as the optimal solution to
minimize the bit-error-rate (BER). Moreover, when used for
equalization on iterative detectors (i.e., turbo equalizers), the
MAP algorithm can achieve a performance near Shannon’s
channel capacity. Thus, the scheme described in this work results
highly attractive to efficiently mitigate channel impairments
found on high-speed optical fiber systems and other high speed
communication applications.

Keywords: Tterative decoding, FPGA, MAP, BCJR, turbo
equalization.

I. INTRODUCTION

Turbo equalization has recently gained interest as a way
of improving the performance of digital communication
receivers. Turbo equalizers use the turbo principle [1] to
perform joint equalization and decoding. It has been demon-
strated that an important gain in performance can be obtained
by iteratively exchanging extrinsic information between a
soft-input/soft-output (SISO) equalizer and an SISO channel
decoder. Numerous works show that receivers using turbo
decoding can achieve a performance close to Shannon’s
theoretical limit [2].

Next generation optical fiber communications systems ex-
acerbate the effects of channel impairments, especially in-
tersymbol interference (ISI). Therefore, powerful decoding
algorithms such as those based on turbo equalization are being
considered for future designs.

This paper focuses on the implementation of a high-speed
maximum-a-posteriori (MAP) decoder for a SISO equalizer.
Although the MAP algorithm is the optimal solution to
minimize bit-error-rate (BER) [3], its practical application on
high-speed communication systems (e.g., 1Gb/s and beyond)

B This paper has been supported in part by SeCyT-UNC and ClariPhy
Argentina SA.
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has been limited as a result of its computational complexity
and its implications on the hardware implementation (e.g.,
high power consumption). Thus, only suboptimal solutions,
such as the Soft-Output Viterbi Algorithm (SOVA), have been
used in practical systems [4]. However, recent advances in
CMOS technology as well as increasingly higher channel
dispersion on high speed applications, are pushing towards
implementing better but at the same time more complex
solutions.

This paper presents the design and analysis of the required
resources of a max-log-MAP detector, which is a near optimal
method derived from the Bahl, Cocke, Jelinek, and Raviv
(BCIJR) algorithm [3]. Although the hardware implementation
of MAP detectors has been widely addressed in the literature
(see [5] and references therein), this is the first published
systolic parallel architecture implementation able to provide
a throughput higher than 1.5Gb/s, as required by many next
generation communication systems. The higher performance
of this architecture has been achieved by implementing a
highly concurrent systolic architecture for a max-log MAP
equalizer for a generalized partial response class IV (GPR4)
channel. This architecture could operate at a speed of 10
Gbps in a custom designed IC in 65nm or smaller CMOS
technology by utilizing a higher parallelization factor.

The rest of this paper is organized as follows. In Section II,
the MAP algorithm is presented. In Section III, the proposed
systolic architecture is described. Implementation results are
shown in Section IV. Finally, conclusions are drawn in
Section V.

II. THE MAX-LOG-MAP ALGORITHM

The goal of the MAP equalizer is to provide a soft output
for the information bit, given the received samples. This soft
output is called the log-likelihood ratio (LLR). Let ¢ = {cy}
denote the transmitted symbol sequence (¢; € {£1}). The
received samples at the input of the MAP equalizer can be
written as

(O]

Tp = Tk + 2k,
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Figure 1. Example of a 4-state trellis (v = 2).

where zj, = f(cg, ..., ck—,) is the noise-free signal, which is
in general a nonlinear function of v+ 1 consecutive symbols,
and zj, is the noise sample (we assume the noise samples to
be independent random variables). Then, the LLR provided
by a MAP equalizer is given by

I P(er. =+1|r)

M) = e =TTy

2)
where r = {ry} is the received sequence, and P(-) denotes
probability. In order to introduce the notation used in the
BCIJR algorithm [3], consider the channel and trellis diagram
shown in Fig. 1. In this case, the memory of the channel is
v = 2, and the number of states Sj, is 2V =4 (S, € {s; : 1 =
0,1,2,3}). The transitions caused by ¢, = 1 (¢, = —1) are
represented by solid (dashed) lines. Thus, the LLR (2) can be
computed by using the BCJR algorithm as follows [3]:

= ~(+1) Iz
si.5:) Xk—1(8i)7, SiyS5)PR(S;
A(Ck):hlZ( 1,;)7 1 1)7/?71>( i 7)7k( J)' 3)
Z(am]) ap—1(s:)7;,  (5i,57)Br(s5)
Above Wif‘) (s;,5;) is the probability of the transition Sj,_; =

si = Sk = s; caused by the input symbol ¢, = a, while
@y(si) and 3;(s;) are the probabilities of being in the state
Sk = s; based on the past and future samples, respectively. As
expression (3) would lead to an extremely complex hardware
implementation, the near optimal approximation called max-
log MAP algorithm is adopted:

A(er)

max{ag_1(s;) + 'yk(,“)(si. s5) + Br(s;)} —
Si

mas{ar—1(s:) + 7 (si,55) + Brls))}, @)

where ax() = In(@()). 74" () = (3" ()). and fi(-) =
In(/3,,(+)). The computation of cv(+) and Sy (+) is equivalent to
the computation of path metrics in the forward and backward
recursions, respectively, in the Viterbi algorithm (VA) with a
branch metric (). That is:

ar(s;) = max{ar(s) +9" (sl )
Bilsy) = max{Bui(s) + L8l (©)
where a = 1. The operations involved in (5) and (6) are

the same as the add-compare-select operations in the VA. In
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transmissions over additive white Gaussian noise (AWGN)
channels:

(re — @k (si,85))*

202 ’
where 2 (s;,s;) is the noise-free received signal associated
to the transition Si_; = s; = S = s; caused by ¢ = a,
while o is the noise standard deviation.

W (s,55) = n(P(er = a)) - @)

III. ARCHITECTURE

This section describes the parallel systolic architecture
implementation of the max-log-MAP algorithm for a GPR4
channel using a simple example. A 4-state trellis (v = 2)
is used, with 2¥*! = 8 branch metrics for all possible state
transitions. The parallelization factor is 4, and data blocks of
8 symbols are used. Each block consists of two consecutive
input data blocks of 4 symbols each. The 4 symbols at the
center of the block are used for detection, while the first
and last 2 symbols are used for synchronization purposes [6].
The good regularity and symmetry of this approach make the
implementation significantly simpler, in particular the place
and route processes.

A. Description

Fig. 2 shows a data flow diagram for the architecture
described above, where data flows from top to bottom. The
architecture is fully pipelined in order to achieve the required
unfolding and re-timing [7], which eventually allows to reg-
ularly divide the forward and backward recursions to reduce
the critical path. On every clock cycle, a block of 4 samples
and its corresponding a priori information, are acquired and
allocated at the top of both sides of the input skew buffers.
As shown in Fig. 2, the left arm of the input skew buffer has
one delay line more than the right arm. This results in the
left arm providing the entire 8 symbol block shifted by half
a block.

The forward (5) and backward (6) recursions start respec-
tively from both top corners of the input skew buffer. These
recursions progress along the data flow chart up to point C in
Fig.2, after which the last part of the recursive data processing
is done (i.e., the opposite recursions and the LLR calculation).
On every clock cycle, the recursions are carried out until they
merge at the center of the data flow. Therefore, the input skew
buffer delays more the samples of the central part than those
of the corners.

The computed metrics are saved once the block synchro-
nization symbols have been processed (Point A and B in
Fig.2). It is at this point that the state metrics are assumed
to be reliable, from here on both state and branch metrics
are stored in the recursion skew buffers (see Fig. 2). After
4+1 clock cycles, forward and backward recursions merge
at the center of the data flow chart, where the opposite
recursions and LLR calculation (4) are carried out. Since
the branch metrics have already been stored in the recursion
skew buffers, branch metric calculation units (BMU) are not
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Figure 2. Example of the implemented systolic architecture for an 8-state max-log-MAP. Parallelization factor of 4. Synchronization depth

of 2 samples.

required after the merge of forward and backward recursions.
To evaluate the LLR (4), each state metric calculation unit
(SMU) is followed by a log-likelihood computation unit
(LLRU). Once the LLR has been computed, its output is
stored in the output skew buffer, and reaches the bottom of
the data flow chart after a total count of 10 clock cycles since
data was first inserted in the input skew buffer (i.e., the total
latency of this architecture).

B. Branch Metric Unit (BMU)

This unit computes the 2“*! branch metrics for each
state transition. The BMU is similar to the one used in the
VA implementation reported in [8]. However in the MAP
algorithm (7), unlike VA, the evaluation of the branch metrics
also have to consider the noise power o2 and the a-priori
information from the previous iteration.

Fig. 3-a shows a block diagram of the branch metrics
computation stage (BM) used for evaluating (7). First, a
comparator computes the difference (rp — @x(s;,s;)), and
then a look up table (LUT) is used to obtain the square and
division by the factor 202, The LLR2LOG block computes
the term In(P(c; = a)) by using the LLR provided by the
external turbo channel decoder, L;,. Towards this end, the
Jacob formula is used:

In(P(cy = —1)) = —In (1 +elim)
In(P(c, =+1)) = Li, —In (1 + eLl“)

—max{0, L;, }
min{0, L;n }

Q
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Figure 3. Block diagram of BMU. (a) BM units (b) BMU block

The BMU block shown in Fig. 3-b consists of 2“+! BM units
in a parallel arrangement.

C. State Metric Units (SMU)

These units calculate the next 2” state metrics, based on
the previous (future) state metrics for the forward (backward)
recursion. Towards this end, both, (i) the outputs of the SMU
in the pipelined recursion (calculated at the previous clock),
and (ii) the branch metrics provided by the corresponding
BMU, are processed by add-compare-select (ACS) units, as
shown in Fig. 4-a. SMU_SYNC and SMU_UP are used
during synchronization and decoding recursions, respectively.
They differ in that SMU_UP does not have branch metrics
as output. On the other hand, SMU_DW units are used when
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Block diagram of LLRU.

forward and backward recursions merge, at the center of the
data flow. Unlike SMU_SYNC and SMU_UP, SMU_DW also
provide extended state metrics (ESM), which are used by
the log-likelihood ratio unit (LLRU). Finally, the SMU block
consists of a parallel arrangement of 2¥ SM units shown in
Fig.4-a.

D. Log Likelihood Ratio Unit (LLRU)

This unit computes the soft outputs according to (4) based
on the ESM provided by SMU_DW (see Fig. 5). The first
stage, referred as LLR;, performs the compare-select tree
computations (CS), while the second one, LLR5, calculates
the final subtraction.

E. Unsigned Saturated Metrics

Implementing BMU LUTSs carries a considerably high
implementation cost. Nevertheless, this cost can be reduced
by a factor of 2 if the absolute value of the subtraction is
used as input. Also, by using unsigned metrics (they have the
same sign), LUTs outputs can be reduced in one bit. In the
current implementation, the signs of the BM, BMU LUTSs, and
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Figure 6. BER vs. SNR emulation and simulation results for a PR

[1 3 3 1] channel.

SM were made positive. By doing this, one bit was saved in
every operation inside the BMUs, SMUs, and recursion skew
buffers. To produce these changes, minor tweaks are required
in the algorithm implementation:

o LLR2LOG must provide — In(P(-)) instead of In(P(+)),

o min(-) must be used instead of max(-), in the SM units.
Saving this bit avoids the use of overflow for metric nor-
malization. Then, saturation logic is implemented in the state
metric computation [9], [10].

IV. IMPLEMENTATION

A. Description of emulation platform

A DN9000K10 FPGA emulation board was used, which
consists of 8 interconnected Virtex 5 LX 330 FPGAs. The
emulation hardware platform is configured using a PC-
based GUI interface, connected to the platform through a
USB interface. The emulation system contains a random
sequence generator (RNG) which generates pseudo-random
data sequences in periods of approximately 250 (~ 10%%).
These sequences are run through a GPR4 channel, where the
convolution between the binary data and GPR the target is
performed. Then, an AWGN generator based on the CDF
(Cumulative Density Function), generates and adds noise.
Finally, samples are fed into a first-in-first-out (FIFO) buffer
in the soft channel detector. This FIFO is eventually used in
the bit error rate (BER) calculation block.

Figure 6 shows the performance obtained through emula-
tion and simulation of the system. Both methods match in
results, and emulation is able to show the system behavior at
a BER of 1079,

B. Resource utilization and maximum throughput compar-
isons

The present max-log-MAP implementation uses 8 states, a
synchronization block of 8 symbols, and a decoding block of
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Table T
RESOURCE USAGE BY HIERARCHY

Table IT
THROUGHPUT COMPARISON BETWEEN SISO DETECTORS
IMPLEMENTATIONS

(*) Average values over the total units.

16 symbols. Also, the fixed point resolutions were chosen so
as to achieve a SNR degradation below 0.2 dB at the detector
output.

BM calculations require two tables: one to save the esti-
mated output of the channel (CH_EST_LUT_0), and a second
one to store the calculated euclidean metric considering the
channel noise power (CH_EST_LUT_1). The first table is not
needed on fixed channels, though it is still used to change the
channel characteristics.

Buffers requiring more than 6 taps were implemented as
circular buffers, for which RAM blocks were used. Smaller
buffers were implemented as shift registers using LUT regis-
ters. This approach reduces resource utilization and compila-
tion time. Every block of the max-log-MAP architecture was
implemented on a Xilinx Virtex 5 FPGA (v51x330ff1760).
Logic synthesis, place and route simulation, and timing anal-
ysis were performed using ISE Fundation 10.1 design tool.
The usage of resources by hierarchy can be seen on Table
I. In few words, the max-log-MAP implementation presented
on this paper consumes the following amount of resources:
45,807 slice LUTs out of 207,360 (22%), 10726 slice registers
out of 207,360 (5%), 3,136 slice register used as RAM out
of 54,720 (6%), and 3,546 KB of memory out of 10,368 KB
(34%).

The critical path is 10 ns and is located at the BMU. It
results in a throughput of 1.6 Gbps if using a parallelism
of 16. Table II shows a comparison between SISO detectors
for high speed applications, it can be seen that the present
implementation doubles the speed of the highest recorded
throughput detector for high speed applications.

V. CONCLUSIONS

This paper proposed a systolic parallel architecture for
max-log-MAP detectors based in the sliding window ap-

ISBN 978-9-8725-1029-9 102

Module SliceReg | LUTs LRAM | BRAM
per unit per unit | per unit | per unit Ref. Tech. Clock Throughput Algorithm

CH_EST_LUT_0 448 92 0 0 1 iteration
CH_EST_LUT_1 0 3200 3136 0 11 180nm” 145MHz | 144Mbps log-MAP
LOG_MAP_0 10278 42575 0 98 12 Virtexh 310M Hz 139Mbps MAX Scale

1 x input_bwd_skw_buf 89 66 0 13 13 Vi 21 56 M Hz 79.2Mbps MAP

1 x input_fwd_skw_buf 101 70 0 7 14 180nm?’ 500M H z 500Mbps SOVA

16 x SMU_SYNC TI20%) | 860(%) 0 0 5] | 130nm' | 750MHz | 750Mbps Tog-MAP

16 x SMU_UP T12(%) 1050 0 0 Our | Virtez5® | 100MHz | 1.6Gbps | max-log-MAP

1 x rec_bm_fwd_skw_buf 140 35 0 25 T VLSI Technology.

1 x rec_bm_bwd_skw_buf 136 30 0 21 2: FPGA Technology.

1 x rec_sm_fwd_skw_buf 204 35 0 17

1 x rec_sm_bwd_skw_buf’ 200 30 0 12

=

?SXXSQANI,JG?SV(;&N 8 ;ggg*; 8 8 proach. The architecture is suitable for high-speed applica-

2 X SMU_DOWN_END 0 [ 176(%) 0 0 tions as required by next generation communication systems.

1 x State metric registers 5416 A throughput of 1.6Gb/s has been achieved by implementing

16 x LLRU 209 | 12009 0 0 an 8-state max-log-MAP equalizer for a GPR4 channel on

1 x output_fwd_skw_buf 44 25 0 0 ) )

T x output_bwd_skw_buf vy 75 0 3 a commercial FPGA platform. Finally, when the proposed

scheme is translated into a VLSI design, it would provide
further improvements in speed.
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Abstract—In this paper we present a theory of the bit error
rate (BER) of Euclidean metric-based maximum likelihood
sequence detectors (EM-MLSD) in the presence of channel
mismatch caused by nongaussian noise. Although the theory
is general, here we focus on the effects of quantization noise
(QN) added by the front-end analog-to-digital converter (ADC)
typically used in DSP based implementations of the receiver.
Numerical results show a close agreement between the predic-
tions of the theoretical analysis and computer simulations. As
a practical application of the proposed theory, we investigate
the performance of EM-MLSD in 10Gb/s Ethernet receivers
for multimode optical fibers [1]. Since the BER required in this
application is below 10~ '2, which precludes the use of computer
simulations to estimate BER, a theoretical study of the MLSD
performance including the combined effects of the channel
dispersion and QN, becomes necessary. We present numerical
results for the three stressors specified by the 10GBASE-LRM
standard. Our study shows that the impact of the QN added by
the ADC on the performance depends strongly on the channel
dispersion (i.e., the stressor).

1. INTRODUCTION

Maximum likelihood sequence detection (MLSD) is widely
used in digital communication receivers to combat the effects
of the channel dispersion [2]. In particular, recent studies (see
[3] and references therein) have demonstrated the superiority
of MLSD for multimode fiber (MMF) links used in local area
network (LAN) applications as specified by the 10GBASE-
LRM standard [1]. In MMF links, thermal noise tends to be
dominant. Thus, Gaussian noise is a reasonable approximation
for these channels [4]. This fact motivated the use of Eu-
clidean metric-based MLSD (EM-MLSD) in 10Gb/s Ethernet
receivers over MMF links.

The bit error rate (BER) at the MLSD output required
by several applications such as 10GBASE-LRM is < 10~!2
[1]. At this error rate, computer simulation alone is not a
viable tool for performance evaluation; thus, some form of
theoretical analysis is required. The error probability of EM-
MLSD over dispersive channels has been widely investi-

® This paper has been supported in part by SeCyT-UNC, PICT-2007-534,
and MinCyT-CBA PID-2008.

gated in the literature [2], [5], [6], [7], [8]. For example,
[7] investigates the performance of MLSD for generalized
nongaussian channels, while a theory of the error rate of
MLSD in Gaussian channels is proposed in [5].

In real situations, there are some nongaussian noise compo-
nents added by different stages of the communication system.
One of the best known in DSP based implementations of
the receiver is the quantization noise (QN) added by the
analog-to-digital converter (ADC), which is well modeled as
uniformly distributed noise [9]. Although the effect of QN can
be neglected in numerous applications, it becomes relevant
in some high-speed commercial systems such as I0GBASE-
LRM, owing to practical limitations for developing low
power, high-speed, and high resolution ADC. As we shall
show later, assuming the Gaussian approximation for the QN
leads to inaccurate and conservative BER estimates. On the
other hand, although performance of MLSD designed for
nongaussian noise has been investigated in the past (e.g., [7],
[10]), analytical studies of MLSD with Euclidean metrics
over nongaussian channels have not been reported so far.
Therefore, theoretical tools should be developed in order to
evaluate the performance of EM-MLSD in the presence of
nongaussian noise at very low BERs.

In this paper we present a theory of the error probability of
EM-MLSD over nongaussian dispersive channels. Although
the theory is general, here we focus on the combined effects
of thermal (Gaussian) noise and quantization (nongaussian)
noise. Our analysis builds upon that reported in [5] for Gaus-
sian channels. Computer simulations show a close agreement
with the predictions of our theory. Furthermore, in this work
we investigate the performance of EM-MLSD in 10Gb/s
Ethernet receivers for MMF [1]. Numerical results for the
three stressors (channels) specified by the 10GBASE-LRM
standard show that the impact on performance of the QN
added by the ADC depends strongly on the stressor.

The paper is organized as follows. Section II introduces the
theory of the bit error rate of EM-MLSD in the presence of
channel mismatch caused by nongaussian noise. In Section
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III, we evaluate the peformance of EM-MLSD with QN. Nu-
merical results are shown in Section IV. Finally, conclusions
are drawn in Section V.

II. ANALYSIS OF EM-MLSD WITH NONGAUSSIAN NOISE
The received signal at the input of the EM-MLSD can be
expressed as

Yn = f(](a:;—/HJ)+fl<a;it?\+1)+rn+(1n-, (1

where af represents the vector of transmitted bits
(@i, @41, ..., a;). Term fo(-) is the main nonlinear distortion
of the channel. We assume that fo(-) is known by the receiver
and used for bit detection. f;(-) represents a secondary non-
linear distortion of the channel which is not taken into account
in the detection process. Terms 7, and ¢, are the Gaussian
noise and nongaussian noise, respectively. We assume that (i)
both noise components are colored random processes, and (ii)
Yn, is an identically distributed random variable (RV).

A. Error Rate of EM-MLSD

In general, practical EM-MLSD receivers are designed
assuming that the input samples are independent and iden-
tically distributed Gaussian variables. Thus, our objective is
to investigate the impact on the performance of EM-MLSD of
the channel mismatch caused by the presence of (correlated)
nongaussian noise.

Without loss of generality, in this work we assume that a
symbol error corresponds to exactly one bit error. Then, the
probability of bit error of the Viterbi decoder (VD) [2] is
upper bounded by

Py <> Wy(, ) Pr{¥|W} Pr{¥}, 2
WA

where U = {a,,} represents the transmitted sequence, ¥ =
{a,} is an erroneous sequence, Pr{W|W} is the probability
of the error event U — (i.e., the error event that occurs
when the Viterbi decoder chooses sequence U instead of ),
and Wy (¥, ¥) is the Hamming weight of ¥ A ¥ or, in other
words, the number of bit errors in the error event (A is the
exclusive OR operator). Pr{U} is the probability that the
transmitter sent sequence V. It is well known that, in the
high signal-to-noise ratio (SNR) regime, P, is dominated by

P, ~ max (WH(\I/, W) Pr{¥|w} Pr{\I/}) . 3)
VAT

B. Probability of an Error Event

Considering that the erroneous sequence W differs from the
transmitted sequence ¥ only for ng < n < n;, EM-MLSD
will choose the erroneous path if

ni+p—1 ny+p—1

Z (ke — fo (allz—erl))z > Z (= fo (éﬁ—p+1))2<

k=ng k=ng

Replacing (1) in the previous equation and computing the
squares, we get

ni+p—1
S At a) > o “4)
k=ng
where
A, = fo(é:ifpi»l) - .fo(alfpﬂ% (%)
1 nit+p—1
0 = 5 > (A’ —2440k), ©)
k=ng
in o= A1) ™
Expression (4) can be rewritten as
1
ATr+ATq > 5 (lAaf? 20" A), ®)
where
r (Pno» Prot1s -+ Py p-1) s
A = (Gngs@otts- s Q1)
A = (AnowAnoJrla'--xAerp*l)Tv )
r = (inU‘inUJrl-, e 77Tm+pfl)T-

Let R be the normalized autocovariance matrix of the
gaussian noise r, ie. Ri; = LHE{rlr;} (E{} denotes
expectation). Since R is symmetric, its inverse R™! is also a
symmetric and diagonizable matrix. Therefore, R™' can be
expressed as R™! = UD?U, where U is an orthogonal
matrix (i.e., U™! = UT), whose rows are the eigenvectors
of R7!; D is a diagonal matrix whose diagonal elements
are the square root of the eigenvalues of R™!. Let x be
the noise vector computed by whitening r through the linear
transformation x = %DUr (i.e.r = cUTD~'x). Then, from
(8) we can obtain

1 .
cATUTD 'x+ ATq > 3 (|A]? = 2T A) . (10)
Condition (10) is equivalent to
U+ v

> d, (11

where v and v are, respectively, a normalized zero-mean
Gaussian RV and a nongaussian RV defined by

AT TD—I
w = [AUD (12)
(ATRA)Z
T
v o= |—2 (13)
o (ATRA)?
while d is a constant given by
2 _opT
q |A|? —2rTA (14)

1
2 5 (ATRA):
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ADC FFE EM-MLSD
Received Yn
Signal @
Zn
Figure 1. Block diagram of the receiver.

Since u and v are independent RVs, the error event prob-
ability Pr{¥|¥} can be computed as

Pr{¥|0} =Pr (u+v>d) = /m f(t)dt, (15)
Jd
where
fe)y= \/% / " hne e ar, (16)

with f,(.) being the probability density funcion (pdf) of the
nongaussian component v.

III. PERFORMANCE OF EM-MLSD WITH QN

In this section, the proposed theory is used to evaluate the
performance of EM-MLSD in the presence of the nongaussian
quantization noise added by the ADC. Although the effect
of QN can be neglected in numerous applications, it may
be important in commercial high-speed transmission systems
over dispersive channels such as 10Gb/s Ethernet applications
[1]. In these systems,

« the number of bit of the ADC is low/medium owing to
power consumption restrictions (e.g.,< 8b), and

« the BER at the EM-MLSD output is very low (e.g.,
BER< 10~12).

Note that the latter precludes the use of computer simulations
for performance evaluation, therefore analytical approaches
such the one proposed in this work should be adopted.
Figure 1 shows a block diagram of the receiver under
consideration. The receiver signal samples are quantized by
an ADC with effective number of bits (ENOB) [11] equals
to N,'. We assume that the QN samples, z,,, are independent
and uniformly distributed (i.u.d) RVs with pdf given by [9]

1oar 66
_ {5 ifme =53]
F(zn) {U otherwise an
where & = V,,27 N with V}, being the input range of

the ADC. After ADC, the samples are processed first by a
feedforward equalizer (FFE) with L taps, and then by a VD
with S = 2°~1 states (see [4] for a more detailed description
of the receiver architecture).

'In general, N, is not an integer number.

Precursor Symmetric Postcursor
03
0.2 02| 0.2
01 0.1 0.1
0 0| 0|

2 4 2 4 2 4
Time [Bauds] Time [Bauds] Time [Bauds]

Figure 2. The LRM stressors.

A. Bit Error Probability

The nongaussian noise component at the EM-MLSD input
is given by

L-1
qn = E Zn—i * Ci,

where c; is the i-th tap of the FFE. The vector q defined in
(9) can be expressed as

(18)

q=Cz, (19)

where C is the (ny —ng+p) x (n1 —no+p+L—1) convolution
matrix defined by

c 1 cr—1 - 0 0

0 Cp Cr,—2 0 0
C= X . . .

0 0 cL—2 crL-1

and z is the (ny —ng + p + L — 1)-dimensional vector
T
z = (an—L+l-, Zno—Ly- -+ ~,Zn,1+ﬁ—1) .

Replacing (19) in (13) we get

v = wlz, (20)
where
T
T
w = L} 1)
o (ATRA)?

Note that v is a linear combination of i.u.d. RVs, and its
pdf f,(.) can be determined from the (ny —ng+p-+ L —1)-
dimensional vector w and the pdf of z,. A generic closed-
form expression for the pdf of v (20) is developed in Ap-
pendix.

Finally, the bit error probability can be estimated from (2)
with

Pr{¥|T} = \/%/m [1-Fy(r))e 2@ dr,  (22)

where the F),(+) is the cumulative distribution function (cdf)
of v given by (27).
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Figure 3.  Simulation vs. theory for several values of ENOB (8-state VD

and 31-tap FFE with precursor stressor).

IV. NUMERICAL RESULTS

In this section we analyze the accuracy of the proposed
theory and evaluate the peformance of EM-MLSD receivers in
10Gb/s Ethernet applications. We consider the three stressors
specified by the 10GBASE-LRM standard (see Fig. 2) [1].
The sampling phase with the maximum energy pulse (stres-
sor) is used. The optical modulation amplitude (OMA) of the
received signal is adjusted to 1 (i.e., =0.5) [1]. The thermal
Gaussian noise samples after the ADC are assumed indepen-
dent with variance o2. The SNR is defined as SNR = %
The ADC input range is V,, = 2 (&1). Theoretical values for
BER are derived from (2) and (22)2.

Figure 3 shows BER versus SNR for several values of
ENOB obtained from computer simulation and our theory.
The precursor stressor is used. In all cases, the excellent
accuracy of the values derived from the proposed theory is
verified. Figure 4 shows theoretical results derived from (2)
and (22) at very low BER regimes for the postcursor stressor.
Values derived from the Gaussian approximation (GA) for
the QN are also presented. From this figure, we verify that
BER derived from the GA for QN is highly inaccurate and
conservative. This problem is exacerbed as the number of bits
of the ADC is reduced.

In Fig. 5 we show the SNR penalty at BER= 10~'2 for the
three LRM stressors, VD with S = 2 and 8 states, and several
values of NV,. The SNR reference is the one required by a
31-tap FFE and 16-state EM-MLSD receiver. We observe that
performance degrades significantly for the symmetric stressor
when S = 2. Note that this degradation is caused by QN and
the high residual intersymbol interference (see (7)-(14)). On
the other hand, for S = 8 we verify higher degradation for
the postcursor stressor. This is caused by the FFE taps that
tend to gaussianize the QN, as it can be inferred from Fig. 6.

2The effect of error events with W (¥, ¥) > 6 is negligible for the
channels considered in this paper.

—Our Theory
--Gaussian Appr.

1ogl0 (BER)

26
SNR [dB]
Figure 4. BER vs SNR for several values of ENOB (8-state VD and 31-tap
FFE with postcursor stressor).

8-state VD 2-state VD

2.5 15
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©s etric
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>
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Figure 5. SNR penalty at BER= 10~'2 for LRM stressors.

V. CONCLUSIONS

A theory of the bit error rate of Euclidean metric-based
MLSD in the presence of channel mismatch caused by
nongaussian noise has been proposed in this paper. Although
our theory is general, we focused on the effects of QN added
by the ADC typically used in DSP based implementations of
the receiver. Numerical results have shown a close agreement
between the predictions of the theoretical analysis and com-
puter simulations. Moreover, we have found that assuming the
Gaussian approximation for the QN leads to highly inaccurate
and conservative BER estimates. As an example of application
of the proposed theory, we have evaluated the performance
of FFE/EM-MLSD receivers in 10Gb/s Ethernet applications.
Our results have shown that the performance degradation of
FFE/EM-MLSD receivers caused by QN depends strongly on
the dispersion of the channel.
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Figure 6. FFE taps at BER= 10~'2 for an 8-state EM-MLSD with ENOB
N, = 4.5b.

APPENDIX
A. PDF and CDF of Filtered QN

In this Appendix we derive closed-form expressions for the
pdf and cdf of the RV defined by

v=wlz, (23)

where z = (20, 21, - .-, 2m_1)" is a vector whose components
are i.u.d RVs, while w = (wg,wy,...,w,—1)7 is a given
vector with constant components defined in (20). Then, the
cdf F,(7) of v (23) can be calculated as

m—1
Fo(r) =Pr(w'z <) :/ o 11 f:(z)dz, @4
2€2(7) =0

where m =ny —ng+p+ L —1and Z(7) = {z € R™ :
2"51 w;z; < 7}. Expression (24) can be rewritten as

m—1 m—1
Fy(r)=1 7/ H fGp| -1+ Z w;z; | dz;,
2ER™ 2o i=0

(25)
where y(-) is the unit step function. Replacing f.(-) given by
(17) in (25), we get

Fv(‘r) =1-

s s m—1

1 2 "2
ﬁ/iéd%“'./iﬁ dzgy-po| =7+ Zﬂu»,z,,
2 2 1=l

Solving the integrals in (26), we obtain

(26)

om_q

1 ) o
R =1 g 3 o (3 7) @)
il =
where p; = (7,0, Tj1,---,Tjm—1)" is a vector with com-

ponents

i = —1+2-mod(|j/2'],2), (28)

¢j € {+1,—1} is the product of the elements of p;, and

m

() = /u(""l)(m)dm, = —'u(r) (29)
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Figure 7.  Numerical example for the pdf of the filtered QN noise.

Finally, from (27) we can obtain the pdf of v as follows
2m 1

1 3
L (m—1) T
fo(T) = 76’”1_[\10,;\ ;0 SRy <2w jo¥ ‘r>. (30)

B. Numerical Example

Figure 7 compares numerical estimation of f,(-) with
analytical results derived from (30) for 0 = % and w =
[1,-2,3,-2,1]7. Note the close agreement between the
theoretical values and the numerical estimates.
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Abstract—This paper investigates the Triangle Single Parity
Check (T/SPC) code, a novel class of high-rate low-complexity
LDPC codes. T/SPC is a regular, soft decodable, linear-time
encodable/decodable code. Compared to previous high-rate and
low-complexity LDPC codes, such as the well-known Turbo
Product Code / Single Parity Check (TPC/SPC), T/SPC provides
higher code rates, shorter code words, and lower complexity.
This makes T/SPC very attractive for practical implementation
on integrated circuits.

In addition, we analyze the performance of iterative decoders
based on a soft-input soft-output (SISO) equalizer using T/SPC
over high-density perpendicular magnetic recording channels.
Computer simulations show that the proposed scheme is able
to achieve a gain of up to 0.3 dB over TPC/SPC codes with a
significant reduction of implementation complexity.

I. INTRODUCTION

Iterative decoders based on soft-input soft-output equalizers
with powerful error correction codes (ECC) -such as low
density parity check (LDPC)- are considered in the literature
to be suitable for coping with intersymbol interference and
noise in high-speed transmission systems [1], [2], [3]. The
potential of this architecture is high, but it requires additional
improvements in order to be applicable to the next generation
of magnetic recording systems. There are mainly two reasons
for this: the high complexity of implementing high-speed
iterative receivers in integrated circuits (e.g., 4 Gb/s or higher),
and the potential error floor problem of fully iterative decoding
solutions [4], [5], [6]. The latter problem is exacerbated by the
difficulty of evaluating performance at very low bit error rates
(BERs).

One interesting alternative that offers a good tradeoff be-
tween complexity and performance is the combination of (i)
an iterative scheme based on a SISO equalizer with an inner
high-rate low-complexity LDPC code and (i) a powerful outer
code (such as RS, BCH, or Goppa), as shown in Fig. 1 [7].
In this scheme, the inner LDPC code should achieve very
high rates with low complexity as well as provide good error
statistics to the outer ECC. It has been shown that the Turbo
Product Code / Single Parity Check (TPC/SPC) is a suitable
candidate to be used as inner code [8], [9]. The main features

of the TPC/SPC codes are: minimum distance dy = 4, no
length-4 cycles, linear-time encodable and decodable (i.e., low
complexity implementation), and high code rate for relatively
short codewords [8], [9], [10]. In magnetic recording systems,
where the sector size is fixed, the use of LDPC with shorter
code words provides benefits in an iterative architecture. This
is because the combination of interleaving with various code
words per sector gives rise to interleaving gain. Therefore, the
design of high rate short block LDPC codes holds great inter-
est for iterative receivers in high-density magnetic recording
systems.

In this paper we investigate the Triangle Single Parity
Check (T/SPC) code, a novel LDPC code that can be derived
from combinatorial design criteria [9], [11], [12], [13]. T/SPC
is suitable as inner code in the iterative decoding scheme
shown in Fig. 1. Compared to TPC/SPC, the proposed T/SPC
exhibits:

« half code length for a given code rate;

« half parity check nodes for a given code rate;

« higher code rates for a given sector length;

« lower minimum distance (dy = 3).

Note that T/SPC is able to provide a significant reduction of
complexity but this comes at the expense of a lower minimum
distance when compared to TPC/SPC. However, as it will be
shown later, combining a lower code length together with an
interleaver allows T/SPC to achieve a significant interleaving
gain. Furthermore, numerical results show that T/SPC is able
to provide a 0.3 dB gain over TPC/SPC in magnetic recording
systems.

The rest of the paper is organized as follows. The system
model is presented in Section II. T/SPC code is analyzed in
Section III. Section IV evaluates the performance of T/SPC
and TPC/SPC. Finally, conclusions are drawn in Section V.

II. SYSTEM MODEL

The system model under study is shown in Fig. 1. Infor-
mation bits are first encoded with an ECC such as RS or
BCH code (i.e., the outer code), and the output of the ECC is
then encoded with an LDPC code (i.e., the inner code). LDPC

Universidad Dacional de Crdoba



7. Publicaciones y Patentes

129

del

paper

[Copia

Microtrack
Magnetic
Channel

ECC
decoder

Figure 1. System Model

codes considered here are T/SPC and TPC/SPC. Codewords
at the LDPC output are interleaved using a random-design
interleaver. At the receiver side, samples are first processed
by an adaptive linear feed forward filter (FFF) in order to
adapt the channel response to the desired target response.
Finally, the FFF output is used by the iterative detector to
estimate the transmitted bit sequence. The SISO detector
is implemented using the Max-Log-MAP approximation of
the BCJR algorithm [14]. The SISO decoder runs with two
iterations of the min-sum approximation of Sum-Product-
Algorithm (SPA) [10].

A. Channel Model

The microtrack model [15] is used for the magnetic record-
ing channel with signal dependent transition noise. The re-
ceived signal is given by

N, Zzbk

k n=1

t*Tg‘aka,n)ﬁ*Z(t) (1)

where:

o h(t) is the transition response of a simple microtrack.

h(t) =V -erf 2y/in@)t

PWso
amplitude, PWs is defined as the width of the derivative
of h(t) at half its peak amplitude.

br € {—1,+1} represents the transitions direction.

T} is the ideal time in which the kth transition takes
place.

Tk,n is the random shift of the kth transition on the nth
microtrack.

N; is the total number of microtracks (/N; = 2 is used in
this paper).

o z(t) is electronic noise.

The density is defined as D = , where T is the
bit period. The transition jitter noise 73, is modeled as an
i.i.d. white Gaussian random variable The signal-to-noise ratio
(SNR) is defined as SNR = (V. = 1 is assumed),
where o2 is the power of the electronlc noise samples, and (7

the power of the media noise component [9]. Media n01sc
is defined by s;(t) = s;(t) — ss(t), where sg;(t) is the

, where V' is the transition
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T
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Figure 2. A) Parity bits structure of a T/SPC(5) code B) Tanner graph of a
T/SPC(5) code.

microtrack channel output and s,(¢) the jitter-free microtrack
channel output.

II1. THE TRIANGLE/SPC CODE

T/SPC code is a subclass of LDPC codes, obtained from
the combination of single parity check codes. A special case
is the two-dimensional T/SPC, denoted as 2D-T/SPC, where
the data and parity bits of the codeword are arranged in
a 2-dimensional triangular array as shown in Fig. 2-A. Its
Tanner graph is depicted in Fig. 2-B. Note that the 2D-T/SPC
is a systematic code with the single parity bits as redundancy.
This code can be completely characterized by the number of
nodes in the edges of the triangle, N. The parameters of a
2D-T/SPC(N) code are:

Minimum dist.: dony =3

Code length: non =N(N+1)/2
Code dimension: ko ny = N(N —1)/2
Code rate: Ron =(N-1)/(N+1)
Check equations: ¢y =N+1

A 2D-T/SPC code can be extended to an M -dimensional
T/SPC (MD-T/SPC) code by building an M -dimensional
triangular array. The code parameters of the resulting
MD-T/SPC(N) are:

Minimum dist.: dyn =M+1

Code length: nyMN = Zil NM—1,i
Code dimension:  kyny = val ka1
Code rate: Ruyn =kum, N/”I\I N

Check equations: cy v = 21 1CM—1,i

We focus on the 2D-T/SPC code that achieves a higher code
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rate to code-length ratio than the 2D-TPC/SPC. We first show
that the 2D-T/SPC code, as the 2D-TPC/SPC, is a special
case of Combinatorial Design Codes, and later the lower
complexity of the T/SPC compared with the TPC/SPC.

A. T/SPC and Combinatorial Design Codes

The T/SPC can be analyzed using combinatorial design. A
combinatorial design is an arrangement of a set of m points
into n subsets, called blocks, which satisfy certain regularity
constraints [9], [11], [12], [13]. The covalency Ay, ., of two
points vy and vo is the mumber of blocks that contain both of
them. If \,, ,, is the same for all pairs of points, the design
is said to be balanced. The number of points contained in
each block and the number of blocks each point is incident
with, are denoted by v and p, respectively. If v and p are
the same for each block and point, respectively, the design is
said to be regular. A regular and balanced design is denoted
as a (m,n,p,~,\)-design. The incidence matrix M of the
combinatorial design has dimension n x m, where M; ; = 1
if the point v; is incident with the block B; and M;; = 0
otherwise.

The transpose of the incidence matrix may be used as the
parity check matrix H of an LDPC code. In this construc-
tion of an LDPC code, a point in a combinatorial design
corresponds to a check node or a row in H, and a block
corresponds to a bif node or a column in H. The row and
column weights of H are p and + respectively. A covalency
A < 2 guarantees the absence of length-4 cycles in the
Tanner graph. For example, the 2D-TPC/SPC(N,N-1)? can
be constructed from a (2p, p?, p, 2, {0, 1})-design [13] where
p=N.

One of the most interesting classes of combinatorial design
are the Steiner systems [11], [16]. A (m,~,t)-Steiner-system
is a set M of m points, and a collection N of subsets of M
of size v, called blocks, such that any subset of ¢ points of M
is in exactly one of the blocks. The size of a Steiner system,
n, is defined as the number of blocks:

== (1), ()

In [11], [12], [16] the construction and performance of
LDPC codes based on a (m,3,t)-Steiner-system (called
Steiner triple systems), and a particular case called Kirkman
system, are analyzed. We will focus on the (N — 1,2,2)-
Steiner-system which produces a (m,n, p,v, \)-design with
parameters: n = N(N +1)/2, m=N+1,p=N,y =2,
A = 1. The code obtained from the incidence matrix of this
design is the 2D-T/SPC(V).

B. Complexity of T/SPC and TPC/SPC
The code rate of a 2D-TPC/SPC(N,N — 1)? is given by

(@)

N-1)°
Rrpc/spc = ( N ) 3)
S S B S
~ N+1 N(N+1)  N2N+1)
N -1
~ N+1:RT/SCP for N >>1
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Figure 3. SNR gain vs. number of BCJR«>LDPC iterations at BER= 10~*.
Code rates 0.94 (left) and 0.969 (right).

Therefore, a simple complexity comparison between 2D-
T/SPC and 2D-TPC/SPC can be done considering the same
parameter N for both codes.

Given that complexity is mainly on the decoder, we will
focus on the SPA-based decoder. T/SPC requires approx-
imately the same bit-nodes and check-nodes computations
as TPC/SPC. In general, the memory requirement and the
interconnection complexity are proportional to the number
of edges (N.) of the code factor graph. Considering that
the number of edges is N, = N(N + 1) for T/SPC and
N, = 2N? for TPC/SPC, we conclude that T/SPC is able to
provide a significant reduction of memory and interconnection
complexity (~ 1/2 for N >> 1).

IV. NUMERICAL RESULTS

The performance of T/SPC and TPC/SPC is analyzed by
using computer simulations of the system described in Sec-
tion II. Code rates of 0.94 and 0.969 are analyzed. We consider
a perpendicular channel of density D = 3 and 80% / 20%
jitter/electronic noise power (i.e., 07 /02 = 0.8/0.2). A gener-
alized partial response target with 4 taps (GPR4) is utilized.
The LDPC decoder performs two SPA iterations. Random-
design interleavers are used.

Let Ip and lppc be the interleaver lengths used on the
T/SPC and TPC/SPC codes respectively. Also, let ny and
nrpc be the code-word lengths for the T/SPC and TPC/SPC
codes respectively. For TPC/SPC we use lrpc = nrpc. On
the other hand, we analyze T/SPC with two interleaver lengths:
It = np and I = 2np lrpc. Figure 3 shows the SNR
gain vs. number of BCJR«+LDPC iterations at BER= 10~%.
The performance achieved by an uncoded BCJR equalizer is
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Figure 4. Probability of the number of errors per sector over a PR[1 3 3 1]
with 100% electronic noise. Four TPC/SPC(92,91)> codes and eight
T/SPC(92) codes per sector.

taken as reference. The resulting performance of T/SPC for
l7 = np is worse than the one of TPC/SPC, mainly because
of the T/SPC lower minimum distance. However, for Iy =
2np =~ lppc the interleaver gain compensates the degradation
caused by its lower minimum distance. Furthermore, in some
cases note that T/SPC is able to provide a gain of around
0.27 dB over TPC/SPC owing to the interleaving gain. Note
that this gain is achieved with lower complexity.

In the iterative-based receiver depicted in Fig. 1, the statis-
tics of the bit errors at the output of the inner code strongly
affect the performance of the outer code. Next we investigate
the distribution of bit errors at the output of the T/SPC
and TPC/SPC with code rate 0.978 and two BCIR«LDPC
iterations. Sector size is 4KB and the interleaving length is
1KB. Figure 4 shows the probability of the number of errors
per sector for a partial response channel PR[1 3 3 1] with 100%
electronic Gaussian noise. Solid lines correspond to values de-
rived from simulations, while dashed lines represent estimates
calculated by using the block-multinomial model [17]. From
Fig. 4 we note that, at a given BER, the statistics of bit errors at
the output of T/SPC are practically the same as those observed
with TPC/SPC. Therefore, we infer that the behavior of T/SPC
and TPC/SPC in an iterative-based receiver as shown in Fig.
1, should be similar. This topic, and other related issues, will
be addressed in a future work.

en ArXiv-2011, pg.4/4]

V. CONCLUSIONS

We have proposed and investigated T/SPC, a novel high-
rate LDPC code. T/SPC provides higher code rates, shorter
code words, and lower complexity than TPC/SPC. Computer
simulations of T/SPC on high-density perpendicular magnetic
recording channels have shown that T/SPC is able to achieve
a significant interleaving gain, outperforming TPC/SPC by
almost 0.3 dB. Our results suggest that the design of LDPC
with high-rate, low complexity and short code word is a
promising research area for next generation developments of
magnetic recording devices.
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Resumen— En este trabajo se presenta una herra-
mienta de simulacion por computadora diseiiada
para cédigos de paridad de baja densidad (LDPC)
no binarios (NB-LDPC), programada en lenguaje
C++. El desarrollo de la misma se vio motivado por
la idea de poder predecir el desempeiio de cédigos
NB-LDPC cuasi-ciclicos (NB-QC-LDPC), como po-
tenciales candidatos a ser implementados en las eta-
pas de correcciéon de errores para discos de graba-
cion magnética. El simulador disefiado permitio
evaluar el desempeiio de cédigos NB-QC-LDPC
bajo esquemas de decodificacion iterativa FFT-
QSPA. Los resultados obtenidos impulsan el interés
sobre la aplicacion de cédigos NB-QC-LDPC con
estructuras afines desde el punto de vista del hard-
ware, alcanzando mayores densidades de grabacién
que las ofrecidas por los codigos RS, actualmente
utilizados como estandares de la industria [1].

Keywords— NB-QC-LDPC, SPA, FFT

1. INTRODUCCION

El aumento en la capacidad de almacenamiento de los
discos rigidos, se debi6 en gran parte a la incorporacion
de técnicas propias del campo de las telecomunicacio-
nes en el disefio de nuevos discos. Los procesos de
escritura-lectura en un medio magnético y el de la
transmisién-recepcién en un sistema de comunicacio-
nes tienen muchos aspectos en comun. Estas similitu-
des han permitido aplicar técnicas avanzadas de proce-
samiento de sefiales y codificacién sobre canales de
grabacién magnética. Particularmente, una de las prin-
cipales limitaciones en el aumento de la densidad de
datos en los discos, se debe a la superposicién entre los
pulsos que representan los bits. Utilizando la analogia
con un canal de comunicaciones, este impedimento es
eficazmente atacado aborddndolo como un problema de
interferencia intersimbélica (IST) en un canal selectivo
en frecuencia. La presencia de ISI es el principal factor
de degradacién de performance en los canales de gra-
bacion magnética. Diversas técnicas de ecualizacion

combinadas con esquemas correctores de errores pro-
veen la base para mitigar los efectos de ISI en este 4am-
bito. A principios de la década de 1990, los esquemas
de deteccién y correccion PRML (Partial Response
Maximum Likelihood) aportaron un aumento de la den-
sidad lineal de almacenamiento en discos magnéticos
cercano al 50% [2]. La bisqueda de mayores densida-
des de grabacién condujo a las llamadas arquitecturas
NPML (Noise-Predictive Maximum Likelihood) com-
binadas con cédigos de multiparidad hacia finales de la
década del '90, mejorando atin mds la tasa de error de
bit del canal interno [3]. Dados los niveles de eficiencia
que se han alcanzado en el proceso de decodificacién y
capacidad de correccién de cddigos Reed-Solomon
(RS), la mayoria de los sistemas actuales de almace-
namiento magnético incorpora este tipo de esquema
corrector. A medida que se incrementa la densidad de
almacenamiento en este tipo de medios, los efectos de
ISI son cada vez mds severos, y los cédigos RS no lo-
gran alcanzar la performance requerida. Actualmente
es sabido que los cédigos LDPC superan en perfor-
mance a codigos RS tanto sobre canales AWGN como
en canales de ruido por rdfagas [4]. Uno de los desaffos
actuales conlleva a evaluar la performance de estos
codigos sobre canales reales de escritura/lectura en
material magnético [5]. A su vez, el cardcter altamente
estructurado de los cédigos LDPC cuasi-ciclicos des-
pierta el interés de implementar esta clase de cédigos
de manera sistemadtica y eficiente.

La seccién 2 presenta las nociones elementales que
contextualizan a los cédigos LDPC en esquemas de
deteccion y correcciéon de errores. La seccion 3 estd
dedicada a la descripcion del simulador desarrollado
para cédigos LDPC no binarios. En la seccién 4 se in-
cluyen los resultados de desempefio de los cédigos NB-
QC-LDPC simulados sobre canales AWGN. En la sec-
cién 5 se exponen las conclusiones obtenidas a partir
de los resultados, junto con el desarrollo e implementa-
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ci6n a futuro que tiene el presente trabajo, en el ambito
de los sistemas de grabacién magnética.

2. CODIGOS EN BLOQUE

2.1. Esquemas de Comunicacion para la Deteccién y
Correccion de Errores

A diferencia de los sistemas ARQ (Automatic Repeat
reQuest), donde la correccién de errores puede efec-
tuarse pidiendo una repeticién de la transmision, los
esquemas de transmisién FEC (Forward Error correc-
tion) no contemplan la posibilidad de solicitar una re-
transmisién de datos cuando un error es detectado. En
casos como estos, se requerird de la implementacién de
algiin cédigo corrector de errores, a fines de efectuar
una transmisién confiable de informacién. En un es-
quema de transmisiéon FEC, la fuente de informacién
discreta le envia un mensaje integrado por £ bits al dis-
positivo codificador. Este dltimo producird una pala-
bra-cédigo de longitud n > k, mediante el agregado
conveniente de redundancia. El mensaje originalmente
producido por la fuente podrd o no, aparecer literal-
mente en la palabra-cédigo resultante. Los cédigos
correctores de errores que incluyan al mensaje sin mo-
dificar en la palabra-cédigo son llamados sistematicos,
caso contrario se tratard de un cédigo no sistemadtico.
La relacién k/n es la denominada tasa R, del cédigo y
da una medida de la cantidad de redundancia afiadida
para lograr la correccion del error.

2. 2. Cédigos en Bloque Sistematicos Lineales

En un esquema de codificacién por bloque, la secuen-
cia de informacién binaria es segmentada como blo-
ques de mensaje de una longitud fija igual a k bits. De
este modo, se tendrd un total de 2k mensajes diferentes.
De acuerdo a ciertas reglas, el codificador convertird
univocamente cada mensaje en una secuencia binaria o
palabra-c6digo de longitud n > k. El juego de 2* pala-
bras-codigo es referido como cddigo en bloque.
Usualmente, suelen utilizarse cédigos en bloque cuyos
procesos de codificacion puedan efectuarse de manera
practica y simplificada. Una de estas caracteristicas se
basa en disponer de linealidad en las operaciones que
hacen a la codificacién de cada mensaje. A su vez, una
propiedad deseable para los c6digos en bloque lineales
es poder hacer uso de estructuras sistemdticas en sus
palabras-cédigo, donde cada una de ellas puede verse
como la unién de dos segmentos: el que contiene al
mensaje como secuencia inalterada de k digitos, y la
parte que abarca los (n—k) digitos de redundancia. La
fig. 1 muestra esta clase de estructura.

(n —k ) bits de paridad k bits de mensaje

Figura 1: Forma sistemdtica de una palabra-cédigo
perteneciente a un c6digo en bloque lineal sistematico
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2.3 Descripcion Vectorial de un Cédigo en Bloque
Lineal

Un cddigo en bloque lineal binario Cy(n, k) de longitud
n es convenientemente descripto sobre el espacio vec-
torial n-dimensional, definido en el campo binario o
Campo de Galois GF(2). El cédigo C, queda definido
univocamente a partir de k vectores linealmente inde-
pendientes {go, g1, ..., 81} tales que cada palabra-
cédigo de C, sea obtenida como combinacién lineal de
los mismos. Estos vectores son usualmente dispuestos
como los vectores fila de la matriz generadora G de Cj.
Cada palabra-cédigo serd obtenida a través del produc-
to interno entre el mensaje m = (mg, my, ..., m_;) y la
matriz generadora:

c=m-G=moeg ®meg ®.... om_ g, (1)

La contrapartida dual del juego de vectores {go, g1, ..,
g1} que definen el espacio fila de G, es el conjunto de
n—k vectores linealmente independientes {ho, hi, ...,
h,__,}, donde todo vector h;. resulta ortogonal a todo
vector g; (g; o h; = 0) y viceversa. Este conjunto de n—k
vectores genera el espacio fila de la matriz de paridad
H que también define univocamente al cddigo. Si
Cy(n,k) es ademads un cédigo sistemdtico, ambas matri-
ces podrdn obtenerse en sus respectivas formas siste-
mdticas como:

G-[P L], 2)
H-[I,, P']. 3)

La estructura sistemdtica de G en la ec. (2) conlleva a
la forma sistemdtica de palabra-cédigo de la fig. 1. En
casos como estos, los bits de paridad pueden obtenerse
en funcién de los bits de mensaje a través de las si-
guientes ecuaciones:

c =m

n—k+i i?

¢, =myep, @mep &...em_ ep_ , @

0<j<n—k-1.

Estas (n—k) ecuaciones son las llamadas ecuaciones de
paridad del cédigo lineal Cy(n, k) y son descriptas
equivalentemente tanto por la matriz generadora como
por la matriz de paridad del c6digo. La ortogonalidad
entre las filas de H y las filas de G, provoca que toda
palabra-cédigo r perteneciente a C,, verifique:

r-H' =0. 5)

2.4. Codigos LDPC

Los cédigos LDPC presentados por Robert G. Gallager
en su tesis doctoral de 1962 [6], son cédigos en bloque
lineales, construidos a partir del disefio de una matriz
de paridad rala, esto es, una matriz cuya cantidad de
elementos no nulos es reducida. En la versién binaria
de estos codigos, esta caracteristica denota una matriz
H con un nimero acotado de ‘1’s, distribuidos sobre un
porcentaje mayoritario de ‘0’s. Gallager definié origi-
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nalmente los cédigos LDPC binarios (n, Y, p) para pre-
sentar una longitud de bloque igual a n, y una matriz de
paridad con exactamente Y ‘1’s por columna y p ‘1’s
por fila, donde p = 3. El valor de 7y es referido como el
peso (esto es, la cantidad de elementos no nulos) de
cada columna de H, mientras que p indicara el peso por
fila de tal matriz. En casos como éste, el cédigo LDPC
definido es habitualmente referido como “(y,p)-
regular”. Si las filas o columnas de la matriz de paridad
presentan diferentes valores de peso, se tratard de un
cédigo LDPC irregular. Diversas construcciones para
c6digos LDPC binarios, fueron elaboradas y presenta-
das por Gallager en su trabajo original, junto con un
método de decodificacién suave (probabilistica) para
los mismos. La complejidad de cémputo del mismo
trascendia la capacidad de los procesadores electréni-
cos disponibles en aquel entonces. Los c6digos LDPC
fueron relegados hasta el afio 1995, cuando fueron re-
descubiertos por Mackay y Neal [7], proponiendo un
algoritmo de decodificacién que resulté idéntico al
desarrollado por Gallager. Este algoritmo, actualmen-
te conocido como Algoritmo Suma-Producto (SPA,
Sum-Product Algorithm) obtiene la palabra-cédigo ¢
que maximiza las probabilidades a posteriori de cada
digito o simbolo de la palabra. La probabilidad a poste-
riori de cada palabra depende de las caracteristicas del
canal, de las ecuaciones de paridad que definen al c6-
digo, y de la palabra-cédigo recibida a la salida del
canal. Michael Tanner [8] generaliz6 las representacio-
nes graficas utilizadas para la descripcién de los cédi-
gos de Gallager, a partir de grafos bipartitos sobre los
cuales el SPA es convenientemente descripto. Cada
matriz de paridad presenta un grafo bipartito de Tanner
definido a través de dos clases disjuntas de nodos: los
nodos de variable ¢; (representando al j-ésimo digito
codificado o columna de H) y los nodos de paridad #;
(representando a la i-ésima ecuacién de paridad o fila
de H). En cada grafo de Tanner, sélo existirdn co-
nexiones entre nodos de clases distintas, donde /; y ¢;
serdn conectados por una arista si y sélo si H{i, j} # 0.
Bajo este contexto, el SPA puede entenderse como un
intercambio de mensajes probabilisticos que viajan
sobre las aristas del grafo. Cuando el grafo presenta
una estructura de arbol, el pasaje de mensajes conduci-
rd exactamente a los valores de probabilidades MAP
para cada digito codificado. Cuando el grafo presente
uno o mas ciclos (esto es, una secuencia de 4 6 mas
aristas que comienza y termina en el mismo nodo), los
mensajes pasan multiples veces por determinadas aris-
tas, conduciendo a un algoritmo iterativo sin una finali-
zacién exacta hacia los valores de probabilidades MAP.
En casos como estos, el algoritmo es usualmente dete-
nido en la iteracién donde é o H' valga 0, 6 bien cuan-
do se haya excedido un nimero de iteraciones predefi-
nido sin alcanzar tal condicién. Si bien la aparicién de
ciclos en aplicaciones practicas de cédigos LDPC efi-
cientes es inevitable [9], un buen disefio de tales cédi-
gos permite obtener resultados bastante proximos a los
ideales. Davey y Mackay generalizaron el algoritmo
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SPA para cédigos NB-LDPC [10] definidos sobre ex-
tensiones del campo binario con Q=2" elementos. La
complejidad de cémputo de esta version del SPA, habi-
tualmente referida como QSPA, fue posteriormente
reducida por los mismos autores mediante la incorpo-
racién de un esquema basado en transformadas rapidas
de Fourier (FFT) [11]. Este algoritmo FFT-QSPA sir-
vié como punto de partida para disefios de decodifica-
dores LDPC no binarios con una complejidad de im-
plementacién manejable [12].

El grafo factorial de un cédigo NB-LDPC permite des-
cribir graficamente la operacién del algoritmo suma
producto para este tipo de cdédigos. Para la siguiente
matriz de paridad de un cédigo NB-LDPC construido
sobre GF(22):

a 0 1 o O
H=lo> « 0 1 1 0 (6)
0 a o 0 o

El grafo factorial presenta la estructura de la fig.2:
h f 3 f fi

Figura 2: Grafo factorial del cédigo NB-LDPC defini-
do por la matriz de la ec. (6)

Es sabido que los cédigos LDPC no binarios adecua-
damente construidos, no sélo superan en performance a
sus contrapartidas binarias, sino que también muestran
desempeifios muy buenos sobre varios tipos de canales
[4]. Diversos tipos de construcciones, tanto aleatorias
como deterministicas, pueden utilizarse para definir
codigos LDPC no binarios sobre campos finitos de la
forma GF(2™). Estos campos contienen el conjunto

finito de elementos {0,1, 0,0, ....... .o’ "} (siendo o el

llamado elemento primitivo de tal campo), y pueden
construirse a partir de representaciones por bases de
polinomios irreducibles [13]. Las construcciones de
cédigos LDPC basadas en campos finitos muestran un
buen desempefio sobre canales AWGN a través de de-
codificacion iterativa basada en el SPA [14], ademas de
exhibir bajos pisos de error, volviéndose aptos para
diversas aplicaciones en sistemas de comunicaciones y
de almacenamiento de datos. A su vez, la mayoria de
las construcciones de cédigos LDPC sobre bases de
campos finitos son cuasi-ciclicas, permitiendo imple-
mentar estructuras de codificacion a través de registros
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de desplazamiento simples con complejidad lineal. El
desempefio de dos clases de c6digos NB-QC-LDPC
basados en este tipo de construcciones [14] fue cuanti-
ficado por el simulador descripto enseguida.

3. DESCRIPCION DEL SIMULADOR

Esta herramienta cuantifica la performance FER (Fra-
me Error Rate) del cédigo LDPC no binario, evaluada
sobre t relaciones sefial-ruido, y transmitiendo un total
de L palabras-cédigo por cada una de ellas. Esta canti-
dad es calculada como el cociente entre el total de bits
transmitidos por cada SNR y la longitud (n-m) en bits
de cada palabra-cédigo. Se ha hecho uso a su vez, de
senalizaciones BPSK para cada palabra-cédigo, bajo
simulaciones de canal AWGN registradas mediante
histogramas. La fig. 3 detalla el esquema completo del
simulador, enumerando el orden en que el mismo efec-
tia cada operacion:

DISTRIBUCION CUASI-NORMAL ESTANDARD DE RUIDO

“L" vectores de(n-m-) muestras pseudo-aleatorias
de ruido cada uno, descriptas por una distribucion
cuasi-normal estandard: ~N(0,1)

Simulacién del
canal AWGN

2
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(1) Construccién de la matriz de paridad H, en funcién
del campo GF(2™) y del método de construccion elegi-
do [14]. Cada elemento no nulo de H podrd tomar uno

de los valores {1,a,a,....... o ”} .Generalmente, H
presentard varias filas linealmente dependientes. (2)
Deduccién de la matriz generadora del cédigo a partir
de H. A los fines del simulador, la matriz G es obteni-
da mediante el proceso de eliminacién de Gauss-Jordan
efectuado sobre una matriz H’, réplica de H. Luego de
la ejecucién del mismo, se removerdn las filas lineal-
mente dependientes en H”, resultando en una matriz de
rango completo. Si H” se encuentra en su forma siste-

midtica [, P'], G podrd ser obtenida como

[P I,]. Caso contrario, deberdn aplicarse las conmu-
taciones de columnas en H” tales que permitan llevarla

ala forma [I _ P"], luego G podrd serd obtenida a

X
partir de una matriz [P’ I, Ja la que se le aplicardn las

desconmutaciones de columnas, correspondientes a las
conmutaciones efectuadas sobre H".

AJusTE DEL DESVIO UNITARIO, AL VALOR INDICADO POR LA CURVA DE PERFORMANCE

Sobre el total de “t" desvios
utilizados, uno por cada punto de
lacurva, el desvio y-ésimo resulta:

-
01| Cy[ Gy |-eenoe| O
!

Boeeeeen

1 desvio
" desvio

Donde:
» SNR

o, €S larelacion sefial/ruido del punto y-ésimo.

» A es la amplitud de bit.

codificar, pseudo-

» R es latasa del codigo.
matriz matriz de
generadora G paridad
/ el desvio actual o almacena
uno de los “t” desvios: ¢ = G, [cjg
(1<y<t)
3 / producto escalar “e” entre el desvio palabra-cédigo \
L mensajes a G, y uno de los L vectores de ruido ~< estimada
(x

aleatoriamente

generados:
GF(2")>GF(2)

17 mensaie

2" mensaje |

mensaje producto  Palabra-

vector de
ruido actual
~N(0,5)
Ve [13]
sic#c,

n

14]
Tasa de error
|| POFbloque:
CONT

CONT=CONT+1]

actual interno  codigo

el mensaje actual
almacena uno de los
“L” mensajes: m = m_
(1<z<1)

b
14
X @ r FFT- ¢ |incrementar el
6 QSPA ™| contadoren
7/‘ g (50 it. max.) una unidad:
\

%}

r=x+n
—\
construccion de
la matriz de N
verosimilitudes [\

|

ejecutar el proceso “L” veces /

el punto actual de la curva, presenta una
tasa de error por bloques igual a: <

‘ ejecutar el proceso “t” veces, donde t = (7 de desvios o, )= (# de puntos de la curva de performance) ‘

Figura 3: Diagrama en bloques del simulador
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(3) Generacién pseudo-aleatoria de L mensajes a codi-
ficar, a partir de (L- k) valores pertenecientes a una dis-
tribucién cuasi-uniforme que asigna elementos del con-
junto {0,1, 0,0, ....... ;o '} (4) Generacién pseudo-
aleatoria de L vectores n, de (n-+m) muestras de ruido
cada uno, pertenecientes a una distribucién cuasi-
normal estandar ~N(0,1). Lo anterior es conseguido a
través de la transformacién de Box-Muller:

n_=.-2in(u,) - cos(2nv ), (@)

donde los vectores U, y V. son de longitud (n-m), con
valores pseudo-aleatorios, pertenecientes a una distri-
bucién cuasi-uniforme en el intervalo [0,1]. (5) Cém-
puto de los t desvios (ver fig. 3) necesarios, que ajustan
el desvio unitario de la distribucion ~N(0,1) al valor
necesario para cada punto de la curva desempeno. Para
el punto y-ésimo, las (Ln-m) muestras de ruido perte-
necerdan a una distribucién cuasi-normal ~N(0,G,). (6)
Asignacion del valor o, para el desvio ¢ actual, junto
con la inicializacién de la variable CONT en cero. (7)
Cémputo del vector de ruido actual N, a través del pro-
ducto escalar entre ¢ y el z-ésimo vector de ruido n,.
(8) Codificacion del mensaje z-ésimo a través del pro-
ducto interno m, o G. El mismo es computado como lo
describe la ec. (1) respetando las sumas y productos
efectuadas entre elementos del campo GF(2") elegido.
(9) Construccion del vector X, como la sefializacion
BPSK de la palabra-cédigo ¢, en base a la representa-
cion vectorial sobre GF(2) de cada elemento de
GF(2"). Una componente igual a 1 serd transmitida con
una amplitud de bit +A, mientras que un O serd repre-
sentado con un valor igual a —A. (10) Contaminacién
aditiva del vector X con el vector de ruido n. (11)
Construccién de la matriz de verosimilitudes f, a partir
del vector recibido r. Esta matriz, de dimensiones 2" X
n almacena las estimaciones a priori de los n elementos
de ¢ como:

Ple, =0) s i-1
f = Gy
U7\ Ple,, =a?) siz<is?(<j<n)

(1<j<n)

En funcién de la representacién vectorial sobre GF(2)
de x, la probabilidad P(c  , = x)serd calculada a tra-
vés de la productoria adecuada de valores de probabili-
dades gaussianas:

o) 1 .

V= S—
LR LR

(12) Inicializacién y ejecucién del FFT-QSPA a partir
de los valores obtenidos en f. (13) Si la palabra-cédigo
estimada es distinta a ¢, CONT serd incrementado en
una unidad. (14) Una vez transmitidas las L palabras-
cédigo, el valor de FER para el punto y-ésimo de la
curva es obtenido como el cociente entre CONT y L.
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4. RESULTADOS

Se ha evaluado el desempefio FER de dos clases de
c6digos QC-LDPC no binarios que figuran en [14]
sobre campos de 16 y 32 elementos. El nidmero
maximo de iteraciones para el FFT-QSPA ha sido
prefijado en un valor igual a 50, tal como lo especifica
el trabajo citado. Se han simulado cantidades del orden
de 200~600 millones de muestras de ruido, en funcién
de las SNRs que requieren las mayores cantidades de
datos, a fines de poder computar las menores tasas de
error de bloque. Los valores obtenidos para tales des-
empefios se presentan en la tabla 1. Los mismos son
superpuestos a las curvas de desempefio de [14] en las
figs. 4y5.

QC-LDPC(120,71) sobre GF(2') QC-LDPC(248,136) sobre GF(2")

SNR, ppcyan) L CONT SNR ey L CONT
1dB | 416.666 | 373.874 1,00dB | 80.615 | 80559
14dB | 416.666 | 268.921 125dB | 80.615 | 79.368
18dB | 116.666 | 128.661 150dB | 80.645 | 72.352
22dB | 416.666 | 36.882 L75dB | 80.645 | 53261
26an | a16.666 | 6.508 20048 | 112.903 | 38.164
225dB | 112,903 | 12.477

30dB | 416.666 | 708
) 4(”3 16 0) (() '4( 250dB | 112.903 | 2.605
> -00Y g 275dB | 112903 | 358

3.8dB | 1.250.000 5

3,00dB 161.290 61

Tabla 1: resultados de performance FER para los codi-
gos NB-QC-LDPC evaluados
g : : - :

10’

10'E

0 E

'k

FER

w'E

0L

10° L L L L L L
0 1 2 3 1 5 6

(SNR) [dB]
Figura 4: desempefio de ® NB-QC-LDPC 16-ario (4,8)
regular, @ RS (120,71,50) sobre GF(2"), alg. BM.
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Figura 5: desempefio de ©® NB-QC-LDPC 32-ario,
@ RS (248,136,113) sobre GF(2°), alg. BM.
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5. CONCLUSIONES

La herramienta de simulacién presentada permitio
cuantificar el desempeflo de las construcciones de c6-
digos QC-LDPC no binarios basadas en campos finitos
que figuran en [14]. La verificacién numérica de lo
anterior ciertamente extiende el alcance del simulador
desarrollado hacia cualquier otro método de construc-
cién para cédigos LDPC no binarios, factibles de ser
implementados. En particular, las figs. 4 y 5 denotan
que la performance de los cédigos QC-LDPC evalua-
dos sobre canales AWGN alcanza ganancias significa-
tivas sobre los desempeios conocidos de cédigos RS a
iguales tasas y longitudes. Comparaciones de esta indo-
le impulsan el interés sobre la aplicacion de cddigos
LDPC no binarios en canales de grabacién magnética,
donde los cédigos RS son utilizados actualmente como
estandares de la industria [1]. Dados los requerimientos
de confiabilidad en los sistemas de almacenamiento
actuales, resulta imperioso evaluar la performance de
codigos LDPC para valores de BER por debajo de 10
12 y valores de FER inferiores a 10°®. Tales cantidades
resultan impracticables de alcanzar mediante simula-
ciones por computadora. Esto motiva la simulacién de
canales de grabacién magnética sobre hardware pro-
gramable, a fines de poder estimar fidedignamente las
tasas de error de bits mds bajas. Lo anterior permitird
percibir el desempefio de la correccién de errores del
cédigo LDPC sobre modelos realisticos de canal, y
también dard una idea del piso de error que presente el
c6digo por debajo de un cierto umbral de BER. Esto
sugiere el uso de cédigos LDPC con estructuras afines
desde el punto de vista del hardware. En este aspecto,
el cardcter notablemente estructurado de los codigos
QC-LDPC permite diseiiar sistematica y eficientemente
las etapas de codificacién, mediante registros de des-
plazamiento simples con una complejidad lineal de
implementacion. A su vez, los esquemas de decodifica-
cién propuestos en trabajos como [12] resultan en con-
siderables candidatos para la implementacién de deco-
dificadores LDPC no binarios con complejidad razona-
ble, convirtiendo a esta clase de cédigos en un serio
contendiente para los c6digos actualmente utilizados en
sistemas de almacenamiento y comunicacién de datos.
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Abstract—This paper presents a non-concatenated forward er-
ror correction (FEC) code suitable for applications in 100Gb/s
optical transport networks (OTN). A typical requirement in this
application is a net coding gain (NCG) > 10dB at a bit error
rate (BER) of 107 '° with an overhead (OH) of ~ 20%. As
discussed in [1], non-concatenated codes are the ultimate frontier
in terms of performance for OTN applications, because of their
superior performance, lower latency, and lower overhead than

1 codes. H , a major stumbling block for the
use of these codes has been the existence of BER floors at levels
significantly higher than the required 10~'° (typically 107'°).
In this paper we present a new coding scheme based on a low
density parity check (LDPC) code with an expected net coding
gain of 11.30dB at 107'°, 20% OH, and a codeword length of
24576 bits. This represents a significant improvement over the
previous state of the art [2], based on a concatenated code with
a codeword length of 74844 bits and 20.5% OH. The code is
designed to minimize the BER floor while simultaneously reducing
the memory requirements and the interconnection complexity of
the iterative decoder [3]. Experi tal results with an
FPGA-based hardware emulator demonstrate an NCG of 10.70dB
at a BER of 107 '° and no error floors. These experimental results
are extrapolated to 10~ '° using importance sampling techniques,
resulting in the expected performance stated above. Moreover, we
find that fixed-point implementation is the main cause of error
floors below 10~ '3, Based on this finding, we introduce a new low

1‘: ity postpr i to push BER floors down to
107

hiained

techni

1. INTRODUCTION

In next generation coherent optical communication systems,
powerful forward error correction (FEC) codes are required to
achieve high net coding gain (NCG) (e.g., > 10dB) at a bit
error rate (BER) of 1071°. Given their superior performance and
suitability for parallel processing, large codeword length low
density parity check (LDPC) codes are a promising solution for
ultra-high speed optical fiber communication systems. Because
of the large codeword length required to achieve high NCG,
the use of low complexity soft decoding techniques such as
the min-sum algorithm (MSA) is required when aiming at
an efficient very large scale integration (VLSI). The main
stumbling block for the application of this coding approach in
optical transport networks (OTN) has been the fact that most
LDPC codes suffer from BER floors above 107'°. To reduce

these error floors in MSA decoders, postprocessing algorithms
have been reported in past work [4] [5] [6]. It has been shown
that these techniques can reduce the error floor around two or
three orders of magnitude. Since BER floors of reported LDPC
codes are typically > 1070, previous literature concluded
that postprocessing is not sufficient for OTN applications. As
a result, in previous work the error floor problem has been
mitigated by concatenating an LDPC code with a hard-decision-
based block code.

Several concatenated FEC schemes for 100 Gigabits per
second (Gb/s) OTN applications have been proposed (see [1],
[2] and references therein). In [1] it is experimentally shown
that a 20.5% concatenated code based on an inner LDPC
and an outer Reed-Solomon (RS) code achieves an NCG of
9 dB at a BER=10"'3. The concatenation of two hard-decision
block codes with an LDPC is other alternative proposed in
[1]. The total overhead of this triple-concatenated approach is
20% and the expected NCG is 10.80 dB at a BER=10"15. A
concatenated LDPC+RS coding scheme with 20.5% OH and
11.30 dB expected NCG at a BER=10"1° was proposed in
[2]. This approach is based on a long quasi-cyclic (QC) LDPC
(74844,63552) code with a 4-bit, 15-iteration, MSA decoder.

On the other hand, it is generally believed that LDPC-only
codes may outperform concatenated codes with significantly re-
duced complexity. However, as mentioned before, their practical
application to multigigabit optical systems has been precluded
so far as a result of the error floor problem above 10719,
In addition, the complex interconnection patterns inherent in
these codes have been another major challenge for their VLSI
implementation. Techniques to overcome these obstacles are
presented in this paper, and a code suitable for application in
100Gb/s optical communications is proposed.

This work introduces a new high-gain, very low error floor,
long LDPC-only based code for ultra-high speed fiber optical
communication systems. The key ingredient of our code is a
minimization of the BER floor to a level about three orders
of magnitude below that reported in previous literature [7] [8].
This is achieved by combining semianalytic techniques with
an FPGA-based study of dominant error events in order to
optimize the parity check matrix. Although BER floors are not
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completely eliminated, they are pushed to a sufficiently low implementation complexity [15], [16] and allow the use of
level that postprocessing techniques can effectively eliminate efficient algebraic techniques to compute code parameters and
them. Great attention is also paid to the optimization of the optimize the performance [12], [17], [11].

integrated circuit implementation architecture. The LDPC code
and the hardware architecture are jointly designed in order
to (i) minimize the error floor and (if) reduce the amount Typically, LDPC codes are iteratively decoded using the sum-
of memory and interconnection complexity [3]. We develop —Product algorithm (SPA) [18]. Let b; and ; be the i-th coded bit
a (24576,20482) (i.e., 20% OH) QC-LDPC-only code with a and the corresponding channel output, respectively. The input
5-bit MSA decoder for 100 Gb/s optical systems. An FPGA- (o the SPA decoder is the prior log-likelihood ratio Lj defined

B. Iterative Decoding Algorithms

based simulator is used to experimentally demonstrate that the DY P, {b; = 0[z;)
proposed LDPC-only code achieves an NCG of 10.70dB at BER LY =1In (ﬁ) . )
of 10~ 13 with a 13-iteration MSA decoder, and that the code T{ v ‘wl}

Then, an iterative decoding procedure between variable and
check nodes is carried out as follows:

is free of error floors down to 10713,
As mentioned before, a key problem addressed in this work

is the estimation and reduction of very low error floors (i.e., Ly, ey = L + Z L, i 2)
< 107'%). To accurately evaluate BER floors, we use a com- ck€CWi)\¢;

bination of analytical tools with FPGA simulation [9]. Our

study shows that error floors below 10~!% are mainly caused by L‘;Jﬁvl =¢! Z 1) [Lf;kﬁcj] R 3)

the fixed-point implementation of MSA. This finding was also
reported in [8] for decoders based on the sum-product algorithm
(SPA). We use this result to develop a postprocessing technique
to combat the error floor in MSA decoders. Numerical results
show that error floors can be drastically lowered, resulting
in an expected NCG > 11.30dB at a BER of 107'5. This Ly =L + Z L, 4)
result agrees very well with that recently reported in [10], creC )

which has been derived by using pure FPGA simulations. Hard decisions are derived from (4). The iterative decoding
Although this performance is similar to that achieved by the process is carried out until hard decisions satisfy all the parity
concatenated scheme reported in [2], in our approach not only  check equations or when an upper limit on the iteration number
a hard-decision-based block outer code is avoided, but also the s reached.

vpeV i\,
where C") = {¢; : H;,; # 0}, V&) = {v; : H;; #
0}, ¢(2) = In [tanh (z/2)], and ¢~ (2) = 2tanh ™" (e*). The
posterior LLR is computed in each iteration by

codeword length is reduced around three times. This reduction Computation of (2), (3), and (4) are performed by inde-
of complexity and the concomitant reduction of latency becomes  pendent blocks called variable-node processing-unit (VNPU),
a key factor for commercial applications. check-node processing-unit (CNPU), and a-posteriori process-

The rest of the paper is organized as follows. Section II  ing unit (APU), respectively. Since the CNPU consumes most of
introduces the LDPC code, the decoding algorithms, and the  the computational requirements of SPA, a simplified expression
performance evaluation techniques. The new long LDPC is  of (3) is usually implemented:

designed and investigated in Section III. A new postprocessing e —  min e ) H sign(Le ). 6)
technique to reduce low BER floor is introduced in Section IV, G eV ey | T - M\ Lo —e;)-
while conclusions are drawn in Section V. vk €V v
This approach is known as the min-sum algorithm (MSA) [11].
II. BACKGROUND To reduce the approximation error of (5), some modifications to
A. LDPC Codes MSA have been proposed in [19]. In this paper we use the scaled

min-sum algorithm (SMSA) [19]. The check node computation

An LDPC code is a linear block code defined by a sparse in SMSA is given by

(m x n) parity check matrix H, where n represents the number
of bits in the block and m denotes the number of parity checks ~ Lg _,,, =a- min - H sign(Ly, ) (6)
[11]. Matrix H can be graphically represented using a Tanner oR€VI N\ oreVEN\y;

graph (TG) [12]. TG is composed of two types of nodes: the  ith o being a factor smaller than unity (typically o & 0.75).

variable v; and the check ¢; nodes. A connection between nodes

v; and ¢; exists if H;; = 1. For a given variable or check node, C. Performance Evaluation of Long LDPC at Very Low BER

L

e
vE—Cj

the number of connections determines its degree. If all v; nodes Bit error rates as low as 107 are required in OTN appli-
have the same degree v and all ¢; nodes the same degree p, then  cations. Unfortunately, no analytical tool is available to eval-
the code is said to be a (v, p)-regular LDPC. uate the performance of LDPC codes. Furthermore, traditional

An important family of LDPC codes are quasi-cyclic (QC) Monte Carlo simulation cannot be performed at very low BER
LDPC codes [11]. In these codes, H is an array of sparse regimes due to prohibitive simulation times. To estimate the
square cyclic matrices of the same size (see [13] for more error floor of LDPC in magnetic recording, a combination of
details). QC-LDPC codes can perform very close to the Shannon  analytical tools and FPGA simulation has been proposed in [9].
limit [14], [11]. Moreover, their cyclic properties reduce the A similar approach is adopted in this paper. Specifically, FPGA
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simulations in the proximity of the low BER region of interest
(e.g., < 10712) are used to obtain the dominant trapping sets
(see [9] for more details). Based on these trapping sets, BER
is estimated by using importance sampling technique [20]. The
excellent accuracy of this method in our application shall be
shown in the next section.

III. DESIGN OF LONG LDPC CODES FOR OPTICAL
TRANSPORT NETWORK

Because of the large codeword length required to achieve
high NCG, and as a consequence of the complex interconnection
patterns inherent in these codes, efficient VLSI implementation
is another major challenge. Towards this end, we use an imple-
mentation oriented parity check matrix constraint called regular
column-partition (RCP) [3][21]. This technique is combined
with the quasi-cyclic constraint to generate RCP QC-LDPC
codes.

A. QC-LDPC Codes with RCP

Let H be the (m x n) parity check matrix of an LDPC code.
Assuming that n = pg with p and ¢ integers, the matrix H can
be partitioned into p (m X ¢) sub-matrices:

H=|HY...HO “.H(N)} . )

The code is designed so that the weights of the rows and
columns of H®) do not change with [. This technique is called
here RCP. Fig. 1 shows an example where a (4,12)-regular
matrix H is partitioned into p = 6 (4, 2)-regular sub-matrices
HO (e, g =2).

The RCP constraint allows an efficient partial parallel imple-
mentation of the MSA [3]. Each iteration is divided into 1 steps.
At the I-th step, only the messages related to H") are computed.
This allows to reuse the same ¢ VNPUS at each step, reducing z
times the associated hardware. The interconnection complexity
is also reduced because the interconnection network is associ-
ated with the non-zeros entries of H(Y), which is x times smaller
than that of the original H. The CNPU blocks are simplified
since the recursive computation of (5) has significantly lower
complexity than a full-parallel implementation. Furthermore,
the recursive CNPU needs to store only two messages [19],
therefore it is not necessary to store all L® messages. The latter
reduces the memory requirements of the decoder. The reader is
referred to [3] and [21] for a more detailed complexity analysis
of RCP.

An RCP-QC-LDPC code is a QC-LDPC code that meets the
RCP constraint (e.g., see Fig. 1). We focus here on regular RCP-
QC-LDPC codes based on cyclic sub-matrices with the same
rows weight p (i.e. the number of nonzero diagonals [11]). We
denote this coding scheme as a type-p RCP-QC-LDPC code.
For VLSI implementation, a small value of p is preferred since
the complexity increases (at least) linearly with p. Notice that a
high value of p reduces the maximum girth of the code, which
increases the error floor probability.

1
U2
U3
4
5

3

1

6

5] 100 1010
¢ |01 10| 01 0 1
c3 |0 0110 10 1 0
c4 0 0 1jjo 03101
5 01|t o017
¢ |0 10 1|0 1.0 0 1
¢7 |L O 1 0|0 1.1 0 O
8 101j00o01 Q110
L) F(2) ) @ F®)
Figure 1.  Example of the RCP partition of a (4, 12)-regular parity check

matrix into p = 6 (4, 2)-regular sub-matrixes
B. Code Parameters

We design a 20% OH LDPC-only coding scheme based on
a type-2, column-weight 4, RCP-QC-LDPC code'. The code
is composed by a 2 x 12 array of bi-cyclic sub-matrices. The
maximum girth of the code is 8. From computer simulations,
we found that the size of the bi-cyclic sub-matrices must be
2048 to achieve the expected NCG (i.e., > 10dB). Thus, the
code parameters result n = 12 - 2048 = 24576 and k = n —
rank(H) = 20482 bits. Two diferent RCP-QC-LDPC codes are
generated with these parametes. The first code, Cy, is designed
to avoid cycles of length 4. The second one, Cy, is designed to
(i) avoid cycles of length 6 (i.e. achieve the maximum girth),
and (/i) minimize the number of cycles of length 8. We use the
technique proposed in [17] to speed up the cycle optimization
process of the RCP-QC-LDPC codes.

C. Performance Evaluation

An SMSA decoder for the proposed (24576,20482) RCP-
QC-LDPC codes has been designed using the Xilinix Virtex-V
FPGA. Let r, and 7. be the number of bits used to represent
the prior LLRs and the messages from both check and variables
nodes, respectively. The prior LLRs are quantized using r, = 5
bits. The decoder is implemented using 7. = 5 bits. In all
experiments, an all-zeros codeword is transmitted. We use
binary phase-shift keying (BPSK) modulation (i.e., bits {0,1}
are mapped into symbols {+1,—1} for transmission, respec-
tively). An additive white Gaussian noise (AWGN) channel is
implemented by using a random number generator as described
in [22], which is adequate for the application considered here.
In all cases, 400 errors are counted for BER computation.

Figure 2 depicts the BER versus the signal-to-noise ratio
(SNR) for code C; with 13 iterations. We present results from
FPGA simulations and theoretical estimates derived from the
method described in Section II-C. The plot shows an error floor
at BER= 10~ with an NCG of 9.45dB at BER=10"1°. Notice
the excellent agreement between simulation and theory. Anal-
ysis of experimental data obtained from the FPGA simulator
showed that this error floor is caused by the presence of several
absorbing sets (AS) [4] created by the combination of cycles
of length 6.

Figure 3 shows the performance of Cy. No error floor is
observed up to 107'%. The measured NCG at this BER is
10.70dB. However, from importance sampling analysis it has

'Numerical results not included here have shown that a type-2 performs
similarly to an equivalent type-1 RCP-QC-LDPC.
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Figure 3. BER vs. SNR of code Ca.

been estimated a quantization sensitive error floor below 10712,
This error floor is caused by the combination of a (12,8)
AS? and the fixed-point representation used for the extrinsic
messages L°. Fig. 3 shows the estimated error floor for r, = 5,
6, and 7 bits with 13 iterations. The a-posteriori LLR evolution
of the (12,8) AS is shown in Fig 4. Note that the SMSA decoder
with r. = 5 bits cannot resolve the (12,8) AS, independently of
the number of iterations. On the other hand, the SMSA decoder
requires 17 and 12 iterations with 7. = 6 and 7 bits, respectively.

IV. MIN-SUM ALGORITHM WITH ADAPTIVE
QUANTIZATION

Postprocessing algorithms (PPAs) have been proposed to
reduce error floor of LDPC codes [4] [5] [6]. Numerical results
showed that PPA can reduce error floor around 2-3 orders of
magnitude. Thus, PPA could be combined with code C to
achieve an NCG> 11dB at BER=10"'° with free error floor
(see Fig. 3). Although several PPA could be considered for our
application, in this work we propose a new low complexity
technique designed to combat error floor caused by the fixed-
point implementation of the MSA.

A. Adaptive Quantization (AQ) Algorithm
We present a new low complexity postprocessing scheme to
combat the error floor caused by the fixed-point implementation

2In the notation “(e,d) AS™, e is the number of wrong bits and d is the
number of unsatisfied check nodes (see [4] for more details).

(a) re = 5b

Wrong

A-posteriori LLR

Right

(b) 7o = 6b
o =
i 2
B s
8 =
3
]
3 =
g 5
< =
10 15
(©) 7e = Th
100
o o
4 50 5
s ®
o 0
@
3
a .50 2
< =
z
-100
10 15 20 25 30

Number of iterations
Figure 4. A-posteriori LLR evolution of code Ca for the (12,8) AS.

of the MSA. In this approach, the LLRs and messages are scaled
at every iteration in order to increase the range of representation,
and thus, reduce the saturation effects generated in the MSA
operations. Since the total number of bits is maintained constant,
this wider range is obtained at expense of an increase of the
quantization. This adaptive quantization (AQ) process is started
when the number of unsatisfied check nodes is smaller than a
given threshold d; (e.g., d; = 9 for a (12,8) AS), which occurs
after some normal iterations (i.e., without AQ). The proposed
postprocessing algorithm can be efficiently implemented in the
VNPU as follows:

oo, = (®1)"-L{+Ra- SNk | ®
creCWi)\c;

where t = 1,2, ..., denotes the number of the extra iteration.

Factors x; and ko are positive gains smaller than unity. To

simplify implementation, x; = k2 = & can be used. Then,

the AQ algorithm reduces to scale by x (i) the output of the

variable-node equation (2), and (ii) the prior LLR, that is,

I Z N I O

cr€C\¢;

LY « k-Lj. (10)
As the AQ-based postprocessing evolves, from (9) and (10) note
that the contribution of the prior information to the variable
node equation output is gradually reduced. Notice also that after
a given number of iterations, the MSA operates without prior
information. We found that k = % provides a good tradeoff
between performance and implementation complexity. In this
case, our approach reduces to that proposed in [23].

e -
Llr,*}c} = K-

L +
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Figure 6. Performance of code C2 with AQ and r. =5 bits.

B. Numerical Results and Discussion

The AQ algorithm and the PPA reported in [4] are analyzed
in Fig. 5. We show the a-posteriori LLR evolution of the
SMSA decoder with r. =5 bits over the (12,8) AS. Numer-
ical results show that the AS can be resolved with 5 extra
iterations when AQ is used. On the other hand, we observe
that the PPA introduced in [4] can resolve the (12,8) AS
with 9 extra iterations. Since a low complexity is crucial for
practical implementation of long LDPC codes, it is concluded
that AQ becomes a promising postprocessing alternative for the
application considered in this work.

Figure 6 shows the estimated BER with the AQ algorithm and
7. =5 bits. We note that the error floor observed in Fig. 3 is
successfully corrected, while the expected NCG results 11.30dB
at BER=10"1°.

V. CONCLUSIONS

In this paper we have presented a non-concatenated code
suitable for applications in 100Gb/s OTN. The design was based
on a new class of long LDPC codes designed to jointly minimize
BER floors and implementation complexity. We also have
introduced a postprocessing technique to reduce the already low

BER floors to a level well below the specifications. Importance
sampling analysis has shown an NCG > 11.30dB at a BER of
10719,
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Abstract—A typical high-speed decoder implementation for
an LDPC may require hundreds or even thousands of variable
and check node processors. Since check node processing unit
(CNPU) is far more complex than variable processing unit,
hardware requirements of CNPU has a big impact on the final
decoder complexity. Here, an FPGA implementation of the soft
parity check node for Min-Sum LDPC Decoders is analyzed. The
hardware cost and speed of the main block of CNPU, which finds
the two smallest input values, is thoroughly studied for different
numbers of input values with different bit-widths. Experiments
for an FPGA implementation demonstrate that hardware cost
and speed vary with the number of input values in the same way
as they do for an ASIC implementation. Furthermore, it is shown
that more than 60% of the hardware resources of the CNPU is
used for finding the two smallest input values.

I. INTRODUCTION

Low Density Parity Check (LDPC) codes [1] have become
one of the best option for the applications that require to
achieve near Shannon capacity in the communication channel.
LDPC codes have been adopted for 10GBase-T [2], DVB-
S2 [3], and Mobile WiMax (802.16¢) [4]. The decodification
process is based on a Sum-Product (SP) algorithm composed
of two main processing units (PU). These PUs are the check-
node PU (CNPU) and the variable-node PU (VNPU) [5] [6].
A typical high-speed decoder implementation may require
hundreds or even thousands of VNPUs and CNPUSs. Therefore,
any optimization of this PUs has a big impact on the final
decoder complexity.

The SP which is based on soft-decision decoding achieves
the best decoding performance but has very high complexity
[7], particularly at the CNPU. Many modifications have been
proposed to simplify the node computations in SP. Among
them, the min-sum (MS) algorithm has significantly simplified
the CNPU and it is more suited for practical implementation
[8]. That algorithm reduces memory usage by computing only
the two smallest values and the index of the first minimum
value. In [9] an algorithm based on a tree search (TS) approach
is proposed for finding the two smallest values. That paper
shows that TS approach achieves better performance in both
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area and speed than sorting based algorithm that requires less
number of comparisons. Also a theoretical complexity analysis
is presented in that paper and numerical results for a cell
library in a 0.18 pm digital CMOS process is shown.

In [10] a reduced complexity LDPC decoder is designed
and implemented on FPGA. The overall hardware resource
utilization is shown without specifying the hardware cost
required for implementing the VNPU and CNPU.

In this paper, we analyze the speed performance and hard-
ware cost for an FPGA implementation of the soft check
node processing units based on the TS approach algorithm
for finding the two smallest values from a set of n values
with 7 bit-width. Experimental results show that the hardware
cost tends to increase linearly with n, while the hardware
speed tends to decrease linearly with log(n), in agreement
with the analytical results reported in [9] for the area and
speed performance of an ASIC implementation. The increment
(decrement) slope in hardware resources (hardware speed)
with bit-width is more pronounced for higher 7.

The algorithm and a detailed digital architecture implemen-
tation is presented in Section II. The FPGA implementation is
explained in Section III, and experimental results are discussed
in Section IV. Finally, conclusions are drawn in Section V.

II. ALGORITHM AND DIGITAL ARCHITECTURE
FOR THE TS APPROACH

The LDPC codes can be efficiently decoded with Belief
Propagation (BP) algorithm using an iterative message-passing
method. The general BP algorithm consists of two phases of
message passing from variable nodes to check nodes and vice
versa. Denoting the messages from variable nodes to check
nodes with [;_,, and the messages from the check nodes
to variable nodes by r,_,;, in the log-likelihood ratio (LLR)
domain version of BP algorithm, the following computations
are performed at the check nodes:

Sa—n,: H Sgn(l]—m>

j€da\i

O
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Although LDPC codes can be decoded very well with a
class of BP algorithms, the MS decoding algorithm greatly
reduces the decoding complexity. The MS algorithm simply
replaces the check node calculation (2) with its approximation:

MS
a—i

= Sasi -jggﬂrl\i(llﬁa\) 3

The tradeoff in this simplification is a significant degrada-
tion in performance. It can easily be shown that the magnitude
of the messages calculated by (3) are larger than the magnitude
of the messages calculated by (2).

Since check node processing is fundamentally more com-
plicated, in this work we focus on implementing an check
node performing the MS algorithm developed in [11]. In
the literature, there have been many designs and ideas for
check node in MS form, and some of them are developed
in [12] [13]. A block diagram of a check node implemented
is shown in Fig. 1. This design basically finds the two smallest
inputs and outputs them to the appropriate output (Note that
the magnitudes on the check node outputs take on only two
values). From Fig. 1, it can be seen that the check node has two
separate parts, one calculating signs and the other calculating
magnitudes. Since sign calculation is a one-bit operation and
is simple, the only way to reduce the complexity of a check
node is to reduce complexity of magnitude calculations.

This section presents a high-speed low-complexity design of
the Minimum Value Generator (MVG) block which is the main
building block of the check node, see Fig. 1. The MVG block
computes the first and second minimum values, min_1st and
min_2nd, and the index of the first minimum value in the
n input values xg, - -, ,—1. The MVG block implements a
TS algorithm for an n = 2¥ and n = 2¥ + 2" number of
inputs, n-MVG. The algorithm and its digital architecture are
discussed in this section.

A. Algorithm

Consider the basic 2-MVG building block shown in Fig.
2(a), in which the input values x( and z; are compared, and
the minimum value min_1st, its index index (i.e., 0 or 1),
and the other value defined as min_2nd are determined. The

publicado

en SPL-2012,

pg.-2/6]

To min_ist
- index
x, I:

Ccu

miA_ |_min_1st
05

m1B_| P
m1B_|

= min_2nd
m2A_| &l r—"
miA_|
m2B _|

(@

index

Fig. 2. TS Approach. (a) and (b) 2-MVG. (c) and (d) 4-MVG. (e) Index
Generator

symbols shown in 2(b) are used to represent two basic opera-
tions: one of them is the operation of getting the minimum of
two inputs and its corresponded index, and the other one the
operation of getting only the minimum. Fig. 2(c) is a 4-MVG
building block constructed using two 2-MVG blocks, A and B,
and one Connection Unit (CU), as it is shown in Fig. 2(d). Let
the inputs of building block A be zy and x; and the min_1st,
index and min_2nd be the outputs m1A, index, and m2A,
respectively. Similarly, the inputs of building block B are x,
and x3 and its outputs m1B, index; and m2B. Obviously,
the minimum value of mlA and mlB is the minimum
value of the four inputs, i.e., min_1lst. However, the second
minimum min_2nd can be either the min{m1B, m2A} or the
min{m1A, m2B}, depending on whether m1A or m1B is the
smaller. In either case, we do not need to compare m2A with
m2B.

Similarly, a building block of 8-MVG is constructed using
two 4-MVG building blocks with a CU, or four 2-MVG blocks
with three CUs. In general, a 2°-MVG is constructed by two
2F=1.MVGs with a CU, in a TS fashion way; or by 2¥~! 2-
MVGs with 281 —1 CUs. Therefore, a 2¥-MVG requires 2!
comparisons for the 2-MVG blocks and 3 - 2°~! comparisons
for the CUs, and each CU requires three comparisons.

The index of min_1st for a 4-MVG is computed at the
block called IndexG, which is shown in Fig. 2(e). Its inputs,
indexo and indexy, originated from two 2-MVG building
blocks, A and B, take values from a set {0,...,2¢"1 — 1}.
Depending on the control signal pos € {0,1}, the input from
block A or B is selected and the output index is build as

index = pos - ok—1 4 inderpos, 4)

though, output index € {0,...,2" — 1}. The control signal
pos comes from a CU and indicates which block, A or B, has
the minimum value, see Fig. 2.
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B. Digital Architecture for n-MVG with n=2F

The basic 2-MVG building block in Fig. 2 can be imple-
mented by a comparator and two 2-input i-bit multiplexers
(MUXs). The comparator output index selects the input
signals of the multiplexers, as shown in Fig. 3, where

index = 0; min_lst = xo; min_2nd = x1,
index = 1; min_lst = x1; min_2nd = xo,

if zo < T
if 21 < g

In Fig. 3, we define a basic block, called Minimum Value
Unit (MVU), that consists of a comparator and a multiplexer.

Fig. 4 shows a 4-MVG containing two 2-MVGs and a CU.
Each 2-MVG includes one comparator and two 2-input ¢-bit
MUXs, while CU has three MV Us. The IndexG block requires
a 2-input 1-bit MUX. The 2-bit output index is built with pos
as the most significant bit and MUX output. In total, the 4-
MVG is implemented by five comparators, eight 2-input i-bit
MUXs, and one 2-input 1-bit MUX. Both m1A and ml1B
determine min_1st, while min_2nd is determined by z; and
z1. If pos = 0, i.e., min_lst = ml1A, then min_2nd = z.
On the other hand, if pos = 1, i.e., min_lst = m1DB, then
min_2nd = z;.

The digital architecture of a 2*-MVG can be constructed us-
ing the TS approach as shown in Fig. 5, where A and B are two
2F=1.MVGs with minimum values m1A, m2A, m1B, m2B,
and indexes index( and index. Let min_1st, zg, and z; be
the outputs of MVUO, MVUI, and MV U2, respectively, given
by

min_lst = min{mlA, m1B}
min_2nd = MUX (29, 21;pos)
20 = min{mlB,m2A}

z1 = min{mlA,m2B}

Fig. 6.

2% +27-MVG Using the TS approach

Note that index( and index; are represented by k& — 1 bits,
and the output of IndexG is built concatenating pos as the
most significant bit with the k& — 1 bits selected by pos from
the inputs indexy and index;.

C. Digital Architecture for -MVG with n=2* 42" for k > r

The design for n-MVG with any positive integer n = 2 4
2" is shown in Fig. 6, where two n-MVG blocks with n =
2% and n = 2" inputs are used. For computing the index of
the first minimum, index; is left-padded with k — r zeros,
before entering the IndexG block. In conclusion, from Fig. 6
the outputs of the 2F + 2"-MVG are

1) min_lst = min{m1A, m1B}.

2) min_2nd = MUX(z,z1;pos), where 2z =
min{m2A,m1B}, z = min{mlA, m2B}, and
pos is the comparison signal of mVUO.

3) g = pos; for i = k — 1,k —2,...,r, ¢ =
MUX(s;, 0;pos); for i = r —1,r —2,...,0, ¢ =
MUX(s;, t;, pos) .

III. FPGA IMPLEMENTATION

In this section we presents a brief description of the FPGA
architecture used for the n-MVG implementation and the
design methodology followed which starts with an executable
specification written in SystemC. These information is impor-
tant to analyze the results presented in Section IV.

A. Stratix II GX Architecture

The general architecture of the EP2SGX90 device consists
of 71 Logic Array Block (LAB) columns and 68 LAB rows.
Each LAB consists of eight adaptive logic modules (ALMs),
carry chains, shared arithmetic chains, LAB control signals,
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local interconnects, and register chain connection lines. The
basic building block of logic in the Stratix II GX architecture
is the ALM. Each ALM can be divided between two Adaptive
Look Up Tables (ALUTSs). With up to eight inputs to the
two ALUTSs, one ALM can implement various combinations
of two functions. In addition to the adaptive LUT-based
resources, each ALM contains two programmable registers,
two dedicated full adders, a carry chain, a shared arithmetic
chain, and a register chain.

The Stratix II GX ALM can operate in Normal mode, Ex-
tended LUT mode, Arithmetic mode, Shared arithmetic mode
and, therefore, each mode uses ALM resources differently.
The ALMs are routed with the MultiTrack interconnect ar-
chitecture, enabling a Stratix series FPGA to implement high-
speed logic, arithmetic, and register functions. The MultiTrack
interconnect consists of continuous, performance-optimized
routing lines of different lengths and speeds used for inter-
and intra-design block connectivity. For more details see [14].

B. Methodology

The algorithm was implemented in System Description
Language SystemC, and tested for various sets of parameters.
The SystemC Class Library has been developed to support
system level design, and also provides a methodology for
describing algorithms and hardware architecture. The design
methodology was to start with a high-level model written in
C++ and apply an iterative process of transforming the code
to use only elements that have an equivalent in Hardware
Description Language (HDL).

Then, the algorithm description was coded in Verilog
and tested using the ModelSim Altera Starter Edition 6.4a
tool. Later on, the FPGA design was synthesized us-
ing Quartus II version 9.0 into an Stratix II GX FPGA
(EP2SGX90FF1508C3) from Altera. In order to illustrate the
modularity of the architecture, we have tested the design with
different sets of parameters. Simulation and Synthesis was
performed with several number of inputs (from 4 to 64) and
input widths (from 4 to 12 bits).

The architecture has a combinational design which required
the addition of input and output registers at the top-level
module for the appropriate timing analysis. To perform timing
analysis we used the TimeQuest timing analyzer tool, and to
create timing constraints we used the TimeQuest graphical user
interface tools. Finally, we add a random-number generator
that produces n items of data with a specified length.

IV. ANALYSIS OF THE RESULTS

This section presents the analysis of the results in terms
of speed performance and hardware cost. All circuits have
been physically implemented, tested, and the results have been
extracted after place and route. A brief analysis for 6 bit-width
will be explained later.

A. Speed performance

Fig. 7 shows the critical path delay vs the number of inputs
(n) with different bit-widths. A logarithmic scale is used in the
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horizontal axis to show that critical path delay tends to increase
linear with the log n, in the same fashion as the TS architecture
implemented by multiplexer and comparator [9]. From Fig. 5
and 6, it seems that the increase of bit-width increases the
size of multiplexers and comparators, and therefore the delay.
Fig. 8 shows the relationship between delay and bit-width for
the FPGA implementation. Note that the critical path delay
increases slower with bit-width than with the number of inputs,
which is consistent since the more number of inputs required
more TS stage. Note also that the delay increment slope with
bit-width, in Fig. 8, is higher for a larger number of inputs.

B. Hardware cost

First we analyze the area requirements in ALUTS of several
MVGs using the TS approach. Fig. 9 shows the number of
ALUTSs vs. number of inputs. We can see that increasing the
number of inputs basically doubles the required area. The
number of basic building block of logic shown in the figure,
involves all sizes of ALUTs as possible. Similarly, Fig. 10
shows the relationship between number of ALUTSs and input
width. Increasing the number of bits, i.e. from 4 to 8, the
hardware cost is doubled and if we consider the boundary
points, i.e. from 4 to 12, the hardware cost is tripled. Note also
that as bits increases, the slope increases for higher numbers
of inputs.

Since the final implementation area depends on the total
number of ALMs used in the device, not on the number of
ALUTS generated, it is very important to generate a distribu-
tion of LUTSs that is amenable to efficient packing [15]. Table
I summarizes the results of experiments related to the number
of ALMs partially or completely used by the MVG block. We
used balanced technology mapping to maintain optimal critical
path depth while producing a more packable LUT distribution.

Fig. 11 shows the distribution of LUT sizes for 6 bits in
percentage of total ALUTs. The graph clearly illustrates that
Stratix I GX implementation of the design approximately uses
the same LUT distribution for all number of inputs. On the
other hand, Fig. 12 shows the percentage of delay of critical
path used for logic, wiring, and register. As it is expected,
the percentage of delay used for registers are insignificant.
For all input numbers, the percentage of delay used for logic
and wiring remains almost the same. Because there are no
abrupt changes in the distribution of LUTs and the percentage
of delay for logic/wiring, shown in Figs 11 and 12, we can
conclude that hardware resources and critical path delay in the
FPGA implementation of the TS based algorithm depend only
on the number of inputs (for a given bit-width).

Finally, the check node architecture shown in Fig 1 was
implemented with 5 bit-width and the number of ALMs
used by block is shown in Table II. For table entries, the
numbers listed indicate the total number of ALMs partially or
completely used by the specific block and all of its sub-blocks
in the hierarchy. The number of ALMs used by the MVG block
with 5 bit-width, is not the same in Table I and Table II. The
reason for this difference is because to calculate the values of
Table I, we have considered directly the absolute value of the
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inputs. On the other hand, to calculate the values of Table II,
an additional processing on the MVG block is performed to
obtain the absolute value and the two’s complement of inputs.
Then, the minimum values and the index are calculates. Table
II shows clearly that the complexity of the check node is
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Fig. 10. Number of ALUTs vs. Number of bits
TABLE I
NUMBER OF ALMS USED BY THE MVG BLOCK
#bits #inputs
n=4 [ n=8 | n=16 | n=32 | n=64
4 30 65 135 275 557
5 46 103 216 413 886
6 51 108 227 470 955
7 54 118 235 489 995
8 58 124 266 554 1127
9 60 140 301 628 1271
10 65 152 328 681 1312
11 74 176 379 784 1528
12 79 192 411 848 1719
100
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<50
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®
25
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Fig. 11. LUT-size distribution (6 bits)
TABLE II
NUMBER OF ALMS USED BY BLOCK
blocks #inputs
n=4 | n=8 | n=16 | n=32 | n=64
sign calculations 4 10 22 47 91
output selector 24 48 96 301 640
MVG 52 121 262 547 1109
Total 80 179 380 895 1840

dominated by the MVG block when the design is implemented
in an FPGA.
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V. CONCLUSION

This paper presented an FPGA implementation of a soft
check node processing unit based on the tree structure ap-
proach for finding the two smallest values from a set of n
input values and the index of the first minimum. The speed
and area performance has been analyze for different number
of inputs and bit-widths. As the number of inputs increases,
the required area tends to increase in a linear way while the
speed tends to decrease in a logarithm way. More than 60%
of the total hardware cost is used for finding the two smallest
input values.
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Abstract:  We present a low-complexity joint demapper-decoder scheme for coherent optical
receivers with DQPSK modulation. The new technique reduces to 0.7dB the gap between QPSK
and DQPSK in 100Gb/s coherent optical systems.

1. Introduction

Coherent detection based receivers with electronic dispersion compensation (EDC) are being considered for next genera-
tion optical transport networks (OTN) [1]. Quadrature phase shift keying (QPSK) modulation is the leading candidate for
40Gb/s and 100Gb/s OTN. However, QPSK may suffer from /2 phase jumps or cycle slips (CS’s), which are induced by
phase noise. These CS’s lead to catastrophic bit errors that cannot be corrected with forward error correction (FEC) codes.
The use differential QPSK (DQPSK) modulation avoids the CS problem at the expense of some performance degradation.

Powerful FEC codes with iterative soft-decoding are required for > 100 Gb/s coherent optical transmission systems.
In DQPSK receivers, a demapper block is used to provide soft information to the iterative channel decoder. Traditional
low complexity demappers are based on a serial concatenated architecture (SCA), as depicted in Fig.1 [2]. However, as
we shall show later, the performance of this suboptimal approach with DPQSK modulation is around 1.5 dB worse than
that achieved with QPSK [3]. This performance degradation can be combated by using a turbo concatenated architecture
(TCA) or a joint architecture (JA) (see Fig.1). The use of these iterative decoding techniques based on the Bahl, Cocke,
Jelinek, and Raviv (BCIR) algorithm, has been reported in past literature [4]. Unfortunately, the high complexity of BCJR-
based iterative decoders makes prohibitive their implementation in multigigabit per second commercial optical receivers.

This paper presents a low complexity joint demapper and decoder (JDD) architecture for coherent DQPSK modulation.
In order to reduce complexity, the proposed JDD is built upon the sum product algorithm (SPA) [5]. Although our JDD
is general, we consider here its application with low density parity check (LDPC) FEC codes. The new JDD extends the
Factor Graph (FG) of the LDPC code by including the minimum set of additional factor and variable nodes to represent the
statistical relationship between blocks of coded bits and received signals. This way, the accuracy of the decoding process
of bit blocks can be improved at every iteration over a joint factor graph that includes both the demapper and channel
decoding functions. We analyze the JDD using DQPSK modulation with Gray mapping and an LDPC code with 20%
overhead (OH) with net-effective coding gain (NCG) of 11.3 dB at a bit-error-rate of 10! [6]. Simulation results show
that the new JDD improves significantly the performance of DQPSK, providing a 0.6 dB gain over the traditional SCA
[2].

2. System Model

Figure 2-(A) shows the transmit system. The information bits b; are grouped into blocks of K-bits, i.e., b € {0,1}X.
Each data block b is encoded with an LDPC code obtaining an N-bit block ¢ € {0,1}" where N is even. Codewords ¢
are mapped into a sequence of N/2 QPSK complex symbols s, with s € {1,i,—1,—i}"/2. Finally, the components of the
transmitted symbol block d is computed using differential modulation, i.e, dy = di_1 - sy, where k=1,...,N/2 and dy = 1.
The discrete-time baseband receiver signal is given by

7y = dp+ny (1

where k = 1,...,N/2 and ny, are independent identically distributed (iid) complex Gaussian random variables with zero
mean and variance Np.
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3. Joint Demapper Decoder

We derive a soft-input soft-output (SISO) joint demapper decoder by applying the SPA over the FG of the joint a posteriori
probability (APP) mass function P(c | r) of the coded bits given the received symbols. Based on the Bayes rule, we get
P(c|r)= f(r|e)P(c)/f(r). Term f(r) can be neglected for detection, thus the soft decision can be performed over
f(r]e)P(c). Since ¢ — s — d — r is a Markov chain, the probability density function f(r | ¢)P(c) can be expressed as
flrie)=/f(r|d)-P(d|s)-P(s|c)-P(c). Terms P(d | s) - P(s | ¢) are grouped into one term P(d | ¢). This simplification
avoids the implementation of the variable nodes related the symbols s and it reduces the implementation complexity of the
SPA with no performance degradation. Flnally, the symbol/blt level factorlzatlon of f(r| c) (c) is

H/ 7 | di) Hl di | o1, c6 HQ 2

where ¢(;) = {c¢; € ¢| H; ; = 1} are the coded bits related to the i-th parity equation, Q(¢(;)) = 1 if the bits in ¢(; have even
parity or zero else where and H is the parity check matrix of the code whose dlmensmns are M x N, and /(+) is an indicator
function.

Figure 2-(B) shows the FG of f(r | ¢)P(¢) according to eq. 2. The messages from node x to node y are denoted by the
vector uy. The messages between nodes ¢ and y are computed using the standard SPA for LDPC codes. The messages
between nodes ¢ and y are 2 dimensional vectors whose components (3 (b) for b € {0, 1} represent bit probabilities. The
messages between nodes ¥, d and p are 4 dimensional vectors whose components 1/ (e/?) for ¢ € {0, %, 7,3} represent
symbol probabilities. The notation x(y) represents the two cases of equation, one case using x and other case using y.
These messages can be computed as:

di s dy. i
Hoy (e/?)- .u‘;k v (em)

”;:A'OVA'H)(@/Q”): . (3)
IACRIRTMICE )

IJdk A e/¢ t{)ioﬂyzlf( “ﬁu;lk 1 ”dA 1(dk) ( ) @

B <‘> io“ () i (D) g ) )

k() — %%expﬁ%oe”llz) ©)

where A(n,m) = M
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Fig. 3. Performance of DQPSK and QPSK schemes.

4. Numerical Results

Figure 3 shows the BER versus the signal-to-noise ratio per bit (E,/Np) for the proposed JDD with DQPSK modulation.
An LDPC code of length 24576 bits and rate 0.8334 is used. The number of iterations in the FG is set to 20. Perfect
knowledge of the noise power N is assumed at the receiver size. The performance of an SCA based on the soft DQPSK
demapper defined by eqs. (4) and (5) in [2], as well as the performance with QPSK modulation and optimal demapping,
are also presented for comparison proposes. At least, 1000 errors were counted at each simulation point. Note that JDD
provides a 0.6 dB gain at BER=10"* respect to SCA. Furthermore, note that the gap between QPSK and DQPSK is reduced
to 0.7 dB.

5. Conclusions

A new low complexity JDD scheme for coherent DQPSK modulation has been presented. An SPA-based demapper has
been developed to reduce implementation complexity. Numerical results have shown that JDD outperforms traditional
SCA. This good tradeoff between complexity and performance makes the proposed JDD an excellent alternative to improve
the performance of DQPSK modulation in next generation optical transport networks.
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Abstract—We propose a novel cycle slip mitigation algorithm
suitable for next generation OTNs. Simulation results of a 100
Gb/s DP-QPSK optical system show almost no degradation at a
post-FEC BER of

I. INTRODUCTION

Coherent detection based receivers with electronic disper-
sion compensation (EDC) are being used on next generation
optical transport networks (OTN) [1]. These receivers allow
using phase encoded modulation formats such as phase shift
keying (PSK) or quadrature PSK (QPSK).

Carrier phase recovery (CPR) is a key function of coherent
optical receivers [1], [2]. In these devices, CPR algorithms are
required to compensate for effects such as laser phase noise
and carrier frequency fluctuations [3]. However, since QPSK
modulation has rotational symmetry, errors in the carrier phase
estimation may cause cycle slips (CS). After a CS occurs, all
detected symbols are erroneous and they cannot be corrected
by forward error correction (FEC) codes [2]. To combat this
catastrophic effect, differential modulation is typically used
[2]. In differential modulation schemes the information is
transmitted as the phase difference between two consecutive
symbols. Therefore, the effects of a CS do not translate into
catastrophic bit errors. While this option provides a solution
to the CS problem, it is prone to introduce signal-to-noise
ratio (SNR) penalty compared to non-differential schemes. For
instance, a penalty of 1.2 dB (post soft-FEC) has been reported
for differential QPSK (DQPSK) modulation [4].

To avoid this penalty produced by differential modulation
formats, the use of pilot symbols to prevent error propaga-
tion has been proposed in previous works [5]-[7]. Although
they provide better performance than differential modulation,
their implementation in high-speed applications such as 100
Gigabits per second (Gb/s) OTN, is not straightforward. In par-
ticular, the need for feedback or iterative precessing requires a
careful design of parallel architectures for the implementation
of high speed receivers.

In this paper we present a novel pilot-assisted algorithm to
detect and correct errors caused by cycle slips. The proposed
scheme has a low-complexity forward architecture suitable for
high speed parallel implementation. In particular, it can be
implemented as a simple post-processing stage after a Viterbi

acastrillon, dmorero, mhueda @efn.uncor.edu
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Figure 1. Proposed CS compensation scheme.

Viterbi (VV) based carrier phase estimator [3]. The low
density parity check (LDPC) code proposed in [8] is used
to investigate the effectiveness of the new CS compensa-
tion algorithm. Simulation results of a 100 Gb/s DP-QPSK
optical system will demonstrate that the new pilot symbol-
based scheme with only of overhead can eliminate the
performance degradation caused by cycle slips at a post-FEC
BER of

II. SYSTEM MODEL

Figure 1 depicts the application of the proposed CS detector
and corrector in combination with a carrier recovery scheme
as proposed in [3]. The latter is built upon a low latency
phase locked loop (PLL) stage combined with a traditional
VV carrier phase estimator. Let the discrete time PLL input
signal be modeled as

M

where is the complex-valued transmitted symbol at the
-th time instant, is the cumulative phase effect due to

carrier offset, frequency fluctuations, and laser noise phase;

are independent identically-distributed (iid) complex Gaussian

random variables with zero mean and variance per
dimension. The PLL output is given by

@
where is the PLL phase correction, is the
residual phase error, and . Finally, the output
of the VV is

3
where is the error phase estimated by the VV algorithm,

and
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I11. PROPOSED CS COMPENSATION ALGORITHM

The proposed CS mitigation algorithm is composed of 3
stages. In the first one, a coarse CS detection based on pilot
symbols is carried out. Then, a fine estimation of the CS
position is done based on the phase estimated by VV.
Finally, the errors due to the CS are corrected.

The transmitted information is divided into consecutive
blocks of complex symbols, where the first
symbols are pilots and the last ~ symbols information. The
overhead of pilot symbols is defined as . These pilot
symbols are used to estimate the phase based on the minimum
euclidean distance criteria as

| @
where is the possible offset produced
by aCS, isthe pilot symbol value, and  indicates the

estimated phase offset corresponding to the block. When
,aCSin block is detected.
Once a CS is detected, its exact position inside the block is
estimated. This is done by comparing the VV phase estimation
and a delayed version of itself, . The position of the
CS is estimated as

_ (©)]

where s . Parameter  is
optimized by computer simulations. The idea behind equation
5 is based on the following observations. A CS caused by
additive noise generates a fast jump of the phase estimated
by the VV in the direction of CS. The phase difference
between the end and the start of the jump largely cancels the
CS jump estimated by pilot symbols. On the other hand,
a CS caused by a fast change in the laser phase noise (which
cannot be tracked by the VV) generates a peak value in the
direction of CS. This peak value partially cancels the CS phase
jump estimated by pilot symbols generating a minimum value
at the CS position. Finally, after the CS position is estimated,
the CS effect is canceled.

IV. SIMULATION RESULTS

Numerical results derived from computer simulations are
presented and analyzed. Dual polarization (DP) QPSK modu-
lation with a transmission rate of 100 Gb/s is analyzed. We use
500 KHz of laser linewidth at Tx and Rx in a non-dispersive
optical channel. The adopted carrier recovery scheme is able to
efficiently compensate carrier frequency offset, jitter, and laser
phase noise [3]. Fig. 2 shows the BER versus the SNR for (i)
proposed algorithm, (i/) an ideal QPSK (i.e., without CS), and
(iii) DQPSK modulation. The overhead of pilot symbols is
1.01  (this overhead has been considered in the definition
of the SNR). An interleaver of 20 codewords has been also
incorporated. In Fig. 2 a gain of 1.16 dB compared to DQPSK
at post FEC BER of can be observed. Furthermore, it is
important to note that performance is only 0.07 dB from the
ideal QPSK ones.
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Figure 2. BER vs SNR with laser linewidth of 500 KHz at Tx and Rx

V. CONCLUSIONS

In this paper we have introduced a novel algorithm to
combat CS in optical coherent communication systems. The
proposed scheme can be easily combined with traditional car-
rier phase estimation algorithms in order to virtually eliminate
the impact of the CS on the performance of QPSK receivers.
In particular, the new low complexity approach is able to
operate at very low OSNR regimes with almost no degradation.
Furthermore, the described CS compensation architecture is
suitable for parallel implementation in high speed receivers.
These features make the proposed technique a very attractive
alternative to be used with powerful FECs as required in next-
generation optical networks.
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Abstract—This work introduces a novel serial code concatena-
tion (SCC) scheme to combat the error floor problem experienced
in iterated sparse graph-based error correcting codes such as
turbo product (TP) codes and low density parity check (LDPC)
codes. SCC has been widely used in the past to reduce the error
floor in iterative decoders. However, the main stumbling block
for its practical application in high speed communication systems
has been the need for long and complex outer codes. The use
of short outer block codes with interleaving has been shown to
provide a good tradeoff between complexity and performance.
Nevertheless, its application to next-generation ultra high-speed
communication systems is still a major challenge as a result of the
careful design of long complex interleavers needed to meet the
requirements of these applications (e.g., a net coding gain >10 dB
at a bit error rate of 10~ '° with an overhead of ~ 20% for 100
Gb/s optical transport networks [1]). In this paper we present
a new SCC scheme built from short outer block codes. Unlike
previous proposals, the long interleaver is replaced by a simple
block code combined with a novel encoding/decoding strategy.
Based on this finding, we show that complexity and latency can
be drastically reduced with negligible penalty. The SCC technique
introduced here provides a new general framework for solving
the error floor problem induced by low-weight error patterns of
any coding scheme.

I. INTRODUCTION

Powerful forward error correction (FEC) codes are needed
to satisfy the requirements imposed by future high speed com-
munication systems. For example, net coding gains (NCGs)
> 10dB at a bit error rate (BER) of 10~'° with an overhead
(OH) as low as possible (e.g., ~ 20%) are mandatory for
next generation optical transport networks (OTN) [1], [2], [3].
Given their superior performance and suitability for parallel
processing, large block size low density parity check (LDPC)
codes and turbo product (TP) codes have been considered as
FEC coding schemes for ultra-high speed transmission systems.

Because of the high implementation complexity of the large
block size needed to achieve high NCGs, the use of serial
concatenated codes (SCC) is required when aiming at an
efficient very large scale integration (VLSI). SCC schemes
based on an inner LDPC or TP code with a hard-decision-
based outer block code have shown to be a reasonable FEC
solution to (i) provide NCG> 10dB, (ii) mitigate the well-
known error floor problem of LDPC and TP codes', and (iii)

!Post-processing algorithms have also been proposed to combat the error
floor problem [1] [4]. However, the design of these algorithms for practical
high gain coding schemes may be difficult since the knowledge of both the
weight and structure of the dominant error patterns is required.

reduce complexity. For instance, several SCC FEC schemes
for 100 Gigabits per second (Gb/s) OTN applications have
been proposed (see [2], [3] and references therein). In [2] it is
experimentally shown that a 20.5% concatenated code based on
an inner LDPC and an outer Reed-Solomon (RS) code achieves
an NCG of 9 dB at a BER=10"'3. The concatenation of two
hard-decision block codes with an LDPC is other alternative
proposed in [2]. The total overhead of this triple-concatenated
approach is 20% and the expected NCG is 10.80 dB at a
BER=10"'. A concatenated LDPC+RS coding scheme with
20.5% OH and NCG=11.30 dB at a BER=10"' is proposed
in [3].

Practical applications of large block size outer codes to
multigigabit systems have been precluded so far as a result of
their prohibitive complexity for implementation in integrated
circuits. To mitigate this problem, the use of short outer block
codes with interleaving has been considered [5]. Although this
solution has been shown to provide a good tradeoff between
complexity and performance, their application in future high-
speed transmission systems is still a major challenge. In
particular, a careful design of long interleavers shall be needed
to (i) mitigate the error floor problem and (ii) achieve the
expected (high) NCG. Additionally, the use of long interleavers
will increase both implementation complexity and latency, two
critical factors for commercial applications of SCC schemes.

This paper introduces a novel SCC-based FEC architecture
designed for very high-speed applications. The key ingredients
of our technique are (i) the use of a short outer block code and
(ii) the replacement of the long interleaver by a simple block
code in combination with a novel encoding/decoding strategy.
Based on this finding, we show that complexity and latency can
be drastically reduced with negligible penalty in comparison
with existing SCC solutions. We also demonstrate that our
approach is able to combat the error floor caused by both the
suboptimal decoding operation of an inner LDPC code, and
the minimum distance of an inner TP code. The SCC approach
presented in this work provides a new general framework for
solving the error floor problem induced by low-weight error
patterns of any coding scheme.

The rest of this paper is organized as follows. Section II
introduces the error floor problem and describes the classical
SCC schemes proposed for ultra high speed transmission
systems. The new SCC technique is described and analyzed in
Section III. Section IV presents two improved schemes of the
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proposed SCC for practical applications with inner LDPC and
turbo codes (TCs). Finally, conclusions are drawn in Section V.

1I. BACKGROUND

As mentioned before, a high NCG at very low BER (e.g.
1071%) with OH as low as possible will be required in future
high speed communication systems. Although it is well known
that LDPC and TP codes provide a performance very close to
the Shannon limit, their practical application to multigigabit
systems has been precluded so far as a result of the error
floor problem and the high implementation complexity. To
mitigate these drawbacks, SCC-based FEC techniques have
been adopted in several high-speed applications such as 100
Gb/s OTN [2], [3], [6]. This section reviews basic concepts
related to the error floor problem, and describes the SCC
schemes adopted in ultra high-speed devices.

A. Error Floor on LDPC and Turbo Codes

Error floors are usually caused by low-weight error patterns
such as low-weight codewords or near codewords [7], [8].
Low-weight codewords are the main cause of error floor in
parallel concatenated TC. This error floor cannot be corrected
nor detected. On the other hand, error floor in LDPC codes
are caused by low-weight near codewords [8]. In this case, the
LDPC decoder is able the detect the errors. As we shall show
in Section III, this fact will be used to derive the new reduced
complexity SCC scheme.

Let Q be the set of all error-patterns that causes an error
floor. An error-pattern is defined as the set of all bits in error
that jointly take place in one received codeword. Let p(w) be
the probability of a certain error pattern w € ) at a given
signal-to-noise ratio (SNR). The word error rate (WER) due
to  is defined by

Py(Q) = plw), (1
weN
while the BER is given by

1
P = — 0(w),
W) = - p@w(w), @)
weQ
where n is the codeword length and w(w) is the weight of the
error pattern w. From (1) and (2), it is simple to derive the
following upper bound

Py(9) § P (9), 3
n
where Wy = maxueq {w(w)}. Parameters wy,q, and

P, (2) are used here for designing different code concatenation
schemes.

B. Serial Code Concatenation (SCC)

Code concatenation is a known FEC technique based on the
combination of an inner code and an outer code [5], [7], [9],
[10]. Let C; and C, denote the inner and outer code, respec-
tively. Each code is defined by the set of parameters [n;, k;, d;],
where 1, k;, and d; are the block size, the dimension, and the
minimum distance of the code C; respectively. The overhead
of the code is defined as ©; = (n; — k;)/k;. Let C} denote
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the i-th codeword of C;. A codeword Cj is composed by the
information data block Dj of length &;, and the parity block P’}
of length r; = n;—Fk;. Next we describe the SCC schemes used
in high-speed communication systems. In these applications,
the inner code C; is an LDPC or TP code, while the outer
code C, is a block code with error capability to = “2271
designed to eliminate or reduce the error floor of C;.

SCC Scheme I (SCC-I)

Figure 1 shows a classical serial code concatenation scheme
denoted here as SCC-I. The encoding process is composed of
two steps. First, the uncoded frame is divided into m blocks of
ko bits denoted D} for i = 1,...,m (e.g., m = 3 in Fig. 1).
Each D3 block is encoded by C, generating the codeword
Ci. In the second step, the codewords Cj are used as the
dataword of code C; (i.e., D} = C3) and they are encoded
by C; generating the codewords C} that will be transmitted.
In order to eliminate the error floor of C;, C, must correct at
least to = wy,q, bits.

Figure 2 shows a variation of SCC-I where an interleaver
is introduced between C; and C,. Based on the structure
of the error pattern of Cy, it is possible to design a proper
interleaver to divide each error pattern into several codewords
of C,. This way, it is possible to show that not only the
correction capability required for C, can be relaxed, but also
the bandwidth overhead penalty can be reduced. Note that these
benefits are obtained at the expense of a higher complexity and
latency required by the interleaver.
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SCC Scheme II (SCC-II)

The second classical code concatenation scheme is depicted
in Fig. 3. Compared to the previous scheme, SCC-II uses a
longer outer code Cy to protect a frame of m inner datawords
(e.g., m = 3in Fig. 3). Let to = T-wWq, be the error correction
capability of Cy. Then, we can conclude that the error floor is
eliminated with SCC-II if 7 = m. On the other hand, note that
the error floor can be reduced but not eliminated if 7 < m.
This feature of SCC-II can be used to provide a good tradeoff
between performance and complexity.

C. Discussion

The overhead of the outer code Cy given by Oy = (ng —
k2)/ko. is a key factor that defines the goodness of SCC-1
and SCC-II. This OH must be as low as possible in order to
reduce the SNR penalty of the SCC scheme, which is defined
as 10 - logio(1 + ©2) dB.

Next we assume that Cy is a narrow-sense binary BCH
code [11] with redundancy ®(ng,t2) = ng — ka. Assuming
that t5 = w,,q. (i.€., the error floor is eliminated) and ny = ky
with &y being the dimension of C;, the overhead of the SCC-
I-based solution can be expressed as

@ (k1; Winas)
k1 — ‘I’<k1~, wmaz)'
As we shall show later, the SNR penalty of SCC-I may be
large as a result of a high correction capability required to
eliminate the error floor of C; (i.e., t3 = Wypaz). This penalty
can be reduced by adding an interleaver between C; and C,
(see Fig. 2) [S]. The optimum interleaver depends strongly
on the error patterns of the inner code C;. Unfortunately,
this information is not always available for most of the graph
based codes. Alternatively, suboptimal random interleaving can
be used in SCC-I. Although the design of this suboptimal
solution does not require information of the error patterns,
its application to high speed communication systems may be
difficult due to the need for very large frame sizes.

Next we evaluate the overhead of SCC-II. The error correc-
tion capability of Cy can be expressed as to = 7 - Wyq, With
7 < m. In this case, note that the error floor is reduced but not
eliminated as in SCC-I. The overhead penalty of SCC-II can
be computed as follows:

o =0, = @

O(m - k1,7 Winax)

o(r) = )

m-ky —®(m - ki, T Wnaz)
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In most practical high-speed applications, the following condi-
tions can be verified: 7 < 3, Wiar < %\/E < 200, m > 20,
and k1 > 500. Then, based on numerical evaluations of (4)
and (5), we have found that the ratio @) (7)/0U) can be
bounded by
r _elh(r) T

— < 1.75. —. 6
m =~ e - m ©
On the other hand, the residual error floor of SCC-II can be
approximated by

Py~ S

i=r+1

i Wag (M ; .
Tmoky ( i ) [P ()1 = Py ()]
@)

Assuming that P,)(”)(Q) satisfies the requirement of the appli-
cation (e.g., P\ () < 1071%), and taking into account that
T < m, from (6) we conclude that the overhead of an SCC-
II-based FEC solution is lower than that required by SCC-IL
Unfortunately, the application of SCC-II to future multigigabit
systems (e.g., [2], [12]) may be difficult owing to the high
NCG required at very low BER. The latter imposes the use
of a large block size for the outer code Co, which increases
significantly its implementation complexity.

III. A NEW CODE CONCATENATION SCHEME

We introduce a novel code concatenation scheme to combat
the error floor problem experienced in iterated sparse graph-
based error correcting codes. As we shall show here, the new
approach is able to achieve an error floor reduction similar
to that accomplished by the SCC-II. However, our approach
builds from short outer block codes as in SCC-I, therefore the
implementation complexity can be drastically reduced.

Next we assume that the error floor of the inner code C; is
caused by a set of detectable error-patterns 2. Note that this
assumption is satisfied by LDPC codes. The new SCC approach
uses two short outer block codes (denoted as Cy and C3) to
combat the error floor of the inner code C;. The encoding
process comprises three steps (see Fig. 4):

1. The uncoded frame is divided into m datawords of k3
bits denoted Dg fori =1,...,m (e.g, m = 3 in the
example of Fig. 4). Each dataword Dg is encoded by C3
generating the parity bits Ps3.
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2. The m parity bits P are grouped together into the
dataword D3} which is encoded by Cs, generating the
parity bits Py

3. The parity bits P; are divided into m sub-blocks of equal
(or almost equal) size denoted as le’l withi=1,...,m.
Each dataword Dj is generated by the concatenation
of the dataword D} and the parity bits le . Finally,
each dataword D} is encoded by code C; generating the
codeword Cf to be transmitted over the channel.

Figure 5 presents an example of the decoding process when
the error pattern occurs in the third codeword, C. The process
comprises the following steps:

1. Codewords C} for i = 1,...,m are decoded and those

containing uncorrectable errors are detected.

2. From the error-free datawords D} obtained at Step 1,
the datawords D3 are extracted and encoded in order to
recover the parity bits P3.

3. The dataword D} is reconstructed from the parity bits
P generated at Step 2, while the unavailable parity bits
(those that belong to the corrupted codewords) are marked
as erasures (i.e., P} in the example of Fig. 5). The parity
bits P} are extracted from the error-free datawords D} and
those bits related to the corrupted datawords are marked
as erasures. An erasure decoding is carried out over the
codeword C3, where the parity bits Pi of the corrupted
codewords C are regenerated.

4. Finally, the codewords C?% with residual errors are de-
coded.

A. Overhead of the New SCC Scheme

The proposed SCC achieves the same performance than
SCC-II provided that C3 corrects w,,q, bits and Cy recovers
7+ (n3—k3)+ 7= (na —k2) erased bits. Note that 7-(n3 —k3) are
the parity bits of 7 codewords of C, while = (ny — k2) are the
parity bits of C, that belong to 7 corrupted codewords of C;.
Assuming that Cy is a maximum distance separable (MDS)
code (e.g., RS codes), it is verified that its erasure correction
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capability is equal to its redundancy [10], therefore

-
na — ka :T'(n:i*kzs)Jr;(nz*]@), (®)
then,
m-T
ng — ko = —— - (n3 — k3) )
m—T

Finally, the overhead of the new SCC is
() _ ny — ko _ T ng — ks
o (r) ks

m - ks
Assuming that the dimension of the inner code C is k; > 500,
we have verified numerically that the condition

eUin (1) < oun (1)

(10)

m—T

an

is satisfied in most practical high-speed applications®. From
(11) note that the proposed SCC performs better than the
classical SCC-II. Moreover, we realize that the implementation
complexity is lower than in SCC-II. In particular, note that the
new approach builds from two short block size outer codes
(Cy and Cs). Furthermore, notice that C, requires only one
decoding process per frame. Therefore, the complexity of the
new SCC is slightly higher than that required by the SCC-I
without interleaving. From the above, we can conclude that the
new SCC scheme offers a better tradeoff between performance
and complexity than previous SCC proposals.

B. Example 1

Let C; be the Margulis [2640, 1320] LDPC code [13]. This
code has an error floor starting at P,,(€2) ~ 10~°. This error
floor is caused by trapping-sets (TS), in particular (12,4) TS
and (14,4) TS® which have 6 and 7 systematic bits, respectively.
However, as noticed in [14], there are also trapping sets of
weight 15, 16, 17 and 18 bits. We take into account these
additional trapping sets by designing an SCC scheme to correct
error patterns with wy,q, = 9 systematic bits. The solutions for
the different SCC schemes are described in the following.

e SCC-I:  the outer code C, must be the

BCH[1320,1221,19]. Therefore, the SNR penalty and
bandwidth overhead are 10 - log10(1320/1221) =

0.3386 dB and (1320 — 1221)/1221 = 8.11%,
respectively.
e SCC-II: the outer code Cs must be a binary

BCH[47520,47088, 55] code, which corrects up to 7 = 3
error-patterns of 9 bits. The error floor is not entirely
eliminated, but it is reduced to Pb(”)(Q) ~5-1071 with
an SNR penalty and bandwidth overhead of 0.0397 dB
and 0.9174%, respectively.

New SCC: setting m = 36 and 7 = 3 as in SCC-
1I (this way, the same residual error floor is achieved),
Cjy can be a BCH[1410,1311, 19] over GF(2'!), and C,
can be an RS[432,396,37] over GF(2°). The number of
additional parity bits is 36 - 9 = 324. This OH introduces

2In these cases, T < 3, Wmaz < %\/ k1 < 200, and m > 20.
3In the notation “(e,d) TS”, e is the number of wrong bits and d is the
number of unsatisfied check nodes (see [13], [14] for more details)
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Table I
PERFORMANCE AND COMPLEXITY COMPARISON OF EXAMPLE 1.
Scheme SNR Penalty ~ Overhead Error Floor Outer Code Cy Outer Code C3 Performance  Complexity
SCC-1 0.3386 dB 8.1081 % None BCH[1320, 1221, 19] None Bad Good
SCC-IT 0.0397 dB 09174 % | ~5-10~ 1 | BCH[47520, 47088, 55] None Good Bad
This work 0.0297 dB 0.6865 % | ~5-10~ 17 | RS[432, 396, 37] BCH[1410, 1311, 19] Good Good

an SNR penalty and a bandwidth overhead of 0.0297 dB
and 0.6865%, respectively.
Table I presents a comparison of the different SCC solutions.
Note that

o the performance of SCC-II is better than that of SCC-I at
the expense of a higher implementation complexity (due
to the longer outer BCH code);

« the new approach achieves better performance than SCC-
11 with a complexity similar to that of SCC-I*.

C. Example 2

We use the proposed SCC to improve the performance of the
LDPC+RS concatenation scheme designed for next generation
optical communication systems [6]. This scheme comprises an
inner LDPC[9252, 7967] code and an outer RS[992, 956, 37]
code. The total overhead is 20.5% and the NCG at BER=10"1°
is 10 dB. The outer RS code introduces an SNR penalty of
0.1605 dB.

Next we use the new SCC approach with the same in-
ner LDPC code C;. For the outer codes, we consider the
RS[833,797,37] as Cj (a shortened version of the original RS
code), and the RS[1014, 936, 79] code as C, where m = 26
and 7 = 2. From [6], the error pattern probability is P, (Q) ~
5-10~7. Then, the residual error floor is P\ (€) ~ 10719,
The SNR penalty and bandwidth overhead are 0.0164 dB and
0.378% respectively. Finally, we get NCG= 10.1441 dB (vs.
10 dB) with a total overhead of 16.568% (vs. 20.5%).

IV. IMPROVEMENTS OF THE NEW SCC SCHEME

We introduce two improvements of the new SCC suitable
for many practical applications based on LDPC codes and TCs.
The first one is an optimization for 7 = 1 motivated by the
fact that most LDPC codes have a low error floor (BER<
10719) that can be reduced below 107'° by correcting only
one error pattern per frame (i.e., 7 = 1). The second approach
is a generalization of the SCC technique designed to reduce the
error floor caused by low-weight codewords (i.e., undetectable
error patterns). This is particularly useful to lower the error
floor of TC such as TPC.

A. New SCC with T =1

When 7 = 1 it is possible to lower the overhead penalty,
implementation complexity, and encoder latency by using (r3—
ks) single parity check (SPC) codes as the outer code Co. The

“In particular, note that the outer BCH code of the new SCC and the outer
BCH code of SCC-T belong to the same primitive BCH code over GF(2'1)
(they have practically the same complexity). Also notice that the second outer
RS code of the new SCC is simple and requires only one decoding process
per frame.

Uncoded
Frame

Code 3
Code 2
B
Code1 | Dj | D} [72]( Di [7]
Coded T : ¥ 3
Frame | dl : [ ] o )
Figure 6. Encoding process of the new SCC optimized for 7 = 1.

new encoding process, as depicted in Fig. 6, comprises the
following steps:

1. The uncoded frame is divided into m blocks. The first
m — 1 datawords D} for i = 1,...,m — 1 correspond
to the first m — 1 blocks. The last dataword D" is the
concatenation of (n3 — k3) zeros and the last block Dj*
of k3 — (ng — k3) bits.

2. Each dataword Dy} is encoded by C3 generating the parity
bits Pj.

3. For i = 1,...,n3 — k3 the m-bit dataword D} is the
concatenation of the i-th parity bit of Pj for j = 1,...,m.
Each Dj is encoded by an SPC code.

4. The dataword for C; is D} = Dj fori =1,...,m — 1.
The last dataword D" is the concatenation of D' and
the ng — ks parity bits generated in Step 3. Finally, each
dataword D7 is encoded by C;.

The decoding process is similar to that of the original scheme
(e.g., see Fig. 5). The main benefits of this optimized scheme
are:

o The implementation complexity of the encoder and de-

coder of the outer code C is very low since they can be
implemented with n3 — k3 XOR gates of m input bits.
It is possible to show that the overhead penalty is reduced
to ©UM(1) = L % because the corrupted parity-
bits of C5 do not have to be erased.
The latency is reduced because the Pj parity bits are
transmitted in the last codeword of C; (i.e., the parity
bits can be computed while the codewords of C; are being
transmitted).

The performance of the improved SCC approach with m =
10 is verified by using computer simulations in Fig. 7. The
Margulis [2640, 1320] code is used as inner code, C;. Owing
to time constraints, an artificial high error floor with probability
P, () = 1073 is inserted after the decoding process. Similarly
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to the real error floor, the artifical BER is generated from error
patterns with 7 information bits and 7 parity bits. Figure 7
shows the BER of the inner code C; (circles), SCC-II (squares)
and the proposed SCC (triangles). For SCC-II, the outer code
C, is a BCH[13200, 13102, 15]. On the other hand, Cj is a
BCH[1397,1320,15] while C, is an SPCJ[11,10,2] code for
the new SCC. From Fig. 7 note that C; has an error floor at
BER ~ 155 P, (Q) = 5.3-107C. This error floor is reduced by
the outer codes to BER = 4.73-10~%. From this figure we see
that the new SCC is able to achieve a similar performance than
SCC-IL It is important to realize that our technique achieves
this performance by using short outer block codes. Compared
with SCC-II, this fact reduces significantly the implementation
complexity in integrated circuits.

B. Generalization to Correct Low-Weight Codewords

The proposed SCC strategy can be generalized to reduce also
the error floor due to low-weight codewords (i.e. undetectable
error patterns), which is particularly useful for turbo codes.
Figure 8 shows the encoding process of the generalized SCC.
Unlike the previous case, a subset of the parity bits P3 of Cs,
denoted as ﬁ’f, is not encoded by Cs. Instead, this subset is
transmitted as a part of the dataword D] of the inner code C;.
In the decoding process, Pg is used to detect the corrupted
Cy-codewords. The decoding process starts by applying the
decoder of code C; to the m received codewords C7. After that,
the dataword D} is extracted from Cj}. For each dataword D7,
the dataword DY is extracted and partially encoded with Cg in
order to regenerate only the parity bits P3’ If these regenerated
parity bits are not equal to the corresponding bits in Dj, this
dataword is marked as corrupted. Once all corrupted datawords
Dj are identified, the rest of the decoding process continues
as in the original SCC.
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V. CONCLUSIONS

We have introduced a novel SCC scheme to combat the error
floor problem experienced in iterated sparse graph-based error
correcting codes. This SCC scheme is built upon two short
outer codes combined with a novel encoding/decoding strategy.
We have shown that the new approach reduces significantly the
complexity with negligible penalty. The proposed SCC can be
efficiently used to combat the error floor experienced in both
LDPC and TP codes. In particular, the new SCC approach
can be used to improve the performance in high-speed optical
communications, where high coding gain and very low BER
are required.
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Novel serial code concatenation strategies for
error floor mitigation of low-density parity-check
and turbo product codes

Nouvelles stratégies de concaténation de
codes séries pour la réduction du seuil d’erreur
dans le contrble de parité a faible densité et
dans les turbo codes produits

Damian A. Morero and Mario R. Hueda*

This paper presents a novel multiple serial code concatenation (SCC) strategy to combat the error-floor problem in iterated sparse graph-based error cor-
recting codes such as turbo product-codes (TPC) and low-density parity-check (LDPC) codes. Although SCC has been widely used in the past to reduce the
error-floor in iterative decoders, the main stumbling block for its practical application in high-speed ion systems has been the need for long and
complex outer codes. Alternative, short outer block codes with interleaving have been shown to provide a good tradeoff between complexity and perform-
ance. Nevertheless, their application to next-generation high-speed communication systems s still a major challenge as a result of the careful design of long
complex interleavers needed to meet the requirements of these applications. The SCC scheme proposed in this work is based on the use of short outer block
codes. Departing from techniques used in previous proposals, the long outer code and interleaver are replaced by a simple block code combined with a novel
encoding/decoding strategy. This allows the proposed SCC to provide a better tradeoff between performance and complexity than previous techniques.
Several application examples showing the benefits of the proposed SCC are described. Particularly, a new coding scheme suitable for high-speed optical
communication is introduced.

Cet article présente une nouvelle stratégie de concaténation de codes séries (SCC) multiples permettant de s’affranchir du probléme de seuil d’erreur dans
les codes correcteurs d’erreurs tels que les Turbo codes produits (TPC) et les codes contréle de parité a faibles densité (LDPC). Bien que dans le passé, la
SCC ait été largement utilisée pour réduire le seuil d’erreur dans les décodeurs itératifs, le principal obstacle pour son implémentation pratique dans les
systémes de communications haut débit a été le recours a des codes extérieurs longs et complexes. De courts codes en blocs extérieurs avec entrelacement
ont montré qu’ils peuvent fournir un bon compromis entre la complexité et la performance. Lependant leur implémentation dans la prochaine génération
de systémes de communications haut débit reste un défit majeur vu que le résultat d’une des longs et doit
remplir les exigences de ces systémes. Le schéma SCC proposé dans ce travail repose sur I'utilisation de courts codes en blocs extérieurs. Partant des tech-
niques existantes, le code exleneur long et I’entrelaceur sont remplacés par un simple code en bloc combiné a une nouvelle stratégie de codage/ décodage.
Ainsi, par aux la stratégie SCC proposée fournit un meilleur compromis entre la performance et la complexité. Plusicurs
exemples d’applications sont donnés et montrent les avantages de la stratégie,SCC proposée. En particulier, nous présentons un nouveau schéma de codage

adapté aux communications optiques haut débit.

Keywords: concatenated codes; error correction codes; high-speed optical communication; product codes; turbo codes.

1 Introduction

In future high speed communication systems (e.g., next generation op-
tical transport networks (OTN)), forward error correction (FEC) codes
Wllh net coding gains (NCGs) >10dB at a bit error rate (BER) of
107" with an overhead (OH) as low as possible (e.g., ~ 20%) are
mandatory [1]-[3]. Given their superior performance and suitability for
parallel processing, /arge block size low density parity check (LDPC)
codes and turbo product (TP) codes have been considered as FEC
coding schemes of choice for ultra-high speed transmission systems.
Unfortunately, these iterative coding schemes usually have error floor
problems which significantly degrade their performance at low BER.
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Numerous techniques have been proposed in the literature to lower
the error floor [1]-[5]. These techniques can be divided into two cat-
egories. The first one aims at eliminating all weaknesses in the de-
coder algorithm that create the error floor, while the second one aims
at correcting the residual error pattern by adding an outer code. The
first category comprises several post-processing [1], [4] and improved
decoding algorithms [5] which are mainly proposed for LDPC codes.
The design and performance evaluation of these algorithms may be
difficult since the knowledge of both the weight and structure of the
dominant error patterns is required. On the other hand, the addition
of an outer code provides a simple and more general solution to the
error floor problem. In particular, its performance can be estimated
based on the knowledge of the weights and the probabilities of the
error patterns. For these reasons, several SCC FEC schemes for 100
Gigabits per second (Gb/s) OTN applications have been proposed
(see [2]-[3] and references therein). In [2], it is experimentally shown
that a 20.5% concatenated code based on an inner LDPC and an out-
er Reed Solomon (RS) code achieves an NCG of 9 dB at a BER=
1073, The concatenation of two hard-decision block codes with an
LDPC is another alternative proposed in [2]. The total overhead of
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Figure 1:  Encoding of SCC-1. b k m;l

this triple-concatenated a;aproach is 20% and the expected NCG is
10.80 dB at a BER=10"" . In [3], the authors present a concatenated
LDPC+RS coding scheme with 20.5% OH and NCG=11.3 dB at a
BER=10"1.

The use of short outer block codes with interleaving has also been
considered in the past to (i) improve the performance and (ii) reduce
the error floor [6]. Based on the structure of the dominant error pat-
terns, the interleaving-based SCC solution is able to achieve a good
tradeoff between performance and complexity. However, the evalua-
tion of the dominant error patterns is highly complex in numerous
codes of practical interest as a result of the very low BER and the high
NCGs required in high-speed applications such as OTN. To avoid the
evaluation of the structure of the error patterns, long pseudo-random
interleavers can be used [6]. Unfortunately, long interleavers signifi-
cantly increase not only the implementation complexity but also the
latency. Therefore, the use of SCC with interleaving in future high-
speed transmission systems is still a major challenge.

The present paper describes a novel SCC strategy designed to re-
duce the error floor problem in very high-speed communication sys-
tems. The key ingredient of our technique is the replacement of the
long outer code and interleaver by simple block codes in combination
with a novel encoding/decoding strategy [7]. Based on this finding, we
demonstrate that an error floor reduction of LDPC codes in multigig-
abit applications can be achieved with a drastic reduction of complex-
ity! (e.g., one order of magnitude) in comparison with existing SCC
solutions. As a second contribution of this work, we extend the new
SCC strategy to combat the error floor caused by both (i) the near-
codewords? with non-zero syndrome [8] and (i7) the minimum distance
codewords. The latter allows the new SCC technique to be efficiently
used with TP codes (TPC). In particular, we show that a TPC com-
posed by two extended Hamming (EH) codes, in combination with the
proposed SCC algorithm, can achieve an NCG of ~11.2 dB at BER
=10"" with ~ 22 % total overhead and error floor at ~7-107""
. It is important to highlight that this NCG is approximately 0.4 dB
higher than that achieved by TPC schemes reported in past literature

[21,[9]-{10].

The rest of this paper is organized as follows. Section 2 introduces
the basic notation used along the paper and describes the classical SCC
schemes proposed for ultra high speed transmission systems. The new
SCC technique is described and analyzed in Section 3. An example of
the use of the proposed SCC for error floor reduction of TPC with ap-
plication in high-speed optical communication is presented in Section
4. Finally, Section 5 reviews the main conclusions of the paper.

II Background

This section introduces basic concepts and notation used in the paper.
Let Q be the set of all possible error-patterns at the output of the inner
decoder. An error-pattern is defined as the set of all bits in error that
jointly take place in one received codeword. Let p(@w) be the prob-
ability of a certain error pattern @ € Q at a given signal-to-noise ratio

where n and k are the length and the dimension of the code, re-
spectively, while w(w) and Ww(w) are the weight (including the re-
dundant bits) and the information-weight (which does not include the
redundant bits) of the error pattern @ , respectively. Set Q can be div-
ided into two disjoint subsets @ and @ (i.e., Q=Q U N and NN Q=D
), where @ is the set of all error-patterns that causes the error floor and
@ are the non-problematic error patterns. From (1) and (3), it is simple
to derive the following upper bound for the information bit error rate
due to @:

e p (@), )

B(@® =1 pl@i) <

we®

where w,,, = max,,,eﬂ{ﬂr(a))} [11]. Parameters w,,,, and P, ()
will be used throughout this paper to design various code concatena-

tion schemes.

IILA  Serial Code Concatenation (SCC)

Code concatenation is a known FEC technique based on the combina-
tion of an inner code and an outer code [6], [12]-[14]. Let C; and C,

denote the inner and outer code, respectively. Each code is defined by
the set of parameters [n;,k;,d;], where n; k; and d; are the block
size, the dimension, and the minimum distance of the code C j Te-
spectively. The overhead of the code is defined as © ; = (n! —k;)k;.
Let C} denote the i th codeword of C ; . A codeword C} is composed
by the information data block D’/- of {ength k; , and the parity block
P; of length r; =n; —k . In high-speed communication systems, the
inner code C; is generally an LDPC or TP code, while the outer code
C, isablock code with error correction capability 7, = L(dz -1)/2]

designed to eliminate or reduce the error floor of C;.

SCC Scheme I (SCC-I)

Figure 1 shows a classical serial code concatenation scheme denoted
here by SCC-1. The encoding process is composed of two steps. First,
the uncoded frame is divided into m blocks of k, bits denoted D5
for i=1,...,m (e.g., m=3 inFig. 1). Each D5 block is encoded by
C, generating the codeword Cj . In the second step, the codewords
C5 are used as the dataword of code C (i.e., D{ = C3) and they are
encoded by C, generating the codewords Cj that will be transmitted.
In order to eliminate the error floor of C; generated by the error pat-
terns @, C, must correct at least w,,, bits. Note that C, will also
correct the error patterns @ € @ with w(@) <t, but it may introduce
additional errors in the error patterns @ ={we®:Ww(w)>1,} . Since
the decoder for C, modifies a maximum of ¢, bits, the maximum
number of additional errors introduced over the error patterns @ is
no larger than 7, . Therefore, as a worst case scenario, the informa-
tion BER P, (@) is increased by a factor (21, +1)/(t, +1) <2. This
penalty can be neglected at very low BER (such as 1071 ) where the

1In this paper we use the equivalent number of gates of different logic cells
(e.g., AND, XOR, etc.) to compute the complexity of a given SCC approach.

2Let C be a binary linear code of length 7. An (a, b) near-codeword is a
binary vector of length » and Hamming weight @ whose syndrome has weight »
[8]. Particularly, if b= 0, (a, b) is a codeword. The error-floor in LDPC codes is
typically dominated by (a, b) near-codewords where b is small but higher than
zero, and a is lower than the minimum distance of the code.
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slope of the BER vs. SNR curve is very high (in particular for codes
with performance close to the Shannon limit).

Figure 2 shows a variation of SCC-I where an interleaver is intro-
duced between C; and C, . Depending on the structure of the error
pattern of C,, it may be possible to design a proper interleaver to div-
ide each error pattern into several codewords of C, . In this way, the
correction capability required for C, can be relaxed.

SCC Scheme II (SCC-II)

The SCC-I scheme can be generalized as depicted in Fig. 3. This
scheme, denoted SCC-II, uses a longer outer code C, to protect a
frame of m inner datawords (e.g., m =3 inFig. 3). Let t, =7-w,,,.
be the error correction capability of C, . Then, the error floor is elim-
inated if 7 =m . On the other hand, if 7 <m the error floor is reduced
but not ehmmated Based on the binomial distribution [11], the resid-

ual error floor [3,) (@) of SCC-II can be approximated by

Pb"”@zZ’m”&[ ][ @)T-A@" " )

i=r+]

In virtually all applications P, (€2) <107, Wingy <50 and
ky > 500 . Therefore, by choosm m=20 and 7 =4 itis possible to
reduce the error floor below 107" . Furthermore, because the required
value of 7 is significantly lower than m , the outer code overhead
of SCC-II is much lower than that of SCC-I. However, this advan-
tage comes at the expense of implementing an outer code m -times
longer with a correction capability 7 -times higher. Unfortunately, this
complexity increase makes the use of SCC-II prohibitive in most high
speed applications.

III New serial code concatenation strategy

This section describes a novel SCC scheme to combat the error floor.
The new technique is able to achieve an error floor reduction similar to
that accomplished by the SCC-II. However, the new approach builds
on short outer block codes as in SCC-I; therefore the implementation
complexity can be significantly reduced.

Next, we assume that the error floor of the inner code C, is caused
by a set of detectable error-patterns @ as experienced in most LDPC
codes (i.e. the error-patterns are not codewords). The new SCC ap-
proach uses two short outer block codes (denoted as C, and Cs)
to combat the error floor of the inner code C,. The encoding process
comprises three steps (see Fig. 4):

1) The uncoded frame is divided into m datawords of k3 bits de-
noted D3 for i=1,...,m (e.g., m=3 in the example of Fig. 4).
Each dataword Dj is encoded by C; generating the parity bits
Py

2) The m parity blocks P; are grouped together into the dataword
Dz which is encoded by C, , generating the parity bits Pz

3) The parity bits Pz are divided 1nto m  sub-blocks of equal (or
almost equal) size denoted as P with i=1,...,m . Each data-
word Dj is gcncratcd by the concatcnatlon of thc dataword Dj
and the parity bits P . Finally, each dataword Dj is encoded by
code C; generating the codeword Cj to be transmitted over the
channel.

Figure 5 presents an example of the decoding process when the er-
ror pattern occurs in the third codeword, Cj . The process comprises
the following steps:
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Table 2
Binary BCH and RS code complexities

Block Register 2-bits XOR 2-bits Mux Const Mul Mul Gates Count
Encoder 2t 2tp 2p 0 0 8tp + 15t + Tp
Syndrome tq tpq tq t 0 Atpq + 2tq* + Ttq
BCH|Key Equation A(t+1)g (2t+1)q 3t+3+tg 0 3t+1 24tq® + 5.5tq + 22q + 28.5t + 26.5
Chien Search tq tpq tq tp t 2tpg® + 8tq® — tq + 6t
FIFO k + 5tp 0 0 0 0 0.8(k + 5tp)
Encoder 2tq 2tpq 2pq 2tp 0 4tpq® + 15tq + Tpg
Syndrome 2tq 2tpq 2tpq 2tp 0 4tpg® + 15tpg + Tpg
RS |Forney Synd. 2tq 2tq 2tq 0 2t 30tq + 2t(8¢* — 12q + 6)
Erasure Locator 2tq 2tq 0 0 2t—1 23tq + (2t — 1)(8¢% — 12¢ + 6)
Errata Evaluator (3t +1)pg 3tpq 2(3t — 1)pg 2(3t — 1)p 0 pq(31.5t + 12tq — 4q + 8.5)
FIFO (n + 4tp + 8p)q 0 0 0 0.8(n + 4tp + 8p)q

where p,q,t,n,k are the parallelism factor, Galois field size, correction capability, code length, and code dimension respectively.

Table 1
TSMC gate count of basic cells
Cell Gate Count
Inverter (INVDOBWP35) 0.5
2-input AND (AN2D2BWP35) 2.0
2-input XOR (GXOR2D2BWP35) 4.0
2-input MUX (MUX2D2BWP35) 3.5
D Flip-Flop (DFD2BWP35) 7.5
One Bit of a RAM{ 0.8

t estimated based on the area relation between a
1024x16 SPSRAM and a NAND ND2D1BWP35

1) Codewords C]i for i=1,...,m are decoded and those containing
uncorrectable errors are detected.

2) From the error-free datawords D{ obtained at Step 1, the dat-
words Dj are extracted and encoded in order to recover the parity
bits P5 .

3) The dataword D; is reconstructed from the parity bits P; gener-
ated at Step 2, while the unavailable parity bits (those that belong
to the corrupted codewords) are marked as erasures (e.g., P33 in
the example of Fig. 5). The parity bits le are extracted from the
error-free datawords Df and those bits related to the corrupted
datawords are marked as erasures. An erasure decoding is carried
out over the codeword C, , where the parity bits 75 of the cor-
rupted codewords Cj are regenerated.

4) Finally, the codewords C3 with residual errors are decoded.

IILA Performance and overhead

The proposed SCC achieves a performance similar to the one de-
rived from SCC-II if Cj3 corrects w,,, bits and C, recovers
7-(n3—k3)+(z/m)-(ny —k,) erased bits. Note that 7-(n3—k3)
are the parity bits of 7 codewords of C;, while (z/m)-(ny —ky)
are the parity bits of C, that belong to 7 corrupted codewords of C;.
Assuming that C, is a maximum distance separable (MDS) code
(e.g., RS codes), it is verified that its erasure correction capability is
equal to its redundancy [14], therefore

1y —ky =T (ny —k3) + - (my — k), ©
then,
”2*"2:%'("3*/(3)4 @)

Finally, the overhead of the new SCC is

Transmitter

Cs Cy
Encoder Encoder

Receiver

Encoding and Decoding Block Diagram of the Proposed SCC Scheme.

C, 2 Cs
Decoder a Decoder

Figure 6:

o)=Lt {L - } ®)

Numerical evaluation of (8) shows that the overhead of the proposed
SCC scheme is lower than that required by the classical SCC-I and
SCC-II schemes in practical high-speed applications where k; > 500
TX4, Wy <\Jky /2200, and m =20 [7].

IILB  Complexity

The proposed SCC scheme is composed of three encoders at the trans-
mitter side (one for each code) and one C; encoder and three decoders
at the receiver side (one decoder for each code), as observed in Fig. 6.
Let ®(C$,7) and (D((Cf,f,T) be the complexity of the encoder and
decoder respectively of code C, operating at throughput 7 bits/s.
In this work, we use the equivalent number of gates of different logic
cells (e.g., AND, XOR, etc.) as a complexity measure of a given SCC
approach. The equivalent gate count is computed based on the TSMC
cells described in Table 1 [15]. The estimated number of logic gates of
RS over GF (27) and BCH codes for a classic p -parallel implementa-
tion is summarized in Table 2 [16]-[17].

The total complexity ®; of the proposed SCC scheme is

D, ~ 20(C4,T)+D(CY,(z/ m)T)+D(Buffer)

+ DTS, (ry L k3)T) + O(CY (13 1 k3)T), ©®

where the decoder of C; has to correct <7 of the m codewords
per frame and therefore its throughput is reduced to =~ (z/m)7T .
Similarly, the decoder of C, has to correct one codeword per frame
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Table 3
Performance and complexity comparison of example 1
Scheme SNR Penalty Overhead Error Floor Outer Code C 2 Outer Code C3 Relative Complexity
SCC-I 0.3386 dB 8.1081 % None BCH[1320, 1221, 19] None 1.00
SCC-II 0.0397 dB 0.9174 % ~5-107"  BCH[47520, 47088, 55] None 6.00
This work 0.0297 dB 0.6865 % ~5-107" RS[432, 396, 37] BCHJ[1410, 1311, 19] 0.67
used as a reference to achieve a throughput of 7 ~ 100 Gb/s in 28nm
Uncoded D D7 3 CMOS technology operating at a clock frequency of 625 MHz. Table
frame 3 summarizes the relative complexity of the three schemes and their
performances. Note that:
Code 3
* The performance of SCC-II is better than that of SCC-I at the ex-
pense of a higher implementation complexity (because of the longer
Code 2 outer BCH code).
p— * The new SCC achieves an NCG ~ 0.3 dB higher than that provided
by the SCC-I with a similar complexity.
Coded o & & * The performances of SCC-II and the new SCC algorithm are simi-
EiBme lar. However, the implementation complexity of our technique is

Figure 7:  Encoding process of the proposed SCC optimized for 7 =1-

which reduces its throughput to = (r3 / k3)7 . Finally, ®(Buffer) is
the complexity of approximately 3mk; bits of buffering required to
compensate for the latencies of the different codes. These complex-
ities depend on the adopted outer codes. A good tradeoff between per-
formance and complexity can be achieved by using the new SCC with
an RS code over GF (27) as code C, and a binary BCH code as
code Cj. As we shall show in the following examples, the complex-
ity of the proposed SCC scheme is significantly lower than that of the
existing SCC as a result of the throughput reduction of the decoders.

IILL.C Example 1: Concatenated LDPC+RS+BCH Code

Let C, be the [2640,1320] Margulis LDPC code [8]. This code has
an error floor starting at P, (®) = 107> This error floor is caused by
trapping-sets (TS), in particular (12,4) TS and (14,4) TS3 which have 6
and 7 information bits, respectively. However, as noticed in [18], there
are also trapping sets of weight 15, 16, 17 and 18 bits. We take into
account these additional trapping sets by designing an SCC scheme to
correct error patterns with w,,, =9 information bits. The solutions
for the different SCC schemes are described in the following items:

* SCC-I: the outer code C, must be the BCH
[1320,1221,19]. Therefore, the SNR penalty and band-
width overhead are 10-/0g((1320/1221)=0.3386 dB and
(1320-1221) /1221 =28.11%, respectively.

SCC-II: the outer code C, must be a binary BCH
[47520,47088,55] code, which corrects up to 7 =3 error-patterns
of 9 bits. The error floor is not entirely eliminated, but it is reduced
to P,f”)(@) ~5-107"% with an SNR penalty and bandwidth over-
head of 0.0397 dB and 0.9174%, respectively.

Proposed SCC:  setting m=36 and 7=3 as in SCC-II (in this
way, the same residual error floor is achieved), C3 can be a BCH
[1410,1311,19] over GF (2l l) ,and C, canbeanRS[432,396,37]

over GF( 27 ). The number of additional parity bits is 36-9 =324 .
This OH introduces an SNR penalty and a bandwidth overhead of
0.0297 dB and 0.6865% , respectively.

The complexity of the three SCC schemes was estimated as de-
scribed in Section 3.2. A base parallelism factor p =160 bits was

approximately one order of magnitude lower with respect to the
SCC-IL

IILD Example 2: Concatenated LDPC+RS+RS Code

As a second example, we consider the LDPC+RS concatenation
scheme proposed in [19], which has been designed for next genera-
tion optical communication systems. This scheme comprises an in-
ner LDPC[9252,7967] code and an outer RS[992,956,37] code.
The total overhead is 20.5% and the NCG at BER=10"" is 10 dB.
The outer RS code introduces an SNR penalty of 0.1605 dB. Next,
we use the new SCC approach with the same inner LDPC code C,;

defined before (i.e., LDPC[9252,7967]). For the outer codes, we
consider the RS[830,794,37] as C; (a shortened version of the ori-
ginal RS code), and the RS[1014,936,79] code as C, where m =26

and 7=2. Note that the throughput of C, is k3/r3 =22.14 times
lower than the original RS (i.e., RS[992,956,37] ), therefore the ex-
tra complexity required by the new SCC is negligible. From [19], the
error pattern probability is P, (®) = 5.107 . Then, the residual error
floor is Py (@)~ 107", The SNR penalty and bandwidth overhead
are 0.0164 dB and 0.378% respectively. Therefore, the NCG is in-
creased from 10 dB to 10.1441 dB and the total overhead is reduced
from 20.5% to 16.568% . This not only reduces the SNR requirement
of the system but also increases the spectral efficiency and reduces the
power dissipation (since the sampling rate can be reduced because of
the lower overhead).

IILE Example 3: Concatenated LDPC+SPC+BCH Code

Most LDPC codes proposed for optical applications have a low error
floor (BER < 10710 ) that can be reduced below 107" by correcting
only one error pattern per frame (i.e., 7 =1). For these cases, it is pos-
sible to lower the overhead penalty and implementation complexity
by using (n3 —k3) single parity check (SPC) codes as the outer code
C, . The new encoding process, as depicted in Fig. 7, comprises the
following steps:

1) The uncoded frame is divided into m blocks. The first m —1 data-
words Dé for i=1,...,m—1 correspond to the first m —1 blocks.
The last dataword Dy is the concatenation of (3 —k3) zeros and
the last block D3 of k3 —(ny —ky) bits.

2) Each dataword D} is encoded by C; generating the parity bits P; .

3In the notation “(e, d) TS”, e is the number of wrong bits and d is the
number of unsatisfied check nodes (see [8] and [18] for more details)
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a throughput 7 ~100 Gb/s in 28nm CMOS technology operating at

Figure 8: BER vs SNR for SCC-Il and the proposed SCC with T = 1

3) For i =1,...,n3 — k3 the m-bit dataword D3 is the concatenation of
the i-th parity bit of 2/ for j=1,...,m . Each Dj is encoded by an
SPC code.

4) The dataword for C; is Dl D3 for i=1,...,m—1.The last data-
word D{" is the concatenation of D3 and 1he s — k3 parity bits
generated in Step 3. Finally, each dataword Dy is encoded by C; .

The decoding process is similar to that of the original scheme (e.g., see
Fig. 5). The main benefits of this optimized scheme are:

* The implementation complexity of the encoder and decoder of
the outer code C, is very low since they can be implememed
recurswely with n3 —k; XOR gates and Flip-Flops, i.e.®(C$) +
CD(CZ) 2(ny — k3 )(P(XOR) + O (FlipFlop)) = 23 (n3 — k3) gates.

The overhead penalty is reduced from [1/ (m —1)]-[(n3 —k3)/ k3]
(see eq. (8) with z=1)to (1/m)-[(n3 —k3)/ k3] because the cor-
rupted parity-bits of C, do not have to be erased.

The encoder latency is reduced because the P; parity bits are trans-
mitted in the last codeword of C, (i.e., the parity bits can be com-
puted while the codewords of C; are being transmitted). This also
reduces the buffer length from =~ 3mk, to = 2mk, bits.

The performance of the optimized SCC approach for =1 is
evaluated by using computer simulations in Fig. 8. The [2640,1320]
Margulis LDPC code with m =10 is used as inner code, C;. Owing
to time constraints, an artificially high error floor with probability
P, (@)= 1073 is inserted after the decoding process. As the real error
floor, the artificial BER is generated from error patterns with 7 infor-
mation bits and 7 parity bits. Fig. 8 shows the BER of the inner code
C; (circles), SCC-II (squares) and the proposed SCC (triangles). For
SCC-II, the outer code C, is a BCH[13200,13102,15]. On the other
hand, C; is a BCH[1397,1320,15] while C, is an SPC[11,10,2]
code for the new SCC. From Fig. 8 note that C, has an error floor
at BER = (7/1320)P,(®)=5.3-10" (’ . This error floor is reduced by
the outer codes to BER ~4.73-107° . From this figure we see that
the new SCC is able to achieve a sumlar performance to SCC-IL. It
is important to realize that our technique achieves this performance
by using short outer block codes. Compared with SCC-II, this fact
reduces significantly the implementation complexity in integrated

a clock frequency of 625 MHz as in example 1 (see section 3.3), the
complexity of SCC-1I is ~ 575 Kgates while the complexity of the
proposed scheme is =~ 107 Kgates, i.e. 5.38 times lower.

IV Error Floor Reduction in TPC

The SCC strategy introduced previously can be extended to mitigate
the error floor caused by low-weight codewords (i.e., undetectable er-
ror patterns). Note that this feature is particularly useful for decoding
of turbo codes such as turbo product codes (TPC). This approach uses
asubset of g parity check bits of C; to detect those inner codewords
with residual errors after the inner code decoder?.

IV.A  Generalized SCC Scheme

Figure 9 depicts the encoding process of the generalized SCC. Unlike
in the previous strategy, in the generalized SCC a subset of g parity
bits of P , denoted as P; , is not encoded by C, . Instead, this subset
is transmitted as a part of the dataword Df of the inner code C;. In
the decoding process, (should it say Figure 10 here?) P5 is used to
detect the corrupted C,-codewords. The decoding process starts by
applying the decoder of code C, to the m received codewords Cj .
After that, the dataword Dy is extracted from Cj . For each dataword
Dy , the dataword Ds is extracted and partially encoded with C3 in
order to regenerate only the parity bits P; . If these regenerated par-
ity bits are not equal to the corresponding bits in Dj , this dataword is
marked as corrupted. Once all corrupted datawords D] are identified,
the rest of the decoding process continues as in the original proposed
SCC.

The generalized SCC scheme may have a residual error floor caused
by the occurrence of more than ¢ error patterns € @ in the same frame.
This residual error floor, denoted as P(‘)(Q) can be estimated from
(5). Additionally, a residual error floor caused by an error pattern that
cannot be detected by the g parity bits P3 is also possible. The prob-
ability P(z)(Q) that an undetectable error pattern @ € @ takes place in
the inner codeword C| can be computed as

PO@ =1, (B(@)=0)p(e)

weD
where }33(50) are the first g parity bits of C; associated with the
error pattern @ € @ and 7,,(X) is the Iverson operator which is equal
to 1 if the statement X is true, and 0 otherwise. Because the error

(10)

41t is also possible to use an additional error-detecting code, such as a cyclic
redundancy check (CRC) code, as part of the proposed SCC scheme to detect
those inner codewords with residual errors. Furthermore, in a different ap-
proach, it is also possible to replace the erasure decoder of code C; by an error-
correcting decoder at the expense of increasing the minimum distance of C;.
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Figure 10:  Description of the decoding process of the generalized SCC, Figure 11:  BER vs SNR simulations of the TPC-EH and the TPC-EH combined with the
proposed SCC

patterns of different inner codewords are independent, the probability
of at least one undetectable error pattern in the frame can be computed
based on the binomial distribution as

PR@) = Z[TJ[P&@(@)J'U -PO@)", (i
i=1
while the BER can be estimated as
BP(®) 2[ ] EWoge (PO @] [1-PO@)]"". (12)

IV.B Generalized SCC with Turbo Product Codes (TPC)

As mentioned before, powerful FEC codes must be designed to satisfy
the need of future multigigabit transmlssmn systems. For instance, net
coding gains > 10 dB at a BER of 107" and overhead of ~ 20%
are mandatory for next generation OTN [2]. In order to meet these
requirements, numerous LDPC and TP codes have been reported in
the literature (e.g., see [2] and references therein). In particular, TPC
based on > 2 -error-correcting BCH codes (or TPC-BCH) with block
sizes >32 Kbits have been used in high-speed systems to provide
an acceptable tradeoff between performance and complexity [9]-[10],
[20]. The feasibility of TPC-BCH for commercial applications at 100
Gbps with NCG of ~11.4 dBat BER=10" 15 and a total overhead of
~ 20 % has been demonstrated in [20].

In the following, we consider the use of the proposed general-
ized SCC technique to improve the behavior of TPC in high-speed
applications. We demonstrate that a TPC based on simple extended
Hamming codes (TPC-EH) with a block size of 8192 bits and min-
imum distance of 16, can be combined with the new SCC strategy in
order to achieve an NCG of ~11.2 dB at BER=10""" with ~ 22
% total overhead and error floor at ~7-107'7 . Notice that the this
performance is: (/) 0.45 dB better than the one achieved by the
BCH(144,128,5) x BCH(256,239,6) TPC with block size of 36864 bits
and minimum distance 30 proposed in [9]; (i) 0.4 dB better than
the one accomplished by the BCH(128,113,6) x BCH(256,239,6) TPC
with block size of 32768 bits and minimum distance 36 proposed in
[10], and (iii) 0.4 dB better than achieved by the triple concatenated-
codes proposed in [2]. Furthermore, the implementation complexity
of the TPC-based proposed SCC technique is expected to be lower
than that of non-concatenated TPC-BCH schemes. This is mainly be-
cause the component codes in the TPC-EH with the proposed SCC are
much simpler than those required in the non-concatenated TPC-BCH
codes. In particular, the latter requires longer BCH codes with an error

correction capability higher than that of the EH code in order to reduce
the error-floor. These features make the TPC-EH with the proposed
SCC, introduced here, a suitable option for next-generation optical
fiber communication networks [2].

IV.C Concatenated TPC-EH + BCH + RS

Let the inner code C; be a TPC based on two extended Hamming
codes with parameters [128,120,4] and [64,57,4]. Let 4,, be the
number of codewords with weight w in C;. For w<28, 4, can be
computed as described in [21] obtaining

1, if w=0
_ /888943104, if w=16 a3)
Y 17154214100992, if w =24
0, other w <28

Figure 11 shows the BER vs SNR of this code when it is decoded with
8 turbo iterations between the two component codes. The optimal max-
imum a-posteriori probability (MAP) decoder proposed in [22] is used
to decode both EH codes. As observed in Fig. 11, C, has a error floor
ata BER<10~7 which is caused by the Ajg codewords of minimum
weight w,,;, =16 [23]. Fig. 11 also reports the BER estimations based
on the union bound [23] for codewords of weight 16 and 24.

In order to avoid an error floor at BER =10""" | from Fig. 11 we
infer that codewords with weight 24 must be corrected. Furthermore,
since a suboptimal iterative decoder algorithm is used, non-codeword
stopping sets also have to be analyzed. The latter can be computed
as described in [24], given that the minimum non-codeword stopping
sets have weight 24 and multiplicity 81782765568 (i.e. ~87 times
lower 4,, ). A frame composed of m =19 shorted TPC (7859,6507)
codewords is required to accommodate the 122368 bits of the Optical
Channel data Unit (ODU) of the G.709 OTN frame [25] and the parity
bits of the outer codes. To reduce the error floor below 10" a correc-
tion capability of 7 =2 error patterns of weight <24 and a corrupted
codeword detection based on g5 32 bits are used. The shortened
BCH[6753,6441,49] over GF (2! ) with a correction capability of
24 bits is used as code C;.Code C, is the shorted RS[596,532,65]
code over GF (2 ) Therefore, the total additional overhead due to
C, and Cj is =1.02% which introduces an SNR penalty of 0.044
dB. The residual error rate caused by the occurrence of more than 7
error patterns is P )(@) ~7-10""7, while the residual error rate due to
undetectable error patterns is P(z)(Q) ~4.3.107!8. These values have
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been derived from (5) and (12), respectively, with P, (Q) = 5.107°,
which has been obtained from computer simulation with SNR = 6.7
dB.

The error floor problem of the TPC-EH can also be solved with

schemes SCC-I and SCC-II. However, as it will be shown below, the
proposed SCC scheme provides a better performance vs. complexity
tradeoff:

SCC-I requires a frame of m =19 shorted TPC (8105,6753) com-
bined with m BCH[6753,6441,49] . The total overhead is 25.8%,
the NCG is 11.05 dB and the complexity is 2.02 times higher than
that of the proposed scheme. Therefore, the proposed SCC scheme
has better spectral efficiency, 0.15 dB higher NCG and lower com-
plexity than SCC-I.

SCC-II requires a frame of m =19 shorted TPC (7836,6484) com-
bined with one BCH[123196,122380,97]. Similarly to the pro-
posed scheme, the total overhead is 21.7% and the NCG is 11.2
dB. However, the complexity is 6.73 times higher, representing a
significant complexity advantage in favor of the proposed scheme.

The above illustrates the advantages of the proposed scheme for im-

plementing forward error correction codes for high speed applications.
Particularly, the proposed TPC-EH + RS+ BCH scheme here pro-
posed represents a low complexity alternative to the non-concatenated
TPC based on > 2 -error-correcting BCH codes [2],[9]-[10] since the
later has higher implementation complexity than EH codes.

V  Conclusions

We have introduced a novel SCC scheme to combat the error floor
problem experienced in iterated sparse graph-based error correcting
codes. This SCC scheme is based on the use of two short outer codes
combined with a novel encoding/decoding strategy. We have shown
that the new approach significantly reduces the complexity with neg-
ligible penalty. The proposed SCC can be efficiently used with both
LDPC and TP codes. In particular, the new SCC approach can be used
to improve the performance of high-speed optical communication sys-
tems, where high coding gain and very low BER are required. The
SCC technique introduced in this work provides a new general frame-
work for solving the error floor problem induced by low-weight error
patterns of any coding scheme.
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NON-CONCATENATED FEC CODES FOR
ULTRA-HIGH SPEED OPTICAL TRANSPORT
NETWORKS

RELATED APPLICATIONS

[0001] This application claims priority under 35 U.S.C.
§119(e) to U.S. Provisional Patent Application Ser. No.
61/447,620 entitled “Non-Concatenated FEC Codes for
Ultra-High Speed Optical Transport Networks,” filed Feb. 28,
2011 by Damian Morero, et al., the content of which is incor-
porated by reference herein.

BACKGROUND
[0002] 1. Field of the Art
[0003] The disclosure relates generally to communication

systems, and more specifically, to forward error correction
codes.

[0004] 2. Description of the Related Art

[0005]  Error correction is important component of applica-
tions such as optical transport networks and magnetic record-
ing devices. For example, in the next generation of coherent
optical communication systems, powerful forward error cor-
rection (FEC) codes are desirable to achieve high net effective
coding gain (NECG) (e.g., 210 dB at a bit error rate (BER) of
10). Given their performance and suitability for parallel
processing, large block size low density parity check (LDPC)
codes are a promising solution for ultra-high speed optical
fiber communication systems. Because of the large block size
to achieve high NECG, the use of low complexity soft decod-
ing techniques such as the min-sum algorithm (MSA) is often
used when aiming at an efficient very large scale integration
(VLSI) implementation. The main stumbling block for the
application of this coding approach has been the fact that
traditional LDPC codes suffer from BER error floors that are
undesirably high.

[0006] The error floor is a phenomenon encountered in
traditional implementations of iterated sparse graph-based
error correcting codes like LDPC codes and Turbo Codes
(TC). When the bit error ratio (BER) curve is plotted for
conventional codes like Reed Solomon codes under algebraic
decoding or for convolutional codes under Viterbi decoding,
the curve steadily decreases as the Signal to Noise Ratio
(SNR) condition becomes better. For LDPC codes and TC,
however, there is a point after which the curve does not fall as
quickly as before. In other words, there is a region in which
performance flattens. This region is called the error floor
region.

[0007] 'To reduce these error floors, some decoders concat-
enate an LDPC code with a hard-decision-based block code.
However, this approach increases the overhead and reduces
the performance and the spectral efficiency.

SUMMARY

[0008] In a first embodiment, a decoder is provided for
forward error correction using an LDPC code based on a
parity check matrix comprising a plurality of sub-matrices.
The decoder comprises a plurality of check node processing
units (CNPU) and a plurality of variable node processing
units (VNPU). Each check node processing unit performs a
check node computation corresponding to a different row of
the parity check matrix. Each variable node processing unit
determines variable node update computations correspond-
ing to a different columns belonging to a same sub-matrix of
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the parity matrix. The plurality of check node processing
units and the plurality of variable node processing units oper-
ate on only one sub-matrix of the parity check matrix at each
step of an iterative decoding process. The decoder processes
two or more codewords in parallel such that decoder begins
decoding a subsequently received codeword prior to complet-
ing decoding for a prior received codeword. The decoder
architecture beneficially improves the decoding process by,
forexample, avoiding the penalty introduced by latency of the
different blocks inside the decoder

[0009] Inasecondembodiment,a method for forward error
correction is provided. A decoder receives a stream of low
density parity check codewords. The decoder iteratively
decodes the low density parity check codewords based on a
parity check matrix. For each iteration of the decoding, it is
determined if an activation criteria is met. Responsive to the
activation criteria being met for an iteration of the decoding,
the decoder is configured to adaptively quantize messages
processed by the decoder based on a scaling factor. This
post-processing method based on adaptive quantization ben-
eficially improves the performance of low density parity
check decoding algorithms by contributing to reduction or
elimination of the error floor.

[0010] In a third embodiment, a method is provided for
generating a quasi-cyclic regular column-partition parity
check matrix for forward error correction. An initial matrix H
is received. A count of cycles of the initial matrix H is deter-
mined for each of a plurality of different cycle lengths. A
matrix H is created as copy of the initial matrix H. The matrix
M is modified based on a modification algorithm. A count of
cycles of the modified matrix H is determined for each of the
plurality of different cycle lengths. A lowest of the plurality of
different cycle lengths is determined for which the initial
matrix H and the modified matrix H have different counts.
The initial matrix H is replaced with the modified matrix H
responsive to the initial matrix H having a higher count for the
lowest of the plurality of different cycle lengths for which the
initial matrix H and the modified matrix H have different
counts.

BRIEF DESCRIPTION OF THE DRAWINGS

[0011] The invention has other advantages and features
which will be more readily apparent from the following
detailed description of the invention and the appended claims,
when taken in conjunction with the accompanying drawings,
in which:

[0012] Figure (FIG. 1) is a high level block diagram of an
embodiment of a communication system.

[0013] FIG. 2 is a high level block diagram of an embodi-
ment of a decoder.

[0014] FIG. 3 is an example embodiment of a parity check
matrix and Tanner graph for forward error correction.
[0015] FIG. 4 is an example embodiment of a cycle of a
parity check matrix and Tanner graph for forward error cor-
rection.

[0016] FIG. 5 is an example embodiment of various nota-
tions for a parity check matrix for forward error correction.
[0017] FIG. 6 is an example embodiment of a parity check
matrix for forward error correction.

[0018] FIG. 7A is a first example embodiment of a parity
check matrix for forward error correction using a short nota-
tion.
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[0019] FIG.7Bisasecond example embodiment ofa parity
check matrix for forward error correction using a short nota-
tion.

[0020] FIG. 8 is an example embodiment of process for
determining reducing cycle length in a parity check matrix for
forward error correction.

[0021] FIG. 9 is an example embodiment of a check node
processing unit for decoding LDPC codes.

[0022] FIG. 10 is an example embodiment of a decoder
architecture for decoding LDPC codes.

[0023] FIG. 11A is an example embodiment of a first step
of information flow through a decoder architecture for decod-
ing LDPC codes.

[0024] FIG. 11B is an example embodiment of a second
step of information flow through a decoder architecture for
decoding LDPC codes.

[0025] FIG.11C is an example embodiment of a third step
ofinformation flow through a decoder architecture for decod-
ing LDPC codes.

[0026] FIG. 11D isan example embodiment ofa fourth step
of information flow through a decoder architecture for decod-
ing LDPC codes.

[0027] FIG. 12A is a first performance graph for a set of
example LDPC codes.

[0028] FIG. 12B is a second performance graph for a set of
example LDPC codes.

[0029] FIG. 12C is a third performance graph for a set of
example LDPC codes.

[0030] FIG. 13A is a first performance graph for a set of
example LDPC codes using adaptive quantization decoding.
[0031] FIG. 13B is a second performance graph for a set of
example LDPC codes using adaptive quantization decoding.

DETAILED DESCRIPTION

Overview

[0032] A system operates using non-concatenated forward
error correction (FEC) codes suitable for applications such as
100 Gb/s optical transport networks (OTN) or magnetic
recording (MR) apparatuses. The system operates using a
high-gain, very low error floor, long LDPC-only based code
suitable for ultra-high speed fiber optical communication sys-
tems. The described system can, in some embodiments,
achieve a net effective coding gain (NECG)>10 dB or better
at a bit error rate (BER) of 10"° with an overhead (OH) of
~20% or better. Relative to prior systems that use concat-
enated codes, the non-concatenated codes described herein
achieve superior performance, lower latency, and lower over-
head than the concatenated codes.

[0033] To overcome potential performance issues due to
BER floors, a low density parity check (LDPC) code is
described. Semi-analytic techniques are combined with a
study of dominant error events in order to determine a parity
check matrix having high performance characteristics. A
post-processing method is also described (e.g., an adaptive
quantization (AQ) post-processing method) that can effec-
tively eliminate the BER floors once they are pushed to suf-
ficiently low levels in the parity check matrix design. An
implementation of a decoder is also described for use with the
LDPC codes and post-processing method.

[0034] The LDPC code and the hardware architecture of
the decoder are jointly designed in order to (i) minimize (or
sufficiently lower) the error floor and (ii) reduce the amount of
memory and interconnection complexity. For example, in one
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embodiment, a (24576, 20482) (i.e., 20% OH) QC-LDPC-
only code with a 5-bit MSA decoder is used for 100 Gb/s
optical systems. Under certain conditions, the described
LDPC-only code can achieve an NECG of, for example,
10.70 dB at BER of 107'% with a 13-iteration MSA decoder,
while being free of error floors down

System Architecture

[0035] FIG. 1is a block diagram of a communication sys-
tem 100. The communication system 100 comprises a trans-
mitter 110 for transmitting data to a receiver 120 via a com-
munication channel 130. The transmitter 110, receiver 120,
and communication channel 130 may be of various types,
depending on the end application for the communications
system 100. For example, in one embodiment, the communi-
cation system 100 comprises an ultra-high speed (e.g., 100
Gb/s or faster) optical fiber communication system. In alter-
native embodiments, the communication system 100 may
comprise, for example, a microwave, radio frequency (RF),
cable, or other type of communication system.

[0036] The communication channel 130 may be unreliable
or noisy. Thus, the data received by the receiver 120 often
contains errors (e.g., bit flips) relative to the transmitted data.
The transmitter 110 and receiver 120 therefore utilize an error
correction technique that enables the receiver 120 to detect,
and in many cases, correct errors in the data received over the
channel 130 from the transmitter 110.

[0037] The transmitter 110 receives input data 105 for
transmission to the receiver 120 via the communication chan-
nel 130. The transmitter 110 includes an encoder 115 that
encodes the data using forward error-correcting (FEC) codes.
In one embodiment, a block coding scheme is used in which
each block of binary input data is mapped to an FEC code-
word. Generally, the FEC code provides some redundancy in
the data by incorporating extra data symbols. For example, in
one embodiment, the encoder applies a transform function to
aninput data block having k symbols to generate an FEC code
having n symbols, where n>k. This redundancy allows the
receiver 120 to detect a limited number of errors that may
occur in the transmitted data and in many cases to correct such
errors. More specific details about the FEC codes are pro-
vided below.

[0038] In addition to the encoder 115, the transmitter 110
may comprise other conventional features of a transmitter
110 which are omitted from FIG. 1 for clarity of description.
For example, the transmitter may include components such as
a modulator, a serial or parallel/serial converter, a driver or
amplifier circuit, a laser source, etc.

[0039] The receiver 120 receives the data encoded as FEC
codes from the transmitter 110 via the comnunication chan-
nel 120. The receiver 120 includes a decoder 125 that decodes
the FEC codes data to attempt to recover the original data
blocks. For example, in one embodiment, the decoder 125
applies a parity check matrix H to a received FEC codeword
having n symbols to recover a data block having k symbols
where n>k. More specific details on the decoding technique is
provided below.

[0040] Inaddition to the decoder 125, the receiver 120 may
comprise other conventional features of a receiver 120 which
are omitted from FIG.1 for clarity of description. For
example, the receiver 120 may include components such as a
demodulator, an analog-digital converter, amplifier circuits,
timing recovery circuits, an equalizer, various filters, etc.
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[0041] Components of the transmitter 110 and the receiver
120 described herein may be implemented, for example, as an
integrated circuit (e.g., an Application-Specific Integrated
Circuit (ASIC) or using a field-programmable gate array
(FPGA), in software (e.g., loading program instructions to a
processor from a computer-readable storage medium and
executing the instructions by the processor), or by a combi-
nation of hardware and software.

[0042] FIG. 2 illustrates an example embodiment of a
decoder 125. In this embodiment, the decoder 125 iteratively
decodes the received codewords using a decoding algorithm
such as, for example, the sum-product algorithm (SPA), the
min-sum algorithm (MSA), or the scaled min-sum algorithm
(SMSA). In one embodiment, the decoder 125 comprises a
variable-node processing unit (VNPU) 202, and a check-node
processing unit (CNPU) 204. The VNPU 202, and/or CNPU
204 may each comprise a plurality of parallel processing units
(e.g., q processing units). This allows for an efficient parallel
decoding process as will be described in further detail below.
More specific examples of architectures for the decoder 125
are described in FIGS. 9-11.

General LDPC Codes

[0043] In one embodiment, the communications system
100 uses low density parity check (LDPC) codes for forward
error correction. An LDPC code is a linear block code defined
as the null space of a sparse (mxn) parity check matrix H,
where n represents the number of bits in the block and m
denotes the number of parity checks. The matrix H is consid-
ered “sparse” because the number of 1s is small compared
with the number of Os. Using the above definition, the set of

LDPC codes C is defined as:
C ~{e:tie=0} )

where ¢ is an LDPC codeword in the set C . Note that each
row of H provides a parity check on the codewords. Particu-
larly, each row indicates that a linear combination of certain
bits (specified by the 1s in the row) will add to zero for a valid
codeword. Furthermore, an invalid codeword can often be
corrected by comparing results of multiple parity checks and
determining a most likely location of the error(s).

[0044] Matrix H can be graphically represented using a
Tanner graph 300 as illustrated in FIG. 3 for an example
matrix H. The Tanner graph 300 is a bipartite graph composed
of two types of nodes: (1) variable or bit nodes v, which
represent the columns of H; and (2) the check nodes ¢, which
represent the rows of . A connection between nodes v, and ¢;
exists in the Tanner graph 300 if and only if H,,=1. Note that
there are not connections between two check nodes or
between two bit nodes.

[0045] LDPC codes can be classified as “regular” or
“irregular” based on characteristics of the matrix H. A matrix
H is regular if it is both row-regular and column-regular.
Otherwise, the matrix H is irregular. Matrix I is row-regular
if p,=p for all i where p, is the number of 1s in the i” row of H.
Inother words, the matrix H is row-regular if all rows have the
same number of 1s. Similarly, Matrix H is column-regular if
v~y for all i where v, is the number of 1s in the i” column of
H. In other words, the matrix H is column-regular if all
columns have the same number of 1s.

[0046] For a given variable node v, or check node c;, the
number of connections to it determines its degree. If all v,
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nodes have the same degree y and all ¢, nodes the same degree
p, then the LDPC code is said to be a (y, p)-regular LDPC.

[0047] A “cycle” in the Tanner graph 300 for a matrix H is
a closed sequence (e.g., a loop) of connected nodes. FIG. 4
illustrates an example of a cycle having a length 8. As can be
seen, the series of connections forms a closed loop with a total
of 8 links. Note that a Tanner graph for a matrix H may have
multiple cycles. The “girth” of the Tanner graph for a matrix
H is the length of the shortest cycle.

Quasi-Cyclic LDPC Codes

[0048] A cyclic matrix or “circulant” is a square matrix in
which each row is the cyclic shift of the row above it (i.e., the
symbols in the row are right-shifted by one relative to the row
immediately above it with the last symbol in the row shifted to
the first position), and the first row is the cyclic shift of the last
row. Furthermore, each column is the downward cyclic shift
of the column on its left (i.e., the symbols in the column are
down-shifted by one relative to the column immediate to the
left of it, with the last symbol in the column shifted to the first
position), and the first column is the cyclic shift of the last
column.

[0049] A characteristic of a circulant is that the row and
column weights w are the same, where the weight w of a row
or column represents the number of 1s in the row or column.
Note that due to the characteristics of the circulant, the row
and column weights also give the number of non-zero diago-
nals in the matrix. The weights w of the rows and columns of
the circulant can also generally be referred to as the weight of
the circulant. Note that if w=1, then the circulant is a permu-
tation matrix, referred to as a circulant permutation matrix.
[0050] Another characteristic of a circulant is that the cir-
culant can be completely characterized by its first row (or first
column). In other words, if the first row (or column) of the
matrix is known, the rest of the matrix can be generated by
applying appropriate shifts to this vector based on the char-
acteristics of the circulant defined above. Therefore, the first
row (or column) is referred to herein as the “generator of the
circulant.”

[0051] Inquasi-cyclic LDPC codes, the parity check matrix
H is an array of sparse square circulant matrices of the same
size. Observing that the LDPC code is given by the null-space
of I, a set of quasi-cyclic LDPC codes can be defined by the
null space of an array of sparse square circulant matrices of
the same size. Quasi-cyclic codes represent a generalization
of cyclic codes whereby a cyclic shift of a codeword by p
positions results in another codeword. Therefore, cyclic
codes are simply QC codes with p=1. QC-LDPC codes can
beneficially perform very close to the Shannon limit and their
cyclic properties reduce the implementation complexity, and
allow the use of efficient algebraic techniques to compute the
code parameters and optimize the performance.

[0052] An example of a parity check matrix H for QC-
LDPC codes is illustrated in FIG. 5 according to various
notations. In this example, matrix H is a 3x4 array of 3x3
circulants having varying weights of' 0, 1, and 2. As explained
above, the circulants are completely defined by the generator
(first row) of each circulant. Therefore, the same matrix H can
be represented in a short notation given by I, based on the
generator. An even more compact notation for representing
the matrix H is shown in matrix H,. In this notation, each
circulant is represented by a vector defining the non-zero
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column positions of the generator of each circulant. As can be
seen, the compact notation in H, completely defines the
matrix H.

Regular Column Partition (RCP) QC-LDPC Codes
[0053] A regular column partition QC-LDPC (RCP-QC-
LDPC) code is an LDPC code that meets both the column-
regular constraint and the quasi-cyclic constraint described
above. Let H be the (mxn) parity check matrix of an LDPC
code. Assuming that n=iq with p and ¢ integers, the matrix H
can be partitioned into p1(mxq) sub-matrices:

H=[H® .. .H®.. H" ] @

[0054] The parity check matrix H has the characteristic that
the weights of the rows and columns of each of the sub-
matrices H” do not change with r. Thus, each sub-matrix of
H is regular and the matrix H itself is regular.

[0055] Furthermore, in one embodiment, a type-p RCP-
QC-LDPC code is used. In this type of code, each of the
circulant sub-matrices H has the same rows weight p (i.e.,
the number of non-zero diagonals). For VLSI implementa-
tion, a small value of p is often desirable since the complexity
increases (at least) linearly with p. A high value of p reduces
the maximum girth of the code, which increases the error
floor probability.

[0056] FIG. 6 illustrates an example (4, 12)-regular matrix
H that is partitioned into =6 (4, 2)-regular sub-matrices (H*’
... H®), where q=4. While the example in FIG. 6 is illustra-
tive of the properties of a general parity check matrix for an
for RCP-QC-LDPC codes, a parity check matrix H may in
practice be composed of significantly larger sub-matrices H*”
and may have a larger number of sub-matrices (higher value
of ). For example, in one embodiment, a parity check matrix
H for RCP-QC-LDPC codes comprises a 2x12 array of cir-
culants each having a size 2048x2048 and a weight of 2. Thus,
in this embodiment, the parity check matrix H is configured
for type-2 RCP-QC-LDPC codes and has a column weight of
4. In one embodiment, the maximum girth of the parity check
matrix H is eight.

[0057] FIG. 7A illustrates an example of a transposed ver-
sion of H;, representing the compact notation for matrix H
corresponding to a first example set of codes C,. This first
code set, C,, is designed to avoid cycles of length 4. FIG. 7B
illustrates an example of a transposed version of H, represent-
ing the compact notation for matrix H corresponding to a
second example set of codes C,. This second code set, C,, is
designed to (i) avoid cycles of length 4 and 6 (i.e. it achieves
the maximum girth) and (ii) minimize number of cycles of
length 8. A parity check matrix H having the characteristics
described above will result in a code length 0f 24576 symbols
(e.g., bits) and k=n-rank(H)=20,482 symbols where k is the
size of a decoded codeword. In one embodiment, the RCP-
QC-LDPC codes having the characteristics above is able to
achieve a net effective coding gain (NECG) of 10 dB or higher
ata bit error rate (BER) of 107, Furthermore, the RCP-QC-
LDPC codes have an overhead of about 20%.

[0058] In one embodiment, a variable-node partition with
full check-node connectivity (VPFCC) constraint in also
imposed on the parity check matrix H. In this embodiment, all
of the sub-matrices H*” have only a single 1 in each of its
rows.

Reducing the Number of Short-Cycles of the Parity Check
Matrix

[0059] 1In order to choose a specific parity check matrix H
and an associated set of RCP-QC-LDPC codes C, a technique

de USA, pg.22/28]

Aug. 30,2012

may be used to find a quasi-cyclic parity check matrix having
a low number of short-cycles. An example embodiment of a
process for reducing the number of short-cycles is illustrated
in FIG. 8. The process can begin by receiving 802 an initial
parity check matrix H meeting RCP and quasi-cyclic con-
straints described above. A vector ¢ is created 804 represent-
ing the number of cycles of H of different lengths in order of
increasing cycle length. For example, the number of cycles of
H with lengths 4, 6, 8, . . . and so on are computed to create a
histogram with each bin corresponding to a different cycle
length. This computation can be implemented in several
ways. For example, in one embodiment, a matrix A is denoted
as the adjacency matrix of the Tanner Graph of H. It can be
shown that the (i, j)-entry of A equals the number of paths of
length 1 from node-i to node-j (Theorem 1). Furthermore, it
can be shown that in a graph with girth 8, the nodes i and j are
directly opposite each other in a 8-loop ifand only if A, ;’"2 z2
and A,.,f’z—zzo (Theorem 2). Then, because the Tanner Graph
of H is bipartite it contains only even-length (8 even) cycles.
Therefore, there are & ordered pairs of opposite nodes in a
d-cycle, i.e. there are entries on A, f’z that verified the con-
straints above and represent the same cycle. Note also that
each non-ordered pair of the Aw‘y2 paths connecting i and j
create a different loop, i.e. there are ‘T)(Lj)—Awa’z(Awé’g—l )2
different loops that contain nodes i and j as opposed nodes.
Therefore, the number N of minimum length cycles is:

1 N @ ©)
N= 32,,11(1, D@, )

[0060] where I(i, j) €{0,1} is the indicator function which
takes the value 1 if Theorem 2 is verified for that particular
entry of the adjacency matrix or 0 elsewhere. In one embodi-
ment, to speed up the computation of N in Eq. (3), the poly-
nomial representation of H over the ring Z[x]/(x*~1) may be
used. It also possible to modify Eq. (3) in order to increase the
penalty of the ®(i,j) interconnected cycles. This may be done,
for example, by adding an exponential coefficient as [D(i,)]™
withw>1 orin general by replacing (i,j) by f(®(1,)) for some
non-decreasing function f(-). Since absorbing sets are usually
created by the interconnection of several short length cycles,
this variation may help to further reduce the probability of an
error floor.

[0061] A copy of H is then created 806 and denoted 1. 1is
then modified 808 according to a modification algorithm
while maintaining the same quasi-cyclic constraint. For
example, in one embodiment, one of the cyclic sub-matrices
of H is chosen based on a pseudo-random algorithm and the
position of one of its diagonals is changed to a different
location which is also chosen based on a pseudo-random
algorithm. This step 808 may be repeated several times before
continuing to the following step. This technique results in a
random walk over the parameters of a quasi-cyclic parity
check matrix. In alternative embodiments, a different tech-
nique could be used to modify H.

[0062] A vector ¢ is then created 810 representing the num-
ber of eycles of I of each length in order of increasing cycle
length. For example, the number of cycles of H with lengths
4,6,8, . ..and so on are computed to create a histogram with
each bin corresponding to a different cycle length. This com-
putation can performed using a similar algorithm as described
above. A vector is computed 812 as d=c-¢. If at decision
block 814, the first non-zero element in d is positive, then His
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replaced 816 with A. Otherwise, the matrix H is kept 818.
Note that the comparison of the number of cycles between ¢
and ¢ occur in increasing order of cycle length. Thus, for
example, the cycles of length 4 are compared first; if they are
equal the cycles of length 6 are compared and so on. Option-
ally, if further optimization is desired, the process may return
to step 802 and repeat for any number of iterations (e.g., a
fixed number of iterations or until a stopping criterion is met).

Tterative Decoding Algorithms

[0063] As data blocks are received by the decoder 125, the
decoder decodes the data blocks and applies the parity check
matrix H to recover the transmitted data. In one embodiment,
the decoder 125 may apply, for example, a sum-product algo-
rithm (SPA), a min-sum algorithm (MSA), or a scaled min-
sum algorithm (SMSA) to decode the received data blocks.
[0064] Letb, and x, be the i-th bit of the codeword and the
corresponding channel output respectively. The input to the
decoder 125 is the prior log-likelihood ratio (LLR) L%
defined by:

1 —In[P"(b":O‘x"’J
APl =1 X))

where P () denotes the a-priori probability of the bit b,. Thus,
L?, represents an initial likelihood of the input bit i being a 0
or a 1. Then, an iterative decoding procedure between vari-
able and check nodes is carried out as follows:

p
Lo =L+ Y L, ®

ecVihc;

L =07 Y el
vV,

©

[0065] where C*?={c;H, =0}, V9={v,:H, =0}, o(x)=In
[tanh (x/2], and @~'(x)=2 tanh™(e¢"). The posterior LLR is
computed in each iteration by

L=r5+ Y Lo, M
qecil
[0066] Hard decisions are derived from (7). The iterative

decoding process is carried out until hard decisions satisfy all
the parity check equations or when an upper limit on the
iteration number is reached.

[0067] The decoding algorithm can be understood in view
ofthe Tanner Graph (see e.g., FIG. 3). Here, the algorithm can
be represented as the passing messages between the variable
nodes and the check nodes of the Tanner Graph as described
in the equations above. In the equations (4)-(7). Lv:-%c] “is the
extrinsic information sent by the variable node ‘i’ to the check
node ‘j’. It represents an estimation of the probability of the
bit i’ being a ‘0’ or ‘1° given the a priori information L%, and
the information coming from all other check nodes connected
to the variable node ‘i’ except that coming from the check
node . L. ., “is the extrinsic information sent by the check
node ‘i’ to the variable node ‘i’ Tt represents an estimation of
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the probability of the bit ‘i’ being a ‘0’ or ‘1’ given the
information coming from all the other variable nodes con-
nected to the check node ‘j° except that coming from the
variable node ‘1’

[0068] The computation of (5) and (7) are performed by the
VNPU 202 of the decoder 125 and the computation of (6) is
performed by the CNPU 204 of the decoder 125. Since the
CNPU 204 consumes most of the computational require-
ments of the above-described decoding algorithm, a simpli-
fied expression of (6) may be implemented:

S e -y ®)
<o = min L5 e ]_[ sign(L5 _c,)-
L vkn‘ﬁ]‘v'
[0069] This approach is called the min-sum algorithm

(MSA). To reduce the approximation error of (8), another
modification can optionally be employed called the scaled
min-sum algorithm (SMSA). The check node computation
performed by the CNPU 204 in SMSA is given by:

Ii=oe min g ol [ sien(zs ) ®
vkm(‘ﬂ\“ ()W
v

with o being a factor smaller than unity (e.g., 0=0.75).
[0070] To further reduce the implementation complexity,
computation of Eq. (9) can divided into a series of steps
represented by equations (10A) to (10E) which are imple-
mented by the CNPU 204:

. a-ME_‘I’v.S‘j.,‘vsign(Lﬂ[ ,C/) if v 2t (10A)
L., .
T oM sy sienly e ) i v =
(ay _ . N
M} = min ‘Lﬁk%/‘ (10B)
V! <)
MF = min || (10¢)
weevlei Ml :
(10D)
W =argf min |12 |
Leylen) KT
si= ] sienls, ) (10E)
serlei)

[0071] FIG. 9 illustrates an embodiment of a CNPU 1004
for processing two codewords at the same time according to
Egs. (10A)-(10E) above. In this architecture, Eq. (10A) is
computed by the output computation unit 910, Eqs. (10B),
(10C), and (10D) are computed by the Minimum Computa-
tion unit 902, and Eq. (10E) is computed by the Sign Product
Computation Unit 904. The Message Memory 1 906 and
Message Memory 2 908 save the results of equations (10B)-
(10E) as described below.

[0072] The minimum computation unit 902 computes the
minimum value (called the first minimum value) of the abso-
lute value of L, _, ° as indicated in Eq. (10B). The minimum
computation unit 902 also determines which variable node
corresponds to this minimum value as described in Eq. (10D).

Universidad Dacional de Crdoba



7. Publicaciones y Patentes

191

[Copia de la

patente

US 2012/0221914 Al

Furthermore, the minimum computation unit 902 computes
the minimum value (called the second minimum value) of the
absolute values L, ° but without taking into account the
message coming from the variable node which corresponds to
the first minimum value as described in Eq. (10C). In other
words, the minimum computation unit 902 determines the
two lowest absolute values of the input messages from the set
of variable nodes and the variable nodes that these messages
came from. The sign product computation unit 904 deter-
mines the product of the signs of [, _. ° as indicated in Eq.
(10E) above. The outputs of the minimum computation unit
902 and the sign product computation unit 904 are stored to
the pipelined message memory 1 906 and message memory 2
908. A sign FIFO unit 912 stores the signs of the input mes-
sages L,, .. to be used later by the output computation unit
910. The output computation unit 910 combines the values
stored in the sign FIFO unit 912 and the memory message 908
according to Eq. (10A) above and outputs the result L, °.
Operation of the CNPU 1004 in conjunction with a parallel
decoder implementation is described in further detail below.

Parallel Implementation of Iterative Decoding Algorithm

[0073] The constraint imposed by RCP allows an efficient
partial parallel implementation of the decoding algorithm. An
example embodiment of a parallel pipelined decoding archi-
tecture is illustrated in FI1G. 10 for the example case where
q=4 as in the matrix I of FIG. 6. The decoder 125 includes a
first-in-first-out (FIFO) memory 1016 that stores the a-priori
LLRs, permutation blocks TTI"! 1012 and TT~! 1014 , parallel
VNPUs 1002, serial, parallel, or semi-parallel CNPUs 1004,
a control unit 1022, and multiplexers 1018, 1020. The per-
mutation blocks 1012, 1014 can be implemented with multi-
plexers (if the permutation is not constant, i.e. the sub-matri-
ces H” are not equal) or they can be implemented as wires.
The control unit 1022 generates control signals utilized by the
other blocks of the decoder 125. In particular, the control unit
1022 controls the permutation blocks 1012, 1014, and turns
on and off post-processing algorithms (which are imple-
mented by the VNPUs 1002 or the CNPUs 1004) that will be
described in further detail below. The control unit 1022 also
controls the computations and memories inside the CNPUs
1004 and controls the select lines of the multiplexers 1018,
1020.

[0074] Each iteration of the iterative decoding algorithm is
divided into p steps with each step corresponding to one of the
sub-matrices of H. At the r-th step, only the messages related
to the sub-matrix H* are computed. Thus, for example, at a
first step (r=0), the decoder 125 receives LLRs from Eq. (4)
corresponding to the first q bits (e.g., g=4) of a codeword
(e.g., bits corresponding tov,, v,, v,, v, of the first sub-matrix
H). The multiplexer 1018 and permutation block 1012
operate to select the appropriate inputs to each of the CNPUs
1004 to perform the computation of Eq. (8), (9) or (10A)-
(10E) (depending on the particular implementation used). In
one embodiment, the permutation block 1012 comprises a
barrel shifter. The CNPUs 1004 perform the check node com-
putation of Egs. (8), (9), or (10A)-(10E) with each CNPU
1004 corresponding to a different parity check (row of H*” for
the sub-matrix r being processed). In this embodiment, eight
CNPUs 1004 operate in parallel corresponding to each of the
rows (check nodes) of H. In one embodiment, the number of
input messages L‘,ﬁ qe and output messages L, © that each
CNPU 1004 can compute per clock cycle is equal to the
number of ‘1s” in the corresponding row of the sub-matrix
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being processed. If the CNPU 1004 computes only one input
and one output messages per clock cycle it is called a serial
CNPU. If it computes more than one (but lower than the total
number of 1s in the corresponding row of H) input and output
messages per clock cycle it is called a semi-parallel CNPU.
Furthermore, in one embodiment, each CNPU 1004 can oper-
ate on two different received codewords at a time using, for
example, the CNPU architecture of FIG. 9 described above.
For example, in one embodiment, the minimum computation
unit 902 and the sign product computation unit 904 of FIG. 9
can operate on one codeword while the output computation
unit 910 operates on a different codeword. The CNPU sup-
ports two different codewords because the minimum compu-
tation unit 902 and the output computation unit 910 are iso-
lated by the implementation of the two message memories
906 and 908.

[0075] Inverse permutation block 1014 (e.g., a barrel
shifter) receives the outputs of the CNPUs 904 and provides
appropriate inputs to the VNPUs 1002 for carrying out the
computation of Eq. (5) and Eq. (7). In one embodiment, the
decoder 125 has q parallel VNPUs 902 (e.g., q¢=4) corre-
sponding to the q columns (variable nodes) of each sub-
matrix of H. In one embodiment, the complexity is reduced
because only ¢ (and not n) parallel VNPUs 1002 are imple-
mented, i.e., it is not necessary to implement one VNPU per
variable node. Multiplexer 1020 provides LLR values to
FIFO register 1016 which outputs these to the VNPUs 1002 at
the appropriate time to compute Eq. (5) and Eq. (7). Feedback
paths 1024, 1026 provide intermediate values to the begin-
ning of the pipeline to perform additional iterations of the
iterative decoding process.

[0076] The decoder architecture of FIG. 10 beneficially
allows the decoder 125 to reuse the same q VNPUs 1002 at
each step, reducing p times the associated hardware. Further-
more, the interconnection complexity is also reduced because
the interconnection network is associated with the non-zeros
entries of H”, which is p times smaller than that of the
original H. The locks of the CNPU 904 are simplified since
the recursive computation of the check node equation (8) has
significant lower complexity than a full-parallel implementa-
tion. Furthermore, the recursive CNPU 1004 stores only two
minimum values which are the outputs of equations (10B)
and (10C), in one embodiment. Therefore, it is not necessary
to store all L messages. This reduces the memory require-
ments of the decoder 125.

[0077] In one embodiment, the decoder architecture of
FIG. 10 efficiently performs the iterative decoding process by
processing multiple codewords. For example, rather than pro-
cessing all of the iterations of one codeword and then going to
the next codeword, the decoder instead processes one itera-
tion of a first codeword, then one iteration of a second code-
word and so on up to an N codeword. Then, the decoder
processes the next iteration of the first codeword, and so on.
Note that two codewords can be processed at the same time by
different blocks of the decoder (for instance, the minimum
computation unit 902 and the output computation unit 910
can process different codewords at the same time). This modi-
fication can be combined with early termination (i.e., a vari-
able number of iterations is performed on each codeword
depending on the outcome of the parity check). In this
embodiment, when the decoding process of one of the N
codewords is completed, a new codeword can replace it while
the other codewords continue the decoding process. Thus, the
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decoder need not necessarily wait until all the N codewords
are decoded in order to introduce new codewords to the
decoder.

[0078] For example, when the multiplexers 1018, 1020
close the decoder loop, there may be two codewords stored in
the decoder: e.g., codeword A and codeword B. The output
computation unit 910 of the CNPU 1004 read the information
of the codeword A from the message memory 908 (see F1G. 9)
and computes the messages L. _,,° of codeword A. These
messages are passed to the VNPU 1002 through the permu-
tation block 1014. The VNPU 1002 computes the messages
L, _..° of codeword A. These messages return to the CNPU
1004 through the multiplexer 1018 and the permutation block
1012. All these blocks (1014, 1002, 1018, 1012) may intro-
duce a latency (for example, due to their pipeline implemen-
tation). Because of this latency, the minimum computation
unit 902 does not start processing until the new L, __ °
arrived. Therefore, if the decoder 125 supported only one
codeword, the output computation unit 910 may finish before
the minimum computation unit 902 has finished and the out-
put computation unit 910 would have to wait for the minimum
computation unit 902 to finish its process. This waiting time
would reduce the computation speed of the decoder 125. In
order to avoid this penalty, two (or more) codewords are
stored in the decoder loop. As soon as the output computation
unit 910 finishes the computation process of one codeword,
for example codeword A, it can start with the computation of
the other codeword, for example codeword B, which was
stored in the message memory 906. This is done by copying
the contents of memory 906 to memory 908. Later, when the
minimum computation unit 902 finishes its computation pro-
cess of the codeword A, it stores the results in the message
memory 906 and it can immediately starts the computation
process of codeword B. If the total latency of blocks 1014,
1002, 1018, 1012, and 904 is higher than the number of
sub-matrices, more than two codewords may be decoded and
stored at the same time in order to avoid the above described
waiting time. This can be done by increasing the number of
message memories (in a serial FIFO concatenation) inside the
CNPU 1004.

[0079] FIG. 11A-D illustrate flow of information through
the pipelined decoder architecture of FIG. 10 in which the
decoder processes two codewords in parallel. The CNPUs
1004 showed in FIG. 11A-D are divided in 3 sub-blocks. The
first (left) sub-block corresponds to the minimum computa-
tion unit 902, the sign product computation unit 904, and part
of the FIFO unit 912 showed in FIG. 9. The second (center)
sub-block corresponds to the message memory 1 906 showed
in FIG. 9. The third (right) sub-block corresponds to the
message memory 2 908, the output computation unit 910 and
part of the FIFO 912. In FIG. 11A, a first iteration of a first
codeword (e.g., q LLR) is passed in p clock cycles to the
CNPUs 1004 and enter the FIFO register 1016. After that, in
FIG. 11B, the first iteration of the first codeword moves
forward in the internal pipelines of the CNPUs 1004 and a
first iteration of a second codeword is passed to the CNPUs
1004. Furthermore, the first iteration of the second codeword
enters the FIFO register 1016 and the first iteration of the first
codeword moves forward in the FIFO register 1016. After
that, in FIG. 11C, the first iteration of the first codeword is
passed from the CNPUs 1004 to the VNPUs 1002. The first
iteration of the second codeword moves forward in the CNPU
1004 pipelines and in the FIFO register 1016. A second itera-
tion of the first codeword enters the CNPU 1004 and the FIFO
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register 1016. After u clock cycles, in FIG. 11D, the first
iteration of the second codeword is passed from the CNPUs
1004 to the VNPUs 1002. The second iteration of the first
codeword moves forward in the CNPU 1004 pipeline and
FIFO register 1016. A second iteration of the second code-
word enters the CNPU 1004 and FIFO register 1016. As will
be apparent, the process described above can be extended to N
codewords for any integer N.

EXAMPLE PERFORMANCE MEASUREMENTS

[0080] In one embodiment, performance of the LDPC
codewords can be evaluated using a combination of analytical
tools and simulation (e.g., using a field-programmable gate
array or other device). For example, in one embodiment,
simulations in the proximity of the low BER region of interest
(e.g., >107'%) could be used to obtain dominant trapping sets.

Based on these trapping sets, BER can be estimated by using
importance sampling technique.

[0081] Letr, andr, be the number of bits used to represent
the prior LLRs and the messages from both check and vari-
ables nodes, respectively. In one embodiment, the prior LLRs
are quantized (e.g., using r,=5 bits). Furthermore, in one
embodiment, the decoder is implemented using r,=5 bits. To
obtain the perform measures, an all-zeros codeword can be
transmitted using binary phase-shift keying (BPSK) modula-
tion (i.e., bits {0, 1} are mapped into symbols {+1, -1} for
transmission). An additive white Gaussian noise (AWGN)
channel can also be implemented to model channel noise by
using a random number generator.

[0082] FIGS.12A-12C illustrate performance results for an
example implementation of the decoder 125. FIG. 12A
depicts the BER versus the signal-to-noise ratio (SNR) for
code C, described above with 13 iterations of the decoding
algorithm. The curve shows an error floor at BER=10""" with
anNECG 0f9.45 dB at BER=10""". This error floor is caused
by the presence of several absorbing sets (AS) created by the
combination of cycles of length 6.

[0083] FIG. 12B shows the performance of code C,
described above. No error floor is observed up to 1072 and
the expected NEGC is 11.30 dB. However, from importance
sampling analysis, a quantization sensitive error floor below
107'3 can be estimated. This error floor is caused by the
combination of a (12,8) absorbing set and the quantization of
the L messages in the SMSA.

[0084] FIG. 12B shows the estimated error floor forr,=5, 6,
and 7 bits with 13 iterations. The a-posteriori LLR evolution
of the (12, 8) absorbing set is shown in FIG. 12C. (In the
notation, “(e, d) absorbing set, e is the number of wrong bits
and d is the number of unsatisfied check nodes). Note that the
SMSA decoder with r,=5 bits does not resolve the (12,8)
absorbing set independently of the number of iterations. On
the other hand, the SMSA decoder takes 17 and 12 iterations
with r,=6 and 7 bits, respectively.

Min-Sum Algorithm With Adaptive Quantization

[0085] A common problem with decoders based on SPA,
MSA or its variations is that error floors tend to arise. These
error floors can be challenging to estimate and reduce par-
ticularly at very low levels (e.g., below 107'%). As shown
above, very low error floors (e.g., below 107'%) may be caused
by quantization effects. In order to effectively combat these
low error floors, a post-processing technique may be applied.
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[0086] In one embodiment, the performance limitations
described above can be improved using a real-time adaptive
quantization scheme. The real-time adaptive quantization
scheme combats error floor exacerbation caused by a low
precision implementation of the decoder 125. The decoder
125 applies real-time adaptation of the fractional point posi-
tion in the fixed point representation of the internal MSA
messages, keeping constant the total number of bits.

[0087] The adaptive quantization algorithm applies a scal-
ing to the log-likelihood ratios (LL.Rs) and messages in order
to increase the range of representation, and therefore reduce
the saturation effects. In one embodiment, this scaling step is
activated only when a predefined activation condition is met.
For example, in one embodiment, the scaling is applied when
the number of unsatisfied check nodes do not exceed a mini-
mum value d, (e.g., d=8 or d=9 for a (12, 8) absorbing set). A
check node is unsatisfied if its corresponding parity equation
(i.e. arow of the parity check matrix H) is unsatisfied accord-
ing to the sign value of the a posteriori output of the decoder
at that state. This activation condition usually occurs only
after some normal iterations without scaling. Note that since
the total number of bits is maintained constant, this wider
range is obtained at the expense of an increase in quantization.
[0088] The fixed-point modification increases the dynami-
cal range of the decoder messages (by increasing the quanti-
zation step). In one embodiment, the quantization change is
implemented in the VNPU 1002 after summation because
here messages achieve their highest value, and the saturations
have the stronger distortion effect.

[0089] The scaling step can be generalized and imple-
mented inside the VNPU 1002 as:

Lﬁlﬂj:)ﬁl-Lj‘+K2<[ Z Lfﬁn], (an
cpecine;
where t=1, 2, . . ., denotes the number of the extra iteration

used for post-processing. Factors k, and «, are positive gains
smaller than unity.

[0090] Inoneembodiment, to simplify the implementation,
K;=K,=K can be used. Thus, the algorithm reduces to scale by
« both the output of the variable-node equation (Eq. (5)) and
the prior LLR. This is shown as:

Li,ﬂ,-=)<-[Li’+ > L) 12
qed¥i;

L§ < k- If. 13

[0091] Note that the prior information is gradually reduced

to zero as the adaptive quantization process evolves. After a
given number of iterations, the MSA operates without prior
information. In one embodiment, k='% provides a good
tradeofl between performance and implementation complex-
ity.

[0092] FIGS. 13A-13B illustrate performance of the
decoder using the adaptive quantization algorithm. In FIG.
13 A, the a-posteriori LLR evolution of the SMSA decoder for
code C, is shown with r =5 bits over the (12,8) absorbing set.
Note that the absorbing set can be resolved with 5-6 extra
iterations. FIG. 13B shows the estimated BER versus SNR
derived with r,=5 bits and the adaptive quantization algo-

de USA,  pg.26/28]

Aug. 30,2012

rithm. As can be seen, the error floor observed in FIG. 12B is
corrected by the adaptive quantization algorithm.

[0093] Using the RCP-QC-LDPC codes and the adaptive
quantization technique described above, the complexity of
the decoding can be substantially reduced (e.g., to about 5
extraiterations under some conditions. Furthermore, the error
floors can be drastically lowered, resulting in an expected
NECG=Z11.30 dB or better at a BER of 107" in some
embodiments. Furthermore, the described approach benefi-
cially avoids a hard-decision-based block outer code and
reduces the block size significantly relative to prior tech-
niques. This reduction of complexity and the concomitant
reduction of latency can be an important factor for commer-
cial applications, thereby enabling applications such as 100
Gb/s optical transport networks.

[0094] In some embodiments, these codes can achieve an
expected coding gain of, for example, 11.30 dB at 107", 20%
OH, and a block size of 24576 bits. The described code
beneficially can minimize the BER floor while simulta-
neously reducing the memory requirements and the intercon-
nection complexity of the iterative decoder. Under certain
conditions, the described codes can achieve NECG of 10.70
dB at a BER of 107'* and no error floors.

[0095] Although the detailed description contains many
specitics, these should not be construed as limiting the scope
of the invention but merely as illustrating different examples
and aspects of the invention. It should be appreciated that the
scope of the invention includes other embodiments not dis-
cussed in detail above. For example, the functionality has
been described above as implemented primarily in electronic
circuitry. This is not required, various functions can be per-
formed by hardware, firmware, software, and/or combina-
tions thereof. Depending on the form of the implementation,
the “coupling” between different blocks may also take differ-
ent forms. Dedicated circuitry can be coupled to each other by
hardwiring or by accessing a common register or memory
location, for example. Software “coupling” can occur by any
number of ways to pass information between software com-
ponents (or between software and hardware, if that is the
case). The term “coupling” is meant to include all of these and
is not meant to be limited to a hardwired permanent connec-
tion between two components. In addition, there may be
intervening elements. For example, when two elements are
described as being coupled to each other, this does not imply
that the elements are directly coupled to each other nor does
it preclude the use of other elements between the two. Various
other modifications, changes and variations which will be
apparent to those skilled in the art may be made in the
arrangement, operation and details of the method and appa-
ratus of the present invention disclosed herein without depart-
ing from the spirit and scope of the invention as defined in the
appended claims. Therefore, the scope of the invention
should be determined by the appended claims and their legal
equivalents.

1. A decoder for decoding forward error correcting code-
words using a parity check matrix comprising a plurality of
sub-matrices, the decoder comprising:

a plurality of check node processing units, each check node
processing performing a check node computation corre-
sponding to a different row of the parity check matrix;
and

a plurality of variable node processing units, each variable
node processing unit determining variable node update
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computations corresponding to different columns
belonging to a same sub-matrix of the parity check
matrix;

wherein the plurality of check node processing units and
the plurality of variable node processing units operate on
only one sub-matrix of the parity check matrix at each
step of an iterative decoding process: and

wherein the decoder processes two or more codewords in
parallel such that the decoder begins decoding a subse-
quently received codeword prior to completing decod-
ing of a prior received codeword.

2. The decoder of claim 1, wherein the decoder is config-
ured to apply an iterative decoding algorithm and wherein the
decoder is configured to process a first iteration of the prior
received codeword, and process a first iteration of the subse-
quently received codeword prior to processing a second itera-
tion of the prior received codeword.

3. The decoder of claim 1, wherein each of the check node
processing units comprises:

a parallel pipelined processing architecture for processing

two or more codewords at a time.

4. The decoder of claim 1, wherein each of the check node
processing units comprises:

aminimum computation unit determining first and second
minimum values of input messages received from a plu-
rality of variable nodes and determining a variable node
corresponding to the first minimum value;

a sign product computation unit determining a product of
signs of the input messages received from the plurality
of variable nodes;

a plurality of pipelined message memories storing the
determined first and second minimum values, an identi-
fier of the determined variable node corresponding to the
first minimum value, and the product of the signs;

a sign FIFO unit storing the signs of the input messages
from the plurality of variable nodes; and

an output computation unit determining an output message
based on the signs of the input messages from the sign
FIFO unit and values stored in the plurality of message
memories.

5. The decoder of claim 1, wherein the parity check matrix
is row-regular and column-regular such that the parity check
matrix has a first same number of 1s in each row and a second
same number of 1s in each column.

6. The decoder of claim 1, wherein the parity check matrix
is quasi-cyclic such that a circular shift of a valid codeword by
an integer amount results in another valid codeword.

7. The decoder of claim 6, wherein the parity check matrix
comprises an array of circulant sub-matrices.

8. The decoder of claim 1, wherein the parity check matrix
comprises a 2x12 array of circulants of size 2048x2048, each
circulant having two non-zero diagonals.

9. The decoder of claim 1, wherein the decoder is config-
ured to iteratively decode the low density parity check code-
words based on one of: a sum- product algorithm, a min-sum
algorithm, and a scaled min-sum algorithm.

10. The decoder of claim 9, wherein the decoder further
comprises a control unit for:

determining if an activation criteria is met during an itera-
tion of the decoding; and

responsive to the activation criteria being met, configuring
the decoder to adaptively quantize messages processed
by the decoder.
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11. The decoder of claim 10, wherein adaptively quantiz-

ing the input values to the decoder comprises scaling a log-
likelihood ratios and the messages by scaling factors to
increase a representation range given a fixed number of bits.

12. The decoder of claim 10, wherein determining if the

activation criteria is met comprises determining if a number
of unsatisfied check nodes is smaller than a predetermined
threshold.

13. A method for forward error correction comprising:

receiving, by a decoder, a stream of low density parity
check codewords;

iteratively decoding the low density parity check code-
words based on a parity check matrix;

for each iteration of the decoding, determining if an acti-
vation criteria is met; and

responsive to the activation criteria being met for an itera-
tion of the decoding, configuring the decoder to adap-
tively quantize messages processed by the decoder
based on a scaling factor.

14. The method of claim 13, wherein iteratively decoding

the low density parity check codewords comprises decoding
based on one of: a sum- product algorithm, a min-sum algo-
rithm, and a scaled min-sum algorithm.

15. The method of claim 13, wherein determining if the

activation criteria is met comprises determining if a number
of unsatisfied parity checks of the parity checks matrix is
smaller than a predetermined threshold.

16. The method of claim 13, where adaptively quantizing

the input to the decoder comprises:

determining a log-likelihood ratio of received bits of the
low density parity check codewords;

receiving a message representing output of a prior decod-
ing iteration;

scaling the log-likelihood ratio and the message by a scal-
ing factor to increase a representation range given a fixed
number of bits; and

iteratively decoding the low density parity check code-
words using the scaled log-likelihood ratio and scaled
message.

17. A method for generating a quasi-cyclic regular column-

partition parity check matrix for forward error correction, the
method comprising:

receiving an initial matrix H;

determining a count of cycles of the initial matrix H for
each of a plurality of different cycle lengths;

creating a matrix [T as copy of the initial matrix H;

modifying the matrix H based on a modification algorithm;

determining a count of cycles of the modified matrix [1 for
each of the plurality of different cycle lengths;

determining a lowest of the plurality of different cycle
lengths for which the initial matrix H and the modified
matrix [ have different counts; and

replacing the initial matrix H with the modified matrix [T
responsive to the initial matrix H having a higher count
for the lowest of the plurality of different cycle lengths
for which the initial matrix H and the modified matrix H
have different counts.
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_ 18. The method of claim 17, wherein modifying the matrix

19. The method of claim 17, wherein determining the count
H based on a modification algorithm comprises:

N of cycles of the initial matrix H for each of the plurality of
pseudo-randomly selecting a sub-matrix of the matrix H; different cycle lengths comprises:
pseudo-randomly selecting a diagonal of the selected sub- determining an adjacency matrix of a Tanner Graph of
matrix of the matrix H; matrix H;
changing a position ofthe selqcted diagonal of the selected determining the count based on the adjacency matrix.
sub-matrix of the matrix H to a different pseudo-ran-

domly selected position. I B
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