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Resumen

En este trabajo se presenta un algoritmo que tiene aplicacion en problemas de optimizacion
multiobjetivo convexo irrestricto. Este método de continuacién global, desarrollado en [16], hace
uso del método de Newton y de restricciones adicionales de equiespaciado para proporcionar
una aproximacién numérica uniformemente espaciada de la variedad de Pareto (conjunto de
soluciones eficientes) o del frente de Pareto (conjunto de puntos no dominados). Las ventajas
que presenta el método son su bajo costo de implementacion, el muestreo uniforme obtenido de
los puntos 6ptimos y la posible paralelizacién del procedimiento computacional. Se dan ejemplos
aplicados a funciones de testeo para ver la performance del método.

Para motivar esta presentacién se introduce el concepto de optimizacién simple y posterior-
mente se dan ejemplos donde los objetivos de interés estan en conflicto, lo cual hace imposible,
sin informacién adicional, definir una unica solucién 6ptima. Puesto que se considera opti-
malidad en el sentido de Pareto, se define eficiencia y nodominancia de Pareto junto con los
principales resultados tedricos de optimizacién multiobjetivo.



Capitulo 1

Introduccion

La teorfa de optimizacién® intenta dar respuesta a un tipo general de problemas donde se
desea elegir la mejor opcion entre un conjunto de elementos. La optimizacién simple o de un
objetivo consiste en encontrar los valores maximos o minimos de una funcién objetivo, y la
optimizacién multiobjetivo (donde se tienen en cuenta varias funciones objetivos) consiste en
encontrar el conjunto de puntos que, de acuerdo a un orden pre-establecido, son preferidos al
resto y tal que ninguno de ellos dentro de este conjunto es preferido uno del otro.

Ademas de su interés tedrico implicito, en la actualidad la teoria de optimizacion tiene gran
relevancia debido a sus aplicaciones en areas tan diversas como ingenieria, economia, industria
y ciencia, donde muchas veces se plantean problemas tales como minimizar o maximizar ciertas
cantidades de acuerdo a objetivos especificados. Analistas, ingenieros, managers y cientificos
confrontan todo el tiempo con problemas de esta naturaleza. Tales problemas pueden ser de
diversos tipos, desde considerar disenos y planeamientos de operaciones industriales éptimas
hasta calcular la trayectoria éptima que debe recorrer un modulo espacial para economizar
combustible. En el pasado, un amplio rango de soluciones a muchos de estos problemas se con-
sideraron aceptables, pero en la actualidad y debido en parte a la gran competencia existente
y a la complejidad cada vez mayor de tales problemas, una solucion aceptable no es suficiente
y es necesario rever éstos para llevar la optimizacion de los mismos a estandares mas elevados.

A lo largo de este informe plantearemos en primer lugar el problema de optimizacion simple
(Bazaraa et al. [1], Hestenes [9], Mangasarian [12], Martinez et al. [13]) en sus dos versiones:
irrestrictoy con restricciones. La introduccion al problema de optimizacién multiobjetivo ( Coel-
lo et al. [2], Collette et al. [3], Ehrgott [7], Eichfelder [8], Jahn [10], Miettinen [14], Nakayama
et al. [15], Sawaragi et al. [19]) serd motivada a través de ejemplos, los cuales, al disponer
de objetivos en conflicto, muestran que para tales planteamientos la biisqueda de una tnica
solucion es generalmente imposible, obteniéndose en este caso un conjunto de soluciones, las
cuales (y a falta de otra informacién) son igualmente preferidas. De esta forma, elegir una
unica solucion de este conjunto implica realizar un balance agregado o compromiso entre las
soluciones (comunmente conocido en la literatura como trade-off), el cual no consideraremos
en este trabajo. Al igual que en el caso de un objetivo, el problema multiobjetivo puede ser
clasificado en irrestricto y con restricciones. Varios temas y resultados tedricos respecto de este
conjunto de soluciones son también considerados.

Finalmente y como tema central, introduciremos un método de continuacién global ( Pereyra
[16]) el cual permite obtener una aproximacién numérica equiespaciada de la variedad de Pareto
o el frente de Pareto para problemas de optimizacién multiobjetivos convexos irrestrictos. Este
método se desarrolla en primer lugar para el caso bi-objetivo, proponiéndose a posteriori su

LAl conjunto de teoremas, algoritmos, métodos y técnicas para resolver problemas de optimizacién se lo
conoce como programacion matemdtica.



extension al caso multiobjetivo general. Tal algoritmo hace uso del método de Newton y consi-
dera restricciones de espaciado uniforme, caracteristicas éstas que lo convierten en un método
novedoso respecto de otros métodos por su bajo costo computacional y obtencién uniforme de
los puntos éptimos.

1.1. Un poco de historia

Si bien el desarrollo del calculo fue fundamental para desarrollar la teoria de optimizacion

actual, los primeros problemas de optimizacién datan de la antigiiedad?. El geémetra griego
Euclides (300 a. C.) consideré el problema de hallar la distancia minima entre un punto y una
recta, y probo que entre todos los rectangulos con un cierto perimetro fijo, el cuadrado es la
figura que maximiza el area. Zenodorus (200 a. C.) estudi6 el problema de Dido, el cual consiste
en hallar, de entre todas las curvas planas cerradas que tienen una longitud fija, la que encierra
una mayor area en su interior (la solucién a tal problema es un semicirculo). Heron (100 a. C.)
propuso en su obra Catdptrica que la luz viaja por el camino geométricamente mas corto (hoy
se sabe que esto no es cierto, segun el principio de Fermat).
En los siglos XVII y XVIII algunos problemas aislados de optimizacion fueron estudiados. Ke-
pler (1615) halla las dimensiones éptimas para un barril de vino y formula por primera vez
el problema de la secretaria (seleccionar la mejor postulante entre un total de m candidatas,
asumiendo ciertas suposiciones para realizar la eleccién), el cual es una aplicacién clésica de
programacién dindmica. Fermat (1646) muestra que en un punto extremo de una funcién su
gradiente se anula. En 1657 también establece el principio de Fermat para dptica, el cual mues-
tra que el trayecto seguido por la luz al propagarse de un punto a otro es tal que el tiempo
empleado en recorrerlo es un minimo. En este periodo, Newton (1660) y Leibniz (1670) crean
el andlisis matemdtico, el cual es la base de la teoria de optimizacién. Los hermanos Johann
y Jacob Bernoulli (1696) estudian el problema de la curva braquistécrona (curva entre dos
puntos que es recorrida en el menor lapso de tiempo por un cuerpo que comienza en el punto
inicial con velocidad cero y que debe desplazarse a lo largo de la curva hasta llegar al segundo
punto, bajo accién de una fuerza de gravedad constante y suponiendo que no existe friccién).
Knig (1712) muestra que la forma de un panal es éptima. Euler (1740) incursiona por primera
vez en la teoria general del cdlculo de variaciones, el cual es la base tedrica de optimizacion
en dimensién infinita. Maupertuis (1746) formula el principio de minima accion para explicar
fenémenos fisicos. Lagrange (1760) formula el problema de superficies minimas (problema de
Plateau). Monge (1784) investiga un problema de optimizaciéon combinatoria conocido como el
problema del transporte (caso particular de un problema de programacién lineal en el cual se
debe minimizar el costo del abastecimiento a una serie de puntos de demanda a partir de un
grupo de puntos de oferta, teniendo en cuenta los distintos precios de envio de cada punto de
oferta a cada punto de demanda).

En el siglo XIX se obtienen los primeros algoritmos sobre optimizacion y la teoria del calculo
de variaciones es desarrollada principalmente por Weierstrass, Steiner, Hamilton y Jacobi. Le-
gendre (1806) presenta el método de minimos cuadrados. La idea de una funcién (quasi)concava
aparece en economia alrededor de 1815 en trabajos realizados por Malthus, Torrens, West y
Ricardo. Fourier (1826) formula el problema de programacion lineal para tratar problemas en
mecénica y teoria de probabilidad. Faustmann (1846) propone su modelo de optimizacién para
produccion forestal. Cauchy (1847) presenta el método del gradiente. Gibbs (1857) propone que
el equilibrio quimico se alcanza cuando la energia de Gibbs del sistema esta en su valor minimo.
En 1870, debido a los trabajos de Jevons, Menger y Walras, surge la revoluciéon marginalista en

2fuente http://hse-econ.fi/kitti/opthist.html



economia, la cual aplica procedimientos de maximizacion a las diferentes variables econémicas
razonando en el margen, es decir, sobre la iltima unidad del bien consumido, producido, inter-
cambiado o retenido.

En el siglo XX se logran avances en el calculo de variaciones principalmente por Bolza, Bliss
y Caratheodory. Farkas (1902) presenta el lema de Farkas, el cual es usado en la prueba del
teorema de Karush-Kuhn-Tucker. Jensen (1905) introduce el concepto de funciones convezas
y Minkowski (1911) obtiene los primeros resultados sobre conjuntos converos. Hancock (1917)
publica el primer libro de texto sobre optimizacién, Theory of Minima and Mdzima (Teoria de
Minimo y Méximo). El biomatemético Thompson (1917) escribe su libro On Growth and Form
(Sobre Crecimiento y Forma), en el cual aplica optimizacién para analizar las formas de orga-
nismos vivos. Morse (1925) presenta su teorfa que generaliza el célculo de variaciones. Ramsey
(1928) aplica el célculo de variaciones en su estudio sobre el crecimiento econémico éptimo.
Menger (1932) presenta una formulacién general del problema del viajante, el cual consiste en
encontrar un recorrido de longitud minima para un viajante que debe visitar varias ciudades
y volver al punto de partida, conocida la distancia existente entre dos ciudades. Kantorovich
(1939) presenta un modelo de programacién lineal y un algoritmo para resolverlo. Después de
la segunda guerra mundial, el desarrollo de la teoria de optimizacién se expande simultanea-
mente con la investigacion operativa (uso efectivo de la tecnologia por las organizaciones). Von
Neumann y Morgenstern (1944) resuelven problemas de decisién secuenciales al usar la idea
de programacion dindmica. Massé (1944) presenta otra aplicacién de la programacion dindmica
al problema de manejo de reservas. Dantzig (1947) presenta el método simplex para resolver
problemas de programacion lineal y Von Neumann establece la teoria de dualidad para tales
problemas. En 1949 se realiza el primer simposio internacional sobre programacién matemaética.
Kuhn y Tucker (1951) reinventan las condiciones de optimalidad para problemas no lineales
(Karush ya habia presentado en 1939 condiciones similares). Markowitz (1951) presenta su
teoria de portafolio (teoria de inversién que trata de maximizar el retorno y minimizar el riesgo,
mediante la cuidadosa eleccién de los componentes). Las investigaciones sobre problemas de
redes llevadas a cabo por Ford y Fulkerson (1954) dan origen a la investigacién de optimizacion
combinatoria. En este periodo también son desarrollados los métodos de quasi-Newton y de
gradiente conjugado para problemas irrestrictos y la teoria de control optimal comienza su de-
sarrollo como una disciplina separada del calculo de variaciones, incentivada en parte por el
comienzo de la era espacial. En 1954 se funda la IEEE Control Systems Society (organizacién
internacional dedicada al avance de investigaciones, desarrollo y préactica en automatizacion y
sistemas de control). Pontryagin (1956) presenta su principio del mdzimo y Bellman (1957) pre-
senta el principio de optimalidad. Zoutendijk (1960) presenta los métodos de direcciones factibles
con la idea de generalizar el método simplex a programas no lineales. Wilson (1963) presenta
el método de programacion cuadrdtica secuencial. En 1973 se funda la Mathematical Progra-
mming Society (actualmente la Mathematical Optimization Society), dedicada a la promocién y
mantenimiento de estandares profesionales en el tema de optimizacion matematica. Karmarkar
(1984) introduce el algoritmo de Karmarkar para resolver problemas de programacién lineal,
produciéndose a posteriori una proliferacion de los métodos de puntos interiores.

En la actualidad, con el advenimiento de las computadoras modernas, ha sido posible im-
plementar algoritmos para optimizacién global y resolver problemas de gran escala, lo que hace
de la teoria de optimizacién una herramienta importante para plantear y resolver problemas en
diversos campos.



1.2. Optimizacién simple o de un objetivo

Un problema de optimizacion simple puede plantearse como

min f(x), (1.1)
donde f : R® — R es una funcién a valores reales (funcién objetivo) y X C R". Si existe
r* € X tal que la desigualdad f(z*) < f(x) se cumple para todo x en X' , entonces z* es una
solucién del problema (1.1). En este caso se dice que z* es un punto de minimo (global) de f en
X (o que es un punto éptimo) y que f(x*) es el valor minimo (o valor 6ptimo) correspondiente.
Si existe un entorno N de z* tal que la desigualdad f(z*) < f(z) se cumple para todo z en
N N X, entonces se dice que z* es un punto de minimo local de f en X.

Obsérvese que este planteamiento también considera el problema
méx f(z) = min{—f(z)},
y por lo tanto el problema de hallar los puntos maximos de f en X es equivalente a encontrar
los puntos minimos de —f en X.
Por otra parte, se dice que z* es un punto de minimo irrestricto de f en X si z* € X'°
(interior de X’), mientras que z* es un punto de minimo restringido de f en X si z* € OX
(frontera de X'). Esta tltima definicién permite dividir el problema (1.1) en dos tipos:

1) Problema irrestricto

gg/{} f(z), (1.2)

donde X es un abierto en R" (posiblemente X = R").

2) Problema con restricciones
min f(x), (1.3)

zeX
donde X & R"™ no es un abierto.

En la mayoria de las aplicaciones el conjunto X en (1.3) es definido por restricciones de
igualdad y desigualdad de la forma

ga(z) <0, a=1,...,1,
gs(x) =0, B=1+1,....,m,

para ciertas funciones g; : R* — R (i = 1,...,m), o por restricciones de caja

El conjunto X es conocido como el conjunto factible del problema de optimizacion. Con
excepcién del caso lineal, el problema (1.3) es mucho méas complejo que el problema (1.2). Una
revisién mas detallada de (1.2) y (1.3) puede encontrarse en la literatura mencionada.



1.2.1. Programacién lineal

En el caso de que la funcién objetivo y las restricciones en el problema (1.3) son lineales,
obtenemos un problema de programacion lineal. Este tipo de problema es el que mejor se ha
desarrollado dentro de la teoria de optimizacion general. Si la funcién objetivo f es lineal y es-
tamos considerando m funciones de restriccién lineales, entonces podemos plantear el problema
(1.3) con f(z) = c"z (c € R") y el conjunto factible X definido por restricciones de igualdad o
desigualdad lineales.

Un problema de programacion lineal puede entonces ser planteado como

Minimizar c¢'z sujeto a Az >b, x >0, (1.4)
para el caso de restricciones de desigualdad, o como
Minimizar c¢'z sujeto a Az =b, x >0, (1.5)

para el caso de restricciones de igualdad, donde A es una matriz m x n (suponemos m < n)
y b € R™. Obsérvese que se pide ademas que el vector x sea no negativo, un requerimiento
importante en problemas de este tipo.

El problema (1.5) correspondiente a restricciones de igualdad se conoce como un problema
lineal estandar. Todo problema de la forma (1.4) puede ser transformado a un problema estandar
al intoducir la variable de holgura w = Az — b. De esta manera obtenemos el nuevo sistema:

(4 _1)<z):b

donde I denota la matriz identidad. Las restricciones en el nuevo sistema son x > 0, w > 0,
las cuales corresponden perfectamente con el problema esténdar (1.5).
[lustraremos estas ideas con un ejemplo sencillo.

Problema de la dieta (Strang [20], cap. 8). Supongamos que estamos realizando una dieta
con dos fuentes de proteinas: A y B. Cada porcién del alimento A proporciona una unidad de
proteina y la misma porcién del alimento B proporciona dos unidades de proteina, y se requieren
al menos cuatro unidades de proteina en la dieta. Por lo tanto, una dieta que contenga x
porciones del alimento A e y porciones del alimento B esta restringida por x +2y > 4 y también
por x > 0 e y > 0. Si cada porcién del alimento A cuesta $2 y la misma porcién de B cuesta
$ 3, entonces el costo total de la dieta es 2z + 3y. El problema es entonces proporcionar las
cantidades x e y de tales alimentos que satisfagan las restricciones impuestas y que minimicen
el costo total de la dieta.

En términos de (1.4) tenemos que

X
flz,y) = (2 3)( >:2x—|—3y

Yy
X={(r,y) eR* |2 +2y >4, >0, y >0}

donde ¢ = (2 3) y A= ( 1 2 ) El problema de la dieta se muestra en la figura 1.1. El
conjunto X se muestra como una region sombreada y se conoce como el conjunto factible del
problema lineal. Nétese que f(z,y) = d resulta ser una recta en R? para todo d € R. Si d; < ds,



T r+2y>4
T w >0 y>0
.
pol0,2)
H——F——1—>
. Q
21 4 3y = 12
2 4+ 3y =6

w43y =0
Figura 1.1: Problema de la dieta.

entonces la recta f(z,y) = dy se encuentra por encima de la recta f(z,y) = d; (todas son para-
lelas). Encontrar la solucién (z*,y*) a este problema es equivalente a encontrar el menor valor
d* € R tal que la recta f(z*,y*) = d* intersecte al conjunto X. Como puede observarse en la
figura 1.1, la solucién 6ptima al problema de la dieta es el punto (0, 2) correspondiente al costo
2x + 3y = 6, el cual coincide con el vértice P del conjunto factible. Esta solucién es factible
porque se encuentra en X', es Optima porque minimiza la funcién objetivo f y el costo 6 se conoce
como el valor minimo del programa lineal. Por lo tanto, la dieta éptima consiste en ingerir 2
porciones del alimento B y nada del alimento A. También podemos observar de la figura que
esta solucién es tnica y se encuentra en la frontera del conjunto factible. Esto estd garantizado
por la geometria, puesto que las rectas dadas por la funcién objetivo se mueven paralelamente
hacia arriba. Si las rectas hubieran sido paralelas a la arista P(), entonces existirian infinitas
soluciones al problema lineal. []

Como podemos observar en el problema de la dieta, la solucién 6ptima a tal problema se
encuentra en un vértice del conjunto factible. De acuerdo al teorema fundamental de progra-
macién lineal, ésta es la regla general para programas lineales que tienen solucion. Antes de
enunciar este teorema, necesitamos introducir una definicién formal de vértice del conjunto
factible. Para tal fin consideremos el problema estandar (1.5) y supondremos que la matriz A
tiene rango m. Entonces podemos elegir de las n columnas de A una cantidad de m columnas
linealmente independientes. Por simplicidad supongamos que elegimos las primeras m columnas
de A y denotamos por B a la matriz m x m formada por estas columnas. Entonces B es no
singular y por lo tanto podemos resolver de manera tnica la ecuacion

donde zp € R™. Al definir z = (zp,0) como el vector en R" con las primeras m componentes
iguales a las de x g y las restantes n —m componentes igualadas a cero, obtenemos una soluciéon
a la ecuaciéon Ax = b. De acuerdo a esto damos la siguiente definicion.

Definicién 1.2.1. Dado el programa lineal estindar (1.5), sea B la matriz no singular m x m
formada por m columnas de A linealmente independientes y sea rg € R™ la solucion a la
ecuacion (1.6). Si las n —m componentes de x € R™ no asociadas a las columnas de B son



1qualadas a cero y las restantes m componentes coinciden con las de xg, entonces se dice que
x es un punto factible bdsico de (1.5).

Estos puntos factibles basicos corresponden a los vértices del conjunto factible X'. El siguien-
te teorema sugiere una manera directa de hallar las soluciones de un programa lineal estandar.

Teorema 1.2.1. (Teorema fundamental de programacion lineal) Consideremos el programa
lineal estandar (1.5), donde supondremos que la matriz A tiene rango m. Si existe una solucion
optima del problema (1.5), entonces existe una solucion éptima que es factible bdsica.

La demostracion del teorema es dada en Luenberger et al. [11].

Del teorema anterior vemos que en principio podemos resolver tales problemas lineales
encontrando todos los vértices del conjunto factible y calculando sus costos. El vértice con
menor costo es una solucién z* al problema de programacion lineal. Puesto que encontramos
un vértice del conjunto factible al seleccionar m columnas de A linealmente independientes de

= m'(nn—lm)‘ vértices.

n
un total de n columnas, entonces esto nos da una cantidad de ( )

m
Pero realizar esto en la practica seria imposible, pues este nimero podria ser muy grande. Un
método novedoso para resolver tales problemas fué propuesto por George Dantzig en 1947 y se
conoce como el método simplex (Dantzig et al. [5], cap. 3). Este método es considerado una de

las ideas mas brillantes en matemaética computacional. EI mismo consta de dos fases:
» Fase I. Encontrar un vértice del conjunto factible X.

» Fase II. Ir de vértice en vértice a lo largo de aristas que garanticen un decrecimiento en
el costo (valor de la funcién objetivo f).

La parte importante del método radica en la fase II. En cada vértice podemos escoger
cualquiera de las aristas que concurren a éste; algunas de estas aristas nos alejan del punto x*
optimo pero desconocido y otros nos acercan al mismo. El método elige continuar el recorrido
por una arista que garantice que el costo decrece; esa arista conducird a otro vértice con un
costo menor, y asi sucesivamente. En algiin momento se alcanzara un vértice tal que todas las
aristas que concurren al mismo provocan un incremento en el costo. Este vértice es el punto x*
6ptimo buscado.

Haremos un ultimo comentario sobre programas lineales. Un concepto importante en pro-
gramacion lineal es el de dualidad, el cual resulta fundamental en aplicaciones. Cada problema
en programacion lineal tiene asociado un problema dual. Si el problema original es una mini-
mizacion, entonces su dual es una maximizacién y la solucién de uno coincide con la solucién
del otro. En el caso de (1.4), su dual se define como

Maximizar yb sujetoa y >0, yA <c (1.7)

con y un vector fila en R™. Como podemos ver de (1.7), el problema dual comienza con los
mismos A, by ¢ del problema original (1.4), pero invierte todo; lo iinico que permanece es la
restriccion de no negatividad y > 0. Volviendo al problema de la dieta, asi como el consumidor
debe calcular qué cantidades tiene que comprar de los alimentos A y B para obtener proteina a
un costo minimo, el problema dual lo enfrenta el farmacéutico que vende proteina sintética; él
quiere maximizar el precio p de su producto, pero ese precio esta sujeto a restricciones lineales
debido a que tiene que competir con los alimentos A y B. Si quiere vender su producto, éste
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no debe costar mas que la proteina proporcionada por el alimento A, la cual cuesta $2 la
unidad (es decir p < 2) o que la proteina proporcionada por el alimento B, la cual cuesta $3
las dos unidades (es decir 2p < 3). Ademas es claro que el precio debe ser no negativo (p > 0).
Como los requerimientos de la dieta son de cuatro unidades de proteina, entonces el ingreso del
farmacéutico sera de 4p, y el problema dual de la dieta de acuerdo a (1.7) (con y = p) puede

ser planteado como
1 2
Maximizar 4p sujetoa p >0, p 5 < 5
3

Obviamente, las restricciones pueden reducirse a 0 < 2p < 3 (6 0 < p < 35) y el precio
mdximo de la proteina sintética es de $1.50 . Por lo tanto, el ingreso méximo del farmacéutico
es de 4p =% 6 por cada venta. Este valor coincide con el costo minimo del problema de la dieta
y el consumidor termina pagando el mismo precio por la proteina natural y la sintética.

Una descripcién mas detallada sobre programacion lineal puede encontrarse en Luenberger

et al. [11] y Dantzig et al. [5)].

1.2.2. Programacién no lineal

El gran desarrollo que han tenido los algoritmos y el software para resolver problemas de
programacion lineal hacen de ésta una herramienta importante para resolver problemas en di-
versas areas. No obstante, muchos problemas reales no pueden ser representados o aproximados
adecuadamente como un programa lineal debido a la naturaleza no lineal de la funcién objetivo
o de las funciones de restriccién.

Un problema de programacién no lineal puede ser planteado como en (1.2) para el caso
irrestricto o como en (1.3) para el caso con restricciones. En esta seccién daremos un resumen de
programacion no lineal y mencionaremos algunos resultados tedricos que resultaran de utilidad
mas adelante.

A modo de ilustracién consideremos el siguiente problema sencillo (Bazaraa et al. [1], cap. 1).

Ejemplo. Hallar la distancia entre el punto (3,2) en R? y el conjunto delimitado por las
ecuaciones y = 22 — 3,y = 1 y x = 0 (figura 1.2).

Figura 1.2: Ejemplo de programacion no lineal con restricciones.

Este problema puede ser planteado como el siguiente programa no lineal con restricciones:



Minimizar
fla,y) = (z=3)"+(y — 2)°
sujeto a
gz, y) =2 —y—3<0,
g(z,y) =y —1<0,
g3(x,y) = —x <0.

La figura 1.2 ilustra el problema. Nétese que para toda constante r > 0, la ecuacion
f(x,y) = r? representa un circulo de radio 7 con centro en el punto (3,2). Puesto que queremos
minimizar f, debemos encontrar el menor valor de r tal que el circulo f(z,y) = r? intersecte
el conjunto factible X = {(z,y) € R? | gi(x,y) < 0, i = 1,2,3}. Como podemos observar
de la geometria de la figura, un circulo con el menor radio posible debe intersectar al con-
junto factible en el punto (2,1). Por lo tanto, la solucién éptima al programa no lineal es
(x*,y*) = (2, 1), el cual proporciona un valor minimo (distancia del punto (3, 2) al conjunto X)
igual a (2—3)2+(1-2)*=2. O

Naturalmente, la tendencia geométrica usada en el ejemplo anterior sélo resulta tutil para
problemas sencillos, pero resulta poco practico para problemas con més de dos variables o con
funciones objetivos o de restriccion mas sofisticadas.

Los principales resultados tedricos respecto de programaciéon no lineal se basan en determi-
nar condiciones de primer y segundo orden necesarias y suficientes para la existencia de puntos
optimos. En los siguientes teoremas supondremos que la funcién objetivo involucrada es de
clase C? en un entorno del punto z* € X.

Teorema 1.2.2. Sea f : R®* — R wuna funcion a valores reales, X un abierto en R" y
supongamos que x* es un punto de minimo (local) de f en X. Entonces

Vf(z*) =0 (condicion necesaria de primer orden)
y para todo vector h # 0 en R™ se cumple que
"V 2f(z*)h >0  (condicién necesaria de sequndo orden)
Reciprocamente, si x* es un punto en X tal que
Vf(z*) =0 (condicion suficiente de primer orden)
y para todo vector h # 0 en R™ se cumple que
W'V 2 (x*)h >0  (condicion suficiente de sequndo orden)
entonces existen numeros positivos 0 y m tales que
f(x) > f(@*) +ml|z — 2*||* para todo  tal que ||z — x*||<§

y por lo tanto x* es un punto de minimo local de f en X.

La demostracién del teorema es dada en Hestenes [9] (Teoremas 3.1 y 3.2) y en Martinez et
al. [13] (Corolario 2.1.9 y Teorema 2.1.10). Aqui usamos la notacién

Vf(z*) = (%(m*),...,;fn (x*))T




para denotar el gradiente de f en x*,

03f y 22f . o 8_2f .
@(I ) 0x10x2 (Z‘ ) 0210y (:L‘ )
V Zf(l’*) —
82f * a2f * e a_2f *
022021 ) By @) 222 (%)

para denotar la matriz Hessiana de f en x*, y

N 1/2
ol (zxz>
=1

para denotar la norma euclidea en R". Notese que la condicion necesaria de segundo orden en el
teorema nos dice que V 2f(z*) resulta definida no negativa y la condicién suficiente de segundo
orden establece que V 2f(z*) debe ser definida positiva.

La teoria de optimizacién se simplifica considerablemente para el caso convexo.

Definicién 1.2.2.

a) Un conjunto X C R™ se dice convero si para dos puntos cualesquiera x,y € X y para
todo escalar 0 < o < 1 se cumple que (1 —a)z +ay € X.

b) Si X CR™ es convezo, entonces una funcion f : X — R se dice convera si se cumple

que
f(l-a)z+ay) <(1-a)f(z)+af(y) VryeX, 0<a<l

Si solo se cumple la desigualdad estricta, entonces decimos que f es estrictamente conveza.

Y
m\
]

(a) (b)

Figura 1.3: (a) Conjunto convexo. (b) Conjunto no convexo.

La definicion 1.2.2 establece que un conjunto es convexo si para dos puntos cualesquiera
x e y en el conjunto se cumple que éste contiene al segmento que une ambos puntos (el cual
puede parametrizarse como (1 —a)z + ay, 0 < a < 1), como se muestra en la figura 1.3(a).
Un ejemplo de funcién estrictamente convexa se muestra en la figura 1.4.

A continuacion se introducen dos teoremas que resultaran ser de utilidad mas adelante.

Teorema 1.2.3. Sea X C R" un conjunto convezxo y abierto y sea f : X — R una funcion
convexa. St x* es un punto de minimo local de f en X, entonces x* es también un punto de
minimo global. El conjunto D de puntos minimos de f en X es convexo. St f es estrictamente
conveza, entonces D contiene a lo sumo un punto de minimo f en X.

Las hipétesis del teorema 1.2.2 pueden ser ampliamente debilitadas para el caso convexo.
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(1 —a) f(z) +af(y)
F(( =)z + ay)

Figura 1.4: Ejemplo de funcion estrictamente convexa f : R — R.

Teorema 1.2.4. Sea X C R™ un conjunto convexo y sea f : X — R una funcion conveza.
Entonces x* es un punto de minimo irrestricto de f en X si y solo si Vf(x*) = 0.

Las demostraciones de los teoremas 1.2.3 y 1.2.4 son dadas en Hestenes [9] (teoremas 5.1
y 5.3). Una demostracion del teorema 1.2.3 es también dada en Martinez et al. [13] (teorema
3.1.17).

Los teoremas mencionados anteriormente solo consideran el caso en el que X' es un abierto
en R™ (es decir, el caso de puntos de minimo irrestrictos). A continuacién daremos algunos
resultados tedricos para un programa no lineal con restricciones del tipo (1.3), donde el conjunto
factible X esta dado por restricciones de igualdad y desigualdad.

Sea entonces X ¢ R" definido por las restricciones

ga(l’) SO? Oé:]_,...,l, (18&)
gs(x) =0, B=1+1,....,m, (1.8b)
para ciertas funciones g; : R — R (i = 1,...,m) las cuales son, en general, no lineales.

Si | = 0, entonces sélo tenemos restricciones de igualdad y si [ = m, entonces solo tenemos
restricciones de desigualdad. Consideraremos un analisis local de estas restricciones en un punto
z* en X. Supondremos que estas funciones de restriccién son de clase C!' en un entorno de z*
cuando consideremos derivadas de primer orden y de clase C? en un entorno de z* cuando
involucremos derivadas de segundo orden. También asumiremos que z* no es un punto aislado
de X, es decir, para todo entorno N de z* se cumple que (N N X))\ {z*} # 0.

Haremos una distincién entre restricciones activas e inactivas en (1.8). Una restriccién del
tipo (1.8a) se dice que es activa en x* si g,(z*) = 0 y se dice inactiva si g,(z*) < 0. De
manera similar, diremos que un indice « es activo si la restriccion correspondiente a ese indice
es activa en el punto x* y diremos que es inactivo en caso contrario. Naturalmente, todas las
restricciones del tipo (1.8b) son activas en un punto x* € X y por lo tanto también lo son los
indices B =1+1,...,m.

Definimos las restricciones tangenciales en el punto x* por

(Vga(z™),h) <0, a=0q,...,q, (a; <), (1.9a)

(Vgs(z*),h) =0, B=1+1,...,m, (1.9b)
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donde aq, ..., a, son los indices activos menores o iguales a [. Aqui usamos

n
=1

para denotar el producto escalar en R".
A continuacién introducimos dos conceptos importantes en programacién no lineal.

Definicién 1.2.3.

a) Un vector h € R™ se dice que es tangente al conjunto X en el punto x* si existe una curva
suave x(t) (0 <t <0) contenida en X para algin 6 > 0 tal que x(0) =z* y 2/(0) = h.

b) Decimos que el problema de programacion no lineal (1.3) satisface la condicion de re-
gularidad de Kuhn-Tucker en un punto x* € X si todo vector h € R™ que satisface las

*

restricciones tangenciales (1.9) en el punto x* es un vector tangente a X en x*.

La definicién 1.2.3(a) es representada en la figura 1.5.

Figura 1.5: Vector tangente h en el punto z*.

El siguiente resultado es uno de los mas importantes en programacién no lineal.

Teorema 1.2.5. Supongamos que el problema de programacion no lineal (1.3) satisface la
condicion de reqularidad de Kuhn-Tucker en x* € X . Entonces existen niimeros reales A1, ..., Ay,
tales que

A >0 (a=1,...,1), con \y, =0 si a es un indice inactivo. (1.10a)

VF(z*) =0, donde F = f+)> Xjg;. (1.10b)

J=1

La funcion F' es conocida como el Lagrangiano y los nimeros Ay, ..., A, se conocen como
los multiplicadores de Lagrange. Las condiciones (1.10) son conocidas como las condiciones de
optimalidad de Karush-Kuhn-Tucker (condiciones KKT). Una prueba del teorema es dada en
Hestenes [9], teorema 7.1 (con una hipétesis de quasiregularidad sobre el punto x* mas general
que la hipédtesis de regularidad de Kuhn-Tucker). Las condiciones KKT del teorema 1.2.5 para
un problema de programacién no lineal (1.3) pueden ser escritas de manera equivalente como:
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Vf(x) +ijvgj(x) =0 (1.11a)

9o(2) <0, a=1,...,1 (1.11b)
g95(z) =0, B=1+1,....m (1.11c)
Aa ga(x) =0 (1.11d)
A >0, a=1,...,1 (1.11e)

Las ecuaciones (1.11b) y (1.11c) son las restricciones (1.8a) y (1.8b) respectivamente. Las
ecuaciones (1.11a), (1.11d) y (1.11e) son equivalentes a las ecuaciones (1.10) (ver Martinez et
al. [13], seccién 2.4).

La importancia del teorema 1.2.5 radica en que nos permite obtener condiciones suficientes
de primer y segundo orden para la existencia de puntos de minimo restringidos.

Teorema 1.2.6. Sea z* € X un punto en donde se satisfacen las condiciones KKT (1.11) y
supongamos que no existe un vector h # 0 tal que satisfaga las restricciones tangenciales (1.9)
en ¥ y que ademds cumpla

(Vf(z"),h) =0

entonces x* es un punto de minimo local de f en X.

Teorema 1.2.7. Sea 2* € X y supongamos que existe un vector h # 0 el cual satisface las
restricciones tangenciales (1.9) en x* y que ademds cumpla

(Vf(z*),h) =0

Supongamos ademds que para cada vector h # 0 de este tipo existe una funcion Lagrangiana F
definida por (1.10b) tal que
R"V2F(x*)h > 0

Entonces existe un entorno N de x* y una constante m > 0 tal que la desigualdad
fla) = f@*) +mllz — 2|

se cumple para todo x € NN X, es decir, x* es un punto de minimo local de [ en X.

Las demostraciones de los teoremas 1.2.6 y 1.2.7 son dadas en Hestenes [9] (teoremas 7.2
y 7.3 respectivamente). Una revision mds detallada sobre programacién no lineal puede ser
hallada en la literatura mencionada.
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Capitulo 2
Optimizaciéon multiobjetivo

En la seccién anterior consideramos el problema de minimizar (o maximizar) una funcién
objetivo f : R" — R a valores escalares. Sin embargo, en una gran cantidad de aplicaciones
es necesario resolver problemas de optimizacién que por su naturaleza involucran dos o mas
funciones objetivos, las cuales por lo general estan en conflicto, de modo que es imposible mini-
mizar todas simultaneamente. Los siguientes ejemplos ilustraran mas claramente lo mencionado.

Ejemplo 1.1 (Ehrgott [7], ejemplo 1.1). Supongamos que queremos comprar un automévil y
tenemos como opciones un VW Golf, un Opel Astra, un Ford Focus y un Toyota Corolla. Nues-
tra decisién de compra se basa en considerar el precio, el consumo de combustible y la potencia.
Estamos interesados en un vehiculo con el menor precio y consumo y con méaxima potencia. A
continuacién se muestra una tabla con los valores objetivos (los cuales son inventados) de cada
vehiculo.

Vehiculo Precio (1.000 €) | Consumo (35— | Potencia (kW)
N f2 3
VW Golf 16.2 7.2 66.0
Opel Astra 14.9 7.0 62.0
Ford Focus 14.0 7.5 55.0
Toyota Corolla 15.2 8.2 71.0

Este es un problema de optimizacion multiobjetivo que involucra tres funciones objetivos:
f1 (precio), f2 (consumo) y f3 (potencia). Queremos seleccionar un automévil (solucién 6ptima)
que minimice f1, fo y —f3 simultdneamente (maximizar f3 es equivalente a minimizar — f3).

De la tabla podemos ver que tal soluciéon 6ptima no existe. En efecto, el Ford Focus es la
opcién mas econdmica, pero el Opel Astra tiene el menor consumo y el Toyota Corolla la mayor
potencia, por lo tanto ninguno de estos vehiculos minimiza f;, fo y — f3 simultaneamente. De
esta forma, sin ninguna otra informacién adicional es imposible seleccionar una tnica solucién.
Sin embargo, observe que si consideramos en el problema una tnica funcién objetivo f;, i =
1,2,3 (problema de optimizacién simple) entonces una tnica eleccién éptima es obtenida di-
rectamente. [

Ejemplo 1.2. Para una mejor ilustracion, consideremos ahora el problema de optimizacion
multiobjetivo anterior que involucra unicamente las funciones objetivos f; y fo (precio y con-
sumo). La figura 2.1 ilustra fs en funcién de f; (espacio objetivo). En éste podemos ver que
tanto el VW Golf como el Toyota Corolla pueden ser descartados pues, por ejemplo, el Opel
Astra es mas econémico y de menor consumo que ambos (y por lo tanto es preferido a éstos).
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Figura 2.1: Espacio objetivo de ejemplo 1.2.

Sin embargo, no podemos descartar el Ford Focus, pues si bien el Opel tiene menor consumo,
el Ford es mas econémico. Nuevamente, no podemos hacer una tnica eleccién que minimice
los objetivos f; y fo simultdneamente y por lo tanto decimos que ambos, Ford y Opel, son
soluciones igualmente vélidas de nuestro problema de optimizacién multiobjetivo y forman, de
acuerdo a lo que definiremos mas adelante, el conjunto de soluciones eficientes. [

Ejemplo 2 (Collette et al. [3], seccién 1.6.3). Supongamos que queremos calcular las dimen-
siones de una viga de longitud L y seccion transversal cuadrada de lado a, la cual soporta una
carga puntual P en su centro (figura 2.2). Nuestro objetivo es obtener una viga con volumen
minimo, con el fin de ahorrar material, y que ofrezca la menor deformacién posible ante la carga
aplicada, debido a que una deformacién mas alla de lo deseable puede producir el colapso de
elementos de terminacién tales como cielorrasos o ventanales. Este es un problema tipico en
ingenieria.

>

Figura 2.2: (a) Viga sin carga. (b) Viga con carga. (c) Seccién transversal.
Supondremos en este ejemplo que se trata de una viga formada por un material homogéneo

(por ejemplo hierro) tal que se cumplen la ley de Hooke y las hipétesis de Navier-Bernoulli.
Bajo estas suposiciones, la deformacién maxima que sufre la viga por el efecto de una carga
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puntual en su centro es
PL3

dnar = 1557

donde [ es el momento de inercia correspondiente a la geometria de la seccién transversal (en
este caso [ = ‘f—;) y E es el médulo de elasticidad del material. Para los fines del calculo tomare-
mos los valores L = 100 cm, P = 100 kg y F = 2- 10° kg/cm?. También supondremos que, por
motivos de diseno, el lado a de la seccién transversal no debe ser mayor a 10 cm. Puesto que
en este caso minimizar el volumen de la viga es equivalente a minimizar el area de su seccién
transversal, entonces el problema puede ser planteado como:

Minimizar ) ( 2)3
10 - (10
2
S(a) =, dla) = ~a
48 -2-10° - —
12
sujeto a

0<a<10

donde S y d denotan el area y la deformacion respectivamente.

En la figura 2.3 se muestran los valores (5, d), los cuales fueron obtenidos seleccionando
valores aleatorios para a (con distribucién uniforme) en el intervalo [0, 10] y luego calculando
los valores correspondientes S(a) y d(a). Como puede observarse en la figura, las funciones
S y d estdn en conflicto; en efecto, para dos pares cualesquiera (Si,d;) y (Ss,ds) tenemos
que dy < dy cada vez que S; < S y viceversa. Esto es completamente intuitivo, pues es de
esperarse que una viga con un area transversal menor sufrird una mayor deformacién bajo los
efectos de la misma carga que una viga con un area transversal mayor. Luego, sin ninguna otra
informacion adicional es imposible seleccionar una tnica soluciéon 6ptima al problema y por lo
tanto es necesario realizar un balance agregado o compromiso (trade-off) entre todos los valores
factibles de a con el fin de elegir una tnica solucién. El conjunto {(S(a),d(a)) | 0 < a < 10} es
lo que definiremos mas adelante como el conjunto de puntos no dominados.

x10°

@
E
2r % 4
8

Figura 2.3: Espacio objetivo de ejemplo 2.

Obsérvese que para este ejemplo el planteo de un problema de optimizacién simple conside-
rando solo una funciéon objetivo, S 6 d, nos conduce a una solucion sin sentido, pues la solucién
al problema de minimizar solamente el area S nos lleva a obtener un “area nula”, mientras que
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el problema de minimizar solamente la deformacion d nos conduce a un “sobredimensionamien-
to” de la viga. [

Un problema de optimizaciéon multiobjetivo puede plantearse de manera general como

in 2.1

min F'(z), (2.1)
donde F' = (fi,...,f,) : R — RP es una funcién a valores vectoriales y cada funcién f;,
j =1,...,p, es una funciéon objetivo. En estos problemas R" es llamado el espacio variable o

espacio de decision y RP el espacio objetivo o espacio criterio. El conjunto X C R” es llamado el
conjunto factible en el espacio variable (en los ejemplos 1.1 y 1.2 tenemos que X = {VW Golf,
Opel Astra, Ford Focus, Toyota Corolla} y en el ejemplo 2 resulta X = [0,10]) y el conjunto
Y =F(X)CRP es llamado el conjunto factible en el espacio objetivo.

Como en el caso de optimizacion simple, un problema de optimizacién multiobjetivo puede
clasificarse como irrestricto si X es un abierto en R™ o con restricciones si X & R™ no es un
abierto, donde en este ultimo caso el conjunto X puede estar dado para fines practicos por
restricciones de igualdad y desigualdad del tipo

ga(x) <0, a=1,...,1,
gs(x) =0, B=1+1,....m,
para ciertas funciones g; : R — R, o por restricciones de caja
X={zeR" | <z <wu, lju; ER, i=1,... ,n}.

Si las funciones objetivos f; y las funciones de restriccion g; son lineales, entonces estamos ante
un problema de optimizacién multiobjetivo lineal (ver ejemplo 6 de seccién 2.2).

Como podemos ver de los ejemplos dados anteriormente, un problema de optimizaciéon mul-
tiobjetivo también puede clasificarse como continuo si los objetivos f; son funciones continuas
(ejemplo 2 y ejemplos 3, 4 y 6 de seccién 2.2) o como discreto si los objetivos f; son funciones
discretas (ejemplos 1.1, 1.2 y ejemplo 5 de seccién 2.2).

2.1. Conos y ordenes relacionados

En el caso de optimizacion simple, el significado de minimizar una funcién f : R* — R
sobre un conjunto X es claro: el punto z* € X es una solucién a tal problema si f(z*) < f(x)
para todo x € X. Como puede verse en este caso, el significado de minimo esta directamente
relacionado con el orden candénico < en R. Esto no ocurre en un problema de optimizacion
multiobjetivo. Puesto que no existe un orden candnico en R? para p > 2, entonces la definicién
de minimo en (2.1) estard relacionada con un determinado orden en R? previamente establecido.
No daremos aqui una descripcién detallada de érdenes, limitandonos sélo a los conceptos basicos
necesarios. Referirse a Sawaragi et al. [19] (seccion 2.3.1), Nakayama et al. [15] (secciones 1.1
y 1.2) v Ehrgott [7] (seccién 1.4) para una descripcién més detallada.

En primer lugar definiremos el concepto de cono en RP y posteriormente definiremos los
conceptos de pre-orden y de orden en RP relacionado a un cono.

Definicién 2.1.1. Un conjunto C C RP es un cono si para todo d € C y todo nimero real o > 0
se cumple que ad € C. Un cono C en RP se dice que es:

» Punteado si para todo d € C, d # 0, se cumple que —d & C, es decir, CN{—C} C {0}.
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= Convexo si éste es convero como un subconjunto de RP.

s Cerrado si éste es cerrado como un subconjunto de RP.

= Propio siC#0 y C # RP.

De la definicién de cono, podemos ver que C es un cono convezo si di+ds € C para todo dy, dy €
C (condicién (x)). En efecto, dados di,ds € C tenemos que (1 — a)d; € C y ady € C para
todo 0 < a < 1 por ser C un cono. Por lo tanto, si la condicién (x) se cumple, entonces
(1—a)d;+ady €C V0 <a<1,esdecir, C es convexo.

Definicién 2.1.2. Una relacion binaria “<7 en RP se dice que es un pre-orden si ésta es
reflexiva y transitiva, es decir

1) x<x VzeRr

2)Si x<y e y<z, entonces r <z Vuzx,y,z€RP.

Definicién 2.1.3. Dados x,y € RP, decimos que x < y (x es preferido a y) respecto de un
cono punteado y convero C C RP si y—x € C, es decir, si existe d € C tal que y =z +d.

Puede probarse (Ehrgott [7], teorema 1.17) que si C es un cono punteado y convexo tal
que 0 € C, entonces la relacién binaria “<” de la definicién 2.1.3 resulta ser un pre-orden
antisimétrico, es decir, también satisface

3) Si x <y e y<ux entonces z=y Vz,yecRP.

En este caso se dice que “<7” es un orden parcial en RP relacionado al cono C. Aqui estamos
interesados principalmente en un tipo de orden en RP, el cual definiremos a continuacién.

Sea C = RE = {(x1,...,2,) € R | 2, > 0 Vi=1,...,p} (el “octante” no negativo de
RP), entonces éste es claramente un cono punteado y convexo que contiene al 0. Consideremos
el orden parcial “<” relacionado a C = R”.. Definimos una nueva relacién binaria “<” en R?

(p = 2) por:

r<y <= zx<y, v#yY. (2.2a)

la cual podemos escribir de las maneras alternativas:

r<y <= y—czecRE, z#y. (2.2b)
r<y <<= y—xzeRl\{0} (2.2¢)
r<y <= z;<y; Vi=1,...,p, conzx; <y, paraalgin j=1,...,p. (2.2d)

Es claro que la relacién binaria definida en (2.2) resulta ser asimétrica (si x < y, entonces
y £ x Y,y € RP)y transitiva, es decir, un orden parcial estricto. Este orden “<” respecto del
cono C = R%\ {0} se conoce como el orden de Paretoy el concepto de optimizacién multiobjetivo
respecto de este orden se conoce como optimalidad de Pareto. La figura 2.4 ilustra el orden de
Pareto en R2.

Sawaragi et al. [19] desarrolla la teoria de optimizacién multiobjetivo para un cono arbitrario
C C Ry Eichfelder [8] considera también érdenes de distinta naturaleza. Jahn [10] desarrolla la
teorfa de optimizacién multiobjetivo para espacios vectoriales generales. Ehrgott [7] (capitulos
2 a 4) y Miettinen [14] consideran optimalidad de Pareto (C = R% \ {0}) que es el concepto de
optimalidad con mayor cantidad de aplicaciones.
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R3 \ {0}

Yy—x= (y1 —$1,y2—$€2)
1 Y1

Yor-mmmmmees Sy = (y1,92)

Figura 2.4: Tlustracion del orden de Pareto en R? (z < y).

2.2. Soluciones eficientes y puntos no dominados

En este trabajo estamos interesados en problemas de optimizaciéon multiobjetivo donde el
significado de “minimo” esta relacionado a la optimalidad de Pareto. Tales problemas pueden
plantearse como

min F(z) = min (fi(z),..., f(x)), p>2 (2.3)

zeX rzeX

donde X C R" y consideramos en el espacio objetivo R? el orden de Pareto definido en la seccién
anterior. Como ya mencionamos, si las funciones objetivos f;, j = 1,...,p, estan en conflicto,
entonces es imposible, sin informacion adicional, seleccionar una tunica solucion éptima. En
estos casos estamos dispuestos a aceptar un conjunto de soluciones, las cuales son consideradas
igualmente validas para el problema en cuestién. Llamaremos a éste el conjunto de soluciones
eficientes y a su imagen por F, el conjunto de puntos no dominados.

Teniendo en cuenta el orden de Pareto (2.2), podemos dar la siguiente definicién.

Definicién 2.2.1. Decimos que x* € X es una solucion eficiente del problema de optimizacion
multiobjetivo (2.3) si no existe un x € X tal que F(x) < F(x*), donde “<” denota el orden
de Pareto en RP definido en (2.2). El conjunto de soluciones eficientes es denotado por Xg.
Siy* = F(x*), con z* € Xg, entonces y* es llamado un punto no dominado. El conjunto
Yy = F (Xg) es llamado el conjunto de puntos no dominados.

Obsérvese que Xg C X'y que Yy C Y = F (X). El conjunto de soluciones eficientes también
es llamado la variedad de Pareto y el conjunto de puntos no dominados, el frente de Pareto.
A lo largo de esta seccion usaremos las palabras eficiencia y no dominancia por ser las maés
utilizadas en la literatura. El término “variedad de Pareto” sera introducido en la ultima sec-
cion, donde el conjunto de soluciones eficientes sera obtenido como una variedad paramétrica
de dimensién p — 1 en el espacio variable (cuando n > p).

Las siguientes definiciones equivalentes de eficiencia resultaran de utilidad:

1) 2* es una solucién eficiente si no existe = € X tal que F'(z*) — F(z) € RE \ {0}.

2) z* es una solucién eficiente si no existe = € X tal que fi(z) < fi(z*) Vi=1,...,p ¥y
fi(x) < fj(z*) para algin j =1,...,p.
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3) x* es una solucién eficiente si Y N (F(z*) — RY) = {F(z%)}.

Las definiciones 1 y 2 son consecuencias inmediatas de (2.2c) y (2.2d) respectivamente.
La definicién 3 se desprende de la definicién 1. En efecto, si existe x € X tal que F(x) €
YN (F(z*) —RE), con F(z) # F(x*), entonces en particular existe un d € R%, d # 0, tal que
F(z) = F(x*) — d, es decir, F(z*) — F(z) = d € R} \ {0}, por lo que z* no serfa eficiente de
acuerdo a la definicion 1.

De la definiciéon de solucion eficiente vemos que

Vv ={y" €Y | no existe y € Y tal que y < y*}. (2.4)

El siguiente ejemplo ilustrard mejor estas ideas.

Ejemplo 3 (Ehrgott [7], ejemplo 1.3). Consideremos el problema de optimizacién bi-objetivo
min (f1(z), f2(z))

reX

donde fi(x) =vVz +1, folz)=(x—2)?+1 y X ={z €R |z > 0}. En este ejemplo tenemos
a R como el espacio variable y a R? como el espacio objetivo.

6 f2

. 7

Figura 2.5: Graficas de f; y fo de ejemplo 3.

En la figura 2.5 se muestran las graficas de las funciones objetivos f; y fo para x € X. La
funcién fo tiene un minimo en z = 2 (como puede deducirse del hecho de que f; es convexa y
f(2) =0, ver teorema 1.2.4). La funcién objetivo f; es estrictamente creciente en X', mientras
que f5 es estrictamente decreciente en el intervalo (0,2] y estrictamente creciente en el intervalo
(2,00). De estas consideraciones podemos ver que cualquier x € (2,00) no puede ser una
solucién a nuestro problema, pues para un y € (2,00) con y < z tenemos que fi(y) < fi(z) y
f2(y) < fa(x), siendo por lo tanto y preferido a z. Considerando el orden de Pareto en R? esto
significa que (f:(y), fo(y)) < (fi(2), fo().

No obstante, si z € (0,2], entonces para cualquier y € X, y # x, se cumple una y sélo una de
las siguientes opciones (para x = 2 la opcién (b) no es considerada):

a) fily) < filz) y fa(y) > fa(z) si y € (0,2),
b) fily) > filx) vy foly) < folz) si y € (v,4— 1],
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¢) fily) > filx) v foly) > folx) si y € (4 —m,00).

Luego, ningtin z en éste intervalo puede ser ignorado pues para cualquier y distinto vemos
que x es preferido a y (opcién (c)) 6 y disminuye el valor de fi, pero aumenta el valor de f,
(opcidn (a)) 6 y disminuye (o iguala) el valor de fy, pero aumenta el valor de f; (opcién (b)). En
términos del orden de Pareto esto significa que si = € (0,2], entonces no existe y € X tal que
(f1(y), f2(y)) < (fi(x), f2(x)), es decir, z es una solucién eficiente. Concluimos que Xg = (0,2].

Noétese que la obtencion del conjunto eficiente Xp requirié de una clasificacion exhaustiva
de varios casos que pueden aumentar su dificultad para problemas més complejos. Una manera
mucho més simple de obtener tales soluciones es analizando el conjunto factible Y = F' (X) en
el espacio objetivo. Para tal fin definimos y; = f1(x), yo = fao(x) y expresamos y, en funcién de
y1 (teniendo en cuenta que z > 0):

=Va+tl = o=y -1 = p=(45-1)-2°+1=y -6y +10

Puesto que x > 0, entonces y; > 1. En la figura 2.6 se muestra el conjunto factible ) = F' (X))
en el espacio objetivo R2. La funcién g, = yi — 67 4 10 tiene un punto de minimo en y; = v/3,
como puede deducirse del hecho de que g, es convexa en el intervalo (1,00) e y4(v/3) = 0.

yz
RES TN

94

84

Figura 2.6: Conjunto factible ) y conjunto no dominado Yy de ejemplo 3.

De la figura podemos ver que si z = (yi,12) € Y es tal que y1 € (v/3,00), entonces
YN (z—R2) # {z}, mientras que si z* = (y},y5) € Y es tal que y; € (1,v/3], entonces
YN (2* —RZ) = {z*}. Por la definicién 3 de solucién eficiente tenemos que 2* = (yj,y3) € ¥
es un punto no dominado si y sélo si yi € (1,v/3], es decir Yy = {(y5,v3) € V| yi € (1, \/_]}
Se comprueba facilmente que Xp = (f1, fo) ' (Vn) = {z € X | (fi(2), f2(x)) € Yy} = (0,2]. O

En el ejemplo 3 se puede ver la utilidad grafica del cono RE para determinar el conjunto
Yn. En efecto, los puntos no dominados son aquellos y* € Y tales que la interseccion del cono
trasladado y* — RY. con el conjunto factible Y contiene a y* como unico punto (figura 2.7), es
decir,

In={y" eV YNy —RL) ={y}}. (2.5)

La igualdad (2.5) es una consecuencia inmediata de la definicién 3 de solucion eficiente.
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r— )N

y* ~RY

Figura 2.7: Conjunto no dominado Y.

A continuaciéon mostraremos los conjuntos no dominados de algunos problemas de optimi-
zacion multiobjetivo. En la figura 2.8 se muestra el conjunto no dominado del ejemplo 1.2.

fa
\
0 -
] -
. ®Lord
7 e Opel
6 T T T T T T T T = fl

Figura 2.8: Conjunto no dominado de ejemplo 1.2.

En la figura 2.3 se muestra el conjunto no dominado del ejemplo 2, aunque el mismo puede
ser obtenido directamente escribiendo la deformacion d en funcién del area S:
102 - (10%)?
S2

48 -2-10° - —
12

S=a> = d=

y graficando en el plano (S, d). El conjunto no dominado obtenido de esta manera se muestra
en la figura 2.9.

Ejemplo 4 (Collette et al. [3], seccién 1.6.3.2). Consideremos nuevamente el ejemplo 2 de la
viga, pero esta vez con una seccién transversal hueca como se muestra en la figura 2.10(a). El
objetivo es, como antes, minimizar el volumen de la viga y la deformacion que sufre debido a
una carga puntual centrada P. Tomando los mismos valores para la carga P, la longitud L y
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S(a)

Figura 2.9: Conjunto no dominado de ejemplo 2.

Figura 2.10: Secciones transversales con misma &area pero distinta geometria.

el médulo de elasticidad £ como en el ejemplo 2, podemos plantear el nuevo problema como

sigue:
Minimizar 02 o3
107 - (1
S<a’>b) =a’ — b27 d(a’v b) - ( (() ‘)1 b4)
a p—
48.2.10°.- 21—~/
8 0 B
sujeto a

0<a<10,0<b<6, a—b>1.

Las restricciones son impuestas para obtener valores de a y b no mayores a 10 cm y 6 cm
respectivamente y un espesor de la pared de la seccién transversal no menor a 0.5 cm.

En la figura 2.11 se muestra el conjunto no dominado )y. Las curvas mostradas en rojo
corresponden a distintos valores de b; a medida que el valor de b aumenta, la curva obtenida
se ubica por debajo de las otras curvas. Para valores a y b fijos, podemos deducir de la figura
2.11 que dos vigas con secciones transversales (a) y (b) de igual area (y por lo tanto de igual
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volumen) pero con distinta geometria (figura 2.10), se deforman de manera diferente ante una
misma carga P. En efecto, la viga con seccién transversal (a) sufre una menor deformacién ante
la carga P que la viga con seccién transversal (b). O

d(a,b)

Figura 2.11: Conjunto no dominado de ejemplo 4. Cada curva en rojo corresponde a un valor

fijo de b.

Ejemplo 5. Problema de la mochila (Correa et al. [4]). El problema cldsico de la mochila
(Knapsack problem) en su versién simple consiste en dar una mochila con cierta capacidad y
una serie de productos o items con un peso y un beneficio asociado (ambos positivos) a cada uno
de ellos. La tarea es entonces seleccionar el subconjunto de items que maximicen el beneficio
total y que puedan ser colocados dentro de la mochila sin exceder su limite de capacidad. Este
problema de optimizaciéon simple puede ser extendido al caso multiobjetivo al considerar dos o
méas mochilas. En este caso no existe una solucién éptima tnica sino un conjunto de posibles
combinaciones que permiten diferentes beneficios al introducir unos u otros elementos entre las
diferentes mochilas respetando sus respectivas capacidades. Dado un conjunto de n items y un
conjunto de p mochilas, sea b; ; el beneficio del j-ésimo item en la i-ésima mochila, w; ; el peso
del j-ésimo item en la i-ésima mochila y ¢; la capacidad de la i-ésima mochila. Entonces el
problema puede ser planteado como:

Maximizar

fz(x) = Zbi,jxj7 1= 1,. ., P,
j=1

sujeto a
z; € {0,1}, 7=1,...,n,

n
E wijr; < ¢y t=1,...,p,
J=1
donde z; = 1 si el j-ésimo item es seleccionado y x; = 0 en caso contrario.

En la figura 2.12 se muestra el conjunto no dominado para un problema con una cantidad
de 100 items y 2 mochilas', el cual fue resuelto aplicando un algoritmo genético (ver [4]). [

os datos pueden ser descargados de http://www.tik.ee.ethz.ch/sop/download /supplementary /testProblemSuite
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Figura 2.12: Conjunto no dominado de ejemplo 5.

Ejemplo 6. Consideremos el siguiente problema de optimizacién multiobjetivo lineal:

Minimizar
(21, 22) = (2271 — X9, —T1 + 51’2),
sujeto a
T1+ 19 <8,
—Z1 + T2 S 3,
0<x <6,
0 <z <4,

El conjunto factible X' en el espacio variable se muestra en la figura 2.13(a) y el conjunto
factible ) en el espacio objetivo junto con el conjunto no dominado )y se muestra en la figura
2.13(b). El conjunto ) es obtenido al tomar las imagenes de los vértices del conjunto X', como
se muestra en la tabla siguiente.

’ Vértices\ 1 \ T \ 2 \ 29 ‘
A 0 0 0 0
B 0 3 -3 15
C 1 4 -2 19
D 4 4 4 16
E 6 2 10 4
F 6 0 12 -6

Otros ejemplos de optimizaciéon multiobjetivo, asi como bibliografia, papers, tesis, software y
funciones de testeo con sus respectivos conjuntos no dominados (frentes de Pareto) pueden ser
consultados en la EMOO Web Page http://delta.cs.cinvestav.mx/ ccoello/ EMOO O

En lo que respecta al orden de Pareto, resulta de utilidad en optimizacién multiobjetivo
definir un orden en R? mas restrictivo, el cual lleva a un concepto mas débil de solucion eficiente.
Consideremos el cono C = (RY)° = {(z1,...,2,) € R? | 2; >0 Vi=1,...,p} y definamos el
orden “<” en RP (p > 2) por:

r<y <= y—uzec(RY)° (2.6a)
el cual podemos escribir de la manera alternativa:

r<y << z; <y Vi=1,...,p (2.6b)
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Figura 2.13: (a) Conjunto factible en el espacio variable. (b) Conjunto factible y conjunto no
dominado en el espacio objetivo.

Teniendo en cuenta este orden damos la siguiente definicion.

Definicién 2.2.2. Decimos que x* € X es una solucion débilmente eficiente del problema de
optimizacion multiobjetivo (2.3) si no existe v € X tal que F(x) < F(x*), donde “<” denota el
orden definido en (2.6). El conjunto de soluciones débilmente eficientes es denotado por Xyug.
Siy* = F(x*), con z* € Xyp, entonces y* es llamado un punto débilmente no dominado. El
conjunto Yun = F(Xug) es llamado el conjunto de puntos débilmente no dominados.

Otras definiciones equivalentes de eficiencia débil son:

1) z* es una solucién débilmente eficiente si no existe x € X tal que F(z*) — F(z) € (RY)°.

2) z* es una solucién débilmente eficiente si no existe © € X tal que f;(z) < fi(z*) Vi =
1,...,p.

3) z* es una solucién débilmente eficiente si Y N (F(z*) — (RL)°) = 0.

Las definiciones 1 y 2 son consecuencias inmediatas de (2.6a) y (2.6b) respectivamente.
La definicién 3 sigue de la definicién 1. En efecto, si existe z € X tal que F(x) € Y N
(F(x*) — (RE)°), entonces, en particular, existe d € (R%)° tal que F(z) = F(z*) — d, es decir,
F(z*) — F(z) = d € (R})°, por lo que z* no es débilmente eficiente de acuerdo a la definicién

1.
De las definiciones anteriores se desprende que

VYon ={y" €Y |noexisteye Ytalquey <y} ={y €Y | YNy —(RL)°) =0} (2.7)

Dado que x < y implica que = < y en R?, entonces X C X,,g v por lo tanto Yy C Vun-

Ejemplo 7. Consideremos el conjunto Y = [0,1] x [0,1] (figura 2.14). De (2.7) vemos que
Yun ={(y1,y2) €Y | y1 =06 y2 = 0}. En este caso Yy = {(0,0)}. O

Los conjuntos (débilmente) no dominados poseen ciertas propiedades, algunas de las cuales
son presentadas a continuacién.
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Figura 2.14: Conjunto débilmente no dominado Y.

Proposicién 2.2.1. YV,n C (Y + (RY))wn-

Demostracién. Supongamos que y € Y,n, pero y € (Y + (R%)°),n. Entonces existen
vy € (Y+ RY)°) yd e (RY)° tales que y = y' + d'. Por otra parte, existen y” € Yy
d’ € (RY)° tales que ¢/ = ¢y +d”. Luego y =y’ + (d' +d"), con d' +d" € (R%)° (por ser (R%)°
convexo, ver seccién 2.1). Esto implica que y € Vyn, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto
Vun C (Y + (RY)?)yy. B

La siguiente proposicién nos dice que el conjunto Yy se ubica “abajo y a la izquierda” del
conjunto ).

Proposicién 2.2.2. Yy = (Y + R ).

Demostracién. El resultado es trivial si ) = (), por lo que asumiremos lo contrario. Supon-
gamos que y € (Y +RY )y, peroy & Yn. Siy ¢ ), entonces existen vy € Yy d € R, d # 0,
tales que y = y' + d. Puesto que Y C (¥ + RE) (pues 0 € RY), esto dice que y & (¥ + RE ) w,
lo cual es una contradiccién. Si y € Y, entonces existe v € Y C (¥ + R%) tal que ¢y < y. Sea
d=y—y € RE\{0}, entonces resulta y = ' +d (con d # 0), lo cual implica que y & (Y+R% )y,
una contradiccién. Por lo tanto (Y + R% )y C Vy.

Reciprocamente, supongamos que y € Yy, pero y € (Y + RY)y. Entonces existen y' €
(Y+RY) yd e RE, d#0, tales que y = ¢ + d'. Por otra parte, existen ¢’ € Yy d’ € RE
tales que ¢ = y” + d”. Luego y = ¢ + (d' + d"), con d' + d" € RE (por ser RY convexo, ver
seccion 2.1) y d' + d” # 0. Esto implica que y € Yy, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto
IvC(V+RY)y. W

El resultado de la proposicion 2.2.2 es ilustrado en la figura 2.15.

Proposicién 2.2.3. (Y + )Y )n C v + Vi

Demostracién. Sea § € (Y + )')n, entonces existen y € Y, ¢y € V' tales que § = y + y/.
Supongamos que y ¢ Yy, entonces existen y” € Yy d € RY, d # 0, tales que y = y” + d. Luego
g=y"+vy +d,cony”"+y € Y+)', lo cual implica que § & (J+ ')y, una contradiccién. Por
lo tanto y € Vy. De igual manera tenemos que y' € Yy v por lo tanto g =y + 3 € Vv + V-
[
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— Ivn=Q+RY)N

Figura 2.15: Ilustracién de Proposicion 2.2.2.

Proposicién 2.2.4. (a))ny = a)n para todo nimero real o > 0.

Demostraciéon. Sea y € o)y, entonces existe ¢y € Yy tal que y = ay’. Puesto que ¢y € Y,
entonces y € ). Supongamos que y ¢ (a))y, entonces existen y” € Yy d € RE, d # 0, tales
que ay’ =y = ay” +d. Luego a(y’ —y”) = d y por lo tanto v/ — y” € RE \ {0}. Luego 3" < ¢/,
lo cual implica que y' € Yy, una contradiccién. Por lo tanto y € (a))n.

Reciprocamente, sea y € (a))y. Entonces y € a) y por lo tanto existe y € ) tal que
y = ay'. Supongamos que y' ¢ Yy, entonces existen y” € YV y d € RY, d # 0, tales que
Yy =y +d. Luego y = ay = o’ + ad, con ad € RE \ {0}(por ser R un cono, ver seccién
2.1), lo cual implica que y € (a))n, una contradiccién. Por lo tanto ¥’ € Yy y de esta manera
y=ay €aYy. N

La siguiente proposicién muestra que el conjunto Yy estd contenido en la frontera del
conjunto factible ).

Proposiciéon 2.2.5. Yy C 0).

Demostracion. Sea y € Y tal que y ¢ 0). Entonces y € Y° y por lo tanto existe un & > 0
tal que B(y,e) C Y, donde B(y,e) =y + B(0,¢) es la bola abierta de centro y y radio €. Por
lo tanto, dado d € RE \ {0}, existe un @ > 0 tal que ad € B(0,¢). Luego y — ad € Y, con
ad € RE \ {0}, lo cual implica que y ¢ Vy. W

Corolario 2.2.1. Si Y C R? es abierto 6 Y + RY. es abierto, entonces Yy = 0.

Demostracién. Se sigue de las proposiciones 2.2.2 y 2.2.5. B
Los resultados tedricos mas bésicos en optimizaciéon multiobjetivo tratan sobre condiciones
suficientes para la existencia de soluciones eficientes y puntos no dominados. En este trabajo

presentaremos algunos resultados sobre existencia de puntos (débilmente) no dominados, los
cuales naturalmente implican existencia de soluciones (débilmente) eficientes.

Teorema 2.2.1. 51 )Y C R? es no vacio y compacto, entonces YVyn # 0.
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Demostracién. Supongamos que YV,,n = (). Entonces por (2.7) tenemos que para todo y € Y,
existe ¢y’ € Y tal que y' <y, es decir y € ' + (R%)°. Por lo tanto

ye v+ ®)).
yeY

Dado que cada conjunto y + (R%)° es abierto, entonces la familia {y + (R%)°},cy es un
cubrimiento por abiertos de ). De la compacidad de ) tenemos que existe un subcubrimiento
finito, es decir

v |ty + @),
i=1
De esta manera, para cada i = 1,...,n existe algin j = 1,...,n tal que y* € y/ + (R%)°, es
decir 4/ < y*. Puesto que el ntimero de indices es finito, esto implica que para cadai=1,...,n

existen indices {J1,...,7m} C {1,...,n} tales que
Y>> >y >y

lo cual es absurdo. Por lo tanto Y,y # 0. B

La R’ —semicompacidad, definida a continuacién, es una propiedad que garantiza la exis-
tencia de puntos no dominados.

Definicién 2.2.3. Un conjunto Y C R? se dice que es RY. —semicompacto si todo cubrimiento
por abiertos de Y de la forma {(y' —RE)¢ | y* € Y, i € I}, con T un conjunto de indices,
admite un subcubrimiento finito.

Teorema 2.2.2. Si Y C R? es no vacio y RY —semicompacto, entonces Yy # 0.

Demostracion. Puesto que un elemento de Yy es un elemento minimal respecto al orden de
Pareto, deduciremos el teorema al demostrar que ) es inductivamente ordenado (toda cadena
en ) tiene una cota inferior) y aplicaremos el lema de Zorn para obtener un elemento y € Vy.

Supongamos lo contrario, es decir, que ) no es inductivamente ordenado. Entonces existe
una cadena Y% = {y'};ez en Y que no posee cota inferior. Por lo tanto

YNy —R)} =0

i€T
pues de existir un elemento 4 en la interseccién tendriamos que § < ¢ para todo i € Z, y por lo
tanto ¢ serfa una cota inferior de Y*. Luego, para cada y € Y existe y* € Y tal que y € y' —RE |
por lo que {(y* —R% ) “}ier es un cubrimiento por abiertos de ). Puesto que ' —RL C 3/ — RE
si y sélo si ¢ < 37, entonces estos conjuntos estan totalmente ordenados por la inclusién. Dado
que por hipétesis YV es RE —semicompacto, entonces este cubrimiento por abiertos admite un
subcubrimiento finito y por estar totalmente ordenados existe y € Y7 tal que

Yc(yo—RY)C

lo cual contradice el hecho de que y® € Y. Luego, ) es inductivamente ordenado y por el lema
de Zorn existe y elemento minimal de ), es decir, y € Vy. B

Puesto que la condicién de RY —semicompacidad es dificil de establecer, utilizaremos la
propiedad més fuerte de R”, —compacidad definida a continuacién.
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Definicién 2.2.4. Un conjunto Y C RP se dice que es RE —compacto si para todo y € Y el
conjunto Y N (y —RE) es compacto.

Proposicién 2.2.6. Si Y C RP es RE —compacto, entonces también es RY.—semicompacto.

Demostracién. Sea {(y* —R%)¢ | y* € Y, i € I} un cubrimiento por abiertos de ). Para un
indice ig € Z arbitrario, tenemos que {(y* —RY)¢ | y' € Y, i € Z, y* # y™} es un cubrimiento
por abiertos de Y N (y — RE), el cual es compacto debido a la RE —compacidad de Y. Luego
éste admite un subcubrimiento finito, el cual conjuntamente con (y* — R% )¢ forma un subcu-
brimiento finito de ). Por lo tanto Y es Rﬁ—semicompacto. [ |

Corolario 2.2.2. Si ) es Rﬂ— compacto, entonces Yy # 0.

Demostracion. Se sigue inmediatamente del teorema 2.2.2 y la proposicion 2.2.6. B

Puesto que Yy C Yun, entonces Von # 0 si Yy # 0. La reciproca, sin embargo, no es
cierta, como puede verse del ejemplo 7 tomando Y = {[0,1] x [0,1]} \ {(0,0)}.

2.2.1. Cotas del conjunto no dominado

En esta seccion definimos los puntos ideal y nadir como cotas inferior y superior del conjunto
de puntos no dominados. Estos puntos son usados principalmente como puntos de referencia
para obtener soluciones de compromiso.

Definicién 2.2.5.

a) Un punto y' = (yi,... ,y{,) € RP se dice que es un punto ideal del problema de opti-
mizacion multiobjetivo (2.3) si se cumple que

I . , )
= min f;(xz) = miny, =1....,p.
y_y rEX f]( ) yey y]7 j I 7p

b) Un punto y™ = (y,... ,yév) € RP se dice que es un punto nadir del problema de opti-
mizacion multiobjetivo (2.3) si se cumple que

N 7 , .
Y =max f;(r) = max y; =1....,p.
yj = méx fi() maxy;, j=1,....p

En la figura 2.16 se muestran los puntos 4’ e ¥V del conjunto Y = F(X). Obsérvese que en
la definiciéon de punto nadir, el médximo se toma sobre el conjunto eficiente Xg. Esto se debe
a que el punto y' = (v, ...,y,) € RP definido por y; = mé/%( fi(z) = Hlé;{ y; puede no ser una

TE ye

cota superior “ajustada” del conjunto )y, como se muestra en la figura 2.16.

También podemos notar de la figura 2.16 que y’ € ). Los puntos ideal y nadir no tienen
por qué pertenecer al conjunto factible, pero si ocurre que y! € Y, entonces este punto seria
claramente solucién al problema de optimizacién multiobjetivo (2.3) y en este caso tendriamos
que Yy = {y'}. Esto generalmente no ocurre, pues como ya hemos mencionado, en la gran
mayoria de los casos los objetivos estdn en conflicto y por lo tanto no es posible encontrar una
tunica solucién al problema (2.3).

De la definicion 2.2.5 vemos que el punto ideal puede ser hallado al resolver p problemas
de optimizacién de un objetivo, lo cual, en términos de optimizacién multiobjetivo, resulta
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Figura 2.16: Puntos ideal y nadir.

relativamente simple. Sin embargo, el calculo del punto nadir requiere resolver p problemas
de optimizacion restringidos al conjunto eficiente, algo que resulta mucho mas dificil, si uno
considera la complejidad que puede tener el calculo del conjunto Xz . De hecho, no se conoce
todavia un método efectivo para obtener el punto y~. Por este motivo, diferentes métodos
heuristicos son usados para obtener aproximaciones al punto nadir, como el uso de tablas pay-
off (Ehrgott [7], pag. 35), aunque el resultado de utilizar tal tendencia puede llevar a soluciones
que sobreestiman o subestiman en gran medida el valor de 4. No obstante, existe un caso en
el cual el punto nadir puede ser hallado con exactitud, y es cuando p = 2, es decir, en el caso
de problemas de optimizacién bi-objetivos. Las etapas para hallar y = (yV, yY¥) en tales casos
son descriptas a continuacion:

1) Resolver los problemas de optimizacién de un objetivo

y]I = gg}(lf]<x)> j = 1727

y obtener de esta manera el punto ideal y/ = (y!, yl).

2) Resolver los problemas de optimizacién de un objetivo con restricciones
yi' =min fi(z) sujeto a fo(x) < ;.

y, =min fo(x) sujeto a fi(x) <yi.

El punto ¥V = (yV,95) obtenido de esta manera es el punto nadir del problema de
optimizacién bi-objetivo.

De la definicion de punto nadir puede verse que este procedimiento para el caso bi-objetivo
funciona (esto puede ser chequeado facilmente en la figura 2.16). Sin embargo, éste no puede
ser generalizado para el caso p > 2, pues en tales casos no conocemos cuales objetivos deben
ser fijados en la etapa 2 del procedimiento anterior.

2.2.2. Caracterizacion geométrica de las soluciones eficientes

Los conjuntos Xg v X, g pueden ser caracterizados geométricamente. Para tal fin introdu-
cimos los conceptos de conjunto de nivel y curva de nivel de una funcién.
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Definicién 2.2.6. Un conjunto de nivel de una funcion f: X C R* — R enz € X es el
conjunto

{red | flz) < f(2)}

y una curva de nivel de f en T € X es el conjunto

{red | flz)=f(2)}

Finalmente, el conjunto de nivel estricto de f en x € X es definido como el conjunto
{red | flz)<[f(@)}

Denotaremos al conjunto de nivel, curva de nivel y conjunto de nivel estricto de f en
T € X por {f(z) < f(2)}, {f(z) = f(@)} y {f(z) < f(Z)} respectivamente. Obsérvese que
7 {f(@) < (@)} y & € {f(x) = F(@)}, pero & & {f(z) < f(2)}.

Consideremos como ejemplo un problema de optimizacién multiobjetivo (2.3), con n = p =
2, v consideremos también los conjuntos y curvas de nivel en el espacio variable R? de las
funciones objetivos hipotéticas f; y fo en 2, como se muestra en la figura 2.17.

Figura 2.17: Curvas y conjuntos de nivel de f; y f2 en z.

Como podemos observar, & no puede ser eficiente, pues es posible seleccionar un punto
z* € {fi(z) < fi(@)} N{fa(x) < f2(2)}, es decir, 2" es tal que fi(z") < fi(2) y f2(z") < fa(2).
Mas atn, de lo anterior se desprende que & tampoco puede ser débilmente eficiente. Para que
esto suceda deberfamos tener {fi(z) < fi(2)} N {fa(x) < f2(2)} = 0. El siguiente teorema
expone estas ideas mas claramente.

Teorema 2.2.3. Dado un problema de optimizacion multiobjetivo (2.3), sea & € X y conside-
remos las curvas y conjuntos de nivel de las funciones objetivos fi, ..., f, en &. Entonces

1) % es una solucion eficiente si y sdlo si
p
{fi@) < fid)} = ﬂ{fz fi
i=1

2) & es una solucion débilmente eficiente si y sélo si

(2)}-

H>

ﬂ{fz < fil@)} = 0.
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Demostracién.

1) Z es una solucién eficiente si y sélo si no existe x € X tal que fi(z) < fi(%) Vi =
L...,p v fi(x) < f;(2) para algin j = 1,...,p, si y sélo si no existe € X tal que

p
r € N{filz) < fi(2)} y v € {fj(x) < f;(2)} para algin j = 1,...,p, si y sélo si
i=1
p p
,Ol{fi(ﬂ?) < fil@)} = ‘Ol{fi(ﬂf) = fi(2)}.
2) & es una solucién débilmente eficiente si y sélo si no existe x € X tal que fi(z) <

p
fi(@) Yi=1,...,p,siy sélosino existe x € X tal que z € ({fi(x) < fi(Z)}, si y sblo
i=1
p
i () {ie) < @)} = 0. m

Como podemos ver del teorema 2.2.3, si & es una solucién (débilmente) eficiente, entonces
las curvas de nivel son tangentes en el punto z.

Una ultima observacion, la cual involucra los gradientes de las funciones objetivos, mo-
tivara la introduccién de un método importante de caracterizacion de soluciones eficientes.
Siguiendo con el ejemplo bi-objetivo de la figura 2.17, supongamos el caso en que el punto Z re-
sulta ser una solucién débilmente eficiente, es decir, el caso en donde { f1(x) < f1(Z)}N{f2(x) <
f2(2)} = 0, como se muestra en la figura 2.18. Supongamos ademds que V f;(Z) # 0, i = 1, 2.

Figura 2.18: Z es una solucién (débilmente) eficiente.

Puesto que Vf;(Z) apunta en la direccién de méximo crecimiento de f; y por lo tanto es
normal a la curva de nivel {fi(z) = fi(2)}, i = 1,2, entonces podemos observar que Z es una
solucion débilmente eficiente si existe un ntmero real A > 0 tal que

V(&) = =AV fo(2).

Una generalizacion de esta idea nos muestra que = es una soluciéon débilmente eficiente si
existen nimeros reales \; > 0y Ay > 0 tales que

MV fi(Z) = =XV fo(2),

o equivalentemente
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Esta generalizacion es realizada para incluir el caso Vf1(2) = 0 6 V fo(2) = 0. Obsérvese
que el lado izquierdo de la igualdad (2.8) es la derivada de la funcién f = A fi + A2 f2 valuada
en . Por la teorfa de optimizacién simple (teorema 1.2.2) sabemos que si & es un punto de
minimo de f, entonces la igualdad (2.8) es satisfecha (esto es un “si y sélo si” para el caso
en que f es convexa, ver teorema 1.2.4). Esto sugiere que, en principio, podria obtenerse las
soluciones (débilmente) eficientes de un problema de optimizacién multiobjetivo al obtener los
puntos de minimo de ciertas combinaciones lineales de las funciones objetivos. Estas ideas son
la motivacion para el método de escalarizacién que se introduce en la seccién 2.4.1.

2.3. Eficiencia y no dominancia propia

Como podemos ver de la definicién dada en la seccion 2.2, una solucion eficiente x* es tal
que no es posible lograr una disminucién en el valor de un objetivo f; sin provocar el aumento
en al menos otro objetivo f;. Estos balances entre valores de los objetivos pueden resultar ser no
acotados, es decir, una pequena disminucién en el objetivo f; puede provocar un gran aumento
en el objetivo f;. Para eliminar estos balances no acotados se introduce un concepto de efi-
ciencia més fuerte, el de eficiencia propia. En esta seccion daremos cuatro tipos de definiciones
de soluciones propiamente eficientes: segiin Borwein, Benson, Geoffrion y Kuhn-Tucker. Tanto
Geoffrion como Kuhn y Tucker definen eficiencia propia en el sentido de Pareto (C = RE \ {0}),
mientras que Borwein y Benson tratan con eficiencia propia respecto de conos cerrados y con-
vexos C C R? més generales. Antes de introducir éstos necesitamos las siguientes definiciones.

Definicién 2.3.1. Sea Y C RP. Entonces

a) Dado y € Y, el cono tangente a Y en el punto y es el conjunto

TV, y) = {h ERP | h= lim & _y}
k—o00 tk
para cualquier sucesion {t;.} C R tal que ty k—> 0 y para cualquier sucesion {y,} C Y tal
— 00
que Yk k_>—0>o y.

b) El cono generado por ) es el conjunto

PQ)={heR |h=ay, a>0, y€V}.

De la definicién es inmediato que P()) es un cono que contiene al 0. El hecho de que T'(Y, y)
es un cono se prueba en la proposicién 2.3.1. Cada vector h € T'(),y) es llamado un vector
tangente secuencial al conjunto ) en el punto y. Esta es una generalizacién de la definicién de
vector tangente curvilineo dado en la definicién 1.2.3(a). En efecto, si h = 2/(0) para alguna

curva suave z(t) (0 < ¢t < §) contenida en Y tal que y = (0), entonces h = kh’m %
— 00

tomando por ejemplo t;, = % e yr = x(tg); sin embargo, un vector tangente secuencial puede
no ser un vector tangente curvilineo. Un ejemplo de cono tangente y cono generado por un
conjunto es mostrado en la figura 2.19.

La siguiente proposicién muestra algunas propiedades del cono tangente y el cono generado
por un conjunto. La notacién cl(S) denota la clausura del conjunto S.

Proposicion 2.3.1. Sea Y C RP ey € ). Entonces
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.y .

T(Y,y) P(Y)

Figura 2.19: Cono tangente y cono generado por ).

1) El cono tangente T(Y,y) es un cono cerrado que contiene al 0.

2) T(Y,y) Ccl(P(Y —vy)). Si ademds el conjunto Y es convexo, entonces

T(V,y) = cl(P(Y —y))

Demostracién.

)

Sea ykt; Y s he T(Y,y), con t, — 0 e yr —> y. Si @ > 0, entonces %"3 — 0 y por

(Yx —¥)
Ly,

lo tanto & — ah € T(Y,y), luego T'(),y) es un cono. Para ver que es cerrado,

sea {hy} una sucesién en T(Y,y) tal que hy — h € RP. Entonces para cada indice k fijo
k

existen sucesiones {t'} C R e {y¥} C Y tales que t;‘C‘H—OZOJ Yy Jjoy y % i Y P
J

Jj—o0

Por lo tanto

Yy —y

k
t

k _
—h yjtk;y_hk
J

<

+||hk —h|| — O
J,k—o0

k j—
Luego Yi n: Y — h e T(Y,y)y por lo tanto T(Y,y) es cerrado.
; —00

)

Es claro que 0 € T'(),y), tomando, por ejemplo, yr = y para todo k.

Para probar que T(Y,y) C cl(P(Y —vy)), sea h € T(Y,y). Entonces existen sucesiones

{ts} CRe{y} C YV talesquety — 0, yp —>yy ykt; Y 5 h. Puesto que para cada

indice k fijo tenemos que y, —y € () —y), entonces %(yk —y) € P(Y —vy) y por lo tanto

ykt; Y s hecdPy—y)).

Supongamos ahora que ) es convexo y sean h,h' € P()). Entonces h = ay, ' = o'y/,
a o

a+ad  a+d

con y,y € Yy a,a > 0. Puesto que ) es convexo y = 1, entonces

ay —"_ @/y/ _ny—FO/yl
a+d  a+d  a+d

/!
generado por un conjunto resulta que (« + a’)a:gé—:_—aoﬁ =ay+dy =h+heP)y

€ V. Dado que a+a’ > 0, entonces de la definicién de cono

por lo tanto P()) es convexo.
De lo anterior es claro que c¢l(P(Y — y)) es un cono cerrado y convexo (pues Y — y
es convexo si ) es convexo). Para probar que cl(P(Y —y)) C T(Y,y), basta probar que
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P(Y—y) C T(Y,y), pues por la parte 1 de la proposicién sabemos que T'(), y) es cerrado.
Sea entonces h € P()Y —y), h # 0. Luego h = a(y’ — y) para algin ¢/ € Y y o > 0.
Definamos la sucesién {y;} por

_ (4 1 n 1,
Ye = 2 Y ky
Entonces de la convexidad del conjunto ) tenemos que {yx} C ). Sea la sucesion de
nimeros reales {t;} definida por t; = ﬁ. Entonces i(yk —vy) = a(y’ — y). Puesto que
tr — 0 vy yp —> y, entonces

Y — Y
122

—aly —y) =heTQ,y)

como queriamos demostrar. W

A continuacién definimos eficiencia propia segin Borwein.

Definicién 2.3.2. (Eficiencia propia de Borwein) Un punto x* € X se dice que es una solucion
propiamente eficiente de (2.3) si

T(Y+RL, F(a")) N (-RY) = {0}

En la definicién es posible reemplazar el cono R por un cono cerrado y convexo arbitrario
C C RP en el caso de considerar eficiencia respecto del cono C. La siguiente proposiciéon muestra
que las soluciones propiamente eficientes (segun Borwein) son también soluciones eficientes.

Proposicién 2.3.2. Six* € X es una solucion propiamente eficiente de (2.3) en el sentido de
Borwein, entonces x* es también una solucion eficiente.

Demostracion. Supongamos que z* no es una solucién eficiente, entonces existen y € Yy
deRE, d+#0, tales que F(z*) = y + d. Sea la sucesion {d;} C R" definida por

1
y sean las sucesiones {y;} C (¥ +R%) y {tx} C R definidas por

Yp =Yy +dg

v 1
£=3
entonces

t, — 0

1

yp — (%)
Lk

——d—> —d
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De esta manera T'(Y +RE, F(2*)) N (—=R%) # {0} y por lo tanto =* no es propiamente eficiente
en el sentido de Borwein. W

La reciproca de la proposicion 2.3.2 no es cierta, como puede verse en el siguiente ejemplo.

Ejemplo. Sea X = {(z1,72) € R?* | 22 + 23 < 1} y consideremos las funciones objetivos
fi(z) =z y folz) =z (por lo tanto X = )). Entonces los puntos y; = (—1,0) e yo = (0, —1)
son soluciones eficientes (y también puntos no dominados) pero no son propiamente eficientes
en el sentido de Borwein pues T(Y+R?, y;) N (—R%) = {(z1,22) € R | 2; = 0} # {0}, i = 1,2,
(ver figura 2.20). O

Figura 2.20: Soluciones ¥; e y» eficientes pero no propiamente eficientes segiin Borwein.

A continuacion definimos eficiencia propia en el sentido de Benson.

Definicién 2.3.3. (Eficiencia propia de Benson) Un punto z* € X se dice que es una solucion
propiamente eficiente de (2.3) si

d(P(Y+RL — F(2%))) N (-RL) = {0}

Al igual que en el caso de la eficiencia propia de Borwein, es posible reemplazar el cono
R® por un cono cerrado y convexo arbitrario C C RP en el caso de considerar eficiencia en un
sentido mas amplio.

Las siguientes definiciones resultaran de utilidad.

Definicién 2.3.4.
1) Un conjunto Y C RP se dice que es R‘i—convexO st el conjunto Y + Rfr es Cconvexo.

2) Un conjunto Y C RP se dice que es Rﬂ—cermdo st el conjunto Y + Rﬂ es cerrado.
Claramente un conjunto convexo es R —convexo y un conjunto cerrado es R —cerrado. En
la figura 2.15 se muestra un conjunto no convexo y no cerrado Y el cual es R —convexo y

R” —cerrado.
El siguiente teorema da una relacién entre las eficiencias propias de Borwein y Benson.
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Teorema 2.3.1. Si z* € X es una solucion propiamente eficiente de (2.3) en el sentido de
Benson, entonces también es una solucion propiamente eficiente en el sentido de Borwein. Si
X es un conjunto convexo y los objetivos f; son funciones convezas (o equivalentemente si el
conjunto Y es R — convezo), entonces las definiciones de eficiencia propia de Benson y Borwein
coinciden.

Demostracién. Por la proposicién 2.3.1 tenemos que T(Y + RE, F(z*)) C cl(P(Y + RE —
F(z*))) y por lo tanto la eficiencia propia de Benson es mas fuerte que la eficiencia propia de
Borwein. Si X es un conjunto convexo y los objetivos f; son funciones convexas, entonces el
conjunto Y = F(X) es RY—convexo (Sawaragi et al. [19], proposicién 2.1.22) y nuevamente
por proposicién 2.3.1 resulta T(Y + RY, F(z*)) = cl(P(Y +R% — F(z*))), en cuyo caso ambas
definiciones coinciden. W

A continuacién definimos eficiencia propia segun Geoffrion.

Definicién 2.3.5. (Eficiencia propia de Geoffrion) Un punto z* € X se dice que es una
solucion propiamente eficiente de (2.3) si éste es una solucion eficiente y si existe un nimero
real M > 0 tal que para cada indice i y cada x € X satisfaciendo fi(x) < fi(z*), existe un
indice j tal que f;(xz*) < f;(z) y
filz") — fi(x) <M
fi(@) = f(x*)
En la definicion de Geoffrion puede verse mas claramente el concepto de soluciones eficientes
con balance acotado entre los objetivos. El siguiente teorema muestra que en el caso del orden
de Pareto, las definiciones de eficiencia propia de Benson y Geoffrion coinciden.

Teorema 2.3.2. Un punto x* € X es una solucion propiamente eficiente de (2.3) segin Geo-
ffrion si y solo si éste es una solucion propiamente eficiente segiun Benson.

Demostracion. Supongamos que x* es una solucién eficiente pero no es propiamente eficiente
segin Benson. Luego, existe un vector d # 0 tal que

d € c(P(Y + R — F(z*))) N (~R?).

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que d; < —1y d; <0,i=2,...,p (de lo contrario
podemos reordenar los objetivos f; y reescalar d). Sean las sucesiones {t;} C R, {dx} CRY y
{zx} C X tales que

es decir
te(fi(zg) + (di); — fi(2") —d; Vi=1,...,p (2.9)
con t;, > 0. Al tomar una subsucesion de ser necesario podemos suponer que el conjunto de
indices
I'={2<i<p]| filzx) > fi(z")}

sea el mismo para todo indice k. Puesto que z* es eficiente, tenemos que I # ().
Tomemos un ntimero positivo M. Entonces de la convergencia (2.9) existe un ntimero kg tal
que para todo k > kg se cumple que

1

hl@y) = f@") < =5
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1

7 7 S 27‘ ’— 9 b 9
(2 k (2 — 2 7‘ ’—5 Y

y entonces
hla) = filor) _ 2M,
filww) = fi(z*) = 24,
Por lo tanto x* no es propiamente eficiente en el sentido de Geoffrion.

Reciprocamente, supongamos que x* es una solucién eficiente pero no es propiamente efi-
ciente en el sentido de Geoffrion. Sea { M} } una sucesion no acotada de niimeros reales positivos.
Entonces, al reordenar los objetivos f; de ser necesario, podemos suponer que para cada indice
k existe un punto zy € X tal que fi(zg) < fi(z*)y

fl(fl?*) - fl(fb“kz)
fi(zr) — fi(z*)

para todo indice ¢ = 2,...,p tal que f;(z*) < fi(xy). Al tomar una subsucesién de { My} de ser
necesario podemos asumir que el conjunto de indices

I={2<i<p]| fi(z") < fi(xr)}

es el mismo para todo indice k. Puesto que z* es eficiente, entonces I # ().
Definimos la sucesién {t;} C R por

> M,

1
fi(@*) = fulwe)

entonces ¢ > 0 para todo k. Definimos ahora la sucesién {d}.} C Rf por

ty =

; 0 parai=1 6 i€l
L { fila®) = fiwy) parai£l, il
entonces
m@@m+ﬁ—ﬂﬂ»={_lp””_l.
0 parai £ 1, i & [
0 < (i) + i = fie") = tlhlew) ~ ")) < 5 Vi€
Sea

di = Jim [ fi(w) +di = fi@)),

Claramente d; = —1 y d; = 0 cuando i@ # 1 e i € I. Puesto que {M;} es una sucesién no
acotada de nimeros reales positivos, entonces

d; =0, Viel.
Por lo tanto

d=(-1,0,...,0) € d(P(Y +R: — F(z*))) N (—~R%)
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y =¥ no es propiamente eficiente en el sentido de Benson. W

Finalmente introducimos el concepto de eficiencia propia segin Kuhn-Tucker. Para tal fin
consideremos el problema de optimizacién multiobjetivo con restricciones

min F(z) = I;él}(l (fi(z),..., fp(x)) (2.10)

reX
donde el conjunto X esta definido por las restricciones de igualdad y desigualdad
ga(x) <0, a=1,...,1,
gs(x) =0, B=1+1,....m.

Sea x* € X. Al igual que en la seccion 1.2.2 consideremos las restricciones tangenciales

(Vga(z"),h) <0, a=aq,...,0; (0 <), (2.11a)
(Vgs(z*),h) =0, B=1+1,...,m, (2.11Db)
donde a4, ..., a, son los indices activos menores o iguales a [. Asumimos que tanto las funciones

objetivos f; como las funciones de restriccion g; son continuamente diferenciables.

Definicién 2.3.6. (Eficiencia propia de Kuhn-Tucker) Un punto x* € X se dice que es una
solucion propiamente eficiente del problema multiobjetivo con restricciones (2.10) si éste es
eficiente y no existe h € RP tal que satisfaga las restricciones tangenciales (2.11) y que ademds
cumpla

(Vfi(z*),h) <0 para algin j.

Teorema 2.3.3. Supongamos que el problema de optimizacion multiobjetivo (2.10) satisface
la condicion de regularidad de Kuhn-Tucker en el punto x* € X (definicion 1.2.3(b)). Si z* es
una solucion propiamente eficiente de (2.10) segun Geoffrion, entonces es también propiamente
eficiente segun Kuhn-Tucker.

Demostracion. Supongamos que x* es una solucién eficiente pero no es propiamente eficiente
segun Kuhn-Tucker. Entonces existe un vector h € RP que satisface las restricciones tangenciales
(2.11) y tal que cumple (reordenando los objetivos f; de ser necesario)

(Vfi(x*),h) <0 Vi=2,...,p, (2.12a)

(Vfi(z%),h) <0. (2.12b)

Sea z(t) (0 < t < 0) una curva suave contenida en X tal que z* = z(0) y h = 2/(0) y
consideremos una sucesion {t;} C R de nimeros positivos tal que ¢, — 0. Tomando una
subsucesion de {t;} de ser necesario podemos asumir que el conjunto de indices

I={2<i<p]| file") < filz(t)}

es el mismo para todo k. Puesto que z* es eficiente, entonces I # (). Considerando el desarrollo
de Taylor de primer orden alrededor de x* tenemos que

Fi@(t) — fi(x*) = te(Vfi(a*), h) + o(ty) > 0, Vi€l (2.13)
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donde el término o(t) es tal que Ogik) — 0. Combinando (2.13) con la desigualdad (2.12a)
obtenemos

(Vfi(z*),h) =0, Viel.
Luego, de (2.12b) tenemos que —(V fi(z*),h) > 0 y por lo tanto

Sile™) — filee) —(Vfi(z"),h) + Ogtik) NS
Fiow) = 1) (g ),y + 2Afa)

es decir, * no es propiamente eficiente segin Geoffrion. W

Por los teoremas 2.3.1 y 2.3.2 dados anteriormente, tenemos que si x* es propiamente efi-
ciente en el sentido de Benson, entonces también es propiamente eficiente en el sentido de
Geoffrion y Borwein. Si ademas estamos considerando el problema de optimizaciéon multiobje-
tivo con restricciones (2.10) tal que satisface la condicién de regularidad de Kuhn-Tucker en
x*, entonces este punto es también propiamente eficiente segiin Kuhn-Tucker de acuerdo a los
teoremas 2.3.2 y 2.3.3. Por lo tanto, de aqui en adelante siempre nos referiremos a la eficiencia
propia en el sentido de Benson, a menos que sea enunciada otra cosa. Denotaremos al conjunto
de soluciones propiamente eficientes por X,g. Si y = F(x), con x € &, g, entonces llamaremos
a y un punto propiamente no dominado. El conjunto de puntos propiamente no dominados es
denotado por Y,y = F(AX,g). Claramente tenemos que X,z C Xg e Y,y C Vn.

2.4. Caracterizacion de soluciones eficientes

A continuacién introducimos dos tipos de caracterizacién de soluciones eficientes, las cuales
son la base para una gran cantidad de métodos desarrollados para encontrar tales soluciones.

2.4.1. Caracterizacion por escalarizacién

Consideremos el problema de optimizacién multiobjetivo

min F(z) = min (f1(z),..., fp(z)), p > 2, (2.14)

zeX reX

P

y para un vector A = (A1,...,\,) € R\ {0}, definamos la funcién fi = > A, fi. Veremos cémo
i=1

estan relacionadas las soluciones (débilmente) eficientes y propiamente eficientes del problema

de optimizacién multiobjetivo (2.14) y las soluciones de los problemas de optimizacién simple

min f(z) = I;éiEZAifi(x), A€ R2\ {0}. (2.15)
=1

Estos problemas de optimizaciéon de un objetivo también pueden ser escritos como

min (A, ), A € R% \ {0},

yey

donde el minimo se toma sobre el conjunto factible ) = F(X).
Comenzamos definiendo el conjunto

SOY) = {5 € V| (\g) = min (L 9)}.
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Figura 2.21: Representacién geométrica del conjunto S(A, ).

Un ejemplo es dado en la figura 2.21, donde tenemos que A € (RE)° y que S(A\, V) = {y1, 92}
(un punto y € Y estd en el conjunto S(A,)) si éste da la menor proyeccién sobre la direccién
de ). Nétese también que S(A,Y) C Vy. Probar esta relacién serd uno de los objetivos de esta
seccién.

Es claro que el conjunto S(\, ) no es modificado si normalizamos el vector A para obtener
| Alli= A1+ ...+ A, = 1. Definamos los conjuntos

DY) = |J SNy, D)= |J S\
XERD\{0} A€ (RY)®
A, =1 A, =1

Claramente tenemos que D(Y) C D(Y).

o

Proposicién 2.4.1. Si el conjunto Y C RP es cerrado, entonces cl(D(Y)) C D(Y).

Demostracién. Sean las sucesiones {\} C (R2)° e {yx} € D) tales que ||Ag]; = 1,
yr € S(\,Y) y ademds yp —> ¢. Puesto que la sucesion {\;} estd acotada, entondes por
el teorema de Bolzano— Weierstrass (Hestenes [9], pag. 407) podemos suponer (tomando una
subsucesién de ser necesario) que Ay — A, con ||Al]; = 1. Entonces A € RE \ {0}.

Puesto que y; € S(Ax,)) para todo k tenemos que

o equivalentemente

(Meyye —y) <0 Vi, Vye)
tomando limite cuando £ — oo, resulta

MNi—y) <0 Vye)

o equivalentemente

A) < (\y) Yyel
y por lo tanto g € S(A\, V) C D(Y). 1
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Una aclaracion sobre el producto escalar resultara de utilidad. Sean z,y € RP y consideremos

su producto escalar
p
i=1

Supongamos que y € RE \ {0}. Como podemos ver directamente de la igualdad anterior, si
x € RY entonces (z,y) > 0. Por otra parte, si € (R%)°, entonces (x,y) > 0.

o

A continuacién expondremos relaciones entre los conjuntos Yy e Y,y v los conjuntos D())

y D).

Teorema 2.4.1. Sea Y C RP. Entonces D(Y) C Vun-

Demostracién. Sea § € YV,n. Si § € Y, entonces es claro que § ¢ D()). Por lo tanto
supongamos que § € Y\ Vy,n. Luego existe y € Y tal que y < g, es decir, § —y € (RY)°. De
esta forma, para cualquier vector A € RE \ {0} se cumple que

<)‘7g_y> >0

o equivalentemente
A g) > A
y por lo tanto y ¢ D(Y). B

Teorema 2.4.2. Sea Y C RP. Entonces 'D())) C Vn.

Demostraciéon. Sea § € Vy. Si g € Y, entonces es claro que § ¢ Q)(y) Por lo tanto supon-
gamos que § € Y\ Vn. Luego existe y € Y tal que y < g, es decir, § —y € RE \ {0}. De esta
forma, para cualquier vector A € (R%)° se cumple que

<)‘7g_y> >0

o equivalentemente
Mg >y
y por lo tanto g ¢ @(y) |
Algunos de los resultados siguientes requeriran las hipdtesis de convexidad. Una propiedad

interesante de los conjuntos convexos disjuntos es que pueden ser separados por un hiperplano.
En el siguiente teorema denotamos el interior relativo de un conjunto ) C R? por ri()).

Teorema 2.4.3. Sean ), V' conjuntos convexos no vacios de RP. Entonces

1) ri(Y) Nri(Y) = 0 si y solo si existe un vector b # 0 y un nimero real B tal que el
hiperplano
H={v e R | (z,b) = B}

separa propiamente a los conjuntos Y e )’, es decir

(y,b) < B Vyel,
(y,b)>p Vy ).

43



2) 0 cl(Y—Y') siysdlo si existe un vector b # 0 y un nimero real 5 tal que el hiperplano
H={zeR" | (z,b) = B}
separa estrictamente a los conjuntos Y e V', es decir

(y,b) <p Vyel,
(y,b)y>pB Yy el

Una prueba del teorema 2.4.3 es dada en Rockafellar [18] (teoremas 11.3 y 11.4).

Teorema 2.4.4. Si Y es RY — convexo, entonces Yy C D(Y).

Demostracién. Sea § € YVy. Por proposicién 2.2.2 tenemos que § € (Y + R )y y por (2.5)
resulta

YV +RY)N (@G -RY) = {3}
o equivalentemente

(V+RL —g) N (-RY) = {0}

Luego ri(Y + RY — g) Nri(—RE) = 0 y por teorema 2.4.3 existe un vector A # 0 tal que el
hiperplano
H={x e R? | (x,\) =0}

separa propiamente ambos conjuntos convexos, es decir
(y+d—9y,\) >0 paratodoyeYydeR,

(—d,\) <0 paratodo d e RE.

La ultima desigualdad nos dice que A € R% \ {0}. De la primera desigualdad (tomando d = 0)
deducimos que
(y,A) = (9,A) paratodoy €y

y por lo tanto y € S(A\,Y) C D(Y). W

Teorema 2.4.5. Si Y es RE - convexo, entonces Yyun = D(Y).

Demostracién. Por teorema 2.4.1 basta probar que Y,y C D()). Sea entonces y € V,n. Por
proposicién 2.2.1 tenemos que Y,y C (¥ + (R%)°),n y por (2.7) resulta

{V+ R IN{g— (RY)°} =0

o equivalentemente
{V+RY)* =g n{-(R})} =0
Luego ri{Y + (RE)° — g} Nri{—(R%)°} = 0 y por teorema 2.4.3 existe un vector A # 0 tal que

el hiperplano
H={z e R? | (x,\) =0}

separa propiamente ambos conjuntos convexos, es decir
(y+d—9,\) >0 paratodoyeYyde (RY),
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(—d,\) <0 paratodo d € (R%)°.

La ultima desigualdad nos dice que A € R% \ {0}. De la primera desigualdad (tomando d = 0)
deducimos que
(y,A) = (9,A) paratodoy €y

y por lo tanto g € S(A,Y) C D(Y).

Proposicién 2.4.2. Si S(A,Y) = {y} para algin X € RE \ {0}, entonces § € Vy.

Demostracién. Supongamos que y € Yy. Entonces existe y € Y tal que y < ¢, es decir
g —y € RE\ {0}. Por lo tanto

Si (A\,7 —y) = 0, entonces (\,9) = (\,y), lo cual implica que y € S()\,)), con y # ¢, una
contradiccién de la hipdtesis. Por otra parte, si (A, § — y) > 0, entonces (\,g) > (), y), lo cual
implica que g € S(\,)), otra contradiccién. Luego g € Vy. B

Finalmente exploraremos relaciones entre el conjunto Y,y y los conjuntos @(y) y D).

Teorema 2.4.6. Sea Y C RP. Entonces Q)(y) C Vpn-

Demostracién. Sea A € (R})°, g € S(A\,Y) y d € RE tal que —d € cl(P(Y + RL — 9)).
Entonces existen sucesiones {yx} C YV, {di} CRL y {fx} C R tales que f, >0y

Br(ye +dp —§) — —d
Tomando el producto interno con A tenemos que

Puesto que A € (R})°, g € S(A\,Y) v diy € RE, entonces el lado izquierdo es no negativo y
por lo tanto
(A, d) <0

lo cual nos conduce a d = 0, es decir
cd(P(Y+ Ry — 7)) N (-RE) = {0}

Por lo tanto ¢ es propiamente eficiente. W

Antes de dar el siguiente teorema necesitamos la siguiente definicién.

Definicién 2.4.1. Sea Y C RP. El polar de Y es el conjunto definido por
YV'={AeR | (\y) =20 Vye )}
Denotamos por Y** al polar del conjunto polar Y*, es decir

Y*={neR | (u,A\) >0 Ve YT}

Las siguientes proposiciones seran de utilidad.
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Proposicion 2.4.3. Sea Y C RP. Entonces el polar Y* es un cono convezxo cerrado.

Demostracién. Si A € Y* entonces es claro que para todo o > 0 se tiene que (a\,y) =
a(\,y) > 0 para todo y € Y, por lo tanto Y* es un cono. Si A\, \ € V*, entonces

ANy =Ny +N,y) >0 Vyel

y por lo tanto Y* es convexo. Para ver que V* es cerrado sea {A\;} C Y* tal que A\, — 5\,
entonces

Mo y) — (\y) Yyey

Puesto que (A, y) > 0 para todo k y para todo y € ), entonces (A, y) > 0 para todo y € Y.
Luego A e Y*. 1

Proposicion 2.4.4. Sea C C RP un cono convexo cerrado. Entonces C* C C.

Demostracién. Sea y € R tal que § ¢ C. Puesto que C es cerrado, entonces 0 & cl(C — {y})
y por teorema 2.4.3 tenemos que existen A # 0 en RP y 5 € R tales que

(g, \) < p3, (2.16a)

(d,\) >3 VdeC. (2.16b)
Puesto que C es un cono y {(ad, \) — 0, entonces por (2.16b) tenemos que 8 < 0 y por lo tanto
a—r

(g, A) < 0 por (2.16a). Por otra parte, no puede suceder que (d’, \) < 0 para algin d’ € C, pues

de lo contrario tendriamos que (ad’', \) — —o0, contradiciendo (2.16b). Luego debe ser
a—r00

(d,\)>0 VdecC

y por lo tanto A € C*. Dado que (g, \) < 0, entonces y ¢ C**. B

o

Teorema 2.4.7. Sea Y C R? un conjunto RE — convezo. Entonces Y,n = D(D).

Demostracion. La inclusion Q)(y) C YV~ es dada en el teorema 2.4.6. Probaremos la inclusiéon
reciproca. Sea § € YV,n, es decir

cd(P(Y+RE —g)) N (=RY) = {0}

Para simplificar denotemos C = cl(P(Y + R% — ¢)). Por proposicién 2.3.1, C es un cono
convexo cerrado.
Supongamos que C* N (RY)° = (. Entonces por teorema 2.4.3 existen p # 0 en R? y § € R

tales que
() < B Ve R,

(vu) > B Vv ec
Puesto que (R%)° y C* son conos (proposicién 2.4.3) y ademds (aw, p) — 0y (ad, u) — 0,
a— a—r

entonces = 0 y por lo tanto
(d,p) <0 Vde (RE)°, (2.17a)

(v,u) >0 Yv el (2.17b)
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Dado ¢ > 0, para cada j = 1,...,p definimos el vector &/ = (!, ..., dl) € (RY)° por

; {1 sik=j
dy, = . .
e sik#y

Puesto que (d’, p) My para todo j = 1,...,p, entonces por (2.17a) tenemos que jp; < 0
E—>

y por lo tanto pn € —R% \ {0}. Por (2.17b) y proposicion 2.4.4 resulta que p € C** C C. De esta
manera

pelCn(=RL), p#0,

lo cual contradice el hecho de que ¢ es propiamente no dominado. Luego existe A € (—R%)° tal
que A € C*. Dado que claramente () — g) C C, entonces

<)‘7y_g>20 vyey

o equivalentemente

(A g) <(Ay) Vyed
es decir, j € S(\, V) C D). B

La siguiente proposicién, cuya prueba es dada en Rockafellar [18] (corolario 37.3.2) serd de
utilidad.

Proposicién 2.4.5. Sean C' y D conjuntos convexos cerrados no vacios en R™ y R™ respecti-
vamente, y sea K una funcion continua concava-convexa sobre C x D. Si C ¢ D es acotado,
entonces

inf sup K(u,v) =sup inf K(u,v).
veD uelC ueC veD

Si en la proposicién anterior ambos conjuntos C'y D resultan ser acotados (es decir, com-
pactos), entonces obtenemos el teorema de minimax de Sion-Kakutani:

min max K (u,v) = max min K (u, v).
veD wueC ueC veD

Este resultado sera usado en la demostracion del siguiente teorema.

Teorema 2.4.8. Si Y C RP es R: —convezo y R. — cerrado, entonces Yy C cl(D(Y)) =
Cl(yp]v),

o

Demostracién. La igualdad cl(D(Y)) = cl(Y,n) es una consecuencia del teorema 2.4.7. Puesto
que DY) = DY+RY) e Yy = (V+RE) y (proposicion 2.2.2), basta suponer que ) es convexo
y cerrado.

Primero empezaremos probando que si y € Y, entonces (Y — y)y = Yy — y. En efecto,
la inclusién (Y — y)y C Yy — y es una consecuencia de la proposicién 2.2.3. Para probar la
reciproca, sea y' € Yy —y. Entonces existe y € Yy tal que vy = §—y. Siy' & (Y —y)n, entonces
existe ¥ € (¥ —y) tal que ¢’ = y” 4+ d, con d # 0 en RE. Por otra parte, existe y” € Y tal que
' =vy" —y. Luego gy =y +y=9y"+d+y=v" —y+d+y=1v9y"+d, lo cual implica que
g & V. Puesto que esto es un absurdo, debemos tener que Yy —y C (Y —y)n.

o

Probaremos entonces que Yy C cl(D())). Sea y € Yn. Por lo probado anteriormente,
podemos suponer sin pérdida de generalidad que y = 0. Dividiremos la prueba en dos etapas:

47



1)

Supongamos en primer lugar que ) es compacto y convexo. Dado p € (R)°, para cada
€ > 0 definimos el conjunto
Cle) =ep+RE.

Si B = cl(B(0,1)) denota la bola cerrada de centro 0 y radio 1, entonces para ¢ sufi-
cientemente pequeno tenemos que los conjuntos ) y C(g) N B son no vacios, convexos
y compactos (figura 2.22(a)). Aplicando el teorema de minimax de Sion-Kakutani al
producto escalar (-, -) : R? x R? — R sobre el conjunto (C'(¢) NB) x ), existen y(e) € Y
y u(e) € C(e) N B tales que

(s y(e)) < (ule),y(e)) < (ule)y) VyeV, VueCle)NB. (2.18)
Puesto que g = 0 € Y, por (2.18) resulta
(u,y(e)) <0 YpeCle)NB. (2.19)

Dado que el conjunto ) es compacto, existe una sucesiéon {ex} C R, con ¢, — 0, tal
que la sucesién {yr} = {y(er)} converge a un punto de Y, es decir, yp — v € Y.
Para cualquier p € (R%)° N B es claro que existe un € > 0 tal que p € C(g) N B para
todo 0 < ¢ < & (figura 2.22(b)), y por lo tanto (2.19) implica que (u,yx) < 0 para k
suficientemente grande. Tomando limite cuando k& — oo tenemos que (u,y’) < 0y por
lo tanto (ap,y’) < 0 para todo a > 0. Puesto que (R%)° es un cono, esto implica que

(,y') <0 Ve (RY)S,
y por lo tanto
€ (RL))" =R,

Dado que y = 0 € Yy, entonces debe ser ' = 0 (de lo contrario tendriamos que y' < g,
contradiciendo el hecho de que ¢ es un punto no dominado).
Definimos la sucesion {py} por

. p(er) p\o
i = Tugeo € B NOB

donde p(e) es el p asociado a g tal que cumple (2.18). Por lo tanto tenemos que

y entonces yr € S(ug, V) C @(y) Tomando limite resulta vy, — ¢y =9 =0 € cl(ﬁ(y)).

Sea ) cerrado y convexo, pero no necesariamente compacto. Dado que Y N B es no
vacio, convexo, compacto y ademds § = 0 € () N B)y, por la parte 1 existen sucesiones
{me} € (REL)° y {yr} C Y tales que yr, —> 0y yr € S(pg, Y N B), con ||| = 1. Si k
es suficientemente grande, entonces y;, € (B)° y por lo tanto v, € S, Y) € D). En
efecto, si existe 3/ € ) tal que

(haes ') < (i, Ye), (2.20)
entonces o/ + (1 — )y, € YN B para a > 0 suficientemente pequeno y por (2.20) resulta

<lu/€a Oéy/ + (1 - Oé)yk> < <,uka yk>7

o

lo cual contradice el hecho de que yx, € S(ug, Y N B). Luego yp, — 5 =0 € cl(D(Y)). B
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Figura 2.22: (a) Ilustracién del conjunto C(e) N B. (b) p € C(e) N B para todo 0 < € < &.

Resumiendo, para conjuntos arbitrarios J C RP tenemos que
Von C YN C VunN

y ademaés se cumplen las siguientes relaciones con los conjuntos a)(y) y D)

DY) CYnCIn ¥y DY) C Vun (2.21)

Si Y es R —convexo, entonces

DY) = Vv € Vv C Vuw = DY) (2.22)

La tendencia tradicional para resolver problemas de optimizacién multiobjetivo en el sentido
de Pareto es por técnicas de escalarizacion, es decir, encontrando las soluciones propiamente o
débilmente eficientes del problema de optimizacién multiobjetivo (2.14) al resolver el problema
de optimizacién simple (2.15). El siguiente teorema muestra la importancia de este método
para el caso en que el conjunto Y es Rf —convexo.

Teorema 2.4.9. Consideremos el problema de optimizacion multiobjetivo (2.14) y sea T una
solucion del problema de optimizacion simple (2.15) para un vector A € R\ {0}. Entonces se
cumple

1) Si X e (RY)°, entonces T € Xyp.
2) Si A € RE\ {0}, entonces © € Xyp.
3) Si A€ REN\ {0} y 2 es la dnica solucion dptima al problema (2.15), entonces & € Xg.

Si X es un conjunto convexo y los objetivos f; son funciones convezas (o equivalentemente, si
el conjunto Y es RE — convexo), entonces ademds se cumple

1’) Si & € Xy, entonces eziste algun X € (RE)° tal que & es una solucion dptima de (2.15).

2’) Si & € Xyp, entonces eziste algun A € RE \ {0} tal que & es una solucion optima de

(2.15).
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Demostracién. Los puntos 1 y 2 son una consecuencia inmediata de (2.21) y los puntos 1’ y
2’ son una consecuencia inmeditata de (2.22). El punto 3 es una consecuencia de la proposicién
242. 1

Como puede verse de (2.22), si ) es R —convexo, entonces tomando A € RE \ {0} y
resolviendo el problema de optimizacién simple (2.15), podemos encontrar las soluciones débil-
mente eficientes del problema de optimizacién multiobjetivo (2.14). De igual manera, tomando
A € (RE)° y resolviendo (2.15), podemos encontrar las soluciones propiamente eficientes de
(2.14). Sin embargo, encontrar Y,y no es garantia de tener una aproximacién del conjunto
Y, pues como se muestra en el ejemplo 7 de la pagina 25, puede existir una gran diferencia
entre un conjunto y otro. Por otra parte, el teorema 2.4.8 nos dice que si Y es Rf —cerrado y
R” —convexo, entonces

Yoy C YN C cl(Ypn),

y por lo tanto YV,n es denso en Vy. Esto nos dice que, en este caso, el conjunto Y,y es una buena
aproximaciéon del conjunto Vy. La mejor situacién se da, no obstante, cuando los objetivos f;
son funciones estrictamente convexas. En este caso la combinacién convexa (2.15) también
resulta estrictamente convexa (Rockafellar [18], pag. 33). Si para cada A € RE \ {0} el problema
de optimizacién simple (2.15) tiene una solucién éptima &, entonces esta es unica (teorema
1.2.3) y por el teorema 2.4.9, punto 3, sabemos que & es una solucién eficiente de (2.14). Por
lo tanto, en esta situacion tenemos que

yN = wa-

En el capitulo 3 usaremos este hecho para derivar el método de continuacién global desa-
rrollado en Pereyra [16].

Para problemas no convexos, sin embargo, el método de escalarizacion puede no ser bueno
para hallar el conjunto de soluciones eficientes, como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo. Sea X = {(x1,z2) € RY | 27 + 23 > 1} y consideremos los objetivos fi(z) = 2
y fa(x) = x9 (por lo tanto X = ). Como puede observarse en la figura 2.23, el conjunto de
soluciones eficientes y puntos no dominados es Xp = Yy = {(y1,42) € RY | y7 + y3 = 1}. Sin
embargo, para cualquier A € R% \ {0} tenemos que S(), Y) sélo puede contener los puntos (1, 0)
6(0,1). O

Figura 2.23: Ejemplo no convexo.
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2.4.2. Caracterizacion como solucion de problemas con restricciones
(e— Constraint)

El método e— Constraint es probablemente, después del método de escalarizacién, la técnica
méas conocida para resolver problemas de optimizacién multiobjetivo. En este caso sustituimos
el problema (2.14) por p problemas con restricciones del tipo:

min fe(z),

sujeto a
file) <&, i=1,...,p, i #k,
para cada k = 1,...,p vy ¢ = (€1,...,6,) € RP. El problema con restricciones anterior es
mencionado comunmente en la literatura como el problema Py(e).
Los siguientes teoremas muestran las relaciones entre el problema de optimizaciéon multiob-
jetivo (2.14) y los problemas de optimizacién con restricciones Py(e).

Teorema 2.4.10. Un punto & € X es una solucion eficiente del problema (2.14) si y sélo si &
es una solucion del problema Py(€) para todo k =1,...,p, donde ¢ = F(Z).

Demostracién. Si Z no es una solucién eficiente del problema (2.14), entonces existe x € X tal
que f;(x) < fi(Z) = £;, donde se cumple la desigualdad estricta para al menos algin 1 < k < p.
Por lo tanto & no es una solucién del problema Py(é).

Reciprocamente, si & no es una solucién del problema Py (é) para algin 1 < k < p, entonces
existe algin x € X tal que fi(z) < fe(@) v fi(z) < fi(Z) para i # k, por lo que Z no es una
solucién eficiente de (2.14). W

Teorema 2.4.11. Sea 2 la unica solucién del problema con restricciones Py(e) para algin
1<k<p y e€RP. Entonces T es una solucion eficiente del problema (2.14).

Demostracién. Sea © € X, x # Z, satisfaciendo f;(z) < fi(2) < &; para todo i # k. Puesto
que Z es la unica solucién del problema Py (e), entonces debemos tener que fi(x) > fi(Z). Por
lo tanto & es una solucién eficiente de (2.14). W

En la figura 2.24 se muestra un ejemplo del método e-Constraint para un problema de
optimizacién bi-objetivo. En este caso se ilustra el problema Ps(e):

min fo (),
sujeto a
fi(z) < e
El punto z es la solucién a tal problema. Puesto que éste es la tinica solucion al proble-

ma P,(e), entonces el teorema 2.4.11 asegura que & € Xp. En la figura se puede observar
directamente que (f1(2), f2(2)) € V.

2.5. Conectividad de conjuntos no dominados

En esta seccién estudiaremos una propiedad topoldgica importante para analizar el conjunto
Y, la propiedad de conectividad. Este concepto es importante porque si el conjunto de puntos
no dominados es conectado, entonces éste puede ser explorado usando ideas de busqueda local
partiendo de un punto no dominado simple. La siguiente definicién introduce este concepto.
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fi@) e f

Figura 2.24: Tlustraciéon del método e-Constraint para un problema bi-objetivo.

Definicién 2.5.1. Un conjunto A se dice separable si puede ser escrito como
A - Al U AQ

donde
Cl(Al) N A2 = Al N CZ(AQ) = @

para conjuntos Ay y Ay no vacios. Equivalentemente, A es separable si existen conjuntos abiertos
01 y O, tales que

AC01U02, AﬂOz#@ (221,2), Aﬁ@lﬂ()Q:@.

Si el conjunto A no es separable, entonces se dice conectado.

En la figura 2.25 se muestra un ejemplo de un conjunto no dominado conectado y otro que
es separable.

—_ )y —_— VN

—

Figura 2.25: (a) Conjunto no dominado conectado. (b) Conjunto no dominado separable.

Los siguientes lemas dados a continuacién (sin demostracion) seran de utilidad.

Lema 2.5.1. Sean A y B dos conjuntos. Si A es conectado y se cumple que
AC BcCcdA)

entonces B es conectado.
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Lema 2.5.2. Si{A; | i € I} esuna familia de conjuntos conectados tal que (| A; # 0, entonces
i€

U A; es conectado.

i€z

Los siguientes teoremas establecen que bajo ciertas hipodtesis sobre el conjunto ) C RP, el
conjunto no dominado Yy resulta ser conectado.

Teorema 2.5.1. 5i Y C RP es convexo y compacto, entonces Q)(y) es conectado.

Demostracion. Supongamos que el conjunto Q)(y) es separable. Entonces existen conjuntos
abiertos O; y Oy tales que

DY) C OLUO,, DY)NO; £0 (i=1,2), DY)NO,NOy=0.
Definamos los conjuntos
M;={Xe R | SNY)NO; #0} (i=1,2).

Debido a la convexidad de ), el teorema 1.2.3 nos dice que el conjunto S(\,)) es convexo y
por lo tanto conectado. Luego

M ={Ae RL)* [ SAY)C O} (i=1,2),

y por lo tanto

Min M, = 0. (2.23)
Puesto que D(Y) N O; # 0, entonces M; # () y por lo tanto
M;NRE)#0 (i=1,2). (2.24)
Dado que D(Y) C O; U O,, entonces
(RE)° € My UM,. (2.25)

Mas aun, se cumple que (R%)° = M; UM,. A continuacién probaremos que cada conjunto M;
es abierto. Consideremos M y supongamos que éste no es abierto. Entonces su complemento
M no es cerrado y por lo tanto éste no contiene todos sus puntos de acumulacién, es decir,
existe A € M y una sucesién {\;} C (R)°\ M; = M, tal que A, — A. Sea la sucesién
{yF} C Y tal que y* € S(\,Y). Puesto que ) es compacto, podemos suponer sin pérdida de
generalidad que y* — ¢ € V. Mas atn, § € S (5\, V), pues de lo contrario existiria un y’ € )
tal que R K
Ay < (A9
y de la continuidad del producto escalar tendriamos que para k suficientemente grande
<>‘k> y,> < <)‘k7 yk>

lo cual contradice el hecho de que y* € S(A\, V). Puesto que y¥ € S\, ) € DY) N O,

y a)(y) N O N Oy = (), entonces y* € Of para todo k, y como O¢ es cerrado, entonces
y* — g € OF, por lo que § € Oy, una contradiccién. Luego M, es abierto y de igual manera
se prueba que My también lo es.

Finalmente, de (2.23), (2.24) y (2.25) concluimos que (R%)° es separable, lo que es clara-

mente una contradiccién. Luego a)(y) debe ser conectado. W
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Corolario 2.5.1. 57 Y C RP es convexo y compacto, entonces Yy es conectado.

Demostracién. Puesto que en particular tenemos que ) es R —convexo y R” —cerrado, en-
tonces por teoremas 2.4.2 y 2.4.8 resulta

o o

DY) C Yy C d(DY)).

Por teorema 2.5.1 tenemos que Q)(y) es conectado, por lo tanto Yy resulta conectado por
lema 2.5.1. A

El siguiente teorema es una generalizacién del corolario 2.5.1.

Teorema 2.5.2. 51 )Y C RP es convexo y ]Rﬁ—compacto, entonces Yy es conectado.

Demostracién. Dado d € (Rf)°, para cada o € R definimos y(a) = ad. Entonces para cada
y € R? es claro que existe un o > 0 tal que y € y(a) — RY. Luego, dado § € Yy, existe & > 0
tal que y € y(&) — RE, es decir

(1(@) —R) N Yy £ 0.

Para cada o € R, definimos el conjunto
Y(a) = (y(a) —RE)NY

y por lo tanto tenemos que

YN = U Y(a)n.

a>a

Puesto que por hipétesis ) es convexo y RE—compacto, entonces para cada a € R el
conjunto Y(a) es convexo y compacto y por corolario 2.5.1 resulta Y («)y conectado. Por otra
parte tenemos que Y(a)y O Y(&)y para todo a > &, es decir

() Y(@)w = V(@)n #0.

Por lema 2.5.2 resulta Yy conectado. W

Corolario 2.5.2. 51 )Y C R? es Rﬂ’r—convexo y el conjunto Y + Rﬁ es Rﬁ—compacto, entonces
Yy es conectado.

Demostracién. Por hipétesis el conjunto Y + RE es convexo y R% —compacto, por lo tanto

aplicando el teorema 2.5.2 y la proposicién 2.2.2 resulta (Y + R% )y = Yy conectado. W

En la figura 2.15 puede verse la utilidad del corolario 2.5.2. En efecto, alli tenemos que )
no es convexo ni Rf —compacto, pero es RE —convexo y el conjunto Y + R% es RE —compacto.
Como puede verse en la figura 2.15, el conjunto Vy es conectado.

2.6. Condiciones de optimalidad multiobjetivo

En esta seccién probaremos condiciones necesarias y suficientes de Kuhn-Tucker para la
existencia de soluciones débilmente y propiamente eficientes del problema de optimizacion mul-
tiobjetivo con restricciones

min F(z) = Ixrél/{} (fi(z),..., fo(x)), p>2, (2.26)

reX
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donde el conjunto X es dado por restricciones de igualdad y desigualdad de la forma
ga(z) <0, a=1,...,1, (2.27a)

gs(z) =0, B=1+1,...,m. (2.27h)

Estas condiciones de optimalidad seran derivadas bajo la suposicion de que tanto las fun-
ciones objetivos f; como las funciones de restriccién g; son continuamente diferenciables. Con
estas hipdtesis, consideremos las restricciones tangenciales en el punto & € X

(Vga(2),h) <0, a=aq,...,a, (o <1), (2.28a)
(Vgs(z),h) =0, B=1+1,...,m, (2.28Db)
donde ayq, ..., a, son los indices activos menores o iguales a [.

Antes de continuar introducimos dos teoremas de alternativas que resultaran de utilidad.
Aqui denotamos el orden < en R? por

xSy = x; <y, Vi=1,...,p

Teorema 2.6.1. (Teorema de la alternativa de Motzkin) Sean las matrices A, B y C, con A
no nula. Entonces se cumple una y solo una de las siguientes alternativas:

a) Ar <0, Be =0, Cx =0, tiene solucion x.

b) ATy1 + BTys + CTyz = 0 tiene solucion yi, Y2, Y3, con y; > 0, ya = 0.

Teorema 2.6.2. (Teorema de la alternativa de Tucker) Sean las matrices A, B y C, con A no
nula. Entonces se cumple una y sélo una de las siguientes alternativas:

a) Ax <0, Bx £0, Cz =0, tiene solucion x.

b) Ay + B"ys + C"ys = 0 tiene solucion yi, Y2, ys, con y; >0, yo = 0.
Una prueba de los teoremas 2.6.1 y 2.6.2 es dada en Mangasarian [12], pag. 28 y 29.

Teorema 2.6.3. Una condicion necesaria para que el punto & sea una solucion propiamente
eficiente de (2.26) en el sentido de Kuhn-Tucker, es que existan i € RP y A € R™ tales que

Z V(&) + A Vg(3) =0, (2.29a)

iﬂj g;(#) =0, (2.29D)

>0, A=0. (2.29¢)
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Demostracién. Por la definicion de eficiencia propia en el sentido de Kuhn-Tucker (definicién
2.3.6), no existe un vector h € R? tal que satisfaga las restricciones tangenciales (2.28) y que
ademas cumpla

(V[fi(2),h) <0, Vi=1,...,p,
(Vf;(z),h) <0, para algun j.

Definimos las matrices

AY = (VA@) -+ V(@)

B" = (Vga, () -+ Vga.(2) V() -+ Vgu(2))
es decir, la matriz A" tiene a los gradientes V f;(Z) como columnas y la matriz B" tiene a los
gradientes Vg;(Z) como columnas, para aquellos indices j activos. Aplicando el teorema 2.6.2 a
las matrices A y B (con C = 0), tenemos que la alternativa (a) no puede cumplirse (pues & es
propiamente eficiente en el sentido de Kuhn-Tucker) y por lo tanto debe cumplirse la alternativa
(b), es decir, existen vectores 1 € RP y A € R tales que

AT+ BTA = Z V(%) + Z Xy Vi, (i Z e Vg (&
i=1 j=1 k=l+1
i>0, A=>0.

Definiendo j\j = 0 para aquellos indices j inactivos obtenemos A € R™ tal que se cumple
(2.29). W

Corolario 2.6.1. Si la condicion de regularidad de Kuhn-Tucker (definicion 1.2.3(b)) es sa-
tisfecha en un punto © € X, entonces una condicion necesaria para que T sea una solucion
propiamente eficiente de (2.26) en el sentido de Geoffrion (o equivalentemente en el sentido de
Benson) es que se cumplan las condiciones del teorema 2.6.5.

Demostraciéon. Es inmediato del teorema 2.6.3 y del teorema 2.3.3. B

Teorema 2.6.4. Si las funciones objetivos f; y las funciones de restriccion g; del problema de
optimizacion multiobjetivo (2.26) son convezas, entonces las condiciones del teorema 2.6.3 son
también suficientes para que el punto & € X sea propiamente eficiente.

Demostracion. Dado & € X, supongamos que existen 1 € RP y A € R™ tales que se cumplen
las condiciones (2.29). Luego, la funcién

P m
= Zﬂifi + ZS\] gj
i=1 j=1

es convexa. Por (2.29a) tenemos que Vh(z) = 0 y por el teorema 1.2.4 resulta que & es una
solucién del problema de optimizacién simple

min h(z).

zeX

Puesto que se cumple (2.29b), entonces las restricciones (2.27) junto con (2.29¢) implican
que Z es también una solucién del problema de optimizacion simple



Dado que i € (R%)°, entonces el teorema 2.4.9 nos dice que & € Xpp. W

Teorema 2.6.5. Supongamos que se cumple la condicion de reqularidad de Kuhn-Tucker (de-
finicion 1.2.3(b)) en el punto & € X. Entonces una condicién necesaria para que T sea una
solucion débilmente eficiente del problema de optimizacion multiobjetivo (2.26) es que existan
i€ RPy X € R™ tales que

Z,Uzvfz Z gj(j:) =0, (2.30a)

=1 =
> gy =0, (2.300)
j=1

>0, A>0. (2.30c)

Demostracion. Sea & débilmente eficiente. Probaremos que no existe un vector h € R? tal
que satisfaga las restricciones tangenciales (2.28) y que ademéas cumpla

(Vfi(2),h) <0, Yi=1,....p. (2.31)

En efecto, supongamos lo contrario, es decir, que existe un vector h tal que satisface las
restricciones tangenciales (2.28) y también (2.31). Puesto que se cumple la condicién de regula-
ridad de Kuhn-Tucker en Z, entonces existe una curva suave z(t) (0 < ¢t < §) contenida en X tal
que z(0) = & y 2/(0) = h. Tomando el desarrollo de Taylor de primer orden de f; (i =1,...,p)
alrededor de Z obtenemos que

[ix ) = fi(@) + t(Vi(2), h) + o(t)
o(t)

donde se cumple que —~ ﬁO. Por lo tanto, por (2.31) tenemos que f;(x(t)) < fi(z) para
—

t suficientemente pequeno, contradiciendo la eficiencia débil de Z. Luego, no existe h tal que
satisfaga (2.28) y (2.31).
Definamos las matrices

= (VA@) - Vh(#))

= (Vgau (&) -+ V9o (&) Vora(@) -+ Vou(2))

Aplicando el teorema 2.6.1 a las matrices A y B (con C' = 0), de lo anterior se desprende
que la alternativa (a) no puede cumplirse y por lo tanto se cumple la alternativa (b), es decir,
existen i € R? y A € R tales que

A"fi+ B*A = Z aVf(E) + Z e, Vo, (& Z A Vgi (&
i=1 j=1 k=l+1
i>0, A=>0.

Definiendo S\j — 0 para los indices j inactivos obtenemos A € R™ tal que se cumple (2.30). M

Teorema 2.6.6. Si las funciones objetivos f; y las funciones de restriccion g; del problema de
optimizacion multiobjetivo (2.26) son convezas, entonces las condiciones del teorema 2.6.5 son
también suficientes para que el punto * € X sea débilmente eficiente.
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Demostracion. Dado & € X', supongamos que existen i € RP y A € R™ tales que se cumple

(2.30). Luego, la funcién
p m
h=> ffi+Y g
i=1 =1

es convexa. Por (2.30a) tenemos que Vh(z) = 0 y por el teorema 1.2.4 resulta que & es una
solucion del problema de optimizacion simple

inh(z).
min h(z)
Puesto que se cumple (2.30b), entonces las restricciones (2.27) junto con (2.30c) implican
que Z es también una solucién del problema de optimizacion simple

P
mfnZﬂifi(iU)-
i=1

zeX —
Dado que i € RE \ {0}, entonces el teorema 2.4.9 nos dice que & € Xp. W

Los resultados anteriores para problemas multiobjetivos son los analogos a las condiciones
KKT para el caso de un objetivo (ver seccién 1.2.2). Nétese que las condiciones necesarias y
suficientes probadas anteriormente son para soluciones propiamente y débilmente eficientes. Sin
embargo, puesto que X C X, g, entonces las condiciones del teorema 2.6.5 son también condi-
ciones necesarias para soluciones eficientes. De manera analoga, puesto que X, C X, entonces
las condiciones del teorema 2.6.4 son también condiciones suficientes para soluciones eficientes.
Puesto que la diferencia entre las condiciones de optimalidad para soluciones propiamente efi-
cientes y débilmente eficientes es la de considerar i > 0 (teorema 2.6.3) 6 1 > 0 (teorema
2.6.5), entonces no esperamos otros resultados de este tipo para el caso de soluciones eficientes.
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Capitulo 3

Método de continuacién global

En esta seccién presentaremos un método de continuacién global desarrollado en Pereyra [16]
que nos permitira obtener una aproximacion numérica equiespaciada del conjunto de soluciones
eficientes en el espacio variable o del conjunto de puntos no dominados en el espacio objetivo
para un problema de optimizaciéon multiobjetivo convexo irrestricto, donde las funciones obje-
tivos son continuamente diferenciables. En la actualidad existen varios métodos para lograr tal
fin, algunos de ellos basados en técnicas de escalarizacion (seccién 2.4.1). La principal dificultad
que afrontan tales métodos es que el mapa A — fi(x) que asocia los pesos (normalizados)
con las combinaciones convexas de las funciones objetivos puede ser altamente no lineal, y por
lo tanto diferentes estrategias deben ser aplicadas para poder obtener un buen muestreo de las
soluciones. Un tipo de método muy usado son algoritmos genéticos, los cuales resultan ser muy
robustos pero muy costosos. Como veremos, un método de continuacién secuencial (también
desarrollado en [16]), donde, al igual que en el método de continuacién global, se consideran
restricciones adicionales que permiten obtener una representacion equiespaciada de las solu-
ciones eficientes o de los puntos no dominados, puede ser implementado con un bajo costo. Sin
embargo, el método de continuacion global ofrece ventajas, respecto de los algoritmos genéticos
por su bajo costo de implementacion y la representacion uniforme de las soluciones, y respecto
del método de continuacién secuencial por su posible paralelizacion.

Obtendremos el método de continuacion global al considerar un problema bi-objetivo con-
vexo irrestricto, proponiéndose a posteriori su implementacion al caso multiobjetivo convexo
irrestricto con mas de dos objetivos.

Consideremos entonces el problema de optimizacién bi-objetivo irrestricto

a{gﬁ;{{ (f1(), f2(2)), (3.1)
donde supondremos que las funciones objetivos f; y fo son estrictamente convexas y continua-
mente diferenciables. Sean z] y 3 puntos de minimo de f; y f, respectivamente. Definimos
entonces la variedad de Pareto como la curva paramétrica *(\) en R™ que une z7 con z} y que
satisface la ecuacion

G(z(\),\) = (1 — X) Vfi(2) + AVa(z) =0, 0 < A < 1. (3.2)

Tenemos que G : R""1 — R™. La imagen por (fi, f2) de la variedad de Pareto se conoce
como el frente de Pareto. Nétese que la parte izquierda de la igualdad (3.2) es la derivada de la
funcién fy = (1 —\) f1 + Afe, la cual resulta ser estrictamente convexa por ser una combinacién
convexa de funciones estrictamente convexas (Rockafellar [18], pag. 33). Por teorema 1.2.4,
z*(A) es un punto de minimo de fy si y sélo si se cumple la igualdad (3.2). Por lo tanto, del
teorema 2.4.9 resulta que z*(A) (0 < A < 1) es solucién de (3.2) si y sélo si es una solucién
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eficiente del problema (3.1). Puesto que f) es estrictamente convexa, el teorema 1.2.3 garantiza
que cada solucién xz*(\) de la igualdad (3.2) es tnica.
Vemos entonces que la variedad de Pareto es

Xp = {2"(\) bo<r<a

y por lo tanto el frente de Pareto es

Iv ={(y12) ER* [ y1 = fila"(N)), y2 = fo(a™(V), 0 <A< 1}

Obsérvese de la ecuacién (3.2) y del teorema 1.2.4 que 27 = z*(0) y 25 = z*(1). En la
figura 3.1 se muestra un ejemplo de la variedad de Pareto para n = 2. De lo expuesto en la
seccién 2.2.2 tenemos que para cada 0 < A < 1, las curvas de nivel {fi(z) = fi(z*(\))} y
{fa(z) = fo(x*(N\))} son tangentes en el punto z*(\).

G%I%a

Figura 3.1: Variedad de Pareto en R2.

3.1. Calculo de la variedad y el frente de Pareto
Al diferenciar G(x(\), ) respecto de A obtenemos
7'(\) = —Go(2,\)'Gy(z) sujetoa 2(0) =z}, (1) = 3, (3.3)

donde
Go(z,A) = (1 = MV i(2) + AV fa (),

Gi(r) = Vfa(z) — Vfi(2).

Este es un problema de valores de frontera de dos puntos para un conjunto de n ecuaciones
diferenciales ordinarias en la variable independiente A. Aqui suponemos que la matriz G, (x, \)
es no singular a lo largo de la variedad de Pareto.

Con el fin de obtener una representacion discreta de la variedad de Pareto podemos resolver
(3.3) numéricamente. Una aproximacién inicial puede ser dada por el segmento de recta que
une los puntos =7 y 5

cON) =1 =N)at+ N, N=i-0\ i=0,...,1+1, (3.4)

donde el intervalo [0,1] ha sido dividido en ! + 1 subintervalos de longitud d\.
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Desafortunadamente, para resolver (3.3) aplicando el método de Newton necesitamos deri-
vadas de tercer orden, lo cual resulta poco practico. Por lo tanto resolveremos (3.2) siguiendo
una tendencia secuencial. Aplicando el método de Newton (Polak [17], pag. 71) a la ecuacién
(3.2) obtenemos

2UTON) = 29 (N) = GNP (), ) GaW(N), N, i=1,...,01, 7=0,1,2,... (3.5)

Si 2*(\;) es la solucién aproximada en la i-ésima etapa, entonces usamos 2 (A1) = 2*(\;)
como valor inicial para la etapa siguiente, lo que convierte a (3.5) en un método esencialmente
secuencial. Los indices i = 0 e i = [ + 1 han sido descartados en (3.5) debido a que 27 y x} son
soluciones de (3.2) y por lo tanto % = 2 (\g) y o} = 29 (\;41) para todo j.

Aunque el planteo del problema (3.3) no resulta muy préctico, aplicando ideas de soluciones
numéricas a tales problemas por diferencias finitas es posible desarrollar un método de conti-
nuacion novedoso para problemas convexos siguiendo una tendencia global en vez de secuencial,
es decir, en lugar de considerar el método de continuacién secuencial (3.5), nuestro objetivo
serd deformar la malla completa de soluciones iniciales (3.4) hasta que ésta aproxime la variedad
de Pareto con la precisién deseada (ver figura 3.2).

1+1

=1

\\\. f malla inicial {z(®()\;)}

30 *
\/ ~= xl
.z . . +1
representacion discreta de la variedad de Pareto {z*(\;)}

i=1

Figura 3.2: Aproximacién a la variedad de Pareto por el método de continuacion global.

Una caracteristica deseable es obtener una representacién equiespaciada de la variedad de
Pareto. Aun comenzando con una malla inicial como en (3.4), con puntos equidistantes, eso no
garantiza la obtencién de un espaciado uniforme en la variedad. Con este fin consideramos las
restricciones adicionales:

Li(x(A), ., e(N), A, - ) =[2(N) —a(A) )P ———= =0, i=1,...,1+1, (3.6)

donde

I+1

P= Z [z(A;) —z(N-1) |12

Tenemos que L; : RV — R. Como ya mencionamos, los puntos o} = 2*(\o) y 75 =
x*(N\i41) son soluciones de (3.2) y por lo tanto permanecen fijos. Es inmediato ver que la ecuacién
(3.6) se cumple si y solo si || z(N\;) — z(ANi21) [|= \/Hzl = cte para todo i = 1,...,0l+ 1, es decir,
si y solo si las soluciones estan igualmente espaciadas.

Definiendo A = (A1,...,\;) € R! y usando la abreviaciéon z(\) = (z(\y),...,z(N\)) € RY,
introducimos el operador H : R+ — RO +D! definido por

61



G(x()\l),)\l) Gl
H(z(N),N) = H@A), o2, Ay ey N) = ifﬁg A;)) - fj (3.7)
Liz(0), N) L

En (3.7) hemos usado la abreviacion G(x(X;), A;) = Gi. Si z(\;) = (xi(N), ..., za(N;)), en-
tonces la matriz jacobiana del operador H es una matriz de dimensién (n + 1)I x (n + 1)l que
estda dada por

Grapy) - 0 Gy, - 0
(), %) = 0 o Glapy | 0 o G,

7 Lizov)y - Lizppp| O -+ 0

Lizowy o+ Liapy| O - 0

donde hemos usado las abreviaciones

0G; 0G;
Giotny = (o 520 ) = (L= MV HRGOD) + AT RGO (39)
Gix, = Vfa(x(N)) — Vfi(z(N;)) (derivada total respecto de \;) (3.9)

2[z(Nj) —x(Nj—1)] + 1y, sij =1

oL; oL;
Li vy = ={ _ ) = . G = — 3.10
209 (&m&> mm&) 2ehyin) =)+ s =i=1 (310)
n;, para cualquier otro j

con 1 = =25 [22(A;) — x(Aj-1) — 2(Aj11)]. La matriz H estd compuesta por lo tanto de un

bloque superior izquierdo de dimension nl x nl, un bloque superior derecho de dimensién nl x [
y un bloque inferior izquierdo de dimensioén [ X nl. Denotando estos bloques por G, Gx y C
respectivamente podemos escribir abreviadamente

Gany Gx

= (3.11)
c 0

Nétese que x(A1),...,x(N\;) satisfacen (3.2) y (3.6), es decir, son puntos equiespaciados

sobre la variedad de Pareto, si y sélo si H(x(A), A) = 0. Aplicando el método de Newton a esta
igualdad y resolviendo para (z(\), A) obtenemos
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x(j“)()\l) 37(‘7)()\1) R -
)\(j+1) = )\(J) —H- (l‘(A)a )‘) H(l’()\), )‘)
1 1
AGHY 2D
o equivalentemente
—G4
[ Az(N) - —G,
H(z(\), A _ =—H(x(N),\) =
(())(AA) (x(A), A) 1
—I
donde
$(j+1)(>\1) — l‘(j)()\l) A.’lf()\l)
Az()\) = =
SL’(j—H)()\l) — x(J)()\l) Al’(}\l)
)\(j+1) . )\gj) AN\
AN = =
)\l(jJrl) _ )\l(J) AN

Al aplicar el método de Newton suponemos que la matriz H es no singular. Usando (3.11),
podemos expresar el sistema anterior en la forma compacta

( Gory Gx ) ( Ax(_/\) ) _ ( a ) (31
c 0 AN b
donde a = (-G ... =GV yb=(-L, ... — L))"

El siguiente paso sera resolver el sistema en bloque (3.12) por eliminacién Gaussiana. Para
esto multiplicamos la primera fila por la matriz C' G;(lj\) y modificamos la segunda fila por la
diferencia con la primera fila modificada, obteniendo el sistema

Gz(j\) Gj\ Ax(/\) B a
() 00)-0)

donde D=—-CG L G5 vy b*=b—-C G;(l/—\) a. Haciendo sustitucion hacia atras obtenemos

2(})
AN = D1 (3.13)

Ahora calculamos Ax(\):
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Gy Az(A) + Gi AN =a = Az()) = G;(l/—\) (a—G5AN) = G;(l/—\) a— G;(l/—\) G5 AN

o en notacion matricial

Ax(A) Gl 0 -G G oo 0 Gin, 0 ADS
A.ﬁlﬁ()\l) 0 Gl_,:pl()\l) —Gl 0 Gl_,zl()\l) 0 Gl,)\l A)\l
Por lo tanto
Ax(N) = =G Gi— G, Gin AN, i=1,...,1 (3.14)

Para resolver (3.14), factorizamos G'iz(n) Y Tesolvemos los sistemas

Gi,;p(,\i) c; = =Gy,
1=1,...,1 (3.15)
Gizn) di = G,
obteniendo

Finalmente, con estas correcciones, podemos resolver para (z(\), A) iterativamente

x(j+1)(/\i) — :I:(j)()\i) + ASL’O\i)a

A =20 1 AN
El sistema (3.17) resume el método de continuacion global. Es posible incrementar la region
de convergencia al introducir un coeficiente de Armijo (Polak [17], pag. 82). Puesto que las
ecuaciones (3.16) son independientes, el sistema (3.17) puede ser resuelto en paralelo.
A continuacion resumimos las etapas del método:

Dado el problema de optimizacién multiobjetivo (3.1), consideramos la
condicién de primer orden (3.2) y las restricciones (3.6). Comenzando
con la malla inicial (3.4):

1 Calculamos G; y L; de (3.2) y (3.6) respectivamente, obteniendo los vectores a y b

2 Calculamos G (x,) , Giy, ¥ Liz(ry) de (3.8), (3.9) y (3.10) respectivamente,
obteniendo las matrices G,x) , Gy y C

3 De (3.13) resolvemos DA = b* por eliminacién Gaussiana y obtenemos A\

4 Resolvemos los sistemas (3.15)

5 Calculamos Az()\;) de (3.16), obteniendo Az (\)

6 Calculamos el paso iterativo siguiente a través de (3.17)

7 Repetimos los pasos 1 a 6 hasta que se cumpla un criterio de detencién respecto del
error (xUV()\;) — 20 (\))
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Este algoritmo permite obtener una representacién discreta uniforme de la variedad de
Pareto. Sin embargo, muchas veces es mas conveniente obtener el frente de Pareto. Dado que
las funciones objetivos f; y fo no son lineales, una representacion equiespaciada en el espacio
variable no garantiza un espaciado uniforme en el espacio objetivo. En este caso reemplazamos
las restricciones (3.6) por las siguientes

Liz(N), A =[ Fz(\)) — Flz(h)) |2 —l% —0, i=1,...,1, (3.18)

donde
I1+1

P = Z H F(:L‘()\j)) - F(m()‘j—l)) H27

F = (fla f2)
Naturalmente, esto requiere un nuevo céalculo del bloque C' de la jacobiana H usando

;

B0 =0 22 9 [ilelyan)) = e )ITh(o0) + 15, 5 =i = 1

L 75, para cualquier otro j

donde
5 = M =+ Mjas

=~ RGO — fi@(2) = Oy IV ),
M = [2f2(2(X))) = fa(2(Aj1)) = fa(2(Xi12)) [ VFa(2 (X))

También tiene que ser redefinido el vector b = (=L ...— L;)T en (3.12). Finalmente, resol-
vemos como antes para (z()), ) iterativamente a través de (3.17) y tomamos su imagen por
F', obteniendo de esta manera una representacién discreta uniforme del frente de Pareto.

Como una observacién final, es importante aclarar que es posible considerar el método (3.5)
junto con restricciones en el espacio objetivo (ver seccién 3.3) para obtener de esta manera un
método de continuacion secuencial que permita calcular una representacién equiespaciada del
frente de Pareto, aunque es claro que tal método no cuenta con la ventaja de la paralelizacién
del método de continuacién global. Sin embargo, en ocasiones la malla (3.4) puede ser una mala
aproximacién inicial (sobre todo cuando el frente de Pareto resulta ser muy curvado) lo que
provoca que el método de continuacién global falle. En estos casos el método de continuacién
secuencial mencionado puede ser de utilidad al proporcionar una aproximacion inicial mas
exacta que (3.4), para luego poder aplicar el método global con éxito.

3.2. Generalizacion a problemas con mas de dos obje-
tivos

El método de continuacién global desarrollado anteriormente para el caso bi-objetivo con-
vexo puede ser extendido a problemas con mas de dos objetivos, al precio de incluir mas

restricciones, con el fin de calcular una representaciéon equiespaciada de la variedad de Pareto,
obteniendo en el caso n > p una variedad de dimensién p — 1 para un problema con p funciones
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objetivos. Por ejemplo, si consideramos un problema con tres objetivos, debemos comenzar con
una malla inicial (I + 1) x (I + 1) y reemplazar las ecuaciones (3.2) y (3.6) por

G(x()\l, )\2), )\1, )\2) = )\IVfl(l') + AQVfQ(l’) + /\3Vf3(l’) = O, )\1 + )\2 + /\3 =1

I+1 1+1
[2(Ais A7) — 2(Xie1, A H2
=1 t=1
I+1 1+1
(X, A7) — (A, An) |2 = l+1 ZZPst—O
=1 t=1

donde
Poy =llz(Ae, M) = 2(Aet, M) P+ 2N, M) — 2(Ahi) |I?

con las distancias a puntos fuera de la malla igualados a cero. Por otra parte, si lo que queremos
es obtener una aproximacién equiespaciada del frente de Pareto, reemplazamos las ecuaciones
de restriccién anteriores por las correspondientes para este caso (ver ecuacion (3.18)).

3.3. Problemas de testeo

La siguiente lista muestra los métodos desarrollados anteriormente:
1) Método de continuacién global (3.17) con restricciones de espaciado uniforme (3.6).
2) Método de continuacién global (3.17) con restricciones de espaciado uniforme (3.18).

3) Método de Newton simple (3.5).

4) Método de continuacién secuencial.

El método de continuacién secuencial 4 combina el método de Newton (3.5) con restricciones
de espaciado uniforme en el frente de Pareto. Tales restricciones se obtienen al considerar

1F(z(\)) — Fz(h)) |=d = cte, i=1,...,01+]1,

donde la constante d es igual a la longitud del frente de Pareto dividido por el nimero de
subdivisiones (en nuestro caso [ + 1). Puesto que no conocemos la longitud del frente a priori,
estimamos la misma como un valor algo mayor que la distancia || F'(x3) — F(z7)||. A lo largo
de esta seccién nos referiremos a los métodos enumerados anteriormente como métodos 1, 2, 3
y 4 respectivamente.

Con el fin de analizar la performance de tales métodos, en Pereyra [16] (pag. 1941 a 1946)
se implementan los mismos en algunas funciones de testeo extraidas principalmente de Deb et
al. [6], tabla 1 (pag. 187).

Ejemplo 1. Considerar el problema (SCH) de [6]:
filz) = 2%, fo(z) = (z - 2)*.

Este es un problema de optimizacién multiobjetivo convexo muy simple conn =1y p = 2.
En este caso 7 = 0, 5 = 2 y por lo tanto es claro que la variedad de Pareto es el intervalo
[0,2]. La ecuacién para la variedad es obtenida directamente de (3.2):

21— N a(\) + 2\ (z(A) —2) =0 = z(A)=2), 0<A<1
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Figura 3.3: Gréfico x(\) para el ejemplo 1.

Como podemos observar en la figura 3.3, una particién uniforme del intervalo [0, 1] permite
obtener directamente un espaciado uniforme en la variedad de Pareto. Sin embargo, esto no
garantiza el espaciado uniforme en el frente de Pareto.

En la figura 3.4 se muestra la representacion discreta del frente de Pareto utilizando 150
puntos, obtenida por el método 3. En este caso los puntos no estan equiespaciados, aunque
el muestreo obtenido es muy satisfactorio. En la figura 3.5(a) se muestra el frente obtenido
con el método 2, usando tan sélo 30 puntos. Como puede verse en 3.5(b), estos puntos estén
uniformemente espaciados por construccion.

Es interesante comparar estos resultados con aquellos obtenidos por medio de algoritmos
genéticos. En la figura 3.6 se muestra el frente de Pareto del ejemplo 1 obtenido con el método
NSGA-II descripto en Deb et al. [6] usando 100 puntos. Como es posible observar, este método
no proporciona un equiespaciado de las soluciones, ademés de resultar muy costoso (este ejem-
plo requirié de aproximadamente 25000 evaluaciones de funciones). El mismo es comparado con
otro método (PAES) para mostrar el mejoramiento en la capacidad de muestreo. OJ

Ejemplo 2. Considerar el problema (FON) de [6]:

fu@) = 1— exp (-i (x _ %>2> @) = 1— exp (—i (x+%)2> .

Este es un problema de optimizacién multiobjetivo con n = 3 y p = 2. A pesar de ser un
problema no convexo, el método 4 es capaz de obtener un muestreo de puntos ain en la parte
no convexa del frente de Pareto, como puede observarse en la figura 3.7. Por otra parte, el méto-
do 3 s6lo cubre la parte convexa inicial (observar la diferencia de escala entre los dos graficos). [

Ejemplo 3. Considerar el problema (POL) de [6]:
filz) =1+ (A1 = B1)’ + (A2 = B2)?, falw) = (21 +3)° + (22 + 1)%,

donde

in(1) — 2 cos(1) + 2 sin(2) — 1.5 cos(2)
in(1) — cos(1) + 2 sin(2) — 0.5 cos(2)

By =05 sm($1) — 2 cos(x1) + sin(zy) — 1.5 cos(zs)

By = 1.5 sin(xy) — cos(x1) + 2 sin(xg) — 0.5 cos(x2)
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Este es un problema de optimizaciéon multiobjetivo no convexo con n = 2, p = 2 y con
frente de Pareto separable (ver seccién 2.5). Como podemos ver de la figura 3.8, los métodos 3
y 4 muestran sélo un tramo conectado del conjunto. Nuevamente, el método 4 realiza un mejor
muestreo de este tramo que el método 3. [

Ejemplo 4. Considerar el problema de optimizacion multiobjetivo:
filz) = (22 =1 + (25 = 1)* + (11 = 1Y, fol2) = (21 +1)° + (23 + 1)* + (22 + 1)

Este es un problema convexo con n = 3 y p = 2. Sin embargo, este problema tiene un
frente de Pareto con una gran curvatura, ocasionando que el método 2 falle debido a que (3.4)
resulta ser una mala aproximacién inicial. Para sortear este inconveniente, se obtuvo una mejor
aproximacion inicial aplicando el método 4, para luego continuar con el método 2 y obtener
asi el frente mostrado en la figura 3.9. [

A continuacién damos el dltimo ejemplo de implementacion.

Ejemplo 5. Considerar el problema (ZDT4) de [6] (con algunas modificaciones):

) =t fule) =gl (1= [2).

g(x)
donde .
g(x)=1+10(n—1) + Z(xf — 10 cos(4mx;)), n = 10.
i=2
Este es un problema de optimizacién multiobjetivo convexo con n = 10 y p = 2. Como
podemos ver en la figura 3.10, el método 3 da un pobre muestreo del frente de Pareto, mientras
que el método 4 proporciona una representacion excelente con sélo 30 puntos. Tal como se

menciona en [16] (tabla 2), no hay un impacto significativo en cuanto a tiempos de ejecucién
al incrementar la dimensionalidad del problema. [

Figura 3.4: Frente de Pareto de ejemplo 1 obtenido por el método 3.
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Figura 3.6: Frente de Pareto de ejemplo 1 obtenido por algoritmos genéticos.
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En la tabla siguiente se muestra a modo de resumen los métodos considerados en Pereyra
[16] y los ejemplos en donde han sido aplicados.

’ Problema ‘ Dimensiones ‘ Caracteristicas ‘ Método aplicado ‘
Ejemplo 1 (SCH) | n=1 , p=2 convexo 1,2,3y4
Ejemplo 2 (FON) | n=3 |, p=2 Nno CONnvexo 3y4
Ejemplo 3 (POL) | n=2 |, p=2 no convexo, frente separable 3y4

Ejemplo 4 n=3 , p=2 | convexo, alta curvatura del frente 1,2y4
Ejemplo 5 (ZDT4) | n=10 , p=2| convexo, alta dimensionalidad 3y4

En la tabla 2 de [16] (pag. 1945) se muestran los tiempos de ejecucién (en ms) sobre una
maquina Intel dual Xeon 3.2 GH con SO Linux.

3.4. Conclusiones

En el capitulo 3 se ha mostrado en detalle un método de continuacién global desarrollado
en [16], ademds de un método de continuacién secuencial con restricciones de equiespaciado, los
cuales permiten obtener una aproximacion numérica de la variedad o el frente de Pareto para
un problema multiobjetivo irrestricto. Para tal fin se presentd en los dos primeros capitulos
una revision de conceptos de optimizacion, comenzando en primer lugar con optimizacion sim-
ple (capitulo 1) y luego siguiendo con optimizacién multiobjetivo (capitulo 2), cuyo concepto
se introdujo al dar ejemplos de problemas con dos o mas objetivos en conflicto. También se
presentaron los resultados tedricos sobre el tema necesarios para derivar tales métodos.

Estos métodos de continuacién fueron obtenidos al aplicar el método de Newton a ciertas
condiciones de optimalidad de primer orden y al considerar condiciones adicionales de equies-
paciado. Los mismos han demostrado tener una buena performance al aplicarlos a algunas
funciones de testeo, donde se mostré también su capacidad de muestreo uniforme de los pun-
tos optimos. En el caso del método global, éste fué obtenido en primer lugar al considerar
un problema bi-objetivo con funciones objetivos estrictamente convexas, donde obtuvimos el
conjunto de soluciones eficientes como una variedad de dimensién uno (variedad de Pareto) y
luego se propuso su implementacién a problemas multiobjetivos generales, donde en este caso
la variedad de Pareto resulta ser de dimensién p—1 para p funciones objetivos. No obstante, los
métodos de continuacién propuestos pueden ser aplicados con éxito a algunos problemas donde
las funciones objetivos pueden no ser estrictamente convexas. Sin embargo, deben tenerse en
cuenta algunas consideraciones:

1. En el caso de funciones convexas no estrictas, éstas pueden tener mas de un punto de
minimo y por lo tanto puede haber mas de una curva paramétrica uniendo los diferentes
puntos O6ptimos. En estas circunstancias el conjunto de soluciones débilmente eficientes
X estard formado por la union de estas curvas. Puesto que en este caso el conjunto
eficiente ) en el espacio objetivo resulta ser R”, —convexo, entonces el conjunto no domi-
nado )Yy resulta conectado si el conjunto )V + RE es RE —compacto (ver corolario 2.5.2),
lo cual facilita la obtencion del frente de Pareto por los métodos de continuacion.

2. En el caso de funciones no convexas, algunos de los inconvenientes para aplicar los métodos
de continuacion son:

= Conjunto no dominado Yy concavo. Como comentamos al final de la seccién 2.4.1,
la obtencion del frente de Pareto usando combinaciones convexas de los objetivos
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(escalarizacién) puede fallar en el caso de funciones objetivos no convexas, como se
muestra en el ejemplo del frente céncavo de la figura 2.23. Sin embargo, el método
de continuacién secuencial es capaz de obtener puntos en la parte concava del frente,
como se muestra en el ejemplo 2 (FON).

= Conjunto no dominado Yy separable. Puesto que el método de Newton es esencial-
mente local, los métodos de continuacién sélo obtienen el muestreo de una parte
conectada del frente de Pareto en el caso que éste resulte separable (ver seccién 2.5),
como se muestra en el ejemplo 3 (POL).

A pesar de tales inconvenientes, ambos métodos de continuacién son mas econémicos de im-
plementar que los algoritmos evolutivos usados generalmente para problemas de optimizacion
multiobjetivo, aunque estos ultimos son aplicables a una clase mas amplia de problemas. Sin
embargo, en problemas de optimizacion de alta dimensionalidad o que involucran un ntmero
considerable de funciones objetivos, los métodos de continuacién propuestos pueden ser una
alternativa tutil.
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