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Resumen

Las superficies maximales son muy importantes a la hora de resolver las ecua-
ciones de vı́nculo de Einstein. Estas superficies facilitanla evolución de los datos
iniciales mediante los métodos numéricos más utilizados. Con este tipo de superfi-
cies se puede generar un espacio-tiempo para describir una colisión entre agujeros
negros.

En este trabajo se demuestra la existencia de una superficie maximal con mo-
mento lineal no nulo para el espacio-tiempo de Schwarzschild.



Caṕıtulo 1

Introducci ón

Uno de los problemas actuales en relatividad general es la colisión de agujeros
negros, la importancia de tal fenómeno radica en que se espera que esto produzca
una emisión de radiación gravitacional medible, por lo tanto un estudio teórico de
estas colisiones es fundamental para saber como detectar las ondas gravitacionales
con los nuevos detectores (ver [7])

Un método para estudiar estas colisiones es con una formulación de datos
iniciales: dado un conjunto apropiado de datos iniciales(Σ, hab, Kab) para algún
instante (por ej.t = 0), siendoΣ una superficie de Cauchy,hab su métrica indu-
cida yKab la curvatura extrı́nseca de la misma, podemos obtener a través de la
evolución de estos datos dada por la ecuación de Einstein,todo el espacio-tiempo
(M, gµν) que es único y depende de forma continua de los datos iniciales, para el
cualΣ es una superficie de la variedadM , y hab su métrica inducida por la mética
gµν .

La ecuación de Einstein en vacı́oGµν = 0 es un sistema de diez ecuaciones
en derivadas parciales de segundo orden para las diez componentes desconocidas
de la métrica. A hora bien, hay componentes deGµν = 0 que parat = 0 sólo
dependen del conjunto de datos iniciales(Σ, hab, Kab), entonces estas ecuaciones
proveen un vı́nculo para los datos iniciales, se puede ver que los datos deben
cumplir con las ecuaciones de vı́nculo en vacı́o

DbK
b
a −DaK = 0 (1.1)

R(3) +K2 −KabK
ab = 0 (1.2)

dondeDa es la derivada covariante asociada conhab y R(3) es el escalar de curva-
tura dehab y K es la curvatura media definida porK = Kabh

ab.
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Para estudiar el espacio-tiempo generado alrededor de una fuente de gravedad
como puede ser una estrella, planeta, o agujero negro, nos basamos en la suposi-
ción de que el sistema es aislado, es decir que las fuentes degravedad estan en
una región limitada del espacio y que el resto del espacio esta vacı́o, en contra-
posición tenemos los modelos cosmológicos donde se supone por ejemplo que
las fuentes estan distribuidas de forma homogenea e isotrópica por todo el espa-
cio, dando asi la métrica de Robertson-Walker. Entonces enel modelo de sistema
aislado se espera que los campos gravitatorios, electromagnéticos, etc., decaigan
de modo apropiado cuando nos alejamos mucho de las fuentes, para el caso de
la gravedad esto se traduce al hecho de que la métrica de un sistema aislado de-
be ser asintoticamente plana. Entonces para describir un sistema aislado debemos
generar una métrica asintoticamente plana, para que los datos iniciales generen un
espacio-tiempo asintoticamente plano ellos mismos deben serlo. Para que un dato
inicial sea asintoticamente plano la métrica y la curvatura extrı́nseca deben tener
las siguientes propiedades: las componentes de la métricadifieren de la métrica
plana en términos que van comoO(1

r
) cuandor → ∞ y sus primeras derivadas

comoO( 1
r2 ) y las componentes de la curvatura extrı́nseca son de ordenO( 1

r2 ).
Podemos formalizar la anterior definición de sistema aislado y datos asintoti-

camente planos, del siguiente modo:[9] un dato inicial (Σ, hab, Kab), es asintoti-
camente plano conN infinitos, si para algún conjunto compactoΩ tenemos que
Σ \ Ω =

∑N

k=1 Σk, dondeΣk son conjuntos abiertos tal que cadaΣk puede ma-
pearse con un sistema de coordenadasxj difeomorficamente al complemento de
una bola cerrada enR3, tal que en estas coordenadas tenemos

hab = (1 +
2M

r
)δab +O(r−2) (1.3)

Kab = O(r−2) (1.4)

cuandor =
√

∑3
j=1(x

j)2 → ∞ en cada setΣk,M es la masa del dato.

El Ω es el conjunto en donde se encuentran las fuentes y elΣ\Ω es la región sin
fuentes, la cual por (1.3) y (1.4) se hace menos curvada cuanto más nos alejamos
de la regiónΩ, vemos asi que la definición coincide con la descripción dada de
sistema aislado y datos asintoticamente planos.

Si hayn infinitos entonces hay al menosN − 1 horizontes, lo que indica que
hayN−1 agujeros negros, por ejemplo en la extensión de Kruskal para la métrica
de Schwarzschild tenemosN = 2.

Con datos asintoticamente planos podemos definir la enegı́ay el momento
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lineal para una superficie espacial del espacio-tiempo que ellos generan

E =
1

16π
ĺım
r→∞

∫

∂Br

(

∂hab

∂xa
− ∂haa

∂xv

)

N bdA (1.5)

pa =
1

8π
ĺım
r→∞

∫

∂Br

(KabN
b −KNa)dA (1.6)

dondeN es la normal a la 2-superficieBr que limita aΣ, y dA es su diferencial
de superficie.

Un ejemplo, con dos infinitosN = 2, de solución de las ecuaciones de vı́ncu-
lo es el datoKab = 0 y hab =

(

1 + M
2r

)4
δab, δab es la métrica plana, vemos

que estos datos son asintoticamente planos con dos infinitos, de hecho estos da-
tos generan la solución de Schwarzschild la cual representa un espacio-tiempo
con un solo agujero negro aislado, otra solución de las ecuaciones de vı́nculo
(más interesante para nuestro objetivo) es la de D. Brill y R. W. Lindquist [6]

Kab = 0 y hab =
(

1 + M1

2r1
+ M2

2r2

)4

δab, estos datos son asintoticamente planos

con tres infinitos, los cuales generan un espacio-tiempo condos agujeros negros
de Schwarzschild. Como puede verse de la métrica inducida,esta solución es una
superposición lineal de dos soluciones de Schwarzschild,dondeM1, r1 y M2, r2
son la masa y la coordenada radial de cada uno. Si la distanciaentre ellos es lo su-
ficientemente grande, de modo tal que los datos se asemejan a dos Schwarzschild
aislados entre si,tenemos lo que se conoce como condición de lı́mite lejano [10].
Notemos que para D. Brill y R. W. Lindquist se cumple la condición de lı́mite le-
jano, cuandor1 → ∞ la métrica queda con un solo agujero de masaM2 y cuando
r2 → ∞ la métrica queda con un solo agujero de masaM1, entonces poniendo
los agujeros bien lejos uno del otro, vemos que se cumple la condición deseada,
lo cual indica que inicialmente los agujeros estan aisladosuno del otro.

En estos dos ejemplos los datos iniciales no tienen momento lineal (p = 0),
como puede verse de la definición del momento (ecuación (1.4)) ya que para am-
bosKab = 0, entonces la solución de Schwarzschild nos da un agujero negro que
permanece en reposo, en cambio la solución de D. Brill y R. W.Lindquist nos da
dos agujeros negros inicialmente en reposo, que luego se acercan el uno hacia el
otro debido a su mutua atracción gravitacional hasta colisionar. Este tipo de coli-
sión no es muy realista, ya que es de esperar que los agujerosnegros no colisionen
en linea recta, sino que formen un sistema de rotación alrededor de su centro de
masa hacercandose hasta colisionar, para modelar esto es necesario que los agu-
jeros posean un momento lineal en el momento inicial, de estemodo podemos
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r = 0

Figura 1.1: Superficies maximales en Schwarzschild, estas son las superficies a
t = cte las cuales pasan por la 2-esféra de bifurcación

dar un parámetro de impacto inicialmente entre ellos y ası́esperariamos que el
sistema evolucione del modo que queremos.

Entonces lo que se trata de hacer es superponer dos soluciones de Schwarzs-
child con momento lineal inicial no nulo (p 6= 0), pero para esto es necesario
encontrar datos iniciales adecuados, que es lo que hicimos en este trabajo.

Otra propiedad que podemos ver de los ejemplos anteriores esque en ambos
K = 0, a una superficie con esta propiedad se la llama maximal, estas superficies
son importantes a la hora de resolver las ecuaciones de vı́nculo, ya que conK = 0
las ecuaciones (1.1) y (1.2) se desacoplan lo cual facilita su resolución, además,
también simplifica los métodos numéricos con que se estudia la evolución de los
datos iniciales, otro propiedad de estas superficies, como puede verse en [4], es
que evitan la singularidad enr = 0, en las figuras 1 y 2 puede verse que las
superficies nunca cruzan el lı́miter = 3M

2
, como se aclara en [4], esta propiedad

es por lo que muchos métodos numéricos para la evolución se basan en datos
iniciales sobre superficies maximales. Debido a la importancia de las superficies
maximales, el problema que vamos a resolver es:

Encontrar una superficie maximal con momento lineal para Schwarzschild.
Este es el tipo de dato inicial que esperamos que pueda ser útil para la super-

posición de dos agujeros negros de Schwarzschild con momento lineal inicial no
nulo.

J. M. Bowen y J. W. York [5] dieron un dato inicial para un agujero negro con
momento lineal no nulo sobre una superficie maximal, pero estos datos no evo-
lucionan hacia Schwarzschild, ya que, como ellos mismos explican la evolución
genera radiación gravitacional, lo cual no ocurre en Schwarzschild, un cálculo

4



r = 0

r = 1.5m

Figura 1.2: Superficies maximales en Schwarzschild, estas no son at = cte y y
cruzan el horizonte pero no por la 2-esféra, vemos que estastampoco cruzan el
lı́mite r = 3M

2

perturbativo de esta radiación puede verse en [13].
La forma en que resolveremos nuestro problema, no es tratar de resolver las

ecuaciones de vı́nculo, sino en darle un momento lineal a la métrica de Schwarzs-
child mediante un boost y en estas nuevas coordenadas encontrar una superficie
maximal, de este modo obtenemos datos iniciales (Σ, hab, Kab) solución de las
ecuaciones de vı́nculo tales queK = 0 y p 6= 0, y por supuesto su evolución nos
devuelve Schwarzschild.

Para más información sobre la formulación de valores iniciales en relatividad
general puede verse [21], [19]. Con respecto a las superficies maximales y sus
propiedades son interesantes los artı́culos [15] y [2]. En los trabajos [3] y [16] se
describen métodos para resolver las ecuaciones de vı́nculo. En el trabajo [8] se
puede ver una descripción de distintas soluciones de las ecuaciones de vı́nculo.
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Caṕıtulo 2

Método y Resultados Principales

La métrica de Schwarzschild no posee momento lineal que es lo que nosotros
queremos, para darle un momento lineal (basandonos en el trabajo [22]) hemos
tomado la métrica de Schwarzschild en coordenadas isotrópicas y aplicamos un
boost en la direcciónz

t = γ−1(t̂+ vẑ) (2.1)

z = γ−1(vt̂+ ẑ) (2.2)

x = x̂ (2.3)

y = ŷ (2.4)

donde
γ =

√
1 − v2 (2.5)

como es de esperar una superficie espacial

Φ1(t̂, x̂, ŷ, ẑ) = t̂ = cte (2.6)

tiene momento lineal no nulo que es lo que queremos, pero paraesta superficie
K 6= 0, es decir quêt = cte no es una superficie maximal, entonces modificare-
mos un poco la superficie con una funciónσ suficientemente pequeña tal que la
superficie siga siendo espacial y no modifique el momento lineal ni la energı́a de
la superficie original, es decir queσ es considerada como una perturbación de la
superficiêt = cte, con esta nueva función la superficie es

Φ2(t̂, x̂, ŷ, ẑ) = t̂+ σ(x̂, ŷ, ẑ, v) = cte (2.7)
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entonces pediremos que esta superficie tengaK = 0, lo cual nos da una ecuación
paraσ

0 = 2∇a∂aσ(g t̂t̂ + ∂bσ∂bσ)

− ∂ t̂(g t̂t̂ + ∂bσ∂bσ)

− ∂aσ∂
a(g t̂t̂ + ∂bσ∂bσ)

(2.8)

que se obtiene de la ecuación para superficies maximales

K = ∇α

(

∂αΦ2
√

∂βΦ2∂βΦ2

)

= 0 (2.9)

esta es una ecuación elı́ptica no lineal de segundo orden enderivadas parciales
paraσ(x̂, ŷ, ẑ, v), visiblemente complicada.

Entonces demostrando que existe unaσ solución deK = 0 estariamos de-
mostrando la existencia de una superficie maximal con momento lineal en Sch-
warzschild, ¿por qué no resolverla? simplemente porque nosabemos hacerlo, ya
que la ecuaciónK = 0 es de segundo orden y no lineal, para la cual no conoce-
mos un método de resolución que nos de la expresión explı́cita deσ(x̂, ŷ, ẑ, v),
pero si podemos demostrar que existe tal solución utilizando el teorema de la fun-
ción implı́cita, el cual, si bien, nos asegura la existencia de una única solución,
nos limita imponiendo la condición de quev debe estar en un entorno de cero
lo suficientemente chico para asegurar que exista solución, cuan chico no lo sa-
bemos ya que el teorema no lo estima, y no conocemos ningún teorema que lo
haga ni tampoco conocemos otra forma de demostrar existencia de solución para
la ecuación.

Además la ecuación diverge cuandor = M
2

debido a esto nos limitaremos a
la región exterior de Schwarzschild, es decirr > M

2
, por simplicidad primero nos

limitaremos a un dominio acotado, es decirr < ∞ , luego nos extenderemos al
dominio no acotado en el cual hay que utilizar la teorı́a de operadores elı́pticos en
espacios de Sobolev con peso que es más sutil que los métodos utilizados para el
dominio acotado, entonces dividimos los dos casos del siguiente modo:

1. Caso 1: Dominio acotado.

2. Caso 2: Dominio no acotado.
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Figura 2.1: Dominio acotado: la superficie no cruza el horizonte, y vemos que
tampoco se extiende hastar = ∞

Figura 2.2: Dominio no acotado: esta superficie tompoco cruza el horizonte, pero
sı́ se extiende hastar = ∞
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El resultado obtenido para el caso 1 es el siguiente

Teorema 1:
Existe una superficie espacial conK = 0, hab asintoticamente plana ypµ

suficientemente chico pero no nulo, en Schwarzschild, en el dominio acotadoU =
(R3 : M

2
< R1 < r < R2 <∞).

El resultado obtenido para el caso 2 es el siguiente
Teorema 2:
Existe una superficie espacial conK = 0, hab asintoticamente plana ypµ

suficientemente chico pero no nulo, en Schwarzschild, en el dominio no acotado
U = (R3 : M

2
< R1 < r).

Entonces la prueba de estos teoremas será dada en dos partesla primera titu-
lada ”Boost, Energı́a, Masa y momento”, que es común a ambos, en donde se ob-
tiene una superficie con momento lineal. La segunda titulada”Haciendo maximal
a la Superficie.en donde se obtiene la ecuaciónK = 0 paraσ a resolver, a partir de
aqui el analı́sis se divide en dos subsecciónes llamadas ”dominio acotado2”domi-
nio no acotado”, en donde se demuestra la existencia de solución para la ecuación
en ambos, completando asi la demostración de los respectivos teoremas.

Luego en el capı́tulo 4 demostramos que las superficies

Φ1(t̂, x̂, ŷ, ẑ) = t̂ = cte (2.10)

y
Φ2(t̂, x̂, ŷ, ẑ) = t̂+ σ(x̂, ŷ, ẑ, v) = cte (2.11)

tienen la misma energı́a y momento lineal si pedimos queσ(x̂, ŷ, ẑ, v) → O(r−1)
parar → ∞.

Entonces a partir de la métrica de Schwarzschild, mediantela aplicación de un
boost a la misma, pudimos obtener un conjunto(Φ2, hab, Kab) de datos iniciales,
con las condiciones requeridas descriptas en la intrducci´on (p 6= 0, K = 0) que
sirven para describir un agujero negro de Schwarzschild conmomento lineal. Hay
que remarcar que este momento debe estar en un entorno de ceroya que, como
veremos

p = (0, 0, vMγ−1) (2.12)

y el teorema de la función implı́cita nos dice quev debe estar en un entorno de
cero, pero no nos proporciona una estimación para dicho entorno, pero aún ası́, por
más pequeño que sea sabemos que existe el conjunto maximaly asintoticamente
plano(Φ2, hab, Kab) conp 6= 0, cuya evolución nos da Schwarzschild.

El hecho de que no este incluido el horizonte en ningúno de los dos teoremas,
es debido a que la ecuaciónK = 0 paraσ, diverge en el horizonte, esta es una
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dificultad que no pudimos resolver, de todos modos el horizonte no es una singu-
laridad real es un problema de las coordenadas, podemos ver la regularidad de la
métrica en el horizonte con las coordenadas de Kruskal

ds2 =
32M3e−

r
2M

r
(−dT 2 + dR2)2 + r2(dθ2 + sin2 θdφ2) (2.13)

siendo
(
r

2M
− 1)e

r
2M = R2 − T 2 (2.14)

t

2M
= 2 tanh−1(

T

R
) (2.15)

pero en estas coordenadas no sabemos como calcular el momento ya que para
r → ∞ la métrica diverge, además tampoco es trivial como encontrar coordenadas
isotrópicas para definir de un modo mas fácil el boost.

Ası́ se nos presenta una dualidad entre coordenadas regulares en el horizonte
en las que no podemos calcular el momento, y coordenadas en las que podemos
calcular el momento pero que no son regulares en el horizontecon lo cual no
podemos resolverK = 0 incluyendo el horizonte.

En el futuro esperamos encontrar un sistema de coordenadas que resuelva es-
tos dos problemas a la vez, o encontrar algún modo de estudiar la divergencia de
K = 0 en el horizonte y encontrar una solución.

En los libros [18] [20] [12] [11] se describe la matemática utilizada para el
caso 1. En los atı́culos [1] [14] [17] se dan los conceptos matemáticos necesarios
para el caso 2.
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Caṕıtulo 3

Prueba de los Teoremas 1 y 2

3.1. Boost, Enerǵıa, Masa y Momento

Aqui veremos como encontrar una superficie con momento lineal no nulo,
entonces tomamos la métrica de Schwarzschild en coordenadas isotrópicas.

ds2 = −N2
0 dt

2 + ψ4(dx2 + dy2 + dz2) (3.1)

donde

N0 =
1 − M

2r

1 + M
2r

;ψ = 1 +
M

2r
(3.2)

siendo
r =

√

x2 + y2 + z2 (3.3)

que se obtiene de la métrica de Schwarzschild en coordenadas esféricas

ds2 = −
(

1 − 2M

r̄

)

dt2 +

(

1 − 2M

r̄

)

−1

dr2 + r̄2dΩ2 (3.4)

mediante la transformación de coordenadas

r̄ = r(1 +
M

2r
)2 (3.5)

Si tomamos una superficie at = cte, tal superficie tiene momento lineal nulo,
entonces inspirados en el boost de Lorentz, realizamos la transformación de coor-
denadas.

t = γ−1(t̂+ vẑ) (3.6)
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z = γ−1(vt̂+ ẑ) (3.7)

x = x̂ (3.8)

y = ŷ (3.9)

donde
γ =

√
1 − v2 (3.10)

la transformación inversa es

t̂ = γ−1(t− vz) (3.11)

ẑ = γ−1(−vt+ z) (3.12)

x̂ = x (3.13)

ŷ = y (3.14)

Y ahora veremos que la superficie

Φ1(t̂, x̂, ŷ, ẑ) = t̂ = cte (3.15)

tiene momento lineal en la dirección̂z, para simplificar cuentas tomamost̂ = 0.
Entonces la métrica en estas coordenadas es

ds2 = (v2ψ4 −N2
0 )γ−2(dt̂)2 + 2vγ−2(ψ4 −N2

0 )dt̂dẑ

+ ψ4((dx̂)2 + (dŷ)2) + γ−2(−N2
0 v

2 + ψ4)(dẑ)2 (3.16)

Parat̂ = cte la métrica inducida es

dh2 = ψ4((dx̂)2 + (dŷ)2) + γ−2(−N2
0 v

2 + ψ4)(dẑ)2 (3.17)

Para poder calcular el momento lineal necesitamos que esta métrica sea asintoti-
camente plana en estas coordenadas, y asi es

Como

r =
√

x2 + y2 + z2 =

√

(x̂)2 + (ŷ)2 + γ−2(vt̂+ ẑ)2 (3.18)

Y además
x̂ = r̂ sin θ cosφ (3.19)

ŷ = r̂ sin θ sinφ (3.20)

ẑ = r̂ cos θ (3.21)
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Vemos que cuandôr tiende a infinitor también, y parar que tiende a infinito
tenemos los desarrollos asintóticos.

ψ4 = 1 +
2M

r
+O

(

1

r2

)

+ ... (3.22)

N2
0 = 1 − 2M

r
+O

(

1

r2

)

+ ... (3.23)

Remplazando endh2 obtenemos.

dh2 = (dx̂)2 + (dŷ)2 + (dẑ)2

+
2M

r

(

(dx̂)2 + (dŷ)2 + γ−2(v2 + 1)(dẑ)2
)

+ O

(

1

r2

)

+ ... (3.24)

Por lo tanto es claro que la métrica tiene el desarrollo asintótico deseado.
El momento deΦ1 se calcula con

pa =
1

8π
ĺım
r→∞

∫

(KabN
b −KNa)dA (3.25)

donde

Nr =

√

ψ4γ−2(−N2
0 v

2 + ψ4)

ψ4 cos2 θ + γ−2(−N2
0 v

2 + ψ4) sin2 θ
(3.26)

Nθ = 0 (3.27)

Nφ = 0 (3.28)

dA = r̂2ψ2 sin θ
√

ψ4 cos2 θ + γ−2(−N2
0 v

2 + ψ4) sin2 θdθdφ (3.29)

px̂ =
1

8π
limr→∞

∫

[

(Kx̂x̂N
x̂ +Kx̂ŷN

ŷ +Kx̂ẑN
ẑ) −KNx̂

]

× r̂2ψ2 sin θ
√

ψ4 cos2 θ + γ−2(−N2
0 v

2 + ψ4) sin2 θdθdφ (3.30)

donde

r =
√

x2 + y2 + z2 =
√

x̂2 + ŷ2 + γ−2ẑ2 = r̂

√

sin2 θ + γ−2 cos2 θ (3.31)
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Nx̂ = Nr sin θ cosφ; Nŷ = Nr sin θ sinφ; Nẑ = Nr cos θ (3.32)

N x̂ = ψ−4Nx̂; N
ŷ = ψ−4Nŷ; N

ẑ = γ2(−N2
0 v

2 + ψ4)−1Nẑ (3.33)

Reemplazando en p, y como sebemos que

∫ 2π

0

cos φdφ = 0 (3.34)

tenemos quepx̂ = 0, del mismo modo se ve quepŷ = 0, solo quedapẑ, el cual
luego de tomar el lı́mite queda

pẑ =
vγ−2M

2

∫ π

0

sin θdθ

(sin2 θ + γ−2 cos2 θ)
3
2

(3.35)

∫ π

0

sin θdθ

(sin2 θ + γ−2 cos2 θ)
3
2

= 2γ (3.36)

obtenemos finalmente
pẑ = vMγ−1 (3.37)

el cálculo de la energı́a es similar

E =
1

16π
ĺım
r→∞

∫
(

∂hab

∂xa
− ∂haa

∂xv

)

N bdA (3.38)

desarrollando esta expresión queda

E =
1

16π
limr→∞

∫
[(

−∂hŷŷ

∂x̂
− ∂hẑẑ

∂x̂

)

N x̂ +

(

−∂hx̂x̂

∂ŷ
− ∂hẑẑ

∂ŷ

)

N ŷ

+

(

−∂hx̂x̂

∂ẑ
− ∂hŷŷ

∂ẑ

)

N ẑ

]

dA (3.39)

luego de tomar el lı́mite e integrar enφ se obtiene

E =
M

2γ2

∫ π

0

sin θdθ

(1 − (γ2 − 1) cos2 θ)
3
2

(3.40)

finalmente
E = Mγ−1 (3.41)

En el apéndice A se muestran las componentes del tensor de curvatura extrı́nseca
(Kab).

14



Y observamos que del momento y la energı́a, la masa total, resulta igual a la
constanteM de Schwarzschild.

Por lo tanto obtuvimos una superficie con momento lineal no nulo, pero como
puede verse en el apéndice A su cuvatura mediaK no es nula.

K =
Mẑv

2Nrγ2

{

(2r +M)7

32r9
[ψ4 −N2

0 v
2]−1[ψ4 −N2

0 ]

+ γ−2[ψ4 −N2
0 v

2]

{

2

[

(2r +M)3

4r5
+

8(2r −M)

(2r +M3

]

−
[

(2r +M)3

4r5
− 8(2r −M)v2

(2r +M)3

]

×
(

1 + [ψ4 −N2
0 v

2]−1[ψ4 −N2
0 ]
)}}

(3.42)

3.2. Haciendo Maximal a la Superficie

Ahora veremos como hacer que la curvatura sea nula, para estomodificamos
la Φ1, con una funciónσ, para obtener la nueva superficie

Φ2(t̂, x̂, ŷ, ẑ) = t̂+ σ(x̂, ŷ, ẑ, v) = cte (3.43)

entonces la ecuación de superficie maximal es

K = ∇α

(

∂αΦ2
√

∂βΦ2∂βΦ2

)

= 0 (3.44)

dondeα, β = 0, 1, 2, 3. Reemplazando (3.43) en (3.44) obtenemos la ecuación
paraσ

K = 2∇a∂aσ(g t̂t̂ + ∂bσ∂bσ)

− ∂ t̂(g t̂t̂ + ∂bσ∂bσ)

− ∂aσ∂
a(g t̂t̂ + ∂bσ∂bσ)

= 0 (3.45)

veremos que existe solución probando que se cumplen las hipótesis del teorema
de la función implı́cita
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Teorema de la funcíon implı́cita:[20]
SeaX, Y y Z espacios de Banach, y seaU, V entornos alrededor del origen

enX y Y , respectivamente. SeaF una funcíonF (U, V ) → Z, y se cunplen las
siguientes hiṕotesis

1. F (0, 0) = 0

2. F esC1

3. DyF |(0,0) es un isomorfismo deY aZ

Entonces existe un entornoW del origen deX y unaf función C1 deW a Y
talqueF (x, f(x)) = 0. Aun ḿas, parax e y en esos entornos,f(x) es laúnica
solucíon deF (x, y) = 0.

Entonces identificamosF (X, Y ) conK(v, σ).
La primer hipótesis es trivialK(0, 0) = 0, que puede verse reemplazando

v = 0 y σ = 0 en la ecuación (3.45).
Para la tercera hipótesis necesitamos la linealización de la ecuación, es decir

el operadorDσK|(0,0), el cual da

DσK|(0,0) = 2gtt∇a∂aσ − ∂aσ∂
agtt (3.46)

Para la segunda y tercera hipótesis debemos separar el análisis en los dos casos
descriptos en el capı́tulo 2.

3.2.1. Dominio acotado

Entonces fijaremos nuestra atención en el dominioU = (R3 : M
2
< R1 < r <

R2 <∞).
Para ver queK(v, σ) esC1(U) utilizamos el siguiente
Lema 1:[20]
SeaΩ un dominio cerrado deRn con frontera suave. Adeḿas seaf una fun-

ciónCm+1 deRk aR conm < n
2
. Entoncesf , induce un mapaC1 de(Hm(Ω))k

aHm(Ω).
Si en la ecuación (3.45) reemplazamos las derivadas parciales deσ por varia-

bles realesx, y, z tenemosK(v, σ) = K(v, x, y, z), y vemos que esta función es
Cm+1(U) ya que es una función regular en el dominioU . Entonces por el lema 1
tenemos queK(v, σ) : R ×Hm → Hm esC1(U).
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Para ver queDσK|(0,0) es un isomorfismo vamos a demostrar que que existe
solución de la ecuación

2g t̂t̂∇a∂aσ − ∂aσ∂
ag t̂t̂ = f(x, y, z) (3.47)

Para todaf ∈ L2(U).
Esta es una ecuación lineal y elı́ptica paraσ.
Tomemos primerof(x, y, z) = 0 y veamos cual es la solución de la ecuación

homogénea enU y σ = 0 en∂U . Con el principio del máximo
Principio del máximo:[11]
Seau ∈ C2(U) ∩ C(Ū) y c ≡ 0 enU conexo, abierto y acotado.

1. (i) siLu ≤ 0 enU y u alcanza su ḿaximo en un punto interior dēU , enton-
cesu es constante enU .

2. (ii) si Lu ≥ 0 en U y u alcanza su ḿınimo en un punto interior dēU ,
entoncesu es constante enU .

concluimos queσ debe ser constante enU , ademásσ ∈ C(Ū) y σ = 0 en
∂U , entoncesσ = 0 enU . Por lo tanto la ecuación homogenea solo tiene solución
trivial, y de la alternativa de Fredholm

Teorema:(Alternativa de Fredholm)[11]
Una de las siguientes afirmaciones es cierta:

1. (i) Para cadaf ∈ L2(U) existe unaúnica solucíon d́ebil u ∈ H1
0 (u) al

problemaLu = f enU y u = 0 en∂U .

2. (ii) Existe una solucíon d́ebil u 6= 0 del problema homogeneoLu = 0 enU
y u = 0 en∂U .

obtenemos que existe una única soluciónσ ∈ H1
0 (U) de la ecuación (3.45) en

U con condición de Dirichtlet.
Nota: vale lo mismo con condición de Newmann en la frontera, en general

es suficiente con una condición de borde que garantice que eloperador sea un
isomorfismo.

Aun más, podemos ver queσ ∈ Hm+2(U) y también queσ ∈ C∞(Ū), con
los teoremas

Teorema 3:[11]
Seaai,j ; bi; f ∈ C∞(Ū) y u ∈ H1

0 (U) solucíon deLu = f enU conu = 0
en∂U siendo∂U ∈ C∞, entoncesu ∈ C∞(Ū).
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Teorema 4:[11]
Seam un entero no negativo, yai,j ; bi; c ∈ Cm+1(U); f ∈ Hm(U), suponga

queu ∈ H1
0 (U) es una solucíon en sentido d́ebil del problemaLu = f enU con

u = 0 en∂U siendo∂U ∈ Cm+2, entoncesu ∈ Hm+2(U).

Losaij , bi y c son los coeficientes de el operador lineal elı́ptico

L = aij∂i∂j + bi∂i + c (3.48)

en nuestro caso tenemos la identidades

L = DσK|(0,0) (3.49)

Por lo tanto hemos probado queDσK|(0,0) es un isomorfismo deHm+2(U) a
Hm(U), y también deC∞(Ū) aC∞(Ū). Entonces el teorema de la función implı́ci-
ta nos asegura que existeσ(x̂, ŷ, ẑ, v), tal queK(v, σ) = 0.

De este modo queda demostrado el Teorema 1.

3.2.2. Dominio no acotado

Fijaremos nuestra atención en el dominioU = (R3 : M
2
< R1 < r), aqui solo

veremos los puntos diferentes con el caso anterior.
Para ver queK(v, σ) esC1 utilizamos una variante del lema 1 para el caso de

espacios de Sobolev con peso.
Lema 2:
SeaΩ un dominio no acotado deRn. Seaf : Rk → R una funcíon de clase

Cm+1, conm > n
2
. Entoncesf induce un mapa(Hm

δ (Ω))k → Hm
δ (Ω) de clase

C1.
Prueba:
Por el teorema de inmersión de Sobolev con peso (ver [1]), tenemos que

Hm
δ (Ω) ⊂ C(Ω). Por lo tantof(u) ∈ C(Ω) ⊂ L2

δ(Ω), para todau ∈ (Hm
δ (Ω))k.

Seaun ∈ C∞

0 (Ω) una sucesión tal queĺımn→∞ un = u, en la topologı́a de
(Hm

δ (Ω))k . Entonces para todaφ ∈ C∞

0 (Ω) tenemos
∫

(u)
∂φ

∂xi

= ĺım
n→∞

∫

f(un)
∂φ

∂xi

= − ĺım
n→∞

∫

▽f(un)
∂un

∂xi

φ

= −
∫

▽f(u)
∂u

∂xi

φ (3.50)
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Del mismo modo se pueden obtener las derivadas de órdenes superiores. Ahora
bien, todas las derivadas def(u) tienen la forma de un producto que involucra una
derivada def y derivadas deu. El primer factor está enC(Ω), mientras que cual-

quier l-ésima derivada deu está enHm−l
δ (Ω), el cual está inmerso enL

2n
n−2(m−l) (Ω)

sim− l < n
2
. Podemos usar este hecho y la desigualdad de Hölder para espacios

de Lebesgue con peso, para ver que todas las derivadas def(u) hasta ordenm
estan enL2

δ(Ω). Por lo tanto es claro quef : (Hm
δ (Ω))k → Hm(Ω) es continua.

Para ver quef es diferanciable tomemos el lı́mite incremental

ĺım
u→v

f(u) − f(v)

u− v
= ĺım

u→v

∫ 1

0
d
dθ
f(v + θ(u− v))dθ

u− v

= ĺım
u→v

∫ 1

0
▽f(v + θ(u− v))(u− v)dθ

u− v

= ĺım
u→v

∫ 1

0

▽f(v + θ(u− v))dθ

= ▽f(v) (3.51)

Comof esCm+1 sabemos que∇f existe y del mismo modo que paraf podemos
ver que∇f : (Hm

δ (Ω))k → Hm(Ω) también es continuo. Esto concluye la prueba
del lema 2.

Luego reemplazando las derivadas parciales deσ por variables reales vemos
por el lema 2 queK(v, σ) esC1(U).

Para ver queDσK|(0,0) es un isomorfismo aplicaremos la proposición 2.2 del
atı́culo de Robert Bartnik [1], en una versión adaptada a nuestras necesidades, la
validéz de esta es directa de la demostración que da Bartnik a su proposición.

Teorema 5:
SeaM una variedadRn con ḿetrica g asintoticamente plana, seaL un ope-

rador lineal eĺıptico asint́otico al laplaciano, entoncesL : W 2,p
δ (U) → W

0,p
δ−2(U)

es un isomorfismo si y solo si2 − n < δ < 0.
Nuestro operadorL es elDσK|(0,0), que es asintótico al laplaciano, ya que

como demostramos en la sección 3.1 la métrica es asintoticamente plana, entonces
el teorema 5 implica queDσK(0, 0) es un isomorfismo, por lo tanto el teorema
de la función implı́cita asegura que existeσ(x̂, ŷ, ẑ, v), tal queK(v, σ) = 0, en un
dominio no acotado.

De este modo queda demostrado el Teorema 2.
Nota: En teorema 5 solo vale con condición de Neumann en el borde interno.
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Caṕıtulo 4

El momento no cambia

Para completar las pruebas de ambos teoremas nos resta por ver que la inclu-
sión deσ(x̂, ŷ, ẑ, v) no modifica la energı́a ni el momento

E = γ−1M (4.1)

p = (0, 0, γ−1vM) (4.2)

calculados para la superficieΦ1 = t̂ = cte, es decir que debemos ver que el mo-
mento y la energı́a paraΦ2 = t̂+ σ(x̂, ŷ, ẑ, v) = cte son los mismos. Para poder
calcular esto tenemos el problema de que las coordenadasx̂, ŷ, ẑ no son intrı́nse-
cas a la superficieΦ2, para encontrar tales coordenadas vamos a transformar la
σ(x̂, ŷ, ẑ, v), que es una perturbación de la superficieΦ1, en unaσ(x′, y′, z′, v)
que es una perturbación para el boost del siguiente modo

t = γ−1(t′ + vz′) + σ(x′, y′, z′, v) (4.3)

z = γ−1(z′ + vt′) (4.4)

x = x′ (4.5)

y = y′ (4.6)

Teniendo la relación

σ(x′, y′, z′, v) = −γ−1σ(x̂, ŷ, ẑ, v) (4.7)

entonces la superficie es

Φ2 = t̂+ σ(x̂, ŷ, ẑ, v) = t′ = cte (4.8)
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vemos ahora que las coordenadasx′, y′, z′ son intrı́nsecas a la superficie.
La métrica en estas nuevas coordenadas es.

ds2 = γ−2(ψ4v2 −N2
0 )(dt′)2 − 2N2

0γ
−1 ∂σ

∂x′
dt′dx′

− 2N2
0γ

−1 ∂σ

∂y′
dt′dy′ + 2γ−1

[

γ−1vψ4 −N2
0 (γ−1v +

∂σ

∂z′
)

]

dt′dz′

+

[

γ−2ψ4 −N2
0 (γ−1v +

∂σ

∂z′
)2

]

(dz′)2 − 2N2
0

[

γ−1v +
∂σ

∂z′

]

∂σ

∂x′
dz′dx′

− 2N2
0

[

γ−1v +
∂σ

∂z′

]

∂σ

∂y′
dz′dy′ +

[

ψ4 −N2
0 (
∂σ

∂x′
)2

]

(dx′)2

− 2N2
0

∂σ

∂x′
∂σ

∂y′
dx′dy′ +

[

ψ4 −N2
0 (
∂σ

∂y′
)2

]

(dy′)2 (4.9)

A t′ = cte la métrica inducida es.

dh2 =

[

γ−2ψ4 −N2
0 (γ−1v +

∂σ

∂z′
)2

]

(dz′)2 − 2N2
0

[

γ−1v +
∂σ

∂z′

]

∂σ

∂x′
dz′dx′

− 2N2
0

[

γ−1v +
∂σ

∂z′

]

∂σ

∂y′
dz′dy′ +

[

ψ4 −N2
0 (
∂σ

∂x′
)2

]

(dx′)2

+

[

ψ4 −N2
0 (
∂σ

∂y′
)2

]

(dy′)2 − 2N2
0

∂σ

∂x′
∂σ

∂y′
dx′dy′ (4.10)

De estas expresiones vemos que es suficiente pedir queσ(x′, y′, z′, v) → 0 para
r → ∞, de este modo es claro que la métrica se reduce a la métrica en coordena-
das hat, y por lo tanto el momento lineal sera el mismo.

Pero es importante ver como debe tenderσ en función der.
Como en la definición de la energı́a aparecen las derivaras de la métrica in-

ducida, y en la métrica inducida depende de las derivadas parciales de la función
σ(x′, y′, z′, v) en términos de primer orden y de segundo , entonces la energ´ıa de-
pende de términos de segundo orden y tercero de las derivadas deσ(x′, y′, z′, v),
como en la energı́a solo contribuyen términos deO(r−2), es suficiente pedir que
parar → ∞

∂2σ

∂x′2i
→ r−3 (4.11)

entonces debemos tener que

σ(x′, y′, z′, v) → r−1 (4.12)

21



veamos solo por comprobar si esta dependencia deσ(x′, y′, z′, v) en r → ∞
es suficiente para asegurar que el momento tampoco cambie. Para el momento
necesitamos el tensor de curvatura extrı́nseca

Kαβ = ∇(αnβ) (4.13)

n es la normal deΦ2 = t′ = cte

nt′ =
N0ψ

2
(

γ − v ∂σ
∂z′

)

√

ψ4 −N2
0

[

( ∂σ
∂x′

)2 + ( ∂σ
∂y′

)2 + (v + γ ∂σ
∂z′

)2
]

(4.14)

entonces elKαβ solo depende de losΓt′

x′

ix
′

j
y de n, y los Γ (que se dan en el

apéndice B) dependen cuadraticamente de las derivadas parciales deσ(x′, y′, z′, v)
y de órdenes superiores, por lo tanto con la condición (4.12) es suficiente para que
el momento no se modifique. De este modo concluimos las demostraciones de los
teoremas 1 y 2, diciendo que la superficie maximalΦ2 tiene la misma energı́a y
momento

E = γ−1M (4.15)

p = (0, 0, γ−1vM) (4.16)

que el de la superficie no maximalΦ1.
También puede verse queΦ2 es maximal con las coordenadas primadas, aun-

que es más complicado, ver apéndice B
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Caṕıtulo 5

Conclusiones

Con los teoremas 1 y 2, hemos demostrado la existencia de una superficie
maximal con momento lineal para Schwarzschild, entonces esta superficie nos
provee de un conjunto de datos iniciales(Φ2, hab, Kab) tal queK = 0 y p =
(0, 0,Mvγ−1) que su evolución nos genera un espacio-tiempo de Schwarzschild
con boost, como se mencionó en la introducción, superponiendo de estos datos
iniciales, se espera que podamos generar una solución de las ecuaciones de Eis-
tein que describan una colisión entre agujeros negros previamente en rotación. La
aplicación de nuestro dato inicial a este problema tiene limitaciones.

Para la evolución de los datos generalmente se utilizan métodos númericos,
los cuales necesitan expresiones explı́citas dehab y Kab, nosotros no obtuvimos
tales expresiones explı́citas ya que estos dos tensores estan dados en función de
σ(x̂, ŷ, ẑ) para la que no conocemos explicitamente su dependencia en función de
las coordenadas.

hab = gab + nanb (5.1)

Kab = ∇(anb) (5.2)

na es la normal a la superficieΦ2 = t̂+ σ(x̂, ŷ, ẑ)

na =
∂aΦ2√
∂aΦ2∂2Φ2

(5.3)

Nuestro dato inicial no generan todo Schwarzschild, esta limitado a la región
r > 2M , es decir no incluye el horizonte ni su interior, solo generan la parte
exterior. esta limitación es debida, por supuesto, a la divergencia de la ecuación
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de superficie maximal

K = ∇α

(

∂αΦ2
√

∂βΦ2∂βΦ2

)

= 0 (5.4)

en el horizonte, los términos que divergen song t̂t̂, g t̂ẑ, gẑẑ.
Esta divergencia también está presente en la ecuación linealizada

2gtt∇a∂aσ − ∂aσ∂
agtt = f (5.5)

aunque en este caso todas las coordenadas se reducen a las isotrópicas, ya que esta
ecuación esta evaluada env = 0 y σ = 0, el término divergente es solo elgtt.

No pudimos resolver este problema de la divergencia, debidoa que la comple-
jidad de la ecuación hace imposible tratar de regularizar la misma en el horizonte
imponiendo una condición paraσ o su derivada a traves del mismo, por ejemplo

σ|horizonte = (r − rhorizonte)
nσ′ (5.6)

conσ′ regular en el horizonte.
Otra forma en la que hemos intentado resolver este problema,es generando

una sucesión de solucionesσǫ conr = rhorizonte + ǫ, entonces si se puede regula-
rizar la ecuación en el horizonte, tendriamos que ver que laecuación se mantiene
acotada para el lı́miteǫ → 0, de vuelta nos vemos frustrados ante la complejidad
de la ecuación.

El método seguramente más probable de resolver el problema, es simplemen-
te, utilizar coordenadas que sean regulares en el horizonte, de este modo la ecua-
ción no tendrá ningún problema en el horizonte y la la superficie Φ2 cubrirá todo
Schwarzschild. Como se dijó en el capı́tulo 2 las coordenadas que cubren todo
Schwarzschild son las de Kruskal

ds2 =
32M3e−

r
2M

r
(−dT 2 + dR2)2 + r2(dθ2 + sin2 θdφ2) (5.7)

siendo
(
r

2M
− 1)e

r
2M = R2 − T 2 (5.8)

t

2M
= 2 tanh−1(

T

R
) (5.9)

entonces la primer idea que tuvimos fué reescribir la ecuación en estas coordena-
das, para eso primero debemos reescribir laΦ2 en función de las de Kruskal

Φ2(T,R, θ, φ) = 4γ−1M tanh−1(
T

R
)−vγ−1r(T,R) cos θ+σ(T,R, θ, φ) (5.10)
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de por vemos una complicación, ahoraσ depende de la coordenada temporalT .
Si reemplazamos (5.10) en la ecuación (5.4), esperariamosobtener una ecua-

ción regular en el horizonte ya que la métrica lo es, sin embargo no es asi, ya que
en los términos∂T Φ y ∂RΦ, aparecen las derivadas det

∂T t =
4MR

R2 − T 2
(5.11)

y

∂Rt = − 4MT

R2 − T 2
(5.12)

y de la ecuación (5.8) vemos que estos divergen parar = 2M .
Otra ves frustrados, intentamos lo más lógico, en ves de realizar el boost en las

coordenadas isotrópicas de Schwarzschild, la idea es realizarlo en las de Kruskal
directamente. La primera dificultad que se presenta es que las coordenadas de
Kruskal no son isotrópicas y no encontré ningún modo hacerlas isotrópicas, la
razón de utilizar coordenadas isotrópicas es que hecen m´as sencilla la expresión de
la métrica luego de aplicar el boost. De todos modos podemosasociar coordenas
cartesianas a las de Kruskal directamente, y aplicar un boost a estas. Entonces
ahora definimos la superficie

Φ = T̂ = cte (5.13)

y esta serı́a la superficie con momento lineal no nulo, que luego modificariamos
conσ para hacerla maximal, y ahora sı́, la ecuación (5.4) es regular en el horizonte.
Pero el problema es que no podemos calcular el momento (ni la energı́a), porque
las coordenadas de Kruskal no son asintoticamente planas como se requeiere para
calcular el momento (1.6) y la energı́a (1.5) (parar → ∞ el primer término de
(5.7) se anula). En conclución no pudimos resolver el problema de divergencia en
el horizonte.

También podemos notar que el momento (4.2) y la energı́a (4.1) obtenidos
cooresponden a los de una partı́cula puntual de masaM que se mueve con velo-
cidad constantev en la direcciónz. Lo cual es de esperar ya que el agujero negro
(que seria la partı́cula puntual) esta aislado (es decir no hay ningún otro cuerpo), y
además este es un agujero de Schwarzschild el cual no emite radiación gravitacio-
nal (ni de ningún otro tipo), por lo tanto es lógico que la velocidad sea constante
en módulo y dirección.
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Caṕıtulo 6

Apéndices

6.1. Apéndice A

(todas las coordenadas son hatiadas)
las componentes de la inversa de la métrica son

gtt =
N2

0 (v)2 − ψ4

N2
0ψ

4γ2
(6.1)

gtx = 0 (6.2)

gty = 0 (6.3)

gtz =
ψ4v −N2

0 v

N2
0ψ

4γ2
(6.4)

gxx = ψ−4 (6.5)

gxy = 0 (6.6)

gxz = 0 (6.7)

gyy = ψ−4 (6.8)

gyz = 0 (6.9)

gzz =
−v2ψ4 +N2

0

N2
0ψ

4γ2
(6.10)

las componentes de la inversa de la métrica inducida son

hxx =
ψ4 −N2

0 v
2

ψ4(ψ4 −N2
0 + v2)

(6.11)
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hxy = 0 (6.12)

hxz = 0 (6.13)

hyy ψ4 −N2
0 v

2

ψ4(ψ4 −N2
0 v

2)
(6.14)

hyz = 0 (6.15)

hzz =
γψ4

ψ4(ψ4 −N2
0 v

2)
(6.16)

Componentes del tensor de curvatura extrı́nseca (todas lascoordenadas son hatia-
das)

Kxx = Kyy =
1

2N

{

−Mγ−2vz(2r +M)3

4r6

+
Mzvγ−2(2r +M)3

4r6
[ψ4 −N2

0 v
2]−1[ψ4 −N2

0 ]

}

(6.17)

Kzz =
1

2N

{

−γ
−4vzM

r

[

(2r +M)3

4r5
+

8(2r −M)v2

(2r +M)3

]

− 2

(

−γ
−4vzM

r

[

(2r +M)3

4r5
+

8(2r −M)

(2r +M)3

]

+
Mzvγ−4

2r

[

ψ4 −N2
0 v

2
]

−1
[

(2r +M)3

4r5

+
8(2r −M)v2

(2r +M)3

]

[

ψ4 −N2
0

]

)}

(6.18)

Kxy = Kyx = 0 (6.19)

Kxz = Kzx = − 1

2N

{

−vxMγ−2

r

[

(2r +M)3

4r5
+

8(2r −M)

(2r +M)3

]

+
Mxvγ−2

r

[

ψ4 −N2
0 v

2
]

−1
[

(2r +M)3

4r5

+
8(2r −M)v2

(2r +M)3

]

[

ψ4 −N2
0

]

}

(6.20)
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Kyz = Kzy = − 1

2N

{

−vyMγ−2

r

[

(2r +M)3

4r5
+

8(2r −M)

(2r +M)3

]

+
Myvγ−2

r
[ψ4 −N2

0 v
2]−1

[

(2r +M)3

4r5

+
8(2r −M)v2

(2r +M)3

]

[ψ4 −N2
0 ]

}

(6.21)

Comox̂i es proporcional ar, de los desarrollos asintóticos parar → ∞ de

(2r −M)

(2r +M)3
=

1

2r2
+O

(

1

r3

)

+ ... (6.22)

(2r +M)3

4r5
=

2

r2
+O

(

1

r3

)

+ ... (6.23)

Vemos queKi,j es deO
(

1
r2

)

, parar → ∞.
La curvatura media es

K =
Mẑv

2Nrγ2

{

(2r +M)7

32r9
[ψ4 −N2

0 v
2]−1[ψ4 −N2

0 ]

+ γ−2[ψ4 −N2
0 v

2]

{

2

[

(2r +M)3

4r5
+

8(2r −M)

(2r +M3

]

−
[

(2r +M)3

4r5
− 8(2r −M)v2

(2r +M)3

]

×
(

1 + [ψ4 −N2
0 v

2]−1[ψ4 −N2
0 ]
)}}

(6.24)

Por las mismas razones de antes tenemos queK es deO
(

1
r2

)

, y también vemos
claramente queK = 0 cuandov = 0.

6.2. Apéndice B

(todas las coordenadas son primadas)
las componentes de la inversa de la métrica son

gtt =
N2

0 [(∂σ
∂x

)2 + (∂σ
∂y

)2 + (v + γ ∂σ
∂z

)2] − ψ4

N2
0ψ

4(γ − v ∂σ
∂z

)2
(6.25)

gtx = −
∂σ
∂x

ψ4(γ − v ∂σ
∂z

)
(6.26)
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gty = −
∂σ
∂y

ψ4(γ − v ∂σ
∂z

)
(6.27)

gtz =
ψ4v −N2

0 [(∂σ
∂x

)2v + (∂σ
∂y

)2v + (v + γ ∂σ
∂z

)]

N2
0ψ

4(γ − v ∂σ
∂z

)2
(6.28)

gxx = ψ−4 (6.29)

gxy = 0 (6.30)

gxz =
v ∂σ

∂x

ψ4(γ − v ∂σ
∂z

)
(6.31)

gyy = ψ−4 (6.32)

gyz =
v ∂σ

∂y

ψ4(γ − v ∂σ
∂z

)
(6.33)

gzz =
−v2ψ4 +N2

0 [v2(∂σ
∂x

)2 + v2(∂σ
∂y

)2 + 1]

N2
0ψ

4(γ − v ∂σ
∂z

)2
(6.34)

las componentes de la inversa de la métrica inducida son

hxx =
ψ4 −N2

0 [(∂σ
∂y

)2 + (v + γ ∂σ
∂z

)2]

ψ4(ψ4 −N2
0 [(∂σ

∂x
)2 + (∂σ

∂y
)2 + (v + γ ∂σ

∂z
)2])

(6.35)

hxy =
N2

0
∂σ
∂x

∂σ
∂y

ψ4(ψ4 −N2
0 [(∂σ

∂x
)2 + (∂σ

∂y
)2 + (v + γ ∂σ

∂z
)2])

(6.36)

hxz =
γN2

0
∂σ
∂x

(v + γ ∂σ
∂z

)

ψ4(ψ4 −N2
0 [(∂σ

∂x
)2 + (∂σ

∂y
)2 + (v + γ ∂σ

∂z
)2])

(6.37)

hyy
ψ4 −N2

0 [(∂σ
∂x

)2 + (v + γ ∂σ
∂z

)2]

ψ4(ψ4 −N2
0 [(∂σ

∂x
)2 + (∂σ

∂y
)2 + (v + γ ∂σ

∂z
)2])

(6.38)

hyz =
γN2

0
∂σ
∂y

(v + γ ∂σ
∂z

)

ψ4(ψ4 −N2
0 [(∂σ

∂x
)2 + (∂σ

∂y
)2 + (v + γ ∂σ

∂z
)2])

(6.39)

hzz =
γ(ψ4 −N2

0 [(∂σ
∂x

)2 + (∂σ
∂y

)2])

ψ4(ψ4 −N2
0 [(∂σ

∂x
)2 + (∂σ

∂y
)2 + (v + γ ∂σ

∂z
)2])

(6.40)
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Los sı́mbolos de Christoffel son

Γt
xx =

N0

[

(∂σ
∂x

)2 + (∂σ
∂y

)2 + (v + γ ∂σ
∂z

)2
]

− ψ4

2N2
0ψ

4(γ − v ∂σ
∂z

)2

×
[

−4γ−1N0
∂N0

∂x

∂σ

∂x
− 2γ−1N2

0

∂2σ

∂x2
− 4ψ3∂ψ

∂t
+ 2N0

∂N0

∂t
(
∂σ

∂x
)2

]

−
∂σ
∂x

2ψ4(γ − v ∂σ
∂z

)

×
[

4ψ3∂ψ

∂x
− 2N0

∂N0

∂x
(
∂σ

∂x
)2 − 2N2

0

∂σ

∂x

∂2σ

∂x2

]

−
∂σ
∂y

2ψ4(γ − v ∂σ
∂z

)

×
[

−4N0
∂N0

∂x

∂σ

∂x

∂σ

∂y
− 2N2

0

∂2σ

∂x2

∂σ

∂y
− 4ψ3∂ψ

∂y
+ 2N0

∂N0

∂y
(
∂σ

∂x
)2

]

+
vψ4 −N0

[

v(∂σ
∂x

)2 + v(∂σ
∂y

)2 + (v + γ ∂σ
∂z

)
]

2N2
0ψ

4(γ − v ∂σ
∂z

)2

×
[

−2N0
∂N0

∂x

∂σ

∂x
(γ−1v +

∂σ

∂z
) − 2N2

0

∂2σ

∂x2
(γ−1v +

∂σ

∂z
) − 4ψ3∂ψ

∂z

+ 2N0
∂N0

∂z
(
∂σ

∂x
)2

]

(6.41)
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Γt
xy =

N0

[

(∂σ
∂x

)2 + (∂σ
∂y

)2 + (v + γ ∂σ
∂z

)2
]

− ψ4

2N2
0ψ

4(γ − v ∂σ
∂z

)2

×
[

−2γ−1N0
∂N0

∂x

∂σ

∂y
− 2γ−1N2

0

∂2σ

∂x∂y
− 2γ−1N0

∂N0

∂y

∂σ

∂y
+ 2N0

∂N0

∂t

∂σ

∂x

∂σ

∂y

]

−
∂σ
∂x

2ψ4(γ − v ∂σ
∂z

)

×
[

4ψ3∂ψ

∂y
− 2N0

∂N0

∂y
(
∂σ

∂x
)2 − 2N2

0

∂σ

∂x

∂2σ

∂x∂y

]

−
∂σ
∂y

2ψ4(γ − v ∂σ
∂z

)

×
[

4ψ4∂ψ

∂x
− 2N0

∂N0

∂x
(
∂σ

∂y
)2 − 2N2

0

∂σ

∂y

∂2σ

∂x∂y

]

+
vψ4 −N0

[

v(∂σ
∂x

)2 + v(∂σ
∂y

)2 + (v + γ ∂σ
∂z

)
]

2N2
0ψ

4(γ − v ∂σ
∂z

)2

×
[

−2N0
∂N0

∂x

∂σ

∂y
(γ−1v +

∂σ

∂z
) − 2N2

0

∂2σ

∂x∂z

∂σ

∂y
− 2N2

0

∂2σ

∂x∂y
(γ−1v +

∂σ

∂z
)

− 2N0
∂N0

∂y

∂σ

∂x
(γ−1v +

∂σ

∂z
) + 2N0

∂N0

∂z

∂σ

∂x

∂σ

∂y

]

(6.42)
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Γt
xz =

N0

[

(∂σ
∂x

)2 + (∂σ
∂y

)2 + (v + γ ∂σ
∂z

)2
]

− ψ4

2N2
0ψ

4(γ − v ∂σ
∂z

)2

×
[

4γ−2vψ3∂ψ

∂x
− 2γ−1N0

∂N0

∂x
(γ−1v +

∂σ

∂z
) − γ−1N2

0

∂2σ

∂x∂z
− 2γ−1N0

∂N0

∂z

∂σ

∂x

− γ−1N2
0

∂σ

∂x
+ 2N0

∂N0

∂t

∂σ

∂x
(γ−1v +

∂σ

∂z
)

]

−
∂σ
∂x

2ψ4(γ − v ∂σ
∂z

)

×
[

4ψ3∂ψ

∂z
− 2N0

∂N0

∂z
(
∂σ

∂x
)2 − 2N2

0

∂σ

∂x

∂2σ

∂x∂z

]

−
∂σ
∂y

2ψ4(γ − v ∂σ
∂z

)

×
[

−2N0
∂N0

∂x

∂σ

∂y
(γ−1v +

∂σ

∂z
) − 2N2

0

∂σ

∂x

∂2σ

∂x∂z

− 2N0
∂N0

∂z

∂σ

∂z

∂σ

∂y
+ 2N0

∂N0

∂y

∂σ

∂x
(γ−1v +

∂σ

∂z
)

]

+
vψ4 −N0

[

v(∂σ
∂x

)2 + v(∂σ
∂y

)2 + (v + γ ∂σ
∂z

)
]

2N2
0ψ

4(γ − v ∂σ
∂z

)2

×
[

4γ−2ψ3∂ψ

∂x
− 2N0

∂N0

∂x
(γ−1v +

∂σ

∂z
)2 − 2N2

0

∂2σ

∂x∂z
(γ−1v +

∂σ

∂z
)

]

(6.43)
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Γt
yy =

N0

[

(∂σ
∂x

)2 + (∂σ
∂y

)2 + (v + γ ∂σ
∂z

)2
]

− ψ4

2N2
0ψ

4(γ − v ∂σ
∂z

)2

×
[

−4γ−1N0
∂N0

∂y

∂σ

∂y
− 2γ−1N2

0

∂2σ

∂y2
− 4ψ3∂ψ

∂t
+ 2N0

∂N0

∂t
(
∂σ

∂y
)2

]

−
∂σ
∂x

2ψ4(γ − v ∂σ
∂z

)

×
[

−4N0
∂N0

∂y

∂σ

∂x

∂σ

∂y
− 2N2

0

∂2σ

∂x∂y

∂σ

∂y
− 2N2

0

∂σ

∂x

∂2σ

∂y2
− 4ψ3∂ψ

∂x
+ 2N0

∂N0

∂x
(
∂σ

∂y
)2

]

−
∂σ
∂y

2ψ4(γ − v ∂σ
∂z

)

×
[

4ψ3∂ψ

∂y
− 2N0

∂N0

∂y
(
∂σ

∂y
)2 − 2N0

∂σ

∂y

∂2σ

∂y2

]

+
vψ4 −N0

[

v(∂σ
∂x

)2 + v(∂σ
∂y

)2 + (v + γ ∂σ
∂z

)
]

2N2
0ψ

4(γ − v ∂σ
∂z

)2

×
[

−4N0
∂N0

∂y

∂σ

∂y
(γ−1v +

∂σ

∂z
) − 2N2

0

∂2σ

∂y2
(γ−1v +

∂σ

∂z
) − 4ψ3∂ψ

∂z

+ 2N0
∂N0

∂z
(
∂σ

∂y
)2

]

(6.44)
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Γt
yz =

N0

[

(∂σ
∂x

)2 + (∂σ
∂y

)2 + (v + γ ∂σ
∂z

)2
]

− ψ4

2N2
0ψ

4(γ − v ∂σ
∂z

)2

×
[

4γ−2vψ3∂ψ

∂y
− 2γ−1N0

∂N0

∂y
(γ−1v +

∂σ

∂z
) − 2γ−1N2

0

∂2σ

∂y∂z
− 2γ−1N0

∂N0

∂z

∂σ

∂y

+ 2N0
∂N0

∂t

∂σ

∂y
(γ−1v +

∂σ

∂z
)

]

−
∂σ
∂x

2ψ4(γ − v ∂σ
∂z

)

×
[

−2N0
∂N0

∂y

∂σ

∂x
(γ−1v +

∂σ

∂z
) − 2N2

0

∂2σ

∂y∂z

∂σ

∂x

− 2N0
∂N0

∂z

∂σ

∂x

∂σ

∂y
+ 2N0

∂N0

∂x

∂σ

∂y
(γ−1v +

∂σ

∂z
)

]

−
∂σ
∂y

2ψ4(γ − v ∂σ
∂z

)

×
[

3ψ3∂ψ

∂z
− 2N0

∂N0

∂z
(
∂σ

∂y
)2 − 2N2

0

∂σ

∂y

∂2σ

∂y∂z

]

+
vψ4 −N0

[

v(∂σ
∂x

)2 + v(∂σ
∂y

)2 + (v + γ ∂σ
∂z

)
]

2N2
0ψ

4(γ − v ∂σ
∂z

)2

×
[

4γ−2ψ3∂ψ

∂y
− 2N0

∂N0

∂y
(γ−1v +

∂σ

∂z
)2 − 2N2

0 (γ−1v +
∂σ

∂z
)
∂2σ

∂y∂z

]

(6.45)

34



Γt
zz =

N0

[

(∂σ
∂x

)2 + (∂σ
∂y

)2 + (v + γ ∂σ
∂z

)2
]

− ψ4

2N2
0ψ

4(γ − v ∂σ
∂z

)2

×
[

8γ−2vψ3∂ψ

∂z
− 4N0γ

−1∂N0

∂z
(γ−1v +

∂σ

∂z
) − 2γ−1N2

0

∂2σ

∂z2
− 4γ−2ψ3∂ψ

∂t

+ 2N0
∂N0

∂t
(γ−1v +

∂σ

∂z
)2

]

−
∂σ
∂x

2ψ4(γ − v ∂σ
∂z

)

×
[

−4N0
∂N0

∂z

∂σ

∂x
(γ−1v +

∂σ

∂z
− 2N0

∂σ

∂x

∂2σ

∂z2
− 4γ−1ψ3∂ψ

∂x
+ 2N0

∂N0

∂x
(γ−1v +

∂σ

∂z
)2

]

−
∂σ
∂y

2ψ4(γ − v ∂σ
∂z

)

×
[

−4N0
∂N0

∂z

∂σ

∂y
(γ−1v +

∂σ

∂z
− 2N0

∂σ

∂y

∂2σ

∂z2
− 4γ−1ψ3∂ψ

∂y
+ 2N0

∂N0

∂y
(γ−1v +

∂σ

∂z
)2

]

+
vψ4 −N0

[

v(∂σ
∂x

)2 + v(∂σ
∂y

)2 + (v + γ ∂σ
∂z

)
]

2N2
0ψ

4(γ − v ∂σ
∂z

)2

×
[

4γ−2ψ3∂ψ

∂z
− 2N0

∂N0

∂z
(γ−1v +

∂σ

∂z
)2 − 2N2

0

∂2σ

∂z2
(γ−1v +

∂σ

∂z
)

]

(6.46)

Vector normalnt

nt =
N0ψ

2
(

γ − v ∂σ
∂z

)

√

ψ4 −N2
0

[

(∂σ
∂x

)2 + (∂σ
∂y

)2 + (v + γ ∂σ
∂z

)2
]

(6.47)

podemos expresar la ecuación de superficie maximal como

K = nt[h
xxΓt

xx + 2hxyΓt
xy + 2hxzΓt

xz + hyyΓt
yy + 2hyzΓt

yz + hzzΓt
zz] (6.48)

Parav = 0 estos términos se reducen del siguiente modo

hi,j =
1

ψ4
(6.49)

hi,i = 0 (6.50)
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nt = N0 (6.51)

Γt
i,j = 0 (6.52)

Entonces tenemosK(0, 0) = 0.
Si en loshi,j y los Γt

i,j como asi también en elnt, reemplazamos las∂σ
∂xi

por
variables reales vemos que son funciones racionales regulares enU , vemos que
K(v, x, y, z) ∈ Cm+1(U) y por el lema 1K(v, σ) : R ×Hm → Hm esC1(U)

Cálculo deDσK(0, 0)

K = nt[h
xxΓt

xx + 2hxyΓt
xy + 2hxzΓt

xz + hyyΓt
yy + 2hyzΓt

yz + hzzΓt
zz] (6.53)

definimos

A = hxxΓt
xx + 2hxyΓt

xy + 2hxzΓt
xz + hyyΓt

yy + 2hyzΓt
yz + hzzΓt

zz (6.54)

DσF (0, 0)(σ) = [Dσnt(0, 0)A(0,0) + nt(0, 0)DσA(0, 0)](σ) (6.55)

Dσnt(0, 0) = 0; nt(0, 0) = N0 (6.56)

Dσh
ij(0, 0) = 0 (6.57)

DσΓt
xx(0, 0) = N−2

0

{

2N0
∂N0

∂x

∂σ

∂x
+N2

0

∂2σ

∂x2

}

− 2ψ−1∂ψ

∂x

∂σ

∂x
+ 2ψ−1∂ψ

∂y

∂σ

∂y

+ 2ψ−1∂ψ

∂z

∂σ

∂z
(6.58)

DyΓ
t
yy(0, 0) = N−2

0

{

2N0
∂N0

∂y

∂σ

∂y
+N2

0

∂2σ

∂y2

}

+ 2ψ−1∂ψ

∂x

∂σ

∂x
− 2ψ−1∂ψ

∂y

∂σ

∂y

+ 2ψ−1∂ψ

∂z

∂σ

∂z
(6.59)

DyΓ
t
zz(0, 0) = −N−2

0

{

4ψ3∂ψ

∂z
− 2N0

∂N0

∂z
(1 +

∂σ

∂z
) −N2

0

∂2σ

∂z2

}

+ 2ψ−1∂ψ

∂x

∂σ

∂x
+ 2ψ−1∂ψ

∂y

∂σ

∂y

− 2ψ−1∂ψ

∂z

∂σ

∂z
(6.60)

36



el resto son cero.
Reemplazando obtenemos

DσF (0, 0)(σ) =
∂2σ

∂x2
+
∂2σ

∂y2
+
∂2σ

∂z2

+ 2
∂σ

∂x
(N−1

0

∂N0

∂x
+ ψ−1∂ψ

∂x
)

+ 2
∂σ

∂y
(N−1

0

∂N0

∂y
+ ψ−1∂ψ

∂y
)

+ 2
∂σ

∂z
(N−1

0

∂N0

∂z
+ ψ−1∂ψ

∂z
)

+ 2N−1
0

∂N0

∂z
− 4

ψ3

N2
0

∂ψ

∂z

(6.61)

Propiedades de los coeficientes de la ecuación

f(x) =
γ−2M(2r +M)(vt+ z)

(2r −M)r

[

(2r +M)4

4(2r −M)r6
+

8

(2r +M)2

]

(6.62)

bx =
Mx

(2r +M)r

[

8(2r −M)

(2r +M)2
+

2

r2

]

(6.63)

by =
My

(2r +M)r

[

8(2r −M)

(2r +M)2
+

2

r2

]

(6.64)

bz =
Mγ−2(vt+ z)

(2r +M)r

[

8(2r −M)

(2r +M)2
+

2

r2

]

(6.65)

Es claro quef no tiene ningún polo enU , ademásf es continuamente deri-
vable y acotada, por lo tantof ∈ L2(U) y también sus derivadas, entonces
f ∈ Hm(U). También es fácil ver quebi y f tienden a cero parar → ∞, por
lo tantoDσK(0, 0) = ∆σ parar → ∞, y además ambas sonC∞(U). Entonces
vemos que vale todo el análisis de las secciones 3.2.1 y 3.2.2.

Ası́ vemos que la superficiet′ = cte es maximal haciendo el análisis en la
coordenadas primadas.
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6.3. Apéndice C

Teorema y Lemas
Teorema de la funcíon implı́cita:[20]
SeaX, Y y Z espacios de Banach, y seaU, V entornos alrededor del origen

enX y Y , respectivamente. SeaF una funcíonF (U, V ) → Z, y se cunplen las
siguientes hiṕotesis

1. F (0, 0) = 0

2. F esC1

3. DyF |(0,0) es un isomorfismo deY aZ

Entonces existe un entornoW del origen deX y unaf función C1 deW a Y
talqueF (x, f(x)) = 0. Aun ḿas, parax e y en esos entornos,f(x) es laúnica
solucíon deF (x, y) = 0.

Lema 1:[20]
SeaΩ un dominio cerrado deRn con frontera suave. Adeḿas seaf una fun-

ciónCm+1 deRk aR conm < n
2
. Entoncesf , induce un mapaC1 de(Hm(Ω))k

aHm(Ω).
Principio del máximo:[11]
Seau ∈ C2(U) ∩ C(Ū) y c ≡ 0 enU conexo, abierto y acotado.

1. (i) siLu ≤ 0 enU y u alcanza su ḿaximo en un punto interior dēU , enton-
cesu es constante enU .

2. (ii) si Lu ≥ 0 en U y u alcanza su ḿınimo en un punto interior dēU ,
entoncesu es constante enU .

Teorema:(Alternativa de Fredholm)[11]
Una de las siguientes afirmaciones es cierta:

1. (i) Para cadaf ∈ L2(U) existe unaúnica solucíon d́ebil u ∈ H1
0 (u) al

problemaLu = f enU y u = 0 en∂U .

2. (ii) Existe una solucíon d́ebil u 6= 0 del problema homogeneoLu = 0 enU
y u = 0 en∂U .
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Teorema 3:[11]
Seaai,j ; bi; f ∈ C∞(Ū) y u ∈ H1

0 (U) solucíon deLu = f enU conu = 0
en∂U siendo∂U ∈ C∞, entoncesu ∈ C∞(Ū).

Teorema 4:[11]
Seam un entero no negativo, yai,j ; bi; c ∈ Cm+1(U); f ∈ Hm(U), suponga

queu ∈ H1
0 (U) es una solucíon en sentido d́ebil del problemaLu = f enU con

u = 0 en∂U siendo∂U ∈ Cm+2, entoncesu ∈ Hm+2(U).
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