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Resumen

Las superficies maximales son muy importantes a la hora dé/eedas ecua-
ciones de vinculo de Einstein. Estas superficies facildavolucion de los datos
iniciales mediante los métodos numéricos mas utiliza@on este tipo de superfi-
cies se puede generar un espacio-tiempo para describiolisié@ic entre agujeros
negros.

En este trabajo se demuestra la existencia de una superégienal con mo-
mento lineal no nulo para el espacio-tiempo de Schwarzkchil



Capitulo 1

Introducci on

Uno de los problemas actuales en relatividad general e$isgocode agujeros
negros, la importancia de tal fenbmeno radica en que sesegpe esto produzca
una emision de radiacion gravitacional medible, por tddaun estudio teorico de
estas colisiones es fundamental para saber como detextendas gravitacionales
con los nuevos detectores (ver [7])

Un método para estudiar estas colisiones es con una forronlde datos
iniciales: dado un conjunto apropiado de datos inici@les,,, K,,) para algin
instante (por ejt = 0), siendoX una superficie de Cauchy,, su métrica indu-
cida y K, la curvatura extrinseca de la misma, podemos obtener @stdw la
evolucion de estos datos dada por la ecuacion de Eingbelio gl espacio-tiempo
(M, g,.,) que es Unico y depende de forma continua de los datos escipara el
cualX es una superficie de la varied&d y h,;, su métrica inducida por la mética
G-

La ecuacion de Einstein en vadif,, = 0 es un sistema de diez ecuaciones
en derivadas parciales de segundo orden para las diez centpsrmdesconocidas
de la métrica. A hora bien, hay componentestdg = 0 que para = 0 solo
dependen del conjunto de datos inicialEsh.,, K,,), entonces estas ecuaciones
proveen un vinculo para los datos iniciales, se puede verl@gidatos deben
cumplir con las ecuaciones de vinculo en vacio

DyK!— D,K =0 (1.1)

R® 4+ K? - K, K® =0 (1.2)

dondeD, es la derivada covariante asociada agny R® es el escalar de curva-
tura deh,;, y K es la curvatura media definida per= K,,h®.



Para estudiar el espacio-tiempo generado alrededor deientefde gravedad
como puede ser una estrella, planeta, o agujero negro, sasba en la suposi-
cion de que el sistema es aislado, es decir que las fuentgsadedad estan en
una region limitada del espacio y que el resto del espativexio, en contra-
posicion tenemos los modelos cosmolbgicos donde se supanejemplo que
las fuentes estan distribuidas de forma homogenea e jpscdrpor todo el espa-
cio, dando asi la métrica de Robertson-Walker. Entonces srodelo de sistema
aislado se espera que los campos gravitatorios, electr@tiegs, etc., decaigan
de modo apropiado cuando nos alejamos mucho de las fueataselpcaso de
la gravedad esto se traduce al hecho de que la métrica detemaiaislado de-
be ser asintoticamente plana. Entonces para describistems aislado debemos
generar una métrica asintoticamente plana, para quetos idéciales generen un
espacio-tiempo asintoticamente plano ellos mismos dedrém ara que un dato
inicial sea asintoticamente plano la métrica y la cunaxtrinseca deben tener
las siguientes propiedades: las componentes de la métfieeen de la métrica
plana en términos que van cor{X) cuandor — ooy sus primeras derivadas
comoO(=;) y las componentes de la curvatura extrinseca son de 6rgén.

Podemos formalizar la anterior definicion de sistema dgsladatos asintoti-
camente planos, del siguiente modo:[9] un dato inicali(,, K,,), es asintoti-
camente plano coiV infinitos, si para algin conjunto compadiotenemos que
Y\Q = fo:l Yk, dondeY, son conjuntos abiertos tal que cadapuede ma-
pearse con un sistema de coordenadadifeomorficamente al complemento de
una bola cerrada eR?, tal que en estas coordenadas tenemos

hab = (1 + %)5@ + O(T_Q) (13)

Kab = O(T_2) (14)

cuandor = /3%_ (29)? — oo en cada seX;, M es la masa del dato.

El Q2 es el conjunto en donde se encuentran las fuentes \feks la region sin
fuentes, la cual por (1.3) y (1.4) se hace menos curvada@uaas nos alejamos
de la region(2, vemos asi que la definicion coincide con la descripcitiadde
sistema aislado y datos asintoticamente planos.

Si hayn infinitos entonces hay al mendé — 1 horizontes, lo que indica que
hay N — 1 agujeros negros, por ejemplo en la extension de Kruskallpanétrica
de Schwarzschild tenemas = 2.

Con datos asintoticamente planos podemos definir la eryegianomento



lineal para una superficie espacial del espacio-tiempo kpgegeneran

1 6hab ahaa b
E=—1i — N°dA 1.
167 oo 9B, (8:6“ oxv ) d (1.5)
1
Pa = — lim (KupN® — KN,)dA (1.6)

&7 r—oo oB,

dondeNN es la normal a la 2-superficig, que limita a>, y dA es su diferencial
de superficie.

Un ejemplo, con dos infinitod = 2, de solucion de las ecuaciones de vincu-
loes el datoK,, = 0y he = (1+ %)46@, da €S la métrica plana, vemos
gue estos datos son asintoticamente planos con dos infidédsecho estos da-
tos generan la solucion de Schwarzschild la cual reprasamtespacio-tiempo
con un solo agujero negro aislado, otra solucion de lascemues de vinculo
(mas interesante para nuestro objetivo) es la de D. Brill YWMRLindquist [6]

4
Ky =0Y hg = (1 + M é‘%) dqp, €StOos datos son asintoticamente planos

2rq
con tres infinitos, los cuales generan un espacio-tiempalosragujeros negros
de Schwarzschild. Como puede verse de la métrica induesda solucion es una
superposicion lineal de dos soluciones de SchwarzsaulageM;, r; y Mo, ro
son la masay la coordenada radial de cada uno. Si la distamiceellos es lo su-
ficientemente grande, de modo tal que los datos se asemejanSchwarzschild
aislados entre si,tenemos lo que se conoce como condieiimde lejano [10].
Notemos que para D. Brill y R. W. Lindquist se cumple la cor@diae limite le-
jano, cuande; — oo la métrica queda con un solo agujero de makay cuando
ry — oo la métrica queda con un solo agujero de m&&a entonces poniendo
los agujeros bien lejos uno del otro, vemos que se cumplendicibn deseada,
lo cual indica que inicialmente los agujeros estan aislasasdel otro.

En estos dos ejemplos los datos iniciales no tienen momeal lp = 0),
como puede verse de la definicibn del momento (ecuacid) ({la que para am-
bosK,, = 0, entonces la solucidon de Schwarzschild nos da un agujgro oeie
permanece en reposo, en cambio la solucion de D. Brill y R.iddquist nos da
dos agujeros negros inicialmente en reposo, que luego smaacel uno hacia el
otro debido a su mutua atraccion gravitacional hastaioobs. Este tipo de coli-
sion no es muy realista, ya que es de esperar que los ago@yass no colisionen
en linea recta, sino que formen un sistema de rotacionedd@dde su centro de
masa hacercandose hasta colisionar, para modelar estoessane que los agu-
jeros posean un momento lineal en el momento inicial, de restdo podemos



Figura 1.1: Superficies maximales en Schwarzschild, estasas superficies a
t = cte las cuales pasan por la 2-esféra de bifurcacion

dar un parametro de impacto inicialmente entre ellos yeagerariamos que el
sistema evolucione del modo que queremos.

Entonces lo que se trata de hacer es superponer dos sokideBzhwarzs-
child con momento lineal inicial no nulg (# 0), pero para esto es necesario
encontrar datos iniciales adecuados, que es lo que hicimeste trabajo.

Otra propiedad que podemos ver de los ejemplos anteriomgseesn ambos
K =0, auna superficie con esta propiedad se la llama maxima$ sgpeerficies
son importantes a la hora de resolver las ecuaciones del@jya que corn{ = 0
las ecuaciones (1.1) y (1.2) se desacoplan lo cual facilit&esolucion, ademas,
también simplifica los métodos numeéricos con que se estaavolucion de los
datos iniciales, otro propiedad de estas superficies, caradepverse en [4], es
gue evitan la singularidad en = 0, en las figuras 1 y 2 puede verse que las
superficies nunca cruzan el limite= % como se aclara en [4], esta propiedad
es por lo que muchos métodos numéricos para la evolugdrasan en datos
iniciales sobre superficies maximales. Debido a la imporéade las superficies
maximales, el problema que vamos a resolver es:

Encontrar una superficie maximal con momento lineal parav@cdschild.

Este es el tipo de dato inicial que esperamos que puedailsearat la super-
posicion de dos agujeros negros de Schwarzschild con ntortieeal inicial no
nulo.

J. M. Bowen y J. W. York [5] dieron un dato inicial para un agajeegro con
momento lineal no nulo sobre una superficie maximal, pemmsa$htos no evo-
lucionan hacia Schwarzschild, ya que, como ellos mismokoaxpla evolucion
genera radiacion gravitacional, lo cual no ocurre en Schseaild, un calculo



Figura 1.2: Superficies maximales en Schwarzschild, esta®n at = ctey y
cruzan el horizonte pero no por la 2-esféra, vemos que &stgsoco cruzan el
3M

I|m|te7” = S

perturbativo de esta radiacion puede verse en [13].

La forma en que resolveremos nuestro problema, no es tratasolver las
ecuaciones de vinculo, sino en darle un momento lineal &tdea de Schwarzs-
child mediante un boost y en estas nuevas coordenadas eraomd superficie
maximal, de este modo obtenemos datos iniciales(,, K,;) solucion de las
ecuaciones de vinculo tales giie= 0y p # 0, y por supuesto su evolucion nos
devuelve Schwarzschild.

Para mas informacion sobre la formulacion de valoregates en relatividad
general puede verse [21], [19]. Con respecto a las superficéximales y sus
propiedades son interesantes los articulos [15] y [2].dSrirabajos [3] y [16] se
describen métodos para resolver las ecuaciones de @irtenlel trabajo [8] se
puede ver una descripcion de distintas soluciones de leemnes de vinculo.



Capitulo 2

Metodo y Resultados Principales

La métrica de Schwarzschild no posee momento lineal que @s$d nosotros
gueremos, para darle un momento lineal (basandonos erbejdrg22]) hemos
tomado la métrica de Schwarzschild en coordenadas Eoa®y aplicamos un
boost en la direccion

=71t +v2) (2.1)
2=~ (vl + 2) (2.2)
r=2I (2.3)
y=y (2.4)
donde
y=vV1-1? (2.5)

como es de esperar una superficie espacial
O (t,2,9,2) =1 = cte (2.6)

tiene momento lineal no nulo que es lo que queremos, perogséaasuperficie

K # 0, es decir qué = cte no es una superficie maximal, entonces modificare-
mos un poco la superficie con una funci@rsuficientemente pequefia tal que la
superficie siga siendo espacial y no modifiqgue el momentallimda energia de

la superficie original, es decir quees considerada como una perturbacion de la
superficiel = cte, con esta nueva funcion la superficie es

Oy(t,2,9,2) =t +0(2,9, 2,v) = cte (2.7)



entonces pediremos que esta superficie ténga0, lo cual nos da una ecuacion
parac

0 = 2V%,0(g" + 0"00y0)
8 (g + 0P 00,0)
— 0,00%¢" + 0P cdyo)
(2.8)

gue se obtiene de la ecuacion para superficies maximales

o
Kove (2% ) _ (2.9)

\/ 66(132(95(1)2

esta es una ecuacion eliptica no lineal de segundo ordeleraradas parciales
parac(z,y, z,v), visiblemente complicada.

Entonces demostrando que existe unsolucion deKX = 0 estariamos de-
mostrando la existencia de una superficie maximal con mavigmal en Sch-
warzschild, ¢ por qué no resolverla? simplemente porqusahemos hacerlo, ya
que la ecuaciork’ = 0 es de segundo orden y no lineal, para la cual no conoce-
mos un método de resolucion que nos de la expresionaeptiec (z, g, 2, v),
pero si podemos demostrar que existe tal solucion utitiaahteorema de la fun-
cion implicita, el cual, si bien, nos asegura la exister® una Unica solucion,
nos limita imponiendo la condicion de quedebe estar en un entorno de cero
lo suficientemente chico para asegurar que exista soluciam chico no lo sa-
bemos ya que el teorema no lo estima, y ho conocemos ningéenta que lo
haga ni tampoco conocemos otra forma de demostrar exiatdasolucion para
la ecuacion.

Ademas la ecuacion diverge cuande- % debido a esto nos limitaremos a
la region exterior de Schwarzschild, es decir % por simplicidad primero nos
limitaremos a un dominio acotado, es decik oo , luego nos extenderemos al
dominio no acotado en el cual hay que utilizar la teoria d=agores elipticos en
espacios de Sobolev con peso que es mas sutil que los rsattlitcados para el
dominio acotado, entonces dividimos los dos casos delesiggimodo:

1. Caso 1: Dominio acotado.

2. Caso 2: Dominio no acotado.



=0 Superficie

Figura 2.1: Dominio acotado: la superficie no cruza el haorigpy vemos que
tampoco se extiende hasta= oo

Superficie

Figura 2.2: Dominio no acotado: esta superficie tompocoecelihorizonte, pero
si se extiende hasta= oo



El resultado obtenido para el caso 1 es el siguiente

Teorema 1:

Existe una superficie espacial cdti = 0, h,, asintoticamente plana y,
suficientemente chico pero no nulo, en Schwarzschild, esneirdo acotadd/ =
(R¥: % <Ry <r <Ry <o0).

El resultado obtenido para el caso 2 es el siguiente

Teorema 2:

Existe una superficie espacial cdti = 0, h,, asintoticamente plana y,
suficientemente chico pero no nulo, en Schwarzschild, eareirdo no acotado
U=(R: 4 <R <r).

Entonces la prueba de estos teoremas sera dada en dodgarieera titu-
lada "Boost, Energia, Masa y momento”, que es comin a arebatonde se ob-
tiene una superficie con momento lineal. La segunda titulddaiendo maximal
a la Superfici€”" donde se obtiene la ecuaciéh= 0 parac a resolver, a partir de
aqui el analisis se divide en dos subsecciones llamadesiiib acotade "domi-
nio no acotado”, en donde se demuestra la existencia de®@ojp@ra la ecuacion
en ambos, completando asi la demostracion de los respgtégremas.

Luego en el capitulo 4 demostramos que las superficies

~

®(t,2,9,2) =1 = cte (2.10)

y

Oy(t,2,7,2) =t + o(2,9, 2,v) = cte (2.11)
tienen la misma energia y momento lineal si pedimosaqiey, 2,v) — O(r—1)
parar — oo.

Entonces a partir de la métrica de Schwarzschild, mediamstglicacion de un
boost a la misma, pudimos obtener un conjudg, ., K,;,) de datos iniciales,
con las condiciones requeridas descriptas en la intrdodpi# 0, K = 0) que
sirven para describir un agujero negro de Schwarzschiladraamento lineal. Hay
gue remarcar que este momento debe estar en un entorno dgacgue, como
veremos

p=(0,0,uM~y1) (2.12)

y el teorema de la funcion implicita nos dice quéebe estar en un entorno de
cero, pero no nNos proporciona una estimacion para dicloorentpero aln asi, por
mas pequefio que sea sabemos que existe el conjunto mgxasiatoticamente
plano(®s, ha, Ku) conp # 0, cuya evolucion nos da Schwarzschild.

El hecho de que no este incluido el horizonte en ninginosldds teoremas,
es debido a que la ecuaci@n = 0 parao, diverge en el horizonte, esta es una

9



dificultad que no pudimos resolver, de todos modos el hotizono es una singu-
laridad real es un problema de las coordenadas, podemas negyularidad de la
métrica en el horizonte con las coordenadas de Kruskal

2M3e~ 0
ds? = S2MCT e AR 4 p2(d6? + sin? 0de?) (2.13)
T
siendo ,
(m —1)emr = R? — T2 (2.14)

o 2tanh_1(%) (2.15)

pero en estas coordenadas no sabemos como calcular el nograente para
r — oo lamétrica diverge, ademas tampoco es trivial como emapobordenadas
isotrbpicas para definir de un modo mas facil el boost.

Asi se nos presenta una dualidad entre coordenadas egjelael horizonte
en las que no podemos calcular el momento, y coordenadas gudgpodemos
calcular el momento pero que no son regulares en el horizmmdo cual no
podemos resolvek’ = 0 incluyendo el horizonte.

En el futuro esperamos encontrar un sistema de coordenadassyelva es-
tos dos problemas a la vez, o encontrar algin modo de estadiavergencia de
K = 0 en el horizonte y encontrar una solucion.

En los libros [18] [20] [12] [11] se describe la matematiddizada para el
caso 1. En los aticulos [1] [14] [17] se dan los conceptogmaticos necesarios
para el caso 2.
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Capitulo 3

Prueba de los Teoremas 1y 2

3.1. Boost, Energa, Masa y Momento

Aqui veremos como encontrar una superficie con momentollmzanulo,
entonces tomamos la métrica de Schwarzschild en coordsiisatropicas.

ds* = —NZdt* + *(d2® + dy* + d2?) (3.1)
donde u
_ M M
No=—2:¢p=1+4— 3.2
0 1+ Z—A/T[’ + 27” ( )
siendo

r=+vz%+y%+ 22 (3.3)

gue se obtiene de la métrica de Schwarzschild en coordgeattzicas

IM oM\
d52 = — (1 — —) dtQ + <1 — —) de + 772(192 (34)
T T
mediante la transformacion de coordenadas
M
F=r(14+—)>2 .
r=r(l+ 27") (3.5)

Si tomamos una superficieta= cte, tal superficie tiene momento lineal nulo,
entonces inspirados en el boost de Lorentz, realizamaoaraformacion de coor-
denadas.

~

t=~"1(t+0v2) (3.6)
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z=~"vl+ 2) (3.7)
rT=21 (3.8)
y=y (3.9)
donde

vy=v1—v? (3.10)

la transformacion inversa es
t=~"1t —v2) (3.11)
2=~ —vt+2) (3.12)
T=x (3.13)
y=y (3.14)

Y ahora veremos que la superficie

®y(t,2,9,2) =t = cte (3.15)

tiene momento lineal en la direccién para simplificar cuentas tomambs= 0.
Entonces la métrica en estas coordenadas es

ds* = (vt — N3y 2(dt)? + 20y 2 (p* — NJ)dtd?
+ H((d2)? + (dg)?) + 2 (= Ngv® + o) (d2)? (3.16)

Paral = cte la métrica inducida es
dh® = *((dz)* + (dg)*) + v (= Ngv* + ¢*) (d2)? (3.17)

Para poder calcular el momento lineal necesitamos que é&ttacansea asintoti-
camente plana en estas coordenadas, y asi es

Como
P VPP 2 =@+ P+l (318)

Y ademas
T = rsinf cos ¢ (3.19)
g = 7sinfsin ¢ (3.20)
Z =rcosl (3.21)



Vemos que cuando tiende a infinitor también, y para: que tiende a infinito
tenemos los desarrollos asintoticos.

2M 1
1p4:1+—+0(—2) + ... (3.22)
r T
N§:1—ﬂ+0<%) + ... (3.23)
T T

Remplazando edh? obtenemos.

dh? = (dz)* + (dg)* + (d2)*
oM

+ — ((dz)* + (dg)* + v *(v* + 1)(d2)?)
+ O (%) + ... (3.24)

Por lo tanto es claro que la métrica tiene el desarrolla@isoo deseado.
El momento deb, se calcula con

Po = — lim [ (KuN* — KN,)dA (3.25)
T r—oo
donde
4,=2(_ N2,2 4
Pt cos? 0 + y2(—Ngv? + *) sin® 0
Nop=0 (3.27)
Ny=0 (3.28)
dAf=f2w2$nex/¢4aﬁ20ﬁfW—QL—AEUQ4—¢4)$n20d0d¢ (3.29)
1 . X R
P: = glimraoo/ [(K;me + Ky NY + K;3:N7) — KNQ}
X f2¢28h19\/¢400820477—20—A@v24—¢A)gﬂ?0d0d¢ (3.30)
donde

r=a2 2+ 22 =i 4 24 252 = 'F\/sinz 6+~2cos26 (3.31)
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N; = N, sinf cos ¢; Ny = N, sinfsin¢; N; = N, cost (3.32)
N® = =4 Ny; N7 = ¢~ Ny; N? = 2(—=N2v? + ¢ IN; (3.33)

Reemplazando en p, y como sebemos que

/27T cos ¢pdo = 0 (3.34)
0

tenemos que; = 0, del mismo modo se ve quyg = 0, solo queda;, el cual
luego de tomar el limite queda

—2M ™ :
pe = vy / sin 6df 3 (3.35)
2 0 (sin®6 +~~2cos?6)2

/ sin 0d6 o, (3.36)
0 (sin®6+~~2cos?6)>
obtenemos finalmente
ps = vMy~! (3.37)
el calculo de la energia es similar
1 ahab ahaa b
E=—1 — —— | N°dA 3.38
167 oo ( Oze  Oz° ) ( )

desarrollando esta expresion queda

1 Ohy;  Ohss\ . . Ohss  Ohs:\ .
T / K 9 07 ) * ( a0y )

Ohzz  Ohyy .
— — N*| dA 3.39
(% - %2)~] @39
luego de tomar el limite e integrar érse obtiene
M [T sin 0d6
=3 - (3.40)
7" Jo (1 — (42 —1)cos?6)2
finalmente
E=My"! (3.41)

En el apéndice A se muestran las componentes del tensondeura extrinseca
(Kab)'

14



Y observamos que del momento y la energia, la masa totalfaggual a la
constantel/ de Schwarzschild.

Por lo tanto obtuvimos una superficie con momento lineal no, pero como
puede verse en el apéndice A su cuvatura m&dieo es nula.

. Mz 2r+M)" 2. 21-17,/4 2
K = g { e - M - W
+ - Ngw 2]{2[(%4;5”) +8((22,,,rj:]\]\443)}
(2r + M 8(2r — M)v?
B { B (2r+M)3}
x (14 [* = NG 7' v = NG +} (3.42)

3.2. Haciendo Maximal a la Superficie

Ahora veremos como hacer que la curvatura sea nula, paraestificamos
la ¢, con una funciow, para obtener la nueva superficie

Dy (t,2,9,2) =t + o(2,9, 2,v) = cte (3.43)

entonces la ecuacion de superficie maximal es

0, Do
K=V ———1]=0 3.44
<\/66q)286q)2> ( )

dondea, 8 = 0,1,2,3. Reemplazando (3.43) en (3.44) obtenemos la ecuacion
parac

K = 2V°,0(g" + 8°00,0)
O (¢" + 8’0 0y0)
8,00%(g" + 80 ,0)
— 0 (3.45)

veremos que existe solucion probando que se cumplen lagebip del teorema
de la funcion implicita
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Teorema de la funcon implicita:[20]

SeaX,Y y Z espacios de Banach, y séal” entornos alrededor del origen
en X yY, respectivamente. Sdauna funcon F(U,V) — Z,y se cunplen las
siguientes hiptesis

1. F(0,0) =0
2. FesC!
3. D,F|(o,) s unisomorfismo de a Z

Entonces existe un entori® del origen deX y unaf funcion C! deW a Y
talque F'(z, f(x)) = 0. Aun nas, paraz e y en esos entornog,(x) es lalinica
solucbn deF(z,y) = 0.

Entonces identificamoB (X, Y) con K (v, o).

La primer hipotesis es triviak'(0,0) = 0, que puede verse reemplazando
v =0y o = 0enlaecuacion (3.45).

Para la tercera hipotesis necesitamos la linealizac®la @cuacion, es decir
el operadoD, K|y, €l cual da

D, K| = 2¢"V*0,0 — 0,00%g" (3.46)

Para la segunda y tercera hipotesis debemos separarlisisagé los dos casos
descriptos en el capitulo 2.

3.2.1. Dominio acotado

Entonces fijaremos nuestra atencion en el doniihie (R : % <R <r<
Ry < OO)

Para ver quék (v, o) esC'(U) utilizamos el siguiente

Lema 1:[20]

Seaf) un dominio cerrado dé?” con frontera suave. Adeis seaf una fun-
cionC™*! deR* a R conm < %. Entoncesf, induce un mapa" de (H™(Q2))"
aH™(Q).

Si en la ecuacion (3.45) reemplazamos las derivadas fegdes por varia-
bles reales, y, z tenemosk (v, o) = K(v,z,y, z), y vemos que esta funcion es
C™FY(U) ya que es una funcion regular en el domifiioEntonces por el lema 1
tenemos qué& (v, o) : R x H™ — H™ esC*(U).
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Para ver queD, K|(0) €S un isomorfismo vamos a demostrar que que existe
solucion de la ecuacion

20"V8,0 — 0,00%¢" = f(x,y,2) (3.47)

Paratodaf € L*(U).

Esta es una ecuacion lineal y eliptica para

Tomemos primerd(z,y, z) = 0y veamos cual es la solucion de la ecuacion
homogénea eti y o = 0 en9dU. Con el principio del maximo

Principio del maximo:[11]

Seau € C?(U)NC(U) yc = 0enU conexo, abierto y acotado.

1. (i) si Lu < 0 enlJ y v alcanza su raximo en un punto interior d&, enton-
cesu es constante edi.

2. (i) si Lu > 0 enU y u alcanza su fmimo en un punto interior dé/,
entonces: es constante efl.

concluimos quer debe ser constante én ademasr € C(U)y o = 0 en
oU, entonces = 0 enU. Por lo tanto la ecuacion homogenea solo tiene solucion
trivial, y de la alternativa de Fredholm

Teorema:(Alternativa de Fredholm)[11]

Una de las siguientes afirmaciones es cierta:

1. (i) Para cadaf € L?*(U) existe unainica solucdn cebil u € H}(u) al
problemalu = f enUyu = 0endU.

2. (ii) Existe una soludn cbil u # 0 del problema homogenda: = 0 enU
yu=0enoU.

obtenemos que existe una Unica solucita H}(U) de la ecuacion (3.45) en
U con condicion de Dirichtlet.

Nota: vale lo mismo con condicion de Newmann en la frontera, eregegn
es suficiente con una condicion de borde que garantice qopeeador sea un
isomorfismo.

Aun mas, podemos ver quec H™*2(U) y también quer € C*°(U), con
los teoremas

Teorema 3{11]

Seaa’; b; f € C(U)yu € HLU) solucbn deLu = f enU conu = 0
endU siendodU € C*, entonces: € C=°(U).
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Teorema 4111]

Seam un entero no negativo,y’; v’; ¢ € C™Y(U); f € H™(U), suponga
queu € HJ(U) es una soludn en sentido &bil del problemalu = f enU con
u = 0endU siendodU € C™*2, entonces, € H™2(U).

Losa, b’ y c son los coeficientes de el operador lineal eliptico
L= aij&-(’?j + b;0; + ¢ (3.48)
en nuestro caso tenemos la identidades
L = D,K|,) (3.49)

Por lo tanto hemos probado que, K| €es un isomorfismo dé/™+*(U) a
H™(U),ytambién de>>°(U) aC>=(U). Entonces el teorema de la funcion implici-
ta nos asegura que existéz, g, z, v), tal queK (v, o) = 0.

De este modo queda demostrado el Teorema 1.

3.2.2. Dominio no acotado

Fijaremos nuestra atencion en el domitiie= (R® : & < R; < r), aqui solo
veremos los puntos diferentes con el caso anterior.

Para ver qués (v, o) esC! utilizamos una variante del lema 1 para el caso de
espacios de Sobolev con peso.

Lema 2:

Seaf2 un dominio no acotado d&". Seaf : R¥ — R una funcon de clase
0’1““, conm > 2. Entoncesf induce un mapdH;*(2))* — Hj*(Q2) de clase
c.

Prueba:

Por el teorema de inmersion de Sobolev con peso (ver [Ijgn@s que
HP(Q) C C(Q). Por lo tantof (u) € C(Q) C L3(Q), para todau € (H"(Q))",
Seau, € C§°(f2) una sucesion tal qum,,_.., u, = u, en la topologia de
(H7(Q))* . Entonces para todac C5°(2) tenemos

/ @22 = i [ pun)

6ZL‘Z‘ n—00 61‘2
= =l [ oG

_ _/vf(u)g;f¢ (3.50)
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Del mismo modo se pueden obtener las derivadas de 6rdepesamas. Ahora
bien, todas las derivadas @déu) tienen la forma de un producto que involucra una
derivada def y derivadas de. El primer factor esta e@'(€2), mientras que cual-
quier I-esima derivada deesta enf/;"'(Q), el cual esta inmerso 20 (Q)
sim — [ < 5. Podemos usar este hecho y la desigualdad de Holder paeiasp
de Lebesgue con peso, para ver que todas las derivadég:féasta ordenn
estan en.}(Q). Por lo tanto es claro qug : (H*(Q))* — H™(Q) es continua.
Para ver qug es diferanciable tomemos el limite incremental

fw) = f@) o Jo a0+ 0(u—v))do

lim ————~ =
u—v u—uv u—v u—7
. Jy 2w+ 0(u —v))(u—v)do
u—v u—v

1

= lim | vf(v+0(u—wv))do
u—v 0
= vf(v) (3.51)

Comof esC™"! sabemos qu¥ f existe y del mismo modo que pafapodemos
ver queVv f : (H*(Q))* — H™() también es continuo. Esto concluye la prueba
del lema 2.

Luego reemplazando las derivadas parciales ger variables reales vemos
por el lema 2 quéK (v, o) esC*(U).

Para ver queD, K| o0y €s un isomorfismo aplicaremos la proposicion 2.2 del
aticulo de Robert Bartnik [1], en una version adaptadaesinas necesidades, la
validéz de esta es directa de la demostracion que da Barsu proposicion.

Teorema 5:

SeaM una variedadR™ con neétrica g asintoticamente plana, sdaun ope-
rador lineal eiptico asinbtico al laplaciano, entonces : Wi (U) — W%, (U)
es un isomorfismo siy solozi-n < § < 0.

Nuestro operadoL es elD, K| ), que es asintotico al laplaciano, ya que
como demostramos en la seccion 3.1 la métrica es asiauatiote plana, entonces
el teorema 5 implica qu®, K (0,0) es un isomorfismo, por lo tanto el teorema
de la funcion implicita asegura que existe, y, z, v), tal queK (v, o) = 0, en un
dominio no acotado.

De este modo queda demostrado el Teorema 2.

Nota: En teorema 5 solo vale con condicion de Neumann en el botelenm
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Capitulo 4

El momento no cambia

Para completar las pruebas de ambos teoremas nos resta poeva inclu-
sibn deo(z, 7, 2, v) no modifica la energia ni el momento

E=~"'M (4.1)

p=(0,0,7v"tvM) (4.2)

calculados para la superficlg = ¢ = cte, es decir que debemos ver que el mo-
mento y la energia pad, =  + (2,7, 2,v) = cte son los mismos. Para poder
calcular esto tenemos el problema de que las coorderadas no son intrinse-

cas a la superficié,, para encontrar tales coordenadas vamos a transformar la
o(z,9,2,v), que es una perturbacion de la superfieie en unao (', y’, 2’, v)

gue es una perturbacion para el boost del siguiente modo

t=~"1t' +v) +o(2,y, 2, v) (4.3)
z =712 +ot) (4.4)
=1 (4.5)
y=1y (4.6)
Teniendo la relacion
o(e',y, 2\ v) = =y Lo(&, 4, 2,v) (4.7)

entonces la superficie es
by =1+ 0(2,9,2,0) =t = cte (4.8)
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vemos ahora que las coordenaaag’, 2’ son intrinsecas a la superficie.
La métrica en estas nuevas coordenadas es.

ds> = y2(W*® — N3)(dt')? — 2N027_16—0dt'dx'

ox’
- 2N37_1§—;dt'dy' + 297! [7_11)1/)4 — N3(yv o+ %)} dt'dz’
+ [7_22/14 — NZ(ytv+ %)2} (dz')* — 2N {7_10 + %] %dz’dx’
— 2N§ [7_121 + %} g—;dz’dy’ + {w‘* - Ng(%)ﬂ (dz')?
2Ng%§—;dx’dy’ + {1/14 — Ng(g—;)ﬂ (dy')? (4.9)
A t' = cte la métrica inducida es.
dh* = {721&4 — NE(y v+ %)2} (d2')* — 2N§ [fylv + %} %dz'dx’
— 2N [fylv + %} g—;dz'dy’+ {1&4 — Ng(%)ﬂ (dz')?
+ [w“ - Ng(g—;)2] (dy)? — 2N§%§—;dx’dy’ (4.10)

De estas expresiones vemos que es suficiente pedir(que/, 2’,v) — 0 para
r — oo, de este modo es claro que la métrica se reduce a la métrmaoedena-
das hat, y por lo tanto el momento lineal sera el mismo.

Pero es importante ver como debe tenden funcion de-.

Como en la definicion de la energia aparecen las derivarda ohétrica in-
ducida, y en la métrica inducida depende de las derivadagjes de la funcion
o(2',y', 2, v) en términos de primer orden y de segundo , entonces lalarteg’
pende de términos de segundo orden y tercero de las desidaddx’, v/, 2, v),
como en la energia solo contribuyen términosde—2), es suficiente pedir que
parar — oo

0o _
57 T 3 (4.11)
entonces debemos tener que
o2y, 2 v) —rt (4.12)
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veamos solo por comprobar si esta dependencia(dey’, z’,v) enr — oo
es suficiente para asegurar que el momento tampoco cambéeelPaomento
necesitamos el tensor de curvatura extrinseca

Kag = V(ang) (413)
n eslanormal d@, =t = cte
Nop? (v — v3%)

o N (G (G + (025

(4.14)

Ny =

entonces elK,; solo depende de IoEg,m,_ y den, y losT (que se dan en el
)

apéndice B) dependen cuadraticamente de las derivadzaalpader (', 1/, 2/, v)
y de ordenes superiores, por lo tanto con la condicior2j4e4 suficiente para que
el momento no se modifique. De este modo concluimos las deswasies de los
teoremas 1y 2, diciendo que la superficie maxidatiene la misma energia y
momento

E=~"1M (4.15)

p=(0,0,7 v M) (4.16)

gue el de la superficie no maxima].
También puede verse gdg es maximal con las coordenadas primadas, aun-
gue es mas complicado, ver apéndice B
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Capitulo 5

Conclusiones

Con los teoremas 1 y 2, hemos demostrado la existencia deupesfisie
maximal con momento lineal para Schwarzschild, entonctss ®perficie nos
provee de un conjunto de datos inicial@s,, h.,, K,) tal que K = 0y p =
(0,0, Mvy~1) que su evolucion nos genera un espacio-tiempo de Schwddzsc
con boost, como se menciond en la introduccion, supegpoioi de estos datos
iniciales, se espera que podamos generar una soluciors @euaciones de Eis-
tein que describan una colision entre agujeros negrosgonente en rotacion. La
aplicacion de nuestro dato inicial a este problema tigngdciones.

Para la evolucion de los datos generalmente se utilizandogé namericos,
los cuales necesitan expresiones explicitasd g¢ K, nosotros no obtuvimos
tales expresiones explicitas ya que estos dos tensoeesdeios en funcion de
o(z,7, 2) para la que no conocemos explicitamente su dependenciaeidriude
las coordenadas.

hab = Gab + NaMp (51)
Kab = V(anb) (52)
n, €s lanormal a la superficie, = ¢ + (2, 7, 2)
0, P
=2 (5.3)

M vV 6“@282(132

Nuestro dato inicial no generan todo Schwarzschild, estéddo a la region
r > 2M, es decir no incluye el horizonte ni su interior, solo gendeaparte
exterior. esta limitacion es debida, por supuesto, a largencia de la ecuacion
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de superficie maximal

Kove (2% ) _ (5.4)
NG

en el horizonte, los terminos que divergen g8ng™, ¢**.
Esta divergencia también esta presente en la ecuacéalizada

24"V 0,0 — D,00°g" = f (5.5)

aunqgue en este caso todas las coordenadas se reducen @dascias, ya que esta
ecuacion esta evaluadaenr- 0y o = 0, el termino divergente es solo gl.

No pudimos resolver este problema de la divergencia, debge la comple-
jidad de la ecuacion hace imposible tratar de regular&zarisma en el horizonte
imponiendo una condicibn pasao su derivada a traves del mismo, por ejemplo

U|horizonte - (T’ - 7hho7“izonte)no-, (56)

cong’ regular en el horizonte.

Otra forma en la que hemos intentado resolver este problesngenerando
una sucesion de solucion@scon” = rhori.0nte + €, €NtONCES Si se puede regula-
rizar la ecuacion en el horizonte, tendriamos que ver geeudacion se mantiene
acotada para el limite— 0, de vuelta nos vemos frustrados ante la complejidad
de la ecuacion.

El método seguramente mas probable de resolver el prablessimplemen-
te, utilizar coordenadas que sean regulares en el horizateste modo la ecua-
cion no tendra ningn problema en el horizonte y la la dugpe ®, cubrira todo
Schwarzschild. Como se dijo en el capitulo 2 las coordasapie cubren todo
Schwarzschild son las de Kruskal

_ 32MPeom

ds® (—dT? 4 dR*)? + r*(d6” + sin® 0d¢?) (5.7)
r
siendo
(—2;4 — 1)ezw = R2 — T? (5.8)

entonces la primer idea que tuvimos fué reescribir la édbnan estas coordena-
das, para eso primero debemos reescribirlan funcion de las de Kruskal

T
Oy(T, R, 0,0) =4y 'M tanh’l(ﬁ) —vy (T, R) cos 0+ (T, R,0,6) (5.10)

24



de por vemos una complicacion, aherdepende de la coordenada tempdral

Si reemplazamos (5.10) en la ecuacion (5.4), esperariabiteser una ecua-
cion regular en el horizonte ya que la métrica lo es, sinagdno es asi, ya que
en los termino$;® y 0z P, aparecen las derivadas e

4AMR
Y AMT

y de la ecuacion (5.8) vemos que estos divergen para M.

Otra ves frustrados, intentamos lo mas logico, en vesaleae el boost en las
coordenadas isotropicas de Schwarzschild, la idea dgadalen las de Kruskal
directamente. La primera dificultad que se presenta es gueolardenadas de
Kruskal no son isotropicas y no encontré ningin modo hasesotropicas, la
razbn de utilizar coordenadas isotrbpicas es que heeasrsamcilla la expresion de
la métrica luego de aplicar el boost. De todos modos podasasar coordenas
cartesianas a las de Kruskal directamente, y aplicar unt@estas. Entonces
ahora definimos la superficie

d =T =cte (5.13)

y esta seria la superficie con momento lineal no nulo, qugolueodificariamos
cono para hacerla maximal, y ahora si, la ecuacion (5.4) esaegn el horizonte.
Pero el problema es que no podemos calcular el momento (nelgi@), porque
las coordenadas de Kruskal no son asintoticamente planas$®requeiere para
calcular el momento (1.6) y la energia (1.5) (para> oo el primer termino de
(5.7) se anula). En conclucion no pudimos resolver el gl de divergencia en
el horizonte.

También podemos notar que el momento (4.2) y la energiy ¢btenidos
cooresponden a los de una particula puntual de maspme se mueve con velo-
cidad constante en la direcciore. Lo cual es de esperar ya que el agujero negro
(que seria la particula puntual) esta aislado (es deciagamimgln otro cuerpo), y
ademas este es un agujero de Schwarzschild el cual no exigeibn gravitacio-
nal (ni de ningln otro tipo), por lo tanto es l6gico que léoeaad sea constante
en modulo y direccion.
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Capitulo 6

Apeéendices

6.1. Apendice A

(todas las coordenadas son hatiadas)
las componentes de la inversa de la métrica son

w_ No() -t
Ngpiy?

9" =0

—vipt + NG

las componentes de la inversa de la métrica inducida son
9t — N3

ST NG+ o)

zz __

hl‘l‘ —
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(6.1)
(6.2)
(6.3)
(6.4)

(6.5)
(6.6)
(6.7)
(6.8)
(6.9)

(6.10)

(6.11)



WY =0 (6.12)

W = 0 (6.13)
4 N2 2
By wjé) ps ]Qfgvg) (6.14)
hY* — 0 (6.15)
B 7y’ (6.16)

- DAt — N2v2)
Componentes del tensor de curvatura extrinseca (todesdagenadas son hatia-
das)

1 M~y~2vz(2r + M)?

oo =Huy = zv{— 40
Mzvy=2(2r + M)?

46

[W—Wﬂﬂ%—%@(Mﬂ

e o
(o tEM [(2r £ M)P 8(2r = M)
([ e

r

Mz2v:—4 [1/14 B NOQUZTI [(

S0 ) o0

Koy =Ko =0 (6.19)

2N r

1 veM~y~2 [(2r+ M)?  8(2r — M)
K:vz = Kz:v = 5\
4rd (2r+ M)3
Mzvy™2 ., o o1—1 [(2r+ M)?
r [ = Nov’] Ard
8(2r — M)v?

(2r + M)? } [v" - Noz}} (6.20)
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K K 1 vyM~~2 [(2r + M)?  8(2r — M)
ve 2N r 4rd (2r + M)3

Myvy~2

+ = = NG lL + M)

45

8(2r — M)v?] ., )
(2r + M)3 ] W= NO]} (624

Comoz; es proporcional a, de los desarrollos asintoticos para- oo de

(2r — M) 1 1
m =92 +0 (ﬁ) + ... (6.22)

2%+ M) 2 1
%:§+O(—) g (6.23)

Vemos quek; ; es deO (%), parar — oc.
La curvatura media es

MZv {(2T+M)7

2Nr~? 32r9
+ 7t = NG {2 {(QT LE{W’ + 8((22:;]\]\4{’)}
B [(2T+M)3 8(27“—M)v1

K =

[p* = Ngv*] 7 " — NG

4rd (2r + M)3
(- N - D)) (6.22)

Por las mismas razones de antes tenemosijes deO (=), y también vemos
claramente qué&” = 0 cuandov = 0.

6.2. Apéndice B

(todas las coordenadas son primadas)
las componentes de la inversa de la métrica son

g UG+ (5 + (v + 15 — 9

= (6.25)
NeyA(y —vg2)?
9o
tx ox
gt =0 (6.26)
iy —v2)
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o U= N3+ (G + (v 1 982)
N (y — vl )?

0z

gxx — ¢—4

g7 =0

gmz — U%
YAy — vg2)

g =9

Jdo

2 Yoy

gV = B
Py —vg2)
o NERR(30)? + 2GR 4 1
N (y — vg2)?
las componentes de la inversa de la métrica inducida son

zz

V= NI + (0 +150)?

hxl‘ —

YAt = N§l(52)? + () + (v +752)%])
e N3z 3

YAt = NFI(52)2 + () + (v +752)%))
e _ NG 52 (v +752)

Pt = NF((2)2 + ()% + (v +95)%)

,e YN G (0 +7%2)

h = — 4 _ N2[(92)2 4 (992 90 \2
Py ol(52)° + (53)° + (v +7v52)%])

A NG+ )

(6.27)

(6.28)

(6.29)
(6.30)

(6.31)
(6.32)

(6.33)

(6.34)

(6.35)

(6.36)

(6.37)

(6.38)

(6.39)

(6.40)



Los simbolos de Christoffel son

No [(32)? + () + (v +752)?] —

i, =
- NGOy — )2
ON 80 0o oY ON 80
—1a7 Z£Y0 -1 2__ 3_ Y-y
9o
_ oz
204 (y — v3E)
6Ny D7y o
8 [4¢ 2N08 (6x) 2N08x8x2
@
_ #
204 (y — vgZ)
INy Do Do ,0%0 do 381/1 INy 0o
x [ No Ox Ox dy 2N, 0x? Jy W 2N dy <8:c)
, W [v<g—:>2+v<z—g>2+<v+m>
2NGPH(y — v§2)?
IONydo, |,  Oo ,0%¢, | Oo oLl
9N, 0% N, A I
X { v aw ge (10t )~ 2N gk ) —
8N0 80’ 9
+ 2N0§(%)} (6.41)
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No [(28)2 + (32 + (v +%)°] - v

NG (y — v2)?

. ON, 0o d%o . ON, 0o ONy 0o Oo
2y INg—=— — — 27y IN? — 277N, 2N,
{ TN oy T Moy By oy T o aw oy

%
24 (y — vgZ)

300 ONy 0o ,00 0%
4= — 2N =2
[ v Ay oy dy <83:) 0 9z Oxdy

g_;
24 (y — vg?)

oY ONy 0o ,00 0o

—L 2N, —oN2ZZ 2
{‘Z’ " 0x (8y) 0 9y Oxdy
vb! = No [0(0)2 +0(5)* + (v +75)|

2NGY (y — vE)?
ONy 0o, Oo , 0?0 Oo , %0, do

—ONy L2 Ty oN2 2T oN2 -
[ o oy VT ) T WNgan ey PN aa 0 vt )

ONy 0o do ONy 0o Oo
2Nyg—— —(~71 2N, 42

"5y ' 9.) TN 8x8y} (6.42)
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X

No [(22)2 + (%) + (v +%)°] - v

2NGY (v — v§Z)?
ot 3_@/) _ 9yl aNo 1,4 97y e D*c
80 ONy 0o, 4 oo

@
oz

20— )

o ONy , 0o oo 0o
4 3— — 2N, — 2N —
{ ¥ "0z <83:) 00z 0102

do 8N0 do

— 2 Nog 0z Oz

—1N2

204 (y — vg7)

N, 07T (1
075 ay(v v+
ONodo o )\ ONodo 0
"9z 0z dy 0 dy Ox 7 0z
vt = N [0(32) + 0(%2)? + (v +7%2)|

INFI (o — v

8N0 1 60' 2

o7 (v U+%) -

oo ,00 0%
g) — 2 O 00z

0o
010z

(v 1o+ %) (6.43)

SR\

[472¢3 e —2No——
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No [(22)2+ (3 + (v +1%2)°] — v

NGy — v )2
0Ny Do . . 0% o AN, do
4y N, 0TI o 2Ty 3— 2N,
{ TS By gz Wit Oﬁt(ay)}
o
oz
24 (y — v52)
ONy 0o Do , 0?0 Oo ,00 &0 300 ONy 0o
AN, 99 _on222C T 43 %Y 4o,
[ oy 220y PMawaray  Parar  Wa TN 5,
g_;
204 (y — v§2)
oY 3]\70 do do O*c
4 3——2N N, 2220
m/ﬂ—No (%) +v<8—“>2+<v+wz—g>]
NG (y — vE)?
ONyOo , do , 0?0, | 0o 30U
4N, 0% 99y _on2Z? 99y _ 42 Y
[ oy oy VT THga( v g — iy
8N0 do 2
2Ny ——2 (% 44
gl (6.4
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X

No [(2)2 + (227 + (v + 4327 — o
ANV =B

dy

Jo o
-1 i —1a72
— (v v+a ) — 27 NOaa

8N0 80’

— 2 N g,

do 0?0 Oo
—) —2N? -

ot 32) 0 9ydz Ox
aNO Oo 0o 8N0 Jdo ] oo
— — — + 2Ng—— -
0z 8x8y+ O 0r ayw U+8z)}

__h

21/}4< 0')

300 ONy 0o ,00 D%
— — 2N, —9N2ZZ
[&D "0z <3y) 0 9y Oyoz
opt = No [o(Z) 4 0(2) + (0 +722)]
INGU(y — B
0Ny

—2.13 ¢ -1 60
[ w — 2No—— a2y (v v+ 8Z)

Jo . %o

_oN? 9o
(" +’az>aya

(6.45)
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(O e Gk 24 Bk

2NgY(y — v§2)?
_ o _JONy, _ do B 0o B
2, 39% 190V 1 oo, 1A29 0 2.3
X [87 v o 4Ny % (v v+az) 297 N; 5. 4y~
8N0 1 Jdo 9
+ 2No—2(y v+8z)}
o
_ oz
204y — v§2)
ONy Oo , _ do 0o %o 20U 0Ny
ANy L T (v b T — 2Ny e — Ay 3T AN
X { "5 ox gz~ ogpgm Vg, TN,
N
204 (y — v§2)
ONy 0o, Oo do o 1,300 ONy, 4
AN, 0T P aN, 2Ty Y L oN, 2
X { 52 B o o Vg, TN 0
vt = No [0(22)2 +0(%)* + (v +%8)
! 2NGPA(y — v52)?
o 30U ONy, _ do 0o, _ do
4 23__2N_ 1 _2_2N2_ 1 bl
% {7 waz 0z (o U+8z) 0822<7 U+8z)}
Vector normaln,
Noy? (v — v%2
ny = ot (0~ v5) (6.47)
O N[ (G (042

podemos expresar la ecuacion de superficie maximal como

K = ng[h™ %, + 2™t 4 2R T, + hWT 4 2h%T + h**T ]

(6.48)
Parav = 0 estos términos se reducen del siguiente modo
Rt = 1 6.49
= (6.49)
R =0 (6.50)
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ny = Ny (6.51)
t o _
I;,=0 (6.52)
Entonces tenemas (0, 0) = 0.

Si en losh’ y los 1“;?7]. como asi también en el,, reemplazamos Ia% por
variables reales vemos que son funciones racionales regwal/, vemos que
K(v,z,y,2) € C"(U) yporellemalK (v,0) : R x H® — H™ esC(U)

Calculo deD, K(0,0)

K = m[h™ Tt + 2h$y1“§6y + 2h" T+ hyyl“;y + thzl“;z +h** T ] (6.53)
definimos

A=h"Tt + 2h$y1“§cy + 2h7 T+ hyyl“gy + thzl“;z + W T (6.54)
D,F(0,0)(0) = [Dyn(0,0)A(0,0) 4+ ns(0,0) D, A(0,0)](0) (6.55)
Dant(07 0) = 07 TLt(O, O) = NO (656)

D,h"(0,0) =0 (6.57)
ONy 0o 0o
t _ -2 M el 2v v
D,I'. .(0,0) = N, {QNO o ax+N0 axQ}
Dedo 0000
Oz Ox

dy Oy
Lo
0z 0z

— 2 + 2~

+ 2 (6.58)

ON,y 0o 0o

-9 0 2

Dyfzy(0,0) = N, {2N08—y8—y+]\foa—y2}
9 9o

0000
Ox Ox

dy Oy
00 00
0z 0z

+ 297! — 0

+ 20~ (6.59)

2
DT (0,0) = —N;? {41/;3% — 2N0%(1 + g—‘:) — Ng%}
oY do oY do
Ox O dy Oy
10V 0o

- W (6.60)

+ 297! + 2yt
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el resto son cero.
Reemplazando obtenemos

foates N foates N 0o
ox?  0y? 022
80' 3]\70
bl N*l_ -1
8:6( O 9z v 83:)
do . 0N 0
22— (N71— =7
do .. O0N 0
22— (N2 1=
+ 8,2( 0 9z +v 82)
ONy 3 O

2N 1= — 4
* O 9z Ng 0z

D,F(0,0)(0) =

o2 ov

(6.61)

Propiedades de los coeficientes de la ecuacion

M @2r+ M)(vt+2) [ (2r + M) 8
f) = (2r — M)r 12r = My T 2r 1 M)

(6.62)

Mz [8(2r=M) 2]
(2r+M)r | (2r+M)?2 1?2

b, = (6.63)

My  [8(2r—M) 2]
- = 64
Y (2r + M)r | (2r + M)? +r2_ (6.64)

(2r + M)? + 72

_ My (vt +2) [8(27“ - M) 2 ] (6.65)

b —
¢ (2r + M)r

Es claro quef no tiene ningln polo e/, ademasf es continuamente deri-
vable y acotada, por lo tantp € L*(U) y también sus derivadas, entonces
f € H™(U). También es facil ver qug y f tienden a cero para — oo, por
lo tanto D, K (0,0) = Ao parar — oo, y ademas ambas sa@it°(U). Entonces
vemos que vale todo el analisis de las secciones 3.2.12.3.2.

Asi vemos que la superfici&é = cte es maximal haciendo el analisis en la
coordenadas primadas.
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6.3. Apendice C

Teoremay Lemas

Teorema de la funcon implicita:[20]

SeaX,Y y Z espacios de Banach, y séal” entornos alrededor del origen
en X yY, respectivamente. Sdauna funcon F(U,V) — Z,y se cunplen las
siguientes hiptesis

1. F(0,0) =0
2. FesC!
3. DyF|(o,) €s unisomorfismo de a Z

Entonces existe un entori® del origen deX y unaf funcion C! deW a Y
talque F'(z, f(x)) = 0. Aun nas, paraz e y en esos entornog,(x) es lalinica
solucbn deF(z,y) = 0.

Lema 1:[20]

Seal) un dominio cerrado dé?” con frontera suave. Adeis seaf una fun-
cionC™*! de R a R conm < Z. Entoncesf, induce un map&'" de (H™(9))*
aH™(Q).

Principio del maximo:[11]

Seau € C?(U)NC(U) yc = 0enU conexo, abierto y acotado.

1. (i) si Lu < 0 enJ y v alcanza su r@ximo en un punto interior d&, enton-
cesu es constante ef.

2. (i) si Lu > 0 enU y u alcanza su fmimo en un punto interior dé/,
entonces: es constante efl.

Teorema:(Alternativa de Fredholm)[11]
Una de las siguientes afirmaciones es cierta:

1. (i) Para cadaf € L*(U) existe unainica solucdn cebil u € Hj(u) al
problemalu = fenUyu = 0endU.

2. (ii) Existe una solud@n cébil v # 0 del problema homogenda: = 0 enU
yu=0enaU.
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Teorema 3{11]

Sead’; bi; f € C(U)yu € HLU) solucbn deLu = fenU conu = 0
endU siendodU € C*, entonces: € C=°(U).

Teorema 4{11]

Seam un entero no negativo,y’; b; c € C™(U); f € H™(U), suponga
queu € H}(U) es una soludn en sentido &bil del problemal.u = f enU con
u = 0endU siendodU € C™*2 entonces, € H™2(U).
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