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ROzDzIAL 1

Psychologia poznawcza

Psychologia poznawcza to nurt teoretyczny we wspoltczesnej psychologii,
akcentujacy znaczenie proceséw poznawczych (odbioru i przetwarzania in-
formacji) oraz wytworzonych na ich podstawie wewnetrznych struktur (po-
znawcze] reprezentacji Swiata) w regulacji zachowania sie czlowieka ([2]).

Psychologia poznawcza zaktada miedzy innymi, ze

e czlowiek jest uktadem przetwarzajacym informacje, dzieki czemu roz-

wija sie i poszerza swoja wiedze i umiejetnodci,

e zachowanie czlowieka zalezy nie tylko od informacji, ktére docieraja
do niego z zewnatrz, ale takze od zakodowanej juz w pamieci wiedzy

zdobytej w toku wczesniejszego uczenia sie,

e podstawowsa droga modyfikacji wiedzy, zachowania i charakteru czto-

wieka jest celowe i systematyczne wychowanie.

Przedstawiciele tego kierunku psychologii to miedzy innymi J. Piaget
oraz J. Bruner.
Psychologia poznawcza zaktada, ze w rozwoju czltowieka szczegdlnie waz-

ne sa nastepujace trzy procesy:
Interioryzacja — przeksztalcanie sie czynnosci zewnetrznych w wewnetrz-
ne czynnosci umystowe.

Asymilacja — proces pojawiajacy sie w momencie spotykania sie z nowym
doswiadczeniem podobnym do czegos, co przezyliémy wczesniej i co

mozemy dopasowaé do istniejacych schematéw.
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Akomodacja —proces pojawiajacy sie¢ w momencie spotykania si¢ z nowym
doswiadczeniem ktérego wlaczenie do struktur poznawczych oznacza

zmianeg struktur juz istniejacych lub utworzenie nowych.

1.1.
Interioryzacja, asymilacja i akomodacja

a nauczanie matematyki

Interioryzacja

Mamy z nia do czynienia na kazdym etapie nauczania matematyki. Szcze-
gélnie istotna jest ona w momencie wprowadzania nowych poje¢ — opona
rowerowa ,przeksztalca sie” w narysowany w zeszycie okrag, ktéry z kolei
»przeksztalca si¢” w obiekt matematyczny widoczny tylko w umysle ucznia.

Oczywiscie z punktu widzenia nauczania matematyki wszystkie dzia-
tania nauczyciela powinny prowadzi¢ do uzyskania tego ostatniego etapu.
Jednoczesnie nalezy tu dodaé, iz dojscie do etapu trzeciego nie jest mozliwe

bez etapu pierwszego i drugiego.
Asymilacja

Asymilacja to wykorzystywanie wytworzonych wcze$niej schematéw do po-
szerzania swoich umiejetnoéci. Mamy z nig do czynienia na przyklad wtedy,
gdy uczen rozwiazuje typowe zadanie wykorzystujac do tego poznane wcze-

$niej metody.
Akomodacja

Akomodacja to proces tworczy. Mamy z nig do czynienia wtedy, gdy musza
zosta¢ wytworzone nowe schematy, gdyz ,stare” nie wystarczaja do roz-
wiazania problemu. Dotychczasowe strategie postepowania zawodza. Uczen
musi odkryé nowy schemat - wiedza i umiejetnosci ucznia zostajg istotnie

poszerzone.
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Jean Piaget

Jednym z przedstawicieli psychologii poznawczej jest Jean Piaget, ktéry

w rozwoju czltowieka wyrdznia cztery nastepujace etapy.

Stadium sensomotoryczne (do ok. 2 lat) Dziecko poznaje $wiat po-
przez bezposrednie postrzeganie i aktywnos$¢é motoryczna. Stopniowo
dziecko zaczyna zdawaé sobie sprawe, ze przedmioty sa state i ze moz-

na je ponownie znalez¢.

Stadium przedoperacyjne (ok. 2-7) Przedmioty i zdarzenia zaczynaja
nabiera¢ znaczenia symbolicznego. Na przykitad pomarancze, jabtka
i banany to sa owoce ale dziecko musi jednak mie¢ mozliwo$¢ kontaktu

z nimi. Dziecko nie potrafi odwracaé operacji.

Stadium operacji konkretnych (ok. 7-11) Dziecko potrafi dostrzegaé
przedmioty i zdarzenia z réznych punktéw widzenia, opanowuje poje-
cie statodci i relacje wzajemnosci. Aby jednak rozwigzaé jaki$ problem
dziecko potrzebuje manipulacji i eksperymentowania na przedmiotach
rzeczywistych. Pod koniec tego okresu dziecko nabiera umiejetnoéci

odwracania operacji.

Stadium operacji formalnych (od ok. 11 lat) Stadium to charaktery-
zuje sie rozwojem operacji formalnych i abstrakcyjnych. Dziecko potra-
fi analizowaé pojecia oraz rozumieé¢ zaleznosci przestrzenne i czasowe.
Potrafi logicznie mysle¢ o abstrakcyjnych danych i oceniaé je wedlug
przyjetych kryteriow, formutowaé hipotezy i dedukowaé z nich mozli-
we konsekwencje. Potrafi konstruowaé teorie i wyprowadza¢ wnioski,

mimo braku wcze$niejszych doswiadczen na ten temat.

Jerome S. Bruner

Kolejnym przedstawicielem psychologii poznawczej jest Jerome Bruner. Wy-

réznia on trzy sposoby przetwarzania i przedstawiania informacji:
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Reprezentacja enaktywna — mamy z nig do czynienia na przyktad wéow-
czas gdy uczen wykonuje operacje na liczbach z wykorzystaniem obiek-
téw, ktérymi moze manipulowaé w rzeczywistosci (np. ,dodawanie”
liczb z wykorzystaniem patyczkéw). Na tym etapie obiekty (pojecia)

poznawane sg poprzez manipulowanie i dzialanie.

Reprezentacja ikoniczna — mamy z nig do czynienia na przyktad wow-
czas gdy uczen wykonuje operacje na liczbach z wykorzystaniem obiek-
tow, ktore musi widzie¢, ale nie musi nimi manipulowaé¢ w rzeczywi-
stosci (np. ,dodawanie” z wykorzystaniem rysunkéw). Na tym etapie
obiekty (pojecia) poznawane sa poprzez wyobrazenia. Waznym ele-

mentem tego etapu sa rysunki.

Reprezentacja symboliczna — mamy z niag do czynienia na przyklad
woéwcezas gdy uczen wykonuje operacje na liczbach postugujac sie ,,wy-
abstrahowanym” juz pojeciem liczby (np. ,dodawanie” z wykorzysta-
niem liczb). Na tym etapie obiekty (pojecia) poznawane sa poprzez

postugiwanie sie symbolami.

Pierre van Hiele

Pierre van Hiele to kolejny przedstawiciel psychologii poznawczej. Wyrdznia
on 5 poziomdéw myslenia matematycznego, z ktorych tylko trzy pierwsze

dotycza uczniéw szkot:

Poziom wizualny (Visual level) — nowe pojecia ksztaltuja sie u dziecka
w oparciu o obserwacje przedmiotéw, zjawisk i zdarzen z najblizszego

otoczenia.

Poziom deskryptywny (Descriptive level) — na tym poziomie obiekty po-
strzegane sa wraz z ich sktadowymi, dziecko potrafi wyodrebniaé¢ cechy

wspoOlne, formutowaé¢ ogdlne wnioski.

Poziom logiczny (Informal Deduction) — struktura rozumowania na tym

poziomie opiera si¢ na dedukcji. W rozumowaniu istotna role odgry-
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waja prawa logiczne, a nie intuicyjne odczucia, czy empiryczne stwier-

dzenia.

Ostatnie dwa czyli poziom wnioskowania Scistego (Deduction) oraz poziom
Scistosci (Rigor or Abstraction) zwiazane sa z rozwojem studentéw nauk

Scistych oraz zawodowych matematykow.

1.2.

Nauczanie czynnos$ciowe

Psychologia poznawcza, a w zasadzie wyréznione przez nia etapy w rozwoju
czlowieka znalazty swoje odzwierciedlenie w jednym ze styléw nauczania
matematyki - czynno$ciowym nauczaniu matematyki.

Czynno$ciowe nauczanie matematyki jest postepowaniem dydaktycznym
uwzgledniajacym stale i konsekwentnie operatywny charakter matematy-
ki, réwnolegle z psychologicznym procesem interioryzacji, prowadzacym od
czynnosci konkretnych i wyobrazeniowych do operacji abstrakcyjnych ([4]).

Organizujac nauczanie matematyki z wykorzystaniem nauczania czyn-

nosciowego wykorzystujemy trzy rodzaje zadan:
1. Zadania ksztaltujace czynnosci konkretne.
2. Zadania ksztaltujace czynnosci wyobrazeniowe.
3. Zadania ksztaltujace czynnodci abstrakcyjne.

Podstawowym zadaniem nauczyciela wykorzystujacego ten styl nauczania
matematyki jest taka organizacja ksztalcenia aby ksztaltowanie si¢ poszcze-
gbélnych poje¢ matematycznych odbywalo sie poprzez rozwiazywanie zadan
ze wszystkich trzech grup. Oczywiscie czas rozwigzywania zadan z poszcze-
gblnych grup powinien by¢ dostosowywany do kazdego ucznia indywidu-
alnie. Nalezy jednak stosowaé¢ zasade, ktéora mdwi, ze najpierw powinny
pojawiaé sie zadania ksztaltujace czynnosci konkretne, pdzniej czynnosci

wyobrazeniowe, a na koncu zadania ksztaltujace czynnosci abstrakcyjne.
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Zadania ksztaltujgce czynnosci konkretne

Zadanie 1 (SP). Na stole pol6z 4 patyczki. Ile patyczkéw musisz dolozy¢,

aby na stole lezalo 11 patyczkow?

Zadanie 2 (SP). Zegnij wyciety z papieru kwadrat wzdluz prostej prze-
chodzacej przez $rodki dwdch przeciwleglych bokéow. Co mozesz powiedzieé
o czesciach na jakie zostal podzielony kwadrat? Czy mozesz ztozy¢ kwadrat
wzdhiz innej prostej, tak aby figury powstate po ztozeniu miaty podobna

wlasnosé.

Zadanie 3 ([5], PG). Zbadaj cien wykonanego z plastiku modelu kwadratu
(prostokata) w réznych polozeniach. Ustaw model tak, aby cieniem kwadra-

tu byl kwadrat (prostokata byl prostokat).

Zadanie 4 ([5], SP/G). Dopasuj réwnanie do sytuacji na wadze
A)z+3=15 B) 2z = 30 Q) 20+ 2=z + 12

ﬂ:u}dag ﬁ=sdag Bl-20a0 Bi-1cag 4 =1cag
: Bahe B

Opowiedz co bedziesz zdejmowal z obu szalek wagi, aby znalezé niewia-
doma. Zapisz rozwiazanie réwnania. Sprawdz, czy dobrze obliczyles mase
kubka.

Zadania ksztaltujace czynnosci wyobrazeniowe

Zadanie 1 (SP). Ile gwiazdek nalezy dorysowaé¢ aby byto ich 97

XXXXX
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Zadanie 2 (SP).

Uzupetnij rysunek tak aby byl syme-

tryczny wzgledem pionowej prostej. o™
Pokoloruj uzupelniony rysunek. N

Zadanie 3 ([6], SP). Masz kawalek prostego drutu dlugosci 12 cm. Czy

mozna go tak zgiaé¢, aby nada¢ mu ksztalt kwadratu?

Zadanie 4 ([1], SP). Gra - Czyja liczba wigksza? W grze bierze udzial
troje dzieci: sedzia i dwoch zawodnikow. Sedzia pisze na srodku kartki liczbe
dwucyfrowa. Kazdy gracz rzuca kostka i dopisuje wynik albo z prawej, albo
z lewej strony liczby, tak by liczba byta jak najwieksza. Jesli podejmie dobra
decyzje, z ktorej strony dopisaé nows cyfre, dostaje punkt. Rozgrywka sie
koniczy, gdy tworzona liczba ma 15 cyfr. Wygrywa ten gracz, ktéry zdobyt

wiecej punktow.

Zadanie 5 ([5], SP/G). Oblicz w pamieci ile wazy jeden flakonik, wiedzac

ze liczby na cigzarkach oznaczaja ich wage w dekagramach.

Zadanie 6 ([5], G). Gra ,,pol6z patyczek”: Kazdy uczen ma patyczki innego
koloru. Uczniowie po kolei ktada po jednym patyczku na figurach tak aby
byty one osia symetrii danej figury. Nie wolno potozy¢ dwoch patyczkow na
tej samej osi symetrii. Jesli uczen nie wie jak potozyé¢ patyczek opuszcza
kolejke. Gra toczy si¢ do momentu, az zaden z uczniéw nie potrafi potozy¢

patyczka. Wygrywa ten uczen, ktéry polozyl najwiecej patyczkow.
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Zadania ksztaltujace czynnosci abstrakcyjne

Zadanie 1 (SP). Jaka liczbe trzeba dodaé¢ do 3 aby uzyskaé 87

Zadanie 2 (SP). Przez jaka liczbe pomnozy¢ 15, aby otrzymaé liczbe 15007

Zadanie 3 (na podstawie [5], G).

Zabawa w ,baczek”. Wykonujemy z kartonu koto do
baczka takie jak na rysunku obok. Srodek kota prze-
bijamy i wktadamy w niego zapatke. Uczniowie po
kolei kreca baczkiem. Kiedy wypadnie® pole z nume-
rem 0,1,2,3,4,5 lub 6 uczen musi poda¢ przyktad fi-
gury posiadajacej odpowiednio 0,1,2,3,4,5 lub 6 osi
symetrii. W przypadku ,wypadniecia” pola z sym-
bolem oo uczen powinien podaé przyktad figury po-
siadajacej nieskonczenie wiele osi symetrii. Za kazda :!._'
poprawng odpowiedz uczen uzyskuje 1 pkt, gdy nie
potrafi znalez¢ odpowiedniej figury lub poda bted-

ny przyktad, nie dostaje punktu. Nie wolno wymie-
nia¢ ponownie figury, ktora juz ktos wczesniej wybral.

Wygrywa ten, kto uzyska najwiecej punktow.

“Wczesniej nauczyciel musi ustalié¢, jak odczytujemy wynik

otrzymany na baczku

Zadanie 4 ([6], SP). Narysuj taki wielokat, aby 4 sposrdd jego przekatnych

tworzyly kwadrat. Kwadrat pomaluj na zielono
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Zadanie 5 ([1], SP). Czy jest taki prostopadloscian, w ktérym dokladnie

cztery Sciany sa kwadratami?

Zadanie 6 (SP/G). Marta kupila 2 dlugopisy i kilka oléwkéw. Razem ku-
pita 13 przedmiotéw. Ile otéwkow kupita Marta? Oznacz niewiadoma liczbe

otowkéw przez x, utdéz odpowiednie rownanie i rozwiaz je.

Zadanie 7 (G). Ile osi symetrii moze mie¢ trojkat?






ROZDZIAL 2
Dzialania na liczbach calkowitych

— strzatki

Przygotowujemy zestaw karteczek jednakowej dtugosci z narysowanymi strzal-

kami:

(=] [€<]

Postugujac sie nimi, bedziemy budowaé liczby catkowite.
Aby przedstawié liczbe 4 ukladamy pasek liczbowy ztozony z 4 strzatek

skierowanych w prawo.

(2= [=]=>]

Przedstawimy teraz liczbe (-4). Tworzymy pasek takze z 4 strzalek, ale
poniewaz liczba (-4) jest przeciwna do liczby 4, wiec strzatki ukladamy

W przeciwng strone.

K-l KA KA K

Zmiana zwrotu strzatek odpowiada dopisaniu znaku minus przed liczba.
,Ukladanie paskéw” mozemy potaczyé¢ z interpretowaniem liczb na osi
liczbowej. Z jednej strony utatwi to uczniom zrozumienie pewnych zagadnien
zwigzanych z operacjami na tych liczbach, a z drugiej wlaczenie operacji
manualnych ulatwi (i dla wiekszosci uatrakeyjni) odkrywanie zaleznosci dla

liczb ujemnych.

93
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Oto opis powyzszych sytuacji przy wlaczeniu do obserwacji osi liczbo-
wej. Rysujemy na kartce papieru oS liczbowa, przy czym staramy sie, by
jednostka byta dokladnie taka sama jak dlugosé boku kartki, a nastepnie
uktadamy kartki.

SICIEIE)

5 4 3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

[ETE€TET€
7/ — )

-5 3 -2 0 1 2 3 4 5

Zauwazmy, ze w ten sposéb mozemy latwo przejs¢ do interpretowania

wartosci bezwzglednej: W obu przypadkach do ulozenia potrzebowalisémy

4 kartoniki.

2.1.
Dodawanie liczb catkowitych

Postugujac sie pojeciem np. dlugu i zysku mozemy latwo stwierdzié, ze
(—=3) + 3 = 0. To bedzie stanowito jedynie punkt wyjécia do bardziej ztozo-
nych rozwazan, ktore maja na celu odkrycie przez uczniéw regut dodawania
liczb catkowitych. Jest to réwnoczesnie przygotowanie uczniéw do budowa-
nia modeli dydaktycznych tworzacych intuicje odnoszaca sie¢ w tym przy-
padku do dodawania liczb catkowitych. Wazna role pelni w tym przypadku
mozliwo$¢ manualnego operowania kartkami, przy jednoczesnym matema-
tycznym interpretowaniu tych operacji.

Przypomnijmy — empirycznie zostalo stwierdzone, ze (—3)+3 = 0. Prze-
chodzimy do operacji manualnych. Ukladamy, jeden pod drugim, paski licz-

bowe odpowiadajace liczbom (—3) i 3.

3=
KK

Strzalki na pasku odpowiadajacym liczbie (—3) sg skierowane przeciwnie

niz na pasku odpowiadajacym liczbie 3 i jest taka sama liczba strzalek na
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kazdym pasku. Po dodaniu nie powinna zosta¢ zadna strzatka. Uzyskamy
to odktadajac na bok pary strzalek o przeciwnych zwrotach.
Obliczmy: 4 + (—3)

=ICICIEY
(KK =

Po odrzuceniu par strzatek przeciwnie skierowanych, pozostanie 1 strzal-

ka skierowana w prawo. Odpowiada ona liczbie 1.
44 (-3)=1

Obliczmy: (—5) + 2

E[E[E€T€1E]
5=

Odrzucamy pary strzatek przeciwnie skierowanych. Pozostaly 3 strzatki

skierowane w lewo, ktére odpowiadaja liczbie (—3).
(=5)+2=-3

Zadanie 1. Sprawdz za pomoca paskéw liczbowych ze (—3) + 7 = 4.

2.2.
Opracowywanie regut

Obliczmy: (—2) + (—3)

1. Uktadamy paski liczbowe dla obu liczb, jeden za drugim.

K=K KA KA K
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Powstal pasek odpowiadajacy liczbie (—5). Nie ma par strzalek prze-

ciwnie skierowanych, wiec nic nie usuwamy.
(=2)+(=3)=-5
2. Wiemy, ze liczba strzalek przedstawiajacych liczbe, jest réwna warto-
$ci bezwzglednej tej liczby.

3. Liczba strzatek w sumie (—2)+(—3) jest réwna 2+3 = |-2|+|-3| =5,
wobec tego (—2) + (—=3) = —(2+3) = —5.
Odkrylismy regule: Aby dodaé dwie liczby catkowite ujemne, dodajemy
ich warto$ci bezwzgledne i przed wynikiem stawiamy znak minus.
Obliczmy: (—3) + 5

1. Uktadamy paski liczbowe:

c1eTE
SIS 315131

2. Po usunieciu par strzalek przeciwnie skierowanych pozostaly dwie

strzalki skierowane w prawo.
(=3)+5=2
Mamy:
|=3[=3 [5[=5 [5>]—3
5| —]=3=5-3=2
3. Do wyniku dopisujemy znak tej liczby, ktéra ma wicksza wartosé bez-
wzgledna, czyli w tym przypadku plus.
(=3)+5=+2 (+2=2).

Zadanie 2. Opracuj sytuacje typu (—6) + 2 oraz regule dodawania liczb
catkowitych przeciwnych znakéw.

Zadanie 3. Opracuj sposob ,manualnego interpretowania” odejmowania

liczb catkowitych za pomoca karteczek z narysowanymi strzatkami.



ROZDZIAL 3

Substantial Learning Environment

(SLE)

Idea budowania szeroko rozumianych srodowisk edukacyjnych Substantial
Learning Environment (SLE) jest w wielu krajach szeroko propagowana
i doceniana zaréwno przez praktykéw (nauczycieli), jak tez naukowcéw ba-
dajacych te zagadnienia zaréwno od strony teoretycznej, jak tez poprzez
badania dotyczace osiggnie¢ uczniéw (np. E. Ch. Wittmann, M. Hejny),
a sposréd polskich specjalistow m. in. E. Swoboda, E. Jagoda.

Problematyka ta stata sie tak bardzo aktualna gdyz jak wynika z badan
Edyty Gruszczyk-Kolczynskiej:

e W przedszkolach obserwuje sie, ze az 56% dzieci jest uzdolnionych

matematycznie a 20% jest wybitnie uzdolnionych matematycznie.

e W klasach starszych juz tylko 5% uczniéw wykazuje uzdolnienia ma-

tematyczne.

Jak mozemy uczniom pomdéc? Co zrobié, by nie tracity one w procesie
edukacji uzdolnien ktére juz posiadaja?

Pytania te i propozycje rozwiazan (zwiazane z SLE) sa w Polsce do$é
szeroko badane wsréd dzieci, do pierwszego etapu edukacyjnego wlacznie.
Po6zniej problemy matematyczne nieco komplikuja sie i komplikuja sie tez
stosowane rozwigzania metodyczne. W rzeczywistosci srodowiska edukacyj-
ne staja sic mocno ograniczone, czesto wiazemy je badz z podstawowymi

srodkami (klasy, podreczniki) lub bardzo zlozonymi programami kompute-

o7
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rowymi, ktore zle wykorzystane stuzg jedynie utatwianiu pracy uczniéw, bez
dtugotrwaltych korzysci dydaktycznych.

Nie negujac roli komputerowych programéw edukacyjnych oraz innych
rozwiazan edukacyjnych, przedstawiamy koncepcje srodowiska edukacyjne-
go — ,Kartoniki”, ktéra z jednej strony jest przedtuzeniem znanego w wie-
lu polskich osrodkach edukacyjnych érodowiska , Kafelki” przeznaczonego
dla wychowania przedszkolnego oraz pierwszego etapu edukacji, a z dru-
giej strony ulatwieniem zrozumienia biezacego materialu (ze szczegdlnym
uwzglednieniem klasy IV, czyli na poczatku drugiego etapu edukacji) oraz
budowania podstaw twérczosci matematycznej uczniéw.

Zaleta srodowiska edukacyjnego — ,Kartoniki” jest jego prostota gdyz
szablony mozna bez trudu wyciaé¢ z kartonu, kolorowego papieru itp.

Powrdémy raz jeszcze do pytan postawionych na poczatku: Jak mozemy
uczniom poméc? Co zrobié, by nie tracity one w procesie edukacji uzdolnien
ktore juz posiadaja?

Modyfikujac sformutowanie E. Gruszczyk-Kolczynskiej sformutujemy te-
ze: Powinnismy inspirowac uczniow do dziatalnosci matematycznej © doce-
niaé (okazywaé zainteresowanie) kazde odkrycie, nawet gdy dotyczy blahych

z pozoru sytuacji © zdan.

3.1.
Kartoniki

W opracowaniu tym gltéwny nacisk potozymy na pokazanie przyktadéw wy-
korzystywania tego srodowiska do poszukiwania niestandardowych rozwia-
zan metodycznych stuzacych z jednej strony poglebieniu zainteresowania
uczniow matematyka, a z drugiej strony osiagania waznych celéw, jak np.
liczenie w pamieci.

Zanim jednak przejdziemy do tych zagadnien, oméwimy sposéb budo-
wania podstaw tego $rodowiska (patrz [6]). Proces ten rozpoczyna sie od

najprostszych operacji':

!Zadania zaczerpnicte z [6]



Nauczanie czynnoéciowe na lekcji matematyki 59

D Mnozenie liczb

Dzieci obliczaty, ile okien wida¢ w jednym
wiezoweu.

Aneta 8§+8+8+8=32

Darek 4-8=32

Tomek 4+4+4+4+4+4+4+4=32
Monika 8-4=32

Dodawanie jednakowych liczb mozna zastapic mnozeniem.
Ukdadajac kartoniki, obliczmy 5 - 3.

. . . 3+3+3+3+3=15 tloczyn iloczyn
—_— p—— i
EEE 3 -5

5 razy po 3 kartoniki

. . . 54+5+5=15 iloczyn iloczyn

— e p—— p——

3 liczby 3.5 = 15
] Il/v

3 razy po S kartonikow

Pézniej pojawiaja sie bardziej ztozone elementy, gdzie kartoniki stanowia

model obserwacyjny dla réznych sytuacji, np.

Agatka przyniosta z ogrédka 38 truskawek, ktore uklada na
galaretkach, po 6 truskawek na kazdej. Jaka najwigksza licz-
be galaretek moze ozdobi¢ truskawkami? Ile truskawek pozo-
stanie?

Zamiast truskawek rozdzielmy 38 czerwonych kartonikéw po 6 sztuk.

W ten sposob kartoniki staja sie modelem dydaktycznym dla réznych
probleméw (kolejny etap budowania tego srodowiska). Przedstawimy teraz

znane zadanie o grzybobraniu.

Zadanie 4 (Sz. Jelenski ,Lilavati”).
Dziadek z czterema swoimi wnukami wyruszyl do lasu na grzyby. W lesie

kazdy na swoja reke poszedl na poszukiwanie. Po p6t godzinie dziadek siadl
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pod drzewem, aby wypoczaé; przeliczyl zebrane grzyby i okazalo sig, ze
zebral ich 45. Wnet nadbiegli wnuczkowie — wszyscy z pustymi rekami;

zaden nie znalazl ani jednego grzyba.
— Dziaduniu — prosi jeden — daj mi troche swych grzybéw, na pewno to
mi przyniesie szczedcie!
— I mnie, dziadku!

— I mnie daj!

I mnie tez!

Dziadek obdarzyt kazdego i w ten sposob rozdal wszystkie grzyby. Znow
chlopcy rozbiegli sie po lesie na poszukiwanie grzybdéw, ktére miato jednak
bardzo réznorodny przebieg. Jeden chtopiec znalazt istotnie 2 grzyby, dru-
gi natomiast dwa grzyby zgubil, trzeci znalazt tyle, ile dostal od dziadka,
a czwarty zgubil polowe otrzymanych grzybéw. Gdy chtopcy wrécili do do-
mu i zliczyli swe grzyby, okazalo sie, ze wszyscy maja jednakowsa ich ilos¢.
Ile grzybéw dostal kazdy z chtopcoéw od dziadka i ile kazdy z nich miat gdy

wrdécit do domu?

Rozwiazanie.

Dane

e osoby biorace udzial w grzybobraniu: dziadek, wnuczek 1, wnuczek 2,

wnuczek 3, wnuczek 4;
e liczba grzybow zebranych i rozdanych przez dziadka: 45 sztuk;
e na koniec wszyscy chtopcy mieli po tyle samo grzybéw;
e jak zmienit sie stan grzybéw posiadanych przez wnuczkéw:

— Wnuczek 1 — znalazt 2 grzyby;
— Wnuczek 2 — zgubit 2 grzyby;

Wnuczek 3 — znalazt tyle grzybow ile dostat;

Wnuczek 4 — zgubil polowe otrzymanych od dziadka grzybow.

Szukane
Liczba grzybéw jaka dostal kazdy z wnuczkéw od dziadka.
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Rozwiagzanie z wykorzystaniem kartonikéw

Oznaczmy za pomocy kartonika M liczbe grzybéw jakg otrzymal wnuczek 3
od dziadka.
Poniewaz wnuczek 3 znalazt tyle grzybow ile dostal to na koniec dnia liczbe
jego grzybéw reprezentuja dwa kartoniki ll M. Oczywiscie kazdy z kartoni-
kéw reprezentuje taka sama liczbe grzybow.
Wnuczek 4 zgubil potowe grzybéw jaka dostal i po powrocie do domu miatl
ich tyle samo co wnuczek 3 czyli dwa kartoniki, a wigc liczbe grzybow jaka
otrzymal od dziadka mozemy oznaczy¢ jako: ll Il Il W,
Poniewaz wnuczek 1 znalazl 2 grzyby, a wnuczek 2 zgubil 2 grzyby wiec
razem po powrocie do domu mieli tyle grzybéw ile otrzymali od dziadka.
Poniewaz kazdy z wnuczkéw po powrocie do domu mial tyle samo grzybéw,
wiec razem wnuczek 1 1 2 po powrocie do domu mieli tych grzybow 2 razy
wiecej niz wnuczek 3 czyli Il Il W W
Ostatecznie liczbe grzybdéw jaka mieli chtopcy po powrocie do domu mozemy
przedstawié¢ nastepujaco za pomoca kartonikéw:

Wnuezek 1i2: HEEN

Wnuczek 3: W B

Wnuczek 4: HHH N
Zauwazmy jednak, ze w przypadku wnuczka 3 jeden z kartonikéw oznacza

grzyby jakie on znalazt. Oznaczmy go wiec innym kolorem. Mamy, wiec:
Wnuczek 1i2: HEEN
Wnuczek 3: W H

Wnuczek 4: Wl BN
Szare kartoniki oznaczaja grzyby rozdane przez dziadka. Dziadek rozdal 45

grzybéw. Szarych kartonikéw mamy 9 i kazdy z nich oznacza taka sama licz-
be grzybéw. Mamy 45 : 9 = 5, czyli jeden szary kartoniki oznacza 5 grzybow.

Zatem
Wnuczek 3 — otrzymatl od dziadka 5 grzybéw;

Wnuczek 4 —  otrzymal od dziadka 20 grzybéw;
Oczywiscie po powrocie do domu wnuczek 3 mial 10 grzybéw (znalazt tyle

samo ile dostal od dziadka). Zatem po powrocie do domu kazdy z wnuczkéw

mial 10 grzybow. Poniewaz wnuczek 1 znalazl 2 grzyby, wiec od dziadka
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otrzymal 10 — 2 = 8 grzybéw. Wnuczek 2 zgubil 2 grzyby, wiec od dziadka

otrzymal 10 4+ 2 = 12 grzybéw. Ostatecznie mamy, ze
Wnuczek 1 —  otrzymatl od dziadka 8 grzybéw;

Wnuczek 2 —  otrzymal od dziadka 12 grzybéw;
Wnuczek 3 — otrzymatl od dziadka 5 grzybéw;
Wnuczek 4 —  otrzymat od dziadka 20 grzybdw;

Sprawdzenie.
e grzyby rozdane przez dziadka: 8 + 12 + 5 4 20 = 45 (zgodne z treécia

zadania);

e liczba grzybéw jaka mial kazdy z wnuczkéw po powrocie do domu

Wnuczek 1 - 8+2=10
Wnuczek 2 - 12 —-2=10
Wnuczek 3 - 5+5=10
Wnuczek 4 - 20:2 =10

czyli kazdy mial tyle samo grzybéw (zgodne z trescia zadania).

Wréémy teraz jeszcze do zadania z rozdzialu “O arytmetycznych meto-

dach rozwiazywania zadan z trescia”.

. . 1 .. . .
Zadanie 5. Pracownik wydal 5 swego miesigcznego wynagrodzenia na je-
dzenie i rozrywke, % na ubrania oraz % na czynsz i Swiatto. Pozostalo mu

290 zt. Ile miesiecznie zarabia pracownik?

Wiedzac jaka cze$¢ wynagrodzenia wydal pracownik na jedzenie i roz-
rywke, ubrania oraz czynsz i $wiatto, mozemy policzy¢ jaka czes¢ wynagro-
dzenia wydal pracownik?

1 2 2 53

3797776
Wiedzac jaka czes¢ wynagrodzenia wydat pracownik, mozemy policzy¢ jaka
cze$¢ wynagrodzenia mu zostata?
128 _10
63 63
Pracownikowi zostalo 290 zt, czyli % pensji. Przedstawmy teraz te sytuacje

wykorzystujac do tego kwdraciki.
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Cala pensje pracownika mozemy “zobrazowaé” za pomoca 63 kwadraci-

kéw ulozonych w specjalny sposdb:

Oczywiscie jeden “pelny” rzad czyli 10 kwadracikéw oznacza % pensji pra-
cownika tzn. 290 zt. Zatem jeden kwadracik oznacza 29 zl. Teraz juz tatwo

mozemy obliczyé¢ pensje pracownika:
6290+ 3-29 = 1740 4+ 87 = 1827

Dalej zadanie rozwiazujemy juz identycznie jak w rozdziale “O arytmetycz-

nych metodach rozwigzywania zadan z trescig”.

Powstaje pytanie, jak nauczyciel moze niestandardowo wykorzystaé¢ oma-
wiany model dydaktyczny?

W dobie kalkulatoréw i komputeréw liczenie w pamigci moze wydawad
sie rzecza mato nowoczesna. Czy rzeczywisdcie? Przytoczymy tutaj wypo-
wiedz A. Klesyka, znanego menedzera, prezesa zarzadu PZU zamieszczona

w Gazecie Wyborczej?

W latach 90. w McKinsey & Company odpowiadatem za rekru-
tacje absolwentow |[...[|. W czasie rozmowy kwalifikacyjnej kaza-

tem obliczyé 2,5% z 1,5 miliarda. Pytany najczesciej bral kartke

2 (http://wyborcza.pl/1, 76842, 11693341, Prezes_PZU_Szukamy_tych_ktorzy_

mysla_samodzielnie.html)
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1 dlugopis.

— Nie na kartce tylko w glowie — mowilem.

— Przeciez mam kalkulator — bronit sie.

Cztowieku — mowilem wowczas — wyobraZ sobie sytuacje ze idzie-
my na kolacje, gdzie robimy wielki interes. Masz prezesa duzej
firmy, ktory opowiada o tym, jak on to sfinansuge. I pyta cie, kto-
rg opcje wybierasz. A ty mowisz, przepraszam, musze wyciggngc
kartke, bo nie wiem ile to jest 2,5% z 1,5 miliarda./...] Kom-
puter wiele ulatwia, przyspiesza uzyskiwanie danych i. . . wylgcza
myslenie. [...] Maszyna nigdy nie odpowie na pytanie: Czy dzia-

tanie podejmowane na podstawie tych danych w ogdle ma sens.

Jak zatem zacheci¢ uczniéw do liczenia w pamieci? Najpierw zbuduj-
my ich zainteresowanie, a potem pokazmy, ze sami moga odkrywaé ciekawe
i przydatne sytuacje.

Zaczynamy od bardzo prostego spostrzezenia, ze 8 - 8 = 64 (liczba 8 nie
ma tu znaczenia, kazdy uczen moze budowaé swoje wlasne rozumowanie
z dowolna inna liczba, np. 7, 12, itp.). Ulézmy z kartonikéw model odpo-
wiadajacy tej sytuacji.

Teraz mozemy zmieni¢ polozenie kartonikéw. Wg wzoru (uwaga liczba
przektadanych kartonikéw tez nie jest istotna; ze wzgledu jednak na osta-

teczny cel warto ukierunkowaé¢ uczniéw by przekladali kartoniki w liczbie
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takiej, by z czynnika uzyskaé 10, np. 49 = 7 - 7, przektadamy 3 kartoniki,
bo 743 =10, 144 = 12 - 12, przekladamy 2 kartoniki, bo 12-2 = 10):

B

Postepujemy tak dalej otrzymujac uktad kartonikéw przedstawiony na

rysunku.

Oczywiscie taczna liczba kartonikéw nie ulegta zmianie, jest ich nadal
64. Jak mozna jednak opisa¢ uktad kartonikéw na rysunku? Np. w postaci:
64 = 8% = 6- 10 + 4, a teraz opiszmy to uwzgledniajac wyjéciowe spostrze-
zenie i wykonywane operacje (tu musimy zastosowaé pewne rozwiazania

heurystyczne, np. pytania naprowadzajace):
64=(8-2)-(8+2)+4.

Powtarzajac rézne proby (przy réznych liczbach) dochodzimy do wzoru (de-

cyzja nalezy do nauczyciela — mozemy ten wzor tylko opisaé stownie):

a® = (a+10b) - (a-b) + b2
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Uczniowie odkryli (empirycznie — poprzez do$wiadczenia) nowy wzér!
Warto pokazaé teraz jaki on jest uzyteczny. Zanim to jednak zrobimy sie-
gnijmy do podstawy programowej z matematyki dla II etapu edukacyjnego
(punkt 6) ([7]).

Uczen: |[...]
2) stosuje oznaczenia literowe nieznanych wielkosci liczbowych
i zapisuje proste wyrazenia algebraiczne na podstawie informacji

osadzonych w kontekscie praktycznym. |... |

Mozemy wiec uznad, ze nie odbiegamy wyraznie od podstawy programowej.
Przejdzmy zatem do zastosowan odkrytego wzoru.

Czy potrafimy obliczyé w pamieci 132? Jedli skorzystamy z odkrytego
wzoru — zadanie bedzie tatwel!

Co musimy zrobié, by z 13 otrzymaé¢ 10 — oczywiscie odja¢ 3. Wtedy
(na poczatku mozna to zapisywaé, a potem juz staramy sie liczy¢ tylko

W pamieci):

132 = (13 +3) - (13-3) + 3> =16 - 10 + 9.

Poniewaz mnozenie przez 10 jest tatwe otrzymujemy szybko wynik:
132 =16-10 + 9 = 160 + 9 = 169.

Bardziej dociekliwym (uzdolnionym) uczniom mozemy zaproponowaé
policzenie, np. 982.

Mozemy teraz zrobié¢ dalszy krok: zaproponowaé uczniom odkrycie in-
nego sposobu liczenia w pamieci.

Zal6zmy, ze mamy obliczyé 452. Zgodnie z naszym wzorem mamy (tym

razem zapisujmy)
45% = (45 4+ 5) - (45-5) + 5% = 50 - 40 4 25 = 2000 + 25 = 2025.

Zaobserwujmy pewng prawidlowosé:
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4-(44+1)=4-5=20

Teraz juz mozna obliczaé¢ (w pamieci!) wiele poteg liczb z cyfra jednosci
5, np. 1052 = 11025.






Bibliografia

[1] M. Ciosek, M. Legutko, S. Turnau, E. Urbanska, Matematyka dla ciebie,
kl.4, Nowa Era, 2002.

[2] Encyklopedia PWN - http://encyklopedia.pwn.pl/

[3] Sz. Jelenski, Lilavati. Rozrywki matematyczne, WSiP, 1992.

[4] Z. Krygowska, Zarys dydaktyki matematyki, WSiP, Warszawa 1980.

[5] H. Siwek, Czynnosciowe nauczanie matematyki, WSiP, Warszawa 1998.

[6] R. J. Pawlak, K. Galazka, H. Pawlak, A. Warezak, Matematyka krok po
kroku, k1. 4, Res Polona, ¥.6dz 2012.

[7] Podstawa programowa (matematyka II poziom edukacyjny) http://

www.men.gov.pl/images/do_pobrania/Zalacznik_2.pdf

69



NOWOCZESNY
NAUCZYCIEL
MATEMATYKI

publikacja bezptatna

KAPITAL LUDZKI UNIAEUROPEISKA | "+,

NARODOWA STRATEGIA SPOJNOSCI FUNDUSZ SPOLECZNY e

ISBN 978-83-7969-490-7

’ WYDAWNICTWO
UNIWERSYTETU
tODZKIEGO

www.wydawnictwo.uni.lodz.pl

e-mail: ksiegarnia@uni.lodz.pl
tel. (42) 665 58 63, faks (42) 665 58 62 9li7883791694907




	Okladka I s
	3-041_069-Loranty, Pawlak
	Okladka IV s

