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ROZDZIAL 5
TEORIODOWODOWE KRYTERIA LOGICZNOSCI

RACHUNEK SEKWENTOW

W rozdziale drugim omoéwiona zostata klasyczna definicja konsekwencji
logicznej Alfreda Tarskiego. Definicja ta, jak pamietamy, odwotywata si¢ do
poje¢ semantycznych takich jak reinterpretacja i prawda oraz do zatozonego
uprzednio podzialu wyrazen na logiczne i pozalogiczne. Postulowana przez
Tarskiego niezalezno$¢ tematyczna relacji konsekwencji okazata sie bardzo
trudna do wyeksplikowania za pomoca poje¢ semantycznych. Relacje
konsekwencji mozna jednak eksplikowa¢ bez odwotywania si¢ do jakichkolwiek
srodkow semantycznych. Postulat ten zostat praktycznie zrealizowany juz w
sylogistyce Arystotelesa, ktora pod wieloma wzgledami zbudowana jest jak
system dedukcji naturalnej. Logika w tym sensie jest rachunkiem z relacja
konsekwencji rozumiana jako ,instrukcja” przeksztalcania napisow. Status
rachunkéw  posiadaja  sformutowania logiki w  postaci  systemow
aksjomatycznych, teorii konsekwencji zaksjomatyzowanej przez Tarskiego! oraz
systemy rachunku sekwentéw. W systemach aksjomatycznych oraz systemach
dedukcji naturalnej nie daje sie rozdzieli¢ eksplikacji relacji wynikania od
eksplikacji stalych logicznych. Z tego punktu widzenia szczegolny status
przypisuje si¢ systemom rachunku sekwentéw stworzonym przez niemieckiego
logika Gentzena. W systemach tych wystgpuja bowiem reguly strukturalne
definiujgce relacje wynikania oraz reguly operacyjne definiujgce state logiczne?.
Bardzo wazng cechg systemoéw Gentzena jest to, ze relacja wynikania jest
wyeksplikowana przez reguly strukturalne niezaleznie od obecno$ci znakow
logicznych. A zatem eksplikacje relacji wynikania i statych logicznych sg do
pewnego stopnia niezalezne.

! Nie chodzi tutaj o semantyczng definicje¢ konsekwencji logicznej, na ktérg powotywalimy sie
wielokrotnie, lecz o poézniejsza zaksjomatyzowang przez Tarskiego teori¢ konsekwencji, ktora
stanowi podejscie w pewnym sensie konkurencyjne do rachunkéw sekwentow Gentzena.

2 O tym, ze nie zawsze musza to by¢ definicje w $cistym tego stowa znaczeniu bedzie mowa na
koncu rozdziatu.
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Sekwentem nazywa si¢ napis /' |— A rozumiany w nastgpujacy sposob: ze
wszystkich formul skonczonego ciagu /; zwanego antecedensem, wynika
przynajmniej jedna formuta ze skonczonego ciggu 4, zwanego konsekwensem?,
Symbol |— taczacy antecedens z konsekwensem oznacza relacje wynikania
logicznego. Dla logiki klasycznej podaje Gentzen nastgpujace reguly
strukturalne:

1. Reguta aksjomatyczna: A |— A, ktora glosi, ze dowolne zdanie wynika samo z
siebie;
2. Reguly rozrzedzania prawostronnego i lewostronnego:

I'—A I'i—4
I''— 4, A ITAI—A

ktore glosza, ze jezeli z ciagu formut /" wynika przynajmniej jedna formuta z
ciaggu 4, to z ciagu [/  wynika przynajmniej jedna formuta z ciggu 4
przedtuzonego o formulg¢ A oraz z ciagu 7 przedtuzonego o formute A wynika
przynajmniej jedna formuta z ciggu A4,

3. Regula ciecia:

I11— M4, A I Al— A

I, 11— M, A

4. Reguta kontrakcji (skracania) pozwala opusci¢ jedno wystagpienie
powtarzajacej si¢ kolejno formuly w antecedensie lub w konsekwensie
sekwentu;

5. Reguta permutacji (przestawiania) pozwala zmienia¢ kolejnos¢ dwoch
wystepujacych bezposrednio po sobie formul w antecedensie lub
w konsekwensie sekwentu.

Wymienione reguly uzna¢ mozna za postulaty, za pomocg ktorych definiuje si¢

relacje wynikania logicznego, bez odwotania do Zadnych terminéw

semantycznych. Reguly strukturalne obowigzuja zaréwno dla sekwentow
ztozonych jedynie zformul atomowych, jak i dla sekwentow, w ktorych
wystepuja znaki logiczne. Znaki logiczne s3 wprowadzane przez reguly
operacyjne, ktore sa, wedle stow Gentzena, ,,jakby ich definicjami™*. Dla kazdej
statej logicznej podaje si¢ dwie reguly operacyjne: regute wprowadzania stalej do

3 Tak jest w oryginalnym sformutowaniu Gentzena. W przypadku sytemu Gentzena dla logiki
klasycznej mozna zastapi¢ ciagi formut przez zbiory formul. Dla logik nieklasycznych, nawet dla
intuicjonizmu, uproszczenie takie nie jest mozliwe.

4 Por. Gentzen [1934], 5.13.
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poprzednika i regute wprowadzania statej do nastepnika sekwentu. Dla przyktadu
przytoczmy reguly operacyjne dla implikacji, pozostate reguly zostang podane w
miar¢ potrzeby:

Ii1— A A B, /31— 4 A T'— A B

A=B, I, Li— A4, 4 I'—4,A=B8B

Rozréznienie na reguly operacyjne i strukturalne stwarza mozliwosé
wyeksplikowania pojecia logiczno$ci znakéw na podstawie pewnych wiasnosci
regut operacyjnych. Jedynie te znaki zasluguja na miano znakéw logicznych,
ktoérych wprowadzenie ,,nie zmienia” wyeksplikowanej przez reguty strukturalne,
niezaleznej tematycznie relacji wynikania.

KONSERWATYWNE ROZSZERZENIA SYSTEMU

Formutowanie kryteriow logicznosci na gruncie rachunku sekwentow
zainicjowane zostalo polemikg miedzy A. N. Priorem®, a N. Belnapem®. Celem
argumentacji Priora bylo wykazanie calkowitej btednosci i bezuzytecznosci
podejscia teoriodowodowego do definiowania statych logicznych. Znaczenie’
spojnika ,,i” rozumianego koniunkcyjnie jest wyrazone, jak twierdzg zwolennicy
podejscia teoriodowodowego, za pomoca trzech podanych nizej regul, ktoére
zapewniaja poprawno$¢ rozumowaniom ze spojnikiem i pelnigcym w tych
rozumowaniach istotng role:

hP,Q/PiQ  ii)PiQ/P iii)PiQ/Q

Z tego samego powodu, argumentuje Prior, podane nizej reguty dla spojnika
TONK powinny w pelni wyraza¢ jego znaczenie i zapewnia¢ poprawnos¢
rozumowaniom, w ktorych spdjnik ten peini istotng role.

a)P/PTONKQ; b)PTONKQ/Q

5 Por. Prior [1960].

6 Por. Belnap [1961].

7 Chodzi tu o znaczenie statej logicznej w sensie opisanym przez Ajdukiewicza w [1934]. Znaczenie
w tym sensie jest wyznaczone wilasnie przez owe reguly zwane inferencyjnymi dyrektywami
znaczeniowymi.
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Reguly te pozwalaja jednak wyprowadzi¢ ze zdania prawdziwego zdanie jawnie
fatszywe. Niech P bedzie zdaniem 2 + 2 = 4, za§ Q zdaniem 2 + 2 = 5.
Rozumowanie:

24+2=4
2+2=4TONK2+2=5 za)
2+2=5 zb)

jest jawnie niepoprawne, gdyz prowadzi od prawdy do falszu.

Aby unikng¢ takich konsekwencji nalezy, zdaniem Priora, sprawdzi¢ czy
wystepujace w sposob istotny w badanych rozumowaniach wyrazenia posiadaja
znaczenia okreslone niezaleznie od regul wprowadzania. Dopiero w takim
przypadku reguty wprowadzania tych wyrazen bedzie mozna uzna¢ za poprawne.
Warunek ten spetniajg wyrazenia zdefiniowane w kategoriach semantycznych, na
przyktad prawdziwosciowe spojniki zdaniowe. W konsekwencji Prior
kwestionuje mozliwos¢ definiowania znakéw logicznych w  kategoriach
teoriodowodowych, a zarazem kwestionuje mozliwos¢ formutowania kryteridow
logicznosci w tych kategoriach.

Ze zdecydowanag krytyka pogladoéw Priora wystapit Belnap, ktéry podat
powazne argumenty swiadczace o mozliwosci definiowania spojnikow nie tylko
w kategoriach semantycznych, ale réwniez w kategoriach teoriodowodowych.
Spor dotyczacy dwodch sposobdéw definiowania statych logicznych sprowadzit
Belnap do dwoch sposobow wyjasniania pojec, ktore znane sg juz od czasow
starozytnych. Definiowanie statych logicznych na gruncie semantycznym zaliczyt
do sposobu analitycznego, ktory pochodzi od Arystotelesa. Polega on na
,oudowaniu” znaczen wyrazen zlozonych na podstawie znaczen wyrazen
prostych i definiowaniu poprawno$ci rozumowania w oparciu 0 znaczenia zdan,
ktére w nim wystepujg. Z kolei definiowanie statych logicznych w kategoriach
teoriodowodowych, tj. za pomocg regut inferencji, zaliczyt do pochodzacego od
Platona sposobu syntetycznego. Platon wyjasnial przypadki jednostkowe za
pomocg przypadkdéw ogdlnych, na przyktad prawosé cztowieka dobrem ogétu, nie
za$ na odwro6t. Syntetyczny sposob definiowania znaczenia statych logicznych
polega zatem na wyprowadzaniu ich znaczen z funkcji jaka petnig w schematach
poprawnych rozumowan. Za prekursora tego podejscia Belnap uznat Ludwiga
Wittgensteina®.

Jednak w jaki spos6b mozna zapobiec uznaniu TONK za spdjnik logiczny,
przy jednoczesnym uznaniu, ze jest nim spojnik i? Mozna to uczyni¢ formutujac
pewne ogblne =zalozenia na temat wlasnosci relacji wynikania, ktore
zachowywane sa przez reguty dla stalych logicznych, a nie sg zachowywane
przez reguly dla takich wyrazen jak TONK. W podejsciu teoriodowodowym

8 Chodzi tu oczywiscie o poglady Wittgensteina zawarte w Traktacie.
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funkcje owych zalozen na temat relacji wynikania peinig reguly strukturalne
rachunku sekwentow Gentzena. Aby reguly wprowadzania statej logicznej
stanowily jej definicj¢, nie moga one prowadzi¢ do rezultatow sprzecznych z
przyjetymi zatozeniami. Jako przyktad Belnap podaje definicje operacji ? na
liczbach wymiernych:

alb?c/d=g¢a+c/b+d

Definicja ta jest niedopuszczalna, gdyz posiada konsekwencje sprzeczne
Z wezesniejszymi zatozeniami arytmetyki, np. pozwala na wyprowadzenie
,,rownosci’2/3=3/5°,

W  przypadku regut wprowadzania statych logicznych, warunek
niesprzecznosci zapewniony jest przez konserwatywnos$¢ rozszerzenia systemu
przez owe reguly. Nieformalnie rzecz biorgc konserwatywnos$¢ rozszerzenia
systemu przez regul¢ wprowadzania statej polega na tym, ze po wprowadzeniu
statej logicznej nie mozna wyprowadzi¢ zadnego nowego sekwentu, ktory owej
statej nie zawiera. W przypadku regut wprowadzajacych stata TONK rozszerzenie
nie jest konserwatywne, gdyz pozwala na wyprowadzenie dowolnego sekwentu
postaci A |— B, na przyktad 2 + 2 = 4 |— 2 + 2 = 5, ktéry nie zawiera stalej
TONK, a jednoczesnie nie jest wyprowadzalny z samych regut strukturalnych.
Podobnie jest w przypadku wprowadzonej wczesniej operacji oznaczonej
symbolem ,,znaku zapytania”.

Zdefiniujmy obecnie pojecie konserwatywnosci rozszerzenia systemu. Niech
S bedzie systemem formalnym w jezyku L. Wzbogacajac jezyk L symbolem ¢,
za$ zbior postulatow systemu S odpowiednimi postulatami zawierajacymi ¢,
otrzymujemy system S,. System S,, jest konserwatywnym rozszerzeniem systemu
S wtw, gdy kazde twierdzenie sytemu S,, ktore nie zawiera «, jest twierdzeniem
systemu S. Ogodlnie rozumiane pojgcie konserwatywnosci mozna tatwo
zaadaptowa¢ do rachunku sekwentéw. System S, jest konserwatywnym
rozszerzeniem S wtw, gdy dla dowolnych =zbioréw formut 7i Anie
zawierajacych a, jezeli I'l—sq A4, to I'l—s A, gdzie I"I—s A jest sekwentem
wyprowadzalnym w rachunku sekwentow dla systemu S. Wyrazenia postaci
I'l— A mozna traktowac jako formuly atomowe jezyka rachunku sekwentow.
Niech sformutowanie Wyp(Seq), gdzie Seq jest pewnym sekwentem, zastepuje
stwierdzenie gloszace, ze Seq jest wyprowadzalny w rachunku sekwentow.
Dotaczmy do rachunku sekwentow regute R, wprowadzania pewnej statej .
Reguta R, moze by¢ uwazana za formule ztozong jezyka rachunku sekwentow.
Sformutowanie Wypra(Seq) oznacza, ze sekwent Seq jest wyprowadzalny w
rachunku sekwentow wzbogaconych o regute R,. Konserwatywnos$¢ rozszerzenia

9Jesttak, gdyz1/2?21/1=2/3,za§2/421/1=3/5.
0 Por. Dosen i Schroder-Heister [1985], s. 166.
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rachunku sekwentéw sprowadza si¢ zatem do tego, ze jezeli sekwent Seq nie
zawiera a, to jezeli Wypro(Seq), to Wyp(Seq), co pokrywa si¢ z ze stosowanym
czgsto pojeciem nietwdrczosci reguly R M.

Wymoég, aby wprowadzenie znaku prowadzilo do konserwatywnego
rozszerzenia systemu rachunku sekwentow, jest warunkiem koniecznym
logiczno$ci tego znaku®?. Niekonserwatywne rozszerzenie sytemu prowadzi
bowiem do mozliwo$ci dowiedzenia sekwentow, ktére nie zawieraja nowej
statej, a mimo to s3g niedowodliwe na gruncie regut strukturalnych. Czy jednak
konserwatywno$¢ rozszerzenia systemu stanowi warunek wystarczajacy
logicznosci? Jezeli system S uznajemy za logike, to czy zadne konserwatywne
wprowadzenie symbolu « nie wyprowadza nas poza logike i czy a zastuguje na
miano znaku logicznego? W przypadku przytoczonej wyzej definicji
konserwatywnosci z pewnos$cig tak nie jest. Bowiem do rachunku sekwentow
klasycznego rachunku predykatow mozna dolaczyé aksjomaty dowolnej teorii
uznawanej za pozalogiczng, np. teorii monogosci lub arytmetyki, aby uzyskac
konserwatywne rozszerzenie systemu. Oczywiscie aksjomat traktujemy jako
jednoformutowy sekwent postaci |— A.

Uznanie konserwatywnosci rozszerzenia systemu za warunek wystarczajacy
logicznosci moze zadowoli¢ jedynie skrajnego logicyste. Dla przeciwnika
logicyzmu satysfakcjonujacy bylby jednak warunek, ktéry wyklucza poza zakres
terminu ,,znak logiczny” caly szereg wyrazen matematycznych, ktore sg
wprowadzone za  pomocg  konserwatywnych  rozszerzen = systemu
aksjomatycznego logiki.

KRYTERIA LOGICZNOSCI HACKINGA

Wystapienie Belnapa sprowokowalo pytanie o warunki jakie musi spetniaé¢
reguta wprowadzania statej, aby jej dotaczenie do systemu Gentzena nie
wyprowadzalo poza logike. W pytaniu tym ukryte jest jednak zalozenie, ktore
glosi, ze reguly strukturalne definiujg niezalezng tematycznie relacje wynikania
logicznego. Na zalozeniu tym opiera si¢ takze kryterium logicznosci lana
Hackinga sformutowane w wielowatkowym artykule What is logic?®, ktorego
celem byta proba wyznaczenia granicy dzielgcej logike od teorii pozalogicznych.

Inspiracji do szukania kryteriow logicznosci miedzy wiasnosciami regut
operacyjnych rachunku sekwentow dostarczyt Hackingowi Traktat Wittgesteina:

11 Por. Pogorzelski [1989], s. 104.
12 Zalozenie to kwestionuje Dosen, ktérego poglady zostang omoéwione w dalszej czesci rozdziatu.
13 Por. Hacking [1979].
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Czy zdanie nalezy do logiki, da si¢ wyliczy¢ obliczajac logiczne wiasnosci symbolu. Robimy tak
»dowodzac” jakiej$ tezy logicznej. Nie troszczac si¢ bowiem ani o sens, ani 0 znaczenie, tworzymy
z innych zdan teze logiczng wedtug regut, ktore dotyczg tylko znakow?4.

Tezy logiki Hacking nazywa, za Wittgensteinem, ,,produktami ubocznymi faktow

dotyczacych uzycia znakow logicznych”. Fakty te wyrazone sa za pomocg regut

operacyjnych rachunku sekwentow. Reguly strukturalne wyrazaja natomiast
ogolne postulaty znaczeniowe dla relacji wynikania:

1. Zwrotno$¢, opisana za pomocg reguly aksjomatycznej, wyraza oczywistg
intuicje, ze kazde zdanie jest swoja wlasng konsekwencja. Reguta
aksjomatyczna pelni role analogiczng do prostych identycznos$ci, z ktorych,
jak postulowat Leibniz, mozna wyprowadzi¢ wszystkie prawdy konieczne;

2. Stabilnos¢ (klasycznej) konsekwencji ze wzgledu na dodatkowe wnioski
i przestanki, wyrazona przez reguty rozrzedzania;

3. Przechodnio$¢ relacji konsekwencji wyrazona przez regule ciecia.

Rozwazmy jezyk zlozony jedynie z formul atomowych. W jezyku tym zachodza

wszystkie reguly strukturalne, za$ reguta cigcia jest zbedna, gdyz mozna za jej

pomocg wyprowadzi¢ dokladnie te same sekwenty co bez niej. Jezeli
rozszerzenie jezyka atomowego o nowy symbol ma zachowaé logicznosc¢ relacji

wynikania, to reguta wprowadzania owego znaku nie moze narusza¢ zadnej z

wymienionych wlasnosci. Aby speli¢ ten warunek, Hacking zada, aby po

wprowadzeniu do jezyka dowolnego znaku logicznego o, wszelki dowod
sekwentu, w ktorym 6w znak wystepuje mogl by¢ konstruowany jedynie:

1) za pomocg regul wprowadzania znaku a,

2) za pomoca regut aksjomatycznych dla formut atomowych,

3) zapomocg regut rozrzedzania dla formut atomowych,

4) bez reguly ciecia.

Innymi stowy w dowodzie dowolnego sekwentu zawierajacego przynajmniej

jedno wystapienie symbolu « reguta cigcia musi by¢ eliminowalna, za$

pozostale reguly strukturalne muszg by¢ redukowalne do swych postaci
atomowych. Ponadto eliminacja ta musi by¢ mozliwa w skonczonej liczbie
krokow dowodowych. Wymienione postulaty eliminowalnosci regut
strukturalnych stanowily dla Hackinga warunek konieczny zachowawczosci
rozszerzen systemu przy wprowadzaniu znakow, gwarantujgcy ich logicznosé.

Zachowawczo$¢ w sensie Hackinga odbiega od przedstawionego wcze$niej,

standardowego sposobu rozumienia pojecia konserwatywnosci rozszerzenia

systemu. Stosowanie tego Kkryterium prowadzi do zaliczenia do symboli
pozalogicznych operatorow konieczno$ci 1 mozliwosci wszelkich logik
modalnych, a tym samym sprowadzenia owych logik do roli pozalogicznych

14 Por. Traktat 6.126.
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teorii tych operatorow. Stanowisko to uzasadnia Hacking na przyktadzie regut
wprowadzania konieczno$ci dla systemu S5:

IA1—A4 Or—1o4, A
OA1—A O 1— 04, DA

Gdzie (17 oraz [ 14 oznaczaja ciagi formut powstatych z ciggéw formut 7”i A przez
poprzedzenie kazdej z nich symbolem koniecznosci. Jezeli chcemy uzyc
w dowodzie reguty wprowadzania koniecznosci do konsekwensu, to niekiedy nie
mozemy w krokach dowodowych poprzedzajacych uzycie tej reguly,
wyeliminowac regut rozrzedzania na rzecz ich postaci atomowych. Zastosujmy
regute wprowadzania konieczno$ci do konsekwensu sekwentu [1B |— 1B, A, aby
w rezultacie otrzymac¢ sekwent (B I— 0B, [JA. By moc uzy¢ tej reguty, musimy
uprzednio wykona¢ jednak kilka krokéw dowodowych:

B1—B (reguta aksjomatyczna w postaci atomowe;j)
(BI—B (reguta wprowadzania koniecznosci do antecedensu)
(B 1—LB (reguta wprowadzania konieczno$ci do konsekwensu)

B 1—0B, A  (reguta rozrzedzania prawostronnego nieredukowalna do postaci

atomowej, co $wiadczy o pozalogicznosci [)
Zauwazmy, ze nie mozemy zastosowa¢ reguty wprowadzania koniecznosci do
konsekwensu ani dla sekwentu B |— B, ani (1B |— B, A, gdyz aby zastosowac¢ t¢
regute, symbol koniecznosci musi poprzedza¢ I” i A. A zatem, jak twierdzi
Hacking, poprawno$¢ dowodu zalezy od jego historii i od formy zdan
pojawiajacych si¢ w poprzednich wierszach dowodowych. Wprowadzenie
symbolu [ prowadzi do zamiany relacji wynikania logicznego na relacje
wynikania ,,metalogicznego™®.

Kryterium logicznosci Hackinga nie stosuje si¢ wprost do logik
nieklasycznych, alternatywnych wobec logiki klasycznej. Hacking nie podjat
proby zmodyfikowania swojego kryterium, stwierdzit jedynie, ze ewentualne
kryterium logicznosci dla wyrazen logik nieklasycznych, np. logiki
intuicjonistycznej, musi odnosi¢ si¢ do innego ,szkieletu logicznego”, czyli
innych regut strukturalnych niz dla logiki klasycznej. Zapewne trudnos¢ w
rozszerzeniu kryterium Hackinga na logiki nieklasyczne brata si¢ stad, ze dokonat
on uproszczenia polegajacego na zastgpieniu w sekwentach ciggoéw formut
zbiorami formut. Uproszczenie to, uzasadnione w przypadku logiki klasycznej,
prowadzi do pominigcia strukturalnych regul przestawiania i kontrakcji, ktore
rowniez sg eliminowalne w dowodach, stanowigc przemilczang czg$¢ kryterium

15 Kryterium logicznoéci Hackinga sprowokowato ozywiong polemike Mozna tu wymieni¢ dwa
bezposrednio polemiczne artykuty, por. Sundholm [1981] i Peacocke [1981] oraz szereg dygresji w
Peacocke [1976], McCarthy [1989] oraz Dosen [1989].
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Hackinga. Przypomnijmy, ze w logice intuicjonistycznej reguly te nie mogg by¢
za kazdym razem eliminowane z dowodu. Dlatego kryterium Hackinga rozumiane
dostownie nie moze by¢ rozszerzone na logiki nieklasyczne. Jednak na
usprawiedliwienie Hackinga mozna powiedziec¢, ze cel, ktory przed sobg postawit
polegatl na wyznaczeniu granicy dzielacej logike klasyczng od nadbudowanych
nad nig teorii pozalogicznych, w szczegodlnosci za$ na odnalezieniu kryteriow,
ktore pozwolityby na jednoznaczne zaakceptowanie lub odrzucenie pogladéw
logicystow, nie za$ na szukaniu kryteriow bycia ,,wtasciwa logika” w klasie logik
alternatywnych.

STRUKTURALNA FUNKCJA ZNAKOW LOGICZNYCH U DOSENA

Costa Dosen, podobnie jak Hacking, poszukiwat kryteriow logiczno$ci na
gruncie rachunku Gentzena'®. Przez logike, w najogélniejszym tego stowa
znaczeniu, DoSen rozumie ,,nauke o formalnych relacjach wynikania™’. Liczba
mnoga nie jest w tym sformutowaniu przypadkowa. Wedlug Dosena z jednym
rodzajem relacji wynikania mamy do czynienia w logice klasycznej, a z innymi
w alternatywnych logikach nieklasycznych. Problem ten, zauwazony juz przez
samego Gentzena, stal si¢ osig koncepcji DoSena gloszacsg, ze relacje wynikania
w logice klasycznej, intuicjonistycznej (system Heytinga) i relewantnej (system
R Andersona i Belnapa) scharakteryzowane sg w pelni przez wtasciwe dla kazdej
z nich reguty strukturalne. Réznice migedzy alternatywnymi relacjami wynikania
sg zatem rezultatem réznic migdzy odpowiednimi uktadami regut strukturalnych.
Roéznice te muszg by¢ zachowywane przez reguly wprowadzania znakow
logicznych, ktore sa zasadniczo takie same dla wszystkich logik.

W przypadku logiki klasycznej chodzi oczywiscie o podany na poczatku
rozdziatu zbiér regut strukturalnych wraz z pominigtg przez Gentzena regula
podstawiania za zmienne, w ktorej dolny sekwent powstaje z goérnego przez
zastgpienie wszystkich wolnych wystapien zmiennej x przez term t, wolny dla x
w sekwencie gornym:

ri—A4
ST 1— A]

Dla logiki intuicjonistycznej, Gentzen wprowadzit strukturalny wymog, aby
wszystkie sekwenty w dowodach byly ,,jednokonkluzyjne”, co oznacza, ze A

16 Szczegdlnie w Dosen [1989] oraz w rozprawie doktorskiej, DoSen [1980].
17 Por. Dosen [1989], s. 364.
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staje si¢ ciagiem skladajagcym si¢ z dokladnie jednej formuty. Prowadzi to
oczywiscie do ograniczenia wszystkich cytowanych regut strukturalnych; w
szczegOlnosci odrzuca si¢ regule prawostronnego rozrzedzania. Dla systemu
logiki relewantnej R odrzuca si¢ zaréwno regule rozrzedzania prawostronnego
jak i lewostronnego.

Reguly strukturalne stanowig wedlug Dosena ,krok zerowy” definicji
indukcyjnej odpowiedniej relacji wynikania logicznego. Za krok indukcyjny
uznaje wprowadzenie nowego znaku za pomoca odpowiedniej reguly
operacyjnej, pod warunkiem jednak, Zze regula ta nie wyprowadzi nas poza
logike, czyli nie zmieni zasadniczo relacji wynikania. Znak logiczny jest zatem
w pewnym sensie zbedny i petni podobng funkcjg do znaku przestankowego.
Za kryterium logicznos$ci regul operacyjnych, a zarazem wprowadzanych przez
nie znakéw, DosSen uznal wymdg, aby wprowadzony znak byt analizowalny w
kategoriach strukturalnych lub definiowalny za pomoca wyrazen analizowalnych
w Kategoriach strukturalnych. Na podstawie tego kryterium DoSen stwierdzil, ze
oprocz spojnikow zdaniowych klasycznych, intuicjonistycznych i relewantnych,
do znakow logicznych zaliczy¢é mozna: predykat identycznosci, kwantyfikatory
rachunku pierwszego rzedu oraz operatory modalne S4 i S5 klasycznego
I intuicjonistycznego rachunku zdan.

Zanim zostanie podane wyjasnienie kluczowego dla koncepcji DoSena
terminu ,,analiza”, przyjrzyjmy si¢ kilku przyktadom, ktore zilustrowa¢ majg
podobienstwo miedzy znakami logicznymi i znakami przestankowymi.

Przyktad 1

Rozwazmy regute wprowadzania implikacji do konsekwensu oraz regule
odwrotng eliminacji implikacji z konsekwensu. Dolny sekwent tej reguty,
wyrazajacy wynikanie ,,niestrukturalne”, jest poprawny jedynie wtedy, gdy
poprawny jest sekwent gorny, wyrazajacy pewne wynikanie ,,strukturalne”?®,

IA1—A4,B

I'—A,A=B
Reguta ,,z gory na dot” stanowi uogolnienie twierdzenia o dedukcji:

I;A1—B

I'—A=B

18 Okreslenie “strukturalny” oznacza tyle co “bez statych logicznych” lub wyprowadzony jedynie
dzigki regutom strukturalnym.
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z reguly odwrotnej*® mozna wyprowadzi¢ regute Modus Ponens (MP):

[— A —A=1B

—B

Aby si¢ o tym przekonaé zalozmy, ze I i A sg ciggami pustymi. Wowczas
z sekwentu |— A = B otrzymujemy na mocy cytowanej reguly sekwent A |— B,
za$ na podstawie reguly cigcia otrzymujemy |I— B.

Przytoczona obustronna reguta operacyjna dla implikacji charakteryzuje
rozne jej rodzaje: klasyczna, intuicjonistyczng i relewantng. Jedyna roznica
polega na zmianie wymienionych wczesniej zatozen strukturalnych. Nie ma
zatem sensu mowi¢ o réznych spodjnikach implikacji dla réznych logik, lecz o
jednej implikacji, ktéra jest ta sama implikacja w logice klasycznej,
intuicjonistycznej i relewantnej. Prowadzi to DoSena do tezy gloszacej, ze w
logice klasycznej, intuicjonistycznej i relewantnej mamy do czynienia z tymi
samymi spojnikami, lecz wprowadzonymi w innym ,,kontek$cie strukturalnym”.
W ujeciu DosSena ,,znaczenie” spdjnika wyznaczone jest catkowicie przez
odpowiednie dla niego reguly operacyjne, nie mozna zatem mowi¢ o roznych
implikacjach, koniunkcjach czy negacjach. Przytoczone reguly dla implikacji
swiadcza o tym, ze forma logiczna formuly A= B wyraza w jezyku
przedmiotowym strukturalne cechy metajezykowej relacji wynikania, co wyraza
intuicyjny w jezyku naturalnym zwigzek migdzy metajezykowym ,,wynika” z a
jezeli.., to...” z poziomu przedmiotowego. W tym wtasnie sensie implikacja
petni funkcje znaku przestankowego w jezyku przedmiotowym.

Przyktad 2
W sposob nieco mniej oczywisty funkcje znakow przestankowych pehnig
kwantyfikatory wprowadzane za pomoca nastgpujacej pary obustronnych regut:

I'I— A, VXA I;IxA1— A

gdzie zmienna x nie moze by¢ wolna odpowiednio w /i A.

Przestankowg funkcje kwantyfikatorow Dosen thumaczy poprzez odwotanie si¢
do cytowanej wczeéniej strukturalnej reguly podstawiania dla zmiennych.
Reguta ta pozwala odczytywaé wolne wystgpienia zmiennej jako ,,dowolne”.
Reguty dla kwantyfikatorow informujg zatem o miejscu w schemacie wynikania

19 Reguty operacyjne w rachunku sekwentow s3 odwracalne, tj. nie tylko wprowadzaja znak
logiczny do dowodu, ale pozwalaja go rowniez z dowodu wyeliminowac.
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tego co jest ,,dowolne”. Gdy ,,dowolne” wystepuje w antecedensie sekwentu,
staje si¢ ,,pewnym”; gdy wystepuje w konsekwensie sekwentu, staje si¢
»kazdym”. Zatem logiczna forma wyrazen VXA i 3XA odzwierciedla na poziomie
jezyka  przedmiotowego pewne strukturalny” cechy wnioskowania
dedukcyjnego.

Przyktad 3

Odpowiednie reguty operacyjne pozwalaja potraktowac koniunkcje i alternatywe
jako $rodki ,,0szczednosciowe”, dzieki ktorym zamiast dwoch sekwentow
otrzymujemy jeden:

I'—4,A I'—A4,B

I'—A AAB

Warto zauwazy¢, ze koniunkcja pelni podobna funkcje w jezyku naturalnym,
gdzie ze wzgledoéw stylistycznych bywa zastepowana przecinkiem, stanowigc
odpowiednik tego znaku przestankowego. Zaré6wno wersja ,.koniunkcyjna” jak
i wersja ,,przecinkowa” stanowig zarazem przedmiotowa wersje metaj¢zykowe;j
wypowiedzi gloszacej jednoczesne zachodzenie faktow opisanych przez
przytoczone zdania proste. Podobnie rzecz si¢ ma z alternatywa, ktora stanowi
przedmiotowy odpowiednik metajezykowej wypowiedzi gloszacej zachodzenie
przynajmniej jednego z dwoch zdan:

I'—4,A, B
I'—AAvB
Przyktad 4

Operatory modalne pelnig réwniez funkcje strukturalne w  jezyku
przedmiotowym. Na przyktad strukturalna funkcja operatora koniecznosci
polega na tym, ze symbol ten poprzedzajac formule wskazuje, ze formule te
mozna traktowac jako twierdzenie. Nie bedziemy jednak przytacza¢ w tym
miejscu skomplikowanych regut strukturalnych podawanych przez Dosena, ktory
byt tworca oryginalnej formalizacji rachunkéw modalnych za pomocag
sekwentow wyzszego rzedu, tj. sekwentdw ciggdw sekwentow?-

Istota ,,przestankowosci” polega na pehlieniu przez znak pewnej ,,funkcji
strukturalnej”, wyrazalnej] w metajezyku bez koniecznos$ci wprowadzania tego
znaku. Metajezykiem jest tutaj jezyk rachunku sekwentow. Idea gloszaca, ze
znaki logiczne petnig funkcj¢ podobng do znakdéw przestankowych wystepuje, o

20 Por. Dosen [1985] i Wansing [1992].



104

czym juz byla mowa, w Traktacie Wittgesteina, ktory twierdzil, Ze ,,znaki
operacji logicznych sg interpunkcjami”®. Mozna ja réwniez odnalezé w
koncepcji  wyrazen ekspresywnych Hansa Reichenbacha, gdzie znaki
ekspresywne w jezyku pierwszego rzedu petnity funkcje analogiczng do znakow
przestankowych, zastepujac swe denotatywne odpowiedniki w jezyku wyzszego
rzedu.

KRYTERIUM LOGICZNOSCI DOSENA

Znaki logiczne pelig funkcj¢ strukturalng, w czym wyraza si¢ ich
przestankowy charakter. W odpowiedzi na pytanie, ktore znaki moga petni¢ owa
funkcj¢ strukturalng, kluczows rolg odgrywa pojecie analizy, sformutowane po
raz pierwszy przez angielskiego filozofa analitycznego Georga Edwarda
Moore’a (1873-1950). Analiza w kategoriach strukturalnych u DoSena odbiega
jednak znacznie od oryginalnego sformutowania Moore’a.

Aby poda¢ analize wyrazenia « z jezyka L za pomoca jezyka M, do ktérego
anie nalezy, trzeba utworzy¢é w M jego analityczny ekwiwalent «, zwany
analizansem. Podobnie jak definicja réwno$ciowa, analiza przybiera formg
rownowaznosci ¢= w, gdzie ¢ jest zdaniem jezyka M, wzbogaconego
0 wystepujacy dokladnie jeden raz analizans «, za$ w jest pewnym zdaniem
jezyka M. Aby przytoczona réwnowaznos¢ zastugiwata na miano analizy, musi
dodatkowo spetnia¢ warunki adekwatnosci i jednoznacznos$ci. Formuta postaci
¢= wjest adekwatna wtedy i tylko wtedy, gdy dotaczona do M oraz L — {a}
pozwala wyprowadzi¢ wszystkie zdania analitycznie prawdziwe w L? i jest
jednoznaczna wtedy i tylko wtedy, gdy jest identyczna dla wszystkich wyrazen
rownoznacznych z o,

Forma analizy jest identyczna z formg definicji rowno$ciowej, analiza rdzni
si¢ jednak od definicji tym, Ze nie musi spetnia¢ warunku konserwatywnosci ani
warunku eliminowalno$ci z wszystkich kontekstow?. Warunki dla analizy
uzupetnia Dosen mniej formalnym wymogiem, w mysl ktorego jezyk M powinien
by¢ bardziej podstawowy niz jezyk L, gdzie stowo ,,podstawowy” oznacza, ze
rozumienie L zaktada wczesniejsze rozumienie M, nie za$ na odwrot.

Aby przesledzi¢ sposdb zastosowania pojecia analizy dla regut operacyjnych
rachunku sekwentow, rozpatrzmy przytoczong juz wczesniej regule
wprowadzania implikacji do nastepnika. Niech L bedzie jezykiem czesci

21 por. Wittgenstein, Traktat 5.4611.

22 Termin ,,analitycznie prawdziwy” znaczy tu tyle, co ,,prawdziwy na podstawie znaczenia”.

23 W sprawie dokladnego sformutowania definicji jednoznacznosci, por. Dosen i Schroder-Heister
[1985], gdzie o jednoznacznosci 1 konserwatywnosci dowodzi si¢, ze sa w pewnym sensie dualne.

24 Eliminowalno$¢ bywa okre$lana takze mianem przektadalnosci.
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zdaniowej dowolnej z logik: klasycznej, intuicjonistycznej lub relewantnej. Niech
dla ustalonej logiki, M bedzie jezykiem sekwentdéw strukturalnych. Zatem gorny
sekwent w regule wprowadzania znaku logicznego implikacji sformutowany jest
w jezyku M. Analisansem spojnika implikacji w jezyku M, bedzie symbol =,
oznaczany tak samo jak w jezyku L. Jezyk M U {=} jest zatem jgzykiem, w
ktorym sformutowany jest sekwent dolny reguty. Oznaczmy gorny sekwent
reguly symbolem y, dolny za§ symbolem ¢. Ze wzgledu na odwracalno$¢, reguta
wprowadzania implikacji bgdzie miata posta¢ ¢ = y, gdzie ¢ sformutowana jest
wjezyku M U {=1}, za§ ww jezyku M. Regula ta, jak pokazuje Dosen, stanowi
analiz¢ wyrazenia = dla regul strukturalnych logiki klasycznej,
intuicjonistycznej i relewantnej. Adekwatno$¢ rozumie si¢ tu w taki sposob, ze z
omawianej reguly, z odpowiednich regut strukturalnych oraz z twierdzen jezyka
L bez implikacji, mozna wyprowadzi¢ wszystkie twierdzenia logiki. Obustronna
reguta wprowadzania implikacji, chociaz spetnia warunki natozone przez DosSena
na analize¢, nie musi spelnia¢ wszystkich warunkéw stawianych przed definicja.
Nie zawsze jest spetiony warunek eliminowalnosci, np. w logice
intuicjonistycznej nie mozna wyeliminowa¢ implikacji z sekwentu A = B |— C,
gdyz prowadzitoby to na mocy (odwracalnej) reguty:

I'— A A I'Bl—4

A=LUB, I'—4

do ,,zakazanego” dla intuicjonizmu sekwentu I— C,A.

Jednym ze sposobow rozumienia niejasnego pojecia uniwersalnosci logiki
jest tak zwana bezzalozeniowo$¢. Z punktu widzenia koncepcji DoSena takie
rozumienie uniwersalno$ci musi by¢ traktowane dosy¢ ostroznie, gdyz logika nie
moze by¢ niezalezna przynajmniej od swych wilasnych podstawowych zalozen.
Logika rozumiana jako ,,teoria” relacji wynikania zalezy niewatpliwie od sposobu
wyeksplikowania owej relacji za pomocg regul strukturalnych. Jezeli przez
wynikanie logiczne rozumie si¢ relacjg¢ zachowywania prawdy, to prowadzi to do
zdefiniowania relacji wynikania w jezyku sekwentow opisanym przez klasyczne
reguty strukturalne. Jezeli zdania sa uznawane jedynie wtedy, gdy posiadajg
konstruktywny dowod, to prowadzi to do rewizji klasycznych regut
strukturalnych poprzez odrzucenie sekwentow tzw. wielokonkluzyjnych, tj. z
wigcej niz jedng formula w konsekwensie. W rezultacie uzyskamy relacje
wynikania intuicjonistycznego bez prawostronnej reguty rozrzedzania. Podobnie,
jezeli jednym z kryteriow zachodzenia relacji wynikania jest zachodzenie
pewnego zwigzku tresciowego migdzy przestankami a wnioskiem, to wykluczy¢
nalezy obie reguly rozrzedzania, jako wprowadzajace do antecedensu i
konsekwensu zdania nie pozostajagce w zwigzku treSciowym ze zdaniami, ktore



106

juz wystepowatly w sekwencie. Ograniczenie to prowadzi do relacji wynikania
relewantnego. Odmienne kryteria uznawania wniosku na podstawie przestanek
prowadza zatem do réznych ograniczen regul strukturalnych rachunku
sekwentow. Logika nie jest wigc catkowicie bezzatozeniowa, przynajmniej w tym
sensie, ze aby moc ja stosowac, nalezy przyja¢ pewne najogodlniejsze zatozenia na
temat tego, w jaki sposob powinna by¢ wyeksplikowana relacja wynikania.
Uniwersalnosci logiki nie nalezy zatem utozsamia¢ z bezalozeniowoscig. Z kolei
niezalezno$¢ tematyczna relacji wynikania przejawia si¢ w tym, ze jezyk systemu
logiki stanowi metajezyk dla wnioskowan, w ktorych wykorzystuje si¢ zasady
przez 6w system formutowane. W rezultacie w jezyku dowolnego systemu
logicznego wszystkie wyrazenia pozalogiczne sa schematyczne, tj. wyrazane za
pomocg metazmiennych. Wida¢ to wyraznie na przykltadzie jezyka sekwentow,
stanowigcego dedukcyjny metajezyk dla systemow logiki. Przytoczone przyktady
analizowalnych znakow logicznych wskazuja na to, ze jedynie znaki logiczne sa
tymi wyrazeniami jezyka nizszego rzgdu, ktére posiadajg ,racje bytu” w
metajezyku 1 sa tam oznaczane zwyczajowo za pomocg tych samych symboli.
Dzieje si¢ tak, dlatego ze pozwalajg one, jak twierdzi DoSen, redukowac
»strukturalne prawdy metajezyka do prawd jezyka przedmiotowego”. Innymi
stowy, sprowadzajg prawdy jezyka regut strukturalnych do prawd jezyka
przedmiotowego logiki, gdzie pelnig funkcje znakow przestankowych
wyrazajacych strukturalne wilasnosci dedukcji. Prawdami jezyka regut

strukturalnych sg, na przyktad dedukowalno$¢ identycznosci (A |— A) oraz
,stabilno$¢ wynikania ze wzglgdu na dodatkowa przestanke™: jezeli A I— A, to
A, Bl— A. Zastosowanie reguly wprowadzania implikacji oraz reguly

wprowadzania koniunkcji:

pozwala zredukowaé te ,meta-prawdy” do stwierdzenia gloszacego, ze
(A A B) = A jest prawda jezyka klasycznego rachunku zdan.

WZGLEDNOSC KRYTERIOW LOGICZNOSCI W RACHUNKACH
SEKWENTOW

Tym co taczy poglady Belnapa, Hackinga i DoSena jest przekonanie, ze
reguty strukturalne w petni opisujg relacje lub relacje wynikania logicznego, czyli
explicatum lub explicata potocznej relacji wynikania. Kryteria logiczno$ci
znakdéw wyznaczone s3 przez pewne warunki, ktéore powinny spetnia¢ reguly
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wprowadzania owych znakow, aby nie zmieniac¢ relacji wynikania opisanej przez
reguty strukturalne. Dla logiki klasycznej oraz logiki intuicjonistycznej i
relewantnej reguly strukturalne sg nieliczne i charakteryzuja si¢ prostotg oraz
elegancja. W ostatnich latach nastgpil jednak znaczny postgp w
teoriodowodowych badaniach nad logikami nieklasycznymi, zarowno bedacymi
rozszerzeniami logiki klasycznej, jak i logikami alternatywnymi. Okazuje si¢
jednak, ze niekwestionowane osiggnigcia w zakresie ,,gentzenizacji” logik
nieklasycznych stawiajg pod znakiem zapytania sensowno$¢ przedstawionego w
tym rozdziale programu poszukiwania kryteriow logicznosci. Cena, ktora trzeba
bowiem placi¢ za ,,gentzenizacje” kolejnych logik jest koniecznos$¢ daleko idace;j
modyfikacji i komplikowania regul strukturalnych. Na przyktad dla pewnych
logik modalnych 1 temporalnych formuluje si¢ kilkudziesigt regut
strukturalnych?® w ktérych wystepuja stale strukturalne nieobecne w
oryginalnym sformutowaniu Gentzena. Wobec tego zasadne jest pytanie czy nie
nalezy sformulowac kryteriow logicznosci dla regul strukturalnych. DosSen,
doszukujac si¢ w regutach strukturalnych podstawowych zatozen dotyczacych
uniwersalnosci logiki i niezalezno$ci tematycznej relacji wynikania logicznego,
rozpatruje jedynie znane i filozoficznie ugruntowane systemy, ktore posiadaja
latwe do sformutowania i intuicyjnie akceptowalne ,,zatozenia logiczne”. Jednak
wiele wspolczesnie badanych systemow logiki nie posiada dajacych sig
wyartykutowa¢ zatozen, poza pewnymi wlasno§ciami natury formalne;j.

Czy systemy charakteryzujace si¢ zbyt daleko idagcym odejSciem od prostych
intuicji, wyrazajacym si¢ nadmiernym skomplikowaniem regut strukturalnych,
zastuguja na miano logiki? Odpowiedz na to pytanie prowadzitaby do
koniecznosci podania takich kryteriow, ktore powinny spelia¢ reguty
strukturalne, aby mozna je bylo uzna¢ za charakteryzujace relacje wynikania
logicznego. By¢ moze wobec skomplikowania i wielo$ci regut strukturalnych dla
niektérych systemow, nie da si¢ utrzymaé pozornie oczywistego i implicite
przyjmowanego zatozenia, ktore gtosi, ze reguty strukturalne rachunku Gentzena
stanowig oczywisty rezultat eksplikacji niezaleznej tematycznie relacji
wynikania. Teoriodowodowe kryteria logicznosci, zarbwno w wersji Hackinga
jak 1 DoSena, zaleza wigc w istocie od dwdch zatozen:

1. Reguly strukturalne stanowig rezultat eksplikacji niezaleznej tematycznie
relacji wynikania;

2. Zachowawczo$¢ lub analiza stanowig rezultat eksplikacji pojecia
zachowywania niezaleznos$ci tematycznej regut strukturalnych.

Doktadna struktura tych kryteridw i ich zwigzki z innymi kryteriami logicznosci

zostang podane w nastepnym rozdziale.

%5 Por. Wansing [1988].



