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RESUMEN

Se presenta un modelo matematico para simular el crecimiento de peces en peso. Este mo-
delo se basa en el propuesto por Cho (1992), el cual se fundamenta en un tinico parametro: el
coeficiente de crecimiento térmico (CCT). La caracteristica fundamental del nuevo modelo es la
consideracion de otro parametro mas, el cual permite separar la influencia de la temperatura y
la de otros factores en el crecimiento de los peces. El modelo propuesto permite considerar la
temperatura y el peso inicial como variables aleatorias y se ha implementado en un programa de
ordenador utilizando el lenguaje del paquete matematico Matlab.

Palabras clave: Modelo matematico, coeficiente de crecimiento térmico, crecimiento de
peces.

ABSTRACT
Random two-parameter TGC growth model

A mathematical model to simulate fish growth is presented, based on the model proposed by Cho (1992),
which had only one parameter: the thermal growth coefficient (TGC). Our new model’s fundamental differ-
ence is the consideration of a second parameter, which makes it possible to factor out the impact of tempera-
ture and other factors on fish growth. The proposed model enables us to consider temperature and starting
weight as random variables, and has been implemented in a computer program using the Matlab mathemat-

ical package.

Keywords: Mathematical model, coefficient of thermal growth, fish growth.

INTRODUCCION

El crecimiento de los peces esta determinado,
fundamentalmente, por la cantidad de alimento
ingerido y por la temperatura del agua. Los peces
son incapaces de regular su temperatura corporal,
por lo que su metabolismo tnicamente se desa-
rrolla de forma 6ptima dentro de un rango de
temperaturas adecuadas, en el que la ingestion y
el crecimiento son maximos. El crecimiento dis-
minuye o se detiene cuando la temperatura esta
por encima o por debajo del rango 6ptimo. En
cuanto a la cantidad de alimento, el crecimiento

sera maximo con una alimentacion a saciedad. En
las granjas marinas, debido a la imposibilidad de
utilizar comederos de autodemanda y a la dificul-
tad de determinar la saciedad de los peces, la ali-
mentacion restringida es la opcion mas razonable.
La prediccion del crecimiento de los peces resulta
imprescindible para establecer las necesidades nu-
tritivas y las tasas de alimentacion de una forma
cientifica, pero, ademas, la determinacion de la
curva de crecimiento de una especie, en unas con-
diciones dadas, es fundamental para establecer

planes de producciéon en piscicultura intensiva
(Querellou, 1984).
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Existe una extensa bibliografia sobre modelos
matematicos para el crecimiento de peces. Una
buena aproximacion al estudio del problema gene-
ral de ajustar el crecimiento de los peces a una cur-
va teodrica y su interpretacion bioloégica, con espe-
cial referencia a la funcién de crecimiento de Von
Bertalanffy, puede encontrarse en el trabajo de
Moreau (1987). En Querellou (1984), se propone
un modelo de crecimiento para la lubina, Dicen-
trarchus labrax Linnaeus, 1758, basado en la tempe-
ratura del agua en la fase de engorde. En el traba-
jo de Cho (1992) se propone una prediccion del
crecimiento usando un indice denominado thermal
growth coefficient o coeficiente de crecimiento térmi-
co (CCT), que se define como

r 1
P2 —P;3

CClT=—""——
> °C dia

donde P; es el peso final, P; el peso inicial y > °C dia
es la suma de las temperaturas medias diarias en
grados centigrados. La ventaja de este modelo ra-
dica en que, si se cumpliese que el valor de CCT es
constante e independiente del peso corporal, una
vez que se dispusiera de informacion basada en da-
tos reales de crecimiento en granja para una espe-
cie, la prediccion de la ganancia de peso en un pe-
riodo dado seria posible usando la expresion

1 3
P, = (Pi?’ +CCT - > °C dia)

El modelo es adecuado para el rango de tempera-
turas normales propias de cada especie y resulta ne-
cesario obtener valores reales de CCT para cada tipo
de procedencia de los peces, peso inicial, condicio-
nes de alimentaciéon, manejo, etc. La prediccion del
crecimiento se realiza en funcion de las temperatu-
ras medias del agua previstas en la zona, mientras
que para un ciclo de crecimiento en marcha la esti-
macion de los pesos se realiza considerando la suma
de temperaturas reales medidas en la instalacion.

En este trabajo se presenta un modelo que ge-
neraliza el propuesto por Cho (1992) y permite,
ademas, considerar la variabilidad de la temperatu-
ray del peso inicial.

DESARROLLO DEL MODELO

En el caso del cultivo intensivo de la lubina, el
crecimiento se interrumpe cuando la temperatura
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es inferior a 10°C (Querellou, 1984). En la cons-
truccion del modelo que se describe, que se uti-
lizara para realizar simulaciones de crecimiento
también con lubina, se supone que s6lo existe
crecimiento diario si la temperatura media de di-
cho dia es mayor de 10°C. Para una serie conti-
nuada de dias t,, ty+1, ...,ty+h, se considera el mo-
delo CCT, dado por

l h 3
Pl = (Ptﬁ +eer-$ Ti)

donde P es el peso en gramos del pezy T es el ma-
ximo entre cero y la temperatura media diaria, en
grados centigrados menos 10. Para simplificar, se
considera ty, = 0y de esta forma resulta

i=1

1 3
— h <
Ph = <P03+ CCT . z T1>

El modelo CCT planteado tiene un buen com-
portamiento para unas condiciones estables de
temperatura controlada.

Sin embargo, en la realidad el coeficiente CCT
no es constante para una serie de dias. Se ha estu-
diado el valor de CCT para distintas etapas de cre-
cimiento de peces, sobre distintas muestras con
temperaturas diarias coincidentes, constatandose
que los valores de CCT van disminuyendo inicial-
mente con el incremento inicial de la suma de tem-
peraturas, hasta estabilizarse en un valor aproxima-
damente constante. Esta particularidad ha llevado
a plantear el posible ajuste del valor del CCT como
variable dependiente en funciéon de la suma de
temperaturas, y se obtiene muy buena correlacion
con el modelo biparamétrico siguiente

CCT,=a+ — 1]
T

1

1

h
donde ay b son parametros y >, T; es la suma de

temperaturas medias diarias menlos 10. Es facil ob-
servar que, al crecer la suma de temperaturas, el
coeficiente CCT, se acerca al valor de a.

Se ha realizado un estudio sobre datos reales de
crecimiento de lubina, alimentada con diferentes
piensos experimentales, en condiciones de labora-
torio (Zegrari, inédito). En la tabla I se represen-
tan los valores obtenidos de las constantes ay b en
8 tanques de lubina, indicandose los pesos medios
iniciales en cada tanque, asi como una distinciéon
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Tabla I. Valores de a y b para el modelo [1].

Tanque Peso inicial Pienso a b Coef. corr. (R) R2
1 38,97 A 0,000917025 0,0974002 0,819290 0,671237
2 30,32 A 0,000790780 0,0514189 0,723436 0,523360
3 38,65 B 0,000912032 0,2924170 0,944163 0,891443
4 30,11 B 0,000886385 0,0683423 0,743020 0,552079
5 38,00 C 0,000878026 0,1312430 0,822457 0,676436
6 29,72 C 0,000901668 0,1156220 0,824741 0,680980
7 34,88 D 0,000893538 0,1713020 0,923739 0,853295
8 30,16 D 0,000817785 0,1145260 0,866785 0,751317

entre piensos utilizados y los coeficientes de corre-
lacion correspondientes.

Los resultados obtenidos llevan, de forma natu-
ral, a una reinterpretacion de CCT y, como conse-
cuencia, al desarrollo de un nuevo modelo. Si en la
expresion de P, se sustituye CCT, por la expresion
[1] se obtendra

1 3
P, = <P03 +a- ilTpr)

El modelo asi obtenido es idéntico al inicial, sal-
vo en la aparicion de una nueva constante, b. El pa-
rametro a es el coeficiente que determina directa-
mente el aumento de peso por influencia de la
temperatura del agua y se le denominara CCT*. La
constante b es un coeficiente corrector que deter-
mina el aumento de peso de acuerdo con otros fac-
tores, en principio indeterminados, y que sera de-
nominado F. De esta forma, el modelo queda

! 3
P = (P03 + CCT* - il T, + F) [2]

El calculo de las constantes CCT* (a) y F (b) se
puede realizar por el método de los minimos cua-
drados a partir de datos reales del CCT, segtun el
modelo [1] o, alternativamente, de datos reales de
pesos a partir del modelo [2]. En la tabla II se ex-
presan los valores obtenidos para el CCT*y F en es-
te tltimo supuesto. Los valores de CCT* y F de la ta-

bla II mejoran, l6gicamente, el valor R? del peso es-
timado respecto del peso real.

Otro elemento importante que se ha introduci-
do en el modelo es la consideracion como aleato-
rias de algunas de las variables que intervienen en
el mismo. Para una mejor adaptacion a las condi-
ciones reales en que se suelen producir los proce-
sos de crecimiento, se ha optado por considerar
en una primera etapa las temperaturas medias
diarias como variables aleatorias. En una segunda
etapa se ha establecido la hipotesis de que tanto
las temperaturas diarias como el peso inicial son
variables aleatorias. Ambas consideraciones llevan
a modelos probabilisticos para el peso final. Esto
significa que el modelo proporcionara una distri-
bucién de probabilidad de la variable aleatoria pe-
so P..

RESULTADOS Y DISCUSION
Modelo CCT con temperaturas aleatorias

Para cada instante ¢ se considera cada tempera-
tura diaria T; como una variable aleatoria. Por lo
tanto, el peso final P; también sera una variable
aleatoria. El modelo desarrollado permite la simu-
lacion del crecimiento de un pez genérico con pe-
so inicial Py, que se considera constante.

Tabla II. Valores de CCT* y F para el modelo [2].

Tanque Peso inicial Pienso CCT* F R2
1 38,97 A 0,000897653 0,1163750 0,992837
2 30,32 A 0,000851908 -0,0930413 0,986167
3 38,65 B 0,000831777 0,2915520 0,993906
4 30,11 B 0,000879273 0,6221030 0,995519
5 38,00 C 0,000815773 0,2325790 0,994009
6 29,72 C 0,000883716 0,1244300 0,992036
7 34,88 D 0,000883702 -0,4534680 0,992036
8 30,16 D 0,000834410 0,0574189 0,991150
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Suponiendo que Ti es la temperatura media del
dia iy que se distribuye normal con media py; y des-
viacion tipica 0, entonces la variable T; = Ti —10
tendra una distribucién normal con media p; — 10
y desviacion tipica . Denominando

t t [t
i=1 i=1 i=1

se tendra que T® se distribuira normal, con media
p® y desviacion tipica 0. En consecuencia, P, se-
ra una variable aleatoria funcion de la variable alea-
toria T,

También se han obtenido las expresiones anali-
ticas para la funcion de densidad f(y), de la varia-
ble peso P,

0o | =

1 2
1 1 y® =Py® =F—CCT - pu(t)
ﬁ(y = —e 2 CCT - o

2
3\/2m. 6. CCT - y?

para el valor esperado (media) del peso en el ins-
tante t, E(P))

1 3
E(P) = (Po?’ +nOCCT + F) +

1
+ S(G(t))2<P03 +pOCCT* + F) - CCT™2

y para la desviacion tipica de la variable aleatoria P,
Op

t

1
Op, = (150(06CCT*6 +36004(Py3 + p(OCCT* + F)2

1 1
CCT* +90V2(Py3 + p(OCCT* + F) 4CCT*2> 2

Aunque la variable P, no se distribuye, en princi-
pio, normal, al ser funcion de la variable “suma de
temperaturas”, que si se distribuye normal, pode-
mos establecer facilmente los percentiles tedricos.
Concretamente, el percentil de orden B, 0 < 3 <
100, viene dado por

1 3
Perg(P,) = (POS +CCT" - (p + 00 + Z,) + F)

donde a=1— % y Z, es el valor critico que acu-

mula una probabilidad 1 — o para una varia-

100
ble aleatoria distribuida normal con media cero y
desviacion tipica 1. Los intervalos de confianza te6-
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ricos para P, a nivel de significacion o prefijado,
vienen dados por [u,, v,] con

1 3
u, = (PO3 + CCT* - (p(n) — o + Zﬁ) + F)
2

1 3
v = (PO?‘ + CCT" - (p(t) +00+ Za) + F)
2

La utilizacion del modelo para la simulacion
exige el conocimiento previo de los coeficientes
CCT" y F, de las temperaturas medias diarias y de la
desviacion tipica de las mismas y, por ultimo, del
peso inicial. Este modelo se ha programado usando
el paquete Matlab.

Como ejemplo, se simul6 el crecimiento de un
pez del tanque 6, con peso inicial de 30 g, durante
221 dias, divididos en 7 periodos segtn se indica en
la tabla III. Para realizar la simulacién se ha consi-
derado CCT* = 0,000884 y F = 0,124430. En la fi-
gura 1 se muestra el grafico correspondiente a los
pesos medios esperados a lo largo del periodo, y en
la figura 2 se representa una banda en la cual debe
estar el peso del pez, en cada instante, con una pro-
babilidad de 0,99. En ambas figuras los pesos reales
se refieren al tanque 6, partiendo de un peso me-
dio inicial de 29,72 g. Por ultimo, en la figura 3 se
representa la grafica correspondiente al percentil
75 del peso esperado en las condiciones descritas.

Modelo CCT con peso inicial y temperaturas
aleatorias

En este caso se anadira la hipétesis de que P es
una variable aleatoria con el objetivo de poder es-
timar la produccion total a partir del peso medio

de los peces de un tanque. Por tanto, P, representa
t
una variable aleatoria funcién de otras dos, Py y >

i=1

T,. Esto origina que el calculo del valor esperado de

Tabla III. Datos de temperaturas consideradas en la simula-

cion.
Periodo N.© dias T.* media Desviacion
diaria (°C) tipica
1 36 23 1,5
2 31 25 1,5
3 31 27 1,5
4 29 29 1,5
5 32 30 1,5
6 29 26 1,5
7 33 24 1,5
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Figura 1. Comparacién de los pesos
medios calculados con el modelo
300

Pesos medios

(linea) con los obtenidos realmente
en el tanque 6 (O).

Peso (g)

250 oo

200 peooooooo

180 foommmmm o

100 pecooeooo

Y . ) R

1 s R
o L H
0 50 100 150 200 250
Periodo (dias)
Figura 2. Comparacion del intervalo
de confianza, al 99 %, de los pesos Intervalo a 99 %
medios calculados con el modelo o =00 . . . .
(espacio entre lineas) con los obte- §
nidos realmente en el tanque 6 (O).
280 femmm e - R i R R R EEEE LR
200 oo O R .1+ A
150 fommmmmeemm Femmmm s [ — [ R [
100 Lo A ] ]
) S— e— A S— A—
i H H H H
0 50 100 150 200 250
Periodo (dias)

P, sea complejo desde el punto de vista analitico, y lo
mismo sucede con el calculo de la varianza de P,. En
esta situacion, resulta adecuada la utilizacion de un
método de simulacion tipo Montecarlo. El método
consiste en, conociendo la distribucion de la media
de los pesos iniciales y la de las temperaturas medias
diarias, simular el crecimiento, en media, a partir de
la generacion de valores aleatorios para el peso ini-
cial y las temperaturas. El nimero de simulaciones a
realizar queda limitado por el valor del error estan-
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dar, finalizandose la generacion de valores aleatorios
cuando dicho error sea menor que un limite prefi-
jado de antemano. Para obtener los pesos medios es-
perados se sigui6 el siguiente procedimiento.

Procedimiento
Para cada t=1, 2, 3,... se supone que la tempe-

ratura (X) se distribuye normal de media y desvia-
cion tipica Oy y que el peso inicial (Z) se distribuye
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Percentil 75

Figura 3. Percentil 75 del peso espe-
rado para las condiciones del tan-

300 : : :

Peso (g)

que 6.

dientes a los tanques 5 (*) y 6 (O).

O L :
200 250
Periodo (dias)
Figura 4. Simulaciéon de los pesos
. Pesos medios medios en el crecimiento (linea) y
3 20 : ' ' ' comparacién con los correspon-
§ ' *

200 250

Periodo (dias)
también normal, con media y desviacion tipica Oy, 1 .
fijandose, ademas, un valor para el error €. cuasivarianza 0,2 = P (Zyj? - n@) y la cuasi-
o n—1 \j=1
Paso 1. Se generan inicialmente n valores aleato- !

rios de las variables X y Z: (x, z),1=1, 2,..., n.

3
Paso 2. Se calcula y; = (\/;i-l-CCT* - x; +F)3,
i=1,2,.,n.

2]

Paso 3. Se calculan el valor medio Y= ‘i, la
n

12

desviacion tipica 0, =V 02

8.1. Si 3% < €, se puede dar como valor aproxi-

n
mado del peso medio esperado P, =Y, y como es-
timacion de la desviacion tipica de P, Gpo = O,,.
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Figura 5. Comparacion del interva-
lo de confianza, al 99 %, de los pesos

medios calculados con el modelo 300
(espacio entre lineas) con los pesos
reales correspondientes a los tan-

ques 5 (*) y 6 (O). 250

Peso (g)

200

150

100

Intervalo al 99 %

50 100 150 200 250
Periodo (dias)

Figura 6. Percentil 75 del peso me-
dio a lo largo del periodo.

Peso (g)

——————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

__________________________________________________________________

-------------------------------------------------

50 100 150 200 250
Periodo (dias)

3.2. En caso contrario, se hace n=n+ 1, se ge-
nera un nuevo par de valores (xt, z,) y se vuelve al
paso 3.

La utilizacion de esta version del modelo para la
simulacion exige el conocimiento previo de los co-
eficientes CCT* y F, de las temperaturas medias dia-
rias y la desviacion tipica de las mismas y, por ulti-
mo, de los parametros que definen la distribucion
del peso inicial.
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Como ejemplo, se ha simulado la evolucion del
crecimiento correspondiente a los tanques 5 y 6, su-
poniendo un peso inicial, Py, distribuido normal con
media 34 g y desviacion tipica 5. Como valo-
res de CCT y F se utilizaron los promedios obtenidos
para los dos tanques, es decir, CCT* = 0,00085
y F = 0,179, suponiendo unos periodos de tiempo y
temperaturas analogos a los descritos en la tabla IIl 'y
un error estandar maximo de 10 g para el peso medio.
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En las figuras 4 y 5 se representan los datos rea-
les de los pesos obtenidos a partir de pesos iniciales
de 38y 29,72 g, correspondientes a los tanques 5 y
6, respectivamente, en condiciones de crecimiento
idénticas. La figura 6 representa la curva corres-
pondiente al percentil 75 obtenida como resulta-
do de la simulacién en las mismas condiciones
descritas.

CONCLUSIONES Y LINEAS FUTURAS

El modelo desarrollado es una generalizacion
del modelo de Cho (1992), mediante el cual se
pueden considerar las variaciones de peso relacio-
nadas con el caracter aleatorio de la temperatura
media diaria y de la media del peso medio inicial
de los peces. El modelo ofrece buenos resultados
con las pruebas realizadas en tanques de engorde
de lubina en condiciones de laboratorio.

Actualmente, se esta investigando en la aplica-
cion del modelo propuesto a la simulacion del cre-
cimiento en una granja marina de lubina, situacion
en la que se hace mas patente, y los estudios previos
asi parecen indicarlo, la influencia de la variabili-
dad de las temperaturas medias diarias en el peso
final. Tras el ajuste de los valores CCT* y F para

14
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distintas situaciones de pesos medios iniciales y dis-
tintos tipos de alimentacién, en una segunda fase
se pretende integrar este modelo en uno mas com-
plejo que permita estimar el rendimiento econo-
mico de la produccion en distintas épocas del ano.
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