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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ НЕСТАЦИОНАРНЫХ 
ПРОЦЕССОВ В ЭЛЕКТРОМАГНИТАХ 

В режиме включения и выключения электромагнит работает 
в нестационарных режимах. Поэтому исследование поведения 
электромагнитов в нестационарных режимах представляет боль­
шой интерез. Но точное решение этой проблемы на данном эта­
пе исследований является слишком трудной задачей. Поэтому 
рассматривается более простая в математическом отношении 
модель, учитывающая только основные физические эффекты. 

Рассматривается электромагнит без учёта поворотов во­
круг его осей и с механической точки зрения считаем его то­
чечным. В модели учитывается зависимость магнитной проница­
емости }Ь от величиш магнитной индукции Ь . 

Используется известная зависимость между напряжением в 
обмотке U , омическим сопротивлением обмотки & , индуктив­
ностью системы подвеса L , током в обмотке J и временем у : 
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Индуктивность электромагнита L для конкретного электро­
магнита зависит от величины намагничивающей силы tuf : 

L-'L (îw). 
Результирующую намагничивающую силу IuT можно выразить 

через ток в обмотке J , число витков (ъ0 и намагничивающую 
силу вихревых токов в феррорельсе Г^' 

1ьг^Ук0 + 1иг'. (2) 
Tait как 
oLL _ dL_ cLÎur 
oU ~ <tiur dA, 

то учитывая зависимость (2) получаем 
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где б"ер ­ удельная проводимость феррорельса. 
Проводя интегрирование уравнения (4) по площади, где 

Ъ<р отлично от нуля в плоскости Х0£ , имеем (рис. I) 

и проводя усреднение,получаем 

где du - толщина .феррорельса, 
L M ­ длина электромагнита. 
Для нахождения намагничивающей силы вихревых токов про­

ведём интегрирование уравнения Максвелла 

где 3 ' ­ напряжённость магнитного поля, создаваемого вихре­
выми токами в плоскости У О Ъ по площади, гдеТ отлично 
от нуля: ' 
. $>wtн'сс7= §Я'Л= SLcû. 
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.Следовательно уравнение (I) можно привести к виду: 

В уравнении (3) неизвестными функциями, подлежащими опреде­
лению, являются индуктивность 1~> и намагничивающая сила 
вихревых токов в феррорельсе Г "кГ' . 

Так как магнитное поле в феррорельсе в основном имеет 
и компоненту (рис. I и рис. 2) (Ь^-(0, Ь<р,0), то вихревые 
токи в основном имеют две компоненты ̂ <р(^?^)=(/<рх,°,^ц)-

Из уравнений Максвелла следует, что 

так как 



Получаем 

H Y a W W c p O ­ * ­ ^ - lui'. 
Значит имеем 

lux = ­61 dt 

где а о ­ эквивалентная шрина феррорельса. 
Так как индукция магнитного поля Ъ<р зависит от н.с. 

1иУ и учитывая (3), получаем 
dJu' 
dt 

= ­ С об О­о 
4(l + d/LM) IdibT 

d\c dfbù (5) 
У 4(L+d/Ln) dtur 

Для решения уравнений (3) и (5) необходимо знать зави­
Амость индуктивности Ь и индукции магнитного поля в фер­
рорельсе 6̂ > как функцию от н.с. Нахождение этих функций 
в нестационарном случае является математически сложной за­
дачей. Находим L и Ь(р из модели электромагнита в стати­
ке. Считаем, что н.с. в статике производит такое же 
воздействие на электромагнит, как и при одинаковых значе­
ниях суммарное н.с. îuï- Упу0 +îur'. 

Численные результаты, полученные из двумерной точной 
модели в статике с учётом JU,­ju,(fc) , но без учёта длины 
электромагнита С I 3, аппроксимируем следующим образом: 

где FL ­^сила притяжения. 
Еыбор форш аппроксимации ещё подлежит дальнейшему 

исследованию для определения наиболее подходящей формы. 
По приведённой методике составлена : и отлажена програм­

ма на алгоритмическом языке Фортран. Программа реализована 
для EC­I022 и занимает 150 к оперативной памяти (из них 
100 к сами программы, 50 к ­ массивы). 

Расчёт вариантов в статике {вычисления 1>Z,- -, ) 



требует 20 мину?, 0и:к вариант счёта переходных процессов 
занимает порядка 5 икнут, 

' В качестве прилепа расчёта выбран электромагнит со сле­
дующими геометрическими параметрами: длина электромагнита 
(полюса п ярма) 0,6 и, ширина г^тштопровода 0,2 м, толщи­
на магнитолровода 0,04 м, заход магнитопровода за обмотку 
0,01 к. Площадь сечения обмотки (0,09 х 0,С5) м 2

. Ширина 
феррорельса С,24 м­ шолщща ­ 0,03 м. Площадь сечения одно­
го провода 8,4*10"" а общее число витков (обоих катушек) 
540, коэффициент заполнения 0,7. Ыагкитопповод сделан из 
стали 3330, а ферроредьс пз От 30. Удельная проводимость 
феррорельса 4*10 Ом иГ , а обмотки 2,8­10̂ 0гл~"'"м~̂ . Имеют­
ся две обмотки на полюсах, подключённые последовательно. 
Омическое сопротивление обмотки 3,4 0м. 

Исследуется каброс и сброс напряжения И в обмотках 
при постоянном воздушном зазоре <Г . Вычисляются величина 
тока У в обмотке, индуктивность системы ь и подъёмная си­
ла Рь от времени t при разных значениях зазора £ . 

На рис. 3 представлена зависимость тока У от времени 
"£ при включении электромагнита (от Ь = 0 , напряжение в 
обмотке за 0,001 с меняется линейно от 0 3 до 80 В), для 
различных воздушных зазоров <Г . . 

На рис. 4 отображена зависимость силы притяжения , 
а на рис. 5 индуктивности от времени при включении. 

Из рис. 3, рис. 4 и рис. 5 оледует/ что переходные про­
цессы при меньших зазорах проходят медленнее, чем при боль­
ших. Это связано с большей индуктивностью и тем, что в фер­
рорельсе при меньших зазорах о вихревые токи в феррорель­
се больше. 

На рис. 6 отображена зависимость тока 7 от времени 
при выключении электромагнита (от £=0 , напряжение в об­
мотке за 0,001 с меняется линейно от 80 В до 0 В), для раз­
личных воздушных зазоров . • 

На рис. 7 представлена зависимость притяжения силы Р ь , 
а на рис. 8 индуктивности Ь от времени "Ь при выключении. 



Рис. I. Электромагнит в плоскости КОЪ 

х х. х х * X X X X к 

Рис. 2. Электромагнит в плоскости 



Рис. 3. Зависимость тока У в обмотке от времени при вклю­
чении для воздушных зазоров: I ­ 0,010 м, 
2 ­ 0,013 м, 3 ­ 0,020 м. 

Рис. 4. Зависимость силы притяжения от времени при 
включении для воздушных зазоров: I ­ 0,010 м, 
2 ­ 0~015'м, 3 ­ 0,020 м. 



- I 1 — I — 1 

0,3 <,0 (.с 
Рис. 5. Зависимость индуктивности Ь от времени при включе­

нии для воздушных зазоров: I ­ 0,010 м, 2 ­ 0,015м, 
3 ­ 0,020 м. . _ 

Рис. 6. Зависимость тока I/ в обмотке от времени привыклю­
чении для воздушных зазоров: I ­ 0,010 м, 2 ­0,015м,' 
3 ­ 0,020 м. 



Рис.7. Зависимость силы притяжения от времени при выклю­
чении для воздушных зазоров: 
I ­ 0,010 м, 2 ­ 0х015_м,^_3 ­ ООРП » 

1Г • 
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для воздушных зазоров: 
I ­ 0,010 м, 2 ­ 0,15 м, 3 ­ 0,020 м. 
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ДЕЙСТВУЮЩИХ НА ЭЛЕКТРОМАГНИТ 

Трудно проводить прямые сравнения теоретических и экс­
периментальных результатов , требующих знания многих пара­
метров одновременно.. В настоящей работе обсуждаются труд­
ности, связанные со сравнением численных и эксперименталь­
ных данных на примере модели электромагнита в статике и её 
экспериментального аналога. 

Для расчетов используется интегральная форма закона пол­
ного тока с ­* . ы 

где Н ­ напряженность магнитного поля, «/ ­ ток. 

4, -4, -
< 1 Г.» 

: $4 

Рис.1. Двумерная модель электромагнита 
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Применяя вместо магнитной проницаемости обратную 

величину i? = l­/jU , и учитывая, что в данной постановке, 
векторшй^оте1ШИ§л А имеет только* компоненту/}­=69,0,0.) 
из (I) и 6= tot Л , получаем 

£
v а* * эу

 7 . (2) 
где о ­ магнитная шгдукодн. 

В модели прекебрегается концевыми эффектами по длине. 
Не учитывается дискретная структура обмотки. Принимается, 
что во всей области обмотки протекает ток с усреднённой 
плотностью. Величина 0 зависит от индукции магнитного по­
ля ß в магнитопроводе и феррорельсе. 

Используется неравномерная расчётная сетка с шагами 
h-,l~L>b,-,L по оси у и с шагами LK} K=l,Z,...t N , по оси . 
'¿5 . Считаем, что обратная величина магнитной проницаемости 
I? и плотность тока У в пределах расчётной ячейки не меня­
ются. Проводя интегрирование вокруг точки tyj,3t,,) (подробнее 
изложено в С П ) , получаем конечно­разностное уравнение . 

*
з д а 5

</*
= ^ . ^ А * .... 

Полученные консервативные разностные уравнения имеют 
первый порядок аппроксимации для неравномерной сетки к ре­
шаются методом последовательной верхней релаксации. 

Массив значений ̂ к пересчитывается через 4 итерации ме­
тодом нижней релаксации с коэффициентом Л 

где д,-* вычисляется по следующей формуле: 
4 * • 



а массивы коэффициентов кусочной аппроксимации ®д./п»^г

'*^Д^ 
вычислены заранее и заданы в виде одномерных массивов для 
конкретной стали. Величина гги определяется как целая часть 
от ЩдК+а, , где йВ - величина области аппрокси­
мации. Константы аппроксимации определены таким образом, 
чтобы функция 9 (О?) и первая производная по 6 была непре­
рывна в точках сшивания. 

Численно проведены исследования силы притяжения по оси ̂  
Fa и по оси Z F¿ от смещения феррорельса с£ А и высоты 
зубцов феррорельса A,¿­ (при А/=0 феррорельс плоский). 

Для расчётов сил выбраны следующие параметры (см. рис.1) 
ÚL = 0,055 м, KL т 0,040 м, 
d¿ = 0,040 м, h¿ = 0,070 м, 
cL4 = о;oío м, А/3 = о.ою м, 

% = 0,012 м, 
A,fe= 0,030 м, 

длина электромагнита I м. Магнитопровод изготовлен из стали 
ЭЗЗО, а феррорельс из Ст 30. Принимаем, что на расстоянии 
I м от центра электромагнита векторный потенциал А равен 
нулю. 

На рис. 2 приведены численные значения силы Р г , а на 
рис. 3 силы Fy , при разных значениях ампервитков IW (сум­

марное число ампервитков в обоих обмотках) в зависимости от 
смещения феррорельса (Л^. Феррорельс является плоским, т.е. 
высота его зубцов Ļŗ =0. Сила Fļ. уменьшается при возраста­
нии <¿-b , a ci¿na Fņ имеет максимум, который при увеличении 
luí смещается при больших значениях dz,. 

На риб. 4 отображена зависимость силы Fy от высоты зуб­
цов феррорельса U,s при разных значениях ампервитков элект­
ромагнита ÍW( (Ļb =0,01 м). Имеется слабо выраженный мак­
симум в интервале изменения от 0,07 до 0,09 м. Подъ­
ёмная сила при изменении к s от 0,0 м до 0,12 м уменьшает­
ся на 7*1$. 

На рис. 5 и рис. 6 представлено распределение модуля 
8>=(by + bļ) ' индукции магнитного поля в воздушном зазо­
ре по оси у , для случая плоского феррорельса и ампервит­
ках электромагнита. 
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Рис. 2. Зависимость притяжения силы Р % от смещения ферро­
рельса £ д , I -1иГ=28 кА, 2 -11*^=20 кА, 

_3_ ­ГйГ= 10 кА. _ . 

Рис. 3. Зависимость силы от смещения феррорельса Л 4 . 
I ­Гиг =28 кА, 2 ­1г»Г=20 КА, 3 ­*иГ=10 КА. 
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Рис. 4. Зависимость силы ̂  от высоты зубцов феррорельса 
¿5­ . I ­1*Г = 28 кА, 2 ­1*Г=20 кА, 3 ­ГЫ=10 кА. 

'На первой кргвой приведены значения 6 в непосредствен­
ной близости к магнитопроводу (значение координаты 2 = 
=­0,011 м),0а на второй кривой ­ в близости к феррорельсу 
(значение координаты * =­0,001 м). 

На рис. 5 отображены значения магнитной индукции & 
при смещении феррорельса Щ2 =0, а на рис 6 ­ при (£¿=0,04 м. 
Так как число разбиений достаточно велико,(по оси и. ­ 42 
точки), то кусочно­ст0 пенчатая картина значений 6 на 
рис. 5 и рис. 6 заменена гладкой. 

Далее пригодятся краткое описание экспериментальной 
установки по определению силы притяжения Р% и сравнение по­
лученных результатов с результатами расчёта по методике, из­
ложенной выше. 





3 

-0,16 '0,05 у/У 

Рис. 6. Распределение индукции магнитного поля по оси ^ 
при кА =0,04 м. I - 2 =-0,011 м, 2 - 2 =-0,001 м. 
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Главной составной частью экспериментальной установки 

является электромагнит с П­образным магнитопроводом и дву­
мя катушками. Магнитопровод собран из листов электротехни­
ческой стали ЭЗЗО толщиной 0,003 м, серийно изготовляемых 
электротехнической промышленностью. Невозможность получе­
ния идеального постоянного тока вызывает появление вихре­
вых токов и в статике, поэтому листы магнитопровода изоли­
рованы электроизоляционным лаком 243 печной сушки. Пакет 
листов стянут тремя стальными шпильками диаметром 0,006 м, 
изолированными от пакета двумя слоями запечёной электротех­
нической бумаги. 

Каркас катушки изготовлен из стали Ст.2 толщиной 0,001 м 
Корпусная изоляция каркаса представляет, собой два слоя стек­
лоткани толщиной 0,0005 м и один слой электронита толщиной 
0,0005 м. 

Катушки намотаны проводом ПСДК 4,5x1,5. Число витков в 
одной катушке 178. Катушки пропитаны в компаунде типа моно­
лит 2. Пропиточный компаунд изготавливается из эпоксидной 
смолы ЗД­22 ГОСТ 10587­72 и отзердителя ИМТГФА ТУ38­103. 
149­73. Перед пропиткой катушка проверяется на отсутствие 
межвитковых замыканий и на электрическую прочность корпус­
ной изоляции. 

Электромагнит установлен на сварном швеллере. Поскольку 
в реальном устройстве магнитные потоки рассеивания замыкают­
ся через воздух, в экспериментальной установке, для умень­
шения нежелательного магнитного потока через швеллер, между 
основанием электромагнита и швеллером установлена тексто­
литовая плита толщиной 0,06 м. (рис. 7). Для предотвращения 
возможного изгиба магнитопровода при снятии статистических 
характеристик электромагнита, магнитопровод прижат к швел­
леру с помощью текстолитовой балки, укреплённой к швеллеру 
шестью болтами диаметром 0,008 м. Размеры текстолитовой 
балки 0,04 х 0,06 х 1,4 м. Крепящие болты были размещены на 
концах текстолитовой балки и не проходили через магнитопро­
вод. Во время эксперимента, когда подъёмная сила F% дости­
гала порядка 4 кН , текстолитовая балка начинала изгибать­
ся. Поэтому чтобы предотвратить изгибание текстолитовой 



Рис. 7. Схема определения статических характеристик 
подъемного электромагнита 
1 - динамометр 
2 - текстолит 
3 - феррорельс 
4 - швеллер 
5 - электромагнит 
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балки, два аналогичных болта были пропущены и через магни­
топровод. Это. позволило получить экспериментальные резуль­
таты и при Р% больше, чем 4 кИ . 

Подъёмная сила электромагнита определялась с помощью 
четырёх динамометров типа ДОСМ­3­1. Максимальная ошибка,. 
вносимая этими динамог'ртрами, не превышает 5%. При сравне­
нии расчётных и экспериментальных результатов основные труд­
ности связаны с тем, что в математической модели воздушный 
зазор считается постоянным по длине магнитопровода, а в ре­
альной установке зазор не полностью соответствует этому 
представлению.В некоторых экспериментах разница воздушного 
зазора по длине магнитопровода доходила до 10 мм. Это было 
в тех случаях, когда феррорельс имел изгиб вниз (к магните­
проводу), который при увеличении Р% всё более увеличивал­
ся и, таким образом, (так как концы феррорельса опирались 
на динамометры) воздушный зазор в центре магнитопровода ока­
зывался меньше, чем на краях. Но при повороте феррорельса 
с изгибом от магнитопровода удавалось (при увеличении Р г ) 
получить довольно постоянный воздушный зазор по длине маг­
нитопровода. Эквивалентный воздушный зазор для расчётов 
определяем следующим образом 

1М*А < - ^ 

(4) 
где N ­ число измерений зазора ¿"2 в эксперименте, а 
у =­1, I, 2, 3. При § =­1 & ч просто среднее арифметическое. 

Приводятся значения силы притяжения для следующего элек­
тромагнита (см. рис. I) 

« ¿ 1 = 0,053 к1 = 0,042 м, 
¿1 = 0,000 м, Кц, = 0,053 м, 
А} и 0,042 м, А/1 = 0,010 м, 

= 0,050 м, Ц> = 0,000 м, 
Ц = 0,030 м, 

длина магнитопровода 0,93 м. Магнитопровод изготовлен из 
стали ЭЗЗО, а феррорельс из Ст 30. 

В таблице I отображены четыре экспериментальных значе­
ния силы притяжения Р э к и значения эквивалентного воздуш­



Значения зазоров 6̂  между феррорельсом и полюсами магнито­
провода определялись в 22 точках (попарно, с интервалом 9,5 
мм по длине) для каждого эксперимента. Эти значения приведе­
ны в таблице ~. 

Таблица 2. Значения зазоров 

Номер 
экспе

~ лип 
римен­ ь>

 м м 

тов _ ­ • ~ 
т 20 16 14,5 16 14 14 13 19 21,5 24,2 26 

24 21^19 17 17,5 17,5 17,8 19 21 21,8 22 
2 14 15 16 16,517 16,5 16 15 15 15 14 

16.17 17,7 18 18 16,5 15,1 14 12,5 12 12 

9,5­10 10,6 11,813,1 12,1 11,4 11,2 11,8 11,5 11,9 
1212,513,5 13,213,1 12,7 12,0 10,8 9,5 9,3 9,3 

6,5 6^5 6,2_ ­8 8,6 7 ,5 7,1 6,5 7,7 7,9' 9 
10,811,811,510,5 и ' 10,8 9 ­8,2 7,1 7,1 8,1 

При анализе результатов,приведённых в таблице I,необ­
ходимо учесть, что в первом эксперименте феррорельс был 

ного зазора ̂ .вычисленного по формуле (.4) при разных зна­
чениях у • и вычисленная сила притяжения . 

• Таблица Т. Значения сил притяжения 

Номер_ 'Раъ ? = ­ 1 9 = 1 ? =2 ? = 3 

римен­ к­Л кН ^ ^Ч» ^ ^> ^ ^ 
та кЯ |Цах кН ^ос иН мил кЯ 
1 7832 2,94 2,65 18,90 2,79 18,26 2,90 17,93 2,96 17,88 
2 8544 4,33 4,54 15,40 4,66 15,19 4,72 15,08 4,76 15,03 
3 9256 8,42 9,08 11,49 9,23 11,33 9,35 11,26 9,39 11,23 
4 811611,6512,01 8,52 12,80 8,19 13,11 8,0413,24 7,98 



изогнут в сторону магнитопровода, т.е. в середине ^ име­

ет наименьшие значения, а в других случ&чх­от магнитопрово­
да. 

Необходимо также учесть, что двумерная математическая 
модель даёт завышенные результаты по сравнению с трёхмерной 
моделью в статике С 2 3. При зазоре Л­Ч=18,9_мм и 1иГ=7832 А 
получаем =2,57 кН, а при ­ 8,52 мм и ГиГ =8116 А полу­
чаем р£ =11,43 кН. 

Анализ полученных результатов показывает, что при ферро­
рельсе, изогнутом в сторону магнитопровода,хорошие совпаде­
ния расчётных и экспериментальных результатов даёт определе­
ние L4 по формуле (4) при у =3, если отношение эквивалентно­
го воздушного зазора к ширине магнитопровода A^/ctj^ 1/4 и 
jp =2, если кч/£ъ * 1/4. 

Для случая, когда феррорельс изогнут в сторону от магни­
топровода, необходимо выбирать j? =1 для hH /¿$2-1/3 и 
j? =­1 для L4/d$ С 1/3. 

Таким образом,предложенная формула (4) для расчёта экви­
валентного воздушного зазора позволяет использовать матема­
тические модели электромагнита для прогнозирования экспери­
ментального измерения сил с реальными феррорельсами, имею­
щими некоторый прогиб по длине. 
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НЕКОТОРЫЕ ПРЕДЕЛЬНЫЕ СООТНОШЕНИЯ ДЛЯ СИЛ 
ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ МЕЕДУ ДВИЗДПЦЯМИСЯ ЭЛЕКТРСМАГНИТАМИ 
И ПРОВОДЯЩЕЙ СТРУКТУРОЙ 

•' Вопросы, связанные с расчётом силового взаимодействия 
между движут мися электромагнитами и вихревыми токами, на­
ведёнными ими в электропроводящей структуре, приобрели в 
последние годы значительную актуальность в связи с появле­
нием ряда новых технических направлений, использующих эф­
фект магнитного удержания движущегося электромагнита над 
пластинами из гповодящего материала. Физическая постановка 
задачи при этом состоит в следующем. В области 12.1 <­Т/£ (в 
декартовой системе координат Х,у, 2. ) располагается тело с 
удельной электропроводностью 6* , а параллельно границе те­
ла в горизстальном направлении х движутся со скоростью <Г 
электромагниты. Последние могут располагаться как по одну 
сторону­от проводящего тела (в области 2>7~/а), так и по 
обе стороны от него (в областях 121 >Т/£). На системудвижу­
щихся электромагнитов действует полный вектор силы г , тле­
ющий вертикальную коитоненту Рг и горизонтальную Р^,(послед­
няя отрицательна но величине; её модуль называют обычно си­
лой торможенпл). 

Для оценки качества систем магнитного удержания исполь­
зуют отношение р> = Рх///х1 • В связи с тем, что в пренебреже­
нии омическими потерями в электромагнитах (на практике элек­
тромагниты обычно выполняют сверхпроводящили) затрачиваемая 



на удержание мощность равна VI Рх}, величина р/гГ определяет 
силу магнитного удержания на единицу затрачиваемой мощ­
ности. Величина ̂  далее именуется параметром качества. 

Вопрос о предельно достижимом значении параметра каче­
ства и зависимости последнего от характеристик системы маг­
нитного удержания представляет значительный практический 
интерес. 3 настоящей работе эти вопросы рассмотрены снача­
ла для варианта одностороннего расположения электромагнитов 
над проводящей полосой, затем двустороннего. 

I. Параметр качества для односторонней системы магнит­
ного удержания 

­» 
Вектор силы Г , действующей на систему электромагнитов 

при одностороннем расположении последней над пластиной мо­
жет быть найден известными методами.С I 3: 

В формуле (1Д приняты следующие обозначения: ̂ 0 ­ магнитная 
постоянная, £=­ьКж£*+ьКу<^ Щ и ̂  ­ орты на пло­
скости £ х , Лч соответственно по направлениям координатных 
осейх и у ,К=(&Ку)'Ь, • 
I ­ мнимая единица); величина Я,(к) определяется равенст­
вом ь 

где К = Кх?х+£у?у ,оО=(К^м06'1гкх//* причём берётся ветвь 
корня с положительной вещественной частью. Считается, что 
электромагнит (или система электромагнитов) состоит из И 
токовых контуров с токами ( 4 4 п­ ̂  М ) в каждом контуре; 
векторы в (I) зависят от формы и ориентации токовых кон­
туров и определяются равенствами 

В формуле (3) интегрирование производится по поверхности 5^, 
натянутой на К> ­ый токовый контур, И» ­ единичная нормаль к 



этой поверхности. Звёздочкой в (I) обозначено комплексное 
сопряжение. 
' .Параметр качеотва {^fg/ff*! определяется, таким обра­
зом, отношением 

где вещественная функция (2(*0) равна Z ^ t y j l . Для 
вещественной и мнимой частей величины &(к ) , задаваемой 
формулой (2), введём соответственно обозначения R>/>0 и 

, Учитывая характер чётнооти по Л х и Ку величин 
£ 4(£)н R^ÍK.), получаем для 

— 00 ­р. О* 

Если вмеото реального источника рассмотреть его фурье­
­гармонику по переменным X и у , определяемую волновыми 
чиолами Кх и К») , то из (б) получаем 

В явном виде через параметры системы величина |Ь даётоя 
при этом формулой 

. gtr(сА, ¿a ,T­ eos ¿ trT) * к (viluZuJ- u-suv ¿ vT) 
Кж(аЖ&и>Т+Г£1М,&1ГТ)+£(сЬЛи,Т-С0&2,ТГТ) ' (6) 

где u­и V ­ соответственно вещественная и мнимая части 
комплексного параметра Ж : . 

Из анализа ооотношения (6) можно получить, что параметр 
качества увеличивается при уменьшении \И\ . При X\Ctl

b

^-{ 
и , используя соответствующие разложения функций, 
входящих в формулу. (6), получаем для р максимально, возмож­
ное значение 

которое оказывается независящим от 7. . 
•Приведённое рассмотрение делает очевидным утверждение, 



что для произвольного одностороннего источника магнитного 
поля максимально возможное значение параметра качества опре 
деляется формулой (7). Строгое доказательство, основывающе­
еся на использовании точной формулы (5), определяющей пара­
метр качества для произвольной односторонней сисемн магнит 
ного удержания, может быть проведено следующим образом. Под 
интегральное выражение числителя фордулы (5) представим в 
виде произведения 

К J о 
Учитывая далее знакопостоянство функций Ю^^Ос) и &,Ск ) и 
оценивая числитель формулы (5) посредством вынесения за ин­
теграл величины (- к/к,х (£)/Я-л,(£)'], получаем неравенство 

Г I К к ^(^;]- (8) 
В соответствии с изложенныгл выше правая часть этого не­

равенства тождественна выражению (7), и, таким образом, 
формула (7) действительно определяет максимально достижимое 
значение параметра качества для произвольной односторонней 
системы магнитного удержания. 

Хотя точное значение параметра (5 , определяемое форму­
лой (7), реализуется, строго говоря, при £ = 0, тем не ме­
нее для значений К­ , оказывающихся практически существен­
ными при разложении в спектр поля реальных источников, фор­
мула (7) даёт довольно хорошее приближение. По этой причине 
действительные значения параметра качества обычно ненамного 
ниже уровня (7). 

2. Параметр качества в системе с двусторонним расположе­
нием источникоз магнитного поля 

Напомним, что двусторонней системой мы называем совокуп­
ность двух электромагнитов с движущимся между ними проводя­
щим телом. Формы как электромагнитов, так и проводника мо­
гут быть совершенно произвольными, тем не менее мы примем 
одно упрощающее предположение, а­тленно, будем считать, что 
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вся система обладает зеркальной симметрией относительно сре­
динной плоскости 2 =0. Отказ от этого предположения не вно­
сит сколь­нибудь серьёзных изменений в окончательные резуль­
таты. 

При заданной геометрии системы её электромагнитные свой­
ства определяются токами в верхнем и нижнем электромагнитах 
­ I, и tjĻ • Мы будем считать, что направления обхода токо­
вых контуров в электромагнитах.взаимно противоположны, та­
ким образом совпадение знаков I, и 1д, отвечает случаю встреч­
ной ориентации верхнего и нижнего токов. 

Очевидно, суммарная сила, действующая на составной источ­
ник, является квадратичной функцией токов , 1 А , причём 
в силу вертикальной симметрии X ­компонента силы есть сим­
метричная, а 2 ­компонента ­ антисимметричная квадратичные 
формы. Таким.образом, 

Здесь -§ļti »fux. > 'ffiy ~ коэффициенты квадратичных форм, 
верхним индексом"(2)" помечены величины, характеризующие 
двустороннюю систему. При I, =0 силы Fjļf; и F/ принима­

ют значения ­ ffii 1̂  и гх - fliJ( I, , отвечающие слу­
чаю одностороннего источника. Отсюда с учётом­соотношений 
(9): 
-о» f-tt) . , а -а)/-со . .л* , 
F» /F* - > Ъ /F* **1Ь ( 1 0 ) 

где i * i ļ j i t . и, следовательно, 

Величину £ можно назвать относительным параметром качест­
ва, так как она показывает, во сколько раз параметр качест­
ва двусторонней системы p c w превосходит значение этого па­
раметра f>(4} для односторонней системы той же геометрии. 

График функции l(t) схематически представлен на рис.1, 
причём отмеченные на этом рисунке значения i,0 и 7 опре­

(• тол 
деляются формулами: f, 

i ^ f c ß f c . ( 1 2 ) 

Отметим, что представленный график отвечает случаю 0^^<1 . 





При­КУ *0 этот график симметрично отразится относитель­
но оси ординат, причём формулы (12) останутся в оиле, в слу­
чае же 1̂  I »1 величина щ&ц обратится в бесконечность. 
Нике будет сказано, что всегда 1 ,при этом случай ¿^0 
не представляет практического интереса, так что график на 
рис. I является достаточно представительным. Как видно из 
этого рисунка, двусторонняя система даёт выигрыш в парамет­
ре качества при встречной ориентации токов в контурах (1 ? О ), 
а при оогласной ориентации (­Ь<0 ) значение этого параметра 
для двусторонней сиотемы ниже, чем для односторонней. 

Итак, свойотва двусторонней системы определяются значе­
нием коэффициента ̂  , которое зависит от скорости движения 
проводника и геометрии системы. Займёмся вычислением упомяну­
той зависимости, для чего положим во второй из формул (10) 
£ * 1 и выразим $ I 

Ч#|' * (1С) 
Пусть ̂ (х^,*) есть распределение плотности вихревых 

токов в проводнике в присутствии одного верхнего источника. 
В силу вертикальной симметрии при 1=1 распределение вих­
ревых токов будет иметь вид £(аОДХ)­"^ (&>у,- *У • Как указы­
валось выше,продольная (тормозящая) составляющая силы про­
порциональна мощности даоулевых потерь в проводнике, то 
есть интегралу от квадрата плотности вихревых токов. Таким 
образом, 

Интегралы в (14) распространяются на весь объём проводника, 
зависимость J от координат X и ^ явно не указана. Под­
ставляя (14) в (13) и учтя, что в силу вертикальной симмет­
рии 5}*(­«)<1А/ можно получить для £ следующее 
представление: 

Как видно из приведённой формулы, для полного описания 
свойств двусторонней системы достаточно знать распределение 
вихревых токов в односторонней системе той ке геометрии. 



Следует отметить, что с точки зрения техники вычислений фор­
мула (16) удобнее прямого расчёта вихревых токов в двусто­
ронней оиотеме, так как при Ь = 1^/11 этот расчёт сопряжён 
с потерей точности вследствие вычитания близких величин. 

Воспользуемся формулой (15) для отыокания дгйпвэона воз­
можного изменения параметра . Оценивая интеграл вычисли­
теле с помощью неравенства Гёльдера С 2 3 и пользуясь верти­
кальной симметрией системы, нетрудно доказать, что , 
причём ^=­1 в том и только том случае, когда Т(%}шЪ1 . 
(Эти два случая представляют особый интерес,_

так как"при 
1г*лк, ~ 0 0 )•

 в действительности ни 8дин иэ упомяну­
тых случаев не может быть реализован в точности, так как 
плотность токов убывает по направлению от верхней поверхно­
сти вглубь проводника, тем не менее распределения ^ (2) и 

могут быть весьма близкими, если толщина проводника 
Т намного меньше толщины скин­слоя ­о~. Таким образом, 
диапазон изменения параметра ^ имеет вид ­ К ^ щ ^ ^ * \. 

Важным следствием изложенного является тот факт, что па­
раметр качества двусторонней системы ^ и > может быть сколь 
угодно высоким при заданной толщине проводника. В самом де­^ 
ле, пусть характерный волновой вектор истсчннка К~&к2»*Н^у 
стремится к нулю. Тогда, согласно результатам раздела I, па­
раметр качества односторонней системы &'° отремитоя к конеч­
ному пределу £АТ , а толщина скин­слоя Х*­»00 , откуда 

(1
г , )

^ т я ж­» °° . Указанный факт обуславливает коренное 
различие в свойствах односторонней и двусторонней систем. 

Исчерпывающую информацию о поведении параметра |* м<г на 
получить,подставив в (15) реальное распределение вихревых, то­
ков £(х,у, 2) . Учитывая сложный характер этого распределе­
ния (во многих случаях оно может быть найдено лишь числен­
но) , целесообразно иметь в распоряжении набор приближённых 
формул, пригодных для аналитического исследования. Можно по­
лучить весьма простую приближённую формулу, взяв в качестве 

J(x.,цt'k) . распределение токов, наводимых в проводящем полу­
пространстве под действием однородного однокомпонентного внеш­
него поля, синусоидально изменяющегося во времени. Названная 
формула имеет вид 



Если источником знсшкего поля считать движущуюся вдоль про­
водника "монохроматическую" тсковую систему (то есть, систе­
му, пространственный спектр которой содержит лишь одну ком­
поненту с валковым вектором К» = к.х

е

х
 + ̂ е

з ), то можно полу­
чить для у следующее представление, которое несколько бли­
же отвечает реальной ситуации: 

Здесь и, и V определяются так же, как в равенстве (6), На­
конец, если проводящее полупространство заметать плоским 
слоем татщины Т , форьула для ̂  пршет вид 

Формулы (16)­ (18) подтверждают результаты качественно­
го исследования точной формулы (15) и позволяют сделать не­
которые количественные оценки. Так, с помощью формулы (16) 
можно легко оценить нижнюю границу изменения параметра 
­ ¥ > Нетрудно видеть, что значение отвечает 
первому минимуму функции ($-Т1Ю. Соответствующее 
значение 5 является наигленьшим положительным корнем урав­
нения •х^З­'&Е , и его о достаточной степенью точности мож­
но считать равным 5$С/ч , откуда ̂ ^^0,0 4 \ Таким обра­
зом, отрицательные значения £ весьма малы по абсолютной 
величине, следовательно, при ^сО относительный параметр 
качества й может лишь незначительно превышать единицу, 
так, при $ТА1Н~-0,0Ч ЧтАх~*>°°1 • ^ 1 е т о

 п о э т о й причи­

не случай /¿­0 был выше охарактеризован как не пред­
ставляющий практического интереса. Вообще, можно заметить, 
что из­за быстрого роста знаменателя в правой части (16) 
двусторонняя система обеспечивает значительный выигрыш в 
параметре качества лишь при малых Т/5" , а при прочих зна­
чениях этого отношения (к ним относятся и области отрицатель­
ности ̂  ) преимущество двусторонней системы утрачивается. 

Формула (18) позволяет выяснить асимптотическое поведе­
ние параметра качества при малой толщине проводника Т . Из 
представления. (6) следует, что параметр качества односторон­
ней системы стремится к нулю при Т-*0 , точнее ?>%0(1). 
В случае двустороннеЁ системы дело обстоит иначе. Из формулы 

О 



Статья поступила 27 февраля 1981 года. 

(18) можно получить, что J*= i-tfsCKT) +0(Т ) , откуда в си­
лу (12) tmax^ S + 0(0 • Таким образом, р ^ П л а д K'^­ft 

В заключение отметим, что при использовании двусторон­
ней системы за повышение параметра качества приходится пла­
тить снижением удельной вертикальной силы на единицу силы 
тока источника. Это видно из формул (9), которые показыва­
ют, что удельная вертикальная сила в двусторонней системе 
всегда ниже, чем в односторонней тойике_геометрии. В допол­
нение к этому, как явствует из формул (12), неограниченный 

о 
рост параметра качества предполагает выравнивание токов в 
верхнем и нижнем электромагнитах, и, следовательно, исчез­
новение вертикальной составляющей силы. (При этом горизон­
тальная сила стремится к нулю быстрее вертикальной, что и 
^обеспечивает неограниченный рост параметра качества). Сни­
жение вертикальной силы можно скомпенсировать без ущерба 
для параметра качества взаимно пропорциональным увеличени­
ем силы тока в обоих электромагнитах. Если названные элект­
ромагниты являются сверхпроводящими, то такое увеличение не 
связано с дополнительными энергетическими затратами, но всё 
же оно лимитируется токонесущей способное\ью сверхпроводни­
ка и, возможно, иными конструктивными соображениями. Следо­
вательно, этими.же факторами ограничивается в конечном счё­
те и практически достижимое значение параметра качеотва. . 

Несмотря на указанные ограничения, система с двусторон­
ним источником представляет значительно более богатые возмож­
ности для повышения параметра качества, чем её односторонай 
аналог. 
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ОБ ОДНШ МЕТОДЕ Ш0Г0МЕРН0Й УСЛОВНОЙ ОШИМИЗАШШ 

Во многих практических задачах, связанных, в частно­
сти, о разработкой устройств автоматической сборки и ком­
плектовки при помощи электромагнитных методов, возникает 
вопрос о расчёте динамики системы многих твёрдых тел в 
электромагнитном поле. Такого рода задачи можно решать, 
составляя систему электромеханических уравнений движения 
для каждого тела рассматриваемой системы и решая её С 1 1 , 
что является достаточно сложной задачей. Частным случаем 
етой проблемы является задача о расчёте равновесной конфи­
гурации определённой системы в статике. Возможен следующий 
подход к этой задаче. 

Систему тел, взаимодействующих в электромагнитном по­
ле, можно характеризовать потенциальной энергией 

W- W(^t> ..:,XhftBe,b^...)i (I) 
где X l t ...,Хд/ ' ­ координаты тел, входящих в систему, 
Ее,fe0 ~ внешние электрическое и магнитное поля; энергия 
может зависеть и от других параметров системы и внешних 
воздействий. Если тела, входящие в рассматриваемую систе­
му, расположены в каком­то смысле упорядоченно, то можно 
пытаться ввести некоторые параметры, характеризующие систе­
му в целом (типа координационного числа, параметров симмет­
рии и т.п., как это делается, например,, в физике твёрдого 
тела при описании кристаллов). $©гда энергия будет зави­
сеть от значительно меньшего числа параметров, поэтому во­
прос о степени упорядоченности конфигурации системы пред­



ставляетоя весьма важным. 
Реальной'равновесной конфигурации системы, очевидно, 

должен соответствовать минимум потенциальной энергии (I), 
достигающийся при ограничениях, обусловленных свойствами 
рассматриваемой системы. Таким образом, равновесную кон­
фигурацию системы можно найти как решение задачи условной 
минимизации: найти Шиь \л/ при условиях 

, (2) 
, 1,..,,^ .(3) 

Як^^'®*' *** (4) 
Страничешад (2) представляют собой условия локализации тел 
системы в ограниченной области в случае простой формы этой 
области, (3) ­ аналогичные ограничения для области более 
сложной формы (либо какие­то другие ограничения), (4) ­ ха­
рактеризуют возможные жёсткие связи между телами системы. 

Возможно, что система имеет несколько равновесных кон­
фигураций, тогда задача оптимизации является многоэкстрема­
льиой. В таком случае, видимо, желательно на ограничивать­
ся поиском глобального минимума, а пытаться определить все 
локальные минимумы. 

Возможность реализация такой методики расчёта равно­
весной конфигурации, очевидно, зависит от наличия численных 
алгоритмов, поавсигяющйх эффективно решать поставленную за­
дачу условной оптимизации. Целевая функция (I), очевидно, 
является нелинейной, нелинейность может появиться и в огра­
ничениях. Кроме того, в практически важкых случаях можно 
ожидать, что либо аналитический расчёт влектромагннтного 
поля окажется невозможным и потребуется применение конечно­
разностных методов, либо решение получится в виде разложе­
ния в ряд ̂ о еяевдальннм функциям, эллиптических интегра­
лов и т.п., поэтому предположение о непрерывной дифферен­
цируемое ти и даже дифференцируемое ти целевой функции пред­
ставляется нецелесообразным. Следовательно, при построении 
эффективного алгоритма решения задач оптимизации такого ти­
па разумно с самого начала отказаться от градиентных мето­
дов. Наиболее многообещающими кажутся две группы методов: 
методы прямого'поиска, не требующие вычисления производных 



1 = 1 

где р1 ­ магнитный момент I ­ого диполя, ­ расстояние 
между с ­ым и < ­ым диполями. Если учесть взаимное влияние 
диполей на магнитные моменты друг друга, то магнитные мо­
менты определяются из системы уравнений 

У 1

~ чЧ (а Л * 

с к 
(6) 

где V ­ объём ДИПОЛЯ» <*/ ­ коэффициент поляризуемости. 
Бели диполи постоянны, то матрица системы (6) диагональна. 
В случае однородного внешнего поля в качестве целевой функ­
ции удобнее выбрать только положительную часть энергии 

Г У ЛЯ« 

к** 

(7) 

поскольку отрицательная часть (5) представляет собой посто­
янную добавку. Введём на плоскости полярную систему коорди­
нат, тогда ограничения выглядят следующим образом: 

(типа оимплекс­метода), и методы случайного поиска. В на­
стоящей работе рассматривавтоя один метод* относящийся к 
первой из укаванных групп, 

Для практической проверки применимости численных алго­
ритмов оптимизации была рассмотрена следующая относительно 
проотая задача. Требуется найти равновесные конфигурации 
системы К/ магнитных диполей, локализованных на плоскости, 
в круглой области радиуса К е , о наложенным поперечным 
магнитным полем 6 6 . Граница немагнитна, условие на грани­
це ­ механическое С 2 3, В такой системе между диполями воз­
никают силы отталкивания, что приводит к образованию неко­
торой .структуры и может быть использовано, в частности, для 
создания электродинамических устройств кассетирования С 3 3. 
Потенциальную энергию такой системы можно запиоать как 



0*Щ « 2 £ , 1 * 1 , ; . . . ^ О) 
Такшл образом, поставлена задача минимизации функции 

(7) при ограшчениях (8) и (9). 
В качестве наиболее многообещающего метода прямого по­

иска был выбран комплекс­метод Бокса С 4 1, "простой, удоб­
ный алгоритм, с успехом применяемый для решения различных 
задач оптимизации" С 5 1. На преимущества комплекс­метода 
по сравнению с другими методами прямого поиска указывается, 
в частности, и в С 6 ] . Вкратце идея комплекс­метода тако­
ва: 

I. В М ­мерном пространстве переменных строится "на­
чальный комплекс" ­ фигура, состоящая из Ь ̂  М + 1 вершин, 
по следующему правилу: 

где и Р£ определяют диапазон изменения каждой перемен­
ной: 

< М Л * * А ' (II) 
а &с - псевдослучайные числа, равномерно распределённые 
на интервале [ о , I I . 1-, ­ая точка начального комплекса ­
"начальная точка" ­ выбирается так, чтобы она удовлетворя­
ла всем ограничениям задачи. Если какая­либо точка началь­
ного комплекса нарушает ограничения, её помещают в середи­
ну отрезка, соединяющего исходную точку с центром тяжести 
уже выбранных вершин, до тех пор, пока все точки начально­
го комплекса не будут удовлетворять всем ограничениям зада­
чи. 

2 _мчислягот значения целевой функции во всех точках 
начального комплекса и затем "худшую точку" ­ точку, где 
целевая функция максимальна ­ отражают относительно цент­
ра тяжести остальных точек 

о закону <| 

Х а , ( 1 3 ) 

где об >I ­ коэффициент отражения. Если полученная новая точ­
ка нарушает ограничения вида (II), то её помещают в допусти­



мую точку вблизи нарушенного ограничения; если нарушено ка­
кое­либо другое ограничение, то коэффициент отражения о<, 
делится пополам. 

3. Вели целевая функция в новой точке меньше, чем в 
заменяемой, то возвращаемся к этапу поиска худшей точки, 
если нет, то коэффициент отражения оС делится пополам. 

4. Поиск ведётся до тех пор, пока целевая функция не 
будет мало меняться в течение пяти последовательных шагов. 

Характерными особенностями рассматриваемой задачи явля­
ются: 

1) многомирнооть; 
2) клогоэкотремальность; 
3) активность многих ограничений; 
4) различная зависимое:ь целевой функции от радиальных 

а угловых координат. 
Определим сразу примерную размерность задачи. Ограничим­

ся оиотемами, состоящими из такого количества диполей, что 
непосредствен­'ое решение системы электромеханических уравне­
'ний уже достаточно сложно, а отатистические законы распреде­
ления применять ечё нельзя, т.е. /V ­ 10­25. Соответственно 
размернооть задачи оптимизации ГА• 20­50. Среди известных 
успешных реализаций комплексного поиска в оригинальной рабо­
те С 4 1 расоматпиваются задачи размерности 5 и 2, в работе 
С 7 ̂! ­ размерности 4 и 6 , в С 6 3 ­ размерности 8, в С 8 1 
и С 9 3 ­ размеры.оти 5, в С 10 3 ­ также размерности до 5 
для наиболее популярных тестов, в С II 3 ­ размерности 12 с 
8­ю ограничениями в виде равенств, что позволило провести 
редукцию размерности до 4. По­видимому, наибольшая размер­
ность задачи, для решения которой с успехом применялся комп­
лекс­метод ­ 18 С 12 1. Таким образом, можно ожидать, что 
многомерность вадачи (а также другие вышеуказанные её особен­
ности) приведёт к неос;:одалости некоторой модификации комп­
лекс­метода, адаптации его к конкретной проблеме. 

Остано*виктя подробнее на существенно важной стадии по­
строения начального комплекса. Авторы С 7 ] относят случай­
ный способ выбора всех (кроме начальной) точек начального 
комплекса к недостаткам метода (эту точку зрения разделяют и 
авторы С 5 Л) и предлагают неслучайный способ построения началь­



него комплекса из 1­, =2М + 1 точек по правилу: 

или хс^Ь1У Г х $*ы, г-1,...,гм ( 1 4 ) 

Х­̂ ­ -%-Со> длх остальных. С г 

где (х.10,х,Л10>=&мо) ­ Начальная точка. Такой способ по­
строения начального комплекса имеет ряд недостатков. Так, 
очевидно, что, если & ­ая координата начальной точки 

То К ­ая координата центра тяжести близка к X к о , поэтому 
при замене худшей точки К* ­ая координата будет существенно 
меняться только в том случае, если она равна & к или Ьк 

(отметим, что аналогичная картина наблвдаетоя даже, если 
условие (15) не выполняется^в Интересующем нас случае зада­
чи большой размерности). При вполне естественном допущении 
о близости начальной точки к центру допустимой области вряд 
ли удастся "растянуть" комплекс, кроме того, поиск приобре­
тает покоординатный смысл, что чревато опасностью попадания 
в овраг (кстати, та же опасность появляется и при использо­
вании модификации, предложенной в С 8 .1 ­ применении метода 
золотого сечения для поиска минимума по направлению, вместо 
отражения с уменьшенным наполовину коэффициентом об). 

С другой стороны, ряд авторов указывает и на положитель­
ные стороны случайного способа построения начального комп­
лекса: устранение (по сравнению о обычным симплекс­методом) 
трудностей выбора начального масштаба С 13 Л, возможность 
повторить поиск с той же начальной точки в случае неудачи 
С Ю 3, возможность использования метода 'для определения 
глобального минимума, многократно проводя йоиек с использо­
ванием различных ̂начальных комплексов С II 3 , Существенно, 
что в t 7 3 предлагается в случае неудачи повторять поиск, 
изменив начальную точку, то еоть успех неслучайного пояска 
определяется удачным выбором начальной точки, который аро­
блематичен без использования каких­либо дояейШЯТелышх сооб­
ражений о вероятном расположении минимума. Таким образом, . 
модификацию С 7 3 можно трактовать как попытку использования 
дополнительной информации о вероятном положении экстремума. 
Однако, ту же идею можно реализовать, сохранив преимущества, 



' ­ 40 ­
связанные со случайным опособом построения начального комп­
лекса, например, задавать одну из точек'начального комплек­
са вблизи вероятного минимума (когда одна из точек началь­
ного комплекса находится вблизи минимума, процеоо быстро 
сходится С 13 % а остальные отроить в соответствий с (10). 
3 нашем конкретном случав информацию о вероятном положении 
минимума можно получить, исходя из соображений симметрии, 
из данных эксперимента и результатов предыдущих расчётов, 
а также при помощи зависимостей целевой функции от какой­
­либо одной координаты, когда остальные координаты фиксиро­
ваны. Как показал численный эксперимент, поиок может быть 
успешно осуществлён без использования такого рода информа­
ции, если размернооть задачи не превышает 12­14} при М>14 
сходимости не наблюдается. Если же задавать начальную точ­
ку вблизи вероятного минимума, то процеоо сходится к этому 
минимуму при М~40. Величина окреотности минимума <Г , в 
которую должна попасть начальная точка для успешного завер­
шения поиска, зависит от количества локальных минимумов г 
их относительной глубины. Чем больше минимумов и чем бли­
же значения целевой функции в них, тем меньше $ , Следова­
тельно, в нашей задаче наибольшую трудность составляет рас­
чёт равновесных конфигураций о высокой симметрией. Кроме 
того, сГ уменьшается с ростом М , Значения целевой функ­
ции в начальной точке и в точке минимума для некоторых кон­
фигураций приведены в табл, I.» 

20 22 28 38 

конфигурация 2 ­ 8 2 ­ 9 4 ­ 10 I ­ Б ­ 12 
0,07202133 0,09561843 0,2116005 0,5547162 
0,07185765 0,09572944 0,2114763 0,5541700 

Табл. I 
Значения целевой функции в начальной точке й в миниму­

ме (примеры). М ­ размерность задачи, "конфигурация" ­ рас­
положение диполей по СЛОЯМ (см. С 14 ],^ног И ̂ тхп, - энер­
гия (в безразмерной форме) в начальной точка й в минимуме со­



ответственно. 
Перейдём.теперь к рассмотрению особенностей, связанных 

с многоэкстремальностью задачи. Алгоритмическая многоэкст­
ремальность выражается в наличии различных минкмалей (в со­
ответствии с удобной терминологией С 15 3) в М ­мерном про­
странстве переменных, соответствующих физически эквивалент­
ным равновесны!'.'': конфигурациям системы диполей, и появляет­
ся из­за инвариантности целевой функции относительно поворо­
та всей системы ка произвольный угол у , трансляции по Ъ , 
а также взаимных перестановок двух или более диполей. Поэто­
му разумно попытаться сузить область поиска таким образом, 
чтобы функция в суженной области была унимодальной. Для это­
го, во­первых, наложим дополнительное ограничение в виде ра­
венства 

У<=°, (16) 
т.е. фиксируем угловую координату одного из диполей. С вычис­
лительной точки зрения удобнее не рассматривать (16) как 
ограничение в виде равенства и не уменьавтъ на единицу раз­
мерность задачи, а сразу перевести весь комплекс в соответ­
ствующее подпространство, положив для всех точек начального 
комплекса 

Во­вторых, для устранения многоэкстремальнооти из­за инва­
риантности целевой функции относительно перестановок дипо­
лей, после построения начального комплекса следует упорядо­
чить координаты каждой вершины таким образом, чтобы все они 
оказались в окрестности одного и того же алгоритмического 
минимума. В ФОРТРАН­программе, реализующей излагаемый алго­
ритм, для этой цели используется перенумерация координат каж­
дой точки начального комплекса в порядке возрастания угла; 
применяется процедура сортировки массива. 

Помимо алгоритмических, целевая функция (7) может иметь 
и несколько различных физических экстремумов, соответствую­
щих физически различным конфигурациям (см. рис* 1,2 в С 14 
Из­за этого, в частности, возможна несходимоств метода, ко­
гда точки комплекса локализуются вблизи различных физиче­
ских минимумов (критерием сходимости, видимо, следует счи­
тать стягивание комплекса в точку). Поскольку нас интересу­



ют все возможные равнозеспые конфигурации, в процессе счё­
та следует пытаться обнаружить все локальные физические ми­
нимумы, задавая начальную точку, кале указывалось выше, вбли­
зи каждого п" них. Вероятность появления той или иной рав­
новесной конфигурации определяется начальными условиями и 
зависит от "области притяжения" данного минимума, т.е. об­
ласти монотонности функции в окрестности данного минимума. 
Оценить эту вероятность можно сравнением относительной глу­
бины минимумов; 

Рассмотрим теперь вопрос о критерии останова. Критерий, 
предложенный в £ 4 3 , представляется не особенно удачным, 
ведь возможна такая ситуация, когда уменьшение коэффициен­
та оО не приведёт к сколько­нибудь заметному изменению це­
левой функции (например, если центр тяжести и худшая течка 
лежат на одной линии уровня). В С 16 3 предлагается отра­
жать не худшую, а точку со второй по величине целевой функ­
цией, если коэффициент оО стал меньше заданной величины о6с 

(Б С 16 3 сС 0=Ю ). Очевидно, выбор оС 0 сильно ограничива­
ет точность определения мянимали, поэтом;/ более логичной 
представляется такая модификация: если после 5­кратного 
уменьшения оО (независимо от его абсолютного значения) не 
достигнута точка с меньшим значением целевой­функции, то 
производим отражение точки комплекса со второй по величине 
целевой функцией, затем с третьей и т.д. Поиск прекращается, 
когда отражение всех точек комплекса не даёт уменьшения це­
левой функции. 

Упомянем ещё о двух полезных изменениях алгоритма Бок­
са. В С ? 3'предлагается з случае, если после отражения худ­
шей точки мы получили точку с меньшим, но максимальным сре­
ди точек комплекса значением целевой функции, на следующем 
шаге заменять не худшую, а точку со второй по величине це­
левой функцией ­ для устранения осцилляции относительно 
центра тяжести. 

Рекомендация Бокса С 4 3 о помещении точки вблизи гра­
ницы в случае нарушений! ограничения Вида (II) (конкретнее, 
на расстоянии 0.С00001 размера допустимой области С 4 3 ) 
не представляется­.удачной. Зо­первкх, надо иметь в вигу, 
что з нашей задаче Многие ограничений являются активными. 
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т.е. минимум достигается вблизи граница, в шогомервом уг­
лу. Поэтому нам выгоднее, чтобы все координаты приближа­
лись к оптимальным значениям .по возможности более равномер­
но, иначе либо коэффициент отражения сС будет йреждёвреьйн­
но уменьшаться, либо соответствующая координата всё равно 
вернётся внутрь области. Во­вторых, это может привести к 
зацикливанию*, если коэффициент оО еще не достаточно мал, 
а нагл требуется большая точность определения минимллк.. 
В­третьих, как указано в С 16 3 и С 17 Л, использование это­
го правила резко увеличивает вероятность вырождения комплек­
са, перехода его в подпространство. Подтему лучше использо­
вать правило о делении коэффициента пополам в случае на­
рушения любых, ограничений. 

Выше говорилось о различной зависимости целевой функ­
ции от радиальных и угловых координат. Зто приводит к тому, 
что минималь достигается в первую очередь для радиус­векто­
ров диполей и, поскольку коэффициент отражения об к этому 
времени уже весьма мал, углы определяются с гораздо худшей 
точностью. Для устранения этого явления были введены два 
различных коэффициента отражения для радиальных и угловых 
координат:оС г и оС ̂ . это приводит к тому, что поиск не всег­
да осуществляется вдоль прямой, соединяющей худшую точку и 
центр тяжести, но зато позволяет более точно определить оп­
тимальные значения углов. Кроме того, .значительно возраста­
ет способность комплекса двигаться вдоль границы, что при­
вело к успешной реализации поиска для таких вариантов зада­
чи, для которых алгоритм с оС г=оС^ не работал. Следует бт> 
метить, что вводить эту модификацию необходимо только при 
большой размерности задачи, начиная с М ­ 1 4 . При М^12 ал­

горитм поиска с о(/г=сс^ приводит к цели за значительно 
меньшее число шагов при той же точности определения миниму­
ма. 

Рассмотрим, наконец^ вопрос о выборе параметров алго­
ритма. Для количества точек в комплексе в С 4 3 рекомендо­
вано значение Ь=<2,М » впрочем, "при К > 5 такая величина 
может быть слишком большой" С 5 3. Для задач большой размер­
ности лучше брать значение Ь =1,5 М (поскольку физическая 
область двумерна,М всегда чётное), тогда успешный поиск ­



требует меньшего количества шагов при той же точности опре­
деления минимума функции (табл. 2). 

16 16 • 18' 18 

конфигурация 0 ­ 8 1 ­ 7 0 ­ 9 1 ­ 8 
гь при С =2 М 2820 2480 3750 2980 
Л/ при и =1, Б М 1880 167С 2570 199С 

Табл. 2 
Еазисимость числа шагов поиска от количества точек в 

комплексе. П ­ размерность задачи, и ­ число точек в комп­
лексе, Л/ ­ ксличеотво шагов поиска, "конфигурация" ­ распо­
ложение диполей по слоям (см. Ц14 3). 

Что касается выбора численного значения коэффициента от­
ражения , то, на наш взгляд, "•­о не является существен­

ным. 3 С 4 1 рекомендуется значение об =1,3, в С 8 3 утверж­
дается, что наилучшее значение об ­1,62. Поскольку роль это­
го коэффициента состоит в том, чтобы не дать комплексу преж­
девременно стянуться в точку, то значение <Ь следует увеличи­
вать, если такое нежелательное явление наблюдается, В расчё­
тах автора было принято об =1,3. 

При большой размерности задачи для достаточно точного 
определения минимали требуется весьма маленькое значение точ­
ности определения минимума £, , т.е. критерия "малого измене­
ния" целевой функции на протяжении пяти последовательных ша­
гов. С целью определения разумного значения 6 был проведён 
численный эксперимент, результаты которого отражены в табл. 
3. Расчёт проводился при М =10, при одном и том же началь­
ном комплексе, счёт вёлся с двойной точностью. 

— { р ю ' ­ ю 1 с Г ы 1 0 ­12 1 0 ­ 1 з ­

Ця^'Ю" 0) 5,957894 5,956673 5,953770 5,953764 5,953764 5,953764 
~7й * 3060 4231 6887 6963 7070 7949 

Табл. 3 



Точность определения минимума и чиоло шагов поиска при 
•различных 6, £ ­ параметр в критерии останова, ̂ т0п, ~ мини­
мальное значение целевой функции (в безразмерной форме), 
гъ ­ число шагов поиска. 

Для численных расчётов было выбрано значение & =10~"^, 
Изложенный алгоритм был реализован в виде прогр&'лмк для 

ВС ЭВМ. К сожалению, ввиду значительных затрат машинного вре­
мени ( а 75 минут на ЭВМ ЗС­1022 при М =28 и 125 минут на 
ВС­1033 при М *г38) не удалось более подробно исследовать эф­
фективность различных модификаций метода и зависимость ско­
рости сходимости от параметров алгоритма, Тем не менее, мож­
но заключить, что изложенный алгоритм эффективно работает 
для рассмотренной задачи и родственных ей. К основным его 
недостаткам, видимо, следует отнвоти необходимость дополни­
тельных исследований с целью получения информации о вероят­
ном положении мишюлума. 

ЛИТЕРАТУРА 
1. Сермонс Г.Я. Динамика твердых тел в электромагнитном 

поле.­Рига, 1974.­248 с. 
2. Цилевич В.Л. Применение метода многомерной условной 

минимизации для расчета конфигурации системы диполей во внеш­
нем электромагнитном поле. .­ Известия АН ЛатвССР, сер.физ.и 
техн.наук, 1981, №2 (в печати). 

3. Жук В.В. Электродинамический метод кассетирования де­
талей.­Рига : ЛатНИИНТИ, I979.­46 с. 

4» Box M.J. A new method of constrained optimization and, 
a comparison with other methods. ­ The Computer Journal,1965, 

v.8, Nol, p. 42 ­ 5 2 . 

5.Численные методы условной оптимизации/ Ред. Ф.Рллл, 
У.МюрреЙ.­М. ,1977.­290. с. 

t 6. Friedman P., Pinder K.L..Optimization of a Simulation 
Model of a Chemical P l a n t . ­ Ind.Eng.Chem.Process Des.Develop., 
1972, v.II, No.4, p.512­520. 



7. Mitchell R.A., Kaplan J.E, Nonlinear Constrained Opti­
mization by a NonrandoEi Complex Method. ­ Journal of Res.Hat. 
Bureau of Stand, ,­1968, v.72c, No.4, p.24­9­258. 

8.
 f
*meda Т., Ichikawa A. Modified Complex Method for Op­

timization, ­ Ind,Eng.Chem.Process Dee.Develop., 1971, v.10, 
No.2, p.229­236. 

9 . Umeda T« Optimal Design of an Absorber­Stripper Sys­
tem. ­ Ind.Eng.Chem.Process Des.Develop., 1969, v.8, No.3, 
p.308­317. 

10. Qhani S.N. An Improved "Complex" Method of Function 
Minimization. ­ Computer Aided Deeign, 1972, No.I,p,71­78. 

11. Adelman A«, Stevens F. Process Optimization by the 
"Complex" Method, ­ Aoer.Inet.of Chem.Eng.Journal, 1972,No.I, 
p.20­24. 

12. Umeda T,, Nishio M., Komatsu S. Method for Plant Data 
Analysis and Parametres Estimation. ­ Ind.Eng.Chem,Process 
Des.Develop., 1971, V.IO, No.2, p.236­243i_. 

13. £рмуратский П.В. Модификации симплексного метода оп­
тимизации. ­ Труды МЭИ, 1969, вып.66, с.121­126. 

14. лук В.З., Цилевич Б.Л, Численное и экспериментальное 
исследование равновесия системы диполей во внешнем поле. ­
В кн.: Электродинамика и механика сплошных сред. Применение 
численных методов. Рига:ЛГУ им.Л.Стучки, 1981, с. 

15. Стоян Ю.Г., Соколовские В.З. Решение некоторых много­
экстремальных задач методом сужающихся окрестностей.­Киев, 
I960.­208 с. 

16. Guin J.A. Modification of the Complex Method of Con­
strained Optimization. ­ The Computer Journal, 1968, v.10, 
Ho.4, p.4I6­4I7.^ 

17. Keefer D.L. Simpati Self­Bounding Direct Search Methoc 
for Optimisation, ­.Ind.Eng.Chem.Process Des.Develop., 1973, 
v.I2, Ho.I» p.92­99* 

Статья поступила 5 января 1981 года 



Межвузовски? сборник научных трупов 
ЭЛЕКТРОДИНАМИКА И МЕХАНИКА С11Л0ШХ СРЕД 

Применение численных методов 
1981, Рига, ЛГУ им.Д.Стучки, с. 47­55 

УДК 621.757 ; 538.65 
В.В.Жук Б.Л.Цилевич 

Институт физики АН ЛатвССР ЛГУ им.П.Стучки 
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РАВНОВЕСИЯ СИСТЕМУ ДИПОЛЕЙ ВО ВНЕШНЕМ ПОЛЕ 

В С I 3 получено уравнение состояния системы 1*1 диполей 
в поперечном магнитном поле. Диполи, взаимно отталкиваясь, 
перемещаются в ограниченной плоской области (круге), обра­
зуя определенную структуру. Полученное а С I 1 уравнение 
состояния основывается на предположении об образуемой струк­
туре как гексагональной. Уравнение состояния используется 
для описания процесса комплектования стержневых ферромагнит­
ных элементов. * 

Явление образования структуры диполями в плоской ограни­
ченной области в поперечном магнитном поле может быть ис­
пользовано для группового кассетирования деталей электромаг­
.нитными методами С 2 1 . 3 таком случае желательно знать точ— 
ное положение каждой детали (диполя) в области кассетирова­
ния. Уравнение состояния, используемое для описания процес­
са ввода­вывоца деталей, также требует уточнения на основе 
более точных сведений о структуре. 

Для получения такой информации в С 3 1 была сделана по­
пытка численного расчета конфигурации системы. С этой цель™ 
была поставлена задача нелинейного программирования, где в 
качестве минимизируемой целевой функции выступала потенци­
альная энергия системы: „. 

где p¿ ­ магнитный дипрльный момент ь ­огс тела, о ­ маг­
нитная индукция, & í t t­ расстояние «ежду i-val и Л­ым д..­1 



полями, М ­ общее количество диполей. Поскольку существен­
но, что диполи находятся в ограниченной области, необходи­
мо решать задачу условной оптимизации с ограничениями (в 
­полярных координатах): 

0 4 ^ < 2 £ , иц^??. »Щ (2) 
где & 0 ­ радиус области локализации диполей. 

Для решения задачи применялся модифицированный комп­
лекс­метод С 4 1. 

Задача в такой постановке является многоэкстремальной, 
причём имеет место как алгоритмическая, так и физическая 
много экстремальность (см. ниже рис. 2). Часть алгоритмиче­
ских минимумов удалось исключить наложением дополнительных 
ограничений и модификацией алгоритма расчёта С 4 3. Тем не 
менее, очевидно, что целевая функция имеет несколько локаль­
ных минимумов, соответствующих различным возможным равновес­
ным конфигурациям системы. Появление той или иной конфигу­
рации зависит от начальных условий. Вероятность появления 
определённой конфигурации определяется "областью притяже­
ния" соответствующего минимума, т.е. областью монотонности 
целевой функции ­ энергии ­ в окрестности этого минимума. 
Впрочем, оценить эту вероятность можно, по­видимому, срав­
нением глубины минимумов. Поэтому при численном расчёте 
осуществлялся поиск не только глобального, но и локальных 
минимумов. 

Были рассчитаны возможные равновесные конфигурации си­
стемы диполей при № = 2,...14. Учитывая сравнительно боль­
шие затраты машинного времени, при Е̂/> 14 рассчитывались 
только. отдельные, представляющие наибольший интерес, кон­
фигурации системы. Пример результатов расчёта ­ возможные 
равновесные конфигурации для системы из 14 диполей ­ пока­
зан на рис. I. В табл. I приведены значения энергии систе­
мы в безразмерном виде, а в табл. 2 ­ значения отношения 
радиусов внутреннего и внешнего слоев для различных равно­
весных конфигураций. 

Отметим, что значительные трудности встретились при 
расчёте конфигураций, обладающих высокой угловой симметри­



Рис. I. Возможные конфигурации оиотемы диполей для М »14. 
На рис. I б |з>о6. 

10 II 12 13 14 

0 0,08184 0,11842 ­ • м т 

I 0,06841 0,09730 0,13642 0,18467 0,24712 

2 0,07186 0,09672 0,12701 0,16750 0,21904 

3 . ­ 0,10329 * 0,16366 0,20679 

4 ­ 0,17422 0,21148 
. — 

Табл. I. Энергии различных равновесных конфигураций. М ­ об­
щее число диполей, ­ число диполей во внутрен­
нем слое. ' » • 



. / # f 

ей (например, N =12 я NbH =3, JV t H «4, где N(,H~ число 
диполей во внутреннем олое, ом. Ç 4 3). 

Наряду с численными расчётами была поставлены опыты о 
плавающими магнитами, аналогичные описанным в С 5 3. В 
Г 5 3 исследовались процессы симметризации и деосиметриэа­
ции в системе N =1,,.«18. магнитных поплавков в неограни­
ченной области, В частности, утверждалось, что при Ы> 18 
структура системы поплавков в среднем не отличается от 
плотнейшей упаковки (гексагональной). 

В отличие от Г 5 3 поплавки помещались в ограниченную 
кольцом (й,„=150 мм) область. Наблюдалось изменение равно­
весного взаимного расположения поплавков при изменении их 
количества от I до 150, 

Среднее расстояние между поплавками, наблюдаемое в экс­
перименте, хорошо оценивается выражением 

(3) 
полученным исходя из величины вредней площади, приходящей­
ся на ­один поплавок. 

В структуре поплавков хорошо выделяютоя группы поплав­
ков в виде концентрических границе колец. Ив (3) оледует, 
что число колец Должно равняться 

f t f l « ) 
•где С J ­целая часть числа. 

На рис. 3 показана степень совпадения этого правила с 
наблюдаемым на опыте числом Колец. 

Боли исходить из среднего расстояния между соседними 
­поплавками, то число, поплавков в i ­ом кольце 

е

о ­ радиус ь —ого кольца (б) 
так как расстояние Между соседними кольцами по радиусу также 
равно 

^ « 4 * (в) 

Следовательно, при таких предположениях осесимметрично­
му расположению поплавков должно соответствовать следующее 



Рис. 2. Зависимость энергии конфигурации 4 ­ 10 (см. рис. 
I г) от угла поворота внутреннего слоя относитель­
но внешнего (угол ̂ 1 на рис. I г, угловые коорди­
наты остальных диполей во внутреннем слое изменя­
ются по закону У1-Ч< + %и-0, <­ = 1....4, диполи 
пронумерованы в порядке возрастания угла). 

. 10 II 12 13 14 

2 0,3268 0,3189 0,3151 0,3150 0,3050 

3 0,3949 ­ • 0,3800 0,3750 

4 - - 0,4349 0,4300 

Табл. 2. Отношение радиусов внутреннего и внешнего кольца 
для различных равновесных конфигураций (обозначе­
ния еи. табл. I). 



Рис. 3. Число слоев в зависимости от количества диполей: 
по формуле (5), 
экспериментальные данные. 



распределение поплавков по слоям: 0 или I ­ 6 ­ 12 ­ 18 ­
­ 24 ­ 30 ­ ... Такие конфигурации наблюдаются (рис. 4 а). 
В таком случае структуру можно получить повторением при по­
вороте на 60° группы поплавков, образующих определённую кон­
фигурацию. Структуры, отличные от конфигураций" с симметри­
ей 6. ГЪ , являются переходными с более низкой симметрией 
(рис, 4 6, в). С увеличением числа поплавков (М2> 90) пра­
вило (5) нарушается. Кольца сильно деформируются, появляют­
ся поплавки между кольцами и т.п. 

Следует отметить, что плотность поплавков на границе 
примерно в 1,5 раза выше, чем в среднем по области и прави­
ло (5) на них не распространяется. Очевидно, что число по­
плавков на границе может увеличиваться до максимально воз­
можного, т.к. обдаоть является выпуклой. 

В эксперименте наблюдалась зависимость образуемой равно­
веоной конфигурации от последовательности заполнения обла­
сти поплавками. Это связано с вышеупомянутой мяогоэкстре­
мальностыо энергии, т.е. о наличием нескольких равновесных 
конфигураций с приблизительно равной энергией для данного 
числа диполей N . 

При сопоставлении экспериментальных и численных резуль­
татов следует иметь в виду, что численные расчёты, требую­
щие значительных затрат машинного времени, проводились для 
сравнительно небольшого количества диполей. В эксперименте 
же при малой плотности диполей взаимодействие их было сла­
бым. Поэтому детального сравнения численных данных с экспе­
риментальными не проводилось. Различия в общих закономер­
ностях образования структур не наблюдалось. Таким образом, 
результаты численного расчёта и эксперимента дополняют друг 
друга. 

Следует отметить существенное влияние границы области 
на образуемую структуру. В численных расчётах, например, 
для 1̂  =7 и N а! 9 конфигурации 1 ­ 6 и 1 ­ 6 ­ 1 2 , соответ­
ствующие гексагональной структуре, не являются наиболее 
устойчивыми (табл. 3). В эксперименте отличие от гексагональ­
ной структуры проявлялось в появлении поплавков со средним 
числом соседей, равным 5. 



# ~ 3 * Н +17+29 

Рис 4. Примеры экспериментально полученных конфигураций 
системы диполей. 



конфигурация 0 ­ 7 1 ­ 6 0 ­ 6 ­ 1 3 1 ­ 6 ­12 

энергия 0,02084 0,02091 0,54749 0,55417 

Табл. 3. Сравнение энергий конфигураций, соответствующих 
гексагональному распределению, о энергиями других 
возможных конфигураций. 
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К ОШЩШВ ВЫСОТЫ И ­50РМЫ МЕНИСКА Б ИНДУКЦИОННОЙ 
' • ЭЛЕКТРОПЕЧИ 3 П'ДРОСТАТИЧЕСКСК ПРИБЛИЖЕНИИ 

Под действием электромагнитных­ {ЭЙ) сил и движения жид­
кого металла в индукционных вла .­­гоопечах (ИЗП) формируется 
свободная поверхность ­ мениск. 3 большинстве крупных про­
мышленных установок мениск достаточно сильно выражен Сь ин­
дукционных печах с холодным тиглем может осуществляться пол 
ное отжатие металла от отенок тигля;, и его форма существен 
но влияет на технологические процессы как на поверхности, 
так и в объеме расплавленного металла. 

Возможности экспериментального исследования мениска в 
промышленных установках ограничены из­за высокой температу­
ры и агрессивности среды, а в модельных экспериментальных 
установках ­ из­за сложности обеспечения физического и гео­
метрического подобия. Определение формы свободной поверх­
ности {с учетом влияния на нее движения) на основе решения 
'краевой задачи с нелокальным граничным условием для систе­
'мы уравнений магнитной гидродинамики является сложной вы­
числительной задачей, осуществимой только с привлечением 
ищящ ЭЗ/. (методика решения такой задачи предложена в ста­
тье Г I ] ) . Поэтому представляется целесообразным оценить воз 
модности использования гидростатического приближения для 
р^счеттз мек­.ска с пр/влечением различных математических мо 
делей ИЭП. В настоящей работе предлагается также уточненный" 



способ расчета высоты и формы мениска в гидростатическом 
приближении, основанный на конечно­разностной методике рас­
чета .ЭМ поля и сил С21. позволяющий учитывать влияние тор­
цевых эффектов жидкого металла и индуктора. 

I. Основные положения 

Для расчета высоты и формы мениска в гидростатическом 
приближении с учетом аксиальной симметрии необходимо: 

а) с использованием уравнений гидростатики определить 
угол Л наклона градиента давления, вычисленного на поверх­
ности Г с, к радиальному направлению (рис. I) 

*Ч з г / з г & Щ 1 

где { ъ , ~ радиальная и аксиальная составляющие плот­
ности безразмерной ЭМ силы на поверхности Г с, 

безразмерный критерий, характеризующий соотношение ЗМ силы 
и силы тяжести, Рг и АЬ ­ числа Фруда и Альфвена, 1Ь0 -

х̂арактерная магнитная индукция, $ ­ ускорение силы тяжес­
ти, Х 0 ­ радиус области, заполненной жидким металлом; 

б) координаты точек свободной поверхности находятся по 
формуле 

где £(о) - высота столба металла на оси симметрии, для оп­
ределения которой используется условие сохранения массы 

где Ьр - высота цилиндрической садки в невозмущенном со­
стоянии; 
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Рис. I. в> Зависимость коэффициента *С от высоты мениска. 

<5) форма мениска при к,* =1,5. ширма манника ш п/и =1, о. 
1 формула ( I I ) , =100, Пд =6. 
2 формул (17), <3=100, п| =6. 
3 ррмула ( I I ) , А =10, =6,07. 

эрмула (17) Г £> =10. Щ =7143. 
эрмула (24), Л, =25, /1̂  =¿1,63. 



в) высота мениска равна 

Методы расчета мениска отличаются приближением, исполь­
зуемым для формул (3), (5), а также распределением ЭМ силы 
на поверхности мениска, для нахождения которого обычно при­
меняются следующие модели Сз] : плоская или осесимметричная 
модель с проводящей областью к индуктором неограниченной вы­

соты; модели, в которых один из цилиндрических элементов . 
системы индуктор­металл ограничен по высоте;модель, учиты­
вающая концевые эффекты к металла, ж индуктора, 

2. Плоская модель 

Проникновение ЭМ поля вглубь проводящей области (в без­
размерной постановке) характеризуется толщиной скин­слоя 
6 ­ ̂ г/З*, где ¿3 »6)мв«% ­ без размерная частота, и) *2£| ­
циклическая частота тока, возбуждающего ЭМ поле, б" г про­
водимость, Ц„=4£ >Ю Гн/м, При <£"<*­! правомерна замена бес­
конечного в аксиальном направления цилиндра бесконечным по­
лупространством, на поверхности которого ори у «1 задается 
настил тока Г Са/М], ЭМ иоде определяется из уравнения для 
комплексной амплитуды индукции Ь а о : 

Если в качестве характерной индукции при ^ »1 ваять 60=(а„1, 
то безразмерная индукция 

о
4 

Так как плотность тока ^«и^/и^, *о с Учетом (7) 



Плотность средней ЭМ силы определяется по формуле 

откудЭ в частном случае для силы, под действием которой об­
разуется мениск, следует 

I ­ ­ — е х р $-=0 (10) 

(характерное значение силы при ̂  =1 $ь = ̂ 0Ь0 = Г^оАо) . 
В соответствии с формулами (3) и (5) для формы и высоты ме­
ниска получаем 

С =1т[{-"*(-*.№]. й») 

3. Цилиндрическая модель 

ЭМ поле в модели, учитывающей цилиндрическую симметрию, 
описывается уравнением для аксиальной составляющей индук­
ции й 2 0(6 г= Ь^=0): 

'£2к I л ­ =к («; 

ограниченное при 1 =0, решение которого выражается в Еиде 

где Х 0 ­ модифицированная функция'Бесселя нулевого индек­
са, ЬШ> и Ьи? ­ функции Кельвина нулевого индекса. 

Плотность азимутального тока и радиальной составляющей 
ЭМ силы соответственно равны С4}: 



По формулам (3),(5) получаем 

Так как при X » I 

то в приближении выраженного скин­эффекта (<Г*-<~ I) имеем 

£
ш ­ ̂  П ­ /5" ехр (- & Б )1 &о) 

* »<г> (.(3) 
Из рис. 2 видно, что при<^>15 *'м~' г 'м» и для вычислений 
можно пользоваться приближенной формулой (20). Если учесть, 
что деформация поверхности мениска приходится на промежуток 
2§"£ 1 <-1 (ЭМ сила при зтом убывает на порядок по сравнению 
с ее значением на бокой поверхности), то при Л>50 для оп­
ределения формы мениска при Т­>0,45 шесто (17) можно при­
менять формулу 

§М = £(0)-^Щ>\{&ш(1-<)[* СМ) 
ЧЧ> - -

1 

а ос'1'Ч1','1уюсп часть поверхности мениска заменить прямой, со­
единяющей точки ̂"(0,45) и £(0). При (О?^=35 высота менис­.л 
практически не зависит (с точностью до I %) от частоты С рис. 
2), а превышение центра мениска кед уровнем металлалв невоз­
мущенном состоянии к^ч~§(°)-кр имеет максимум ариЦ>*20. 
Значения частот ¿3^ и сое, вычисленные на осно* плоской мо­
дели, занижены и равны, соответственно, 10 г Это объяс­
няется тем, что при СО =10 <5" =0,47, и пе выполняемся условие 
применимооти модели I. В промышленных установках, длг 
которых ¿0­2.100, высота мениска (без учета торцевых эйгектов 
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Рис. 2. Зависимость высоты мениска от безразмерной час-
- тоты.' 

1) Плоская модель. 
2) Цилиндрическая модель. - <~ 
3) Цилиндрическая модель в приближении о< с I. 
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и движения) определяется по формуле А , м ­

4.. Учет торцевого эффекта индуктора 

Индукция магнитного поля имеет две составляющие Ь^Ь^Н,^ 
я £>2.=Ьз.С'С,% ) , поэтому целесообразно ввести векторный потен­
циал А, азимутальная составляющая комплексной амплитуды ко­
торого (Л^Вг-0 ) удовлетворяет уравнению 

которое решается методом разделения переменных Г 5}. ЭМ поле 
по принципу суперпозиции можно представить в виде суммы двух 
полей: поля витка с током в отсутствии цилиндрического ме­
талла неограниченной высоты и поля, создаваемого вихревыми 
токами, протекающими в металле. Интегрирование по высоте 
однофазного индуктора от ­/^/2 до приводит к следую­
щим выражениям для индукции магнитного поля и­плотности вих­
ревых токов: 

% 0 Л 
ОО 

гдер=А+^и> , K0 и H-i ­ функции Йакдональда, К 1 ­ радиус 
индуктора. Составляющие ЭМ силы определяются по формуле (9). 
Для проведения анализа результатов необходимо счислить не­
собственные интегралы от комплексной функции, что представ­
ляет достаточно сложную задачу, требующую привлечения ЭВМ, 
поэтому методики, предложенные­ pat шчиыми авторами [5j6,?j, 



основываются на упрощенном задании подынтегральной функции, 
и при этом на параметры задачи налагаются ограничения (на­
пример, <&<.1). Эффективная и надежная методика расчета от­
сутствует. 

Из^расчетов, проведенных в [б] при относительной ширине 
зазора межцу индуктором и металлом $'=2(Ъ,-1)/К,и=0,1 и нор­
мированной на <$" высоте индуктора К> =ки/2$'=10, следует, 
что значение радиальной составляющей силы на Еысоте торца 
индуктора(2 =К^2) составляет 0,25 от максимального значе­
ния силы в плоскости симметрии 2; =0. С ростом безразмерной 
частоты и с уменьшением относительного зазора отношение си­
лы при X =А.ц/2 к максимальному ее знччекию убывает. Это 
означает, что высота мениска,вычисленная по любой из фор­
мул (12),(18) или (20) без учета­торцевого эффекта индукто­
ра, завышена по крайней мере в 2­4 раза. 

Так как, с одной стороны, рассматриваемая модель приме­
нима при симметричном расположении индуктора относительно 
средней плоскости металла при /^р'Аь^то есть отрицательном 
вылете индуктора (^ 0), когда силовое воздействие вблизи 
свободной поверхности ослаблено, и мениск слабо выражен 
(&­ м<0,5), а, с другой стороны, как отмечалось в [Х], ис­
пользование остальных моделей, допускающих аналитическое 
решение (например, модели с бесконечным индуктором и метал­
лом ограниченной высоты), для нахождения мениска не обосно­
ванно, то для установок с ^р"к^я ^^0, в которых наблю­
дается выраженный мениск ( , целесообразно применение 
модели, учитывающей ограниченную высоту и металла, и индук­
'тора при.произвольном их расположении друг относительно 
­друга С2,8]. • 

5. Учет торцевых эффектов индуктора и металла 

Предложенная в £о] методика конечно­разностного расчета 
ЭМ величин позволяет проводить исследования для систем с 
. цилиндрической областью, заполненной металлом, индуктором 
конечной высоты и магнитным экраном и тем самым учитывать 



влияние их торцевых эффектов на распределение ЭМ поля. В 
[%] эта методика обобщена на случай осесимметричных подоб­
ластей с произвольной образующей. С использованием методи­
ки проведены многочисленные расчеты, в том числе при произ­
вольной заданной форме мениска C9l. Методика, .предложенная 
в C l O ] , основанная на рассмотрении периодической в аксиаль­
ном направлении системы цилиндрических проводников и индук­
торов, по мнению авторов, обладает недостатками, отмеченны­
ми в пункте 4. 

6. Анализ результатов 

Приведенные на рис. 3 распределения составляющих ЭМ силы 
с учетом торцевых эффектов металла и индуктора (в отличие 
от моделей, описанных в пунктах 2­4,.при определении ЭМ си­
лы конечно­разностным методом [21 характерное значение силы 
выбирается равным $0 = t^o/U­o , где ct0 ­ толщина индукто­
ра) при со =100 имеют ряд отличий от силы, полученной,для 
"идеализированной" модели с неограниченной в аксиальном на­
правлении высотой (кривая I). Так как в модели присутствует 
"идеальный" магнитный экран, и зазор между.металлом и индук­
тором относительно небольшой s' =0,14 , максимальное значе­
ние силы в центральной части проводника конечной высоты (кри­
вая 2) несколько превышает соответствующее значение дляп

иде­

ализированной" ИЭП с увеличением высоты металла(при фикси­
рованных остальных параметрах сила убывает и стремится к не­
которому пределу). На торце цилиндрической области при £ 6=г 
=0,5 в результате действия торцевого эффекта металла'сила^ 
еще больше (кривая 3 ) , так как плотность вихревых токов и 
индукция магнитного поля в этой зоне растет по сравнению с 
их значениями при X =0. В случае'выраженного мениска кн = 
1,5 (кривая 5) радиальная составляющая силы на поверхности 
мениска продолжает расти, однако наряду с эти&. мен:ется ха­
рактер убывания силы ад</:ь мениска при уменыаении Ъ . Если 
в "идеализированной" модели сила f*, убывает в 6*2,73 ра­
за 'на глубине = 5/2=0,07 (при £> =100 распределения , 



Рис. 3. Распределение содтавляющих плотности безразмер­
ной ЭМ силы по радиусу при со =100: 

±11*. ~ расчет по цилиндрической модели. 
Кр =2,8, п/о/ =2,8, £ =0. 

кг|=3,5, X. =1,4. ­
Ки =3,5, X =1,4. 
А­и=3,5, А­м =1,5, 
А­ц=3,5, Км =1,5, 

В 
2) 
3) 
4) 
5) 
6) 
Т ­ глубина, при которой £ г. в е 

сравнению со значением при *с=1. 

— Ц =2,8, 
— К/р =2,8, 
— ̂ р­ =2,8, 
­ > р = 2 : в : 

на поверхности,?: 
на поверхности 2=; 

¿,73 раза меньше по 
(г) 



полученные на основе плоской и цилиндрической моделей, прак­
тически совпадают)» то на выпуклой поверхности проводящей 
области <!£ = К<^ , где при Л.м=1,5 К>*2. Значение к зависит 
от высоты и формы мениска и поэтому, строго говоря, должно , 
определяться в результате решения МГД­задачи в полной поста­
новке СИ, однако коэффициент Ю (рис. 1а) не чувствителен 
к изменению вылета индуктора 1& от 0 до 0,5 (интервала,, 
представляющего наибольший интерес для практики). Если с 
использованием коэффициента к» ввести эффективное значение 
частоты ¿3̂  = бо/^,-то для уточнения расчета формы мениска 
по форлулам (18), (20) достаточно заменить^ н а ^ 9 . 

При£й< 0 максимум ­£г на поверхности мениска примерно ра­
вен значению ̂  при ъ =1 для модели сА,м=0, взятому на той 
же высоте, что и основание мениска в модели оЬ^фО.. При 
1Ь> 0 в результате проявления торцевых эффектов металла и 
индуктора это приближенное равенство может нарушаться, и 
максимум на поверхности мениска становится приближенно 
равным максимуму £ г при Ъ =1 для модели с^ м=0, то ееть, при 
2 =/1а/2. Ошибка при таком задании максимума силы не превы­
шает 25$ (соответствует Еь=0). С учетом сказанного для опре­
деления формы мениска может быть использована формула 

'$(ъ)-ш- «*> 
где | 0 ­ значение плотности радиальной составляющей силы 
{ь при 2. = £(1), которое определяется из решения задачи о 
.невозмущенной поверхностью конечно­разностным методом [2]. 

До сих пор при определении формы мениска аксиальная со­
ставляющая силы § £ игнорировалась. Расчет $ г (рис, 3, кри­
вые 5,6) показывает, что значение ̂  на поверхности мениска 
чувствительно к изменению его формы: при А*м=1,5 максимум 
$1 на поверхности в 5 раз меньше, чем при Ьн±0. Это отчас­
ти может служить обоснованием приближения £х=0,° пр: леняемо­
го в СЗ­6]. Так как в зоЛе мениска 0, То высота менис­
ка, полученная с использованием формулы (24), будет несколь­
ко 'завышенной: при ̂ =1,5 и с0я1г') составляет ошибка 10л. 



На рис. 16 показаны результаты расчета формы мениска. 
Как и следовало ожидать, пщи> =100 результаты, полученные 
по формулам (II) и (17) практически совпадают (рис. хб , кри­

вые I л 2, соответственно). При ̂ =10 по сравнению с форму­
лой (17) проявляется неточность формулы (II), дающей также 
заниженное значение параметра Г\$ . Использование в расчетах 
формулы (24) при 1& =0,5 и ̂ =100 (и>э =25) приводит к фор­
ме поверхности (рис. 16, кривая 5), существенно отличающей­
ся от рассчитанных по формулам (II),(17) при той же часто­
те. При применении этих форлул завышается также значение па­
раметра , при котором достигается необходимая высота ме­
ниска, и так как П^­'Г'2', то значение настила тока завышает­
ся примерно в 2 раза. 

Выводы 

1) При моделировании мениска в гидростатическом прибли­
жении необходимо учитывать торцевые эффекты и металла, и ин­
дуктора, игнорирование которых приводит к существенным ис­
кажениям высоты и формы мениска. 

2) Учитывая приближенный характер оценок в гидростатичес­
ком приближении, в целях упрощения расчетных формул влияни­
ем аксиальной составляющей ЭМ силы можно пренебречь. 
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МЕТОДИКА РАСЧЕТА ФОРМЫ СВОБОДНОЙ ПОВЕРХНОСТИ 
ПРИ ОСЕСИММЕТРИЧНОМ МГД­ТЕЧЕНИИ 
ВЯЗКОЙ НЕСЖИМАЕМОЙ ЖИДКОСТИ 

Под действием электромагнитных (ЭМ) сил и движения ме­
талла в металлургических МГД­устройствах (индукционных пе­
чах, кристаллизаторах, устройствах ЭМ перемешивания и дру­
гих) образуется мениск, форма которого оказывает существен­
ное влияние на массоперенос в объеме металла на различных 
этапах технологического процесса. Высота и форма мениска 
в гидростатическом приближении оценены в работе С13, одна­
ко результаты неудовлетворительно согласуются с эксперимен­
тальными данными. Если форма мениска известна, то распреде­
ление гидродинамических (ГД) величин может быть рассчитано 
по методике, изложенной в С23, где рассматривается модель 
МТД­устройства произвольной осесимметричной конфигурации. 

.Так' как возможности экспериментального исследования ме­
ниска ограничены, представляет интерес определение его фор­
мы в результате решения краевой задачи' со свободной поверх­
ностью для системы уравнений магнитной гидродинамики. До 
настоящего времени подобные расчеты проводились для непро­
водящих жидкостей (конечно­разностным методом [з] и методом 
конечных элементов [41). Работы, в которых ставится задача 
нахождения овободной поверхности в случае МГД­течения, ав­
торам не известны. 



Рассматривается вариант модели МГД­устройства (рис. I ) , 
предложенной в [2]: вязкая несжимаемая проводящая жидкость 
(область I ) , находящаяся в цилиндрическом сосуде, охваты­ ° 
ваемом индуктором (область 2). До включения ЭМ поля и на­
чала движения свободная поверхность занимает горизонталь­
ное положение ­2 = % 0 ( 2 0 ­ высота цилиндрической области). 
Под действием ЭМ сил жидкость приходит в движение, свобод­
ная поверхность деформируется и в случае стационарного про­
цесса приобретает некоторую форму Г с (рис. I ) , которая опи­
сывается уравнением 2 ~§С1-), гда£С£) ­ функция, подлежа­
щая определению наряду с ЭМ и ГД полями. 

МГД­течение проводящей жидкости в области произвольной 
осесимметричной конфигурации с фиксированными границами 
описывается следующей системой безразмерных уравнений в пе­
ременных: азимутальная составляющая векторного потенциала 
магнитного поля -А и ротора скорости -IV, функция трка ­
9-

±±(г Щ±£ 

~-шА-Ят> 
ъг 

\ ъ д(гА) 

(1) 

(2) 

э х 

(3) 

'Л 

I . Постановка задачи 
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Рис. I, Наложение конечно­разностной сетки на исследу­
емую область. 

1) Вязкая несжимаемая проводящая жидкость. 
2) Источник электромагнитного поля (индуктор). 
3) Непроводящее немагнитное пространство. 
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тл,ъ со-р^г*- безразмерная частота,Ы-\/в1-0р0 6" ­ магнитное 
число Рейнольдса, $л.=Ц,10/$ - число Рейнольдса,А£=/с/'о̂ >У0

;!

'­

число. Альфвена, ­ плотность наружных токов в индукторе 
(подробнее см. в Г2]). 

ГД краевые условия задаются на границе области I 
(рис. I) 
и/=0 ^ = 0 при, 1 = 0; (Ч) 

и/=0) у = 0 при­ 2 = £(г) (г}%еГс); (?) 

^ / = 7 ^ ; У = 0 щш. 2 = 0 ; (9) 

и/= ф = 0 гущ. х = 1 . м о ) ­

Э х 2 , 

\ - 0 \ -^г -0 гЦио ъ - 0) (Чсъ) 

Условия (7)­(10) следуют из эквивалентных им условий 
для составляющих скорости 

ЗУ* 
Эг 

— - = 0 ; \1„окы, + ч„шьсс = о при, 2,2&Г (#а,) 

где оО ­ угол между нормалью' к свободной поверхности и осью 
1 (рис. I). . 

На поверхности Г с внешнее давление. рт постоянно и рав­
но атмосферному (р в н=р 0)* Это означает, что градиент внут­
реннего давления жидкости (состоящего в случав МТД­течения 
из ЭМ и ГД давления) перпендикулярен свободной поверхности 
Г„ в каждой ее точке . 

огаА р 1 Г с С44) 



где Я=\^/ге̂  ­ число Фруда, и каждой точке на границе 
Цп=£т(г) поставить в соотвитствие значение угла с* * меж­
ду направлением ^глс1 рп

(вв совпадающим о нормалью Я 
т£*ХчЛ) и осью Щ 

Р^Щ^ . •' • ™ 
то можно оиределигь семейство кривых % (%) 

6 ' 
одна из которых| удовлетворяющая условию сохранения массы 
(нелокальное граничное условие } 

представляет собой (7»ь+0.~ приближение* ­=| (Ь) грааи­
цы Г 0. Бели, процесс последовательных приближений сходятся, 
то после необходимого числа уточнений получается форма гра­
ницы Гс,. для'которой приближенно вшодагяется условие (II). 

2. Методика расчета 

ОисЭема уравнений (1)­(6) с учетом граничных условий 
(7)­(10),(16) решается конечно­разностным методом. Иссле­

Так как форма Г с неизвестна, система ГД уравнений (3),(4) 
решается в области, ограниченной сверху некоторой кривой 
2

т

=£"
1

(<с) (рис. I), являющейся пг­гым приближением поверх­
ности Г 0. При этом условие ( I I ) для давления р^не выпол­
НЯЕТСЯ. Если из уравнения Навье­Стокса определить компо­
ненты градиента давления учАсЬ рт

'=(др'*/дг,ОьЪр*Уъ$: 



дуемая область (рис. I") заменяется сеточной областью Л.. 
• Сеточный аналог области I ­ _ & в ­ является подобластью се­
точной области И. и имеет координаты узловых точек (%к Дги) 

(к,=0,1,...,К<;л^=Л/>М+1,...,/\/|С ЛРазмеры области­Ф.^ за­
висят от положения границы 2т

=|
П1

'(
,

о)(рис. I). . 
Пусть задано иг—тое приближение 2т

'=̂
т

'(г') формы границы 
Г с, а также соответствующие этому положению границы распрвг­
делекия ЭМ и ГД величин. Для определения формы свободной 
поверхности в (пь+О- приближении 2,тч

- необходимо 
провести следующие вычисления: 

1) Из уравнений (12),(13) в разностной форме и соотноше­
ния (14) вычисляются значения сб в (пь+О- приближении 
в точках с координатами % к­§ СС­к)(/с=0,1,...,*С«). 

2) Координаты 2 (£
№ + < в (пь+О ­ приближении точек пересече­

ния линий сетки с поверхностью ^т

*
1

-^
г

"
Н

('о)ъ (лг+О­

приближении определяются из формулы (15) путем численного 
интегрирования на неоднородной сетке по формуле трапеции 

К =*. ^±&А*% ' Т - К Л ^ с ;*=*А­,*</ 

где А,к(к=г0,1,...,К<­1) ­ шаг сетки в радиальном направле­
н и и , ! ^ = £ ( А , £ лА,£ )• ^ 

Координата 2™ точки пересечения поверхности 2 « 
= §т*1(ъ) с осью симметрии Ъ=0 находится из условия сохра­
нения массы (16) также в результате численного интегрирова­
лся с применением формулы трапеции: к ^ 

кг* 4 



5) Граница области, заданная вектором %™**=§
т+

*(х,к)о 
помощью сдвига в пределах половины шага сетки заменяется 
ломаной линией так, чтобы аппроксимированная граница 2 К 

проходила через узловые точки неоднородной сетки (на рис. I 
она показана пунктирной линией). Б соответствии с новой гра­
ницей коррегиру:отся сеточная область массивы безраз­
мерной частоты со , магнитного числа Рейнольдса (Ъпъ. 

6)'В области 1 с границей £^*'(к =0,1,...,КА) произ­
водится расчет уточненного распределения ЭМ силы, ротора 
скорости и функции тока по методике С 2}. С помощью разност­
ных аналогов граничных условий (7)­(10) второго порядка ап­
проксимации определяются компоненты скорости на границе 

7)" Производится вычисление погрешности 

Ш ) 

8) Производится сравнение погрешностей (20),(21) с за­
данной точностью вычислений,£{ , £ ь . Если выполняются ус­
ловия и'£ гс£ г задача по определению формы свободной 
поверхности Г„ считается решенной, и результаты расчетов 
выводятся на печать. В противном случае итерационный цикл 
повторяется^ : 

3) Форма свободной поверхности в (т+О- приближении 
%

тН

=.£
т+<

СО) коррегируется с помощью релаксационного пара­
метра Ю1 (как правило, используется нижняя релаксация): 
­ 2 Г ­ ^ ^

+ < + ^ ­ ^ ) С . . (19) 
Таким образом, получена форма свободной поверхности Г с 

в Сгл+О­ приближении Я™'=£
тн

(1). 
4) Производится вычисление погрешности 



Методика расчета формы свободной поверхности при стаци­
онарном МГД­течении проводящей жидкости реализована на Э Ш 
EC­I022. Программа расчетов написана на языке ФОРТРАН. В 
зависимости от размеров сеточной области и заданной точнос­
ти вычислений для расчета одного варианта требуется до де­
сяти часов машинного времени. 
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ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ТЕПЛООТДАЧИ 
ПЛОСКОЛИНЕЙНОЙ ИНДУКЦИОННОЙ МГД­МАШИНЫ 

Тепловой режим МГД­машины определяется подводимой мощно­
стью и условиями теплообмена с окружающей средой. С учётом 
того, что часть материалов (изоляция, ферромагнитный магни­
топровод) при высоких температурах теряет свойства, необхо­
димые для нормальной работы, требуется экспериментально ис­
следовать температурное поле МГД­матинн в зависимости от 
подводимой мощности и условий теплообмена. Особое значение 
этот вопрос приобретает при работе МГД­машины в энергонапря­
жённом режиме, когда достигаются высокие температуры, близ­
кие к максимально допустимым для наиболее чувствительных ма­
териалов МГД­машины. В настоящее время достаточно хорошо ис­
.следованы условия конвективного теплообмена для тел простой 
.Геометрической формы (пластина, цилиндр и т.п.) С 1 3 . Одна­
ко, для тел со сложной поверхностью и геометрической формой . 
определение теплоотдачи «путём конвекции затруднительно. Кро­
ме того, излучательная способность любого излучателя являет­
ся функцией'температуры, которая (функция) зависит не толь­
ю от материала излучателя, но во многом и от состояния его 
поверхности (шероховатость, окисленнс.сть, окраска). По этой 
причине, зависимость излучательной способности от температу­
ры, каЬ правило, приходится определять эмпирически С 2 Л для 
каждого отдельного объекта измерения. 



Имеется целый ряд методов расчёта температурных полей в 
МГД­машинах с различными системами охлаждения С 31. В слу­
чае наличия охлаждаемых поверхностей тепловой расчёт упро­
щается, поскольку на этих поверхностях известны точные гра­
ничные условия (постоянная температура или теплообмен). Од­
нако, как отмечалось выше, в случае свободного теплообмена 
с окружающей средой точные граничные условия практически 
не известны. Особое значение этот вопрос приобретает в слу­
чае тепловых расчётов при высоких температурах, когда коэффи­
циенты теплоотдачи (конвективной и излучательной) существен­
но зависят от температуры. В данных условиях приближённый 
расчёт может дать большие погрешности. Состояние теории и ме­
тоды расчёта температурного поля в высокотемпературных ЬТ&- ' 
­устройствах приведены в обзоре С 4 1. 

В настоящей работе приведены результаты эксперименталь­
ного исследования температурного поля плосколинейксго индук­
ционного МГД­насоса в условиях свободного теплообмена с окру­
жающей средой. На рис. I схематически изображён данный экспе­
риментальный образец с указанием конструктивных элементов. 
Питание насоса осуществлялось от однофазного автотрансформа­
тора РН0­250­5 ( т = 50 П4 ), обмотки индуктора были соедине­
•ны последовательно, что облегчает измерение мощности и других 
электрических величин. Измерения температур проводились с по­
мощью хромелего­алюмелевых термопар, которые дают лине2ную за­
висимость термо­ЭДС от температуры в пределах 0 * 800°С. Тер­
мопары были размещены в точках, указанных на рис. I. Показа­
ния термопар фиксировались на ленте автоматического потенцио­
метра КСП4, отградуированного для данных термопар. Измерения 
мощности, силы тока и напряжения проводились с помощью изме­
рительного комплекта К50 (класс точности ­ 0,5). 

Измерения температурного поля проводились в холостом ре­
жиме, когда вся подводимая мощность отдаётся окружающей сре­
де в виде тепла. В экспериментах насос доводился до различ­
ных тепловых стационарных режимов. Для уменьшения времени 
проведения опытов выход на каждый стационарный режим осущест­
влялся ускоренным путём: насос быстро нагревался до темпера­
тур, близких к температурам задуманного стационарного режима, 
после чего понижалась' подаваемая мощность и температурное по­
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Рис. I. Схематическое изображение плосколинейного МГД­насоса 
с указанием точек расположения термопар 

ле медленно достигало стационарного состояния. Подобный ме­
тод возможен, поскольку конечное тепловое состояние согласно 
стационарному уравнению теплопроводности зависит от начальных 
условий. Состояние стационарности фиксировалось, когда пока­
зания термопар во всех точках измерений оказались практически 
неизменными в течение 15 + 20 мин. В достигнутом стационарном 
режиме отмечались: мощность, сила тока, напряжение и величи­
на температур во всех отмеченных на рис. I точках. В таблице 
I приведены значения измеряемых электрических величин в раз­
личных стационарных режимах. 
' о Величина температур в различных стационарных режимах по­
казана на рис. 2, где нумерация кривых соответствует номерам 
термопар на рис. I (на рис,. 2 отмечены только температуры в 
центре насоса, а также самая низкая температура на поверхно­
сти спинки вблизи торца). На основе экспериментальных данных 
бцр получен эмпирический закон, описывающий теплоотдачу насо­
са в зависимости от некоторой температуры, которую можно счи­
тать характерней для плосколинейных МГД­машин. В качестве ха­
рактерной температуры Т Х йр была избрана температура поверхно­
сти лобовой части обмоток индуктора (термопара 7). Такой вы­
бор обусловлен следующими факторами: 



Рис. 2. Зависимость стационарных температур в различных, точ­
ках ОТ ПОДВОДИМО? мощности 

1. Из­за хорошей теплопроводности меди температура каждой 
катушки индуктора имеет приблизительно одинаковую температуру 
в различных точках. (Это подтверждается экспериментом ­ кри­
вые' 3 и 7 на рис. 2). 

2. Ввиду малой частоты переменного тока тепловыделение в 
магнитопроводе незначительно, поэтому в обмотках индуктора 
за счёт выделения джоулева тепла достигается максимальная 
температура. 

3 . Так как наибольшая температура поверхности достигает­
ся на лобовой части индуктора, то основная часть теплоотдачи 
осуществляется именно на этой поверхности (путём естествен­
ной конвекции и излучением). Кроме того, лобовые части имеют 
конфигурацию радиаторов, что ещё более улучшает конвективный 
теплообмен. 

4. Эксперименты показали, что полное активное сопротивле­
ние обмоток индуктора линейно зависит от данной температуры 
Тюр. (рис. 3 ) , причём температурный коэффициент сопротив­
ления , полученный по экспериментальным данным ( оО в 

• О Т 
=4,27«10 град ), хорошо согласуется со значением оО для 
меди. Следовательно, избранная ТхАр. характеризует среднюю 
температуру всей обмотки (полное сопротивление обмоток в иаж­
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Рис. 3. Зависимость полного активного сопротивления обмоток 
от Т г п р 

дом стационарном режиме определялось по формуле R/­P/I , 
поскольку тепловыделение в магнитопроводе незначительно). 

5. Температуру поверхности лобовой части индуктора легки 
измерить для каждой ЖД­машины. 

При обработке экспериментальных данных теплоотдачи дан­
ной МТД­машины в зависимости от ТХар в интервале темпера­
туры 500° * 900° К использовалась степенная функция в виде 

где % 0 и р> ­ некоторые постоянные, ~Т~хар- ~ абсолютная 
температура поверхности лобовой части индуктора (в наших 
экспериментах ­ Ту ). 

В таблице 2 показаны сравнительные результаты эксперимен­
тальных и расчётных значений теплоотдачи при заданных темпе­
ратурах Tjcap. и значениях "Ж0 =1,8­10~^вт; ^ =2,730, 
полученных при обработке экспериментальных данных. 

В последней строке таблицы указаны отклонения значения 
(J в каждом отдельном случае от среднего значения >̂ = 

= 2,730. Среднее значение А В = I.84­I0"3

, однако, по табли­
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Зависимость теплоотдачи от температуры, 
изображённая в логарифмическом масштабе 

це видно, что при более высоких температурах отличие расчёт­
ных и экспериментальных значений уменьшается, т.е., Лр> 
принимает меньшее значение. 

В заключение отметим, что необходимы дальнейшие экспери­
мента с МГД­машинами других размеров и мощностей для исследо­
вания теплоотдачи и получения эмпирических её зависимостей. 



' Значения электрических величин в различных стационарных режимах 
Таблица I . 

Р, ВТ 200 400 600 800 1000 1200 1400 1000 1800 2000 2100 
4,0 5,2 5,9 6,5 6,9 7,4 7,7 8,0 8,3 8,6 8,7 
53,0 80,0 105,0 127,0 142,5 166,0 184,0 204,0 220,0 238,0 244,0 

Таблица 2. 
Сравнительные результаты экспериментальных и расчётных значении теплоотдачи при 

заданной \ хщ 

О-ЗКЕП &гь 4 0 0

» ° в*
30

»
0 1200,0 1600,0 2000,0 

0. рая.., 
394,2 786,7 1186,5 1620,0 1994,3 

" Я 1,6­10"* 1,8­10^ 1,2­10Г* 1,3*10
 г 0,3­10

4 

2,4'КГ
3 2,7'Ю"

3 1.8­ПГ
3 1,8­ПГ

3 0,5­ПГ
3 
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О РАСЧЕТЕ НАПРЯЖЕНИЙ В ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКЕ 
ПРИ НЕЛИНЕЙНЫХ ПАРАМЕТРИЧЕСКИХ КОЛЕБАНИЯХ 

При решении прямыми вариационными методами задачи о 
параметрических колебаниях цилиндрической оболочки в ге­
ометрически нелинейной постановке основным является во­
прос о выборе аппроксимирующих выражений для искомых 
функций, обеспечивающих решение с достаточной точностью. 
Этот вопрос был исследован в работе [X], где показано, 
что вид аппроксимации прогиба оболочки следует определять, 
исходя из характера расположения областей динамической не­
устойчивости, т.е. из решения соответствующей линейной за­
дачи. В разложении прогиба ЬТ (Я­ ,^ , £ ) в двойной ряд 
Фурье по системе координатных функций [ХГПу(х-)> Ч^Ы)} • 
удовлетворяющих граничным условиям, следует удерживать 
только те гармоники с номерами (пь ггь), колебания по ко­
торым являются резонансными. При заданных величинах ам­
плитуды и частоты внешней нагрузки точка на плоскости па­
раметров попадает внутрь областей динамической неустойчи­
вости, соответствующих этим гармоникам. Таким образом, 
если^ данной точке пересекаются N областей динамичес­
кой неустойчивости для форм (ГУЦ , П / 1 ) , ( ГгЪ^ , ТЬ^), 
(ТЦ^ ,гь

и ), то следует использовать IV' ­членную аппрок­
симацию прогиба 



$2 И ^ М ' Ш * а> 

После подстановки (I) в уравнения движения оболочки и при­
менения процедуры Бубнова­Галеркина по продольной коорди­
нате X и окружной координате Ч задача сводится к интег­
рированию по времени системы (V нелинейных обыкновенных 
дифференциальных уравнений. 

Рассмотрим круговую пологую ортотропную цилиндри­
ческую оболочку радиуса Я , длины Ь и толщины гъ , к 
обоим торцам которой приложена равномерно распределенная 
осевая вибрационная нагрузка Р (Ь ) = Р 0 +/^ссо^. Ис­­
следуем случай, когда соответствующая этой нагрузке точка 
на плоскости параметров попала в пересечение N областей 
динамической неустойчивости для одной и той же осевой 
формы колебаний пь и различных окружных форм (V (именно 
этот случай чаще всего реализуется в представляющем наи­
больший практический интерес начальном участке спектра 
областей неустойчивости*'). При условиях шарнирного опи­
рания на торцах оболочки будем искать прогиб в виде: 

л=П/0 (2) 

Построение координатной зависимости для функции напряжение 
Ф с использованием аппроксимации прогиба (2) и сведение 
смешанной краевой задачи и задаче, Коши описано в работе 
[2]. В результате для нахождения амплитуд колебаний 
^т.пД^ необходимо провести численное интегрирование 
приведенной в [2] систему нелинейных обыкновенных диффе­
ренциальных уравнений при заданной вибрационной нагрузке 
р а к 

' Это иллюстрирует, в частности, начальный участок 
спектра, приведенный на рис. I. » 



После того, как функции ^пьп(к'Ь ) определены, сумми­
рованием ряда (2) можно найти полный прогиб, а также на­
пряжения в произвольной точке оболочки в любой момент 
времени. При использовании гипотезы Кирхгофа­Лява напря­
жения 6"ц линейно распределены по толщине и определя­
ются по известным формулам: 

•Г ' А, эа>Эу " э х э ^ • 
Здесь % ­ радиальная координата; 8 и - матрица жест­
кости ортотропного материала. Прогиб Ы и координата 2 
считаются положительными по направлению к центру кривизны 
поверхности оболочки. 

Приведем некоторые результаты расчета напряженного 
состояния в изотропной оболочке со, следующими геометри­
ческими и механическими характеристиками: &/А/ = 100; 

1/& = 2; Е = 4­Ю 1 0 Н/м
2

; \> = 0,3; £ • 2,5'Ю3 кг/ 
/м

3 ( £ ­ модуль упругости, $ ­ коэффициент Пуассона, 
О - плотность материала оболочки). На рис. I изображен 

начальный участок спектра областей динамической неустойчи­
вости для этой конструкции в координатах (0 , ) при по­
стоянной составляющей нагрузки Р0 = 0,5 Р* , где Р*­ эй­
лерово усилие; безразмерный параметр 

2и-Р0/р*) 

На рис. 2.,3. приведены зависимости напряжений от окруж­
ной координаты в сечении ОС = 0,5 Ь на внешней (а) и на 
внутренней (б) поверхности в момент времени \ = 0,125 с 
для еяучая 0 = 650 рад/с, 0~ = 0,35. При этом соответству­
ющая точка на плоскости параметров попадает внутрь одной 
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Рис. 2. Распределение осевых напряжений по окружной координате внутри 
одной области динамической неустойчивости на внутренней (а) и 
на внешней (б) поверхности оболочки. 



Рис. 3. Распределение окружных напряжений по координате ̂  внутри 
одной'области динамической неустойчивости на внутренней (а) 
и на внешней (б) поверхности оболочки. 



­ за ­

области неустойчивости для форм ггь = I , гь = 5. Отчетли­
во видны десять узловых линий, соответствующие образова­
нию пяти волн по окружности оболочки; их.число и располо­
жение на поверхности с течением времени не меняется. От­
метим, что максимальные значения напряжений 6 ^ на обе­
их поверхностях оболочки приблизительно одинаковы, а из­
гибные составляющие осевых напряжений на внешней поверх­
ности значительно больше, чем ка внутренней. 

На рис. 4, 5.приведены распределения напряжений по 
координате ̂  для случал 9 = 750 рад/с, <Г = 0,35к

^. 
При этом резонансными являются колебания по двум формам: 
(1,5) и (1,6) (см. рис. I ) . Видно, что в момент времени 
~Ь = 0,13 с.(рис. 5а) колебания происходят с образовани­
ем пяти волн по окружности, а в момент Ь =0,17 с 
(рис. 56) ­ с образованием шести волн. Таким образом, 
числе узловых линий (на которых напряжения равны нулю) и 
их расположение на поверхности оболочки с течением вре­
мени периодически меняется. Очевидно, такой режим коле­
баний менее благоприятен, и разрушение конструкции может 
произойти быстрее, чем в случае попадания параметров на­
грузки только в одну область динамической неустойчивости. 

Для нахождения в оболочке точек, уровень напряжений 
в которых наиболее высок и, следовательно, быстрее всего 
могут возникнуть локальные повреждения, разработана про­
грамма расчета, включающая в себя интегрирование задачи 
на достаточно большом промежутке времени, определение 
зависимостей 6^­ (х,^ ) и последующее нахождение 
тех значений координат и времени (X* , ̂ * , 2 *,•£*), при 
которых каждая из компонент тензора напряжений (либо ин­
тенсивность напряжений) принимает экстремальное значение. 

Проследим, каким образом меняются напряжения в обо­
лочке при переходе точки на плоскости параметров, соот­
ветствующей амплитуде и частоте внешней нагрузки, из од­

* Отметим, что все дальнейшие результаты относятся 
к сечению X • 0,5 Ь и внешней поверхности оболочки. 



Рис. 4. Распределение осевых напряжений по окружной координате 
внутри пересечения двух областей динамической неустойчи­
вости в моменты времени 1 = 0,13 с (а) и Ь = 0,17 с (б). 



Рис. 5. Распределение окружных напряжений по координате ̂  внутри 
пересечения двух областей динамической неустойчивости в 
моменты времени Ь = 0,13 с (а) и Ь = 0,17 с (б). 



Рис. 6. Зависимость экстремальных значений 
напряжений от частоты. 



ной области неустойчивости з пересечение двух областей. 
На рис. 6 изображены зависимости о*)' частоты внешней на­
грузки 9 экстремальных значений напряжений при изменении 
О от #1 = 560 рад/с (левая граница области неустойчи­
вости для формы (1,5)) до 9ц = 905 рад/с (правая граница 
области неустойчивости для формы (1,6)). Частоты = 
= 700 рап/с и $5 = 805 рад/с соответствуют левой и правой 
границам пересечения этих областей (см. рис. I). Как ви­
дим, знутри пересечения областей динамической неустойчи­
вости происходит резкое возрастание уровня напряжений, 
причем этот эффект проявляется значительно сильнее для 
окружных напряжений. 

Приведенный выше результаты подтверждают, что наибо­
лее опасными будут те режимы параметрических колебаний, 
при которых параметры внешней нагрузки попадают в пересе­
чение нескольких областей д/намической неустойчивости. 
Видимо, при работе в таких режимах наиболее вероятно 
быстрое усталостное разрушение конструкции. 
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0 РАСЧЁТЕ ПОСЛОЙНОГО РАЗРУШЕНИЯ КОМПОЗИТНЫХ 
ЦИЛИНДРИЧЕСШК ОБОЛОЧЕК ПРИ ДИНА^ШСКОМ 
КАГРУЖЕНЙИ 

В работах С 1,2 3 описаны методики, позволяющие прово­
дить анализ напряжённо­деформированного состояния цилинд­
рических оболочек из слоистых композитов при осевом дина­
мическом сжатии, динамическом внешнем давлении и при ком­
бинированном действии этих нагрузок. Последующая проверка 
выполнимости критерия прочности для каждого слоя оболочки 
на всём этапе нагружения позволила определить момент обра­
зования первого дефекта и его местоположение в оболочке. 
В С I 3 был использован критерий максимальных деформаций, 
в Г 2 3 ­ тензорнсн­полиномиальный критерий А.К.Малмейсте­
ра. 

При анализе результатов численных расчётов, полученных 
в С 1,2 3,обращает на себя внимание то, что для всех пере­
численных выше видов динамического нагружения первое разру­
шение не связано с разрывом армирующих волокон. Отношение 
значения напряжения &ц в направлении армирования слоя в 
момент выполнения для него критерия прочности к пределу 
прочности Р<< в этом же направлении изменяется в пределах 
0,04 б/б'ц/Ри I 4 0,6 в зависимости от структуры армиро­
вания пакета. Максимальные значения соответст­

вуют армированию оболочки вдоль образующей при осевом.ежа­



тии и армированию в кольцевом направлении при внешнем дав­
лении. 

Таким образом, при рассматриваемых видах динамического 
нагружения (подчеркнём, что причиной разрушения является 
неосесимметричное выпучивание оболочки) возникновение пер­
вого дефекта в некотором слое не эквивалентно полной поте­
ре оболочкой несущей способности. В этой связи возникает 
интерес к расчёту процесса деформирования оболочки после 
момента первого разрушения слоя и определению величины на­
грузк:., при которой напряжения, действующие в направлении 
армирования, достигают предельных значений во всех слоях. 

В настоящее время известно несколько подходов к анали­
зу деформирования и разрушения слоистого композитного ма­
териала после первого разрушения слоя (некоторые из 1гих 
описаны в работах С 3­5 И ). Однако применены 01т были 
лишь к простым статическим задачам: расчёту многослойных 
пластин при одноосном растяжении, либо щшшдрических обо­
лочек при внутреннем давлении. Некоторое качественное пред­

ставление о поведении цили1:др:гчсс1"1Х оболочек, нагруженных 
осевым динамическим сжатием или динамическим внешним д а в л е ­

нием, после перзого разрушения слоя можно получить, исполь­

зуя модель, описашгуго в работе С 5 2. Согласно е й , при вы­

полнении критерия прочности для одного из однонаправленных 
слоев в пакете, но при условии в этом слое , 
считается, что во всём слое разрушено связующее. Слой пред­

полагается раз?руженным от касательных напряжений и напря­

жений, .действующих перпендикулярно волокнам, сохраняя н е с у ­

рро способность в направлении волокон. В соответствии с 
"этим перэсчитываются эффективные значения матриц жёсткости 
и податливости,слоистого.̂  пакета. Таким образом, расчёт и 
после первого разрушения слоя проводится исходя из модели 
линейно­упругого поведения материала оболочки. При возра­
стающей во времени нагрузке можно рассчитать второй и т.д. 
моменты разрешения. В случае, когда в некотором слое выпол­
няется условм \&ц/Рц\:

>I , принимается, что он разрушен 
полностью, и всь е^о жёсткостные характеристики в дальней­
шем считаются равными нулю. 

Ввиду специфических трудностей решения рассмотренных в 
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С 1,2] задач, численная реализация даже описанного вше 
сильно упрощённого подхода к расчёту процесса разрушения 
конструкций (игнорирующего, в частности, локальный харак­
тер каждого акта разрушения), потребовала создания весьма 
объёмной и сложной по структуре программы . ' 

Остановимся на некоторых результатах численных расчё­
тов, полученных для шестислойных углепластиковых оболочек 
с отношениями геометрических параметров Ь / Я = 2,Й/А.= 200 
( Ь ­ длина, А/ ­ толщина, Я> ­ радиус срединной поверхности 
оболочки). 3 случае осевого динамического сжатия, как пока­
зали расчёты, процесс разрушения носит лавинообразный ха­
рактер; момент полной потери оболочкой несущей способности 
лишь незначительно превышает момент первого разрушения слоя. 
Причина этого заключается в том, что разрушение начинается 
и заканчивается при сравнительно малых прогибах, до того, 
как сказывается нелинейный эффект ­ уменьшение скорости 
роста прогиба (а, следовательно, и напряжений) во времени 
с последующим уменьшением во времени самой величины Проги­
ба. При динамическом внешнем давлении этот эффект в опреде­
лённом диапазоне углов армирования оболочки проявляется в 
полной мере, в результате чего величина нагрузки, при кото­
«рой происходит полная потеря оболочкой несущей способности, 
может значительно превышать величину нагрузки, отвечающую 
первому разрушению слоя. 

Рассмотрим случай линейно возрастающего во времени внеш­
него давления. Для каждого из рассматриваемых ниже пакетов 
скорость нагружения задаётся так, что статическое критиче­
ское значение внешнего давления достигается за время дву­
кратного пробега волны сжатия по длине оболочки. В таблице 
для четырёх структур пакетов оболочки приведены значения 
последовательных моментов разрушения Т* (определение без­
размерного времени X дано в С I 3)­с указанием номера слоя, 
в котором произошло 1~ разрушение, и вида разрушения ( в 
случаях " с " имело место условие .16~<Ч/Я^ 1^1, в случаях 
"в" ­ условие ̂ //­н |»1 ). Во­первых, обратим внимание на 
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существенное различие в моментах первого разрушения слоя, 
рассчитанных при одночленной и при многочленной аппроксима­
циях прогиба £11, для первого пакета. Для остальных трёх 
пакетов не только моменты первого разрушения слоя, но и не­
сколько последующих моментов разрушения совпадают при рас­
чётах с одночленной и с многочленной аппроксимациями проги­
ба. 

Из приведённых результатов следует, что в задачах о вы­
пучивании оболочек из слоистых'°комнозитов началу разрывов 
армирующих волокон хотя бы в одном слое предшествует разру­
шение связующего (либо отслаивание волокон от связующего) 
почти во всех слоях оболочки. Особенно отчётливо это видно 
на примере последних двух пакетов: первое разрушение воло­
кон происходит через значительный промежуток времени после 
разрушения связующего в последнем слое. Следствием такого 
характера разрушения и является существенно большее значе­
ние нагрузки, соответствующей полной потере оболочкой несу­
щей способности, по сравнению с её значением, соответствую­
щим первому разрушению слоя. 

Следует сказать в заключение, что для более точной оцен­
ки несущей способности многослойных конструкций, .работающих 
в режимах нагружения| приводящих к выпучиванию, необходимо 
использование моделей, учитывающих локальный характер разру­
шения в каждом слое. 



Таблица I. 

одночленная аппроксимация многочленная 
аппроксимация 

f—> 
о о 
СП СО 

г* 6,0 6,1 6,2 6,4 6,5 6,7 6,8 7,1 7,7 7,8 7 ,9 

у» 
о о 
СП СО № слоя 4 3 6 5 1 6 2 5 4 3 4 
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ВЫПУЧИВАНИЕ ЩШНДРИЧЕСКОП ОБОЛОЧКИ С КОЛЬЦЕВЫМИ 
РЁБРАМИ ЖЁСТКОСТИ ПРИ ОСЕВОЙ ДИНАМИЧЕСКОЙ НАГРУЗКЕ 

Задачи динамики цилиндрических оболочек, усиленных рёб­
рами жёсткости, в последние годы привлекают большое внима­
ние исследователей. Вызван такой интерес, в первую очередь, 
широким использованием подкреплённых тонкостенных оболочек 
в ответственных элементах авиационных, ракетных и судовых 
«конструкций. В известных теоретических работах наиболее де­
тально рассмотрены вопросы собственных и вынуждешшх коле­
баний ребристых цилиндрических оболочек (обзор этих иссле­
дований дан в статье С I 1). Результаты же, полученные к 
настоящему времени по проблеме динамического выпучивания 
подкреплёшшх цилтшдрпчеекпх оболочек, явно недостаточны 
как для ясного понимания влияния подкрепляющих элементов 
на.процесс выпучивания, так и для их эффективного исполь­
зования с целью повышения несущей способности конструкции. 

Работа С 2 3 была, по­видимому, первой, где исследова­
лось влияние дискретно расположенных ребер жёсткости на 
устойчивость цилиндрической оболочки, нагруженной осевым 
импульсом прямоугольной формы. Она явилась развитием из­
вестной работы С 3 3, где аналогичная задача решалась для 
гладкой цилиндрической оболочки. С учётом конечности про­
гибов оболочки были получены нелинейные уравнения движе— 



нил (принималось, что рёбра локализованы вдоль координат­

ных линий цилиндрической поверхности). Перемещения р а з л а ­

гались в двойные ряды Фурье, и посл$ применения процедуры 
Галёркина была получена связанная система 2 К, алгебраиче­

ских и /С дифференциальных уравнегапЧ (К ­ число членов в 
аппроксимациях перемещений). За критическую нагрузку, как 
и в С 3 3 , принималась т а , при которой происходит резкое 
увеличение амплитуд прогибов (такой критерий динамической 
потери устойчивости широко использовался ранее в работах 
А.С Вольмира С 4 Л). В численных расчётах рассматривалось 
движение оболочки лишь по низшей осевой форме ( т , = I ) и 
По различным окружным формам выпучивания. В результате 
бил сделан вывод, что "влияние дискретности рёбер являет­

ся существенным к что р а с ч ё т , выполненный с применением 
"размазывания", полностью ошибочен. Это различие обуслов­

лено локальным выпучиванием сболочки между шпангоутами, а 
не оощей неустойчивостью". 

Тем не менее, при решении той же задачи в несколько 
более поздних работах С 5,6 1 для расчёта жёсткостных п а ­

раметров ребристых цилиндрических оболочек использовалась 
модель "размазанных" рёбер. Уравнения движения ребристой 
оболочки (с точностью до определения жёсткостей) , метод 
решения и критерий потери устойчивости в этих работах п о л ­

ностью идентичен предложенным в С 3 3 . Основной упор при 
аиатазе численных результатов был сделан на исследование 
изменения чувствительности оболочки к начальным несовершен­

ствам при подкреплении её продольными либо кольцевыми р ё б ­

рами жёсткости. Было установлено, в частности, что при н а ­

гружении осевой ступенчатой нагрузкой чувствительность к 
несовершенствам высока для5 оболочек как с наружными стрин­

герами, так и с наружго ж шпангоутами. В то же время при 
внутреннем подкреплении шпангоутами "оболочка оказалась 
почти неч^ хютвительной к несоьершенстэам". 

Ч расе­>тренннх выше работав С 2 , 5 , 6 ] прогиб аппрокси 
мировался ^сколькими членами ргдов Фурье, причём не опре­

д е л я ю с ь наибеле^ опасные формы выпучивания в осевом к а ­

лрая­.^нии. Кроме т о г о , использованный критерий потери 
устойчивости ­ по резкому в о з р а с т а ю т во времени п. т/иту.­



ды некоторой заранее выбранной гармоники ­ носит весьма 
условный характер. 

Значительный шаг вперёд был сделан в работе С­7 1 , где 
нагрузка , при которой происходит потеря несущей способно­

сти цилиндрической оболочки, подкреплённой продольными р е б ­

рами, определялась по выполнению критерия текучести Мизеса. 
Как и в работах С 2,5,6 1, рассматривалось нагружение о с е ­

вым ступенчатым импульсом. Решение проведено в геометриче­

ски линейной постановке с "размазанными" рёбрами жёсткости. 
В результате численных расчётов была­установлена, в 

частности, граница в соотношении между толщиной оболочки и 
геометрическими параметрами рёбер, отделяющая область, в 
которой напряжения в оболочке больше, чем напряжения в 
стрингерах от области, в которой отношение этих напряже­

ний противоположно. Интересен также результат, свидетель­

ствующий о существовании такой величины площади сечения р ё ­

бер жёсткости, при которой эффект подкрепления конкретной 
оболочки максимален. 

В работе С 8 3 изложена методика решения геометрически 
нелинейных задач выпучивания цилиндрических оболочек с н а ­

чальными несовершенствами при действии осевых динамических 
нагрузок. Она позволяет в произвольный момент времеш! при 
любом заданном законе кагружения определить зоны на поверх­

ности оболочки, где максимальны прогиб и напряжения. С при­

влечением некоторого критерия прочности в конечном итоге 
можно найти динамическую нагрузку, при которой возникают 
первичные очаги разрушения конструкции. В результате о б ­

стоятельного численного анализа был получен следующий р е ­

зультат: в значительном интервале скоростей приложения о с е ­

вой сжимающей силы, в широком диапазоне изменения геометри­

ческих параметров оболочки первые локальные зоны разруше­

ния возникают при таких нагрузках, когда эффекты геометри­

ческой нелинейности практически незаметны. Этим обосновы­

вается допустимость решения такой задачи в геометрически 
линейной постановке 3 ^. ' 

* ' 0 возможности расчёта несущей способности тонкостенных ц и ­
линдрических оболочек^ подверженных осевому динамическому 
нагружению, в линейной постановке,говорилось (без соответ­
ствующего количественного обоснования) в работе С 7 '3 . 



Тот факт, что при фиксированных параметрах геометрии 
оболочки, поля начальных несовершенств и Форш импульса 
внешней нагрузки можно с полной определённостью установить 
места наиболее опасного выпучкзаыия, позволяет с новой точ­
ки зрения подойти к проблеме повышения несущей способности 
оболочки посредством подкрепления её рёбрами жёсткости. Ее­ . 
тественно ожидать, что подкрепляющий эффект будет наиболь­
шим при размещении рёбер именно в зонах наиболее опасного 
выпучивания для гладкой оболочки. Очевидно, что такое ло­
кальное повышение жёсткости конструкции даст значительное 
снижение величины прогиба в этих зонах (а, следовательно, 
.и'величины напряжений), Соответственно, критические значе­
ния напряжений будут достигнуты при большей величине им­ • 
пульса внешней нагрузки. Что касается выбора параметров рё­
бер и эксцентриситета, то оптимальным будет, видимо, слу­
чай одновременного достижения предельного состояния как в 
оболочке, так и в рёбрах жёсткости. Из сказанного ясно, в 
частности, какую принципиальную роль в излагаемой ниже мето­
дике расчёта играет учёт дискретности расположения подкреп­
ляющих элементов. 

• Опираясь на результаты работы С 8 3, решение задачи об 
осевом динамическом нагружении ребристой цилиндрической обо­
лочки будем проводить в геометрически линейной постановке. 

При описании дефорлирования цилиндрической оболочки, 
подкреплённой стрингерами и шпангоутами, будем предполагать, 
что рёбра жёсткости расположены вдоль координатных линий 
у=у 5 и Х = Х ъ над сформированной цилиндрической поверх­
ности (координата X отечктывается от одного из торцов в 
осевом направлении, у ­ окружная координата). Для оболоч­
ки принимаются гипотезы Кнрхгофа­Ляза; материал оболочки ­
­ ортотропный. Принимается, что рёбра сопротивляются осевой 
деформации, изгибу В направлении, нормальном к срединной 
поверхности оболочки и кручению в плоскости, перпендикуляр­ • 
ной оси ̂ ебра. Предполагается, что толщина стенки ребра зна­
чительно меньше его"высота (что позволяет учесть воздейст­
вие ребра на оболочку посредством дельта­функции) и, что вы­
сота ребра значительно'меньше его радиуса кривизны (это де­
лает допустимым использование гипотез Кирхгофа при описании 
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изгиба рёбер). Материал рёбер считается монотропным; плос­
кость изотропии совпадает с плоскоотью поперечного сечения 
ребра. 

Геометрически нелинейные уравнения движения и соотно­
шения, связывающие усилия и моменты с перемещениями сре­
динной поверхности оболочки, основанные на перечисленных 
выше предположениях, приведены в работе С 2 3 для изотроп­
ной цилиндрической оболочки, подкреплённой продольными и 
кольцевыми изотропными рёбрами жёсткости. Обобщение соот­
ношений упругости на случай ортотропной оболочки и моно­
тропных рёбер жёсткости не вызывает затруднений. В даль­
нейшем будем пользоваться линеаризованными уравнениями дви­
жения и линейными соотношениями упругости: 
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где сГ(х­Х ъ) ­ 'дельта­функция Дирака; А4, »̂4̂  » 4̂ » 
Нх, ,,М^ ­ внутренние усилия и моменты в оболочке; 
и, и V ­ перемещения точки срединной поверхности оболоч­
ки в направлениях X и Ц ; ЪГ(.Х,у,Ь) и ЦХ£,^,£) ­ полный и 
начальный прогибы; Рх,&) ­ заданное осевое усилие на тор­
.цах оболочки; Я, , К и ^ ­ радиус срединной поверхности, 
.толщина и плотность оболочки; &Ц и ­ матрицы жёст­
кости ортотропного материала оболочки;' у у и ° ь ­ плотности 
материалов стрингеров и шпангоутов; Й% и Аъ ­ площади по­
перечных сечений рёбер; Е5 и Е ^ ­ модули упругости рёбер в 
направлениях их осей; £ 5 и £г, ­ модули сдвига рёбер в 
плоскостях, перпевдткулярных к их осям; £ $ и 2 г ­ расстоя­
кия от Центров тяжести рёбер до срединной поверхности обо­
лочки (положительные при внутреннем подкреплении);^ и 
Уог ­ 'моменты инерции, рёбер относительно срединной поверх­
ности оболочки; ̂  и ­ моменты инерции поперечных се­
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9 ^ 

Й э х л э# я * х ах­* ? э х * 
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А ЭХ* " 5 Э Х 3 

­ Г ;— 
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Пршггиая на торцах оболочки условия шарнираого опира­ . 
нпл, разложим перемещения в ряды, почленно удовлетво££ющке 
этим условиям: 

ч е т и рёбер относительно юс о с е й . 
Подстановкой (4) Б (I) ­ (3) получаем следующие у р а в ­

нения, движения з перемещениях: 
п дгсь , г д*и, , г ,к . 3 V Со. Ъ(иг-иг0) , 

— : * с » — г + Г С Л ^ С м ; т ­ ^ Г ~ ­ з + 



/Л/ /V 
где oC^aSCnv/L, Рл'Л'/Л, т, = 1,г,.м ; fv*0,i,... 

Подставляя (8) в (5) * (7) и применяя процедуру Галёр­
кина, сводим систему дифференциальных уравнений в частных 
производных к следующей системе £к алгебраических и К> 
обыкновенных дифференциалышх уравнений ( К ­ число чле­
нов, удерживаемых в аппроксимациях перемещений): 

v tt\j 



где М ­ отношение оуммарной маооы оболочки и рёбер к пло­
щади поверхности оболочки; 

Система уравнений (9) ­ (II) решалась с помощью стан­
дартных программ, имеющихся в математическом обеспечении 
• машин типа ЕС. Для отыскания функций \л̂ * из системы обык­
новенных дифференциальных уравнений (II) используется алго­
ритм Рунге­Кутта четвёртого порядка. При втом необходимо 
знать функции Ц,̂  и \/ц на соответствующем временном 
слое; они находятся из сиотемы алгебраических уравнений 
.(9) ­ (10) методом Гвуоса­Еордана. Для того, чтобы эта про­
цедура начала работать, необходимо задать начальные значе­
ния амплитуд прогиба \а/ц(0) . в качеотве таких начальныхв 

значений принимаются амплитуды начальных несовершенств 
В результате решения сиотемы (9) ­ (II) получаем значе­

ния коэффициентов Фурье \Х> ¿;{.i) ^цИ) ,1л/ц(­Оо в требуе­
мом интервале времени. Последующее суммирование рядов (8) 
позволяет определить зависимости от времени перемещений 
а, , V ,иг в произвольной точке (X , ̂  ) срединной по­
верхности оболочки. Используя затем известные формул© тео­
рии Кирхгофа­Лява, связывающие напряжения в оболочке и рёб­
рах с перемещениями срединной поверхности, можем рассчитать 



также зависимости напряжений от времени в любой точке теле 
Оболочки, 

На основе описанной выше методики была решена задача о 
выпучивании изотропной цилиндрической оболочки о изотроп­
ными шпангоутами при действии на оба торца равномерно рас­
пределённой осевой динамической нагрузки. Рассматривалась 
линейно возрастающая во эремени нагрузка: fi^f­t)3

^^* ^ 
конкретных численных расчётах принималось, что R/A/= 200, 
L/й • 2, материал оболочки и рёбер ­ сталь. Скорость на­
гружения У« была выбрана так, что за время Ь = ( Ч * в 
=-ZLc , С ­ скорость продольной волны сжатия в оболочке) 
нагрузка достигает эйлерова критического значения. Попереч­
ное сечение рёбер считалось прямоугольным. Принималось сле­
дующее распределение амплитуд начальных несовершенств: 

Ч . <•* (12) 
где £* С/А при i чётном и £=(Л+

0/г. при и нечётном. 
Для того, чтобы о требуемой точностью рассчитать переме­

щения" в оболочке, необходимо прежде всего установить преде­
лы суммирования по гп/ и ru в (В), Проиллюстрируем методи­
ку их определения на.примере оболочки, подкреплённой одним 
и двумя шпангоутами высотой К, 

На рис. I представлены зависимости коэффициентов Фурье 
^m.n< от номера осевой формы ГЛ» для нескольких значений 
п> . Как видим, эти зависимости для гладкой оболочки и 
для двух подкреплённых оболочек качественно не отличаются. 
Имеется один ярко выраженный максимум в районе т = 18 и 
второй ­ для формы ГЛ. =1, Наибольшие значения коэффициенты 
Фурье имеют для окружной формы А> = 3, которой ооответотву­
ет максимум в­распределении (12), Влияние рёбер заключает­
ся в незначительном уменьшении коэффициентов Фурье для 
всех форм. Из приведённых на рис. I ревультатов следует, 
что для трёх рассмотренных оболочек пределы суммирования 
по пг л>ги можно выбирать одинаковыми. 

На рис. 2 приведены зависимости коэффициентов Фурье от 
^\

 1 1 • 1 , 1 1 

*
;

Все последующие результаты относятся к моменту времени 
"t — 3,4 \г , 



- и з -

Зависимость коэффициентов Фурье в разложении проги 
ба от номера осевой формч для шпангоутов высотой к 

гладкая оболочка; 1 шпангоут; 
2 шпангоута. 



Рис. 2 . Зависимость коэффициентов Фурье в разложении проги­
би от номера осевой формы для шпангоутов высотой 41 
» * * * гладкая оболочка; 2 "размазанных" 
шпангоута; 2 "дискретных" шпангоута. 



номера осевой формы для гладкой оболочки и для оболочки, 
подкреплённой двумя шпангоутами высотой Штриховой ли­
нией изображена зависимость, полученная по модели "разма­
занных" рёбер жёсткости. Видно, что различие в коэффициен­° 
тах Фурье, рассчитанных по моделям "дискретных" и "разма­
занных" рёбер, весьма существенно. Отметим также, что для 
рёбер высотой Чк/ зависимость k/nwv от rrv уже не является 
"колоколообразной", как это было для гладкой оболочки, для 
оболочки с "размеэанными" рёбрами х о "диокретными" рёбра­
ми высотой 9* . Отклонение от "колоколообравиой" формы ста­
новится всё более сильным с ростом высоты рёбер. 

После проведённого предварительного исследования зависи 
мостей коэффициентов Фурье в разложении прогиба от форм вол 
нообразовения лг> и п> перейдём к рассмотрению зависимостей 
прогиба оболочки от осевой и окружной координат. Суммирова­
ние ряда (8) проводилось в пределах от 12 до 26 по ITV и от 
2 до 6 по л *К — 

На рис. 3 изображены зависимости прогиба от осевой ко­
ординаты для гладкой оболочки и дли двух случаев внешнего 
подкрепления одним шпангоутом (высотой А/ и iOh ) в сече­
,нии x t t> 0,49 U, соответствующем максимальному значению 
прогиба для гладкой оболочки. Как видим, прогиб заметно 
снижается как в месте подкрепления, так и На соседних мак­
симумах. Интересно, что при шпангоуте высотой Ю К прогиб 
максимален уже не в сечении X = 0,49Ь, а при X » 0,4?U 

На рис. 4 даны соответствующие рассмотренным выше трём 
случаям зависимости прогиба от окружной координаты. Кривые, 
приведены для y&L0,Kfr]t так как в силу (6) функция W ­

чётная по у . Как видим, при наличии в сечении X i и 0.49L 
шпангоута высотой 10 А», форма этого сечения мало отличает­
ся от круговой. 

На рис. 5 и б представлены зависимости прогиба от осе­
вой и окружной координат при подкреплении двумя шпангоута* 

Учёт слагаемых с малыми ПЬ ве приводит к изменение сло­
жения максимума у кривой "иг(Х) , давая лишь некоторое 
"провисание" относительно линии ЛГ^= 0. 





Рис. 4. Зависимость прогиба от окружной координаты: I ­ глад­
кая оболочка; 2 ­ 1 шпангоут высотой Л/ ; 3 ­ I шпан­
гоут высотой №Ь. 

Рис. 6. Зависимость прогиоа от окружной координаты: I ­ глад­
кая оболочка; 2 ­ 2.шпангоута высотой А/ : 3 ­ 2 шпан­
гоута высотой \0Ь. 





ми, расположеннши в сечениях Х < = С,48 а, и Х 4 = С,541. . 
Качественно эффект подкрепления тот же, что и в случае од­
ного .шпангоута, но снижение прогиба белее значительное. От­
метим, что при шпангоутах высотой /О к/ значение прогиба в 
сечениях X =0,49Ь и х =0,54 Ь существенно меньше, чем 
в новых точках максимального прогиба, и одна вмятина распо­
лагается между шпангоутами. Это указывает па чрезмерное уси­
ление рассматриваемых сечений. 

На рис. 7 и 8 сопоставляются результаты расчёта по моде­
лям "дискретных" и "размазанных" шпангоутов. Рассмотрен слу­
чай подкрепления двумя шпангоутами высотой Нк? , расположен­
ными в сечениях X, =0,49 и и Х А=0,54Ь. Как видим, расчёт 
с учётом дискретного расположения рёбер жёсткости приводит 
к значениям прогиба в точках максимумов примерно 0,6 от зна­
чений, получаемых при расчёте с "размазанными" рёбрами. Кро­
ме того, эффекта'смещения вдоль образующей точек максимума 
прогиба, отмеченного выше для "дискретных" рёбер, при ис­
пользовании модели "размазашшх" рёбер не наблюдается. От­
метим также следующий результат численных расчётов) даже 
небольшое смещение шпангоутов вдоль оси X из сечений с 
максимумами прогиба для гладкой оболочки приводит к резко­
му ослаблению подкрепляющего эффекта» А при помещении шпан­
гоута в узловую линию подкрепляющий эффект вообще отоутству 
ет. Иэ всего сказанного следует, что решение рассматривае­
мой задачи с учётом дискретности расположения рёбер жёстко­
сти не только позволяет значительно более достоверно оце­
нить несущую способность конструкции, но и установить опти­
мальное расположение шпангоутов вдоль образующей. В заклю­
чение отметим, что при перестановке шпангоутов с внутренней 
поверхности оболочки на внешнюю (или наоборот) эффект под­
крепления изменяется весьма незначительно. Численные расчё­
ты указывают на несколько большее снижение прогиба при на­
ружном расположении рёбер как для случая подкрепления в се­
чениях максимального выпучивания наружу, так и для случая 
подкрепления в сечениях максимального выпучивания вовнутрь. 

Здесь и далее шпангоут в X, расположен на внешней поверх­
ности оболочки, а в х ь ­ на внутренней. 



Рис. 7. Зависимость прогиба от осевой координаты: I ­ гладкая оболочка; 2 ­ 2 "размазанных" 
шпангоута высотой 4 в» ; 3 ­ 2 "дискретных" шпангоута высотой 4 К . 



Видимо эффективность того или другого вида подкрепления не­
льзя установить без расчёта напряжений в оболочке к рёбрах 
и последующего анализа достижения в них предельного состоя­
ния. 

Рис. 8. Зависимость прогиба от окружной координаты: I ­ глад­
кая оболочка; 2 ­ 2 "размазанных" шпангоута высотой 
ЦК', 3 ­ 2 "диокретных" шпангоута высотой**Л,. 

Выводы 

В работе представлено решение задачи о выпучивании при 
осевом динамическом нагружении цилиндрической оболочки, под­
креплённой произвольно расположенными вдоль образующей коль­
цевыми рёбрами жёсткости. Показано, что при подкреплении 
прогиб заметно снижается в зонах, где он максимален; этот 
эффект существенно зависит как от жёсткости каждого ребра и 
их количества, так и от расположения рёбер вдоль образующей 
оболочки. Решение по модели "размазанных" рёбер жёсткости 
приводит к сильно завышенным значениям прогиба и не позволя­
ет описать смещение точек максимума прогиба при изменении 
жёсткости рёбер и их количества. 
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ОБ ОДНОМ ИНЖЕНЕРНОМ МЕТОДЕ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ /ДНАМИКИ 
СОСТАВНЫХ 0БОЛ0ЧЕЧБЫХ КОНСТРУКЦИЙ 

Для определения динамического напряжённо­деформирован­

ного состояния цилиндрических оболочек и конструкций, с о ­

стоящих из последовательно соединённых оболочек, наиболее 
часто С I, 2 ] используются соотношения волновой теории 
типа Тимошенко, учитывающей деформации сдвига и инерцию 
вращения нормального к срединной поверхности элемента. Име­

ются также работы С 3, 4 1, в которых расчёты проведены по 
классической теории недеформируемых нормалей Клрхгофа­Лява. 
Обе указанные теории и большое число их модификаций в с л у ­

чае конструкций из большого числа составных элементов ­

оболочек мало пригодны для проведения инженерных расчётов, 
так как уже для отдельного элемента­оболо'иси имеем разреша­

ющую систему дифференциальных уравнений в частных производ­

ных шестого порядка. Математические затруднения, связанные 
с возрастанием порядка обшей системы уравнений, при увели­

чении числа составных элементов ­ цилиндрических оболочек 
различных материалов и разработанная методика их преодоле­

ния приводит к довольно сложным и громоздким вычислитель­

ным схемам, требующим много машинного времени и ресурсов 
памяти при расчётах на ЭВМ. 

Учитывая вышесказанное, имеет смысл для практического 
применения в инженерных расчётах разработать более простые 
методы нахождения напряженного состояния конструкций при 



динамическом нагружении на торцах. Анализ результатов рас­
чёта по теории Тимопекко С 2 1 даёт обоснование возможно­
сти пренебречь некоторыми членами з исходных уразнеюшх в 
зависимости от внешнего воздействия (поперечный или про­
дольный торцевой удар). При этом для оценки точности раз­
работанных инженерных методов производится сравнение с ре­
зультатами уточнённой теории. 

I. Рассмотрим свободную составную цилиндрическую конст­
рукцию, нагруженную продольным осеоимметричнык импульсом 
ударного типа на одном торце. Расчёты показывают [12 3, 
что независимо от механических и геометрических свойств со­
ставных элементов­оболочек, значением перерезывающего уси­
лия ö,£p a 3 M ,

( I = 1,2,...пь , М> - число элементов) мож­
но пренебречь, так как максимальные значения этого усилия 
примерно на четыре порядка меньше соответствующих значений 
продольного усилия , играющего основную роль в напря­
жённо­деформированном состоянии при продольном нагружении. 
При таком предположении о учётом уравнений равновесия, на­
чальных и граничных условий следует, что в любой точке обо­
лочки М Р а з м

« щ о f ч т о также хорошо согласуется с резуль­
татами расчётов. Так как 9££??/Ь<*» фО , то в результате 
имеем для каждого элемента систему дифференциальных уравне­
ний четвёртого порядка. В первом приближении решим получен­
ную упрощённую задачу при условии равенства нулю коэффици­
ента поперечной деформации. Оказывается, что этот простей­
ший вариант, соответствующий продольным колебаниям стержне­
вой конструкции из элементов различных материалов, даёт хо­
рошее описание процесса прохождения и отражения волн про­
дольных усилий Ityj Рвэм* в многоэлементной цилиндрической 
конструкции. 

При данных предположениях имеем систему дифференциаль­
ных уравнений для конструкции из HV элементов в безразмер­
ном виде: , ~ , 

Га,-

безразмерное продольное 
(I) 
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перемещение, об в X ­ безразм­рная координата и время, вве­
дённые по формулам (2) 

£ ­ радиус оболочки. 
Однородные начальные условия, граничные условия в виде за­
данной^на одном торце динамической продольной нагрузки 

и условия "сшивания" на границе раздела двух 
элементов имеют вид: 

1 з г • О ) 

а , 

Решение поставленной задачи хорошо известно в находится о 
применением преобразования Лапласа. Легко вывести также со­
отношения, связывающие максимальные значения падающей, про­
ходящей и отражённой волны на поверхности раздела двух эле­
ментов с различными механическими и геометрическими парамет­
рами. Вели на поверхность раздела между I ­той и 1 ­с* 
оболочкой падает волна продольного усилия с единичной 
амплитудой (К/.^Д^ - 1) , имеем формулы для нахождения * 
максимальных значений отражённой и проходящей волю: 



Проведём анализ пригодности формул (6),.(7) для характери­
стики процеоса отражения волк в составной конструкции из по­
следовательно соединённых металлической и композитной оболо­
чек со следующими мехаягнекими и геометрическими параметра­
ми: 

1. Метачличеокая оболочка: 

2 , Полимерная оболочка из ортстропного материала: 

Функция нагрузки $(ЪУь аналитическое выражение которой при­
ведено в С 4 Ц, не рис. I. Результаты расчёта пс теории ти­
па Тимошенко при нагружекии конструкции "коротким" продоль­
ным импульсом представлены на рис. 2, где изображена зави­
симость продольного безразмерного усилия Л / и от времени 
в середине первой оболочки. Результаты расчёта по элементар­
ной теории составных стержней практически совпадают с приве­
дёнными на рио. 2. Вмеоте с этим многочисленные раочёты по­
казали высокую точность формул (6) и (7), которые, например, 
для данной конструкции, дают Ь111а£ЦР = 0,333, Ч д , т л ! ° Х = 0 » 6 6 6 ' 
когда численные расчёты по теории Тимошенко дают соответст­
венно 0,345 и 0,673. Расчёты показали, что М^С^Х) по 
стержневой теории отличаются от решения теории Тимошенко не 
более, чем на 2­3$ после прохода первых двух волн. Таким об­
разом, элементарная теория, изложенная в этом пункте, может 
быть успешно применена для расчёта продольных усилий в кон­
струкции в начальной стадии волнового процесса. Для определе­
ния прогибов и других характеристик напряжённого состояния 
следует использовать более точные модели. 

2. При нагружении ооставной оболочечной конструкции попе­
речным импульсом а ) 

^(2. им 
разработка достаточно точной и простой инженерной методики 



Рис. I . ­Г* 
Зависимость приложенного импульса от безразмерного времени > 
I ­ "короткий" импульс, 2 ­ "средний" импульс, 3 ­ "длинный 
импульс; соответствующая длина импульсов о,2«Ю , 4 ' Ю " 4 , 
3*10 ~ 3 сек. 

Щ л 

\ V • / I 1 
5 1 * Г 

о.в 

о* 

4« 

Рис. 2. 
Зависимость безразмерного продольного усилия М и от без­
размерного времени £ в середине первого составного элемен 
та двухэлементной конструкции (о(, = о,55) 
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является более сложной задачей из­за существенного влияния 
деформаций сдвига и инерции вращения на напряжённое состоя­
ние и имеющего место краевого эффекта. Анализ численных 
экспериментов по теории Тимошенко С 2 1 показывает, что в 
этом случае можно пренебречь продольными усилиями N,1 и 
тем самым понизить порядок системы дифференциальных уравне­
ний для одного составного элемента конструкции до четвёрто­
го порядка. Примерно одинаковый порядок приближения полу­
чим, используя уравнения теории Кирхгофа­Лява в случае ра­
венства нулю коэффициента поперечной деформации. Дифферен­
циальное уравнение четвёртого порядка параболического типа 
для отдельного элемента аналогично уравнению изгиба стерж­
ня по'указанной теории и имеет вид: 

где для цилиндрической оболочки, 
сЪ-0 для стержня. 

&с 8 ~ е с л и рассматривается составной стержень, 
-4 УО О * 

с. = -утг ­ если рассматривается составная цилиндрическая 
"я оболочка, 

ЬТ^ ­ безразмерный прогиб в I ­том элементе конструкции. 
Однородные начальные условия и граничные условия в виде 

приложенного поперечного импульса 0.1^1М(-Ь) на торце конст­
рукции при о0 = оог имеют вид: 

а с. 
по 

2. „ | 

0. 

3 ^ 
= 0 

На поверхности раздела между двумя элементами сшиваются 
прогибы *ЬТ- , их производные по с?0 , моменты и перерезываю­



щая силе: 
Ы: I - и ; I 
91^ 
9о0 9 л 

э 3

ч 

¿±1 

9 Л * 
Приведённые начальные граничные условия и условия "сши­

вания" оправедливы как для изгиба стержня, так и для цилинд­
рической оболочки в применяемом приближении. 

Перед тем как перейти к построению решения и анализу 
результатов расчёта по инженерной методике остановимся на 
некоторых характерных выражениях, касающихся спектра чаотот 
изгибных колебаний стержня или цилиндрической оболочки при 
условия 0=0 . Частоты собственных колебаний Цц&фб»..? 
при граничных условиях (13) для одноэлементной оболочки 
определяются из простого частотного уравнений 

Здесь Хк - £~'ь)к Для стержня, 

для цилиндрической оболочки, 
В случае защемления торцов оболочки или отержня 

(15) 
(16) 

^0 
Зоб 

= 0 , 
(17) 

частоты собственных колебаний тоже определяются формулами 
(15), (16). Конечно, формы прогиба существенно зависят от 
вида закрепления торцов. В случае одного свободного и одно­
го защемлённого торца _£?_&П 

частотное уравнение принимает вид: 1«ИЧ 3 0 0 1 . 



где завиоимооть Л.к от частоты определяется соотношением 
(16). 

Следует отметить, что корни уравнений (16) и (18) име­
ют одинакового асимптотику при , с другой стороны, 
основная чаотота собственных колебаний далиндричеоких обо­
лочек всегда несколько больше единицы и наблюдается сгуще­
ние частот вблизи этого значения о увеличенном геометриче­
ского параметра £* * Щ£ оболочки, 

Расчёты для одноэлементной оболочки по теории Тимошен­
ко дают аналогичный результат, только частоты несколько ни­
же, что объясняется отличием от нуля коэффициента попереч­
ной деформации. Понижение основной частоты при увеличении 
модуля Пуассона отмечено многими авторами не только для ци­
линдрических, но и сферических С б 1 и других оболочек. 

Решение поставленной задачи для соотавной цилиндричес­
кой оболочечной конструкции (аналогично для ооотавного стер­
жня) проводится методом преобразования Лапласа. Полученную 
в пространстве изображений систему обыкновенных дифференци­
альных уравнений порядка Чггъ решаем методом Эйлера. Для 
определения постоянных интегрирования используются 4 гра­
ничных условия и Н(т.'1) условия "сшивания". Вместо реше­
ния алгебраической системы уравнений кваэидиатонального ви­
да применяется упрощённый вариант общего матричного метода 
С 2 1, приводящий к алгебраической системе четвёртого по­
рядка независим^ от числа составных элементов конструкции 

Обратное преобразование проводится о использованием тео­
рии вычетов и решения представлены в виде рядов типе Фурье 
по времени. Методика и расчётные формулы мало отличаются 
при переходе от составной цилиндрической оболочки к состав­
ному стержню. Далее рассмотрим конструкцию, состоящую из 
двух Последовательно соединённых цилиндрических оболочек 
(металлическую и полимерную) под действием поперечной си­
лы типа керотлго импульса ДО) на торце о0=о(м и приве­
дём сравнительный анализ характеристик напряжённо­деформи­
рованного состояния конструкций, полученных по инженерной 
методике и по теории типа Тимошенко. В расчётах использо­
валась металлическая оболочка с параметрами (6) и полимер­



нал оболочка с геометрическими и механическими параметрами 

I Р с'««
 ( 1 9 ) 

1 = 0 , 3 9 ; р ­ ^ . 
Зависимость прогиба ̂  от времени С по инженерной мето­
дике изображена на рис. 3 линией 1а. Оказалось, что прогиб 
в этой точке мало зависит от числа последовательно соеди­
нённых оболочек и их механических свойств при условии, что 
длина первого элемента примерно равна радиусу конструкции. 
Величина прогиба в основном определяется механическими и 
геометрическими параметрами первого элемента. Расчёт для 
одноэлементной металлической модели одинаковой длины по 
этой методике дал только на 1% отличающийся результат. При­
ближённая методика даёт примерно на.20% заниженные величи­
ны прогибов по отношению к теории Тимошенко (рис. 3, линия 
16). Это объясняется тем, что приближённая теория не учиты­
вает добавочные деформации, связанные с деформацией сдвига 
и о влиянием отличного от нуля коэффициента поперечной де­
формации. Некоторое увеличение частоты квазигармокических 
колебаний также связано с увеличением общей жёсткости си­
стемы в результате упрощений. Кривая 2а (рис. 3) изобража­
ет зависимость прогиба от времени в середине металлической 
оболочки ­ первого составного элемента конструкции (Л =0,55), 
а кривая 26 Ц(Е) в точке а0=0,50 металлической оболочки, 
имеющей одинаковую длину о рассматриваемой конструкцией. Не­
которое запаздывание во времени кривой 2а объясняется боль­
шей отдалённостью точки от торца, где происходит нагружение. 
При этом отражение волн на границе между двумя элементами 
мало влияет на величину прогибов. Оказывается также, что 
прогибы при явно выраженном динамическом нагружении ("ко­
роткий" импульс) значительно меньше максимальных прогибов 
при квазистационарном нагружении (кривая 1в соответствует 
прогибу на торце <^-0 при воздействии "длинного" импульса). 
Это заключение подтверждает также рис. 4, на котором изобра­
жена зависимость прогибов от оС «при статическом поперечном 
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Рис. 3. 
Завпсимостд, безразмерного прогиба Ы4 в первом элементе со­
ставной конструкции от безразмерного времени V 

I ­­на торце конструкции (оС=0) 
в ­ инженерная методика, "короткий" импульс; 
'б ­ т. Тимошенко, "короткий" импульс; 
в ­ инженер!.ая методика,"длинный" импульс; 

2.а ­ "короткий" импульс,, двухэлементная оболочка; 
2,6 °"короткий" импульс, изотропная оболочка одинако­

вой длины. 
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Рис. 4. 
Зависимость прогиба Ы от координаты оо при статическом 
воздействии на торце А?О цилиндрической оболочки 

2 - Щ*Щ 

т. Тимошенко} т. Кирхгофа-Лява. 



Рис. 5. 

Зависимость прогиба иТ^ на конце и,*0 стержневой конст­
рукции от времени V 

1 ­ защемление на конце ос = & , "короткий" импульс 
•» . составной двухэлементный стержень; 
• — ­ металлический стержень одинаковой длиш; 

2 ­ овободный конец вО=Й , "короткий" импульс; 
3 ­ защемлённый конец А*Я, , "длинный" импульс. 

­40 

V 
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Рис. 6. 
Зависимость ускорения Э >я от безразмерного времени "С 

на торце ос = 0 составной цилиндрической конструкции по ин­
женерной методике; 



нагружении на торце ot=0 единичной силой для цилиндриче­
ской изотропной оболочки по теории Тимошенко (непрерывная 
линия) и по теории Кирхгофа­Лява (прерывистая линия). Учёт 
деформаций сдвига в теории Тимошенко приводит к более высо­
ким прогибам в точке приложения нагрузки, Наблюдается так­
же сильное возрастание прогибов при уменьшении толщины 
оболочки (кривая 2 - &/h~Z0 , кривая I ­ &/к>-5 ) , 
Результаты расчёта прогибов u)j составного отержня в точке 
приложения поперечного импульса (<ь*0) при некоторых 
видах закрепления другого конца конструкции представлены 
на рис. 5, При изгибе стержневой конструкции значения мак­
симальных прогибов оущеотвенно больше, чем в цилиндрической 
оболочке и колебательное движение свободного конца имеет 
медленный характер, дальнейшее развитие колебаний на рис, 
5 не отображено, так как применяемая теория не учитывает 
вязко­упругие свойства материала, имеющие сильное влияние 
на напряжённо­деформированное состояние при больших значе­
ниях времени С . 

На прогиб конца л*0 стержневой конструкции сущест­
веннее, чем в случае оболочечной конструкции, влияет мате­
риал второго составного элемента и меньшая сопротивляемость 
изгибу в сдвигу полимерного элемента приводит к увеличению 
прогиба примерно на 10%, При ударе по незакреплённой стерж­
невой конструкции прогибы меньше, что объясняется перехо­
дом некоторой чаоти энергии в энергию вращательного движе­
ния всей конструкции. При нагружении длинным импульсом про­
гибы возрастают медленнее, но достигают максимальные значе­
ния э 80 при tr* 12, что в четыре раза больше, чем при воз­
действии "короткого" импульса, 

Ускорение д*"1лк/жь в составной цилиндрической конструк­
ции зависит в основном от скорости нагружения и максималь­
ные значения с существенно выраженным краевым эффектом до­
стигаются в точке приложения импульса (Ы,=0) . При этом 
изменение граничных условий на втором торце или изменение 
механических свойств второго составного элемента влияют 
на 1Щ1 не более, чем на 3%. При сравнении изображённой 
на рис. 6 зависимости с результатами теории Тимошенко на­
блюдается хорошее совпадение результатов. Теория Тияошен­



но даёт следующие экстремальные значения ускорений на тор­
це об= 0 составной конструкции: 

э

* ъ л /, • 
— — = ­ /

/­,2. . при г = 0,г*­ ; 

при 0,*0 . 
Сравнение приведённых на рис. 7 зависимостей моментов М 1 

от времени 11 ь составной цилиндрической конструкции, по­
лученных по используемой инженерной методике (рис. 7а) и 
по теории Т. мошенко (рис. 76 ), показызает возможность при­
менения инженерной методики для расчёта указанных характе­
ристик напряжённого состояния. Некоторое смещение направо 
картины волнового процесса объясняется увеличением общей 
жёсткости конструкции вследствие уменьшения степеней сво­
боды. Необходимо отметить, что при увеличении скорости на­
грукения, моментныэ напряжения, несмотря на ярко выражен­
ный краевой эффект, проникают гораздо глубже з конструкции, 
чем при статическом нагружении и, например, при воздейст­
вии "короткого" удара (рис. I), достигают в точке «, = 0,55" 
(середина первто элемента) значения, которое примерно на 
порядок больше, чем при медленном нагружении. Приложенные 
к торцу перерезывающие усилия достигают максимальных значе­
ний в точке приложения и не глубоко проникают внутрь конст­
рукции. Во внутренних точках инженерная методика даёт ка­
чественно неверные результаты» 

3 этой статье сделана первая и не совсем последователь­
ная попытза разработать инженерную методику расчёта напря­
жённо­деформированного состояния конструкций, состоящих 
из последовательно соединённых цилиндрических оболочек раз­
личных материалов. Некоторые направления получения физиче­
ски более обоснованной методики расчета, удовлетворяющей 
условиям простоты применения и минимальному потреблению 
машинного времени, указаны в ходе изложения материала. 
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Рис. 7. 
Зависимость моментов М £ от времени "С в точке л­0,5"5" 
составной циливдрической оболочки при воздействии "коротко­
го'' поперечного импульса 

а ­ инженерная теория; 
б ­ теория Тимошенко. 
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СОБСТВЕННЫЕ КОЛЕБАНИЯ СОСТАВНЫХ ТОНКОСТЕННЫХ 
КОНСТРУКЦИИ ИЗ 1ДШРДРИЧВСКИХ И СФЕРИЧЕСКИХ 
ЭЛЕМЕНТОВ 

I . Постановка задачи 

Исследованию'частот и форм собственных колебаний сфери­

ческих оболочек с использованием классических теорий оболо­

чек посвящено большое количество работ, например [ 1 , 2 , 3 Л, 
в которых указана также более подробная библиография по э т о ­

му вопросу. Задача о влиянии различных параметров на вели­

чины собственных частот (в большинстве работ на основную ч а ­

стоту) решалась как аналитическими С 1,2 3 , так и разност­

ными методами, методом конечных элементов иди методом Буб­

ного­Галёркина С 3 1. Интенсивное использование композитных 
материалов в различных конструкциях приводит к необходимо­

сти учитывать влияние поперечных деформаций их инерции в р а ­

щения нормального к срединной поверхности элемента. Кроме 
т о г о , отдельное излучение динамических характеристик каждо­

го составного элемента конструкции (сферическая или цилинд­

рическая оболочка) при различных условиях закрепления даёт 
лишь частичную информацию о колебательных процессах в конст­

рукции в целом. В данной статье изучаются осесишетричные к о ­

лебания тонкостенной конструкции, состоящей из последователь­

но соединённых, изотропной сферической и трансьерсально орто­

тропной цилиндрических оболочек*одинакового радиуса в поста­



( 

новке геометрически и физически линейной теории типа Тимо­

шенко. Отдельно рассматривается также вопрос о влиянии р а з ­

личных параметров и граничных условий на частоты собствен­

ных колебаний сферической оболочки в уточнённой постановке. 
Рассмотрит.! изотропную, симметричную, упругую сферическую 

оболочку с углом полураствора оС0 , радиусом срединной п о ­

верхности & и постоянной толщины гь$ . Согласно уточнён­

ной теории типа Тимошенко, учитывающей инерцию вращения нор­

мального к срединной поверхности элемента и деформации с д в и ­

га С 4 , 5 3, имеем уравнения движения в­ перемещениях: 

Здесь &\ («'4—т -^{мпсЬ &, и, 9 , -

функции, связанные с безразмерными перемещениями и,1 и Щ : 

0 . ̂  Д — Гйл <*, ф с̂с,гг)1, 
где (¿3 = Ц,*/12.,Ы$ = ьХ*/я ­ безразмерные перемещения, ^ ­

угол поворота нормали, об ­ угол долготы на поверхности 
оболочки, /£• ­ безоазмерное время, £ £ = || £ з ~"­

скорость продольной волны в сшеоической оболочке, 6 5 = Да -

геометрический параметр оболочки. 
3 случае полусферической оболочки к торцу об0=£/4 м о ­

жет быть присоединена ортотропная цилиндрическая оболочка^ 
кругового сечения толщины /1с и безразмерной длины % £ < ­ ­

Уравнения движения такой оболочки согласно теории Тимошенко 
приведены з С 6 1 и имеют вид: 



1С 
a r * эгь & 3 6 * 3 6 а х 

( 1 . 3 ) 

Здесь б £ с ­ й 7 ^ ^ ~ ~ёГ ~ безразмерные перемещения, щ -'~ 
угол поворота нормали к деформированной средРнной поверхно­

сти цилиндрической о б о л о ч к и э с / / о ­ безразмерная координа­

та вдоль образующей оболочки, ИУ = сс/с% _ отношение скоро­

стей продольных волн, 6 = ^£=­г , £ ^ , „ , ^ = Т 2 , 3 ­ бсзразглер­

,­ше материальные константы цилиндрической оболочки. 
В дальнейшем рассматриваются ненагруженные оболочки, а 

также конструкция в целом, что приводит к однородным началь­

ным условиям. . 
Вместе с тремя граничными условиями в форме различных ли­

нейных комбинаций перемещений и их первых производных по про­

дольной координате,вид которых зависит от условий закрепле­

ния, и шестью условиями "сшивания" на линии раздела цилинд­

рической и сферической оболочки они образуют необходимое чис­

ло добавочных условий для решения уравнений ( 1 . 1 ) , ( 1 . 2 ) , 
( 1 . 3 ) . 

2 . Влияние геометрических и механических параметров На 
колебания сферических оболочек в уточнённой поста­

новке 

Изучим зависимость частот осесимметричных колебаний сфе­

рических оболочек от коэффициента поперечных деформаций U , 

относительной толщины &//к и небольшого изменения угла п о ­

лураствора ос о сферической оболочки. Хотя рассматриваемая 
зависимость изучалась в работах разных авторов С 1 , 7 , 8 3, 
полученные результаты противоречивы. Кроме т о г о , большинст­

во известных авторам работ относится к теориям оболочек, н е ­



учитывающим деформации сдвига и инерцию вращения, что огра­
ничивает применимость полученных результатов для композици­
онных материалов. 

Решение спектральной задачи, соответствующей системе 
(1.1) и определённому типу закрепления на краю о6-ос0 , 
ищем в виде: 

и далее со=—— & ­ безразмерная частота колебаний. Для 
осуществления нетривиального решения необходимо обращение в 
ноль определителя указанной системы. Это условие приводит к 
характеристическому кубическому уравнению для определения 
Д(оо). Общее решение системы уравнений находим в виде ли­
нейной комбинации шести сферических функций. Подставляя это 
решение в однородные граничные условия и учитывая требова­
ние ограниченности решения и необходимость осуществления 
нетривиального решения, получаем частотное уравнение 
$(3<и) = 0 , где $В ­ определитель третьего порядка систе­
мы граничных условий. Несмотря на то, что в данной статье 
рассматривается более адекватная система кинематических ги­
потез, методика расчёта несущественно отличается от изложен­
ной в С1 ] и из­за ограниченного объёма статьи на более 
подробном её изложении не остановимся. • 

Зависимость первых 8­9 частот собственных осесимметрич­
ных колебаний от коэффициента Пуассона для полусферической 
оболочки с относительной толщиной ̂ 5 = Х­ изображена на 
рис. I и рис. 2. 

Все приведённые рисунки соответствуют двум типам гранич­
ных условий: 

I. Жёстко защемленный край 

1С 50 

(2.1) 
2. Свободный край 

<*> = сС0 



Результаты расчётов подтверждают справедливость утверждения 
работы С 8 1 о том, что в зависимости от конкретной частоты 
или формы колебаний изменение коэффициента Пуассона может 
по разному влиять на величину собственной_частоты. 

Некоторые результаты исследований влияние угла полураст­
вора o¿0 сферической оболочки на частоты собственных коле­
баний для сферической оболочки с относительной толщиной 

~ЕГ~30 и коэффициентом поперечной деформации \) =0,3 
приведены на рис. 3 и рис. 4. Оказывается, что небольшое 
­.зменение угла полураствора даже менее существенно влияет 
на собственные частоты, чем некоторая произвольность в вы­
боре коэффициента Пуассона, тлеющая место в большинстве прак­
тических расчётов. 

Зависимость частот собственных колебаний от относитель­
ной толщины Я/ñ для полусферической оболочки при значении 
коэффициента Пуассона 9 =0,3, изображённая для защемлённой 
и свободной оболочки на рис. 5 и рис. 6,показывает сильное 
сгущение безразмерных частот с уменьшением толщины оболочки 
вблизи единицы, но на основную частоту изменение указанного 
параметра оказывает не большее влияние, чем указанная произ­
вольность в выборе коэффициента Пуассона. 

Приведённые результаты показывают, что изменение kns/d 
или оС р оказывают примерно одинаковое влияние на первые ча­
стоты собственных коле^ний^_тем самым обосновывая необхо­
димость пр#веденйяГ экспериментов для точного определения зна­
чения коэффициента поперечной деформации различных материа­
лов. Сравнение с результатами по классической теории Г. I 1 
показывает,, что учёт деформаций сдвига и инерции вращения 
приводит к уменьшению основной частоты примерно на 1%. 





Рис. 2. Зависимость безразмерных частот собственных колеба­
ний свободной полусферической оболочки от коэффици­
ента Пуассона \). 



Рис. 3, Зависимость безразмерных частот собственных колеба­
ний защемленной сферической оболочки от угла полураст­
вора о(,0. 



Рис. 4. Зависимость безразмерных частот собственных колеба­
ний свободной сферической оболочки от угла нолурас­
твора оСв­



- ш -



Рис 6. Зависимость безразмерных частот собственных колеба­
ний свободной полусферической оболочки от относи­
тельной толщины 



3. Решение некоторых прикладных задал для составной 
конструкции 

Расчёт частот собственных колебаний составной конструк­
ции проводится следующим образом. Решение для сферического 
элемента находится так же, как показано в п. 2, а решение 
уравнения спектральной задачи для цилиндрической оболочки на­
ходится методом Эйлера в виде линейной комбинации экспонент. 
На общее решение сферической оболочки, содержащее три произ­
вольные постоянные и общее решение цилиндрической оболочки, 
содержащее шесть произвольных постоянных, накладываются 
шесть условий "сшивания" (сшиваются перемещения ц, ,Ы , <р , 
усилия И±> и моменты М1 ) и три граничные условия на 
втором торце цилиндрической оболочки. 

Рассмотрим некоторые частные задачи, где была использо­
вана указанная методика. 
. При решении прикладных вопросов приходится решать зада­

чи о влиянии присоединённых к торцу оС=оС0 сферической обо­
лочки колец (сосредоточенных масс) на частоты собственных 
колебаний. Очень часто при таких расчётах принимается, что 
присоединённые массы являются несжимаемыми. Однако, правди­
вость данного предположения может быть проведена лишь при 
сравнении с точным расчётом. В таблице I приведена зависи­
мость первых частот осесимметричных колебаний полусфериче­
ской оболочки толщины ^5 ­ |^ , 0*3 »

 к торцу кото­
рой прикреплена упругая изотропная цилиндрическая оболочка 
одинаковой толщины, имеющая длину Ь =0,25 £ и плотность 
° с= */рй . Второй торец цилиндрической оболочки в данном 
примере и­далее свободный. 

Таблица I. 

1 ­ 0,6962 0,8073 • 
2 0,7629 0,8688 
5 0,7837 0,9229 
25 0,7958 0,9410 

500 0,7994 0,9448 
5000 0,7996 0,9449 



1/К «Л 
0,5 I 0,7928 0,9379 1,0625 
0,25 2 0,7941 • 0,9391 1,0649 
0,1 5 0,7775 • 0,9182 1,0248 
0,05 10 0,7597 0,8938 0,9971 

Сильное изменение частот при увеличении толщины оболоч­
ки объясняется точностью теории оболочек порядка /ъС//&. 

Если к торцу полусферической оболочки присоединить очень 
короткую цилиндрическую оболочку того же материала, то с не­
которым приближением указанную составную конструкцию можно 
заменить сферической оболочкой несколько большего угла полу­
раствора оС0 , с одинаковой.как у конструкции длиной образую­
щей. 

Результаты исследований применимости такой упрощённой за­
мены в зависимости от­длины"присоединённой цилиндрической 
оболочки приведены в таблице 3. для сферической оболочки с 

=30, 1?3 =0,3 

Очевидно,только при £ с/^ $>5" можно с достаточной для ин­
женерного расчёта точностью использовать предположение' о не­
сжимаемости прикреплённой короткой оболочки. ° 

Изучался также вопрос о том, как влияют размеры короткой 
цилиндрической оболочки, прикреплённой к полусферической обо­
лочке, на частоты колебаний. При изменении геоиетрическа:: 
размеров масса оболочки оставалась неизменной тс/гги5=1, 
Ес/£$ =Ю, ^с/Р$ Некоторые результаты расчётов при­
ведены в таблице 2. __ 

Параметры сферической оболочки такие же, как в предыду­
щем примере. 

Таблица 2. 



­ 132 ­
Таблица 3. 

•1 •1 
точное реш. 'прибл. реш. точя. реш. прибл. реш. 

0,02 
0,03 
0,05 
0,08 
0,10 
0,15 
0,20 
0,25 
0,30 

0,8307 0,8307 
0,8289 0,8289 
0,8255 0,8253 
0,8204 0,8198 
0,8171 0,8160 
0,8095 ' 0,8064 
0,8024 0,7963 
0,7955 0,7861 
0,7891 ' 0,7756 

0,9259 0,9259 
0,9256 0,9257 
0,9249 0,9251 
0,9233 0,9234 
0,9221 0,9216 
0,9186 0,9151 
0,9155 0,9074 
0,9131 0,8994 
0,9109 0,6915 

Если присоединённая оболочка имеет длину и^О^И,, ука­
занная упрощённая замена приводит к ошибке, не превышающей 
0,1?, в пределах 0,2Я(^Ь 0,6 & её применимость зависит 
от необходимой для конкретной цели точности. 
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3 работе приводятся результаты теоретических и эксперименталь­
ных исследований электромагнита. Приведены зависимости сил 
притяжения от формы и бокового смещения феррорельса. Обсужда­
ются трудности, связанные с сравнением численных и эксперимен­
тальных результатов. Ил.7, библиогр. 3 назв. 
УДК 538.54.001.24 
Воеводский Н.Э., Кочетков В.М. НЕКОТОРЫЕ ПРЕДЕЛЬНЫЕ СООТНОШЕ­
НИЯ ДЛЯ СИЛ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ МЕЖДУ ДВИЖУЩИМИСЯ ЭЛЕЭТГОМАГНИТАМИ 
И ПРОВОДЯЩЕЙ СТРЖГУРОИ. ­ в кн.: Электродинамика и механика 
сплошных сред. Применение численных методов. Рига: ЛГУ им. П. 
Стучки, 1981, с.24­33. 
Рассмотрены характеристики силового взаимодействия поля дви­
жущегося электромагнита и поля вихревых токов, наведенных им 
в электропроводящей полосе. Для отношения поперечной и про­
дольной (по отношению к направлению движения электромагнита) 
компонент силы, называемого параметром качества, получены со­
отношения, .характеризующие его максимально достижимую величи­
ну. Исследована зависимость параметра качества от величин,оп­
ределяющих скороеть движения и форму электромагнита, а также 
от параметров электропроводящей полосы. При этом рассмотрены 
два варианта расположения электромагнитов по отношению к по­
лосе: односторонний и двусторонний. Показано, что для второго 
варианта при надлежащем подборе токов в электромагнитах дости­
жимы весьма высокие значения параметра качества. Ил.1, библи­
огр. 2 назв. 

УДК 517.949 : 538.12­621.335 
Ауза В.Я. МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ НЕСТхЩИОНАРНЫХ ПРОЦЕС­
СОВ В ЭЛЕКТРОМАГНИТАХ. ­ В кн.: Электродинамика и механика 
сплошных сред. Применение численных методов. Рига: ЛГУ им. П. 
Стучки, 1981, с.3­11. 
В работе приводится математическая модель электромагнита с 
Гетом нелинейных и краевых эффектов в нестационарных режимах, 

методике учитываются вихревые токи в феррорельсе, возникаю­
щие при переходных процессах. Разработанная методика основыва­
ется на аппроксимации численных результатов двумерной нелиней­
ной модели электромагнита в статике. Используя зависимость ин­
дуктивности и индукции магнитного поля от намагничивающей силы 
и учитызая вихревые токи в феррорельсе, получается зависимость 
тока в обмотке от времени. Ил.7, библиогр. I назв. 
УДК 517.949:538.12­621.335 
Ауза З.Я., Круминьш Я.Р., Устинов H.H., Шикин Б.М. ЧИСЛЕННОЕ 
И ЗКСПШ^МЕНТМЬНОК ИССЛЕДОВАНИЕ СИЛ, МСТЗУЩИХ НА ЭЛЕКТРО­
МАГНИТ. ­ 8 кн.: Электродинамика и механика сплошных сред. 
Применение численных методов. Рига: ЛГУ им.П.Стучки, 1981, с. 





УДК 538.65:51.380 
Цилевич Б . Л . ОБ ОДНОМ МЕТОДЕ МНОГОМЕРНОЙ УСЛОЗНОЙ ОПТИМИЗА­ ' 
Щ И . ­ В к н . : Электродинамика и механика сплошных сред. 
Применение численных методов. Рига: ЛГУ им.П.Стучки, 1981, 
с . 34­46. 
Предложена методика расчета равновесной конфигурации системы 
диполей во знеинем электромагнитном поле, основанная на пря­
мой минимизации потенциальной энергии системы. Описан эффек­
тизныП численный алгоритм решения задачи услозно!* оптимиза­
ции, построенный путем модификации комплекс­метода Бокса, 
приведены рекомендации по выбору численных значений парамет­
ров алгоритма. Табл. 3 , библиогр. 17 н а з в . 
УД!{ 621.737:538.65 
Жук В . З . , Цкленич Б . Л . ЧИСЛЕННОЕ И ЭКШЕГШЕНТАЛЬНОЕ ИССЛЕ­
ДОВАНИЕ РАВНОВЕСИЯ СИСТЕМЫ ДИПОЛЕЙ ВО ВНЕШНЕМ ПОЛЕ. ­ В к н . : 
Электродинамика и механика сплошных сред. Применение числен­
ных методов. Рига: ЛГУ им.П.Стучки, 1981, с . 4 7 ­ 5 5 . 
Рассматривается система диполей, помещенных в ограниченную 
круглую область с наложенным поперечным полем. Равновесная 
конфигурация системы ищется путем минимизации потенциальной 
энергии системы. Для решения задачи 'условной оптимизации при­
меняется модифицированный комплекс­метод. Изложены также р е ­
зультаты эксперимента с плавающими магнитами в ограниченной 
области. Приведены примеры результатов эксперимента и числен­
ных расчетов. Ил. 4 , табл. 3 , библиогр. 5 н а з в . 
УДК 538.4+621.365.5 
Павлов С И . , Якович А . Т . К ОПРЕДЕЛЕНИЮ ВЫСОТЫ И ФОРШ МЕНИС­
КА В Ш1ДУКПЙ0НН0И ЭЛЕКТРОПЕЧИ гаДРОСТАТИЧЕСКОМ ПРИБЛИЖЕНИИ. 
­ В к н . : Электродинамика и механика сплошных сред. Примене ­
ние численных методов. Рига: ЛГУ им.П.Стучки, 1981, с . 5 6 ­ 6 9 . 
Рассматриваются'различные модели индукционной электропечи, 
допускающие аналитическое или конечно­разностное решение, и 
сопоставляются полученные по ним результаты. Показано, что 
при моделировании мениска в гидростатическом приближении н е ­ ' 
обходимо учитывать влияние на распределение электромагнитных 
сил торцевых эффектов как металла, так и индуктора. Рредло ­
жена уточненная аналитическая формула расчета формы мениска. 
Ил. 3 , библиогр. 10 н а з в . 
УДК 516.12:538.4+521.365.5 
Павлов С И . , Якович А . Т . МЕТОДИКА РАСЧЕТА ФОРМЫ СВОБОДНОЙ 
ПОВЕРХНОСТИ ПРИ ССЕС!Ж1ЕТН!Ч!!0М МГД­ТЕЧЕНИИ ВЯЗКОЙ НЕСЖИМА ­
ЕМОЯ ЖИДКОСта. ­ 3 к н . : Электродинамика и,механика сплошных 
с р е д . Применение численных методов. Рига: ЛГУ им.П.Стучки, 
1981, с . 7 0 ­ 7 7 . 





Предлагается конечно­разностна : методика расчета формы свобод 
ной поверхности в осесимметричном МГД­устройстве. Используется 
метод последовательных приближений для нахождения положения . 
свободное поверхности из условия перпендикулярности к ней гра­
диента суммарного электромагнитного и гидродинамического дав­
ления. Распределения электромагнитных и гидродинамических ве ­
личин определяются с помощью ранее разработанной для фиксиро­
ванной формы области методики расчета, основанной на решении 
системы МГД­уравнений для векторного потенциала магнитного по­
ля, ротора скорости и функции тока. Ил. I , библиогр. 4 назв. 
УДК 536.12:537.311.6:621.313.3 
Иванов Л.Г. ЭЯГШРИНЕЭТАЛЬНОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ТЕПЛООТДАЧИ ПЛОСКО­
ЛИНЕЙНО!: ИНДУ1П£ЮНН0И МГД­МАПИНЫ. ­ В кн.: Электродинамика и 
механика сплошных сред. Применение численных методов. Рига: 
ЛГУ им.П.Стучки, 1981, с. 78­85. 
В работе приводятся результаты экспериментальных исследований 
температурного поля плосколинейно'го индукционного МГД­насоса 
в высокотемпературном режиме. Получена зависимость стационар­
ного температурного поля от подводимой мощности. Эксперимен ­
тальные значения теплоотдачи аппроксимируются с помощью сте ­
пенной функции температуры обмоток индуктора. Ил. 4, табл. 2, 
библиогр. 4 назв. 
УДК 539.3:534.1 • 
Фелдаано Э.Г. О РАСЧЕТЕ НАПРЯЖЕНИЯ В ЦИШЩРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКЕ 
ПРОЕГОШЕЙНЫХ ПАРАМЕТРИЧЕСКИХ КОЛЕБАНИЯХ. ­ В кн.: Электро­
динамика и механика сплошных сред. Применение численных мето­
дов. Рига: ЛГУ им.П.Стучки, 1981, с. 66­96. 
Излагается методика расчета напряжений в оболочке при нелиней­
ных параметрических колебаниях с использованием разработанного 
ранее способа построения аппроксимации прогиба при решении 
задачи прямыми вариационными методами. Исследуется характер 
распределения напряжений в различных сечениях оболочки в раз­
личные моменты времени. Показано, что наиболее опасными будут 
те режимы параметрических колебаний, при которых параметры 
внешней нагрузки попадают в пересечение нескольких­областей 
динамической неустойчивости (при этих режимах наиболее вероят­
но быстрое усталостное разрушение конструкции). Ил. 6, биб ­
лиогр. 2 назв. 
УДК 539.3:534.1 
Богданович А.Е. б РАСТЕТЕ ПОСЛОЙНОГО РАЗРУШЕНИЯ КОМПОЗИТНЫХ 
ЩЛИВДРИЧЕСКИХ ОБОЛОЧЕК ПРИ ДИНАМИЧЕСКОМ НАГРУЖЕНИИ. ­ В кн.: 
Электродинамика и механика сплошных сред'. Применение числен­
ных методов. Рига: ЛГУ им.П.Стучки, 1981, с. 97­102. 
Представлена модель послойного анализа разрушения цилиндри ­
ческих оболочек из слоистых композитов. Она основана на пе ­
ресчете упругих характеристик слоя после каждого акта разру­
шения (в связующем либо в волокнах). Применение модели доя 
случая нагручения оболочки осевым динамическим сжатием либо 
динамическим внешним давлением указывает на 'существенную за­
висимость процесса разрушения от вида нагружечия и от струк­
туры многослойного пакета. Табл. ­I, библиогр. 5 назв. 





УДК 539.3:534.1 
Богданович А.Е..­ Кошкина Т.Б. ВЫПУЧИВАНИЕ ЩЩНЖЙЧЕСКОЙ ОБО­
ЛОЧКИ С КОЛЬЦШЫМИ РЕБРАМИ ЕЕСТКОСТИ Ш СШОй^ШШЧЕСЙОИ 

4 НАГРУЗКЕ. ­ 3 кн.: Электродинамика и механика сплочл­шх сред. 
Применение численных методов. Рига: ЛГУ им.П.Стучки, 1931, с. 
103­122. 

9 Б работе представлено решение задачи о выпучизакии при осевом 
динамическом нагружении цилиндрической оболочки, подкрепленной 
произвольно расположенными вдоль образующей ­кольцевыми ребра­
ми жесткости. Показано, что при подкреплении прогиб заметно 
снижается в зонах, где он максимален; этот эффект существенно 
зависит как от местности каждого ребра и их количества, так и 
от расположения ребер вдоль образующей­ оболочки. Решение по 
модели "размазанных" ребер жесткости приводит к сильно завышен 
ным значениям прогиба и не позволяет описать смещение точек 
максимума прогиба при изменении жесткости ребер и их количес­
тва. Ил. 8, библиогр. 8 назв. 
УД1{ 539.3:534.1 
Варна Я.П. ОБ ОДНОМ ИНЖЕНЕРНОМ МЕТОДЕ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ ДИНАМИКИ • 
СОСТАВНЫХ ОБОЛОЧЕЧНЫХ КОНСТРУКЦИИ. ­ В кн.: Электродинамика и 
механика оплошных сред. Применение численных методов. Рига: 
ЛГУ им.П.Стучки, 1981, с. 123­138. 
Предложен инженерный метод нахождения динамического напряжен­
но­деформированного состояния составных полимерных конструк­
ций, состоящих из некоторого числа последовательно соединен­
ных цилиндрических оболочек кругового сечения. На торцах кон­
струкции действуют динамические нагрузки типа продольного или 
поперечного удара, задаваемого некоторой четырехпараметричной 
функцией. Точность применяемой приближенной методики оценива­
ется сравнением с результатами, полученными ,по уточненной тео­

, рии типа Тимошенко, учитывающей инерцию вращения и деформацию 
сдвига. Ил.7, библиогр. 5 назв. 
УДК 539.4:534.1 

» Белов М.А., Варна Я.П. СОБСТВЕННЫЕ КОЛЕБАНИЯ СОСТАВНЫХ ТОНКО­
СТЕННЫХ КОНСТРУКЦИИ ИЗ 1ЩИНДРИЧЕСКИХ И СФЕРИЧЕСКИХ ЭЛЕМЕНТОВ. 
­ В кн.: Электродинамика и механика сплошных сред. Применение 
численных методов. Рига: ЛГУ им.П.Стучки, 1981, с. 139­153. 
Изучаются осесимметричные колебания тонкостенной конструкции, 
состоящей из последовательно соединенных изотропной сферичес­
кой и трансверсально ортотропной цилиндричерких оболочек оди­
накового радиуса в постановке геометрически и физически линей­
ной теории типа Тимошенко. Отдельно рассматривается вопрос о 
влиянии различных параметров.и граничных условий на частоты 
собственных колебаний сферической оболочки в уточненной поста­

^ новке. Ил,б, библиогр. 8 назв. 
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