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I. Definicion.—El objeto de la Estdtica grifica, es la reso-
Iucion de todos los problemas relativos al equilibrio de las
fuerzas por medio de las construcciones geométricas,

A fin de poder introducir las fuerzas en los cdleulos, se
las representa en Mecdnica por lineas ractas limitadas, cuyas
longitudes son proporcionales a sus intensidades, indicindo-
se también sobre dichas lineas el sentido en que obran las
fuerzas asi como la posicién que estas ocupan: por este me-
dio se pueden resolver analiticamente los diferentes proble-
mas correspondientes al equilibrio de las fuerzas; mas como
en estas cuestiones de estdtica, no se precisa conocer el mo-
vimiento que aquellas pueden imprimir a los distintos cuer-
pos sobre que actian, se pueden emplear también, en la ve-
solueion de los referidos problemas, los procedimientos
grificos,

Es cierto que las construcciones geométricas no pueden
dar resultados tan exactos como los obtenidos por medio del
andlisis; pero es también innegable que por los métodos
grificos se resuelven los problemas con mucha rapidez, gran
claridad, ficil comprobacién y rectificacién y producen me-
nos fatiga en el operador, el que constantemente tiene bajo
su vista, sobre el plano del dibujo, las diferentes operaciones
que conducen a la obtencién de los resultados,
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2. Representacion de las fuerzas.-—Una fuerza queda por-
fectamente determinada, cuando se conoce su magnitud, di-
reccion y punto de aplicacién; pero como éste se puede
transportar a un punto cualquiera de la diveccién de la
fuerza, bastard conocer su magnitad, direccién y posicion.

Como las enestiones de equilibrio se reducen a la compo-
sicion y descomposicién de fuerzas y para esto es preciso
transportarlas segiin su direceion, para la resolucion grafica
de estos problemas se representan las fuerzas por medio de
dos lineas distintas; una ilimitada, lamada linea de aeciin,
que da a conocer la posicion de la fuerza, y otra limitada que
representa su magnitud, direccion y sentido.

Esta manera de representar las fuerzas, ofrece escasas
ventajas en los casos sencillos de composicién y descomposi-
cién de un nitmero pequeiio de fuerzas; pero no sucede lo
mismo en los casos en que el mimero de fuerzas es mayor o
en los que se trata de encontrar las tensiones que se desarro-
1lan en un sistema rigido enando sobre él actiian varias fuer-
zas, pues en estos casos, por medio de la representacién
adoptada, no solamente se obtienen ventajas sino que ademas,
en el 1iltimo cago considerado, se deducen los valores de las
tensiones al relacionar la figura formada por las lineas de
accion de las fuerzas y las de las partes del sistema rigido,
con las que se obtienen entre las lineas que representan la
magnitud y direccion de las fuerzas y las paralelas a las di-
recciones del sistema rigido.

3. Poligono de las fuerzas.—Por la representacion adop-
tada para las fuerzas se deduce que, para la resolucion grifi-
ca de los problemas, se necesitan dos figuras: una de ellas
contendrd las diferentes lineas de accidn, sobre las que se
pueden marecar el punto de aplicacion de las fuerzas asi como
su sentido, el que se indica por una flecha, y otra que, en la
escala conveniente, por ejemplo, em X Kg. representa la
magnitud y direccion de cada fuerza.

Esta ltima figura se forma tomando un punto cualquie-
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ra del plano como origen y trazando por él nna paralela a una
cualqniera de las fuerzas y tomando sobre ella y a partir del
origen una magnitud ignal a su intensidad y en el sentido
que ohre la fuerza; desde el extremo de esta primera magni-
tud, se traza otra paralela a otra cualquiera de las fuerzas y
se efectiia lo mismo que anteriormente y continuando de
oste modo, se obtendrd un contorno poligonal que puede ser
ahierto o cerrado y al que se le denomina poligono de las
Juerzas, siendo su sentido el del movimiento de un punto
ideal que lo recorriese desde el origen hasta sn extremidad.
En el caso de que el poligono de las fuerzas sea abierto, la
linea que une su extremidad con el origen se denomina linea
de eierre, siendo su sentido desde la extremidad al origen.

4. Notaciones.—Las lineas de accion de las fuerzas se de-
signan por la letra F' con un subindice numérico, asi como a
los lados del poligono de las fuerzas con los niimeros corres-
pondientes al subindico de la linea de accién que represen-
tan; maredndose el orizen con la letra @ y la extremidad con
la b y nomhriandose los vértices del poligono por la unién de
los mimeros de los lados que lo forman.

5. Division de la Estatica grafica.—En dos partes se pue-
de considerar dividida la Estitica gréfiea:

L* Que da las reglas geométricas necesarias para la com-
posicidn y descomposicion de fuerzas y el modo de encontrar
sus condiciones de equilibrio,

2" Que trata de encontrar, por los mismos procedimien-
tos, las acciones interiores que originan las fuerzas al actuar
sobre los cuerpos rigidos reduncidos a simples barras.

Esta segunda parte tiene verdadera importancia, pues de
una manera sencilla da a conocer las acciones que las fuerzas
ajorcen sin necesidad de recurrir a la teoria matemdtica de la
elasticidad, anmentdndose la facilidad en la resolucién grifi-
ca cuando todas las fuerzas se encuentran situadas en el mis-
mo plano, lo que en general ocurre en las construcciones,






CAPITULO |

NOCIONES RELATIVAS AL CALCULO GRAFICO

I. Aprcion v SusSTRACCION

6. Adicion.—Se da el nombre e suma geométrica de va-
rios segmentos rectilineos, a la recta que cierra un contorno
poligonal que tiene sus lados paralelos, de igual magnitud y
sentido que los segmentos considerados.

La suma geométrica es, por lo tanto, la resultante de una
linea poligonal y, como se cuenta desde el origen hasta la
extremidad de dicha linea, su sentido es opuesto al de la
linea de ciervre.

Asi, para efectnar la suma de los segmentos 1, 2, 3 y 4,
(fig. 1.), dados en magnitud y direccién y distribuidos de
un modo cnalquiera sobre un plano, se traza, a partir de un
punto cualquiera @ tomado como origen, el contorno poligo-
nal @ ed e b, cuyos lados sean paralelos, iguales y del mismo
sentido que cada uno de los segmentos considerados; la suma
pedida serd la recta a b.

En el caso de que la extremidad del contorno se confunda
con el origen, la suma resulta nula.

De la definicion establecida se deduce: 1.” Que las diago-
nales ad y ae, representan las sumas parciales de los seg-
mentos que comprenden, lo mismo que lis lineas que unen
los vértices ¢ con ey d con b; y 2.° Que para efectuar la suma
de muchos segmentos, se pueden efectuar primero las sumas
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pareiales de varios grupos y hallar despuds la resultante de
estas snmas parciales,

7. Sise observa que la suma parcial @ d es la diagonal
del paralelogramo a e d e, se deduce, qna si en vez de haber
efectuado el trazado del contorno poligonal tomando como
primer segmento el 1 y despuéds el 2, se habiera invertido
este orden, la suma no se modificaria, luego se puade inver-
tir el orden de dos segmentos consecutivos sin que la resul-
tante varfe y como después de haber efectnado una inversion
se pueden efectuar otras, resnlta finalmente que no se altera
el valor de la resultante cualquiera que sea el orden que se
siga al efectnar la suma de los segmentos,

De la conclusién anterior se desprende, que si un contor-
no poligonal cierra al efectuarse la suma en un orden, cerra-
rd también cuando se verifique en otro orden cualquiera.

8. Cuando todos los segmentos sean paralelos y del mis-
mo sentido, la suma geométrica se convierte en algébrica,
puesto que el poligono se convierte en nna recta y la resul-
tante en la longitud de ésta,

Asf, la suma de los segmentos 1, 2,3 y 4 (fig. 2.%), serd la
magnitud @ b, marcindose con nn trazo la separacion de los
segmentos.

9. Sustraccion.—Restar geométricamente un segmento
de otro, es determinar un tercer segmento que, sumado del
mismo modo con el primero, dé por resultante el segundo.

Asi, (fig. 3."), para restar del segmento 1 el 2, puesto que
1 ha de ser la suma de 2 y del segmento desconoeido, se tra-
zard por el punto tomado como origen @, dos lineas 1 y 2
paralelas a los segmentos dados y de su misma direceién y
sentido y en ¢ b se tandrd el resto geométrico pedido, puesto
que a b es la rosultante de 2 y ¢ b.

Si se traza por el punto b la b’ paralela alaa e, laa b’
es ln resultante de 1 y de un segmento igual y de sentido
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contrario al 2, y como esta vesultante es igual y del mismo
sentido que Ia e b, se deduce, que para restar un segmento
de otro, basta sumar a éste el primero con sentido contrario.

10. Cuando se trate de restar de un segmento o de varios,
otros varios segmentos, sicuiendo la regla establecida ante-
riormente, se efectuard la suma geométrica de todos ellos
cambiando el sentido de los segmentos sustractivos.

Puede también efectuarse la operacion sumando separa-
damente los dos grupos y efectuarse después la sustraccion
de las dos sumas halladas.

Si los segmentos son paraielos, la operacion se efectiia en
la forma que indica la figuwra 4.

IT. Murrienicacidoy ¥ Division

Il.  Multiplicacion. —Se puede adaptar la definicién general
de la multiplicacién al producto geométrico de segmentos,
siempre que se tome como nnidad a otro segmento rectilineo
determinado y entonces la multiplicacion se convertivd en el
producto de un segmento por la relacion del otro al que se
tome como unidad.

Si se trata, pues, de encontrur la magnitud lineal equiva-
lente al producto de dos segmentos m y n, serd necesario

S, o g
multiplicar m por la relacién , entren y la magnitud « ele-
5 _

gida como unidad; representando por p dicho produncto, se
tiene

)= m “‘

A .
cuya igualdad expresa, que se obtendrd la magnitud lineal
representante del producto p, daterminando una enarta pro-
porcional a las rectas limitadas m, n y w.

Para obtener esta cuarta proporcional, se puede emplear
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uno cualquiera de los varios procedimientos que enseiia la
Geometria,

Si se quiere determinar el producto de varios segmentos
m, n, 1, 8 y t, siguiendo el método anterior, se obtendrd pri-
mero el producto de dos cunalesquiera de ellos, el de los dos
primeros, por ejemplo, después se multiplicard el producto
obtenido por otro y asi sucesivamente, de modo que, si se
representa por p el producto de los dos primeros, se tiene

et "
p=m.
después
'J' =9 1 =m ’_‘ 1._
il i
y sucesivamente
" ’ " it r
= AT SR —
p p L I .
.,“’ - ?l _t' —m ?l r E t
! LA o Tw

es decir, que por medio de cnartas proporcionales, se puede
encontrar la magnitud lineal equivalente al prodncto de los
segmentos dados.

12, EIl método para obtener estas cuartas proporcionales
sucesivas de una manera comoda y sencilla, siempre que el
ntimero de segmentos no sea muy grande, consiste en tomar
sobre los dos lados de un dngulo cualquiera, y a partir de su
vértice, primero dos magnitudes arbitrarias elegidas como
unidad y después alternativamente los segmentos cuyo pro-
dueto se quiers hallar.

Sean (fig. 5.%) my, n, p y q los segmentos dados y u el
que se toma como unidad; sobre el Iado o A, del dngulo
A o B elegido, se limitan las magnitudes oa =uw, om =m y
op=p, asi como sobreelo Blasob=w,on=nyoq=q
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uniendo el m con el punto b y trazada por n p; paralela a la
m b, se {iene
2& oam

n
— » ) =m.—
n ob m n

=]

luego en o p; se tiene la representacion lineal de producto
m X n, correspondiente a la magnitud unidacd u.

Uniendo ahora ¢ con a y trazada la p; ps paralela a la
a ¢, se tendrd la o py, que representard el producto de o p,

por %, puesto que de los tridngulos semejantes o a q y o p; pq
se deduce,

LT e I ) |
ﬂq_oﬂ Op!-—-ﬂplo" OpPg=m . .

LU [

Y, finalmente, al trazar por p, una paralela a la p b, se de-
termina la magnitud o py, que es ol producto de los segmen-
tos dados, porque de la semejanza de los tridngulos o p b y
0 py Py se establecen las ignaldades

L OS] R AT T S By S )
op ob Y= O oy t O TNG

I13. Cuando el niimero de segmentos sea considerable, se
obtiene mayor rapidez empleando el procedimiento signiente:
Sean m, n, s y &, (fig. 6.%), los segmentos dados; sobre la
recta indefinida o x, se toma, a partir de un punto o, conside-
rado como origen, la magnitud o w = u, magnitud elegida
como unidad, y se levanta en «» la perpendicular u A sobre
la que se limitan las magnitudes um=m, un==n, us=s,
wt=1¢ etc. y se traza por o el haz de vectas om,omn, os,
0 t,.....; tomando ahora la of =1y levantando en su ex-
tremo la perpendicular 7 p hasta su encuentro en p con la

0s, en tp se tiene el producto £ X ;‘, porque de la semejan-

za de los tridngulos o w2 y o p, se deduce



Sise toma la o p ={tp y se levanta la perpendicular p p,
hasta su encuentro con la o %, se tendrd también

PPy 0P i n 5 0
Ell = s yn — 0 - =¥tp  —=F.—~
nu_ ou PP=O0Po gt wu
y anidlogamente se obtendria
P L e
PPe=OPr =00 W

que representaria el producto de las magnitudes dadas pues-
to que

§ n m_t.s5.0.m

T e
Es indiferente empezar la operacion por enalquiera de los
segmentos, porque siempre se obtendrd el mismo resultado
para una magnitud unidad elegida.

14. Division. —Para efectuar la division de un segmento m
por otro n, es necesario encontrar un tercero ¢, que cumpla
con la condicion

n s c
=— Gbien %n.—=m,
n u"

es decir, que el producto de su relacién a la magnitud uni-
dad por el segmento n dé el m; luego el cociente pedido serd
el valor de la enarta proporcional a las magnitudes m, » y n.

Tomédndose, pues, sobre uno de los lados de un dngulo
dado y a partir del origen los segmentos m y n y sobre el
otro u, (fig. 7.%), uniendo n con  y trazando por m la m ¢ pa-
ralela a m u, en o ¢ se tendrd el cociente puesto que

0 m 0 # " m
——=—— Obien one=—.u.
o n ou k]



Si se trata del cociente de un segmento por el producto
de otros variog, puede efoctuarse primero este producto y
despuds afectuar el cociente en la forma que se acaba de es-
tablecer, o bien ir determinando sucesivamente los cocientes
que se obtienen, dividiendo el segmento por cada uno de los
factores del producto.

15. Para deducir el valor inverso de un segmento, puede
efectuarse la division del segmento unidad por el dado, si-
guiendo el procedimiento quo so acaba de establecer; pero
también se puede hacer del siguiente modo, que evita el tra-
‘zado de lineas paralelas.

Sean (fig. 8.") m el segmento dado y u el que se elige
como unidad, verificindose que m > u; sobre una reeta in-
definida y a partir de un punto cualquiera ¢, se limita la
magnitud ¢a =u y sobre ella, como didmetro, se traza la
gemicircunferencia o; se levanta en a la perpendicular a d y
haciendo centro en ¢ y con un radio ignal a m, se traza un arco
hasta que corte en m a dicha perpendicular; uniendo ¢ con
m, la magnitud-¢ b representa el valor inverso de m.

En efecto; uniendo @ con b, se tienen las rectas a b y am
antiparalelas con respecto al dngulo en ¢, por lo cual

ch cm

be.ecm=ca® 6bien =— =1
u I

de donde se deduce que

ch "

1
g e ém
i

4

luego el segmento ¢ b, medido con «, es un valor inverso de
¢ m, en la misma unidad.

En el caso de ser m <_w, se construye la semicircunfe-
rencia sobre una magnitud igual a la unidad, y se levanta la
perpendicular, lo mismo que en el caso anterior, y despuds,
haciendo cenfro en ¢, se traza un arco de cireunferencia con



un radio igual a m, el cual cortard en un cierto puntoa la
semicircunferencia ya trazada; uniendo el punto ¢ con el de
interseccion y prolongando la recta que los une hasta que
corte a la perpendicular trazada, la parte de recta compren-
dida entre este punto y el ¢, representard el valor inverso
pedido.

Asf, si el valor de m fuese ¢ b, su valor inverso seria ¢ m,
segun se acaba de ver.

16, Observacion.—Tanto en las férmulas deducidas al
tratar de la multiplicacion, como en las establecidas en la di-
visién, se ha dejado de manifiesto la magnitud « que se ha
elegido como unidad, para indicar que los resultados obteni-
dos expresan siempre una relacion entre la magnitud resul-
tante y la magnitud unidad.

Sentado esto, en las operaciones sucesivas se considerard
a u = |, sobreentendiéngpse siempre lo anterior.

ITI. ELEvAcIiON A POTENCIAS ¥ EXTRACCION DE RAICES

I7. Elevacion a potencias.—La elevacién a potencias de
un segmento, es un caso particular de la multiplicacién; por
consiguiente, siguiendo el procedimiento establecido para
deducir el producto de segmentos, se puede encontrar la
magnitud que representa la potencia de un orden de una
recta limitada.

Eixisten, sin embargo, otros procedimientos mds expedi-
tos y que simplifican la operacién, como puede observarse
en los siguientes:

a) Trazados dos ejes coordenados X X', YY', {fig. 9."),
ge toma sobre uno de ellos y a partir del punto ¢ en que se
cortan, una magnitud o » igual a la unidad, y sobre el otro,
y a partir del mismo origen, la o (m) igual al segmento m,
cuyas potencias sucesivas se trata de encontrar; uniendo el
punto % con el (m) y levantando en (m) la perpendicular
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(m) (m)* a la o (m), en o (m)* se tiene la segunda potencia de
m, puesto que en el tridngulo rectingulo u (m) (m)* se veri-
fica que

o(mP=ow3 o(m? obiéen  o(m)’=o0(m)?

es decir, que ¢ (m)* representa el cuadrado de m.

Si en (m)* se levanta la perpendicular (m)! (m)? a (m)
(m)®, en o (m)% se tendrd la tercera potencia de m y de un
modo andlogo se tendrin las demas.

Como se ve por la figura, la linea poligonal u (m) (m)? (m)?
(m)* va cerrando, por ser w > m; de modo que si la potencia
(que se quiere encontrar es demasiado pequeila, en este caso
bastard tomar el valor inverso de m, en la forma que se ha
dicho (15), y elevarlo a la potencia dada por el procedimiento
explicado y nna vez obtenida la magnitud que la represente
se tomard su valor inverso, puesto que si

1

mnn

1 g ;
By también se verificard gque en=

¥y por tanto que
mn = -1— .
cn

Del mismo modo, si m fuese demasiado grande con res-
pecto a u, en cuyo caso el trazado saldria de los limites ordi-
narios del papel sobre que se efectia la operacion gréfica, a
poco elevado que sea el indice de la potencia, se tomard
también el valor inverso de m, con el que se ejecutard el
cilculo grifico, tomdndose después el valor inverso del re-
sultado para determinar la potencia pedida.

b) Otro procedimiento muy cémodo, porque se puede
ejecutar en una drea relativamente pequefia, consiste en to-
mar sobre una recta ilimitada o A, (fig. 10), y a partir de un
punto o, como origen, una magnitud o w ignal a la unidad;
se levanta en u una perpendicular a la recta considerada y

#
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haciendo centro en o, con un radio ignal 4 m o a o Segin

(que m ~_ w, se traza un arco de circunferencia que cortard a

<
la perpendicular en un punto tal como el m, uniendo el punto
o con el m se forma el dngulo A o B; si se toma ahora 0 a =
=om y se levanta la perpendicular @ ‘m)?*, en o (m)? e tiene
el cuadrado de m.

En efecto, los tridngulos o wm y oa (m)* dan la relacién

o(m? _oa

= o bien o (m)E=om > oa=m?%
0 m ou

de igual modo, tomando 0 b = o (m)?, la perpendicular b (m)",
determina sobre o B la magnitud o (m)* igual a la tercera po-
tencia de m y siguiendo el mismo procedimiento se obtendri
la potencia del grado que se desea.

Este procedimiento ofrece ademds la ventaja de dar di-
rectamente, o sea sin necesidad de encontrar primero los va-
lores inversos de las magnitudes, las potencias de orden ne-
gativo. En efecto, si sa toma sobre o B la longitud o 1 =ow
y se proyecta el punto 1 sobre el lado 0 A, en o a’ se tiene el
valor de m—*, porque de los tridngulos oum y 0 1 a’ se de-
duce la relacion

om ol

i 1
_— o bien o =—=m—1;
o on it

de igual modo se tendrd 0b" =m ~? y sucesivamente las
demds potencias negativas.

18. Extraccion de raices.—La extraccién de rafces de un
grado cualquiera de los segmentos rectilineos, es una opera-
cién que requiere el trazado de curvas especiales deducidas
mediante el coneurso de la analitica; pero como las de se-
gundo y tercer grado, que son las de uso mis frecuente,
pueden también efectuarse por procedimientos puramente
geométricos, de ellas finicamente se tratard,
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a) Para extraer la raiz enadrada de un segmento m, bas-
ta determinar una media proporcional a las magnitudes m y
u, operacién perfectamente conocida, siendo uno de los me-
dios mds comunmente empleados el siguiente:

Sobre una recta indefinida, y a partir de un punto dado,
se toma la magnitud a b, (fig. 11), ignal a la que se toma
como unidad, llevindose a continuacién la b e ignal al seg-
mento dado; se describe sobre @ ¢ como didmetro una semi-
circunferencia y se levanta en b una perpendicular; la parte
de ésta, b d, limitada por @ ¢ y la curva, representa la raiz
cuadrada de la magnitud lineal considerada, puesto que

bd®*=abXbe, obien bd*=m.u
y como u == 1, se tendrd
b =Ym.

b) La raiz ciibica de un segmento cualquiera se puede
obtener con gran rapidez, construyendo previamente una
carva especial, deducida por procedimientos puramente gri-
ficos. .

Sea A B, (fig. 12), la unidad elegida y sobre ella, como
didmetro, se {raza la semicircunferencia o; se levanta en B la
perpendicular B D a la A B: si se traza ahora una secante
cualquiera, tal como A by, se determinardin dos puntos, el «;
sobre la circunferencia o, y el b; sobre la perpendicular B D;
rebatiendo el punto «;, sobre A B y el by sobre la perpendi-
calar @’y by, se tendrd en b’; un punto de la curva pedida.

Para demostrarlo, se construye el dngulo recto A b’y F y
teniendo en cuenta una de las propiedades de los triingulos
rectdngulos, se puede establecer la igualdad

H;;S:An'leF:

como A a’y = A a, y se ha demostrado (15) que

1

Aa; XAb =1 delacual - Aa,=H
i
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y ademds A b, = A b'y, se tendri

Bl AS ARIE Sl et
Ab',’:mXAF obien AV P=AF

y por lo tanto que

8
AY,=VEF

con lo eunal queda demostrado que el punto &'y pertenece a
la eurva.

De un modo andlogo se determina otro punto b’, y suce-
sivamente otros varios, que unidos por an trazado continuo
dardn la curva B E.

Para hacer uso de esta curva, se tomard a partir de A y
en el sentido A B, la magnitud considerada o su inversa,
segun que sea mayor o menov que la anidad, y se construye
sobre ella como didmetro una circunferencia hasta que corte
ala eurva B E; uniendo este punto con el A, se tendrd la
raiz etibica del segmento dado o de su inverso.

Asi, si A M es el segmento dado mayor que A B, la AN
serd el valor lineal de su raiz ciibica.

IV. CurvAs LOGARITMICAS

19. Cuando el grado de las raices es grande, se ha dicho
era indispensable el empleo de curvas especiales; entre estas,
la mds fdcil de construir, s la curva logaritmica, la cual
también se puede emplear para obtener el producto y las
potencias de segmentos.

Se construye esta curva, llevando sobre la recta indefini-
da OX, (fig. 13) las magnitudes O x,, O 2, O 2,,....., que repre-
sentan en una escala cualquiera, una serie de mimeros; se le-
vantan en los puntos #g, @y, s,..... perpendiculares a la O X,
sobre la que se toma con arreglo a la escala elegida los loga-
ritmos de los niimeros considerados y uniendo por un traza-
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do continuo los extremos de estas perpendiculares, se tendra
la curva M N.

a) Para efectuar el producto de varios segmentos m,
My, Myyeens, 30 toman con arreglo a escala sobre la O X y se
miden las perpendiculares u ordenadas correspondientes a
sus extremos, que se pueden representar por ¥, ¥y, Yoyers; ¥
como los segmentos dados se han reemplazado por las rela-

: m my; m ;
clones 3, -;f, ?’, el producto pedido tendrd por valor la
abscisa correspondiente a la ordenada

Y=y+wm+yt..-

puesto que cada ordenada representa el logaritmo de la dis-
tancia de su pie al punto 0.

b) La potencia n de un segmento m, se obtendrd deter-
minando la abscisa correspondiente a n veces la ordenada m,
puesto que es un caso particular del producto y se tendrd

Y=y+yt+y+.....=ny

¢) Finalmente, la raiz del grado n del segmento A B =
=Y, se obtiene llevando dicho segmento sobre la curva o
sobre la escala de las ordenadas, para obtener su valor, y di-
vidir éste por n: buscando en seguida la abscisa correspon-

; 34 ; :
diente a la ordenada o on dicha abscisa se tendrd la rafz

pedida.
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CAPITULO Il

MANERA GRAFICA DE VERIFICAR LA COMFPOSICION
Y DESCOMPOSICION DE FUERZAS

I. ComposiciON DE FUERZAS

20. Resultante de dos fuerzas.—Dos casos puoeden presen-
tarse: que las fuerzas dadas sean concurrentes y que sean
paralelas, j

1.7 caso. Sean ¥, y F., (fig. 14), las dos lineas de accién
de las dos fuerzas dadas, cuyas intensidades son conocidas y
cuyo sentido estd marcado en la figura con la flecha.

Para obtener el valor y posicion de la resultante, se elige
un punto arbitrario en el plano, tal como @, desde el cual se
{raza una paralela a una cualquiera de las fuerzas, por ejem-
plo, a la Fy, y sobre dicha paralela se toma un segmento que
en la escala dada represente la intensidad de Fy; por el ex-
tremo de este segmento se traza otro paralelo a ¥; que re-
presente su intensidad; uniendo el punto @, origen, con el b,
extremo, se tiene en el segmento @ b la intensidad y direc-
cidn dle la resultante R, de las fuerzas dadas.

Para determinar la posicion de la resultante, es necesario
- conocer su linea de accidn, bastando para ello determinar
uno de sus puntos, puesto que su direccién es conocida; se
encuentra este punto prolongaando las lineas de accién F, y F,
hasta que se corten y déste serd el punto pedido; trazando



ahora por este punto una paralela a la a b, se tendrd la po-
sicion de la resultante R de las fuerzas dadas. :

Se observa, en este caso, que el poligono de las fuerzas
se ha reducido a un tridngulo, que se suele llamar tridngulo
de las fuerzas, y que la resnltante a b es la suma geométrica
de los segmentos que representan a las fuerzas dadas.

2.7 easo. Cuando las fuerzas F, y ¥, son paralelas, tanto
si son del mismo sentido como si obran en sentido contrario,
el valor y la direccién de la resultante no ofrece dificultad,
pues convertido el tridngulo de las fuerzas en un segmento
rectilineo, el valor de la resultante serd la suma de dos seg-
mentos, cuando las fuerzas tengan el mismo sentido y la di-
ferencia cuando esto no suceda.

Para deducir grificamente la posicion de la resultante en
ambos casos, basta recordar que las distancias de la direceion
de la resultante a cada una de las lineas de accion de las fuer-
zas, estdn en razon inversa de las intensidades de édstas, es
decir, que si X, y X, representan dichas distancias, se ha de
verificar que

Iy e !s

X %
de la cual se deduce, si las fuerzas obran en la misma di*
receion,
R_____I_I_"_, e 4 l,l
. AF D Py gz
y si las fuerzas tienen opuesto sentido
L e SO
- % %’
Inego si se traza una transversal cualquiera a las lineas de
aceion de las fuerzas, para fijar sobre ella el punto en que la
corta la linea de accion de la resultante, bastard determinar

una cuarta proporcional, segiin se desprende de las férmulas
anteriores,
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Para deduecir esta cuarta proporeional, puede seguirse
cualquiera de los procedimientos que ensefia la Geometria
olemental, pero es mucho més ripido y sencillo, determinar
un punto de la linea de accion de la resultante, del modo si-
guiente:

Sean 1.° las fuerzas Fy y Fy, (fig. 15), que obran en la
misma direccion; trazada la secante M N, se determinan los
puntos m y m’ sobre las lineas de accién: sobre la direceién
de la fuerza mayor F, y a partir de m’, se toma una longi-
tud m’ n’ en sentido contrario al de la fuerza y proporcional
a la intensidad de F,; sobre la direccion de ésta y a partir de
m, se limita también la magnitud m n proporcional a Fy;
uniendo el n con »’ se encuentra el punto ¢ que pertenece a
la linea de accién de R. En efecto; por ser semejantes los
tridngulos m e y m' n’ ¢, se verifiea la relacidn,

mn m'w F, Ky

— o bien ——=—=
me m' e me mie

v como me y m’ ¢ son proporcionales a las distancias del ¢ a

las lineas de accitn de Fy y Fy, que se han representado res-

pectivamente por X; y X, se tendri finalmente la relacion
Fy T,

que demuestra que el punto ¢ pertenece a la linea de accion
de la resultante.

Si las fuerzas Fy y Fy, (fig. 161, obran en sentido contra-
rio, trazada la transversal M N, se toma a partir de n sobre
la direccién Fy, la nn’ proporeional a la intensidad de ¥,
y desde m y sobre la direccién de F, la m m” proporcional a
Fy: unidos los puntos m" y n’ y prelongada la recta que los
uane hasta que corte a la M N, se tendrd en ¢ un punte que
pertenece a la linea de accién de R, puesto que los tridngu-
los emm’ y enn dan,

mam  un : K F
— —=— obien L=-1
me ne me ¢n
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vy como también se verifica que

Mo L pme
, #Eams
se tendrd la relacion
Fy _F,
g ¢

que expresa que el punto e estd sobre la direccién de la re-
sultante.

En este caso, si ¥; = F,, como mm’ =nn', la MN vy
m’ n’ son paralelas y el punto de aplicacién de la resultante
estd en el infinito, y como el poligono de las fuerzas da una
resultante cero, las fuerzas forman un par.

2l. Composicion de un numero cualquiera de fuerzas concu-
rrentes situadas sobre un plano.—El valor y direccién de la
resultante en este caso, se obtiene lo mismo que en el de dos
fuerzas, o sea determinando la suma geométrica de los segz-
mentos que en valor y direccién representan a las fuerzas
dadas.

En efecto; sean las fuerzas Fy, F,, ¥y, Fy, v F., (ng. 17),
aplicadas a un punto cualquiera ¢ de un slido y situadas en
un plano; aplicando a las dos fuerzas I, y ¥, (20, 1.° caso) se
tendrd la resultante 1y, suma geométrica de los segmentos 1
y 2 que representan a las F, y F,, componiendo ahora la re-
sultante de ¥, v I, con la Fy, para lo cnal, por el extremo de
ry se traza el segmento 3, que representa a ¥y, se tendrd en »,
el valor y direccion de la resultante de las tres fuerzas Iy, F,
v Fy, que serd la suma geométrica del segmento i, y el 3, v
como 7y tiene por valor la suma geométrica del 1 y 2, 7, ve-
presentard la de los segmentos 1; 2 y 3. De un modo andlogo
se tendrd que 1, equivale a la suma de los segmentos 1, 2, 3
y 1 y, finalmente, que R representa la de los 1, 2, 3, 1 y 5,

De lo anterior se deduce, que para obtener el valor y
sentido de la resultante de varias fuerzas concurrentes y si-
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tuadas sobre un mismo plano, desde un punto cualquiera de
éste, tomado como origen, se traza un contorno poligonal cu-
yos lados sean paralelos a las lineas de accion de las fuerzas
y sus dimensiones proporcionales a las intensidades de éstas;
uniendo el origen con el extremo del contorno poligonal, se
tendrd la suma geométrica que representa la intensidad y di-
reccion de la resultante.

Esta linea poligonal es llamada, como se ha dicho (3}, po-
ligono de las fuerzas.

Puesto que el valor y direccion de la resultante es la
suma geomsétrica de los segmentos que en direceién e inten-
sidad representan a las fuerzas, no variard su valor enalquie-
ra que gea el orden que se siga para el trazado del poligono
de las fuerzas, segiin lo demostrado en el pérrafo 7.

La linea de accion de la resultante R, se obtendrd tra-
zando por el punto o, una paralela a la a b.

22, T'razado el poligono de las fuerzas, se puede obtener
la vesultante de dos fuerzas conseculivas, uniendo por medio
de una diagonal el origen de una de ellas con el extremo de
la otra; asi, la resultante de la 2 y 3 serd la diagonal 1 2 — 34,
contada en el sentido que se enuncia.

23. Condiciones graficas de equilibrio de fuerzas concu-
rrentes.—Si al conjunto de las fuerzas Fy, ¥y, Fy, Fy y ¥y,
(fig. 17), aplicadas al punto o del plano de las fuerzas, se le
une la fuerza — R igual y contraria a la resultante R (e
aquéllas, se tendri un sistema de fuerzas en equilibrio.

Si se traza ahora el poligono de las fuwzas, éste debe dar
una resultante nula, puesto que al trazar por el punto b, ex-
tremo del contorno poligonal correspondiente a las fuerzas F,
el segmento paralelo a — R, como el valor de R eraab, el
de — R serd a b, que necesariamente pasa por a; luego la
suma geométrica de todos los segmentos serd cero.

Se deduce, por lo tanto, que las condiciones necesarias y
suficientes para que varias fuerzas concurrentes y situadas sobre



wn mismo plano estén en equilibrio. se reducen a que el poligono
de las fuerzas cierre.

De esta propiedad se saca la consecuencia de que, para
determinar la fuerza 1inica capaz de equilibrar a otras varias
concurrentes, bastard tomar la linea de cierre del poligono de
las fuerzas en su sentido, o sea, desde el extremo al origen.

11, DrscoMposIciON DE FUERZAS

24. Descomponer una fuerza en otras dos aplicadas en el
mismo punto. —Cuando el fin propuesto sea ol determinar dos
fuerzas qne prodozean el mismo efecto que la dada, el pro-
blema resulta indeterminado, puesto que si R, (fig. 14), es la
fuerza dada aplicada al punto ¢ y por an punto a se traza la
@b que la represente, como a # ha de ser la resultante de las
dos que se buscan, trazando por a y b dos rectas que se
corten, se formard un tridngulo cuyos dos nuevos lados re-
presentardn los valores de dos fuerzas que produzean el mis-
mo efecto que la R.

Para que el problema resulte determinado, es necesario
conocer las direcciones; asi, si las lineas de accién de las com-
ponentes son ¥y y Fy, (fig. 14), una vez trazada la a b, por el
punto @ se traza una paralelaa la ', y porel b otra a la Fy y
en 1 y 2 se tendrin las intensidades de las fuerzas pedidas,

Parece a primera vista, que trazando por « una paralela a
la ¥, y porbotraa la Fy, se tendrd el mismo resultado, y
aunque asf es en cnanto al valor de las fuerzas, en cuanto a
las aplicaciones de la estitica grilica no sucede lo mismo.

25. El problema propuesto resultard también determina-
do, cuando una de las fuerzas se dé en magnitud y direccidn,
asi como en los casos en que las intensidades de las fuerzas
componentes sean conocidas, y en los que una de las compo-
nentes se conozea en intensidad y la otra en direccion,
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26. Caso en que la fuerza dada se quiera descomponer en
ofras varias aplicadas al mismo punto.—Si, lo mismo que en
el caso anterior, se trata inicamente de encontrar un mimero
cunalquiera de fuerzas que reemplacen a la dada, el problema
resultard también indeterminado, asi, por ejemplo, si la fuer-
za R, (fig. 17), cuya linea de accién se conoce asi como su
intensidad y sentido a b, se quiere descomponer en otras
cinco, bastard construir sobre la @b como base, una linea
quebrada cualquiera de cinco lados, obteniéndose para cada
uno un sistema de fuerzas que puede reemplazar a la R,
puesto que es la resultante de cada uno de ellos.

El problema serd también indeterminado, ann enando se
den las direcciones de todas las fuerzas en que se quiera des-
componer a la dada.

27. Para fijar las condiciones necesarias y suficiontes a la
determinaciin del problema, hasta fijarse en que el poligono
al234b60b, (fig. 17), queda determinado en log casos si-
guientes:

1. Cuando se conoce el valor y direccion de todos los
lados menos uno. '

2.° Conociéndose el valor de todos los lados y la direc-
eién de todos menos dos y

3. Cuando la direccion de todos se eonozea asi como el
valor de todos menos dos.

Y como los lados representan las fuerzas, en estos tres
mismos casos el problema serd determinado.

Asi, si R, (fig. 17), es la fuerza dada y se quiere descom-
poner en otras cinco concurrentes en o, de las que Fy, Fy, Fy
y F, son conocidas en posicion y magnitud, trazada la a b,
que representa el valor de R, por el punto a se traza el po-
ligono de las dadas, cuya resultante serd 1y y ya se estd en el
caso de descomponer la R en dos fuerzas, de la que una sea
dada en intensidad y direccién, obteniéndose la D y, por lo
tanto, el problema queda resuelto,

Del mismo modo, si se conocen las intensidades de las
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cinco fuerzas y la direccién de Fy, F, y Fy, por ejemplo, tra-
zada la @ b y construido el poligono de estas tres fuerzas, se
tendrd la resultante »,, pero segtin se ha dicho (22) la diago-
nal 3 4 — b es la resultante de las dos fuerzas restantes 4 y
D, lnego se estd en el caso de descomponer esta resultante en
otras dos de intensidad dada, o sea construir un tridngulo,
conocidos los tres lados y el problema, aunque determinado,
tendrd dos soluciones, si no se marcan desde luego el orden
de colocacion de las dos fuerzas. ‘

Finalmente, si las lineas de aceidn de las cineco {uerzas son
conocidas, asi como la intensidad de tres de ellas, por ejem-
plo, las ¥y, Fy y F;, trazada la a b se descompone primero la
R en la b y 1 problema ya resuelto; después la ry en la 4
y 1y y por tiltimo la 1y en la 1 y 1 2 — 3 4: obtenida ésta, se
estd en el caso de descomponer una fuerza en otras dos cu-
yas direcciones sean conocidas, problema ya resuelto (24): en
aste easo, s6lo habrd una solueidn enando se fije el orden en
que las fuerzas se han de disponer.

I11. FurRzAS NO CONCURRENTES SITUADAS EN UN PLANO

28. Composicion de las fuerzas.—Los métodos estableci-
dos para la composicidon de fuerzas concurrentes, son tam-
bién aplicables al caso en que las fuerzas estén distribuidas
de un modo cualquiera en el plano.

Sean las tres fuerzas ¥y, Fy y Fy, (fig. 18); por el punto a
se traza el poligono de las fuerzas a 1.2.3by enab se
tiene la intensidad y direccién de Ja resultante: para obtener
su posicion, como R es la resultante de ry J, se determina
primero la linea de aceidn de 7, la que se obtiene prolongando
la Fy y F, hasta su encuentro en ¢, y trazando por este punto
la e d paralela 4 », prolongando ahora la ¢ d hasta que corte a
la Fy y trazando por este punto una paralelaa a b, se tendrd
la linea de accién de la resultante pedida.

Si las fuerzas que se tratan de componer son las ¥y, F,,
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¥y y ¥y, (fig. 19), por medio del poligono de las fuerzas se
tendrd la intensidad y sentido @ b de la resultante R: para
fijar la linea de accién de ésta, se prolongan las F, y F, hasta
su encuentro, lo que dard el punto ¢ de la linea de accién #,
trazada ésta y prolongada hasta que corte a Fy se tendrd en
d el punto de aplicacién 1, y trazada y prolongada ésta, se
tiene finalmente, el punto ¢ de la linea de accién de R y por
consigniente, la posicion de ésta queda determinada.

29. Descomposicion de fuerzas.—Sea la fuerza R, (fig. 15),
que se quiere descomponer en otras tres sitnadas en un pla-
no y cuyas lineas de accion sean F,, F, y Fy: prolongada la
linea de accion de R hasta su encuentro con otra de las da-
das, por ejemplo con la Fy, se tiene el punto d; prolongadas
las otras dos lineas de accion, se encuentra el puntoe y
uniendo el ¢ con el d, se tiene la linea de accion auxiliar ¢ d,
que considerada como la linea de acciéon de la resultante de
F; y Fy, hace que el problema sea determinado. El problema
se reduce a descomponer a R en dos direcciones dadas, lo
que dard el valor » y ésta a su vez descomponerla en otras
dos, teniéndose, por consiguiente, en 1, 2 y 3 los valores de
las fuerzas componentes.

En el caso de ser mds de tres las componentes que se pi-
den, se seguird una marcha andloga al caso anterior, debien-
do darse la direccion de las resnltantes parciales para que el
problema sea determinado.

30. ILas condiciones grificas de equilibrio de fuerzas si-
tuadas de un modo cualquiera en un plano, son idénticas a
las establecidas en el pdrrafo 23, puesto que debiendo ser
nula la resultante de las fuerzas, la suma geométrica de los
segmentos que los representan debe ser cero, por lo enal el
poligono de las fuerzas cerrari.
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IV. FUERZAS CONOURRENTES APLICADAS A UN
SOLIDO INVARIABLE

3l.  Dos casos pueden presentarse: 1.” que todas las fuer-
zas aplicadas en distintos puntos del sélido estén situadas en
‘un mismo plano, concurriendo bien en un mismo punto del
s0lido o bien en otro cualquiera fuera de él; y 2.° que las
fuerzas estén sitnadas en distintos planos.

En el primer caso, conocidas las lineas de accion de las
fuerzas, asi como su intensidad, el valor y direccion de la
resultante se obtendri construyendo el poligono de las fuer-
zas, y su posicion, trazando tna paralela, por el punto de in-
terseccion de las lineas de accién de las fuerzas a la linea de
cierre del poligono.

Como todas las fuerzas estdn situadas en un plano, se les
podrd aplicar cuanto se ha dicho respecto a su descomposi-
cién en otras y a sus condiciones de equilibrio.

En el segundo caso, se determinard la proyeccién de las
lineas de accién de las fuerzas sobre un plano por los proce-
dimientos conocidos y ya, en el plano considerado, se hallard
la resultante con los valores de las fuerzas proyectadas, y
como la resultante de éstas es la proyeccién de la resultante
de Ias fuerzas en el espacio, se obtendrd su valor por los me-
dios que ensefia la Mocdnica.



CAPITULO 11l

POLIGONO FUNICULAR

I. PropirpaADnEs

32. Definicion.—Se da el nombre de poligono funicular, a
la figura que tomaria un hilo flexible, inextensible y sin ma-
sa sometido 4 la accién de varias fuerzas conocidas en direc-
ci6én, sentido y magnitud y aplicadas tanto a los extremos
como a diferentes puntos de su longitud.

Cuando el sistema de fuerzas que se considera estd sobre
un plano, el poligono funicular que determinan es plano,
resultando alabeado cuando las diferentes fuerzas que se
aplican al hilo no estdin todas sobre un mismo plano.

Aqui solamente se tratard de los poligonos funiculares
planos.

Los poligonos funiculares establecen una condicién de
aquilibrio; sin embargo, mediante la interpretacién geomé-
trica dada por Varignon, se los puede aplicar a la resolucién
de los problemas de la estitica grafica.

33. Aplicando al sistema de fuerzas F\, ¥y, Fy, F,, (fig 20)
que no son concurrentes y que estin sitnadas en un mismo
plano, el procedimiento establecido (28), se tendrd el valor y
posicion de la resultante R, que producird como es sabido

3
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el mismo etecto que el conjunto de fuerzas dadas; luego si al
sistema propuesto se le agrega una fuerza igual y contraria
a R, el nuevo sistema de fuerzas estard en equilibrio. Se de-
duce de esto, que si se adapta sobre el contorno poligonal,
B, A C B (—R) un hilo flexible, inextensible y sin masa,
éste permaneceri invarviable de forma bajo la accidn de las
fuerzas Fy, Fy, Fy, Fi y — R, puesto que las tensiones que
se desenvuelven en A, C y B son dos a dos ignales y de sen-
tido contrario, segiin se desprende de la manera de construir
la figura; por consiguiente, dicho poligono cumple con la de-
finicién establecida del poligono funicular, por caya razin se
le ha dado este nombre.

34.—Procedimiento general para determinar un poligono
funicular.—La construeeién que ha de hacerse para encon-
trar el poligono funicular F; A B C ( — R), exige que las li-
neas de accion I, y F, se corten en los limites del dibujo,
asi como también el que las resultantes parciales encuentren
a las demds lineas de accion dentro de los mismos limites;
estas condiciones pueden no verificarse y aun en el caso de
cumplirse, las intersecciones pueden efectuarse bajo un din-
gulo muy distante del recto, con perjuicio de la clarvidad y
precision del trazado; de ajui el que se siga otro procedimien-
to, aplicable, cnalquiera que sea la disposicion que tengan las
fuerzas sobre el plano y que permite elegir la direccién que
deben seguir los lados del poligono, para que corten lo més
normalmente posible a las correspondientes lineas de aceion.
Este procedimiento general se basa en el principio de la
equivalencia de los sistemas de fuerzas.
Sean las mismas fuerzas de la figura 20. Si por el punto
0, elegido soble el plano, se trazan los radios polaresoa y o b,
la resultante a b del sistema de fuerzas considerado, lo serd
también de las representadas en magnitud y direcciéon por
las @ 0 y 0 b, las que formardn un sistema equivalente al pro-
puesto: si se toman estas dos fuerzas en el sentido b o y oa,
como en este caso son las componentes de b @, que equilibra al



sistema dado de fuerzas, al tomar el conjunto b o, 0 a, F, ete.,
se tendrd nn sistema de fuerzas en equilibrio.

Al reemplazar la resultante del sistema de fuerzas por
otras dos, se evita desde luego el que tengan que cortarse las
lineas de accién de las fuerzas consideradas en los limites
del dibujo, porque siendo indeterminadas las situaciones de
las lineas de accidn de las nuevas componentes, se podrd ele-
gir la posicién que mis convenga. Asi, en el caso considera-
do, elegido un punto cualquiera del plano, tal como el A, al
tivar por él una parelela a la nueva componente a o, se tendrd
su correspondiente linea de accién A; A, la que necesaria-
mente cortard a la F; en un punto tal como el ¢, pero la 1 se
puade considerar como resultante de las @ o y la representa-
da por el radio polar 0 — 12 y como la linea de accidn de esta
nueva fuerza debe pasar por ¢, por ser una de las componen-
tes de Ty, trazando la ¢ d paralela al radio 0 — 12 se tendri
la nueva linea de accién. Del mismo modo, la 2 se puede mi-
var como la resultante de las representadas por 12, —o y
o — 23, por lo cual la e d tiene que cortar a la Fy, luego si por
d se traza una paralela a la o — 23, en d e se determina su li-
nea de accién. Repitiendo las construcciones y razonamien-
tos anteriores se encontrard el punto f, por donde pasa la linea
de accién de la componente o b. Si se considera ahora a las
componentes de R con sentido contrario, el poligono obteni-
do Ay ed e t B, responde a la definicion dada del poligono
funicular, viéndose por la figura que los lados do éste son
paralelos a los radios polares ¥y que sus vértices estdn situa-
dos =obre las lineas de accion de la fuerza, denomindndose la-
dos extremos a los paralelos a las componentes de R.

Variando la posicion del polo o, o la del punto de partida
A, o bien haciendo simultineamente el cambio de posicién
e estos dos puntos, se tendrdn diferentes poligonos funicu-
lares para un mismo sistema de fuerzas y esta variabilidad
en el trazado es en lo que consiste la generalidad del proce-
dimiento, puesto que permite elegir el poligono mids apro-
piado para la resolucién del problema establecido.
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En general, debe elegirse el polo de modo que no esté
sobre los lados del poligono de las fuerzas, ni en su prolonga-
cidn, ni tampoco sobre la linea de cierre de este poligono, con
lo cual el punto de partida puede ser cnalquisra. Si en algiin
caso particular conviene tomar el polo sobre un lado 6 en
su prolongacion, el punto de partida tiene que elegirse ne-
cesariamente sobre la linea de accién que corresponde a la
fuerza que aquél representa, porque si asi no se hiciera, la
paralela trazada al lado considerado serfa paralela a la linea
de accidn correspondiente y no se podria trazar el poligono
funicular: por ejemplo, si en la figura 20 se toma el origen @
como polo, con lo cual los radios polares serdn « — 12,
a— 23, a — 34 y a b, si el punto de partida fuese el A, al
trazar por él una paralela al radio polar « — 12, como éste se
confunde con el lado 1, dicha paralela no podrd cortar a la
linea de accién F.

Si las fuerzas dadas son paralelas, como el poligono de
fuerzas se reduce a una recta, la distancia del polo a la direc-
cién de los diferentes lados del poligono es constante y se la
llama distancia polar.

35. Consecuencias importantes.— Obtenido el poligono
funicular correspondiente a un polo dado, como los lados ex-
tremos representan las lineas de accién de las dos nnevas
componentes de la resultante, prolongdndolas hasta su punto
de encuentro, se tendrd un punto de la linea de accién de la
resultante y trazando por este punto una paralela a la linea
de cierre del poligono de las fuerzas, quedara fijada la posi-
cién de la resultante.

Asi en el easo de la figura 20, prolongando las lineas
A; ey By f se tendrd el punto h y trazando por él una para-
lela a 1a @ b se encontrari la posicién de R.

Se deduce de lo anterior qua, para determinar la resul-
tante de un sistema de fuerzas, no es necesario emplear los
procedimientos expuestos en el capitulo anterior, sino que
bastard determinar el punto de interseccién de los lados ex-
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tremos de uno cualquiera de los poligonos funiculaves, co-
rrespondientes al sistema dado, y trazar por dicho punto una
paralela a la linea de cierre.

Si se toman las fuerzas 1, 2 y 3, su resultante ¢ — 3 4
puede ser considerada como la resultante de las fuerzas re-
presentadas por los radios polares @ 0 y 0 — 3 4 y como el
poligono funicular corvespondiente serd ol Ay e¢d e f, cuyos
lados extremos son A; ¢ y ¢ /. resulta que la linea de accién
de la resultante de las fuerzas consideradas, se obtendra, pro-
longando los lados A, ¢ y e f hasta su punto de encuentro y
trazar por este punto una paralela 4 la « — 3 4: como lo esta-
blecido para las fuerzas anteriores se puede aplicar a otro
ntimero cualquiera de fuerzas consecutivas, se puede esta-
blecer que toda propiedad general de los lados extremos de
los poligonos funiculares pertenece también a dos lados cua-
lesquiera, considerdndolos como lados extremos del poligono
de las fuerzas que comprenden,

36. Propiedades de los poligonos funiculares.— A cada
sistoma de fuerzas corresponden diferentes poligonos funicu-
lares, y como la posicion de los lados extremos correspon--
dientes también variard, es necesario demostrar que la linea
que determina la posicién de la resultante de las fuerzas con-
sideradas, es la misma cualquiera que sea el poligono que se
trace.

Los diferentes medios de variar el poligono funicular son:

1. Cambiar el punto de partida.

2. Variar la posicion del polo.

3.2 Modificar a la par la situacion de los puntos ante-
riores.

1.7 . Alterar el orden de colocacion de las fuerzas en el po-
ligono de composicion.

1. caso. T'vazado el poligono funicular A ed et B (fig. 21),
correspondiente al polo o, asi como el A" ¢ d' ¢ f* B, del
mismo polo pero de distinto punto de partida, es preciso
demostrar que la linea 2 k', que determinan los puntos de in-
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terseccion de los lados extremos de los dos poligonos, es pa-
ralela a la linea @ b.

Puesto que »; es la resultante de 1 y 2 y también de las
@ 0y o— 23, prolongando los lados A ¢ y d e del poligono se
encuentra el punto s, que pertenece a la linea de accion de
7y; la paralela a la @ — 23 trazada por el punto s debe nece-
sariamente pasar por el punto de interseccion de Fy y Fy. Del
mismo modo, el punto &', intersecciéon de los lados A’ e’ y
d’ ¢’ del otro poligono, pertenece también a la linea de accion
de ry; luego las dos paralelas a @ — 23 trazadas por s y 8" se
confundirdn en una sola por tener comiin el punto de inter-
seccion de F, y Iy, es decir, que la linea s s" es paralela a »,.

La resultante parcial », lo es también de las r; y 8 a la
vez que de las @ 0 y 0 — 34, luego, por las mismas conside-
raciones anteriores, la linea que une # y ¢ serd paralela a 7.
Finalmente, como R es resultante der, y4 ydea o yo b, la
h k' serd paralela a la ¢ b, deduciéndose, como conclusion, que
al variar el punto de partida se obtiene siempre el punto de
interseccion de los lados extremos del poligono, sobre la ver-
dadera posicion de la linea de accion de la resultante.

De la demostracion anterior se deduce, como consecuen-
cia, que una vez trazado el poligono funicular correspon-
diente a un polo cualquiera, se obtienen los puntos de las
lineas de accién de las resultantes parciales, prolongando uno
de los lados extremos del poligono y determinando sobre ¢l
la interseccion de los demds lados. Esta consecuencia esti
conforme con la establecida en el pdrrafo 35.

2.% easo. Cuando se varia la posicién del polo, permanece
también inalterable la posicion de la resultante. En efecto,
sean A e d e B (fig. 22), el poligono correspondiente al polo
oy Ac d e B el deo’;laresultante parcial  de las fuerzas
1 y 2 puede también considerarse como descompuesta en las
aoyo—23yenlagao yo — 23; luego los puntos s, 8" y el
de interseccion de ', y F, deben de estar sobre una paralela
a la @ —23, es decir, que ¢ §" serd paralela aa — 23 y del mis-
mo modo & A’ serd paralelad 1s a b,



3. easo.  Varviando primero el punto de partida, por
el 1.7 caso, se demostrard que la posicién de la resultante es
la misma y despuéds por el 2.° caso, se veria que al cambiar
ol polo tampoco se modifica dicha posicion.

1." easo.— Cnando se altera el orden de composicion de las
fnerzas, ya se ha demostrado (21) que el valor, intensidad
y direccion de la resultante no varia y ahora se va a demos-
trar que su posicion también es invariable.

Sean las fuerzas ¥y, ¥, ¥y, ¥, (fig. 23), y Acedef B el
poligono funicular correspondiente al polo o y al poligono de
las fuerzas @ 1 23 4 b prolongando los lados extremos A ¢
y B f. se obtiene el punto & de la posicion de R.

Empezando la determinacion del poligono de las fuerzas
porla 2 se tiene @” 23 4 1’ b" y el poligono funicular A" d e
S g B, que prolongados sus lados extremos, dan el punto A’
de la posicion de R.

Bastard, pues, demostrar que la & A" es paralela a a b,
puesto que @ b y @’ b’ también lo son, para comprender que
la posicion de R no ha variado.

Como 7 es la resultante parcial de las fuerzas, 2, 3 y 4.
it posicion se obtendri trazando una paralela a @ b por el
punto s, interseccidn de los lados extremos del poligono fu-
nicular ¢ d y B f, pero a r se le puede también considerar
como resultante de 1 yab o dsa’ b y 1 por lo que la linea
de accion de R pasarvd por el punto m de interseceion der y Fy;
luego las A" m y b m paralelas a la a b, se confundirdn en una
sola recta, y por consiguiente b A" es paralela a la a b.

37. Aplicacion del poligono funicular a la composicion de
fuerzas.— En resumen, para encontrar la resultante de un
sistena cualquiera de fuerzas sitnadas en un mismo plany,
se constriye primero el poligono de las fuerzas, cuya linea
de cierre contada desde el origen a la extremidad dard la
intensidad y sentido de la resultante; desde un punto del
plano considerado como polo, se trazan los radios polares co-
rrespondientes al poligono anterior y sobre la linea de accién
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se traza el poligono funicular correspoendiente i dicho polo;
prolongando sus lados extremos, se tendrd un punto de Ia
linea de accion de la resultante y trazando por este punto
una paralela 4 la linea de cierre, se tendrd su posicion.

38. Consecuencias importantes que se deducen del estudio
del poligono funicular.— Todo sistema de fuerzas situadas
de un modo cualgquiera sobre un plano puede reducirse sin
excepcién a otro formado de dos, que tenga por lineas de
accion los lados extremos de uno cualquiera de los poligonos
funiculares de aquéllas y por valor los radios polares extre-
mos, contados desde el origen al extremo del poligono de las
fuerzas.

Esta importante consecuencia se deduce inmediatamente
de lo expuesto en los parrafos 34 y 35.

39. Condiciones graficas de equilibrio.— Las condiciones
necesarias y suficientes para qne un sistema de fuerzas, dis-
tribuidas en un orden cualquiera sobre un mismo plano, es-
tén en equilibrio son: 1. que cierre el poligono de las fuerzas
y 2." que sea tamhién cerrado uno cualquiera de los diferen-
tes poligonos funiculares que se pueden trazar.

En efecto, si las fuerzas dadas estin en equilibrio, su
resultante ha de ser nula y como la resultante grifica es la
suma geométrica de las magnitudes que representan a las
fuerzas, dicha suma debe ser también nula, o lo que es lo
mismo, que al trazar el poligono de las fuerzas el extremo
vendrd a coincidir con el origen, por lo cual el poligono serd
cerrado. Por otra parte, cualquiera que sea el polo elegido,
los radios polares extremos coincidiran, por lo cual los lados
oxtremos del poligono funicular correspondiente serdn para-
lelos v como estos lados representian las lineas de accién de
dos fuerzas iguales y de sentido contrario que estin aplica-
das & un mismo punto, a mas de ser paralelas se confundirdn
en una sola linea, lo que exige que sea cerrado el poligono
funicular,
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Estas condiciones necesarvias son también suficientes,
puesto que por cerrar uno cualquioera de los poligonos funicu-
lares, las dos resultantes (38) tienen una misma linea de accion
y por cerrar el poligono de las fuerzas, las dos resultantes
tienen el mismo valor y estin contadas en sentido contrario.

Se ha dicho qune basta con que cierre un poligono funicu-
lar eualquiera, porque si cierra uno cerrayin todos los demadis:
osto es evidonte teniendo en cuenta lo expuesto en el pi-
rrafo 36, pues siendo nnla la resultante de las fuerzas, las
dos resultantes i que pueden reducirse deberdn también equi-
librarse, lo que exige que siempre tengan una misma linea
de accion.

40. Las condiciones establecidas anteriormente, para de-
ducir el equilibrio de las fuerzas, se deben cunmplir simultd-
neamente, porque puode verificarse que cierre el poligono de
las fuerzas y no cumpla esta condicion el funicular y en este
caso no existe equilibrio.

En efecto, las fuerzas ¥y, ¥y, ¥y, F, y ¥ (fig. 24), dan un
poligono de fuerzas cerrado y tomando como polo el punto o,
que puede ser otro enalquiera del plano, da el poligono funi-
cular A ed e fg B, cuyos lados extremos A ¢ y B ¢ son para-
lelos, por serlo ambos a los radios polares extremos @ o y 0 b
que estin confundidos; luego el punto de aplicacion de la
resultante estd en el infinito y como la resultante es nula, es
prueba de que las fuerzas no estin en equilibrio y que pue-
den reducirse & un par.

Este par puede encontrarse ficilmente, porque siendo
@b — D54 la resultante de las fuerzas 1 2 3 y 4, su punto de
aplicacion se obtendrd prolongando los lados extremos del
poligono tunicular relativo 4 las indicadas fuerzas, obtenién-
dose asi el punto A, teniéndose de este mado la posicion de
su vesnltante R, y como su sentido es contrario al de Iy, tie-
ne su mismo valor y son paralelas, el sistema dado se ha' re-

ducido al par Fy y R=—F,.
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4l.  Cuando las fuerzas sean voncurrentes, todo cuanto se
acaba de exponer es aplicable; pero en cuanto se refiere a las
condiciones de equilibrio se reducen a una sola, que sea ce-
rrado el poligono de las fuerzas, porque cumpliendo esta
condieidn, sucesivamente han de cervar también todos los
poligones funiculares correspondientes.

Supuestas en equilibrio las fuerzas F (fig 25), aplicadas
on ol punto o, el poligono de fuerzas correspondientes serd
cerrado; elegido el polo o, se tendrd el poligono funicular
Acedef g Bque deberi ser cerrado, pero esto tiene necesaria-
mente que cumplirse puesto que existiendo equilibrio entre
las fuerzas consideradas, cada una de ellas debe ser ignal y
directamente opuesta a la resultante de todas las demds; por
consiguiente, la fuerza F;, por ejemplo, debe pasar por el pun-
to g, interseccién de los lados extremos del funicular de las
demds fuerzas, a fin de que su linea de accién se confunda
con la de la resultante que tiene por valor « b — 54 ignal y
contrario al de Fy; v lo mismo se podia decir de otra fuerza
cualquiera y para cualquiera que fuere el poligono que se
E‘-Iijll.

42, Consecuencias que se deducen de la condicion grafica
de equilibrio de fuerzas concurrentes. —Se acaba de estable-
cer, en el pdrrafo anterior, que la condicion necesaria y sufi-
ciente para que exista equilibrio entre varias fuerzas aplica-
das a un mismo punto, es que sea cerrado el poligono funi-
cular correspondiente a un polo dado; de esta condicion y del
modo de efectnar el trazado del poligono citado y del de las
fuerzas, se dednce que ambas figuras son reciprocas.

[n efecto (fig 25), las tensiones que se desarrvollan en los
lados ¢ f, [ e, ed...... del poligono funicular, estin representa~
das en magnitud y direccién por los radios polares oa,
o — bl... del poligono de las fuerzas ¢ —- 12 — 23 — 34 — 15,
si se supone ahora que en el polo o se aplican varias fuerzas
iguales y paralelas a los lados del poligono funicular y se
adapta al mismo tiempo un cordén o hilo inextensible y sin
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masa sobre el poligono de las fuerzas, este hilo no cambiara
de forma y porlo tanto serd un poligono funicular cuyas ten-
siones serdn igunales y paralelas a las diagonales o ¢, o d......
del poligono funicular primitivo; luego las dos fignras gozan
de propiedades correlativas y, por lo tanto, se pueden dedu-
cir la una de la otra por los mismos procedimientos, por lo
cual serdn reciprocas.

En las dos fignras anteriores se observa:

1. Que a cada linea de una de ellas corresponde una pa-
ralela en la otra y solamente una, llamdndose dichas lineas
correspondientes.

2% Que a las lineas que concurren en un mismo vértice
en una de las figuras, corresponde en la otra los lados de un
poligono cerrado.

Sean, en particular, las {res tuerzas ¥, ¥, Fy (figura 26),
concurrentes en el punto o y que se equilibran: segin lo
establecido anteriormente, tanto el poligono de las fuerzas
a b e, como ol funicular A B €, de polo o, serin cerrados y las
figuras o a b e y o A B C serdn reciprocas, puesto que las
lineas correspondientes son paralelas y a las tres que conen-
rren en cada vértice les corresponde en la otra un tridngulo.

Si se limitan las lineas de acciin de las fuerzas hasta los
puntos A, By C, la figura A B C 0 formard un sistema de
seis rectas que unen los cuatro puntos, reciproco de otro
formado por las rectas que unen los cuatro puntos o, a, by e
y como para determinar la posicién de un punto bastan dos
rectas que se corten,solo serd necesario el paralelismo de cinco
lineas de la figura o @ b ¢ con respecto a cinco de las seis de la
o A B C, para deducir que la sexta de la primera lo serd tam-
hién a la sexta de la segunda. Asi, por ejemplo; si las cinco
lineas a b, b e, e 0, a0 y 0 b son respectivamente paralelas a
laso A, 0 B, C Ay A B, laoeserd también paralelaa la C B.

Si se toma el polo fuera de las fuerzas (fig. 27), se obtie-
nen los dos cuadrildteros reciprocos O A BCyob a ¢ que
con sus diagonales formarin dos sistemas de seis lineas para-
lelas dos a dos,
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Se podrd, pues, decir en general, que si ecinco de las seis
lineas que unen cuatro puntos de un plano, son paralelas @
olfvas cinco de las seis que unan otvos cuatro puntos, las sextas
lineas seran paralelas. .

La reciprocidad de las figuras consideradas (figs. 26 y 27),
no se modifica si a una cunalquiera, de las dos que se conside-
ran en cada caso, se les hace dar nn giro de 90° pero en este
caso los lados correspondientes serin perpendiculares y por lo
tanto se podra establecer la siguiente proposicidn: 8i eineo de
las seis lineas que unen cuatro puntos de un plano son paralelas
o perpendiculares a otras einco de las seis que unan otvos cuatro
punitos, las sextas lineas sevan paralelas o perpendiculares.

Esta proposicion, puramente geométrica, es de mucha
utilidad, porque facilita, conto despuds se verd, la resolucion
de varios problemas.

43. Resumen.—De todo lo expuesto anteriormente se de-
ducen las siguientes consecnencias:

1.*  Un sistema cualquiera de fnerzas sitnadas sobre un
plano, davin una vesnltante, cuando sea abierto el poligono
de las fuerzas.

2" Elsistema de fuerzas considerado estard en equilibrio,
euando cierre el poligono de las fuerzas y uno cualquiera de
los poligonos funiculares y

3. Las fuerzas dadas se reducivin a un par, cuando cie-
rre el poligono de las fuerzas y sea abierto uno enalquiera de
los poligonos funiculares correspondientes.

II. Pares

44. Condicion grafica para que un sistema de fuerzas para-
lelas se reduzcan a un par.—Se ha visto (20, que si las dos
fuerzas pavalelas quese componen son iguales y de sentido
contrario, su resultante, dada por el poligono de las fuerzas,
es eoro y su punto de aplicacién estd en el infinito, constitu-
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yendo por lo tanto un par; a la misma consecuencia se llega
por Ja consideracion del poligono funicular,

Sean (fig. 28), F, y F, las lineas de accién de dos fuerzas
paralelas y de la misma intensidad: el poligono de fuerzas
cerrard y el funicular correspondiente al polo o, trazado por
ol punto A, tiene sus lados extremos A ¢ y B d paralelos,
luego su punto de encnentro estard en el infinito. Resulta, en
primer kagar, que las fuerzas consideradas no estin en equi-
librio v, ademis, que cuamplen las condiciones de un par.

Como segtin lo establecido (883) el sistema Fy y ¥, ha de
ser equivalente al formado por los lados extremos del poli-
gono funicular, es necesario demostrar que, este 1iltimo siste-
ma, es un par equivalente al primero.

Es evidente que el nuevo sistema de fuerzas forman un
par, puesto que sus lineas de acciéon son paralelas y sus in-
tensidades a0 y o b son ignales y de sentido contrario: en
cuanto a la equivalencia, bastard demostrar gue los dos pares
tienen igual momento.

Si se representa por & la altura del tridngulo « o n relati-
va al lado n a y hy la que corresponde al lado ¢ a desde luego
se ve que

waXh=oa> Iy o bien na_k
oa h
por otra parte, siendo semejantes los tridngulos ed d y el
ana, se tiene siempre
B Ry

wa 0y
e or lo tanto =z
5 h yp o U

deduciéndose de esta iltima expresion,
wa X A= 0a X b

y como 2 a representa la intensidad de una de las fuerzas del
par primitivo y o @ la del par resuitante, el primer miembro
representa el momento del par dado y el segundo ol del nue-
vo, luego los dos pares son equivalentes.
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Sean ahora varias fuerzas paralelas ¥y, ¥, y ¥, (fig. 29),
tales que una de ellas, por ejemplo la Fy, sea ignal a la suma
de las otras dos y de sentido opuesto.

Al trazar el poligono de las fuerzas resultard cerrado y,
como consecuencia, cualquier poligono funicular que se trace
resultard con sus lados extremos parvalelos, lnego el sistema
de fuerzas considerado serd equivalente a un par: esto no
ofrece duda puesto que el sistema de fuerzas F,, F, y F, se
puede reemplazar por el R” y Fy y estas dos fuerzas forman
un par equivalente al A A" v BB,

De lo anterior se deduce la consecuencia, de que la condi-
cion grifica, que debe cumplir un sistema de fuerzas parale-
las, para reducirse a un par, es qne cierre ol poligono de las
fuerzas.

45. Si en cualquiera de los dos casos considerados, se
toma otro polo distinto, se tendri otro par, que serd equiva-
lente al propuesto y por lo tanto equivalente al del primitivo
polo. En efecto, sea el par F,, ', que, con respecto al polo o,
es equivalente al par A ¢ Bd; y con relaciin al polo oy, es
también equivalente al A, ¢,, By d,; prolongando las lineas de
accion de los dos nuevos pares, se cortarin necesariamente
en cuatro puntos tales, como ¢’, n, d" m (fig. 30); uniendo ¢’
con d', se tiene ol tridngnlo ¢’ d’ n semejante al o o, a, for-
mado por los radios polares que representan las intensidades
de las fuerzas de los nuevos pares, y por la linea que une los
polos; aplicando a estos dos tridngulos lo expuesto en el pd-
rrafo 44, se tendrd

00 5= 0ya X i

luego los dos nuevos pares son también equivalentes,

De esto se deduee que sa puede reemplazar un par por
otro de intensidad y direceion conocidas, para lo enal se traza
por el origen del poligono de fuerzas una paralela a la di-
reccion de ia fuerza y sohre esta linea se toma una magnitud
igual a la intensidad: el extremo marcard la posicién del nne-
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vo par. Y, también, si se dan las lineas de accién del ntevo
par se conocerd la intensidad de la fuerza, prolongando aque-
llas hasta que corten a las primitivas y trazar por el origen
una paralela a la direccion y por el otro extremo otra para-
lela a cualquiera de las diagonales del cuadrilitero de inter-
seceion; la interseceion de lus dos lineas dard el polo y por
consecuencia la intensidad que se busea.

46. Caso de fuerzas no paralelas.—Se ha visto en el pi-
rrafo 40, que si el poligono de fuerzas cierra sin que asi se
verifique en uno cualquiera de sus poligonos funiculares, el
sistema no estd en equilibrio, reduciéndose a aun par; lnego
la condicion grifica para que un sistema de fuerzas cual-
(uiera se reduzea a un par, es que sea cerrado el poligono
de fuerzas y abierto nno cualquiera de sus poligonos funi-
culares.

47. Observacion.—Ia equivalencia de dos pares se puede
encontrar grificamonte, fundindose en que, si se unen a las
fuerzas de un par las del otro cambiadas de sentido, se tiene
un sistema en equilibrio; es decir, que dos pares serin equi-
valentes, cuando tomado uro dé ellos en opuesta direceiin,
el conjunto de las fuerzas satisfacen a las condiciones grifi-
cas e equilibrio.

ITI. PROBLEMAS RELATIVOS A LA COMPOSICION, DESCOMPOSICION
Y EQUILIBRIO DE FUERZAS PARALKLAS

48. 1" Composicion de dos fuerzas paralelas del mismo
sentido.—Sean F, y Fu (fig." 31), las lineas de aceién de las
fuerzas consideradas a las que corresponde el poligono de
fuerzas a b, siendo el valor de la intensidad la magnitud a b,
asi como sa direccion y sentido el de esta magnitad: para fijar
la posicion do la resultante, se toma el polo o y se traza el po-
ligono funicular A ¢ d B correspondiente a dicho polo: Ia in-
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terseccion h de la prolongacién de los lados extremos del po-
ligono, dard un punto de la linea de accién de la resultante
v como ésta, segiin el poligono de las fuerzas, es paralela a
las dos fuerzas dadas, trazando por & la R paralela a F, y F,
se tiene la linea de accidén pedida.

La resultante asi obtenida tiene su linea de aceién entre
las dos consideradas, su misma direcciéon y su intensidad
igual ala suma de Fy y Fy; queda por demostrar que la linea
R, determina sobre una transversal cualquiera, dos segmen-
tos que estiin en razdn inversa de las intensidades . de las
fuerzas,

Comparando los tridingnlos semejantes o a (12) y ¢ n h se
obtiene

a(12) o(12)

i i > de donde FixXne=0(12) Xnh

de ignal modo, los tridngnlos 0 b (12) y n h d. también seme-
Jantes, dan
bi8) e dld)

b .| s — 2 -
N T de donde FyXnd=0(12) Xnh

deduciéndose de las dos relaciones obtenidas, la expresion

FyXne="F, X nd o bien :.:-"=f‘—r3
g me
luego la transversal ¢ d queda dividida por la R en dos seg-
mentos inversamente proporcionales a Fy y Fu. Resulta, pues,
que la resultante obtenida por medio del poligono funicular
cumple las condiciones establecidas en estitica ordinaria.

2. Composicion de dos fuerzas paralelas de opuesto senti-
do.—Siguiendo la marcha general establecida, se tendrd el
punto k (fig. 32) de la linea de accion de la resultante, la
enal es paralela a las componentes, del mismo sentido que la
mayor, estando situada fuera de las lineas de aceién y su in-
tensidad es la diferencia de las que corresponden a Fy y F,.
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La resultante determina también, sobre una transversal
cualquiera, magnitudes que estdin en razén inversa de las de
Fy y Fy. En efecto, comparando los tridngulos semejantes
oab yhne se tiene

—=£—bl o bien (F; ~F)Xnh=o0bXne

del mismo modo, los tridngulos o b (12) y n d ¢, dan

b02)_ob

=—- 0 bien FoXnd=o0bXme
ne nl 2 X £

se tendrd, por lo tanto, la identidad

L, ¥y _ha
(Fy = F) X nh=F,xnd dodonde ¥~

que demuestra lo propuesto.

3.” Composicion de un nimero cualquiera de fuerzas para-
lelas del mismo sentido.—Sean Fy, ¥, I, v ¥, (fig. 33), las
fuerzas consideradas: siguiendo el procedimiento establecido
se tendrd, en @ b la intensidad, direccion y sentido de la
resnltante, y en A el punto de interseccion de los lados extre-
mos del poligono funicular, por donde ha de pasar la linea
de accidn de la resultante,

Por @ b se ve que la resultante es igual a la suma de las
componentes y paralela a ellas; luego trazando por A una
paralela a la direccion de las fuerzas, se tendrd en R la resul-
tante. Para ver que el resultado asi obtenido es el verdadero,
bastard determinar la resultante de F, y F,, valiéndose de lo
establecido anteriormente en el primer problema y en la pro-
piedad de los lados del poligono funicular ya trazado; esta
composicién dard Ry: por idénticas consideraciones la R, serd
la resultante de Fy y Fy, luego el sistema propuesto serd
equivalente al formado por R, y Ry y como el poligono funi-
enlar correspondients a éstas es A A hy, B, la R serd resul-

tante de las dos tltimas, y por consigniente, equivalente al
4
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sistema primitivo, cumpliendo como se ve las condiciones
astablecidas on la estitica.

4" Composicion de fuerzas paralelas de diferente sentido.
—Por la aplicacién del poligono funicular se obtiene la resul-
tante I, del sistema de fuerzas que se vepresentan en la figu-
ra 34, siendo este el verdadero, puesto que si separadamante
se componen las fuerzas que estin en cada sentido, se obten-
drdn las Ry R,, y la resnltante R del sistema, que también
lo es de estas dos, enmple las dos condiciones establecidas en
el problema 2.”

Al resolver el problema de que se trata, puede ocurrir,
que cierren el poligono de las fuerzas y el funicular, en cuyo
caso las fuerzas estardin en equilibrio, o que cierre el poligo-
no de las fuerzas sin ser cerrado el funicular -y entonces las
fuerzas se reducen a un par.

5. Descomponer una fuerza en otras dos paralelas cuyas
lineas de accion son dadas.—Puaedan ocurrir dos casos: 1.°
que la linea de accion de la fuerza dada esté comprendida
entre las dos, y 2.” que las dos lineas de accién de las com-
ponentes desconocidas estén a un mismo lado de la fuerza.

1.7 caso.—Sea R (fig. 35), la linea de accion de la fuerza
dada cuya intensidad es @ b, Fy y Fy las lineas de accion de
las componentes. Paesto que, en este caso, la R ha de ser Ia
suma de las otras dos, trazada la @ b, paralela a R y limitada
en ella una magnitud igunal a la intensidad de R, se tendrd
el poligono de fuerzas, reduciéndose el problema a dividir la
magnitud « b en dos partes tales que su relacion sea ‘-; %,
siendo ¢ d una transversal cualquiera.

Se sabe que la resultante de dos fuerzas tiene sn linea de
accion sobre la interseccion de los lados exiremos de uno de
los poligonos funiculares, lnuego si se toma el polo o enalquie-
ra, y' se une con a y b, se conocerd la direccion de los lados
extremos del funicular correspondiente a dicho polo; y si por
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un punto de R, tal como el k, se trazan las rectas h A yh B
paralelas a los radios extremos polares y se unen los ¢ y d,
en que dichas paraielas cortan respectivamente a F; y F,, la
om paralela a la e d determina sobre la a b dos segmentos 1
y 2 que estin entre si en la relacién dicha; por lo tanto, estos
los segmentos representan ia intensidad de cada una de las
componentes.

2. easo.  Si las lineas de aceion By y T, (fig. 36), estin a
an mismo lado de la R, como el valor de ésta es Ia diferencia
de las otras dos, la magnitud @ b, tomada sobre una paralela
a R, ropresentard la diferencia de las dos fuerzas y si se toma
un polo o, los radios 0 a y 0 b serdn los extremos, y trazando
por un punto cualquiera de A, dos rectas que sean paralelas
a los citados radios, se tendrin los puntos ¢ y d sobre las li-
noas de accion dadas: unidos estos dos puntos y trazada por
o una paralela a la ¢d, en @ m se tiene el valor de la compo-
nente que actiia segiin la linea de accion de Fy y en b m la
que obra gsegiin la direceion de F,.

Consideraciones anidlogas a las del caso anterior, eviden-
cimin que la descomposicion estd hien hecha.

6. Rasolucion de los dos problemas anteriores cuando se
conoce la resultante y una de las fusrzas.—/.%" caso: @) Se co-
nocen Ry F, y se trata de encontrar la posicion, intensidad
y sentido de la otra componente, con la condicidén de que R
astéd comprendida entre ellas; para que el problema tenga so-
lueién, es necesario que R > W,; si esto se vorifica, se traza
(fig. 35), el poligono de faerzas ab y como R =F, + F, to-
mindose desde @ una magnitad am =R —F,, en am se
tendrd el valor de Fy. Trazando desde un polo cnalquiera o
los radios polaves oa, om y ob y recordando que sobre la
linea de accidon de la resultante se han de cortar los lados ex-
tremos del poligono funicular, se toma un pnnto & y por él
se trazan, k A y h B y trazando por el punto d, en el que A B
corta a la linea de accién de F,, la d n paralela al radio o m,
50 obtendri el punto e, intorseccion del lndo extremo del po-



=

ligono funicular correspondiente al polo 6, con el segundo
lado, luego ¢ serd un punto de la linea de accion de Fy: tra-
zando por ¢ una paralela a R, se tendrd en F, la linea de aceion
de la componente huscada, asi como en @ m su intensidad y
sentido.

b) Si solamente se fija la condicion de que R y F, sean
paralelas y del mismo sentido, para el caso de ser F; <Z R, so
resolverd el problema como se acaba de indicar; pero si
"y > R, esto indica que la componente F, es de sentido con-
trario a R y F; y que su linea de accién estd hacia el lado
de Fy.

Como R = F, — I, la intensidad de I, se obtendvd. (pigu-
ra 36), tomando sobre la linea @ m, qne representa la inten-
sidad de F,, la magnitud a b valorde R y en b m se tiene el
valor pedido. Para deducir la posicion de la nueva componen-
te, se trazan, por un punto cnalquiera de la linea de accién
de R, dos paralelas a los radios polares extremos oa y ob y
por el punto ¢, de la linea de accién de Iy, determinado como
se indica en la figura, otra paralela a o m; se obtendrd de este
modo el punto d, correspondiente a la linea de accién de K.

2.% easo. Se dan los valores de R y F, paralelos y de di-
ferente sentido; el problema tendrd solucion, enalquiera que
sean sus valores.

Puesto que en este caso F, = R -} F,, tomando (fig. 36),
am igual a la suma de R y F, se tendrd la intensidad de F,.
Trazados los radios polares o a, 0 b, o m y por un punto de R,
los he y h d respactivamente paralelos a los radios ao y 0 b,
se tiene el punto d por el que se traza d ¢ paralela a o m y en
o, punto de encuentro de he y d ¢, se tiene un punto de F, y
trazando por él una paralela a R, queda determinado la po-
sicion de F,.

7.°. Descomponer una fuerza dada en otras varias que le
sean paralelas.—Dos casos se deben considerar: 1.° que las
componentes que se buscan sean del mismo sentido y 2.° que
unas sean del mismo sentido y otras de sentido contrario,
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1.7 caso. Para que el problema tenga solucion, es necesa-
rio gne la linea de accion de la fuerza dada esté comprendida
entre las de las componentes. Sea R (fig. 33), la linea de
accion de la fuerza dada y F,, ¥y, Fy y F, las de las compo-
nentes: como R =¥, + F, 4+ Fy + F,, podemos. primero,
descomponer a R en dos fuerzas tales que cada una de ellas
sea la suma de otras dos y luego, tomando dos lineas de
accion paralelas a las de las fuerzas y que una esté compren-
dida entre Fy y F,, y la otra entre Iy y ', el problema que-
da reducido al de descomponer una fuerza en otras dos para-
lelas y del mismo sentido; siguiendo, pues, la marcha esta-
blecida en el problema b.%, se tendrd el valor de las compo-
nentes,

2." easo. Si la fuerza que se trata de descomponer y las
lineas de accion de sus componentes afectan la disposicién
de la figura 34, el problema se reduce a determinar dos fuer-
zas auxiliaves R, y Ry, de opuesto sentido, y despads des-
componer dstas en otras de su misma direccion, problemas
ya resueltos.

El problema en el caso que se estudia, podrd o no tener
solucion, dependiendo ésta de la disposicion que tenga la
fuerza dada con respecto a la posicion y sentido de las com-
ponentes: un estudio detenido, en cada caso, dard a conocer
las condiciones de posibilidad del problema.

8.” Equilibrar un sistema de fuerzas paralelas por otras
dos de la misma direccion.—Sea F,, I, Fy (fig. 37), el siste-
ma de fuerzas considerado v R, y R, las lineas de accién de
las fuerzas que han de equilibrar a dicho sistema. El proble-
ma se reduce a descomponer la resultante R en dos fuerzas
segiin direcciones dadas (Problema 5.’ Caso 1.°) y tomar es-
tas dos nuevas componentes con sentido contrario, lo que
equivale a reemplazar el sistema propuesto por otro formado
por dos fuerzas y después equilibrar este nuevo sistema por
otro euyas fuerzas son igunales y de sentido contrario.

Asi, segiin la figura, en Ry y R, se tendrd el sentido y
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direceion de las fuerzas que equilibran al sistema considerado
y en m a y b m las intensidades respectivas de cada una de
las nuevas fuerzas. '

Para resolver este problema, no hace falta trazar la resul-
tante; basta trazar el poligono funicular correspondiente a
un polo cualquiera y prolongar los lados extremos de dicho
poligono, hasta que corten a las nuevas lineas de accién y
uniendo estos dos puntos se tiene la linea de cierre y trazan-
do por el polo un radio polar a esta linea, se determinard
sobre el poligono de fuerzas (aqui una recta) el m, que da a
conocer la intensidad y sentido de las dos fuerzas buscadas.

La solucién obtenida es cierta, puesto que uniendo al sis-
tema de fuerzas considerado las dos encontradas, cumplen
las condiciones grificas de equilibrio, cerrindose el poligono
de las fuerzas y el poligono funicular,

El problema tiene siempre solucién cualquiera que sea la
disposicion de las dos nuevas lineas de aceién, por reducirse
este problema a los dos casos considerados en el problema 5.°

AW 9.° Equilibrio de un sistema de fuerzas paralelas por otras
tres de direcciones dadas.—Dos casos deben considerarse:
1.” que las direcciones de las nuevas fuerzas sean las del sis-
tema y 2.% que tengan una direccién cualquiera.

En ambos casos el problema se reduce a descomponer la
resultante en tres direcciones dadas.

1.2 caso. Sea R (fig. 98), la resultante de las fuerzas
dadas y Ry, Ry, Ry las lineas de accidén de las que se buscan.
Tomando una fuerza anxiliar, cuya linea de accidn sea R', se
descompone R en R’y Ry, signiendo el procedimiento ya
explicado, con lo que el valor y sentido de Ry serd m a. Como
el valor y sentido de R" es b m, para descomponerla segin
las direcciones Ry y Ry, bastard trazar la linea de cierre i ¢" y
tivar por el polo o, una paralela a esta direccién; se tiene en
nmy bnel sentido e intensidad de cada una de las fuer-
zas R, y R,.

El problema tiene siempre solucion, siendo ficil deducir



la regla que debe seguirse si las nuevas lineas de accion tie-
nen la disposicion de la figura 38, Si la disposicion es la in-
dicada en la figura 39, se puede también con igual facilidad
dedueir, pues prolongando el lado extremo A ¢ del poligono
funicular, hasta que corte en f a la linea de accién R,, asi
como el otro lado extremo B e hasta que corte en ' a la linea
de accién auxiliar, en £/ se tendrd la linea de cierre del po-
ligono funicular h ff’ correspondiente a las tres fuerzas
R, Ry, R' y el radio polar o m paraleloa f' /', dard el valor de
las nuevas componentes. Como R’ ha de ser la resultante de
R, ¥ Ry la linea de cierve del poligono funicular de las tres
fuerzas serd la ¢ ¢'; determinando el radio polar o n que le es
paralelo, las magnitudes hn y nm dan el sentido e intensi-
dad de R, y Ry,

Si se varia la posicién de la componente auxiliar, varia-
rin también los valores de las tres componentes, por lo cual
el problema es indeterminado.

2.% easo. Sean R,, R, y Ry (fig. 40), las lineas de accion
e tres fuerzas desconocidas, que se quiere hagan squilibrio
al sistema de fuerzas paralelas ¥,, F,, Fy y F,. Trazado el
poligono funicular correspondiente al polo o, se determinard
la posicion de la resultante R y el problema queda reducido
a la descomposicion de una fuerza en tres direcciones dadas.

Recordando lo establecido anteriormmente (29), para resol-
ver el problemna bastard prolongar R hasta que corte a una
cualquiera de las nuevas lineas de accién, por ejemplo a la
R, se obtiene el punto p que unido con el ¢, interseceion de
las otras dos direcciones, dan la componente auxiliar. Ahora
$6lo resta descomponer R en otras dos, cuyas lineas de ac-
¢idn son R; y p ¢, obteniéndose en el poligono de las fuerzas
los valoves am y m b de estas dos componentes; descomp-
ner despuds la m b en otras dos, cuyas posiciones vienen
dadas por Ry y Ry, encontrindose n m y n b. respectivamen-
te, para dichas componentes; resultando, por lo tanto, cono-
cidos los valores de las intensidades de las tres fuerzas en
que se trataba de descomponer a R: contando estas fuerzas,
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en sentido contrario al obtenido, se tendrd un sistema de tres
fuerzas que hace equilibrio a R y como consecuencia, al sis-
tema considerado.

Si se prolongan los lados extremos A ¢ y B fdel poligo-
no funicular correspondiente al polo o, se tiene sobre la R, el
punto & y sobre la prolongacion de p ¢ el » que unidos dan
una paralela al radio polar o m: en efecto, los enatro puntos
h, 7, p, &, estin unidos por las cinco vectas ik, kp, pr, rh, hp
que son respectivamente paralelas a las oa, am, mb, bo, a b
que unen los cuatro puntos o, @, m, b; Ilnego (52) la vk y o m
son paralelas. Esto prueba que las tres fuerzas cuyas inten-
sidades son ab, bm y am y cuyas lineas de accién son
Ry, By y p q, camplen las condiciones grificas de equilibrio
puesto que cierran el poligono a b m de las fuerzas y el poli-
gono funicular correspondiente, reducido en este caso al
tridngulo » A L.

Prolongando, ahora, la recta & » hasta que encuentre en g
ala Ry, asi como la £+ hasta que corte a la R, en ¢, se tienen
también los cumatro puntos 4, ¢, ¢ que estin unidos por
cinco rectas paralelas a las que respectivamente unen los
puntos m, o, b, n; lnego la g 7 es paralela ala on y como el
tridangulo 1 g es el poligono funicular del sistema de fuerzas
m b, bn, nm, se ve que estas tres fuerzas cumplen también
las condiciones grificas de equilibrio.

Por ser 7 ¢ prolongacién de rk y rg de hr, vesulta que
si se considera el conjunto de los dos sistemas de fuerzas, el
primitivo y el nuevo, y se traza el poligono funicular co-
rrespondiente al punto o, tomando como punto de partida
el %, se halla el poligono kedefygik, que como se ve, es ce-
rrado; luego el sistema total estd en equilibrio.

Fundandose en lo anterior, se deduce, que para encontrar
ol valor de las tres fuerzas cuyas lineas de accién se dan,
que han'de equilibrar a un sistema de fuerzas dado, se de-
termina primero la resultante de éstas y se descompone a
continuacion esta resultante en las tres direcciones dadas:
para esto se prolongan los lados A ¢ y B f'del poligono funi-



cular hasta que corten a dos de las direcciones dadas, por
ejemplo, alas Ry y Ry, se obtendrdn asi los puntos ¥ y ¢;
unir después el punto p, de interseccion de R y Ry, con el g,
que es donde se cortan R, y Re, y prolongar la p ¢ hasta que
corte en 7 al lado extremo B f; uniendo ahora » con & y pro-
longando la 4 » hasta que corte en 7 a la Ry, se tendrdn en
i g vy kilos dos lados que cierran el poligono funicular total;
para deducir ahora la intensidad de las fuerzas, se tira por a
una paralela a la linea de accion que ha sido cortada por el
lado extremo A ey porbotraa la que cortd al lado Bf y
como los lados ¢ g y & ¢ son paralelos alos radios polares, tra-
zando por o los o % y o m respectivamente paralelos a dichos
lados, se obtendran los puntos n y m gue unidos dan la n m:
siendo, por consiguiente, hn, nm y ma los valores de las
fuerzas que equilibran al sistema primitivo, segiin las direc-
ciones Ry, Ry, v Ry

Este procedimiento exige el que sea previamente trazada
la resultante del sistema de fuerzas que se da, pero esto no es
necesario, porque si se traza por g la ¢ paralela a la R, y se
prolongan los @ m y b n hasta que se corten en s, se tienen
por una parte los cuairo puntos g, », ¢, g que estin unidos
por cinco rectas que son paralelas a las que respectivamente
unen los cuatro puntos o, m, s, b, por lo que las rectas gt yo b
serdn paralelas; luego si por el punto ¢ se traza la ¢ ¢ paralela
a Ry y por ¢ la gt paralela a o s, se obtiene el punto ¢ que al
unirlo con & dard el punto 7, no habiendo sido necesario de-
terminar el punto p interseccion de la resultante R con la Ry,

Del pérrato anterior se deduce el siguiente procedimiento,
que puede considerarse como general: Por el origen a, se
traza una paralela a una de las lineas de accién, a la Ry, y por
el extremo b otra paralela a la otra linea de accidn, a la Ry;
estas dos paralelas se cortan en el punto s; por un punto k
de la R se traza el poligono funicular cuyo lado extremo cor-
tard en g a la Ry: determinando ahodra el punto ¢, de la inter-
seccion de la Ry con la Ry, se traza por este punto una paralela
a la Ry y por g una paralela a la 0 s, con lo que se encuentra
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el punto 4, que unido con £ da el /i: trazando finalmente las
o ny om paralelas respectivamente a 7 g y £ 7. se tiene resuel-
to el problema.

Tiste 2.° caso tiene solucion, siempre que las nuevas lineas
e accidn no sean paralelas entre si, ni concurrentes y en este
tiltimo easo habrd varias solueciones, si la resultante del sis-
tema considerado pasa por el punto de concurso.

I[V. PROPIEDADES PARTICULARES DE LOS POLIGONOS FUNIOULARES
DE FUERZAS PARALELAS.

49.  Ademds de las propiedades generales establecidas
(36), los poligonos funiculares de fnerzas paralelas gozan de
otras propiedades particulares que interesan conocer.

a) NS¢ se prolongan los lados extremos de dos poligonos fu-
nicidares cualesquiera de un sistema de fuerzas paralelas, las
interseceiones de los lados extremos del mismo orden estin sobre
una recta paralela a la que wne los polos.

En efecto, sean Aedef By A’ ¢ d' ¢ f° B’ los dos po-
ligonos dados (fig.* 41), prolongados los lados A ¢ y A" ¢
hasta que se corten, asi como los B f'y B’ /', se tienen los
puntos » y »". Como los puntos & y k', intersecciones de los
lados extremos de cada poligono, pertenecen a la linea de
accion de la resultante segiin lo demostrado (36), resulta
que los cuatro puntos, b, h', r, »’, estin unidos por las cinco
vectas b, h o', ki b’y v " vy b’ v, que respectivamente son
paralelasa las 0o b, o @, @ b, 0" b y 0" @ que unen los cuatros
puntos @, b, o, 0" luego la r 1" serdi paralela a la o0 0’

b) Si se trata de equilibrar un sistema de fuerzas para-
lolas por otras dos que le sean paralelas y cuyas lineas de
accion sean dadas, se oblendria siempre para éstas el mismo va-
lor, cualquiera que sea el poligono funicular considerado, puesto
que dichas fuerzas han de sor ignales y directamente opues-
tas a las componentes de la resultante segin las mismas li-
neas de accién y esta resultante no varia.
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¢) Unidos los puntos A y B (fig." 41), en que los lados
oxtremos, de nno cualquiera de los poligonos funiculares del
sistema, cortan a dos rectas paralelas a las lineas de accion
de las fuerzas y exteriores a ellas, so obtiene la fignra corra-
da A e d e fB. Si se traza ahora una paralela cualquiera a las
lineas de accion, y que esté comprendida entre A y B, se
determina sobre la figura cerrada un segmento L T. Kl pio-
duclo de este segmento, por la distancia polar correspondiente, es
una cantidad constante pura todas las figuras cerradas andlogas.

En efecto, el segmento L T divide a la figura en dos par-
tes, pudiéndose considerar cada una como el poligono funi-
cular de las fuerzas que comprende. Si se considera la parte
L A T, el poligono funicular serd el L A ¢ T, que correspon-
de a las fuerzas Ry, igual y contravia a la componente de R
segtin A A', y la E'; prolongando los lados extremos L Ay
T e, se tiene el punto p de la linea de accion de la resultante
de las dos fuerzas cuyo valor seri (12) m.

Por la semejanza de los tridngulos Lip T yom (12) se
deduce, representado por 3 la distancia polar, '

M S Ls)

Py 5 o bien LT Xad=m(12) X pq.
)

Ahora, p ¢ es constante, puesto que la p p° que une el
punto p con el p’, determinado por la prolongacion de B" A’
y ¢ d' de otro poligono, es parvalela a las lineas de accién
R, y F\ (36); por otra parte, m (12) diferencia entre Ry y F,
es siompre la misma, por sor estas dos fuerzas constantes;
luego el producto m (12) X p ¢ es siempre constante y por
lo tanto, también lo es el producto L T .3 .

d) La relacion entre los segmentos LT y L' T que una
misma paralela determina sobre dos poligonos cualesquiera,
correspondientes a dos paralelas R, y R, fijas, es inversa a lu
que exislte entre las distancias polares correspondientes.

En efecto, segiin lo demostrado anteriormente

L'T" Xo=em(12) Xpyq
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luego LT.3=L'T.% dedonde ——=+

Si en vez de haber considerado nna paralela, se hubiese
tomado una linea de aceion cnalquiera, por ejemplo, y para
mayor sencillez de la figura, la F,, el producto del segmento
ey ¢ por 3 también serfa constante e ignal a¢,” ¢’ por 3’; repre-
sentando, pues, por 2 el segmento de paralela comprendido
en el poligono cerrado, o sea entre el poligono funicular y su
cuerda, se tiene la expresion

el
Z ¥

Esta expresion da el medio de construir el poligono funi-
cular correspondiente a una distancia polar dada, conocido
que sea uno de los poligonos funiculares. En efecto, si 8 se
conoce y estd trazado el polizono A e d e /' B se conocerin los
diversos valores de z, como se da @', el de ' se deducird de
la écuacion

Trazada una cuerda cualquiera A" B’ y tomando sobre
las lineas de accion y a partiv de aquellas magnitudes 2, y
uniendo despuds los puntos marcados sobre las lineas de ac-
cion, se tendrd el nuevo poligono funicular A’ ¢ d" " [ B'.

Si se toma 3 =172", el trazado se simplifica por resultar
entonces z = 2',
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V. CURVAS FUNICULARES

y0 50.. Definicion.—Cuando se tiene un sistema de fuerzas
cuyas lineas de aceidn estin muy préximas entre si, los lados
del poligono funicular correspondiente a un punto enalquie-
ra son muy pequefios y tienden a confundirse con elomentos
de una eurva, a medida que vaya siendo menor la distancia
que separa dos lineas de accion consecutivas. Las curvas li-
mites de estos poligonos funiculares se las denomina curvas
Junicuwlares, y se las puede definir diciendo que son, los poligo-
nos funiculares correspondientes a un sistema de jue) zas, cuyas
lineas de accion se suceden de una manera continua.

Como los lados de los poligonos de las fuerzas son parale-
los a las lineas de aceidn, si éstas se deducen de una manera
continua, los dngulos que dos lados cualesquiera forman en-
tre sf, serdn cada vez mis obtusos y si se supone que la inten-
sidad de las fuerzas sea muy pequefia, el poligono de las
fuerzas tenderd a confundirse con una curva, a la que se
lama curva de las fuerzas, y que tendra un radio de curvatn-
ra infinito, cuando se considere un sistema de fuerzas para-
lelas,

En las definiciones anteriores se deduce, que todas las
propiedades relativas a los poligonos funicalares son también
aplicables a las curvas, puesto que aquellas se han estableci-
do de una manera general, sin tener para nada en cuenta ni
la magnitud de las fuerzas, ni la distancia que separa cada
dos lineas de accion.

/7 Bl. . Propiedades particulares de las curvas funicuiares.—
Como los radios polares son paralelos a los lados del poligo-
no fanicular y estos son elementos diferenciales de una cur-
va, resulta que aquellos serin paralelos a las tangentes a la
curva en el punto correspondiente y de ignal modo las lineas
de accion de las fuerzas serin paralelas a las tangentes de las




s R e

curvas de fuerzas. Asi (fig. 42), sea A B la curva funicular
correspondiente al polo o y a la curva de fuerzas a b; si se
traza un radio polar cunalquiera o m se obtendra el punto M
correspondiente al m, determinando la tangenteala A B que
sea paralela a o m: e inversamente, si se quiere detormigar ol
punto a b correspondiente a N, se trazird la tanzente a A B
en N y por o se traza un radio polar o b paralelo a dicha
tangente, obteniéndose de este modo el punto n correspon-
diente al N.

a) Consideremos ahora dos puntos m y n de la curva a b:
cnalquiera que sea la distancia que medie entre los dos pun-
tos considerados, la linea m n que los une rapresenta la inten-
sidad, direceién y sentido de la resultante de las fuerzas eu-
yas lineas de aceién estin comprendidas entre los puntos M
v N de A B y vomo las tangentes M & y N & son los lados
axtremos del poligono funicular correspondiente al conjunto
de fuerzas comprendidas entre M y N, el punto &, en que di-
chas tangentes se cortan, pertenece a la Iinea de accidn de la
resultante; luego trazando la K paralela a la enerda m n, se
tendrd la linea de accién de la resultante.

L resultante total se obtendrd, pues, trazando por A y B
las tangentes respectivas, las que sordn paralelas a los radios
polares extremos de Ia curva @ b, y tirando despuds por el
punto de interseccién de las tangentes una paralela a la cuer-
da de la a b. :

Las consideraciones anteriores prueban, que si se civeuns-
eribe a una curva funiewlar un poligono de un niamero cualquie-
ra de lados, con la inieq condicion de que los lados extremos sean
tangentes en las extremidades de la cwrva, el sistema ilimitado de
Juerzas considerado, se habra reemplazado por un wimero finito
de fuerzas, que sevan las vesultantes parciales de las que obran
entre los puntos de contacto de la cwrva y del poligono.

Esta propiedad permitivd, en cada caso, reemplazar la
curva funicular por el poligono funicular mds apropiado a la
resolucion del problema de que se trate.

b) Como las tangentes en A y b (fig. 43), han de ser
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paralelas a los radios polares o @ y 0 b y estos representan los
valores de las dos componentes de la resultante a b, que con-
tados en el sentido b 0 ¥ 0 @ equilibran al sistema propuesto,
vesulta, que, a condicion de no variarlas tangentes en A y B, el
sistema de fuerzas se podrda reemplazar por otro equivalente. Asi
el sistema de fuerzas que corrvesponde a la curva funicular
N y de fuerzas n, es equivalente al que determinan las cur-
vas N y n', puesto que los dos son equivalentes al sistama
formado por las dos fuerzas @ o ¥ o b, componentes de la re-
sultante « b que os constante.
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CAPITULO IV

SISTEMAS ARTICULADOS Y CONSTRUCCION
DE MOMENTOS

I. SISTEMAS ARTICULADOS

52. Definicion de las figuras geometricas formadas por los
sistemas articulados.—Si se considera un conjunto de varios
cuerpos que tengan todos un plano eomin de simetria, sobre
el cual obran las fuerzas que los solicitan, estando unidos
entre si por medio de articulaciones, se tendrd un sistema ar-
tiewlado: este sistema, en cada caso, adoptard, una forma espe-
cial correspondiente al equilibrio del sistema de fuerzas for-
mado, por las que actiian directamente y por las acciones
interiores que se oviginan.

Para hacer el estudio de las condiciones de equilibrio de
los sistemas articulados, se suponen a los cuerpos que los for-
man, reducidos a prismas o barras cilindricas de pequeiia sec-
cion, por lo que se denominan bairas o barillus, que serdn los
lados de’la figura que se toma el sistema. Si se supona que las
barras carezecan de dimensiones transversales, o sea que se re-
duzean a simples lineas, todo sistema articulado se converti-
ri en una figura geomélrica, cuyos lados son barras y sus vér-
tices son las articulaciones que ligan las barras entre si.

Puede ocarrir que en un vértice conecurran mds de dos ha-
5
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rras y entonces se dice que forman un nudo, y también, que
por las cireunstancias de equilibrio de las fuerzas que obran
sobre el sistema, varios vértices estén sobre una misma di-
reccion; los lados en este caso, serin las partes de barras
comprendidas entre dos vértices consecutivos.

Aun cuando en general, los cuerpos que forman el sistema
articulado se reducen a simples barras, es necesario no olvi-
dar la definicién dada, segtin la cnal, los cuerpos pueden afec-
tar una forma cualquiera, es decir, que los cuerpos conside-
rados pueden a su vez estar formados por otro sistema de
barras, lo que permite hacer mds sencillo el estudio del siste-
ma articulado primitivo.

53. Clases de figuras geométricas que se consideran en es-
tatica grafica.—Refiriéndose las figuras gedmetricas a los sis-
temas articulados en equilibrio, es necesario que cumplan
ciertas condiciones, a fin de que se las pueda aplicar los prin-
cipios establecidos.

Es féicil demostrar, que si el sistema estd en equilibrio, ca-
da una de sus partes lo estard también bajo la accion de las
fuerzas que obran directamente sobre ella y de las acciones
interiores que provienen de las demds. En efecto; sea A (figu-
ra 44), uno de los euerpos que forma parte de un sistema arti-
eulado en equilibrio, unido a los restantes por las articula-
ciones « y b: siendo rigido y no actuando fuerzas exteriores,
permanecerd en equilibrio bajo la accién de las fuerzas que
se desarrollen seziin # b y que actuardin en sentido contrario,
bien tendiendo a separar los puntos @ y b, en cuyo caso se
llaman fensiones, o bien tienden a que se acerquen dichos
puntos, origindndose presiones. En ambos casos la rigidez de A
impide su deformacién, no habrd, por lo tanto, inconveniente
en reemplazar dicho cuerpo por otro, que sea una barra cilin-
drica o prismética y que tenga la resistencia conveniente
para no ser deformada bajo la accién de las fuerzas que se
originan en la direceién a b.

Si el cuerpo A se encuentra sometido a la accidon de un
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sistema de fuerzas, cuya resultante sea F, se podrd siempre
descomponer a ésta en dos que le sean paralelas y que estén
aplicadas en @ y b y aplicando en dichos puntos dos igunales
y de sentido contrario, el enerpo A se encontrard también en
equilibrio bajo la accién de las fuerzas interiores originales en
el sentido a b y las reacciones — Fy y — F, que se desenvuel-
ven en las articulaciones.

Se deduce, pues, que siempre que un sistema articulado
esté en equilibrio, cada uno de los cuerpos que lo forman tam-
bién lo estd, considerando todas las fuerzasque sohre él actitan,

54. Si se consideran dos cuerpos A y B (fig. 44), el siste-
ma por ellos formado estari también en equilibrio bajo la
accion de las fuerzas F y F' y las reacciones qne se originan
en b ya y como el B se reduce también a una barra, se
formard la linea poligonal 4" b a4 que estard también en equi-
librio bajo la accién de las fuerzas.

Descompuestas la I y F' en sus componentes aplicadas en
a, b y b', compuestas las que actian en b y conocido el senti-
do de las reacciones en b’ y a. a la linea poligonal @ b b, se la
puede considerar como un poligono funicular de las fuerzas
consideradas, de las que tnicamente son desconocidas las reac-
ciones en @ y b’; luego para poder trazar el poligono de fuer-
zas correspondiente, es necesario que exista una relacién
determinada entre las dos figuras, es decir, que las dos figu-
ras deben satisfacer a las condiciones de reciprocidad estable-
cidas (43).

De lo anterior se deduce, que las condiciones a que deben
satisfacer las figuras geométricas, son las siguientes:

1.*  Que cada lado pase por lo menos por dos vértices.

2. . Que cada nudo comprenda por lo menos tres lados, v

3.* Que, entre los sistemas de figuras cerradas que com-
prenda, exista por lo menos una cuyos lados formen parte de
otras dos solamente.

Asi, ABCD ETF (fig. 45), puede representar un siste-
ma articulado, por cumplir las condiciones anteriores. En
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efecto, la figura considerada puede descomponerse en varios
poligonos cerrados, pero entre todas estas descomposiciones,
la que satisface a la 3." condicion es, el poligono exterior y los
seis interiores, puesto que cada lado A B, por ejemplo, for-
ma parte solamente del poligono A B D E F y del tridngulo
o A B: lo mismo puede verse para otro lado cnalquiera. Ade-
mis la 1.* y 2." condicién quedan también satisfechas, puesto
que cada lado pasa por dos vértices y en cada vértice concu~
rren tres lados.

En el caso de estar formada la figura por el contorno ce-
rrado A B C D (fig. 46) y las linsas que unen los vértices con
los dos puntos o y o, inicamente se pueden considerar los
cuatro tridngulos que tienen su vértice en o', puesto que las
figuras cevradas por ellos determinadas, cumplen las tres
condiciones.

55. Division de las figuras geométricas.—Las figuras geo-
métricas 'se dividen en dos grupos: 1.° Figuras deformables,
llamédndose asf a las figuras cuyos dngulos pueden variar
conservando sus lados una longitud constante. 2.° Figuras
indeformables, cuyos dngulos quedan determinados cuando se
fijan las longitudes de sus lados.

Las figuras indeformables se clasifican a su vez en: L.°
extrictamente indeformables o definidas de forma, que son aque-
llas que dejan de ser indeformables cuando se suprime uno
cualquiera de sus lados; y 2.” de lineas sobrantes, las que con-
tintian siendo indeformables después de haberles suprimido
ano o algunos de sus lados.

Asi, por ejemplo, un cnadrilitero serd una figura defor-
mable, puesto que sin variar la longitud de sus lados ni su
orden de colocacidn, se puede modificar el valor de sus dngu-
los: la figura formada por un enadrilitero y una de sus dia-
gonales, pertenece al 1.°* grupo de las indeformables, puesto
que dada la magnitud de las lineas, los valores de los
dngulos quedan determinados: finalmente, la figara formada
por un cuadrilitero y sus dos diagonales, es una figura de
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lineas sobrantes, puesto que se puede suprimir bien un lado
o bien una diagonal sin que se modifiquen las posiciones de
los lados restantes.

56. Condiciones que definen la naturaleza de las figuras
geométricas.—Sea A BCDE (fig. 47), un poligono cunal-
quiera: trazadas las diagonales correspondientes a un vértice
cualquiera, tal como E, se le habri descompuesto en {ridngu-
los. Si se considera la figura formada por los lados del poli-
gono y las diagonales trazadas, se tiene una fignra estricta-
mente indeformable, pnesto que estd constituida por una su-
cesion de tridngulos que son estrictamente indeformables.

Por cumplir la condicién anterior, el niimero de lados de
la nueva figura serd el justamente preciso para poderla cons-
truir, siendo su valor ignal a la suma del mimero de lados
primitivos y el de diagonales trazadas, o sea representando
en general por m el total de lados y por n el de vértices,

m=n+n—3=2n—3

puesto que el niimero de lados de la figura considerada es
iznal al nimero de vértices y el de diagonales es igual 4
éste disminuido en tres unidades.

Suprimida la diagonal E B, por ejemplo, la figura estard
entonces formada por un cuadrilitero y varios tridngulos y
como el cuadrilitero es una figura deformable, la fignra que
ha resnltado serd también deformable; en este caso el niimero
de diagonales serd n — 2 y como consecuencia m << 2n — 3.

En vez de suprimir nna diagonal, se puede aumentar otra
o varias, por ejemplo, la AC, la nueva figura estard formada
por el cuadrilitero ABCE, con sus dos diagonales y varios
tridngnlos y como el primero es una figura de lineas sobean-
tes, la total serd de la misma clase: como el nimero de dia-
gonales se ha aumentado en una, se tiene que m =2 n — 3.

57. Sea, en general, una figura formada por una sncesién
de M tridngulos (fig. 48), cuyos lados son conocidos, Desde
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luego la figura serd estrictamente indeformable y para esta-
blecer la relacién que existe entre el niimero de lados y el de
vértices, basta tener en cuenta que, para trazarla figura, se
necesitan, primero, tres lados para construir uno cualquiera
de los triingnlos, y segundo, que para trazar los restantes,
tinicamente se necesitan dos, es decir, que el total de lados
serd, representado por m dicho mimero,

m=38+2(M - 1)

en cuanto al ntimero de vértices serd la suma de los tres dal
primer tridingulo y uno para cada uno de los restantes, o sea

n=3+4+ (M- 1)

y eliminando M entre estas dos ecnaciones, se tiene final-
mente

m=2n—3.

Se deduce, pues, que la condicién necesaria y suficiente
para que una figura sea estrictamente indeformable, es, que
el miamero de lados sea igual al doble del nimero de vértices dis-
minwido en tres unidades.

Si el mitmero de lados es menor que dicho mimero, la
figura serd deformable y si es mayor, serid una figura de
lineas sobrantes.

II. MoMENTOS DE FUERZAS SITUADAS EN UN PLANO

58. Representacion grafica del momento de una fuerza.—
Se llama momento de una fuerza con relacién a un punto de
su plano, al producto del niimero que expresa su intensidad
por la longitud de la perpendicular trazada por dicho punto
a la direceién de la fuerza,

Si con arreglo a escala, se toma un segmento rectilineo
que represente la fuerza y con la misma escala se mide la
distancia de su direccion al punto con respecto al cual se
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toma el momento, teniendo en cuenta lo que se dijo en el pa-
vrafo 11, se podrd obtener nna magnitud rectilinea que re-
presente el valor del momento, hallando una cuarta propor-
cional a las magnitudes que respectivamente representan la
intensidad de la fuerza, su brazo de palanca y la unidad.

Asi, si a b representa la intensidad de la fuerza y o el
punto con respacto al cnal se toma el momento y od el brazo
de palanca, tomando a partir del ¢, ¢9,, igual 4 la nnidad
(fig. 49), y 0, d = o0 ¢ la magnitud A B, de la paralela a ab
trazada por d e interceptada por las lineas 0, @ y o0, b, repre-
sentard geométricamente el momento de la fuerza con res-
pecto al punto o, ])L'I.B‘:tﬂ que los triingulos same]antes o, ab
y 0, A B dan la relacion

ab AB

Rt T dolacual ABXeoy=abxXdo

¥y como ) coy=1 ¥ abxXdo :M; I
resulta  AB= m; F obien ABXI1= M; F.

Esto prueba que la magnitud A B, se puede considerar
como la intensidad de una fuerza que, obrando con un brazo
de palanca igual 4 la anidad, produzea el mismo efecto que
la fuerza considerada B, obrando con un brazo de palanca oo,

Se ha supuesto para la demostracion anterior, que tanto
las fuerzas como las distanecias estdn medidas con Ja misma
escala, pero no es necesario que tengan la misma unidad de
madida, aparte de no ser conveniente por la excesiva dimen-
sion que tomavi el dibujoa poco considerable que fuese la
intensidad de la fuerza; en efecto, si se toma @ ben la escala

1 ’
L v la o, d en la ——se tendrd
m v, n
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de donde

ABy coy _ab  da

i (] m - "
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lnego para que el prodaeto sea homogéneo, es preciso que
m’ = m, o lo que es lo mismo, que midiendo A B en la mis-
ma escala que « b, siempre A B representard el momento
pedido.

59. Procedimiento general para la deierminacion grafica
del momento de una fuerza.—El procedimiento que se acaba
e exponer, para la representacion grifica del momento, os
muy sencillo, pero en las aplicaciones de la Estdtica grilica,
es alin mds comodo proceder del signiente modo:

Sea F (fig. 50), la linea de accion de la fuerza considerada
y o el punto con respecto al cual se quiere hallar el momen-
to. Trazado el poligono de las fuerzas, que en este caso se
reduce a la magnitud a b, que expresa la intensidad y senti-
do de la fuerza considerada y elegido el polo o, se tendrd el
poligono funicular correspondiente A ¢ B; si se traza ahora
por el punto O, una paralela a la linea de accién de F, el seg-
mento m n, interceptado por el lado A ¢ y la prolongacion
del B ¢, multiplicado por la distancia polar o d, representa en
magnitud y signo el momento de la fuerza con respecto al
punto O,

En efecto, siendo semejantes los tridngulosm envaob,
se tiene

mnu  ab " -
T de donde abxXid=mnxod

y como a b representa la intensidad de la fuerza y 3 el brazo
de palanca, el producto @ b X 3 serd ol momento con respecto
a o; se tiene pues,

M;F:::;:;Xarf



Si no varia la posicion del O, el valor del momento tam-
poco variard, y como m n y o d cambian de valor con el polo
elegido, es necesario probar que para un mismo punto o el
producto del segmento interceptado por los lados del poligo-
no funienlar por la distancia polar, es siempre el misino enal-
quiera que sea el polo considerado. Esto es evidente, puesto
que al comparar los tridngulos semejuntes que se forman,
davdn siempre, para valor del producto considerado, el pro-
ducto @ b X &, que permanece constante.

Si se emplean distintas escalas para las fuerzas y las lon-
gitudes, m n deberd medirse en la escala de las fuerzas a fin
de que el producto m n X o d sea homogéneo con el momento,
y si se hace 0 d = 1, la reprentacion del momento serd m n.

Para que el signo del momento quede siempre determina-
do, hay que establecer Jos dos convenios siguientes: 1.° se
considerard a m n como positivo ecnando tenga el mismo sen-
tido que la fuerza y como negativo enando se cuente en sen-
tido contrario; y 2.” el signo de la distancia polar od seri
contrario al del momento de @ b con relacion a 0. Asi, para el
punto O, m n es positivo, y o d positivo, luego el momento serd
positivo; para el punto O, m’ n'’es negativo y comood es
positivo, el M! F < O; finalmente, si el punto ese’, como
m"n" <o y od > o0, el momento serd negativo.

60. Momento de fuerzas concurrantes. —1.”" caso.—Sea
primero, el caso de dos fuerzas F; y F,, concurrentes en los
limites del dibnjo: construido el poligono de las fuerzas, se
encontrard (fig. 51) a b que da la intensidad y direccion de
la resultante, cuya linea de accidn serd la C R.

El momento de las fuerzas con relacian al punto 6, es el
mismo que el momento de su resultante R con relacion al
referido punto, lnego el caso presente se reduce al anterior-
mente considerado.

Si se toma como polo el vértice 12, el valor del momento
se obtendrd multiplicando la magnitud m n por la distancia
12 —¢.
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Si se eligo ol punto o, situado a la unidad de distancia de
a b, como polo, se tendrd en m’ n’ el valor del momento, ha-
biéndose hecho la construccion expuesta en el pirrafo ya ci-
tado, siendo preciso ahora demostrar que

mnxX(12—e)y=m"w Xoe.

Para ello se tiene, que, por la primera construceion,
mn X (12—e)=abXi

siendo & la distancia del punto o, con respecto al cual se
toman los momentos.
Por la segunda construecion

m'n’ Xoe=uabX3
luego se tendrd que verificar la igualdad
munX(12—e)Yy=m'n Xoe
y como o ¢ se toma igual 4 la unidad, resulta
mnX(12—e)=m"n" X n

Si en lugar de hacer » ¢ = w se toma una magnitud cual-
(uiera, esto es, si el polo 0 es uno cnalquiera del plano, el
momento de las fuerzas dadas so obtendrd siempre multipli-
cando la magnitud mn, correspondiente al poligono funicular
de o, por la distancia de éste a la direccion de la resultante,
luego para deducir el momento de dos fuerzas conenrrentes
'y, F, no es necesario determinar el punto de interseceién
de sus lineas de aceion, bastando determinar un poligono fa-
nicular cualquiera y encontrar ln magnitud m’n" en la forma
ya explicada, /

Como siempre se verifica que

M, R =— M F;+M F,



y los momentos de F, y Fy tienen por valores

MR, =18 =—MXa
MEF, — 2 3¢ 3y — M’ X ay

representindose por 3, y 3, las distancias de 0 a la direceidn
de las tuerzas y por a, y a, las alturas de los tridngulos oa
(12) y o b (12), relativos 4 los lados 1 y 2, como

M!R=m'n Xoe
se tendrd, por ser constantes los productos 1 X8 y 2 X3, ,
m' n' K oe=—Mxa;+ M X a,

2. caso. Si se consideran varias fuerzas concurrentes,
como el momento de dos cualesquiera de ellas es igunal al
momento de su resultante, asi como el momento de esta re-
sultante y otra cualquiera de las fuerzas que quedan, es
igual al momento de la nueva resultante, y asi sncesivamen-
te, se deduce que para obtener el momento de un sistema de
fuerzas concurrentes, se determina el poligono de las fuerzas
y el funicular correspondiente a un polo enalquiera y el mo-
mento de la resultante con respecto al punto elegido, deter-
minado en la forma expuesta en el caso primero, serd el
momento pedido.

6. Momento de un sistema de fuerzas paraleias.—Sean
F,, I, Iy las fuerzas dadas (fig. 52): trazado el poligono de las
fuerzas y el funicular correspondiente al polo o, si se desca
obtener el momento con respecto al punto O, trazada la m n v
prolongados los lados extremos A b y B d, se tendrd en m n el
valor.del momento si la distancia polar o ¢ es igunal a la unidad.

En efecto, se sabe que el momento de un sistema de fuer-
zas es igual al momento de su resultante, y como aquél estd
formado por la suma de momentos, habrd que demostrar que

mn X co=MF, +MF,+M F,



Siguiendo el método establecido para determinar el mo-
mento de una fuerza, se tiene, por ser constantes las alturas .
de los tridngulos que tienen por vértice el punto o, y por
bases 1, 2, ete,

M}J l"1= LU Xoe
M Fy=nyng X 0e
M Fy==mgm X oc

v sumando resulta

EMLF = (nmy 4 ng ne + ngm) o =mn 3 oc

luego queda demostrado lo que se queria.

Si el punto o estuviese entre las lineas de accion de las
fuerzas, teniendo presente el sentido de los momentos, ficil-
mente se llegaria al mismo resultado.

62, Caso particular de dos fuerzas paralelas e iguales. —
En este caso el poligono funicular tiene sus lados extremos
paralelos, lo que da un punto en el infinito para aplicacion
de la resultante; pero como el momento de ésta ha de ser
igual al de las fuerzas que forman el sistema, aplicando a
cada una lo expuesto, se tiene (fig. 55)

MF, = (+mun)Xoe

IM{F = — 2
M Fo=(—-n n)Xoe # bt bl

luego el momento se obtiene sicuiendo la regla general.

63. Momento de fuerzas situadas de un modo cualquiera
en un plano.—Por estar sitnadas en un plano, dos cualquiera
de ellas podrin cortarse, la resultante de estas podrd cortar a
otra cualquiera o ser paralela; la nueva rvesultante estard
también en uno de los casos anteriores v como ya se ha de-
mostrado (60 y 61) la manera de determivar los momentos
on cada caso y se sabe que el momento de la resultante es
siempre ignal a la snma de los momentos de las componen-
tes, resulta que bastard encontrar el momento de la resultan-
te, siguiendo el procedimiento establecido.
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Asi (fig. 54), el momento dsl sistema de fuerzas F;, F,,
Fy, F, con relacién al punto O, se obtendrd trazando el poli-
eono de las fuerzas a 1 23 4 6 y el funicular A ed e /' B co-
rrespondiente al polo o; prolongando los lados extremos se
tiene en & un punto de R y trazada ésta y O n paralela a ella,
se encontrari el segmento m n que multiplicado por la distan-
cia de o a la direceion @ b, da el momento pedido.

La figura anterior permite determinar los momentos par-
ciales de cada una de las fuerzas consideradas, puesto que
cada una de ellas es la resultante de las tensiones que se
desenvaelven en los lados del poligono funicular.

En todos los diferentes casos estudiados, se tendrd pre-
sente la sencilla regla de signos establecida.






CAPITULO V

DETERMINACION GRAFICA DEL CENTRO DE GRAVEDAD
DE LAS LINEAS, SUPERFICIES Y VOLUMENES

I. CENTRO DE FUERZAS PARALELAS

64. Consideraciones generales. —Se sabe por Mecinica,
que el centro de gravedad de un cuerpo, es el punto ideal por
el cual pasa constantemente la resultante de las acciones
ejorcidas por la pesantez, sobre los diversos puntos materia-
les que constituyen el cuerpo considerado, independiente-
mente de la posicién que este ocupe en el espacio.

La definicién anterior ha sido establecida en la hipdtesis
de considerar como lineas paralelas, a las verticales que pa-
san por los diferentes puntos del cuerpo, en direccién de las
cuales se ejerce la accidn de la gravedad: esta hipétesis se
puede admitir como exacta cuando las dimensiones de los
cuerpos no sean exagerados, como ocurre con los que se em-
plean en la prictica.

El centro de gravedad, tal comoe se acaba de definir, pue-
de 6 no pertenecer al cuerpo considerado, siendo dependiente
da la forma que éste afecte, pero siempre ocupa la misma
posicion eon respecto a las diferentes partes que lo integran,
cualquiera que sea la inclinacion o giro que se le dé, es decir,
que el centro de gravedad es siempre un mismo punto.

De las consideraciones anteriores se deduce que la deter-
minacion grifica del centro de gravedad de un cnerpo, se
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puede efectuar mediante los principios de Estdtica grdfica,
puesto que el problema se reduce a encontrar el punto de
aplicacion de la resnltante de un sistema de fuerzas parale-
las, que actian sobre los demds puntos de un sistema mate-
rial invariable.

65. Determinacion del centro de un sistema de fuerzas pa-
ralelas.—Cuando se tienen varias fuerzas paralelas, actuando
sohre diferentes puntos materiales invariablemente unidos
entre si, su resultante pasa constantemente por un punto que
goza de la propiedad de ser siempre el mismo, cualquiera
que sea la posicién de la directriz de las lineas de accién de
las fuerzas, denomindndose por esta razon, centro del sistema
de fuerzas paralelas considerado.

Esta importante propiedad es general para cunalquier sis-
tema de fuerzas paralelas; por lo tanto, es aplicable aun cunan-
do parte de las fuerzas actiien en sentido contrario a las de-
mds, asi como también en el caso de que los puntos de apli-
cacion no estén sobre nn mismo plano.

a) Sean primero, dos fuerzas paralelas del mismo sentido
vy de intensidad conoecida, cuyas lineas de accion Fy y F,
tfig. 54), pasan por los puntos @ y b invariablemente unidos
entre si. Aplicando lo establecido en el caso 2.° del pédrrafo
20. o bien por lo expuesto en el 1.” del 48, se obtendrd ficil-
mente la resultante, cuya linea de accién R corta & la recta
a b en el punto ¢, que la divide en los segmentos e ¢ y ¢ b in-
versamente proporcionales a las intensidades de las fuerzas.

Si se supone que las lineas de accion de las fuerzas, givan
un mismo dngulo « alvededor de los puntos de aplicacién a y
b, permaneciendo paralelas, el punto en que la linea de accidn
de la resultante corta a la transversal a b, tendrd que ser el
mismo punto ¢ anteriormente encontrado, puesto que la in-
tensidad de las fuerzas no se ha modificado y los segmentos
que la nueva resultante determina sobre a b, han de guardar
la misma relacién que antes de haber dado el giro a las
fuerzas,
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Si en lugar de modificar la direccion de las fuerzas, sé
cambia la posicion de la recta @ b, sobre cuyos extremos si-
guen actuando las mismas fuerzas paralelas anteriores, el
punto ¢, en que la resultante corta a dicha recta, permanece
sobre ella invariable, puesto que los segmentos a ¢ y ¢ b, han
de estar en relacion inversa de las intensidades de las fuer-
zas y estas no han variado.

Resulta, pues, que el punto de aplicacion de la resultan-
te de Jas fuerzas consideradas, es invariable en el caso que
se estudia,

Como se ha de verificar que

:2 =bl:- o bien ;—..;z%.
si se modifican las intensidades de las fuerzas de modo que
su relacion permanezca invariable, el punto de aplicacion de
la resultante tampoco variari: en el caso de que las fuerzas
sean iguales, el punto ¢, serd el punto medio de la recta a b.

La relacién anterior, pone también de manifiesto que si,
sobre la rectaa b, y en el plano de las fuerzas, se construye
el tridingulo « d b, de modo, que los lados a d y d b sean res-
pectivamente proporcionales a ¥y y Fy, la recta d ¢ serd la bi-
sectriz del dngulo @ d b.

Esta propiedad, a la vez que indica un nuevo procedi-
miento para la determinacién grafica del punto ¢, expresa la
invariabilidad de su situacion sobre la recta @ b cuando tini-
camente se modifica la direccion de las fuerzas.

b) En el caso de que las dos fuerzas paralelas tengan sen-
tidos diferentes, repitiendo cuanto se acaba de decir, se veria
ficilmente que su centro era invariable, pudiendo aplicarse
también a este caso la iltima demostracién, por lo que se
veria, que el punto de aplicacién de la resnltante se deter-
mina por la interseccién de la bisectriz del dngulo exterior
en d con la prolongacién de la recta a b, porque en este caso
los segmentos son substractivos.

En el caso particalar de que las dos fuerzas consideradas
6
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sean e la misma intensidad, eomo forman un par, su cantro
estard en el infinito,
¢) Sean, ahora, tres fuerzas ¥, Iy y Fy, cuyas linoas do

aceion son paralelas, pudiendo tener las tres el mismo senti-
do o una de ellas sentido diferente de las otras dos: estas fuer-
zas, obran sobre tres puntos invariablemente unidos entre
si, los cnales pueden o no estar en linea recta. Segiin lo que
se acaba de exponer, es evidente que el contro de dos faer-
zas cualesquiera, las Fy y F,, por ejemplo, es invariable cual-
quiera que sea la diveccion de las lineas de. accion de ellas,
con la condicion de permanecer paralelas y no modificarse su
intensidad: si se compone esta primer resultante con la Fy,
es también cierto que no varviard el valor de la nueva resul-
tante ni su punto de aplicacién, cuando se modifique la direc-
cion general de las lineas de aceidn, dantro de las condicio-
nes establecidas, y como la tiltima resultante lo es también
del sistema de fuerzas paralelas considerado, se deduce que
su centro permanece invariable.

La demostracion anterior fundamentada sobre prineipios,
racionales, se puede también establecer del signiente modo:

Sean A, B y ¢ (fig. 53), los puntos invariablemente uni-
dos entre si, a que estin aplicadas las tres fuerzas considera-
das y cuyas lineas de accion son ¥, ¥, y Fg componiendo
las dos primeras dardn la resultante R, aplicada al punto a
de la recta A B, de modo que los dos segmentos ¢ B vy a A
cumplan con la condieitn:

de la que se deduoee t"‘ i

Encontrando, ahora, la resultante de R, y Fy, se obtiene la R,
resultante final, que obrard sobre el punto o, de la recta
a C, a la que divide en los segmentos 0 @, y 0 C que ecumplen
con la igualdad

R, Ty Fy 0a
—=—2 (e la que se dednce w—f=——
0oC oa Fi+Fy 00
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Para demostrar que el punto o, permanece invariable cual-
quiera que sea el orden establecido para la composicion de
las fuerzas consideradas, basta probar que uniendo el punto
o, con ol A, la recta o A prolongada, determina sobre el lado
C B dos segmentos b B y »C, que cuamplen con la con-
dicién
F, B

F,_ 50
y para ello, considerando el tridngulo a B C, cortado por la
transversal A b se tiene la expresion

ARG g B AB oa _UB

FF R o 3 i o Y )7

y sastituyendo en el primer miembro, en lugar de las rela-

: AB oa : i
ciones — — y — - sus iguales en funcion de las fuerzas y

A7 e

suprimiendo factores comunes, se obtiene la relacién

F, 5B
F, 5C

lunago si se hubiese compuesto primero F, y Fy y su resul-
tante Fy, el punto o seria el mismo.

De un modo andlogo se veria que el punto o permanece
constante cuando se hiciera la composicion de F, y Fy y Ia
de esta resultante y la F,. Claro es, que si giran las fuerzas
dadas un mismo dngulo alvededor de su punto de aplicacién
de modo que sus lineas de accion sigan siendo paralelas, aun
cuando no estén en un mismo plano, su centro no habrd va-
riado sobre el plano que determinan los puntos de aplica-
cion. .

d) Cuando el mimero de fuerzas sea superior a tres, pue-
de suceder que todos los puntos de aplicacién estén sobre un
mismo plano o que se encuentren sobre planos diferentes.

Si los puntos sobre que actian las fuerzas estdn sitnados
sobre un plano, el centro estard sobre él, puesto que agru-



pando las fuerzas tres a tres, los centros parciales permine-
cen invariables segiin e ha visto (¢), sobre ¢l plano, luego el
centro del conjunto total tampoco variari sobre dicho pluno.
Si los puntos de aplicacion se hallan en diferentes planos,
es fdcil demostrar que el centro de las fuerzas paralelas
considerado permanece invariable. En efecto; sean, primero,
cuatro fuerzas, cuyas lineas de accion son Fy, Fy, Fy v F,
(fig. 56) que actiian constantemente sobre los puntos A, B,
C y D, que no estin sobre un mismo plano, pero se encuen-
tran a distancias invariables entre si; uniendo estos puntos,
se tiene el tetraedro A BC D, sobre cuyas caras A BD se
determinard como se ha expuesto anteriormente el centro d
de las fuerzas Fy Iy, v Fy que obran en los vértices A, By D
de dicha cara, asi como sobre la recta d C se encontrari el
punto O de aplicacién de la vesultante final R; este punto ©
es el eentro del sistema de fuerzas considerado, siendo ahora
preciso demostrar que es siempre el mismo, cualquiera que
sea el orden de composicién que se establezea. Para fijar el
punteo d, se ha nnido a, centro de las fuerzas F; y ¥, con D,
por lo cual la recta d C estd situada en el plano a D C; unien-
do el punto D con el punto O, la recta D O corta a la @ C en
un punto tal como el d situado en la cara A C B, que es el
centro de las fuerzas aplicadas en A, C y B: puesto que la
recta 1) O es una transversal del tridnenlo a d C se tione

F, a' a

lo que prueba que habiendo compuesto primeramente las
fuerzas ¥y F, v Fy, y luego la resuliante de estas con la F,
se hubiese obtenido el mismo punto O para centro del siste-
ma. Ademds, la d C es interseccién de los planos b BC y
a D Oy como el punto O se ha de encontrar sobre la recta
B d’, situada en el plano B C asi como en el B D C, resulta
que el centro O es el punto de interseccién de los tres planos,
aDC, bBCy BDC, euya posicion es invariable; luego el
centro O es invariable, '
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Cuando el niimero de fuerzas sea grande, agrupandolas
cuatro a cuatro, se obtendrian varias resultantes parciales
cuyos puntos de aplicacién permanecerian invariables y efec-
tuando la misma operacién con las resultantes parciales, se
encontraria la resultante final cuyo punto de aplicacion, o sea
ol centro de las fuerzas, ocuparia siempre el mismo lugar en
el espacio.

e) En todos los casos que se acaban de estudiar, la aplica-
cion de los principios de la Estitica grifica no ofrece dificul-
tad, por tratarse solamente de relaciones entre magnitudes
lineales,

66. Como las demostraciones establecidas en el niimero
anterior son generales, se puede decir: que el centro de un
sistema de fuerzas paralelas, aplicadas 4 un conjunto de pun-
tos fijos situados de un modo cualguiera en el espacio, es in-
variable e independiente de la direccion general de las fuer-
zas, con tal de que estas tengan siempre la misma intensidad
y estén aplicadas al mismo punto.

11. CENTROS DE GRAVEDAD

67. Método general. -Puesto que los cuerpos materiales
no son otra cosa que un conjunto de puntos materiales y la
aceion de la pesantez se puede considerar como un sistema de
fuerzas paralelas, resulta que la determinacion del centro de
gravedad se reduce a encontrar el cenfro de un sistema de
fuerzas paralelas, pero como el mimero de puntos materia-
les de un cuerpo es ilimitado, para la aplicacion de los princi-
pios de la Estdtica serd necesario reemplazar las acciones de
la pesantaz por un nmimero finito de fuerzas paralelas que le
gea equivalente.

En primer lugar hay que considerar que los cuerpos son
rigidos y homogéneos, pues en el caso de que estas dos con-
diciones no se cumplan, se podrin descomponer en diferentes
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partes que las satisfagan. Ademads, que las lineas y superficies
deben ser consideradas como materiales, esto es, formadas por
puntos materiales, admitiéndose que la gravedad se ejerce
sobre ellas en razon de sus dimensiones.

En segundo lugar, es necesario descomponer el cuerpo en
diversas partes y reemplazar en cada una de ellas, la accion
ejercida por la gravedad por una fuerza tinica que le sea
equivalente, con lo cual el conjunto total de la accién de la
pesantez queda reducido a un ntimero limitado de fuerzas pa-
ralelas.

Finalmente, como los principios grificos solamente pue-
den ser aplicados a los cuerpos geométricos, de estos serd de
los que se trate, puesto que en la prictica, los cuerpos que
se emplean se aproximan siempre, bien en su totalidad o bien
parcialmente, a aquéllos.

68. Segiin lo que se acaba de indicar, un cuerpo, cuyo
volumen sea V, puede ser reemplazado por otro cuya suma
de voliimenes sea igual al del primitivo, es decir, que se ten-
drd:

V=uv,+ v+ ty+ ..

y como puede ocurrir que al adaptarse el cnerpo considerado
aalguna de las formas gedmetricas conocidas, habrd casos que
se tendrd que considerar vohiimenes substractivos, la expre-
si6n mds general serd:

V= Uy Vg -+ Vg L= . 2 U

Como cada uno de estos voliimenes pareiales, corresponde
a cuerpos geométricos conoeidos, aplicando a sus centros de
gravedad fuerzas proporcionales a la materia que contienen,
gue sean paralelas con una direccién cualquiera y del sentido
que indique el signo correspondiente a cada volumen, el cen-
tro de gravedad del cuerpo considerado, serd el ceutro de las
fuerzas paralelas anteriores,



69. Centro de gravedad de las lineas. -a) Linea recta li-
mitada.—-En una recta limitada formada por puntos homo-
wéneos, la accién de la gravedad actuard sobre cada uno de
ellos con igual intensidad, por lo que el centro de las fuerzas
paralelas que reemplazan 4 dichas acciones corresponde al
punte medio de la recta considerada, de aqui el que el centro
de gravedad de un trozo de linea recta estd situado en su
punto medio.

Puesto que la resultante de las fuerzas, no es otra cosa
que el peso de la linea y su valor depende de la longitud, re-
sulta que el peso de nna linea es proporcional a su longitud,
y para la determinacion del centro de gravedad de un con-
junto de varias lineas rectas, se podrdn estas reemplazar
por sus pesos correspondientes aplicados en sus puntos
medios.

b) Contorno poligonal.—Reemplazando cada lado por una
fuerza proporcional a su peso y que esté aplicada en su pun-
to medio, el contorno dado serd substituido por un sistema
de fuerzas paralelas; componiendo estas por medio del poli-
gono funicular, se tendrd la linea de accion de su resultante
v su intensidad. "

Si ge hace ahora girvar a todas las fuerzas un mismo dn-
gulo alrededor de sus puntos de aplicacién, de modo que si-
gan siendo paralelas y se vuelven a componer por el mismo
procedimiento, se encontrard otra linea de accién para su re-
sultante, que cortard a la anterior, por cortarse las fuerzas
en las dos direcciones. Fste punto de interseccion de las dos
lineas de accién es el centro de gravedad buscado.

Cuando el contorno sea regular o poreién de poligono re-
gular, se puede simplificar el procedimiento anterior. En
efecto, sea A B C D E, (fig. 57), una porcion de poligono re-
guiuré por ser simétrico con respecto al radio O C, el centro
de gravedad se encontrard sobre esta linea, puesto que las
acciones de la pesantez sobre los lados simétricos son igua-
les. Tomando los momentos de las fuerzas que reemplazan a
los lados, con relacién al eje A" E’, que pasa por el centro
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del poligono y es paralelo a la cuerda A E, que cierra el con-
torno dado, se tiene

Mto R = X Mto I,

representando por R a la resultante y por F' a una cualquie-
ra de las fuerzas componentes: como F es proporcional a la
longitud del lado, su momento serd para el lado A B, por
ejemplo, A B X mn, cuyo producto esigual a A »r X} O m,
dada la semejanza de los tridngulos A B r y mn O 0 sea, que
el momento de una fuerza, correspondiente a un lado cual-
quiera, es igunal a la proyeccién del lado sobre el eje multi-
plicada por la apotema a del poligono, luego para todo el con-
torno se tiene

ZMwoF =a <X AE;

por otra parte, como la resaltante es ignal a la snma de las
componentes y estas son proporcionales a los lados. R, seri
proporeional al perimetro p del contorno, por lo cual

MoR—p X 0G
siendo (, el centro de gravedad. Igunalando las dos iiltimas
expresiones se tiene

pXOG=aXAE, dedonde O0OG= BRAR

que expresa la manera de encontrar grificamente la magni-
tud O G.

Sobre la misma figura puede hacerse la construeccion,
trazando a partir de O y sobre O E’ prolongada, como cateto
mayor, un trigngunio rectdngulo en O cuya hipotenusa a d sea
igual al perimetro p del contorno, a partir de e toma una
magnitud a b= A E, y partiendo de O la Od=a, por la
semejanza de los tridngulos ab ¢ y ad O, se deduce

axX AE

L FH de la que bc:ﬁ__;)__

ba ad
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os decir, que b ¢ s la distancia del punto O al centro de gra-
vedad.

Trazada por b una paralela a « O, se tendrd en G el cen-
tro buscado.

¢) Linea curva.—Si se inscribe sobre una linea curva un
contorno poligonal cuyos lados sean tan pequefios como se
pueda, el centro de gravedad de este contorno es el que se
toma como correspondiente a la linea dada. Claro es, que este
punto se aproximard tanto mis al verdadero centro de gra-
vedad, enanto mds se acerque la curva considerada a otra de
desarrollo conocido.

Si la eurva considerada es un arco de circalo, se puede
determinar con gran exactitud su centro de gravedad. En
efecto, sea el arco A B C, (fig. 58), que corresponde a la cir-
cunferencia de centro O y radio 12 como la longitud I del areo
se puede encontrar, conocido que sea su valor gradual, se
podrd aplicar lo establecido para el contorno poligonal, te-
niendo en cuenta que la apotema es el radio en el caso pre-
sente, por lo que

0GX1=rXAC obien 0G="XAC
por la enal se puede encontrar graficamente el valor de O (3,
del mismo modo ya establecido.

En vez de hacer la construceién trazando por O una pa-
ralela a la cuerda, se puede trazar por el punto B, medio del
arco A B C, una tangente y tomar sobre ella y a partir de B,
en un sentido y en otro magnitudes equivalentes a los semi-
arcos BC y B A, uniendo los extremos de esta tangente asi
limitada con el punto O y proyectando sobre estos lados la
cuerda C A, se tendrin dos tridngulos semejantes en los cua-
les las bases son proporcionales a las alturas y se tendrd

_+XEE _srXAC
it o v

Claro es que si solamente se toma sobre la tangente la



magnitud BT -——-;I— I, se une T con O y sobre O " se proyec-

2
ta G, y por K se traza la E G paralela a BT, el punto G sera
ol centro de gravedad del arco, puesto que se tendrd

1
rx-—z—A(.‘» rXAC
O G z—i_j_ T =
2
Esta construceion es la que debe aplicarse en los casos
pricticos, por la rapidez con que se efectiia.
Si el arco que se considera fuese media circunferencia,
como su rectificacién vale = r y su cuerda 2 », so tendrd
Oihme 580 8 g
nr =
d) Lineas cervadas planas.—El centro de gravedad del pe-
rimetro de un tridngulo, no ofrece dificultad reemplazando
cada lado por fuerzas que le sean proporcionales y que estén
aplicadas en sus puntos medios, pero si se tiene en cuenta
que la resultante de las fuerzas ¥, y ¥y (fig. 59), que corres-
ponden a los lados A B y A U, divide a la recta ¢ b, que une
los puntos medios de estos lados, en los segmentos e m v m b
que cumplen con la condicion

Fy mb
Fo me

y que en el triangulo ¢ b @, que se obtiene uniendo los puntos

21) ACyab= -.15. A B, la relacion

medios de los lados, ¢ a =
antorior se convierte en

ab _mb
ae me

por lo cual la recta m a, es bisectriz del dngulo en a; y como
lo mismo se demostraria para las bm’ y ¢ m” que se obtienen
uniendo b y ¢, respectivamente, con los m” y m” en donde se
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aplican las otras resultantes parciales, resulta que el centro
de gravedad del perimetro triangular corresponde al centro
del cireulo inseripto en el tridngule abe, que se obtieno
uniendo dos a dos los puntos medios de los lados.

Si se considera un poligono cualquiera, se le podri des-
componer en tridngulos, enyos centros de gravedad se en-
contraran como so acaba de exponer; en eada uno de estos se
supondrd aplicada una fuerza equivalente a la accién de la
pesantez. las que se compondrin signiendo el procedimiento
aeneral (caso b del parrafo 69) y de este modo se tendrd el
centro de gravedad pedido.

En el caso de que la figura sea simétrica con respecto a
un eje, sobre éste se ha de encontrar el centro de gravedad y
si lo es con respecto a dos ejes, el centro de gravedad co-
rresponde al punto de interseccion. Cuando una figura tiene
centro, ésta serd el centro de gravedad.

70. Centro de gravedad de las superficies.—Dos casos so
tienen que estudiar: 1.” que sean superficies planas v 2.” que
sean curvas o poliedrales,

1.7 caso.—a) Superficie imitada por un perimetro triangu-
lar.—Sea el tridngulo A B C, (fig. 60), si se traza la mediana
Bb, relativa al lado A C, es evidente que dicha recta dividira
en partes iguales a todas las paralelas a dicho lado, es decir,
que serd un didmetro conjugado con velacién a dichas para-
lelas; por otra parte, las dveas A Bb y b B C son equivalentes,
luego en el supuesto de considerar materializadas dichas sn-
perficies. el peso de cada una de ellas serd idéntico, por lo
cual, si se apoya el tridngulo a lo largo de b B sobre una
arista viva, permanecerd en equilibrio, o bien si se le suspen-
de del vértice B, la vertical de este punto coincidird con la
B b, luego el centro de gravedad estari sobre esta linea. .

Si se traza la mediana A a, relativa al lado B C, el centro
de gravedad se liene también que encontrar sobre ella, por
consiguiente, el centro de gravedad de la superficie del tridin-
gulo considerado estid en G, punto de interseccion de las me-



dianas; como a b = 12 AByGa= %A (x =:1] Aa, ol con-
tro de gravedad estd sobre una de las medianas y a la terce-
ra parte de su longitud a contar del lado.

Cuando el tridngulo sea equilitero, el centro de gravedad
de la superficie que comprende, coincide con su centro de fi-
gura, puesto que el punto de interseccion de las medianas,
equidista de los vértices y de los lados del tridngulo.

b) Superficie comprendida dentro de un poligono cualquiera.
Conocida la manera de encontrar el centro de gravedad del
drea de un tridngulo cualgquiera, ficilmente se encontrard el
de una superficie limitada por un poligono, pues bastard des-
componerle en tridngulos, determinar sus centros de grave-
dad respectivos y aplicar a estos puntos fuerzas paralelas pro-
porcionales a' las superficies triangulares, la composicién de
ostas fuerzas dard el centro de gravedad buscado.

E! procedimiento general anterior, se puede simplilicar
en muchos casos, pues si las superficies son simétricas con re-
lacién a un eje, sobre éste se encontrard su centro de grave-
dad; si lo es con respecto a dos ejes, su punto de interseceitn
serd el centro de gravedad y si tiene centro con éste coincide
el de gravedad.

Cuadriddtero.—8Sean A B C D (fig. 61), un cuadrilitero cual-
quiera; trazando la diagonal A C, quedard descompuesto en
los dos tridangulos A B C y A D C, cuyos centros de grave-
dad estardn, respectivamente, en ¢, v ¢, determinados como
se ha dicho (a). Al aplicar a estos puntos fuerzas proporcio-
nales a sus dreas, resulta que dichas fuerzas lo son también
a las magnitudes B b y D) d alturas de los tridngulos y por
consecuencia a Baya Dy a g, ¢ y ¢, ¢, lnego bastard tomar
g2 G = g, ¢, sobre la recta g, g, para obtener el centro de gra-
vedad G del enadrilitero.

Trapecio.—Cuando el cuadrilitero sea trapecio se simplifi-
ca la construceion anterior. Sea A B C D (fig. 62), el trapecio
considerado; uniendo los puntos medios m y n de los lados
paralelos, se tiene la recta m n que es un didmetro, por lo que
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el centro de gravedad estard sobre esta linea; trazando la dia-
gonal A C, queda la figura descompuesta en dos tridngnlos
cuyos centros de gravedad, determinados como se ha dicho,
serdn g; y ¢, estando sobre la linea g, g, el centro de grave-
dad buscado, a la vez que sobre la m n, dicho punto serd el
(+ interseceion de estas dos lineas.

Se paede atin simplificar mds la determinacion del centro
de gravedad del drea de un trapecio, por las consideraciones
siguientes. Si por los puntos g; v ¢, se trazan las rectas ¢, a y
¢» b paralelas a las bases, se tienen los tridngulos semejantes
Gag, v &b g que dan la relacion

Ga_ag _Awm
Gb by nC

de la que se deduce, teniendo en cuenta las propiedades de
las fraceionarias

1
Gn+2ﬁy_3p+§fﬁ_
G’J'I"?(_‘ﬂ AB-{—%CD

Como los puntos g, y ¢, estin sobre las medianas An y em
y a la tercera parte de ellas a contar de los lados DC y AB,
respectivamente, las magnitudes an, y bm son la tercera

parte de m n, y por lo tanto a b = i por lo que

Gat2Gb=GmyGbh42Ga==Gn

y la anterior ignaldad tomard la forma

1
Gm DG.F_QIAB

Gn

AB+%«D

Inego si se prolonga el lado C D y se toma a partiv de
D, DA’ = A By se hace lo mismo con el lado A B tomando



en su prolongacién y en opuesto sentido la magnitud B(C' =
= D C, uniendo A’ con C,se tendrdn los triangulos semejan-
tes G n A" y G m C’ que dan la relacion

DC+ 4

Gm__m e
Gn~ nA"

AB+

AB
CcD

03| = 1o

es decir, que el punto de interseccién de A" C’ con la mn
os el centro de gravedad de la superficie del trapecio.

Sector poligonal  regular.-—El centro de gravedad de
0 A BC D (fig. 63) se obtendri descomponiéndolo en triingu-
los que tengan su vértice en O y como el centro de gravedad
de estos tridngulos esti sobre una mediana tal como laom y
a la tercera parte de su longitud a partir de m, resulta que
todos los centros equidistaran de O; si por ellos se trazan para-
lelas a los lados del contorno poligonal, se tendriel a b ¢ d que
también serd regular en cuyos lados y en sus puntos medios
se tienen que aplicar fuerzas proporcionales a las superficies
de los tridngulos primitives. Luego para encontrar su centro
basta determinar el centro de gravedad del contorno poligonal
abed en la forma ya explicada (69, b.)

c) Superficies comprendidas en un pevimetro formado por
areos de circulo y radios o cuerdas.

Sector de eireuls.—Como la demostracion anterior es cier-
ta, enalquiera que sea el mimero de lados del contorno poli-
gonal, subsistird enando los lados sean tan pequefios que se
confundan con el arco de circunferencia cuyo radio sea O D,
por lo que el centro de gravedad del sector considerado coin-
cidird con el del arco comprendido por los lados y trazado
desde el mismo centro con un radio ignal a los dos tercios
del radio del sector. Asi, el centro de gravedad del sector
A 0 B (fig. 64), coincidird con el del arco a ¢ b trazado con el

radio O e = % 0 C; aplicando a este arco la construceion de

la figura B8, se tendrd el punto pedido.
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Si previamente se hubiese trazado el centro de gravedad

del arco A C D, ecomo

0G, = f~>—<jﬂ ypara OG="—"— -_—.3 12(;} B

resulta, que tomando desde O y sobre el radio medio
oazzom,
sn tendrd en G ol centro da gravedad del sector,
El de nn semieirculo serd, pues,

. Snxdr Ar
()G—g zr‘ —31"-—0,48"?'.

Segmento de eireulo.— Sea el segmento A C B (fig. 65), por
sor simétrico con relacién. al radio O B perpendicular a la
cuerda A C, el centro de gravedad estard sobre dicho radio;
por otra parte, dicho segmento es la diferencia entre el drea
del sector O A B C y la del tridngulo O A C, cuyos centros
de gravedad respectivos, también estdn situados sobre el ra-
dio O B; determinados estos tiltimos centros como se ha ex-
puesto anteriormente, se tendrin los puntos g, para el tridn-
gulo y g, para el sector. Si se aplican a estos tltimos puntos
fuerzas paralelas proporcionales a las dreas respectivas, y de
sentido contrario, el problema queda reducido a fijar sobre el
radio O B, un panto, tal como el G que cumpla con la condi-
cidn

ri
Gg _

Gﬂsr—

- o] -

-2r>(u)\

representdndose por » el radio y I lalongitud del arco del
sector: como é leselarco ABy % a A es la longitad O &’ la

exprasion anterior toma la forma



s T

Gg, arcoBC

Gy Oa’

luego si sobre O B y a partir da g, se traza la perpendicnlar
ge=arc BC y en g, la perpendicular g, b = 0a’, al unir
los puntos b y ¢, la interseccion de la recta b ¢ con C B deter-
minard el punto G, centro de gravedad buscado, puesto que
los tridngulos G gy ¢ y G ¢, b, dan la relaciin

Gg,  me arcoBC
Gy mb T Oa’

Area comprendida entve dos cireulos concéntricos y dos ra-
dios.—Como el drea circular A B C D (fig. 66) es la diferencia
de los sectores O A By O D C y ademds, es una superficie
simétrica con relacion al radio medio O o, el problema se re-
duce por las mismas consideraciones establecidas para ol seg-
mento, a encontrar sobre el radio O o, un punto G que satis-
faga a la relacion

;OAXarcoAB

gy 85O N
;—ODXarcoDC

Gy

siendo ¢, ¥ ¢» los centros de gravedad respectivos de cada
uno de los sectores y como los arcos de estos son proporcio-
nales a los enadrados de los radios,

Gg,_ OA®
Ggn oOD*’

pero sise une A cono y se traza por D la D a paralela a A o,
los tridngulos 0 A O y O D @ por ser semejantes y tener el
lado o O =0 D, dan

OD*=0AX0Oa

por lo que
2o oA
Gg, Oua
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os decir, que tomando sobre la perpendicular al radio medio
y a partir de g,, una magnitud g, b = 0 A y desde g,, yen
las mismas condiciones, la ¢, e = O @, la recta be cortard al
radio O ¢ en el punto G, que es el centro de gravedad bus-
cado.

Area comprendida por un triangulo miztilineo formado por
dos arcos de eiveulo y una recta.—El centro de gravedad de la
figura A C B (fig. 67) que es simétrica con respecto a la
perpendicular B b al lado A C, estard sobre esta linea; el
centro de gravedad del drea comprendida en el tridngulo mix-
tilineo A B b, diferencia entre el drea del sector OBA y
el tridngalo O B b, se hallard, aplicando a los centros de gra-
vedad gs v ¢ de estas dos figuras fuerzas proporcionales a
sus dreas. Como el centro de gravedad G tiene que estar
sobre la recta gs g+ de modo que enmpla la relacion

Ggt  drea sector
Ggs  drea tridangulo

tomando por base del tridngulo el radio O B, la relacién an-
terior tomard la forma

1
th ‘___EAﬂB
Ggs 1
"2'bc

Inego tomando desde ¢, y sobre una recta cualquiera, una
longitud ¢g; n igual a la rectificacién del arco a B y sobre
una paralela trazada por el punto g, la g, m = é be, Ia mn
determinard sobre g. g: prolongada el punto G, que es el
centro de gravedad del tiridngulo A b B; como el tridngulo
C b B es simétrico del anterior, su centro de gravedad estard
sobre la perpendicular trazada por G al eje de simetria b By
a la misma distancia de él, pero no es necesario determinar-
lo, porque el centro que se busca, serd el punto en que la per-

pendicular corta al eje.
7
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Area comprendide por un arco de pardbola y su cuerda.—
Sea A B C (fig. 68), el segmento considerado, trazando el did-
metro B X conjugado a la cuerda A C; sobre él se encontra-
rd el centro de gravedad. Si se considera un elemento dife-
rencial a b, y se toman los momentos con relacién al eje B Y,
se tendrd, suponiendo que G es el centro de gravedad,

IX X dreaab

GB X dreaABC=ZXZX X} frea ab de donde GB=—ﬂraaABC ;

como la ecuacién de la curva con respecto a los ejes conside-
rados es

y1=2px

ol drea del elemento abserd 2V 2 px X d =, asi como el drea
total 2 [V 2px X da; por tanto

Py &
GB=2fxda:;\e2pa: =_J:_:rld.c =Ex+0
2J’r1a:\r2pa: - o

fa:sdz

y ofectnando la integracién entre los limites Oy B D, se
tiene

3
GB—--5-

BD
siendo, por lo tanto, ficil determinar el punto G.

2.% caso. Superficies poliedrales y eurvas.—Sabiendo deter-
minar, por el caso anterior, el centro de gravedad de una su-
perficie limitada por un poligono cualquiera, el correspon-
diente a una superficie poliedral serd fdcil de obtener,
aplicando a los centros de gravedad de las caras que la for-
man fuerzas paralelas proporcionales a las superficies de
‘dichas caras, porque el centro de este sistema de fuerzas es
el de gravedad de la superficie considerada.

En el caso de una superficie curva, se la sustituye por
una poliedral inserita en aquélla, cuyo nimero de caras sea
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el mayor posible y el centro de gravedad de esta nueva su-
perficie se aproximard tanto mds al de la dada, 2 medida que
el ntimero de caras sea mayor.

Este procedimiento general se simplifica en muchos casos,
teniendo presente que en las superficies que tengan eje o
plano de simetria, sobre estas se ha de encontrar el centro de
gravedad, y si tienen dos elementos de estos, dicho punto se
encontrard en su interseccion.

Superficie lateral de una piramide regular.—Sea A B CD E
(fig. 69) una superficie regular de base cuadrada; como sus
caras laterales son tridngulos, sus centros de gravedad res-
pectivos estardin sobre las medianas relativas a los lados de
las bases, a los dos tercios a contar desde el vértice de la pi-
rimide; pero todas las caras son iguales y tienen la misma
inclinacion sobre las bases, luego todos los centros de grave-
dad de las caras estarin sobre un mismo plano que serd para-
lelo a la base, debiendo, por lo tanto, encontrarse sobre él, el
centro de gravedad pedido. Por otra parte, laaltura A O, de
la pirdmide, es un eje de simetria, por lo que en él también se
ha de encontrar el centro de gravedad. De esto se deduce que
el centro (&, se encontrard en la interseccion de la altura con
el plano que contiene los centros g de las caras y como este
plano determina sobre las aristas laterales segmentos propor-
cionales a ga y ¢ A, sobre la altura A O, también determina-
ri los segmentos G O y G A, que guarden la misma relacién,
es decir, que G O, serd la mitad de G- A. Se tiene, pues, que el
centro de gravedad del drea lateral de una pirdmide regular
ge encuentra sobre su altura y a la tercera parte de su longi-
tud eontada desde la base.

Superficie lateral de un troneo de piramide rvegular de bases
paralelas.— La superficie lateral de esta figura (fig. 70) estd
formada por trapecios iguales, que forman el mismo dngulo
con la base. El centro de gravedad g de uno cualquiera de
estos trapecios, B B” C’ C, ostd situado sobre la recta a b que
une los puntos medios de los lados paralelos y ha de dividir
a dicha recta en la relacién



yb= Eb
g b+—1-n
de la que se deduce que
o 2a-+b
gb—ab—:}(a+b},

es decir, que el punto g se encuentra a una distancia de la

base expresada por la relacion g?a% Como los demads tra-
pecios son idénticos, todos sus centros de gravedad se encon-
trardn también a igual distancia de sus bases respectivas, por
cuya razén se encuentran sobre un mismo plano paralelo a la
base. Por otra parte, el eje O O es de simetria, debiendo, por
lo tanto, encontrarse sobre él el centro de gravedad, por lo
que dicho punto serd la interseccién de dicho eje con el
plano que contiene a los centros de gravedad de las caras,
Si g es el punto de interseccién, la G g es paralela ala O b,
asf como a la @ O, por lo que se tendri la igualdad

a+—1-b
GO gb 2 2 2a-+b
=l S obienque GO'=0G0-r -
GO ga H%u 3(a+tb)

luego el centro de gravedad de la superficie lateral conside-
rada, se encuentra sobre la recta O O’ que une los centros de
las bases y a una distancia de la inferior dada por la relacién

2a+0
3(a+b)

Como el valor numérico de esta viltima relacién no varia
cuando sus términos se multiplican por un mismo factor, si
éste es igual al niimero de lados de las bases, 4 en este caso
que se considera, la relacién citada toma la forma
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2a+4+d  2p'+4p
3(at+b) 3(p" +p

representando por p el perimetro de la base mayor y por p’
ol de la menor.

Superfieie de un cono de revolucion.—Como el cono de re-
volueion puede considerarse como una pirdmide regular de
infinito mimero de caras, se le podrd aplicar lo establecido
para esto, por lo cual el centro de gravedad de la superficie
considerada, estd en el centro de la seccién hecha en el cono
por un plano paralelo a su base y que diste del vértice las
dos terceras partes de la altura.

Superficie lateral de un tronco de cono de bases puralelas.—
Siendo esta figura el limite de un tronco de pirimide regu-
lar, cuando los lados de las bases van siendo cada vez meno-
res, el centro de gravedad pedido estard sobre la altura y a
una distancia de la base mayor expresada por la relacion

2p" +p

3(p"+d)
ycomop ' ==d y p=nm=d, en el caso presente, se tendrd
la expresion ’

2d+ d
3(@+a)

en funcién de los didmetros de las dos bases.

Superficie lateral de un prisma o eilindro, vecto w oblicuo de
bases paralelas.—Tanto el prisma como el cilindro se pueden
considerar como un tronco de pirdmide o de cono, en los que
las bases tienen el mismo perimetro, con cuya condicién se

tiene

2p+p 1
3 +p) 2

esto es, que el centro de gravedad del drea lateral de un
prisma o cilindro de bases paralelas, se encuentra en el punto
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medio de la recta que une los centros de las bases, o tam-
bién, que coincide con el centro de gravedad del perimetro
de la secci6n paralela a la base que pasa por el punto medio
de su altura.

Zona y casquete esférico—El centro de gravedad de una
zona esférica se encuentra en la linea que une los centros de
sus bases, puesto que es un eje de simetria; ademds, si se
divide la altura en un ntimero de partes iguales y por los
puntos de division se trazan planos paralelos a las bases, la
zona propuesta quedard dividida en una infinidad de zonas
parciales de la misma superficie y cuyos centros de gravedad
estardn sobre el eje, lnego al reemplazar cada zona por una
fuerza que le sea equivalente, se tendrd un sistema de fuer-
zas paralelas e iguales, repartidas con regularidad a lo largo
del eje y cuyo centro coincidird con el punto medio de esta
linea; luego el centro de gravedad de una zona se encuentra
en el punto medio de la linea que une los centros de las bases.

Si se considera un casquete esférico, que no es otra cosa
que una zona en la que una de las bases se ha reducido a un
punto, su centro de gravedad coincidird con el punto medio
de sa altura.

71. Centro de gravedad de los volimenes. —Dos casos deben
considerarse: 1.” Voltimenes de forma geométrica definida
y 2. Cuerpos cualesquiera,

1.*" caso. Tetraedro.—Sea el tetraedro O A B C (fig. 71); si
se hace pasar por la arista O C y por el punto medio D, de la
arista opuesta A B, un plano, el tetraedro dado quedard di-
vidido en otros dos, O ADC y OD BC, que son entre. si
equivalentes, por lo cual la accién de la gravedad se ejercerd
con igual intensidad sobre cada uno de ellos; luego el centro
de gravedad del volumen total se encontrard sobre el plano
0 CD, que es un plano diametral con relacién a las cuerdas
paralelas a la arista A B: por los mismos razonamientos se
deduce que el centro de gravedad pertenece también al plano
diametral O A E, por lo tanto estard sélo la recta O g, inter-
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seccion de dichos planos; esta dltima recta estd determinada
por el vértice O y el punto g,, centro de gravedad de la cara
A BC. Como lo establecido es general, se deduce que el
centro de gravedad del tetrasdro se encuentra sobre la recta
que une uno cualquiera de sus vértices con el centro de gra-
vedad de la cara opuesta; trazando, pues, por C la recta C g,
que cumple la anterior condicién, sobre ella también debe
encontrarse el centro de gravedad, y como esta recta se en-
cuentra en el plano O C D, cortard a la O g,, obteniéndose
por lo tanto en G el centro de gravedad del tetraedro,

Si se ane g, con gy, so tiene la g, g, que serd paralela a la
arista O C, por estar los puntos g, y . a la tercera parte de
las distancias D C y D O, a contar desde el punto D; por
lo cual, los tridngulos ¢, ¢y G y O G C son semejantes y dan

Co_001 1 goq0nde G 0= T} 0 g,

GO0 3

es decir, que el centro de gravedad de un tetraedro, se en-
cuentra sobre la recta que une un vértice cualquiera con ol
centro de gravedad de la cara opuesta y a la cuarta parte de
su longitad contando desde la cara.

Trazando por el punto G un plano paralelo a la base, so
tiene el triangulo @ b e, y uniendo el vértice ¢ con G se en-
cuentra la ¢ m que es la mediana relativa al lado a b, puesto
que el punto m pertenece al plano diametral O C D, por lo
que serd el de interseccién de la O D con la a b; si se hubiese
unido el vértice @ con el punto G, dicha recta cortaria al
lado b ¢ en su punto medio, lo que se demuestra del mismo
modo; se tiene, pues, que G es el punto de interseccién de dos
medianas del tridngulo a b ¢, es decir, que es un centro de
gravedad. Por lo tanto, el centro de gravedad de un tetrae-
dro coincide con el de la seccién en él causada por un plano
paralelo a una de sus caras y que diste de ella la cuarta
parte de sus distancias al vértice opuesto.

El centro de gravedad del tetraedro se encuentra también
sitnado en el punto medio de la recta que une los puntos
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medios de las aristas opuestas. En efecto, uniendo el punto
D con G, por estar la recta D G situada en el plano O D C
cortard a la arista O C en un punto tal como el F, que debe
ser su punto medio, y para verlo, basta considerar las tres
transversales DO, DF y DC, asi comolas DF, ¢, C y O gy,
cortadas por las dos paralelas g, g, y O Gjel primer grupo
da la relacion
. Ny OF

ng, GOF
y el segundo da la ignaldad

ag CF
ng, OF

y para que estas dos igualdades queden cumplidas, es preci-
50 que F sea el punto medio de O C, Por otra parte, por ser

91 9s =EITOC se tiene Dn=%(nG+GF} ycomoGg,?:% GC

resulta también que, G n =El—} G F, pero DG = Dn -+ nG;

Inego sustituyendo valores resultard
A e | )
DG—(€+§+§)G":~G‘ -

lo que prueba que G es el punto medio de D F.

Como la demostracion anterior es general, se deduce que
las cuatro lineas que unen los puntos medios de las aristas
opuestas de un tetraedro se cortan en un mismo punto, que
es el punto medio de cada una de ellas, coincidiendo dicho
punto de cruce con el centro de gravedad del tetraedro,

Considerando el paraleligramo gue los puntos medios
D,E, Fy H de las avistas A B, BC,CO y O A, determinan,
se veria que ei punto G es el punto de encuentro de las dia-
gonales D F y E H de dicho paralelégramo, llegindose, por
lo tanto, a la misma consecuencia anterior.

8i en vez de considerar un tetraedro, se hubiesen puesto
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cuatro cuerpos de igual masa, aplicados a cuatro puntos
A, B,C y O unidos invariablemente entre si, el centro de
gravedad del conjunto coincide con el del tetraedro que di-
chos puntos determinan, puesto que la resultante de los
cuerpos aplicados en A y B dardn una resultante doble de
cada uno de ellos y aplicada en D, medio de A B; la resul-
tante de las fuerzas que reemplazan a los cuerpos que obran
en O y C, actuard en el punto medio F de la recta O C, sien-
do su valor doble de una de ellas y por lo tanto igunal a la
resultante que obra en D, por lo cual la resultante final esta-
rd aplicada en el punto G medio de la D F, siendo su valor
cuatro veces mayor que el de una de ellas. Si se toman los
momentos de las cuatro fuerzas que reemplazan a los pesos
considerados, con relacién a un plano cualquiera se tendrd

AF X h=Fyhy + Fy by + Fy by + Fy by

representando por F a las fuerzas y por A a sus distancias al
plano; y como las fuerzas son iguales, resulta

h=}(k,+h,+h?+h‘)

es decir, que la distancia del centro de gravedad de un te-
traedro a un plano es la media aritmética de la suma de las
distancias de los vértices al mismo plano.

Piramide.—El centro de gravedad de una pirdmide se en~
cuentra sobre la linea que une su etspide con el centro de
gravedad de la base, y dista de ésta la cuarta parte de dicha
linea. Esto es ficil de demostrar, puesto que descomponien-
do la base en tridngulos, por medio de diagonales que partan
de un vértice elegido, se tendrd descompuesta a la pirdmide
propuesta en varios tetraedros, que tendrin todos la misma
altura y sus bases sobre un mismo plano, por lo que sus
centros de gravedad estardn sobre un mismo plano paralelo
a la hase y distante de ella la cuarta parte de la altuva. Las
areas de los tridngulos determinados por el plano considera=
do sobre cada uno de los tetraedros parciales es proporcional



a sus voliimenes, luego al reemplazar cada uno de estos por
fuerzas proporcionales, su centro corresponderd al centro de
la seccion total; uniendo este punto con la ciispide, de la pi-
ramide, esta linea pasa por los centros de gravedad de las
secciones que en ella determinan varios planos parafelos, por
lo cual pasard también por el centro de gravedad de la base.

Cono.—Como este cuerpo puede considerarse como una
pirimide de un nimero indefinido de caras laterales, su cen-
tro de gravedad estard sobre la linea que une su clispide con
el centro de la base y dista de ésta la cuarta parte de la lon-
gitud total de dicha linea.

Tronco de pivamide de bases paralelas.-—Sea el tronco de
pirimide de bases paralelas A C C’ A’ (fig. 72), su volumen
sord la diferencia de las correspondientes a la pirimide total
OA BCDE ya laparcial 0 A" B C* D’ E; por lo tanto, al
reemplazar cada una de estas pirdmides por fuerzas pro-
porcionales a sus voliimenes y que estén aplicadas a sus
respectivos centros de gravedad, deberdn considerarse al com-
ponerlas como de sentidos contrarios. Los centros de grave-
dad de las dos pirdmides se encuentran sobre la misma linea
que se obtiene uniendo la ciispide comiin con los centros de
gravedad de las bases y distan de cada una de ellas la cuarta
parte de sus respectivas distancias al vértice, por lo que su
posicién Gy y G, quedard determinada, y como las fuerzas
que se aplican a estos puntos han de ser proporcionales a los
voliimenes, lo serin también al cubo de las lineas homdlo-
gas, quedando por lo tanto el problema gréifico reducido a
determinar sobre la recta indefinida G; G, un punto G
que cumpla la condicion

GG, OA?
GG oa"

Hallados los valores de O A® y 0A™ por el procedimiento
explicado (parrafo 17, b) sobre una recta r*ualqmera que pase
por (&, se toma la magnitud Gy, a = 0 Al y sobre otra para-
lela a la anterior y que pase por Gy, la Gy b= 0 A"’ unien-
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do @ con b se encontrard el punto G que sord el centro de gra-
vedad del tronco considerado.

Hay otro procedimiento mds rdpido para determinar los
valores de O A® v 0 A% basta tomar sobre uno de los lados
de un dngulo cualquiera M O N (fig. 73), una magnitud O «,
proporcional a una arista de una de las pirdmides, por ejem-
plo, ala O A’ y sobre el otro lado, la longitud O b que gnarde
la misma relacion con la homodloga O A: trazando poralaae
que forme el dngulo O ac¢igualal O ba y tirando por b labd
paralela a la @ ¢, se tienen los segmentos O ¢ y O d que son pro-
porcionales a los cubos de O A’ y O A; en efecto, como por la
construccion las rectas @ ¢ y a b son antiparalelas con respec-
to al dngulo en O, se tiene la igualdad

0a®=0¢x0b,

pero las @b y bd también son antiparalelas con respecto al
mismo dngulo, con lo cual

0ax0d=00%

y multiplicando miembro a miembro estas dos igualdades se
tendrd ‘

que es lo que se queria demostrar.

Tronco de cono de bases paralelas.—~Puesto que un tronco
de cono puede ser considerado como un tronco de pirdmide,
se le podrd aplicar la construccién anterior; bastan, pues, pro-
longar dos aristas cualquiera para determinar las dos magni-
tudes correspondientes a las O A"y O A del tronco de piri-
mide y que son precisas para hacer el cileulo grifico.

Prisma triangular.—El centro de gravedad de un prisma
triangular eoincide con el punto medio do la recta que une
los centros de gravedad de las bases, puesto que si por la
arista D C (fig. 74) del prisma ABCDEF, y los puntos
medios de las aristas opuestas se traza el plano, d C, el centro



de gravedad y del prisma estard sobre este plano, por ser un
plano diametral: por la misma razén se encontrard enel Ae
trazado por la arista A E y el punto medio de la arista B C,
luego estard sobre su interseccion g, ¢,. si por el punto medio
de una de las aristas laterales, se traza un plano paralelo a
las bases, se tendrd la secciéon M N P, que también serd un
plano diametral, por lo eual el punto (&, interseccién de la
¥s gy con este tiltimo plano serd el centro de gravedad pedido.

Como las rectas M m y P p, son las medianas del tridngu-
lo seccion M N P, (& serd también el centro de gravedad del
irea comprendida por dicho tridingulo, por lo cual se puede
también decir, que el centro de gravedad de un prisma
triangular, coincide con el de la seccion en él causada por un
plano paralelo a las bases y equidistante de ellas.

Prisma eualquiera de bases paralelas—El volumen del
prisma considerado serd igual a la suma de los voliimenes de
los prismas triangulares en que se descomponga y como estos
son a su vez proporcionales a las dreas de los tridngulos que
sobre ellos determina un plano paralelo a las bases y equi-
distante de ellos, al reemplazar cada pirdmide parcial por
fuerzas paralelas que le sean equivalentes, se tendrd un sis-
tema de fuerzas cuyos puntos de aplicacién estardn en un
mismo plano, sobre el cual estardn también el de su resul-
tante y coincidird con el centro de gravedad de la seccién
total: como las secciones causadas en el prisma por planos
paralelos a sus bases, son iguales, los centros de gravedad de
todos ellos, estardin sobre nuna misma recta determinada por
los centros de gravedad de las bases; luego el centro de gra-
vedad de un prisma cualquiera de bases paralelas, coincide
con el punto medio de la recta que une los centros de gra-
vedad de las bases.

Paralelepipedo.—Como el punto medio de la recta que une
los centros de gravedad de dos caras opuestas, pertenece al
punto de encuentro de sus diagonales y este punto es, ade-
mis, el centro de figura, el centro de gravedad de un para-
lelepipedo cualquiera coincide con su centro de figura,
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Cilindro.—El cilindro de bases paralelas no es mas que un
prisma de infinito nimero de caras laterales; en su conse-
cuencia, su centro de gravedad estard en el punto medio de
la recta que une los centros de gravedad de las bases.

Poliedro cualquiera.—Puesto que todo poliedro puede
ser descompuesto en pirdmides o tetraedros, ficilmente se
podré determinar su centro de gravedad.

En el caso de que el poliedro tenga centro, éste serd tam-
bién el de gravedad.

Sector esférico.—Para determinar el centro de gravedad
de un sector esférico, se puede inscribir al casquete base,
uno formado por una infinidad de elementos superficiales di-
ferenciales ¢ iguales, los que sirven de base a otra infinidad
de sectores esféricos que pueden ser considerados como pi-
rdmides. Los centros de gravedad de cualquiera de estos, se
encuentran sobre la linea que une su ctispide con el centro
de gravedad de la base y a la cuarta parte de su longitud a
contar desde la base, por lo cual los centros de gravedad de
todas ellas estardn sobre una zona esférica de una sola base,
correspondiente a una esfera que tenga por radio los Z del
que corresponde al sector; luego al reemplazar cada pirdmide
parcial por una fuerza equivalente, el centro de todas ellas
coincidird con el de gravedad de esta tiltima zona.

Segtin se vid, el centro de gravedad de una zona coincide
con el punto medio de su altura; como la altura de la tltima
zona vale los % de la que es base del sector, resulta que el
centro de gravedad de un sector esférico, se encuentra sobre
el radio que une el vértice con el centro de la zona base y a

G 3
una distancia de aquél, igual a g fe= h, representindose

8
por r el radio de la esfera, y por & la altura del casquete base.

Segmento esférico de una base. —Sea A C D (fig. 75) ol seg-
mento esférico correspondiente a una esfera de radio O C =,

Como este cuerpo se puede considerar como engendrado por
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revolucién del drea A B C, mitad del segmento de circulo
A CD), alrededor del radio O C, este radio serd un eje de si-
metria y sobre él estard el centro de gravedad.

Para fijar su situacién sobre dicho eje, se observa que el
segmento considerado es la diferencia entre el volumen del
sector O A C B y del cono O A D B, por lo eunal, tomando los
momentos de estos cuerpos con relacion a un plano que pase
por O y sea paralelo a la base A D B del segmento, tendrd

Mte del segto — Mto del sector — Mto del cono

0 bien teniendo en cuentaque D B* = h (2 »— ),

X){th’(r— %h ):-g—m&h(gr-— g h)—-%— = h (r-—h)
@r =X 3 =T

representdndose por X la distancia del centro de gravedad
del segmento al plano considerado y por k la altara C D de
dicho segmento. Efectuando operaciones, se tiene

1 1
— s — i — 2
X(r 311 4(2: h)

y como 7 -;i h=O0E y 2r—h=DC’, se tendrd

X.40E=D("?

es decir, que I C’ es una media proporcional entre la distan-
cia X que se trata de encontrar y cuatro veces la magnitud
0 E; luego si por C’ se traza una recta cualquiera C'M y so-
bre ella se toma la magnitud C’ M = 4. O E, se une el punto
D con ol M y por D se traza la recta D N que forme con la
D E un dngulo igual al que la D M forma con la CM, se
tendrd

DPCE=CNXOM,
y por lo tanto, C" N es el valor de X, llevando esta magnitud
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sobre la O C, a partir de O, se tendrd en G el centro de gra-
vedad pedido.

Semiesfera.—En el caso particular gne el segmento esfé-
rico sea una semiesfera, se determina su centro de gravedad,
bien considerando dicho volumen como un sector esférico o
bien como un segmento. Si se considera como un sector, el cen-
tro de gravedad de la semiesfers, se encontrard sobre el radio
perpendicular a la base y a una distancia del centro ignal a

3 3 3 ; :
AT gr=griysise considera como un segmento, se
tiene

r.

ool e

x(,- = ;,-):%1‘2:-—:')3 delaque X:=

Segmenlo esférico de dos bases.—El segmento esférico de
dos bases, o rebanada esférica, es simétrico con relacion a la
recta que une los centros de sus bases, por lo que sobre él se
encontrard el centro de gravedad; también se encuentran so-
bre dicho eje los centros de gravedad correspondientes a los
segmentos de una base AM D y BM C (fig. 76), cuya dife-
rencia da el volumen propuesto.

Determinados los centros g; y gs correspondientes a estos
tiltimos segmentos, bastard trazar por dichos puntos dos rec-
tas paralelas cualesquiera y limitar sobre ellas magnitudes
proporcionales a los respectivos voliimenes, es decir, que se
tiene que encontrar un punto, tal como el G, sobre la recta
g1 92 que satisfaga a la relacion

Gg__ Ve
Gog, V,

representindose por V, el volumen del segmento BMC y
por Vyel de AM D.

Como V, == MN? (OM— —1§ MN) o bien, tomando MN=

=R yOM=rVi,=2hk (1‘ —31—11,), si e dividen los dos
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términos por % 72, se tiene

:-‘( *—"f)

representindose por ky la altura del otro segmento, se tendrd
también

h‘!
..—,.s‘* 3 ’h ),,—,'

Inego la relacion primera se convertird en

.(.‘x_{’.l.—(r —%}h){%

GH!_(_-,—:'T)!:_E

Tomando sobre los dos lados de un dngulo R O S (fig. 77)
las magnitudes 0 r=1r y oh=h y sobre uno de ellos la

Oa=r— % h, uniendo primero » con h y trazando la ab

paralela a » k y después el » del otro lado con k del prime-
ro, y trazada la b ¢ paralela a » h, en O ¢ se obtiene el valor

lineal del produacto (r -~E—I; h)% , puesto que los tridngulos
ObayOrhdan

et

Ob OR
ylos Oeb y O rh, laigunaldad

0% _0Or

Oc¢c O

y multiplicando estas dos igualdades, se tiene

s .
(ﬁ=9—_—f— 0 bien 00—0&%—-
Oc omn 0

trazando esta construecién para los valores de hy y h, se ten-
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drdn las magnitudes g, ¢ ¥ ¢y ¢, (fig. 76) a las que son pro-
porcionales G g, ¥ G gy respectivamente, y uniendo ¢, con ¢,
se tendrd el punto G.

Si las dimensiones de », hy y h,, fuosen demasiado gran-
des, para hacer la construceion de la figura 77, se tomarin
magnitudes mds reducidas que estén en una relacién dada
con las primeras, operdndose despuéds como en el caso ante-
rior; esto es, que sobre las paralelas trazadas por g, y ¢» se
tomardn las magnitudes finales que se encuentran, no varian-
do por esto la posicion del punto G

Envuelta esférica.—Sea ABCDE (ig. 78), una poreién
de envuelta esférica; como este volumen es simétrico con re-
lacion al radio O C, que pasa por el punto medio del arco
B D, sobre dicho radio se encontrard su centro de gravedad;
ademds, la porcién de envuelta considerada, es la diferencia
entre los dos sectores esféricos O BC D y O A F E; el proble-
ma queda, pues, reducido a encontrar el centro de dos fuerzas
paralelas, de sentido contrario, proporcionales a los volime-
nes de estos sectores y aplicados en sus centros de gravedad.

Sean ¢, el centro de gravedad del sector O AF B y g, el
del otro sectory determindndose ambos centros en la forma
ya explicada: como los voliimenes de los dos sectores son
proporcionales a los cubos de sus radios, o sea, a A 0? vyB O*
el punto G- que se busca ha de estar situado en la recta g, g,
y habrd que determinar sobre ella dos segmentos que cum-
plan con la relacion

'(_} h '_“_B‘-_O“
Ggs A0°

repitiendo. la construceién de la figura 73, o sea uniendo F
con B, formando en F y sobre la F O el dingulo a FO=F B0
y tirando por B, la B b paralela a Fa, en Oa y O b, se ten-
drédn las magnitudes que hay que tomar a partir de g, ¥y ¢,
sobre las vectas paralelas trazadas por estos puntos, y unien-
do @’ y b’ se tendrd en G el centro de gravedad del volumen

considerado.
8
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Segmento de paraboloide. —Sea el segmento A B C (fig. 79) -
y B O el didmetro conjugado de la seccién A C, claro es que
dicha recta contendrd los centros de gravedad de todas las
secciones causadas en dicho segmento, por planos paralelos a
A C, y por consiguiente, el centro de gravedad del volumen
propuesto, también estard sobre dicho didmetro.

Si se refiere la pardbola generatriz A B C al sistema coor-
denado Y B 0, como todas las secciones paralelas a la A C son
semejantes, y por consiguiente, proporcionales al cuadrado de
las coordenadas paralelas al eje B'Y, que podemos considerar
como el de las Y, tomando los momentos con relacion al plano
tangente en B, se tendrd

BG [ydae=[ayde
y teniendo en cuenta la ecuacion de la paribola
BG [adae=[ada
y efectuando la integracion entre los limites O y B O, re-
sulta

2
3BO

BG=
2.% caso. Cuerpo cualesquiera.—Si ol cuerpo considerado
se aproxima a alguna de las formas geométricas que se acaban
de exponer, o bien se pueden descomponer en partes cuyos
centros de gravedad se sepa determinar, no ofrecerd dificul-
tad el determinar el centro de gravedad, obteniéndose este
punto con tanta mayor aproximaci6n, cuanto mds se acerque
el cuerpo a alguna de las formas ya estudiadas. Cuando el
cuerpo se aparte demasiado de las formas geométricas, se su-
pondrd inscrito en su superficie un poliedro, euyo nimero
de caras sea lo suficientemente grande para que el volumen
del poliedro se pueda considerar como sensiblemente igual
al del cuerpo; el centro de gravedad del poliedro que se ob-
tendrd, descomponiéndolo en pirdmides, segiin se dijo, serd
el del cuerpo.
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