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HE ES^ 

INTRODUCCION 

I. Definición.—El objeto de la Estática gráfica, es la reso
lución de todos los problemas relativos al equilibrio do las 
fuerzas por medio de las construcciones geométricas, 

A fin de poder introducir las fuerzas en los cálculos, so 
las representa en Mecánica por líneas rectas limitadas, cuyas 
longitudes son proporcionales a sus intensidades, indicándo
se también sobre dichas líneas el sentido en que obran las 
fuerzas así como la posición que estas ocupan: por este me
dio se pueden resolver analíticamente los diferentes proble
mas correspondientes al equilibrio de las fuerzas; mas como 
en estas cuestiones de estática, no se precisa conocer el mo
vimiento ([lio aquellas pueden imprimir a los distintos cuer
pos sobro que actúan, so pueden emplear también, en la re
solución de los referidos problemas, los procedimientos 
gráficos. 

Es cierto que las construcciones geométricas no pueden 
dar resultados tan exactos como los obtenidos por medio del 
análisis; pero es también innegable que por los métodos 
gráficos se resuelven los problemas con mucha rapidez, gran 
claridad, fácil comprobación y rectificación y producen me
nos fatiga en el operador, el que constantemente tiene bajo 
su vista, sobre el plano del dibujo, las diferentes operaciones 
que conducen a la obtención de los resultados. 
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2. Representación de las fuerzas. -Una fuerza queda per-
t'cc la mentó detonninada, cuando se conoce su magnitud, di
rección y punto de aplicación; pero como éste se puede 
transportar a un ¡junto cualquiera do ta dirección do la 
fuerza, bastará conocer su magnitud, dirección y posición. 

Como las cuestiones do equilibrio so reducen a la compo
sición y descomposición do fuerzas y para esto es preciso 
transportarlas según su dirección, para la resolución gráfica 
de estos problemas se representan las fuerzas por medio do 
dos líneas distintas; una ilimitada, llamada línea de acción, 
que da a conocer la posición do la fuerza, y otra limitada que 
representa su magnitud, dirección y sentido. 

Esta manera de representar las fuerzas, ofrece escasas 
ventajas en los casos sencillos de composición y descomposi
ción de un número pequeño de fuerzas; pero no sucede lo 
mismo en los casos en que el número de fuerzas es mayor ó 
on los que so trata de encontrar las tensiones que se desarro
llan en un sistema rígido cuando sobre él actúan varias fuer
zas, pues en estos casos, por medio de la representación 
adoptada, no solamente se obtienen ventajas sino que además, 
en el último caso considerado, se deducen los valores de las 
tensiones al relacionar la figura formada por las líneas de 
acción de las fuerzas y las de las partes del sistema rígido, 
con las que se obtienen entre las líneas que representan la 
magnitud y dirección de las fuerzas y las paralelas a las di 
recciones del sistema rígido. 

3. Polígono de las fuerzas.—Por la representación adop
tada para las fuerzas so deduce que, para la resolución gráfi
ca de los problemas, se necesitan dos figuras: una de ellas 
contendrá las diferentes líneas de acción, sobre las que se 
pueden marcar el punto de aplicación de las fuerzas así como 
su sentido, el que se indica por una flecha, y otra que, en la 
escala conveniente, por ejemplo, cm X Kg. representa la 
magnitud y dirección de cada fuerza. 

Esta última figura so forma tomando un punto cualquie-



ra <lol plano corao origen y trazando por ('1 una paralóla auna 
cualquiera de las fuerzas y tomando sobro olla y a partir dol 
origen una aiagnitád igual ; i su intensidad y en el sentido 
que obro la fuerza; desdo el extremo do esta primora magni
tud, so traza otra paralela a otra cualquiera de las fuerzas y 
so efectúa lo mismo que anterior «lente y continuando de 
este modo, so obtendrá un contorno poligonal que puede ser 
abierto o cerrado y al que se le denomina polígono de las 
fileteas, siendo su sentido el del movimiento de un punto 
ideal que lo recorriese desde el origen hasta su extremidad. 
En el caso do que el polígono do las fuerzas sea abierto, la 
línea que une su extremidad con el origen se denomina linea 
de cierre, siendo su sentido desdóla extremidad al origen. 

4. Notaciones.—Las líneas de acción do las fuerzas se do-
signan por la letra F con un subíndice numérico, así como a 
los lados del polígono do las fuerzas con los números corres
pondientes al subíndice de la línea de acción quo represen
tan; mareándose el origen con la letra a y la extremidad con 
la b y nombrándose los vértices del polígono por la unión de 
los números de los lados que lo forman. 

5. División de la Estática gráfica.—En dos partes se pue
de considerar dividida la Estática gráfica; 

1. a Que da las reglas geométricas necesarias para la com
posición y descomposición de fuerzas y el modo de encontrar 
sus condiciono-; de equilibrio. 

2. a Que t rata de encontrar, por los mismos procedimien
tos, las acciones interiores que originan las fuerzas al actuar 
sobre los cuerpos rígidos reducidos a simples barras. 

E-jta segunda parte tiene verdadera importancia, pues de 
una manera sencilla da a conocer las acciones que las fuerzas 
ejercen sin necesidad de recur r i rá la teoría matemática dé la 
elasticidad, aumentándose la facilidad en la resolución gráfi
ca cuando todas las fuerzas se encuentran situadas en el mis
mo plano, lo que en general ocurre en las construcciones. 





CAPITULO I 

N O C I O N E S R E L A T I V A S A L C A L C U L O GRÁFICO 

I . ADICIÓN Y SUSTRACCIÓN 

6. Adición.—Se da el nombre üo suma •geométrica de va
rios segmentos rectilíneos, a la recta que cierra un contorno 
poligonal que tiene sus lados paralelos, de igual magnitud y 
sentido que los segmentos considerados. 

La suma geométrica es, por lo tanto, la resultante de una 
línea poligonal y, como se cuenta desdo el origen hasta la 
extremidad de dicha línea, su sentido es opuesto al de la 
línea de cierre. 

Así, para efectuar la suma de los segmentos 1, 2, ;} y 1, 
(fig. 1.a), dados en magnitud y dirección y distribuidos de 
un modo cualquiera sobre un plano, se traza, a partir de un 
punto cualquiera a tomado como origen, el contorno poligo
nal acdeh , cuyos lados sean paralelos, iguales y del mismo 
sentido que cada uno de los segmentos considerados; la suma 
pedida será la recta a h. 

En el caso de que la extremidad del contorno se confunda 
con el origen, la suma resulta nula. 

De la definición establecida se deduce; 1.° Que las diago
nales a d y a e , representan las sumas parciales do los seg
mentos que comprenden, lo mismo que l is líneas que unen 
los vértices c con ey d con b; y 2.° Que para efectuar la suma 
de muchos segmentos, se pueden efectuar primero las sumas 
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parciales de varios grupos y hallar después Ja resultante de 
estas sumas parciales. 

7. Sise observa que la suma parcial a d osla diagonal 
del paralelograiuo a c d e} so deduce, qus si 011 voz do haber 
efectuado el trazado del contorno poligonal tomando como 
primor segmento el 1 y después el 2, se hubiera invertido 
oslo orden, la suma no se modificaría, luego se puede inver
tir el orden de dos segmentos consecutivos sin qno la resul
tante varío y como después do haber efectuado una inversión 
se pueden efectuar otras, resulta finalmente que no so altera 
el valor de la resultante cualquiera que sea el orden que se 
siga al efectuar la suma do los segmeíitbs. 

De la conclusión anterior so desprende, que si un contor
no poligonal cierra al efectuarse la suma en un orden, cerra
rá también cuando so verifique en otro orden cualquiera. 

8. Cuando todos los segmentos sean paralelos y del mis
mo sentido, la suma geométrica se convierte en algébrica, 
puesto que el polígono se convierto en una recta y la resul
tante en la longitud de ésta. 

Así. la suma do los segmentos 1, 2, 3 y 4 (fig. 2.a), será la 
magnitud a b, marcándose con un trazo la separación de los 
segmentos. 

9. Sustracción.—Reatar geométricamente un segmento 
do otro, os determinar un tercer segmento que, sumado del 
mismo modo con el primero, dé por resultante el segundo. 

Así. (fig. 3.a), para restar del segmento 1 el 2, puesto que 
1 ha de soi" la suma de 2 y del segmento desconocido, so tra
zará por el punto tomado como origen a, dos líneas 1 y 2 
paralelas a los segmentos dados y de su misma dirección v 
sentido y en c h se tendrá el resto geométrico pedido, puesto 
que a b es la resultante de 2 y c b. 

Si se traza, por el punto h la bb' paralóla a la a e, la a h' 
es la resultante de 1 y de un segmento igual y cío sentido 
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contrario al 2, y como esta resultante os ignai y ^lcl mismo 
soutíílo ([lio la c b, so doduco, (juo para restar un so^monto 
do otro, basta samar a ésto oí primero con sentido contrario. 

10. Cuando so trate de restar de un segmento o do varios, 
otros varios segmentos, siguiondo la regla establecida ante
riormente, so efectuará la suma geotoétrica do todos ellos 
cambiando el sentido do los segmentos sustractivos. 

Puede también efectuarse la operación sumando separa
damente los dos grupos y efectuarse" después la sustracción 
do las dos sumas halladas. 

Si los segmentos son paralelos, la operación so oíoctúa en 
la forma que indica la figura 4.a 

I I . MULTIPLICACIÓN Y DIVISIÓN 

II. Multiplicación.—^So puede adaptar la definición general 
do la multiplicación al producto geométrico do segmentos, 
siempre que so tome como unidad a otro segmento roctilínou 
determinado y entonces la multiplicación so convertirá en el 
producto de un segmento por la relación del otro al que so 
tome como unidad. 

Si so trata, pues, do encontrar la magnitud lineal equiva
lente al producto de dos segmentos m y n, será necesario 

multiplicar m por la relación — entre n y la magnitud w ele
gida como unidad; representando por p dicho producto, so 
tiene 

cuya igualdad expresa, que so obtendrá la magnitud lineal 
representante dol producto y, determinando una cuarta pro
porcional a las rectas limitadas m) n y U. 

Para obtener esta cuarta proporcional, se puedo emplear 
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uno cualquiera de los varios procedimientos que enseña la 
Gí-eometría. 

Si se quiere determinar el producto de varios segmentos 
m, n, r, s y t, siguiendo el método anterior, se obtendrá pr i 
mero el producto de dos cualesquiera de ellos, el de los dos 
primeros, por ejemplo, después se multiplicará el producto 
obtenido por otro y así sucesivamente, de modo que, si so 
representa por }) el producto de los dos primeros, se tiene 

n — ni . — u 

después 

r n r p' = p . = m . — . — u M N 

y sucesivamente 

„ . s n r r p = p . — — m . — . — . — u u u 11 
, t n r s t p - p . — = m . ~ . — . — . — w u u u u 

es decir, que por medio de cuartas proporcionales, so puede 
encontrar la magnitud lineal equivalente al producto de los 
segmentos dados. 

12. E l método para obtener estas cuartas proporcionales 
sucesivas de una manera cómoda y sencilla, siempre que el 
número do segmentos no sea muy grande, consiste en tomar 
sobre los dos lados do un ángulo cualquiera, y a partir de su 
vértice, 'primero dos magnitudos arbitrarias elegidas como 
unidad y después altornativamento los segmentos cuyo pro
ducto so quiero hallar. 

Sean (fiy. a.a) m, n, p y q los segmentos dados y u el 
que se toma como unidad; sobre el lado o A, del ángulo 
A o B elegido, se limitan las magnitudos o a ~ a, o m — m y 
o ¿t — p, así como sobre el o B las o í> = », o « = n y o q = q: 
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uniendo ol m con ol punto b y trazada por n pí paralela a la 
m h, se tiene 

o Pi o m u 
on oh ^ u 

luego on o p1 so tiene la representación lineal de producto 
«2 X ní correspondiente a la magnitud unidad u. 

Uniendo ahora q con a y trazada la pi ps paralela a la 
a q, se tendrá la o (|ue representará el producto de o 

Q 

por ~, ])uesto que do los triángulos semejantes o a q y o p, p2 

se deduce, 
~ ~ - = -S~L » o p2 — op , . - ' o a, — w . — . — 
o ^ o a n « « 

Y, finalmente, al trazar por ^2 una paralela a la b, se de
termina la magnitud o p8l (|ue es ol producto do los segmen
tos dados, porque de la semejanza do los triángulos o ]> b y 
o p8 so establecen las igualdades 

ou3 o ü o op n q p 
0^> O & O 6 t í 7Í 7Í 

13. Cuando el número de segmentos sea considorable, se 
obtiene mayor rapidez empleando el procedimiento siguiente: 

Sean m, n, s y t, {fig. (J,a), los segmentos dados; sobre la 
recta indefinida o x, se toma, a partir de un punto o, conside-
rado como origen, la magnitud o u — u, magnitud elegida 
como unidad, y se levanta en u la perpendicular u A sobre 
la que se limitan las magnitudes u m — m, u n — n, u s = ,9, 
u t = t, etc. y se traza por o ol haz de rectas om, o n, o 8, 
o t, ; tomando ahora la ot = t y levantando en su ex
tremo la perpendicular ¿ hasta su encuentro en con la 

S i i ' 

o s, en t j i se tiene el producto ¿ X " j porque de la semejan-

za de los triángulos o u * y o f p, se deduce 
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tp OÍ . , s u , s 
—— — — • tp — ot —t.— 
S U O U O H II 

Si so toma la o p = t p y se levanta la perpendicular p pi 
hasta su encuentro con la o n, se tendrá también 

p p, o p n u . n , s n 
— — — - — * » « j — op — = tp . - ~ ~ t . — . — m i o u o n v k í í 

y análogamente se obtendría 

m , s 11, nt 
n u u u 

quo representaría el producto do las magnitudes dadas pues
to que 

^ s n m t . s . n . ni 
n ' u M f̂3 

Es indiferente empezar la operación por cualquiera de los 
segmentos, porque siempre se obtendrá el mismo resultado 
para una magnitud unidad elegida. 

14. División. —Para efectuar la división do un segmento m 
por otro n, os necesario encontrar un tercero c, que cumpla 
con la condición 

— = — obien n . —m , 
u n ti 

es decir, que el producto de su relación a la magnitud uni
dad por el segmento n dé el m; luego el cociente pedido será 
el valor de la cuarta proporcional a las magnitudes m, u y n. 

Tomándose, pues, sobre uno de los lados de un ángulo 
dado y a partir del origen los segmentos m y n y sobro ol 
otro u, (jig. 7.a), uniendo n con u y trazando por m la m c ])a-
ralela a n u, en o c se tendrá el cociente puesto quo 

o m o c , , . m 
= o bien o c — — . « . 

o n ou n 
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Si so trata del cociente de un segmento por el producto 
de otros varios, puede efectuarse primero este producto y 
después efectuar el cociente en la forma que se acaba de es
tablecer, o bien ir determinando sucesivamente los cocientes 
que se obtienen, dividiendo el segmento por cada une de los 
factores del producto. 

15. Para deducir el valor inverso de un segmento, puede 
efectuarse la división del segmento unidad por el dado, si
guiendo el procedimiento que se acaba de establecer; pero 
también so puede hacer del siguiente modo, que evita el tra
zado de líneas paralelas. 

Sean (fig. 8.a) m el segmento dado y u el que so elige 
como unidad, verificándose que in^>u] sobre una recta in
definida y a partir de un punto cualquiera c, se limita la 
magnitud ca = u y sobre ella, como diámetro, se traza la 
semicircunferencia o; se levanta en a la perpendicular a d y 
haciendo centro en c y con un radio igual a m, se traza un arco 
hasta que corte en m a dicha perpendicular; uniendo r con 
m, la magnitud b representa el valor inverso de m. 

En efecto; uniendo a con b, sé tienen las rectas a b y d m 
antipandolas con respecto al ángulo en c, por lo cual 

—2 ' i . . cb cm b c . c n i — ca o bien -— 
W ' Y ju

do donde so deduce que 

c 6 « 1 
n c m c m 

u 

luego el segmento c b, medido con a, os un valor inverso de 
c m, en la misma unidad. 

En el caso de ser m <C u, se construye la semicircunfe
rencia sobre una magnitud igual a la unidad, y se levanta la 
perpendicular, lo mismo que en el caso anterior, y después, 
haciendo centro en c, se traza un arco de circunferencia con 
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un radio igual a m, el cual cortará en un cierto punto a la 
semicircunferencia ya trazada; uniendo el punto c con el do 
intersección y prolongando la recta que los une hasta que 
corte a la perpendicular trazada, la parte de recta compren
dida entre este punto y el e, representará el valor inverso 
pedido. 

Así, si el valor de m fuese c h, su valor inverso sería e m, 
según se acaba de ver. 

16. Observación.—Tanto en las fórmulas deducidas al 
tratar de la multiplicación, como en las establecidas en la di
visión, se ha dejado de manifíosto la magnitud u que se ha 
elegido como unidad, para indicar que los resultados obteni
dos expresan siempre una relación entre la magnitud resul
tante y la magnitud unidad. 

Sentado esto, en las operaciones sucesivas se considerará 
a u = J, sobreentendién^pse siempre lo anterior. 

[ I I . ELEVACIÓN A I>OTJCNCIAS Y EXTRACCIÓN DE RAÍCES 

17. Elevación a potencias.—La elevación a potencias de 
un segmento, es un caso particular de la multiplicación; por 
consiguiente, siguiendo el procedimiento establecido para 
deducir el producto de segmentos, se puede encontrar la 
magnitud que representa la potencia de un orden de una 
reeta limitada. 

Existen, sin embargo, otros procedimientos más expedi
tos y que simplifican la operación, como puede observarse 
en los siguientes: 

a) Trazados dos ejes coordenados X X ' , Y Y' , (fig. 9.a), 
se toma sobre uno de ellos y a partir del punto o en que se 
cortan, una magnitud o u igual a la unidad, y sobre el otro, 
y a partir del mismo origen, la o (m) igual al segmento m, 
cuyas potencias sucesivas se trata de encontrar; uniendo el 
panto it con el (m) y levantando en (m) la perpendicular 
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(m) (m)2 a la o (m), on o (m)a se tiene la segunda potencia do 
m, puesto (|uo on el triángulo rectángulo u (m) (m)2 se veri
fica que 

o (m) — o H X 0 (nt)2 o bien o (tn)" = o (w)2 

es docir, que o {m)'1 representa el cuadrado de m. 
Si on (m)2 so levanta la perpendicular (w)2 (m)3 a (m) 

(m^2, en o se tendrá la tercera potencia de m y do un 
modo análogo se tendrán las demás. 

Como se ve por la figura, la línea poligonal u (m) (m)2 (m)3 
(m)1 va cerrando, por ser u >> m; de modo que si la potencia 
que so quiere encontrar es demasiado pequeña, en este caso 
bastará tomar el valor inverso de m, en la forma que se ha 
dicho (15), y elevarlo a la potencia dada por el procedimiento 
explicado y una vez obtenida la magnitud que la represente 
so tomará su valor inverso, puesto que si 

c = —. también se verificará que c" = 

y por tanto que 

1 
mn = — . 

T)el mismo modo, si m fuese demasiado grande con res
pecto a u, en cuyo caso el trazado saldría do los límites ordi
narios del papel sobre que se efectúa la operación gráfica, a 
poco elevado que sea el índico de la potencia, so tomará 
también el valor inverso de m, con el que se ejecutará el 
cálculo gráfico, tomándose después el valor inverso del re
sultado para determinar la potencia pedida. 

b) Otro procedimiento muy cómodo, porque se puede 
ejecutar en una área relativamente pequeña, consiste en to
mar sobre una recta ilimitada o A, (fig. 10), y a partir de un 
punto o, como origen, una magnitud o u igual a la unidad; 
se levanta en u una perpendicular a la recta considerada y 
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haciendo centro en o, con un radio igúal á m o a —, se^ún 
- m 

([no m ^**» SG traza un arco de circunferencia que cortarií a 

la perpendicular en un punto tal como el m, uniendo el panto 
o con el m se forma el ángulo A o B; si se toma ahora o a — 
= o m y se levanta la perpendicular a (m)s, en o (m)a so tiene 
el cuadrado de m i . 

En efecto, los triángulos o u m y o a (m)8 dan la relación 

——— = — o bien o («?.)z — o J». v o <i = JJ?-; o m o ÍÍ 

de igual modo, tomando o h — o {mY, la ])er])ondicular b {m)';i, 
determina sobre o B la magnitud o igual a la tercera j)o-
tencia de m y siguiendo el mismo procedimiento se obtendrá 
la potencia del grado que se desea. 

Este procedimiento ofrece además la ventaja de dar di
rectamente, o sea sin necesidad de encontrar primero los va
lores inversos de las magnitudes, las potencias de orden ne
gativo. En efecto, si se toma sobre o B la longitud o i = o u 
y se proyecta el punto 1 sobre el lado o A, en o a so tic no el 
valor de m_1, porque de los triángulos o u m j o 1 a so do-
duce la relación 

om o l , 1 
— = — ; o bien o n = — = m —«; mi on m 

de igual modo se tendrá o b' = m ~2 j sucesivamente las 
demás potencias negativas. 

18. Extracción de raices.—La extracción de raíces de un 
grado cualquiera de los segmentos rectilíneos, es una opera
ción que requiere el trazado de curvas especiales deducidas 
mediante el concurso de la analítica: pero como las de se
gundo y tercer grado, que son las do uso más frecuente, 
pueden también efectuarse por procedimientoa puramente 
(geométricos, de ollas únicamente se tratará. 
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a) Para extraer la raíz cuadrada de un segme&to m1 bas
ta determinar una medin proporcional a las magnitudes m y 
u, opei'ación perfectamente conocida, siendo uno de los me
dios más comunmente empleados el siguiente: 

Sobre una recta indefinida, y a partir de un punto dado, 
se toma la magnitud a b, (fig, 11), igual a la que se toma 
como unidad, llevándose a continuación la 6 c igual al seg
mento dado; se describo sobre a c como diámetro una semi-
oircunferencia y se levanta en b una perpendicuJar; la parte 
do ésta, 6 d, limitada por « c y la curva, representa la raíz 
eaádrada de la magnitud lineal considerada, puesto qm* 

6 rí2 — a & X & c • 0 bien b d2 = ni . n 

y como u — í , se tendrá 

b (1 — Vm . 

b) La raíz cúbica de un segmento cualquiera se puede 
obtener con gran rapidez, construyendo previamente una 
curva especial, deducida por procedimientos puramente grá
ficos. 

Sea A B, {fig. 12), la unidad elegida y sobre ella, como 
diámetro, se traza la semicircunferencia o; se levanta en B la 
perpendicular B I ) a la A B: si se traza ahora una secante 
cualquiera, tal como A hu se determinarán dos puntos, el al 
sobre la circunferencia o, y el b.L sobre la perpendicular B 1); 
rebatiendo el punto au sobre A B y el sobre la perpendi
cular a' 1 b \ , se tendrá en b'1 un punto de la curva pedida. 

Para demostrarlo, se construye el ángulo recto A b ' i F y 
teniendo en cuenta una de las propiedades de los triángulos 
rectángulos, se puede establecer la igualdad 

A ft'i2 = A a', X A F : 

como A a'l = A % y se ha demostrado (15) que 

A rc, X A 6, = 1 (le la cual - A a, = - r - r -
A ¿i 
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y adornas A &! = A b'^ se tendrá 

A fi'!2 «= j j - X A F o bien A b ' f = A F 

y por lo tanto que 

• . 8^ 
A6' j = V A F 

con lo cual queda demostrado que el punto 6^ portenoee a 
la curva. 

De un modo análogo se determina otro punto h \ y suce
sivamente otros varios, que unidos por un trazado continuo 
darán la curva B E. 

Para hacer uso de esta curva, se tomará a partir de A y 
en el sentido A B, la magnitud considerada o su inversa, 
según que sea mayor o menor que la unidad, y se construye 
sobre ella como diámetro una circunferencia hasta que corte 
a la curva B E; uniendo este punto con el A, se tendrá la 
raíz cúbica del segmento dado o de su inverso. 

Así, si A M es el segmento dado mayor que A B, la A N 
será el valor lineal de su raíz cúbica. 

I V . CUEVAS LOGARÍTMICAS 

19. Cuando el grado de las raíces es grande, se ha dicho 
era indispensable el empleo de curvas especiales; entre estas, 
la más fácil de construir, es la curva logarítmica, la cual 
también se puede emplear para obtener el producto y las 
potencias de segmentos. 

Se construye esta curva, llevando sobre la recta indefini
da OX, (fig. 13) las magnitudes O O xu O a:2, , que repre
sentan en una escala cualquiera, una serie de números; so le
vantan en los puntos ír0, perpendiculares a la 0 X , 
sobre la que se toma con arreglo a la escala elegida los loga
ritmos de los números considerados y uñiendo por un traza-
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do continuo los extremos do estas perpendiculares, se tendrá 
la curva M N, 

a) Para efectuar ol producto do varios segmentos m, 
Mi, m.,, , so toman con arreglo a escala sobre la O X y se 
miden las perpendiculares u ordenadas correspondientes a 
sus extremos, que se pueden representar por y, yu y2, ; y 
como los segmentos dados so han reemplazado por las reía-

YYt Wí yix 
cienes —, — , — ol producto pedido tendrá por valor la u u u 
abscisa corros))ondionto a la ordenada 

Y — í / + t/i + í / o + 

puesto que cada ordenada representa ol logaritmo do la dis
tancia de su pie al punto O. 

b) La potencia n de un segmento m, se obtendrá deter
minando la abscisa correspondiente a n voces la ordenada m, 
puesto que es un caso particular del producto y se tendrá 

Y = y - \ - y - \ - y - \ - ~ n y 

C) Finalmente, la raíz del grado n del segmento A B = 
-— Y, se obtiene llevando dicho segmento sobre la curva o 
sobro la escala de las ordenadas, para obtener su valor, y di
vidir éste por n: buscando en seguida la abscisa correspon-

Y . . diente a la ordenada —: en dicha abscisa se tendrá la raíz 
n 

pedida. 





CAPÍTULO II 

A A Ñ E R A GRÁFICA D E V E R I F I C A R L A COMPOSICIÓN 
Y D E S C O n P O S I C I Ó N D E F U E R Z A S 

I . COMPOSICIÓN DE FUERZAS 

20. Resultante de dos fuerzas.—Dos c¿isos pueden presen* 
tarse: que las fuerzas dadas sean concurrentes y que sean 
paralelas. 

I.er caso. Sean ¥í y F._,, (/i/y. 14), las dos líneas de acción 
do las dos fuerzas dadas, cuyas intensidades son conocidas y 
cuyo sentido está marcado en la figura con la ñecha. 

Para obtener el valor y posición de la resultante, se elige 
un punto arbitrario en el plano, tal como ar desde el cual so 
traza una paralela a una cualquiera de las fuerzas, por ejem
plo, a la Fi , y sobre dicha paralela se toma un segmento que 
on la escala dada represente la intensidad de F^, por el ex
tremo de este segmento se traza otro paralelo a F i que re
presente su intensidad; uniendo el punto a, origen, con el b, 
extremo, se tiene en el segmento a b la intensidad y direc
ción do la resultante R, de las fuerzas dadas. 

Para determinar la posición de la resultante, os necesario 
conocer su línea do acción, bastando para ello determinar 
uno de sus puntos, puesto que su dirección es conocida; se 
encuentra osto punto prolongando las líneas de acción Ft y F^ 
hasta que se corten y éste será el punto pedido; trazando 
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ahora por este punto una paralela a la a b, se tendrá la po
sición de la resultante R de las fuerzas dadas. 

Se observa, en este caso, que el polígono de las fuerzas 
se ha reducido a un triángulo, que se suele llamar triángulo 
de las fuerzas, y que la resultante a b es la suma geométrica 
de los segmentos que representan a las fuerzas dadas. 

2.° caso. Cuando las fuerzas h\ y Fs son paralelas, tanto 
si son del mismo sentido como si obran en sentido contrario, 
el valor y la dirección de la resultante no ofrece dificultad, 
pues convertido el triángulo de las fuerzas en un segmento 
rectilíneo, el valor de la resultante será la suma de dos seg
mentos, cuando las fuerzas tengan el mismo sentido y la di
ferencia cuando esto no suceda. 

Para deducir grálicamente la posición de la resultante en 
ambos casos, basta recordar que las distancias de la dirección 
do la resultante a cada una de las líneas de acción de las fuer
zas, están en razón inversa de las intensidades de éstas, es 
decir, que si y X2 representan dichas distancias, se ha de 
verificar que 

« F* 
X2 X] 

de la cual so deduce, si las fuerzas obran en la misma di
rección, 

R _ IF, _ F2 
X] + x2 X2 X, 

y si las fuerzas tienen opuesto sentido 

R F1 F 
X2 — X] X2 Xj 

luego si se traza una transversal cualquiera a las líneas de 
acción de las fuerzas, para fijar sobre ella el punto en que la 
corta la línea de acción de la resultante, bastará determinar 
una cuarta proporcional, según se desprende de las fórmulas 
anteriores, 
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Para deducir esta cuarta proporcional, puede seguirs» 
cualquiera de los procedimientos que enseña la Geometría 
elemental, pero es mucho más rápido y sencillo, determinaf 
un punto de la línea de acción de la resultante, del modo si
guiente: 

Sean 1.° las fuerzas F i y F2, (fig, 15), que obran en la 
misma dirección; trazada la secante M N, se determinan los 
puntos m y m' sobro las líneas de acción: sobre la dirección 
de la fuerza mayor F1 y a partir de m', se toma una longi
tud ni n en sentido contrario al de la fuerza y proporcional 
a la intensidad de F2; sobre la dirección de ésta y a partir de 
m, se limita también la magnitud m n proporcional a F^ 
uniendo el n con n ' se encuentra el punto c que pertenece a 
la línea de acción de R. En efecto; por ser semejantes los 
triángulos m n c, y m' n ' c. so verifica la relación. 

m n m' n ' , . F, F, 
= — . — o bien —— = ~ ~ ni c m c me m e 

y como m c y m' c son proporcionales a las distancias del c a 
las líneas de acción do F, y F2, que se han representado ros-
pectivamente por X , y X.>. se tendrá finalmente la relación 

que demuestra que el punto 6 peiteneco a la línea de acción 
de la resultante. 

Si las fuerzas F, y F3, (fig, Ui). obran en sentido contra
rio, trazada la transversal M N, se toma a partir de n sobre 
la dirección F^ la n n proporcional a la intensidad de F2 
y desde m y sobre la dirección de F3 la m m' proporcional a 
F^ unidos los puntos m' y n y prolongada la recta que los 
une hasta que corte a la M N, se tendrá en c un punto que 
pertenece a la línea de acción de R, puesto que los triángu
los cmm' y e n n dan, 

' — ' . . F, K2 
o bien —- == —~ mc nc m e e n 
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y como Umbióu se verifica que 

m c H c 
X2 Xj 

se tendrá la relación 

F, _ P, 

^ue expresa que el punto c está sobre la dirección de la re
sultante. 

En este caso, si 1^ = F2, como m m' = n n \ la M N y 
m' n son paralelas y el punto de aplicación de la resultante 
está en el infinito, y como el polífono de las fuerzas da una 
resultante cero, las fuerzas forman un par. 

21. Composición de un número cualquiera de fuerzas concu
rrentes situadas sobre un plano.—El valor y dirección de la 
resultante en este caso, se obtiene lo mismo que en el de dos 
fuerzas, o sea determinando la suma geométrica de los seg
mentos que en valor y dirección representan a las fuerzas 
dadas. 

En efecto; sean las fuerzas F8, F8, F , y F5, (fiy. 17), 
aplicadas a un punto cualquiera o de un sólido y situadas en 
un plano; aplicando a las dos fuerzas F1 y F , (20, l.er casó) se 
tendrá La resultante r,, suma geométrica de los segmentos 1 
y 2 que representan a las F] y F , , componiendo ahora ta re
sultante de F i y F2 con la F8, para lo cual, por el extremo de 
Y1 se traza el segmento que representa a F8l'se tendrá en r3 
el valor y dirección de la resultante de las tres fuerzas Ft, P2 
y F;.j, que será la suma geométrica del segmento >\ y el 3, y 
como tiene por valor la suma geométrica del 1 y 2, n, re
presentará la de los segmentos 1,- 2 y 3. De un modo análogo 
se tendrá que r;¡ equivale a la suma do los segmentos 1, 2. 3 
y 4 y, íinalmente, que Vi representa la de los 1, 2, 3, 4 y 5. 

De lo anterior se deduce, que para obtener el valor y 
sentido de la resultante de varias fuerzas concurrentes y si-
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tuadas sobro un mismo plano, desdo un punto cnalquiora de 
éste, tomado como origen, so traza un contorno poligonal cu
yos lados sean paralelos a las líneas de acción de las fuerzas 
y sus dimensionos proporcionales a las intensidades de éstas; 
uniendo el origen con el extremo del contorno poligonal, se 
tendrá la suma geométrica que representa la intensidad y di
rección de la resultante. 

Esta linea poligonal es llamada, como se lia dicho (3), jjo-
Ugono de las juerzas. 

Puesto que el valor y dirección de la resultante es la 
suma geométrica de los segmentos que en dirección e inten
sidad representan a las fuerzas, no variará su valor cualquie
ra que sea el orden que se siga para el trazado del polígono 
de las fuerzas, según lo demostrado on el párrafo 7. 

La línea de acción de la resultante R, se obtendrá tra
zando por el punto o, una paralela a la a 6. 

22. Trazado el polígono de las fuerzas, se puede obtener 
la resultante de dos fuerzas consecutivas, uniendo por modio 
do una diagonal el origen tío una do ellas con el extremo de 
la otra; así, la resultante de la 2 y 3 será la diagonal 12 — B 4. 
contada en ol sentido que so enuncia. 

23. Condiciones gráficas de equilibrio de fuerzas concu
rrentes.—Si al conjunto do las fuerzas F^, F2, Fg, y F5! 
(fig. 17), aplicadas al punto o del plano do las fuerzas, se lo 
uno la fuerza — l i igual y contraria a la resultante R de 
aquéllas, so tendrá un sistema do fuerzas on equilibrio. 

Si so traza ahora el polígono de las fuerzas, éste debe dar 
una resultante nula, puesto que al trazar por el punto ex
tremo del contorno poligonal correspondiente a las fuerzas F, 
el segmento paralelo a — R, como el valor de R ora a h, ol 
do — R será « que necosariamonto pasa por «; luego la 
suma geométrica do todos los segmentos será coro. 

Se deduce, por lo tanto, que las condiciones necesarias y 
suficientes para que varias fuerzas concurrentes y situadas sobre 
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u.)i mismo i>lano estén en equilibrio, se reducen a que el polígono 
de Im ftterzas cierre. 

De osta propiedad se saca la consecuoncia do que, para 
determinar la fuerza única capaz de equilibrar a otras varias 
concurrontos, bastará tomar la línea de cierro dol polígono de 
las fuerzas on su sentido, o sea, desde el oxtronio al origen. 

I I . DESCOMPOSICIÓN DE FUERZAS 

24. Descomponer una fuerza en oirás dos aplicadas en el 
mismo punto.—Cuando ol fin propuesto sea el determinar dos 
fuorzas que produzcan el mismo efecto que la dada, el pro-
hloma resulta indeterminado, puesto que si R, (fig. J4), es la 
fuerza dada aplicada al punto e y por un punto a se traza la 
u b (|ue la represente, como a h ha de ser la resultante de las 
dos que se buscan, trazando por a y h dos rectas que se 
corten, se formará un triángulo cuyos dos nuevos lados re
presentarán los valores do dos fuorzas que produzcan el mis
ino efecto que la J?. 

Para que el problema resulte determinado, es necesario 
conocer las direcciones; así, si las líneas de acción do las com
ponentes son F l y F.,, (fig. 14), una vez trazada la a h, por el 
punto a so traza ana paralela a la Ü1, y por ol b otra a la y 
en 1 y 2 so tendrás las intensidades do las fuerzas pedidas. 

Parece a primera vista, que trazando por a una paralela a 
la V.j y por b otra a la F ^ se tendrá ol mismo resultado, y 
aunque así os on cuanto al valor de las fuerzas, en cuanto a 
las aplicaciones do la estática gráfica no sucedo lo mismo. 

25. El problema propuesto resultará también determina
do, cuando una de las fuerzas so dó on magnitud y dirección, 
así como on los casos en que las intensidades de las fuerzas 
componentes sean conocidas, y en los que una do las compo
nentes se conozca en intensidad y la otra on dirección. 
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26. Caso en que la fuerza dada se quiera descomponer en 
otras varias aplicadas al mismo punto.—Si, lo mismo que on 
el caso anterior, se trata únicamente de encontrnr un número 
cualquiera de fuerzas que reemplacen a la dada, el problema 
resultará también indeterminado, asi, por ejemplo, si la fuer
za R, (fig. 17), cuya línea de acción se conoce así como su 
intensidad y sentido a h, se quiere descompone!' on otras 
cinco, bastará construir sobre la a 6 como base, una línea 
quebrada cualquiera de cinco lados, obteniéndose para cada 
uno un sistema de fuerzas que puede reemplazar a la 1?, 
puesto qne es la resultante de cada uno de ellos. 

E l problema será también indeterminado, aun cuando se 
den las direcciones de todas las fuerzas on que so quiora des
componer a la dada. 

27. Para lijar las condiciones necesarias y suficientes a la 
determinación del problema, basta fijarse en que el polígono 
« 1 2 3 4 5 6. {fig. 17), queda determinado en los casos s i 
guientes: 

1. ° Cuando se conoce el valor y dirección de todos los 
lados menos uno. 

2. ° Conociéndose el valor de todos los lados y la direc
ción de todos menos dos y 

3. ° Cuando la dirección de todos se conozca así como el 
valor de todos menos dos. 

Y como los lados representan las fuerzas, on estos Iros 
mismos casos el problema será determinado. 

Así, si R, (liij. 17), es la fuerza dada y se quiero descom
poner en otras cinco concurrentes en o, de las que F2, F8 
y F4 son conocidas en posición y magnitud, trazada la a h, 
que representa el valor de R, por el punto a se traza el po
l i o-ono do las dadas, cuya resultante será rH y ya se está en el 
caso de descomponer la R en dos fuerzas, do la que una son 
dada on intensidad y dirección, obteniéndose la 5 y, por lo 
tanto, el problema queda resuelto. 

Del mismo modo, si so conocen las intensidades do las 
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cinco fuerzas y la dirección de F2 y F3, por ejemplo, tra
zada la ab y construido el polígono do estas tres fuerzas, se 
t n m l r á la resultante r2, pero según se lia dicho ( 2 2 ) la diago
nal 3 4 — 6 es la resultante de las dos fuerzas restantes 4 y 
5, luego so está en el caso do doscomponor esta resultante en 
otras dos de intensidad dada, o sea construir un triángulo, 
conocidos los tros lados y el problema, aunque determinado, 
tendrá dos soluciones, si no so marcan desde luego el ordéñ 
de colocación do las dos fuerzas. 

Finalmente, si las líneas do acción do las cinco fuerzas son 
conocidas, así como la intensidad do tres do ellas, por ejem
plo, las F4 y F,-, trazada la a b so descompone primero la 
R on la 5 y r8, problema ya resuelto; después la r9 en la 4 
y r2 y por último la r2 en la 1 y i 2 — 3 4 : obtenida ósta, se 
o s i á en el caso de descomponer una fuerza en otras dos cu
yas direcciones sean conocidas, problema ya resuelto ( 2 4 ) : en 
este caso, sólo habrá una solución cuando so íijo ol orden on 
quo las fuerzas se han do disponer. 

I I I . FUERZAS NÚ CONCITRIIENTES SITUADAS EN UN PLANO 

28. Composición de las fuerzas.—Los métodos ostableci-
dos para la composición do fuerzas concurrentes, son tam
bién aplicables al caso on que las fuerzas estén distribuidas 
de un modo cualquiera en el plano. 

Sean las tres fuerzas F^ F2 y F8, (fig. 18); por el punto a 
se traza el polígono do las fuerzas a 1 . 2 . S h y en a h se 
tiene la intensidad y dirección de la resultante: para obtener 
su posición, como lí os la resultante de r y 3, se determina 
primero la línea de acción de r, la que so obtiene prolongando 
la F i y F2 hasta su encuentro en c, y trazando por este punto 
la C d paralela á r, prolongando ahora la e d hasta que corto a 
la F3 y trazando por este punto una paralela a a b, so tendrá 
la línea de acción de la resultante pedida. 

Si las fuerzas que se tratan de componer son las F^ F27 
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F3 y I \ , ^/¿9. /.9^, por medio del polígono de las fuerzas se 
tendrá la intensidad y sentido a b de la resultante R: para 
fijar la línea de acción de ésta, se prolongan las ¥ l y F2 hasta 
su encuentro, lo que dará el punto c de la línea de acción 
trazada ésta y prolongada hasta que corte a ¥H se tendrá en 
d el punto de aplicación y trazada y prolongada ésta, so 
tiene finalmente, el punto c de la línea de acción de R y por 
consiguiente, la posición de ésta queda determinada. 

29. Descomposición de fuerzas.—Sea la fuerza lí, (jifr 18), 
que se quiere descomponer en otras tres situadas en un pla
no y cuyas líneas de acción sean F,, F2 y F^: prolongada la 
línea de acción de \ l hasta su encuentro con otra de las da
das, por ejemplo con la F;>, se tiene el punto d] prolongadas 
las otras dos líneas do acción, se encuentra el punto e y 
uniendo el c con el d, se tiene la línea de acción auxiliar c d, 
que considerada como la línea do acción de la resultanto do 
Fj y F 2 , hace que el problema sea determinado. El problema 
se reduce a descomponer a R en dos direcciones dadas, lo 
que dará el valor r y ésta a su vez descomponerla en otras 
dos, teniéndose, por consiguiente, en 1, 2 y 3 los valores de 
las fuerzas componentes. 

En el caso de ser más de tres las componentes que se pi
den, se seguirá una marcha análoga al caso anterior, debien
do darse la dirección de las resultantes parciales para que el 
problema sea determinado. 

30. Las condiciones gráficas de equilibrio de fuerzas si
tuadas de un modo cualquiera en un plano, son idénticas a 
las establecidas en el párrafo 23, puesto que debiendo ser 
nula la resultante de las fuerzas, la suma geométrica de los 
sogmontos que los representan debo sor coro, por lo cual el 
polígono do las fuerzas cerrará. 
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I V . FUERZAS CONCURRENTES APLICADAS A UN 
SÓLIDO INVARIABLE 

31. Dos casos pueden presentarse: l.0 que todas las fuer
zas aplicadas en distintos puntos del sólido es Uní situadas en 

* un mismo plano, concurriendo bien en un mismo punto del 
sólido o bien en otro cualquiera fuera de él; y 2.° que las 
fuerzas estén situadas en distintos planos. 

En el primer caso, conocidas las líneas de acción de las 
fuerzas, así como su intensidad, el valor y dirección do la 
resultante se obtendrá construyendo el polígono de las fuer
zas, y su posición, trazando Ana paralela, por el punto de in
tersección de las líneas de acción de las fuerzas a la línea do 
cierre del polígono. 

Como todas las fuerzas están situadas en un plano, se les 
podrá aplicar cuanto so ha dicho respecto a su descomposi
ción en otras y a sus condiciones de equilibrio. 

En el segundo caso, se determinará la proyección de las 
líneas de acción de las fuerzas sobre un plano por los proce
dimientos conocidos y ya, en el plano considerado, se hallará 
la resultante con los valores de las fuerzas proyectadas, y 
como la resultante de éstas es la proyección de la resultanto 
do las fuerzas en el espacio, se obtendrá su valor por los me
dios que enseña la Mecánica. 



CAPITULO III 

P O L I G O N O F U N I C U L A R 

I . PROPIEDADES 

32. Definición.—So da ol nombre de poUgono funicular, a 
la figura qno tornavía un hilo lloxiblG, inextonsiblo y sin lua
na sometido á la acción de varias fuerzas conocidas en direc
ción, sentido y magnitud y aplicadas tanto a los extremos 
como a diferentes puntos de su longitud. 

Cuando el sistema de fuerzas que se considera estó sobro 
un plano, el polígono funicular que determinan es plano, 
resultando alabeado cuando las diferentes fuerzas que so 
aplican al hilo no están todas sobre un mismo plano. 

Aquí solamente se tratará do los polígonos funiculares 
planos. 

Los polígonos funiculares establecen una condición de 
equilibrio; sin embargo, mediante la interpretación geomé
trica dada por Varignon, se los puede aplicar a la resolución 
de los problemas de la estática gráfica. 

33. Aplicando al sistema de fuerzas F2 , Fg, F4, (fig 20) 
uno no son concurrentes y que están situadas en un mismo 
plano, el procedimiento establecido (28), se tendrá el valor y 
posición do la rosultante R, que producirá como es sabido 
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el mismo eíecto que el conjunto de fuerzas dadas; luego si al 
sistema propuesto so l o agrega una fuerza igual y contraria 
a R, el nuevo sistema de fuerzas estará en equilibrio. So de
duce de esto, que si se adapta sobre el contorno poligonal, 

A C B (—R) un hilo flexible, inextensible y sin masa, 
éste permanecerá invariable de forma bajo la acción de las 
fuerzas F,, FH, F, y — R, puesto que las tensiones que 
so desenvuelven en A, C y B son dos a dos iguales y de sen
tido contrario, según so desprende do la manera de construir 
la figura; por consiguiente, dicho polígono cumple con la de
finición establecida del polígono funicular, por cuya razón so 
le ha dado este nombre. 

34.—Procedimiento general para determinar un polígono 
funicular.—La construcción que ha de hacerse para encon
trar el polígono funicular Fĵ  A B C ( — R), exige que las lí
neas de acción ¥ l y F2 se corten en los límites del dibujo, 
así como también ol que las resultantes parciales encuentren 
a las demás líneas de acción dentro de los mismos límites; 
estas condiciones pueden no verificarse y aun en el caso de 
cumplirse, las intersecciones pueden efectuarse bajo un án
gulo muy distante del recto, con perjuicio de la claridad y 
precisión del trazado; de aquí el que so siga otro procedimien
to, aplicable, cualquiera que sea la disposición que tengan las 
fuerzas sobre el plano y que permite elegir la dirección que 
deben seguir los lados del polígono, para que corten lo más 
normalmente posible a las correspondientes líneas de acción. 
Este procedimiento general so basa en el principio de la 
equivalencia de los sistemas de fuerzas. 

Sean las mismas fuerzas do la figura 2 0 . Si por el panto 
o, elegido soble el plano, so trazan los radios polares o a y oh, 
la resultante a b sistema do fuerzas considerado, lo será 
también de las representadas en magnitud y dirección por 
las a o y o bj las que formarán un sistema equivalente al pro
puesto: si se toman estas dos fuerzas en el sentido h o y o a, 
como en este caso son las componentes de h a, que equilibra a l 
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sistema dado de fuerzas, al tomar el conjunto feo, o o, F, etc., 
so tendrá un sistema de fuerzas en equilibrio. 

A l reemplazar la resultante del sistema de fuerzas por 
otras dos, se evita desde luego el que tengan que cortarse las 
líneas de acción de las fuerzas consideradas en los límites 
del dibujo, porque siendo indeterminadas las situaciones de 
las líneas de acción de las nuevas componentes, se podrá ele
gir la posición que más convenga. Así, en el caso considera
do, elegirlo un punto cualquiera del plano, tal como el A ^ al 
tirar por él una parolóla a la nueva componente a o, se tendrá 
su correspondiente linea de acción Â ^ h, la que necesaria-
raonto cortará a la en un punto tal como el c, pero la 1 se 
puede considerar como resallante de las « o y la representa
da por el radio polar o — 12 y como la línea de acción do esta 
nueva fuerza debo pasar por c, por sor una do las componen-
tos de Fi , trazando la c d paralela al radio o — 12 so tendrá 
la nueva línea de acción. Del mismo modo, la 2 se puede mi
rar como la resultante de las representadas por 12, — o y 
o — 23, por lo cual la c d tiono que cortar a la F,, luego si por 
d se traza una paralela a la o — 23,, en e so determina su lí
nea do acción. Repitiendo las construcciones y razonamien
tos anteriores se encontrará el punto/, por donde pasa la linea 
do acción de la componente o b. Si se considera ahora a las 
componontos do R con sentido contrario, el polígono obteni
do A j c d e / B, responde a la definición dada del polígono 
funicular, viéndose por la figura que los lados do éste son 
paralelos a los radios polares y que sus vértices están situa
dos sobre las líneas do acción de la fuerza, denominándose la
dos extremos a los paralelos a las componentes de R. 

Variando la posición del polo o, o la del punto de partida 
A, , o bien haciendo simultáneamente el cambio de posición 
de estos dos puntos, so tendrán diferontes polígonos funicu
lares para un mismo sistema de fuerzas y esta variabilidad 
on ol trazado es en lo que consiste la generalidad del proco-
dimiento, puesto que permito ologir ol polígono más apro
piado para la resolución dol problema establecido. 
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En general, debo elegirse el polo de modo que no esté 
sobro los lados del polígono do las fuerzas, ni en su prolonga
ción, ni tampoco sobre la línea de ciei re de este polígono, con 
lo cual el punto do partida puede ser cualquiera. Si en algún 
caso particular conviene tomar el polo sobro un lado ó en 
su prolongación, el punto de partida tiene que elegirse ne
cesariamente sobre la línea de acción que corresponde a la 
fuerza que aquél representa, porque si así no so hiciera, la 
paralela trazada al lado considerado sería paralela a la línea 
do acción correspondiente y no se podría trazar el polígono 
funicular: por ejemplo, si en la figura 20 se toma el origen a 
como polo, con lo cual los radios polares serán a — 12, 
a — 23, a — 34 y a 6, si el punto de partida fuese el Aj, al 
trazar por él una paralela al radio polar a — 12, como ésto so 
confunde con el lado 1, dicha paralela no podrá cortar a'la 
línea de acción F j . 

Si las fuerzas dadas son paralelas, como el polígono do 
fuerzas se reduce a una recta, la distancia del polo a la direc
ción de los diferentes lados del polígono es constante y se la 
llama distancia polar. 

35. Consecuencias importantes.— Obtenido el polígono 
funicular correspondiente a un polo dado, como los lados ex
tremos representan las líneas de acción do las dos nuevas 
componentes de la resultante, prolongándolas hasta su punto 
de encuentro, se tendrá un punto d e la línea de acción de la 
resultante y trazando por este punto una paralela a la línea 
de cierre del polígono de las fuerzas, quedará lijada la posi
ción de la resultante. 

Así en el caso de la figura 20, prolongando las líneas 
A-i c Y / se tendrá el punto h y trazando por ól una para
lela a la a ¿> se encontrará la posición do 1*. 

Se deduce de lo anterior que, para determinar la resul
tante de un sistema de fuerzas, no es necesario emplear los 
procedimientos expuestos en el capítulo anterior, sino que 
bastará determinar el punto do intersección d o los lados o x -
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troníos de uno cualquiera do los polífonos t'unicularos, co
rrespondientes al sistema dado, y trazar por dicho punto una 
paralóla a la línoa do cierre. 

Si se toman las fuerzas 1, 2 y ; i , su resultante a — 3 4 
puede sor considerada como la rosultanto do las fuerzas re
presentadas por los radios polares a o y o — 3 4 y como el 
polígono funicular coi respondiente será el K1 c d e f, cuyos 
lados extremos son c y e ,/. resulta que la línea de acción 
de la resultante de las fuerzas consideradas, so obtendrá, pro
longando los lados A l e y e f hasta su punto do encuentro y 
(razar por este punto una paralela á la a — 3 4: como lo esta
blecido para las fuerzas anteriores se puede aplicar a otro 
númoro cualquiera do fuerzas consecutivas, se puedo esta
blecer que toda propiedad general de los lados extremos do 
los polígonos funiculares pertenece también a dos lados cua
lesquiera, considerándolos como lados extremos del polígono 
de las fuerzas que comprenden. 

36. Propiedades de los polígonos funiculares.— A cada 
sistema de fuerzas corresponden diferentes polígonos funicu
lares, y como la posición de los lados extremos correspon--
dientes también variará, os necesario demostrar que la línea 
que determina la posición de la resultante de las fuerzas con
sideradas, es la tnisma cualquiera que sea el polígono que so 
i race. 

Los diferentes medios de variar el polígono funicular son: 
L0 Cambiar el punto de partida. 
2. ° Variar la posición del polo. 
3. ° Modificar a la par la situación de los puntos ante

riores. 
4. ° . Alterar ol orden de colocación de las fuerzas en o] po

lígono de composición. 
I.''r caso. Trazado el polígono funicular A c oí e/ B (jfig, 21}, 

correspondiente al polo o. así como ol A ' c d' e f B ' , del 
mismo polo pero do distinto punto do partida, es preciso 

demostrar que la línoa h h', que determinan los puntos do in-
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íersoccion de los lados extremos de los dos polígonos, es pa
ralela a la línea a b. 

Puesto que os la resultante de I y 2 y también do las 
a o y o — 23, prolongando los lados X c y d e del polígono se 
encuentra el punto s, (|ue pertenece a la línea de acción de 
rú la paralela a la a — 23 trazada por el punto s debo nece
sariamente pasar por el punto de intersección de ¥ l y F2. Del 
misino modo, el punto s', intersección do los lados A ' e' y 
d' e del otro polígono, pertenece también a la línea de acción 
do rj; luego las dos paralelas a a — 23 trazadas por 5 y s se 
confundirán en una sola por tener común el punto de inter
sección de Yx y F2, es decir, que la línea % s' es paralela a r¿. 

La resultante parcial lo es también do las rx y 3 a la 
vez que de las « o y o — 34. luego, por las mismas conside
raciones anteriores, la línea que une ¿ y ¿' será paralela a r,. 
Finalmonte, como l i es resultante de r2 y 4 y de « o y o h, la 
h Ji será paralela a la a h, deduciéndose, como conclusión, que 
al variar el punto de partida se obtiene siempre el punto do 
intersección de los lados extremos del polígono, sobro la ver-
dadora posición do la línea de acción do la resultante. 

De la demostración anterior se deduce, como consecuen
cia, que una vez trazado el polígono funicular correspon
diente a un polo cualquiera, se obtienen los puntos de las 
lincas do acción do las resultantes parciales, prolongando uno 
de los lados extremos del polígono y doterminando sobre él 
la intersección de los demás lados. Esta consecuencia está 
conformo con la establecida en el párrafo 35. 

2.° caso. Cuando so varía la posición del polo, permanece 
también inalterable la posición de la resultante. En efecto, 
sean A c e B [fig. 22), el polígono correspomUento al polo 
0 y K. c d' e B ' ol de o'\ la resultante parcial rde las fuerzas 
1 y 2 puede también considerarse como descompuesta en las 
a o y o ~ 23 y en las a o' y o' — 23; luego los puntos 8, s' y ol 
de intersección do Fx y F*, deben de estar sobre una paralela 
a la ¿Í —23, es decir, que $ s' será paralela a a — 23 y del mis
mo modo h h' será paralela á la « 
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3Jr raso. Variando primero ol punto do partida, por 
ol J..'-r caso, so demostrará que la posición de la resultante os 
la misma y después por el 2.° caso, se vería que al cambiar 
el polo tampoco se modifica dicha posición. 

4." caso.— Cuando so altera ol orden do composición de las 
fuerzas, ya se ha demostrado (21) que el valor, intensidad 
y dirección de la resultante no varía y ahora se va a demos
trar que su posición también es invariable. 

Sean las fuerzas Fj, F2, F3, F., (tig. 23), y A c d e J B el 
polígono funicular correspondiente al polo o y al polífono do 
las fuerzas a 1 2 3 4 b: prolongando ios lados extremos A c 
y B / , so obtiene ol ponto h de la posición de R. 

Empezando la determinación del polígono de las fuerzas 
por la 2 se tiene a 2 i I ' b' y el ijolígono funicular A ' d e 
f u !>', que prolongados sus lados extremos, dan el punto h' 
do la posición de R. 

Bastará, pues, demostrar que la h h' os paralela a .a b. 
puesto que a b y a' b' también lo son, para comprender que 
la posición de R no ha variado. 

Como r os la resultante parcial de las fuerzas, 2, 3 y 4. 
su posición so obtendrá trazando una paralela a a b por ol 
punto s, intersección de los lados extremos del polígono fu
nicular c d y B f, poro a r so lo puedo también considerar 
como resaltan ce de 1 y a b o de a' b' y V por lo que la línoa 
de acción do R pasará por el punto m do intersección de r y F^ 
luego las h' m y li m paralelas a la a b, se confundirán en una 
sola recta, y por consiguiente h h' os paralela a la a b, 

37. Aplicación del polígono funicular a la composición de 
fuerzas.— En resumen, para encontrar la resultante de un 
sistema cualquiera de fuerzas situadas en un mismo plañí», 
so construyo primero el polígono de las fuerzas, cuya línea 

cierre contada desde ol origen a la extremidad dará la 
intensidad y sentido do la resultante; desde un punto del 
plano considerado como polo, so trazan los radios polares co
rrespondientes al polígono anterior y sobre la línoa de acción 
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se traza el polífono funicular corrospomlioulo á ilicho polo; 
prolongando sus lados extremos, se tendrá un punto de la 
línea de acción de la resultante y trazando por este punto 
una paralela á la línea de cierre, se tendrá su posición. 

38. Consecuencias importantes que se deducen del estudio 
del polígono funicular.— Todo sistema de fuerzas situadas 
de un modo cualquiera sobre un plano puede reducirse sin 
excepción a otro formado de dos, que tenga por líneas do 
acción los lados extremos de uno cualquiera de los polígonos 
funiculares de aquéllas y por valor los radios polares extre
mos, contados desde el origen al extremo del polígono de las 
fuerzas. 

Esta importante consecuencia so deduce inmodiatamentc 
do lo expuesto en los párrafos 34 y 85. 

39. Condiciones gráficas de equilibrio.— Las condiciones 
necesarias y suficientes para qne un sistema de fuerzas, dis
tribuidas en un orden cualquiera sobre un mismo plano, es
tén on equilibrio son: 1.* que cierre el polígono de las fuerzas 
y 2.a que sea también cerrado uno cualquiera de los diferen
tes polígonos funiculares que so pueden trazar. 

En efecto, si las fuerzas dadas están en equilibrio, su 
resultante ha do ser nula y como la resultante gráfica es la 
suma geométrica de las magnitudes que representan a las 
fuerzas, dicha suma debe ser también nula, o lo que os lo 
mismo, que al trazar el polígono de las fuerzas el extremo 
vendrá a coincidir con el origen, por lo cual el polígono será 
cerrado. Por otra parte, cualquiera que sea el polo elegido, 
los radios polares exti-emos coincidirán, por lo cual los lados 
extremos del polígono funicular correspondiente serán para
lólos y como estos lados representan las líneas de acción do 
dos fuerzas iguales y do sentido contrario que están aplica
das á un mismo punto, a más de ser paralelas se confundirán 
en una sola línea, lo que exige que sea cerrado el polígono 
funicular, 
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Estas condicionos nocosarias son tambióu su lición les. 
]>UGsto que por cerrar uno cualquiera de los polífonos funicu
lares, las dos resultantes (38) tienen una misma línea de acción 
y por cerrar el polígono do las fuerzas, las dos resultantes 
tienen el mismo valor y están contadas en sentido contrario. 

So ha dicho que basta eon <|ue cierro un polífono funicu
lar cualquiera, porque si cierra uno cerrarán todos los diMiiás: 
oslo os evidente teniendo en cuenta lo expuesto en el pá
rrafo 3<i, pues siendo nula la resultante de las fuerzas, las 
dos resultantes á que pueden reducirse deberán también equi
librarse, lo que exige que siempre tengan una misma línea 
de acción. 

40. Las condiciones establecidas anteriormente, para de
ducir el equilibrio do las fuerzas, so deben cumplir simultá
neamente, porque puede verificarse que cierro el polígono de 
las fuerzas y no cumpla osta condición el funicular y en oslo 
caso no existe equilibrio. 

En efecto, las tuerzas Vu F.,, F8l h\ y F5 (fig. ; / / ) , dan un 
polígono do fuerzas cerrado y tomando como polo el punto o. 
que puedo ser otro cualquiera del plano, da el polígono t'nni-
cular A c d e f g lí, cuyos lados extremos A c y lí g son para
lelos, por serlo ambos a los radios polares extremos a o y o h 
que están confundidos; luego el punto de aplicación de la 
resultante está en el infinito y como la resultante es nula, es 
prueba de que las fuerzas no están en equilibrio y que pue
den reducirse á un par. 

Este par puede encontrarse fácilmente, porque siendo 
a h —• 5 4 la resultante de las fuerzas 1 2 3 y 1, su punto do 
aplicación so obtendrá prolongando los lados extremos del 
polígono funicular relativo á las indicadas fuerzas, obtenién
dose así el punto l i , teniéndose de este modo la posición de 
su resultante I I , y como su sentido es contrario ul de V I ie-
ne su mismo valor y son paralelas, el sistema dado se ha re
ducido al par F5 y R == — F.-. 
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41. Cuando las fuerzas sean uoncurrentos, todo cuanto se 
aeaba do exponer es aplicable; pero en cuanto se refiere a lus 
condiciones de equilibrio se reducen a una sola, que sea ce
rrado el polígono de las fuerzas, porque cumpliendo esta 
condición, sucesivamente han de cerrar también todos los 
polígonos funiculares correspondientes. 

Supuestas en equilibrio las fuerzas F {fig 26), aplicadas 
on el punto o, el polígono de fuerzas correspondientes será 
cerrado; elegido el polo o, se tendrá el polígono funicular 
A c d e j g ü que deberá ser cerrado, pero esto tiene necesaria
mente (pie cumplirse puesto que existiendo equilibrio entre 
las fuerzas consideradas, cada una de ellas debe ser igual y 
directamente opuesta a la resultante de todas las demás; por 
consiguiente, la fuerza F5, por ejemplo, debo pasar por el pun
to g, intersección de los lados extremos del funicular de las 
demás fuerzas, a fin de que su línea de acción so confunda 
con la de la resultante que tiene por valor n b — 54 igual y 
contrario al de F5; y lo mismo so podía decir de otra fuerza 
cualquiera y para cualquiera que fuere el polígono que so 
elija. 

42. Consecuencias que se deducen de la condición gráfica 
de equilibrio de fuerzas concurrentes. —So acaba (lo estable-
cor. en el párrafo anterior, que la condición necesaria y sufi
ciente para que exista equilibrio entro varias fuerzas aplica
das a un mismo punto, es que sea cerrado el polígono funi
cular correspondiente a un polo dado; de esta condición y del 
modo de efectuar el trazado del polígono citado y del de las 
fuerzas, se deduce que ambas liguras son recíprocas. 

En efecto (fig 25), las tensiones que se desarrollan en los 
lados g J, f e, c d, del polígono funicular, están representa
das en magnitud y dirección por los radios polares o a. 
o — 54... del polígono de las fuerzas a — 12 — 23 — 34 — 16; 
si se supone ahora que en el polo o se aplican varias fuerzas 
iguales y paralelas a los lados del polígono funicular y se 
adapta al mismo tiempo un cordón o hilo inextonsible y sin 
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masa sobro ol polífono de las fuerzas, osto hilo no cambiará 
do forma y por lo tanto será un polígono funicular cuyas ten
siones serán iguales y paralelas a las diagonales o c, o d, 
del polígono funicular primitivo; luego las dos Jigurasgo/an 
do propiedades correlativas y, por lo tanto, so puedes dedu
cir la una do la otra por los mismos procedimientos, por lo 
cual serán recíprocas. 

En las dos figuras anteriores se observa: 
1. ° Que a cada línea do una do ollas corresponde una pa

ralela en la otra y solamente una, llamándose dicha* líneas 
con 'espo n d ten t es. 

2. " Que a las líneas (¿ue concurren on un mismo vói tice 
on una do las íiguras, correspondo on la otra los lados de un 
polígono cerrado. 

Sean, on particular, las (res fuerzas Fí P8 F8 {figum 26\ 
concurrentes on el punto o y que so equilibran: según lo 
establecido anteriormente, tanto el polígono de las fuerzas 
a b c, como ol funicular A 1J C, de polo o, serán cerrados y las 
figuras o a b c y o A. B C serán recíprocas, puesto que las 
líneas correspondientes son paralelas y a las tres que concu
rren on cada vértice les correspondo en la otra un triángulo. 

Si so limitan las líneas de acción de las fuerzas hasta los 
puntos A, B y C, la ligura A B C o formará un sistema de 
sois rectas que unen los cuatro puntos, recíproco de otro 
formado por las rectas que unen los cuatro puntos o, a, b y c 
y como para determinar la posición de un punto bastan dos 
rectas que se cortón,sólo será necesario ol paralelismo de cinco 
líneas de la ftgura o a b c con respecto a cinco de las seis de la 
o A B (J, para deducir que la sexta de la primera lo será tam
bién a la sexta de la segunda. Así, por ejemplo; si las cinco 
líneas n b, b c, c o, a o y o b son respectivamente paralelas a 
las o A, o B, G A y A B, la o c será también parálala a La C K 

Si so toma ol polo fuera de las fuerzas (fig. 2?), so obtie
nen los dos cuadriláteros recíprocos O A B (J y o b a c que 
con sus diagonales formarán dos sistemas do sois líneas para' 
loltvs dos a dos, 
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Se podrá, ])aes. decir on general, que si cinco de las seis 
líneas que unen cuatro puntos de un plano, son paralelas á 
otras cinco de las seis que unan otros cuatro puntos, las sextas 
lineas se t án paralelas. 

La reciprocidad de las figuras consideradas {fi-gs. 26 y 27), 
no se modifica si a una cualquiera, de las dos que se conside
ran en cada caso, se les hace dar un giro de 90°, pero en este 
caso los lados correspondientes serán perpendiculares y por lo 
tanto se podrá establecer la siguiente proposición: Si cinco de 
las seis lineas que unen cuatro puntos de un plano son paralelas 
o perpendiculares a otras cinco de las seis que unan otros cuatro 
puntos, las sextas lineas serán paralelas o perpendiculares. 

Esta proposición, puramente geométrica, es de mucha 
utilidad, porque facilita, como después se verá, la resolución 
de varios problemas. 

43.. Resumen.—De todo lo expuesto anteriormente se de
ducen las siguientes consecuencias: 

1.a Un sistema cualquiera de fuerzas situadas sobre un 
plano, darán una resultante, cuando sea abierto el polígono 
de las fuerzas. 

•2.a El sistema de fuerzas considerado estará on equilibrio, 
cuando cierre el polígono de las fuerzas y uno cualquiera de 
los polígonos funiculares y 

•:3.a Las fuerzas dadas so reducirán a un par, cuando cie
rre el polígono de Jas fuerzas y sea abierto uno cualquiera de 
Jos polígonos funiculares correspondientes. 

11. IZARES 

44. Condición gráfica para que un sistema de fuerzas para
lelas se reduzcan a un par.—Se lia visto (20) que si Jas «Jos 
fuerzas paralelas qué se componen son iguales y de sentido 
contrario, su resultante, dada por el polígono de las fuerzas, 
os coro y su punto de aplicación está on el infinito, coas t i ta -
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yendo por lo tanto un par: a la misma consecuoncia so llegít 
por la ooiisidoración del polífono funicular. 

Soan (fig. 28), y Fa las líneas de acción do dos fuor/a^ 
paralelas y de la misma intonsidad: el polígono do fuerzas 
cerrará y el funicular correspondiente al polo o, trazado por 
el punto A, tiene sus lados extremos A c y B d paralelos, 
luego su punto de encuentro estará en el infinito. Resulta, on 
primor lugar, que las fuerzas consideradas no están en equi
librio y. además, q.ue cumplen las condiciones de un par. 

Como segiln lo establecido i38) el sistema y F.2 ha do 
ser equivalente al formado poi- los lados extremos del polí
gono funicular, es necesario demostrar que, oslo último siste
ma, es un par equivalente al primero. 

Es evidente que el nuevo sistema de fuerzas forman un 
par, puesto que sus líneas de acción son paralelas y sus in
tensidades a o y oh son iguales y de sentido contrario: en 
cuanto a la equivalencia, bastará demostrar que los dos paros 
tienen igual momento. 

Si se representa por /¿ la altura del triángulo a o n relati
va al lado n a y la que corresponde al lado o a desdo luego 
so ve que 

n a h = o n h, o bien n n = ll \ 
o a h 

por otra parte, siendo somejantes los triángulos c d d' y el 
o n a. so tiene siempre 

S, fcj . . ; n a 8, = ' v por lo tanto — = v 

deduciéndose do esta última expresión, 

n a X o =^ o a \ OÍ 

y como n a representa la intensidad de una do las fuerzas del 
par primitivo y o (Í la del par resultante, el primer miembro 
representa el momento del par dado y el segundo oí ilol riae-
vo. luego los dos parea son equivalentes. 
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Sean ahora varías fitarzas paralólas ¥u P2 y F8 (fy. 29), 
talos que una de ellas, por ejemplo la Fy, sea ií>;iial ala suma 
de las otras dos y de sentido opuesto. 

A l trazar el polígono de las fuerzas resaltará cerrado y. 
oomo consecuencia, cualquier polífono funicular que se trace 
resultará con sus lados extremos paralelos, luego el sistema 
do fuerzas considerado será equivalente a un par: esto no 
ofroco duda puesto que el sistema de fuerzas F2 y F;! so 
puede reemplazar por el R' y Fa y estas dos fuerzas forman 
un par oquivalonte al A A ' y B !>'. 

De lo anterior se deduce la consecuencia, de que la condi
ción gráfica, que debe cumplir un sistema de fuerzas parale
las, para reducirse a un par, es <|ue cierre el polígono do las 
fuerzas. 

45. Si en cualquiera do los dos casos considerados, so 
toma otro polo distinto, se tendrá otro par, que será equiva
lente al propuesto y por lo tanto equivalente al del primitivo 
polo. En efecto, sea el parF^ F., que, con respecto al polo o, 
es oquivalonte al par A B d; y con relación al polo ov os 
también equivalonto al cu Bj d{: prolongando las lineas de 
acción do los dos nuevos paros, so cortarán necesariamente 
on cuatro puntos tales, como c', n, d' m ffig. SO): uniendo ef 
con r/', so t iene el triángulo (?' d' n semejan te al o ox a, for
mado por los radios polares que representan las intensidades 
do las fuerzas de los nuevos pares, y por la línea que uno los 
polos: aplicando a estos dos triángulos lo expuesto en el pa
rí afo 14, se tendrá 

o f» x ^ — " i « X 

luego los dos nuevos paros son también equivalentes. 
Do esto so deduce que se puede reemplazar un par por 

otro de intensidad y dirección conocidas, para lo cual so traza 
por el origen del polígono de fuerzas una paralela a la di
rección do la fuerza y sobre esta línea so toma una magnitud 
igual a la intensidad: el extremo marcará la posición del nue-



— 47 — 

vo par. V. también, si so dan las líneas do acción dol ntteVo 
par so conocerá la intensidad do la fuerza, prolongando aqué
llas hasta que corten a las primitivas y trazar por el origen 
una paralela a la dirección y por el otro extremo otra para
lela a cualquiera dé las diagonales del cuadrilátero do inter
sección; la intersección de las dos líneas dará ol polo y por 
consecuencia la intensidad que so busca. 

46. Caso de fuerzas no paralelas.—Se ha visto en el pá
rrafo 40, que si el polígono de fuerzas cierra sin quo así se 
verifique en uno cualquiera de sus polígonos funiculares, ol 
sistema no está en equilibrio, reduciéndose a un par; luego 
la condición gráñea para que un sistema de fuerzas cual
quiera se reduzca a un par, os que soa cerrado el polígono 
de fuerzas y abierto uno cualquiera do sus polígonos funi
culares. 

47. Observación.—La equivalencia de dos pares so puodo 
encontrar gráficamente, fundándose en que, si so unen a las 
fuerzas de un par las del otro cambiadas do sentido, so liono 
un sistema en equilibrio; os decir, que dos pares serán equi
valentes, cuando tomado uno dé ellos en opuesta dirección, 
el conjunto de las fuerzas satisfacen a ¡as condiciones gráfi
cas de equilibrio. 

I I I . P R O I Í L R M A S R E L A T I V O S A L A C O M P O S I C I Ó N , D K S C O M P O S I í I i ' i N 

Y E Q U I L I B R I O D E F U E R Z A S P A R A L E L A S 

48. 1.° Composición de dos fuerzas paralelas del mismo 
sentido.—Sean Fj y F8 {figf1 Sí), las líneas de acción de las 
fuerzas consideradas a las quo corresponde el polígono de 
fuerzas a h, siendo el valor de la intensidad la magnitud a b. 
así como su dirección y sentido el de esta magnitud; para lijar 
la posición de la resultante, se toma el polo o y se traza el po
lígono funicular A. c d lí corrospondionte a dicho polo: la in-
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tnrsoccíón h do ta pmlongación do los lados extremos del po
lífono, dará un punto do la línea de aoción do la resaltante 
y como ésta, so^ún el polífono do las fuerzas, es paralela a 
las dos fuerzas dadas, trazando por h la R paralela a F, y Fu 
se liono la línea de acción pedida. 

La resultante así obtenida tiono su línea de acción entro 
las dos consideradas, su misma dirección y su intensidad 
igual a la suma de Fi y F.,; queda por demostrar quo la linea 
B, determina sobro una transversal cualqniora, dos seo-men-
tos que están en razón inversa do las intensidades de , las 
i'iun'zas. 

Comparando los triángulos semejantes o a (12) y c n h m 
obtiene 

a (12) o (12) de (lon(ie F y nc=r_0 (i2) x „ * 
n h uc 

do ignal modo, los triángulos o h (12) y n h d. también seme
jantes, dan 

h (^2' (12)- do donde Fa X n d ^ o (12) >< n h 

deduciéndose do las dos relaciones-obtenidas, la expresión 

F, X w c — Fo X » ^ 0 h\eu — 1 1.2 nc 

luego la transversal Í? f/ queda dividida por la R en dos sog-
mentos inversamente proporcionales a T?l y F2. Resulta, pues, 
que la resultante obtenida por medio del polígono funicular 
cumple las condiciones establecidas en estática ordinaria. 

2.° Composición de dos fuerzas paralelas de opuesto senti
do. Higuiemlo la mareha general establecida, se tendrá el 
punto (fiff. 32) do la línea do acción de la resultante, la 
cual es paralela a las componen los, del mismo sentido que la 
mayor, estando situada, fuera de las líneas do acción y su in-
tensidad os la diferencia do las que corresponden a y 
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La resultante determina también, sobre una transversal 
cualquiera, magnitudes que están en razón inversa de las de 
EVyFg. En efecto, comparando los triángulos semejantes 
o a b j h n fí, se tiene 

— = —7 o bien (K - F9) X w ft = o o X *» c nc ti h y 1 -

do] mismo modo, los triángulos o b (12) y n d e, dan 

b (12) 06 w , , w 

—^—- = —; o bien F2 X w " o í» X w c 

se tendrá, por lo tanto, la identidad 

(F, — F9) X « ^ = Fs X » d cío donde ! ^ 

que demuestra lo propuesto. 
3." Composición de un número cualquiera de fuerzas para

lelas del mismo sentido.—Sean F2, F8 y F4 (fig. 83), las 
fuerzas consideradas: siguiendo el procedimiento establecido 
se tendrá, en a h I-A intensidad, dirección y sentido do la 
resultante, y en h el punto de intersección de los lados extre
mos del polígono funicular, por donde ha de pasar la línea 
de acción de la resultante. 

Por « 6 se ve que la resultante es igual a la suma de las 
componentes y paralela a ellas; luego trazando por h una 
paralela a la dirección de las fuerzas, se tendrá en R la resul
tante. Para ver que el resultado así obtenido es el verdadero, 
bastará determinar la resultante de ¥x y F2, valiéndose de lo 
establecido anteriormente en el primer problema y en la pro
piedad de los lados del polígono funicular ya trazado; esta 
composición dará 3^: por idénticas consideraciones la R2 será 
la resultante de Fy y F4) luego el sistema pi-opuesto será 
equivalente al formado por 1^ y B2 y como el polígono funi
cular correspondiente a éstas os A / i l h2 B, la R será resul
tante de las dos últimas, y por consiguiente, equivalente al 
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sistema primitivo, cumpliendo como so \re las condiciones 
establecidas en la estática. 

4. ° Composición de fuerzas paralelas de diferente sentido. 
—Por la aplicación del polígono funicular se obtiene la resul
tante B, del sistema de fuerzas que se representan en la figu
ra 84, siendo este el verdadero, puesto que si soparadamante 
se componen las fuerzas que están en cada sentido, se obten
drán las R») Y Ia resultante R dol sistema, que también 
lo es de estas dos, cumple las do-; condiciones establecidas en 
el problema •2.° 

A I resolver el problema de que se trata, puede ocurrir, 
que cierren el polígono de las fuerzas y el funicular, en cuyo 
caso las fuerzas estarán en equilibrio, o que cierre el polígo
no de las fuerzas sin ser cerrado el funicular y entonces las 
fuerzas se reducen a un par. 

5. ° Descompaner una fuerza en otras dos paralelas cuyas 
líneas de acción san dadas. —Pueden ocurrir dos casos: 1.° 
que la línea de acción de la fuerza dada esté comprendida 
entre las dos, y 2.° que las dos líneas de acción de las com
ponentes desconocidas estén a un mismo lado de la fuerza. 

l.er caso.—Sea R (fíg. 35), la línea de acción de la fuerza 
dada cuya intensidad es a b, Fj y F3 las líneas de acción de 
las componentes. Puesto que, en este caso, la R ha de ser la 
suma de las otras dos, trazada la a h, paralela a R y limitada 
en ella una magnitud igual a la intensidad de R, se tendrá 
el polígono de fuerzas, reduciéndose el problema a dividir la 

magnitud a b en dos partes tales que su relación sea — , 
a n 

siendo cd una transversal cualquiera. 
Se sabe que la resultante de dos fuerzas tiene su línea de 

acción sobre la intersección de los lados extremos de uno de 
los polígonos funiculares, luego si se toma el polo o cualquie
ra, y" se une con a y b, se conocerá la dirección de los lados 
extremos del funicular correspondiente a dicho polo; y si por 
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un punto de R,, tal como el h, se trazan las rectas h A j h H 
paralelas a los radios extremos polares y so unen los c y d, 
en que dichas paralelas cortan respectivamente a F1 y F2. la 
o m paralela a la c d determina sobre la a h dos segmentos 1 
y "2 que están entre sí en la relación dicha; por lo tanto, estos 
dos segmentos representan ia intensidad do cada una de las 
componentes. 

2.° emo. 8i las líneas de acción Fj y F2 (fig, 86), están a 
un misino lado de la R, como el valor de ésta es la diferencia 
de las otras dos, la magnitud a b, tomada sobre una parálela 
a R, representará la diferencia de las dos fuerzas y si se toma 
nn polo o, los radios o a y o b serán los extremos, y trazando 
por un punto cualquiera de A, dos rectas que sean paralelas 
a los citados radios, se tendrán los puntos c y d sobre las lí
neas do acción dadas: unidos estos dos puntos y trazada por 
o una paralela a la r, d, en a m se tiene el valor de la compo
nente que actúa según la línea de acción de Fí y en b m la 
que obra se '̂i'in la dirección de 

Consideraciones análogas a las del caso anterior, eviden
ciarán que la descomposición está l^ien hecha, 

6.° Resolución de los dos problemas anteriores cuando se 
conoce la resultante y una de las fuerzas. — / . ^mw: a) Se co
nocen R y Fo y se trata de encontrar la posición, intensidad 
y sentido de la otra componente, con la condición do que 1» 
esté comprendida entre ollas; para que el problema tenga so
lución, es necesario que R ^> F2; si esto se verifica, se traza 
{fig. 35), el polígono de fuerzas (( b y como R = Yí- \ - F2 to
mándose desde auna magnitud am — R—F?, en a m se 
tendrá el valor de Fj . Trazando desde un polo cualquiera o 
los radios polares o a, o m y o b y recordando que sobre la 
línea de acción do la resultante so han de cortarlos lados ex
tremos del polígono funicular, so toma un punto h y por él 
se trazan, h A y h B y trazando por el punto d, en el que h B 
corta a la línea de acción do IA,. la dn paralela al radio o m, 
se obtendrá ol punto c. intersección del lado extremo del po-
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lígono funicular correspondiente al polo o, con el segundo 
lado, lueo-o c será un punto de la línea de acción do tra
zando por c una paralela a R, se tendrá en la línea de acción 
do la componente buscada, así como en a m su intensidad y 
sentido. 

Si solamente se fija la condición de que R y F l sean 
paralelas y del mismo sentido, para el caso de ser <'¿ R, se 
resolverá el problema como se acaba de indicar; pero si 

> R, esto indica que la componente F ^ es de sentido con
trario a R y F i y que su línea df» acción está hacia el lado 
do F p 

Como R = F i — F2 la intensidad de F2 se obtendrá (figu
ra 36), tomando sobre la línea a m, qne representa la inten
sidad de F i , la magnitud a b valor de R y en b m se tiene el 
valor pedido. Para deducir la posición de la nueva componen
te, se trazan, por un punto cualquiera de la línea de acción 
de R, dos paralelas a los radios polares extremos o a j ob j 
por el punto c, de la línea de acción de F | , determinado como 
se indica en la figura, otra paralela a o m; se obtendrá de este 
modo el punto d, correspondiente a la línea de acción de F2. 

2.° caso. Se dan los valores de R y F2 paralelos y de di
ferente sentido; el problema tendrá solución, cualquiera quo 
sean sus valores. 

Puesto que en este caso F , = R -f- F2 , tomando (fig. 36), 
a m igual a la suma de R y F5 se tendrá la intensidad de F ^ 
Trazados los radios polares o a, ob, o m y por un punto de R, 
los h c y h d respectivamente paralelos a los radios ao y o b. 
so tiene el punto d por el que se traza d e paralela a o m y en 
o, punto de encuentro de he y d e, se tiene un punto de F j y 
trazando por él una paralela a Rj queda determinado la po
sición de F i . 

7.° Descomponer una fuerza dada en otras varias que le 
sean paralelas.—Dos casos se deben considerar: 1.° que las 
componentes quo so buscan sean del mismo sentido y 2.° que 
unas sean del mismo sentido y otras de sentido contrario. 
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l.er caso. Para que el problema tenga solución, es nocosa-
rio que ]a línea de acción de la fuerza dada esté comprendida 
entre las de las componentes. Sea K (fig. 33), la línea de 
acción tle la fuerza dada y F,, F8 y las de las compo
nentes: como R = F! -f- ^2 4~ Fg -|- F,, podemos, primero, 
descomponer a R en dos fuerzas tales que cada una de ellas 
sea la suma de otms dos y luego, tomando dos líneas do 
acción paralelas a las de las fuerzas y que una esté compren
dida entre F1 y F2, y la otra entre F8 y F4, el problema que
da reducido al de descomponer una fuerza en otras dos para
lelas y del mismo sentido; siguiendo, pues, lá marcha esta
blecida en el problema 5.°, so tendrá el valor de las compo
nentes. 

caso. Si la fuerza que se trata de descomponer y las 
líneas de acción de sus componentes afectan la disposición 
de la figura 84, el problema se reduce a determinar dos fuer
zas auxiliares Rj y R2, de opuesto sentido, y después des
componer éstas en otras de su misma dirección, problemas 
ya resueltos. 

El problema en el caso que se estudia, podrá o no tener 
solución, dependiendo ésta de la disposición que tenga la 
í'uorza (bula con respecto a la posición y sentido de las com
ponentes: un estudio detenido, en cada caso, dará a conocer 
las condiciones de posibilidad del problema. 

8. Equilibrar un sistema de fuerzas paralelas por otras 
dos de la misma dirección. ^Sea F^ F.,, F^ (fig. 37), el siste
ma de fuerzas considerado y li^ y R2 las líneas de acción de 
las fuerzas que han de equilibrar a dicho sistema. El proble
ma se reduce a descomponer la resultante R en dos fuerzas 
según direcciones dadas (Problema 5.°, Caso 1.°) y tomar os-
tas dos nuevas componentes con sentido contrario, lo que 
equivale a reemplazar el sistema propuesto por otro formado 
por dos fuerzas y despuó* equilibrar este nuevo sistema por 
otro cuyas fuerzas son iguales y de sentido contrario. 

Así, según la figura, en Rj y K3 so tendrá el sentido y 
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dirección de las fuerzas que equilibran ai sistema considerado 
y en m a j b m las intensidades respectivas de cada una do 
las nuevas fuerzas. 

Para resolver este problema, no liace falta trazar la resul
tante; basta trazar el polígono funicular correspondiente a 
un polo cualquiera y prolongar los lados extremos do dicho 
polígono, hasta que corten a las nuevas líneas de acción y 
uniendo estos dos puntos se tiene la línea de cierre y trazan
do por el polo un radio polar a esta línea, se determinará 
sobre el polígono de fuerzas (aquí una recta) el m, que da a 
conocer la intensidad y sentido de las dos fuerzas buscadas. 

La solución obtenida es cierta, puesto que uniendo al sis-
toma de fuerzas considerado las dos encontradas, cumplen 
las condiciones gráficas de equilibrio, cerrándose el polígono 
do las fuerzas y el polígono funicular. 

E l problema tiene siempre solución cualquiera que sea la 
disposición de las dos nuevas líneas de acción, por reducirse 
este problema a los dos casos considerados en el problema 5.° 

/VU7 9.° Equilibrio de un sistema de fuerzas paralelas por otras 
tres de direcciones dadas.—Dos casos deben considerarse: 
1.° que las direcciones de las nuevas fuerzas sean las del sis-
toma y "2.° que tengan una dirección cualquiera. 

En ambos casos el problema se reduce a descomponer la 
resultante en tres direcciones dadas. 

l.er caso. Sea R (fig. 38), la resultante de las fuerzas 
dadas y B2, E8 las líneas do acción de las que so buscan. 
Tomando una fuerza auxiliar, cuya línea de acción sea R', se 
descompone R en R' y R^ siguiendo el procedimiento ya 
explicado, con lo que el valor y sentido do RJL será m a. Como 
el valor y sentido de R' es b m, para dosooniponerla sogvín 
las direcciones R2 y R8, bastará trazar la línea de cierre i i ' y 
tirar por el polo o, una paralela a esta dirección; se tiene en 
n m y b n el sentido e intensidad do cada una do las fuer
zas R2 y Ra. 

El problema tiene siempre solución, siendo fácil deducir 
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la regla que dohe seguirse si las nuevas líneas do acción tie
nen la disposición de la figura 38. Si la disposición es la in
dicada en la figura 39, se puede también con igual facilidad 
deducir, pues prolongando el Jado extremo A c del polígono 
funicular, hasta que corte en / a la línea de acción K1, así 
como el otro lado extremo B e hasta que corte en ,/' a la línea 
do acción auxiliar, e n / / " se tendrá la línea de cierre del po
lígono funicular h f f correspondiente a las tres fuerzas 
R, Ri, R' y el radio polar o m paralelo a / / ' , dará el valor do 
las nuevas componentes. Como R' ha de ser la resultante do 
ll2 y R;. la línea de cierre del polígono funicular de las tres 
fuerzas será la g g'; determinando el radio polar o n que lo es 
paralelo, las magnitudes h n y n m dan el sentido e intensi
dad de R2 y R;!. 

Si se varía la posición de la componente auxiliar, varia
rán también los valores de las tres componentes, por lo cual 
el problema es indeterminado. 

;¿.0 easo. Sean Rb !?.<> y R3 [Hg. 40), las líneas de acción 
do tros fuerzas desconocidas, que se quiere hagan equilibrio 
al sistema de tuerzas paralelas Fíf F2, F8 y F4. Trazado el 
polígono funicular correspondiente al polo o, se determinará 
la posición de la resultante l i y el problema queda reducido 
a la descomposición de una fuerza en tres direcciones dadas. 

Recordando lo establecido anteriormente (29), para resol
ver ol problema bastará prolongar \ i hasta que corte a una 
cualquiera do las nuevas líneas do acción, por ejemplo a la 
Ro, se obtiene ol punto p que unido con el q, intersección de 
las otras dos direcciones, dan la componente auxiliar. Ahora 
sólo resta descomponer R 011 otras dos, cuyas líneas de ac
ción son R;> y p q, obteniéndose en el polígono de las fuerzas 
los valores a m y m 6 de estas dos componentes; descomo >-
ñor después la m b en otras dos, cuyas posiciones vienen 
dadas por RL. y Rj., encontrándose n m y n b: respectivamen
te, para dichas componentes; resultando, por lo tanto, cono
cidos los valores de las intensidades de las tres fuerzas en 
que se trataba de descomponer a R: contando estas fuerzas. 
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en sentido contrario al obtenido, se tendrá un sistema de tres 
fuerzas que hace equilibrio a R y como consecuencia, al sis
tema considerado. 

Si se prolongan los lados extremos A c y B / del polígo
no funicular correspondiente al polo o, se tiene sobre la R8 el 
punto 7c y sobre la prolongación de p q el r que unidos dan 
una paralela al radio polar o m: en efecto, los cuatro puntos 
h, k, están unidos por las cinco rectas hlc,Jcp, p T, r h, h p 
que son respectivamente paralelas a las o a, a m, mb,h o, a h 
que unen los cuatro puntos o, a, m, h; luego (52) la ría y o m 
son paralelas. Esto prueba que las tres fuerzas cuyas inten
sidades son ab, h m y a m y cuyas líneas de acción son 
l l i , Ei} y }) q, cumplen las condiciones gráficas de equilibrio 
puesto que cierran el polígono ah m de las fuerzas y el polí
gono funicular correspondiente, reducido en este caso al 
triángulo r h k . 

Prolongando, ahora, la recta h r hasta que encuentre en g 
a la B j , así como la h r hasta que corte a la K3 en i , se tienen 
también los cuatro puntos r , i , q , g que están unidos por 
cinco rectas paralelas a las que respectivamente unen los 
puntos m, o, b, n ; luego la g i es paralela a la o w y como el 
triángulo r i g es el polígono funicular del sistema de fuerzas 
m 6, h n, n m, se ve que estas tres fuerzas cumplen también 
las condiciones gráficas de equilibrio. 

Por ser r i prolongación de r h y r g do h r, resulta que 
si se considera el conjunto de los dos sistemas de fuerzas, el 
primitivo y el nuevo, y se traza el polígono funicular co
rrespondiente al punto o, tomando como punto de partida 
el h, se halla el polígono h c d e j g i k , que como se ve, es ce
rrado; luego el sistema total está en equilibrio. 

Fundándose en lo anterior, se deduce, que para encontrar 
el valor de las tres fuerzas cuyas líneas de acción se dan, 
que han de equilibrar a un sistema do fuerzas dado, se de
termina primero la resultante de éstas y se descompone a 
continuación osta resultante en las tres direcciones dadas; 
para esto se prolongan los lados A c y B / d e l polígono füni-
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cular hasta quo cortón a dos de las direcciones dadas, por 
ejemplo, a las R8 y Ri, so obtendrán así los puntos k y y: 
unir después el punto pf de intersección de R y R;,, con el q, 
que es dondo se cortan y 1?2, y prolongar la p q hasta que 
corte en r al lado extremo B / ; uniendo ahora r con /• y pro
longando la l- r hasta que corte en f a la R2, se tendrán en 
i g y h i los dos lados que cierran el polígono funicular total; 
para deducir ahora la intensidad do Jas fuerzas, se tira por a 
una paralela a la línea do acción quo ha sido cortada por el 
lado extremo A c y por h otra a la que cortó al lado B / y 
como los lados i y y k i son paralelos a los radios polares, tra
zando por o los o n y o m respectivamente paralelos a dichos 
lados, se obtendrán los ¡juntos n y m que unidos dan la n m: 
siendo, por consiguiente, h n, n m y m a los valores do las 
fuerzas que equilibran al sistema primitivo, según las direc
ciones Ri, K2 y î »-

Este procedimiento exi^'e el (|uo sea pioviamonte trazada 
la resultante del sistema do fuerzas quo se da, pero esto no es 
necesario, porque si se traza por q la q í paralóla a la K-j y so 
prolongan los a m y b n hasta quo so cortón en s, se tienen 
por una parte los cuatro puntos g, r, i , q que están unidos 
por cinco rectas quo son paralelas a las que respectivamente 
unen los cuatro puntos o, m, s, b, por lo que las rectas q t y o b 
serán paralelas; luego si por el punto q se traza la q t paralela 
a R;., y por y la y t paralela a o .y, se obtiene el punto t quo al 
unirlo con k dará ol punto /, no habiendo sido necesario de
terminar el punto p intersección do la resultante R con la K ,. 

Del párrafo anterior se deduce el siguiente procedimiento, 
quo puede considerarse como general: Por el origen fl, se 
traza una paralela a una de las líneas do acción, a la Ry, y por 
ol extremo h otra paralela a la otra línoa do acción, a la R^ 
oslas dos paralelas se cortan en el punto s : por un punto k 
de la R so traza ol polígono funicular cuyo lado extremo cor
tará en y a la R^ determinando ahóra ol punto q, do la intor-
socción do la con la Bj , se traza por esto punto una paralela 
a la RJJ y por y una paralela a la o con lo que se encuentra 
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el punto t, que unido con h da ol /; trazando finalmente las 
o u j o m paralelas respectivamente a i g y k i , so tiene resuel
to el problema. 

Este 2.° caso tiene solución, siempre que las nuevas líneas 
de acción no sean paralelas entro sí, ni concurrentes y en este 
último caso habrá varias soluciones, si la resultante del sis
tema considerado pasa por el punto de concurso. 

[V. PaoriEOAOKS PAUTICULABES DE LOS POLÍGONOS FUNICULARES 
DE FUERZAS PARALELAS. 

49. Además de las propiedades generales establecidas 
(36), los polígonos funiculares de fuerzas paralelas gozan de 
otras propiedades particulares que interesan conocer. 

a) Si se prolongan los lados extremos de dos polígonos Ja~ 
niculares cualesquiera de un sistema de fuerzas paralelas, las 
intersecciones de los lados extremos del mismo orden están sobre 
una recta paralela a la que une los polos. 

Et; efecto, sean A c d e f B y A ' c d' e f B' los dos po
lígonos dados (lig.'1 41), prolongados los lados A c y A ' c 
hasta que se corten, así como los B / y B ' s e tienen los 
puntos r y r'. Como los puntos h y h \ intersecciones de los 
lados extremos de cada polígono, pertenecen a la línea de 
acción de la resultante según lo demostrado (36), resulta 
que los cuatro puntos, h, h', r, r', están unidos por las cinco 
rocías h r, h r \ h h', r h' y h' r , que respectivamente son 
paralelas a las o 6, o a. a h, o' b y o' a que unen los cuatros 
puntos a, h. o, o'; luego la r r sei-á paralela a la o o'. 

Si se trata do equilibrar un sistema de fuerzas para
lelas por otras dos que lo sean paralólas y cuyas líneas do 
acción sean dadas, se obtendrá siempre para éstas el mismo va
lor, cualquiera que sea el polígono funicular considerado, puesto 
quo dichas fuerzas han de ser iguales y directamente opues
tas a las componentes de la resultante según las mismas lí
neas 4e acción y esta resultante no varía. 
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C) Unidos ios puntos A y B {fig.a 41), on cĵ uo los lados 
oxtromos, de uno cualquiera de los polígonos funiculares del 
sistema, cortan a dos rectas paralelas a las líneas de acción 
de las fuerzas y exteriores a ellas, so obtiene la figura cerra
da K G d e f ü . Si se traza ahora una paralela cualquiera a las 
líneas de acción, y que esté comprendida entre A y B, se 
determina sobro la figura corrada un soginonto L T. El [no-
dudo de ente sen me uto, í}')r ̂ a didamid polar correspondiente, es 
una cantidad constante p j i a todas las figuras cerradas análogas. 

En efecto, el segmento L T divide a la figura en dos par
tos, pudiéndose considerar cada una como el polígono funi
cular do las fuerzas quo comprende. Si so considera la parte 
L A T, el polígono funicular será el L A c T, que correspon
de a las fuerzas Rt, igual y contraria a la componente de R 
según A A ' , y la F,'; prolongando los lados extremos L A y 
T c, se tiene ol punto p do la línea de acción do la resultante 
do las dos fuerzas cuyo valor será (12) m. 

Por la semejanza de los triángulos L p T y o m (12) so 
deduce, representado por o la distancia polar, 

= — — o bion L 1 X r' = (12) X l> 

Ahora, p q os constante, puesto que la p p ' quo une el 
punto p con ol / / , determinado por la prolongación de B ' A ' 
y e' d' de otro polígono, os paralóla a las líneas de acción 
Rj y F | (36); por otra parte, m (12) diferencip. entro RL y F, 
os siempre la misma, por sor estas dos fuerzas constantes; 
luego el producto m (12) X P Q 0á siempre constante y por 
lo tanto, también lo os ol producto L T . o . 

d) La relación entre los segmentos L T v/ L ' T' que una 
misma paralela determina sobro dos polígonos cualesquiera, 
correspondientes a dos paralelas l i j y R2 fijas, es inversa a la 
que existe entre las distancias polares correspondientes. 

En efecto, según lo demostrado anterionnento 
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L T 8' 
luego L T , ?> — 1/ T' .o' de donde T, =T- • 

Si en vez de haber considei'ado una paralela, so hubiese 
Lomado una línea de acción cualquiera, por ejemplo, y para 
mayor sencillez de la ñgara, la Fj , el producto del segmento 
Oí e por fi también sería constante o igmal a Ci' c! por V\ repre
sentando, ])iies, por z el segmento de paralela comprendido 
011 el polígono cerrado, o sea entre el polígono funicidar y su 
cuerda, so tiene la expresión 

Esta expresión da el medio de construir el polígono funi
cular correspondiente a una distancia polar dada, conocido 
que sea uno de los polígonos funiculares. En efecto, si í se 
conoce y está trazado el polígono A c fZ <?/B so conocerán los 
diversos valores de z1 como se da o', el de z so deducirá de 
la ecuación 

Trazada una cuerda cualquiera A ' B' y tomando sobre 
las líneas de acción y a partir de aquellas magnitudes y 
uniendo después los puntos marcados sobre las líneas de ac
ción, se tendrá el nuevo polígono funicular A' o (V e f B ' . 

Si so toma o == S', el trazado so aimpiifica por resultar 
entonces z = z . 
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V. CURVAS FUNICU LABES 

r/T) 50.» Definición.—Cuando se tiene un sistema do fuerzas 
cuyas líneas de acción están muy próximas entre sí, los lados 
del polífono funicular correspondiente a un punto cualquio-
ra son muy pequeños y tienden a confundirse con elementos 
de una curva, a medida que vaya siendo menor la distancia 
que separa dos líneas de acción consecutivas. Las curvas lí
mites de estos polígonos funiculares se las denomina curvas 
funiculares, y se las puede definir diciendo que son, los ¡x)! i ga
nos funiculares correspondientes a un sistema de fue)zas, cuyas 
lineas de acción se suceden de una manera continua. 

Como los lados do los polígonos de las fuerzas son parale' 
los a las líneas de acción, si estas se deducen de una manera 
continua, los ángulos que dos lados cualesquiera forman en
tre sí, serán cada vez más obtusos y si se supone que la inten
sidad de las fuerzas sea muy pequeña, el polígono do las 
fuerzas tenderá a confundirse con una curva, a la que so 
llama curva de Jas Jnerza*. y que tendrá un radio de curvatu
ra infinito, cuando so considere un sistema de fuerzas para
lelas. 

En las definiciones anteriores se deduce, quo todas las 
propiedades relativas a los polígonos funiculares son también 
aplicables a las curvas, puesto que aquellas so han estableci
do de una manera general, sin tenor para nada on cuenta ni 
la magnitud de las fuerzas, ni la distancia que separa cada 
dos líneas de acción. 

/V& 51. Propiedades particulares de las curvas funiculares.— 
Como los radios polares son paralelos a los lados del polígo
no funicular y estos son elementos diferenciales de una cur
va, resulta que aquellos serán paralelos a las tangentes a la 
curva en el punto correspondiente y do igual modo las lincas 
de acción do las fuerzas serán paralelas a las tangentes de las 
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curvas de fuerzas. Así (fig. 42), sea A B la curva funicular 
correspondiente al polo o y a la curva do fuerzas a h; si se 
traza un radio polar cualquiera o m so obtendrá el punto M 
coi-respondiente al m, determinando la tangente a la A R que 
sea paralela a o m: o inversamente, si se quiere detorinitiar el 
puntó a b correspondiente a N, se trazará la tangente a A B 
en N y por o se traza un radio polar o h paralelo a dicha 
1,•ingente, obteniéndose de este modo el punto n correspon
diente al N . 

a) Consideremos ahora dos puntos m y n de la curva a h: 
cualquiera que sea la distancia que medie entre los dos pun
ios considerados, la línea m n que los une representa la inten
sidad, dirección y sentido déla resultante de las fuerzas cu
yas líneas de acción están comprendidas entre los puntos M 
y N de A B y como las tangentes M h y N h son los lados 
extremos del polígono funicular correspondiente al conjunto 
do l'uorzas comprendidas entre M y N, el punto h, en que di
chas tangentes so cortan, pertenece a la línea de acción de la 
resultante; luego trazando la B1 paralela a la cuerda m n, se 
tendrá la línea de acción de la resultante. 

La resultante total se obtendrá, pues, trazando por A y E 
las tangentes respectivas, las que serán paralelas a los radíos 
polares extremos do [a curva a b, y tirando después por el 
punto de intersección do las tangentes una paralela a la cuer
da de la a b. 

Las consideraciones anteriores prueban, que si se cireuns-
cribe a una curva fiin/rnlnr un poligouo de un número cualquie
ra de lados-, con la única condición de que los lados extremos sean 
tangentes en las extremidades de la curva, el sistema ilimitado de 
fuerzas considerado, se habrá reemplazado por un número finito 
de fuerzas, que serán las resultantes parmaHes de las que ohrán 
entre los puntos de contacto de la curva y del polígono. 

Esta propiedad permitirá, en cada caso, reemplazar la 
curva funicular por el polígono funicular más apropiado ala 
resolución del problema de que se trate, 

b) Como las tangentes en A y b (fig. 43), han de ser 



— 6 3 — 

paralelas a los radios polares o a y o b y estos representan los 
valores de las dos oomponontes de la resultante a b, que con
tados en el sentido b o y o a equilibran al sistema propuesto, 
resulta, que, a condición de no variarlas' tangentes en A y R el 
sistema de fuerzas se podrá reemplazar por otro eqaivaJente. A s í 
el sistema de fuerzas que corresponde a Ja curva funicular 
N y de fuerzas M, os equivalente al que determinan las cur
vas N ' y /¿', puesto que los dos son equivalentes al sistema 
formado per las dos fuerzas a o y o b. componentes de la re
sultante a h que os constante. 





CAPITULO ÍV 

SiSTE/AAS A R T I C U L A D O S Y CONSTRUCCIÓN 
D E /nO/AENTOS 

I . SISTEMAS ABTICÜLADOS 

5>. Definición de las figuras geométricas formadas por tos 
sistemas articulados.—Si se considera un conjunto de varios 
cuerpos quo tengan todos un plano común de simetría, sobro 
el cual obran las fuerzas quo los solicitan, estando unidos 
entre sí por medio de articulaciones, se tendrá un sistema ar
ticulado: este sistema, en cada caso, adoptará, una forma espe
cial correspondiente al equilibrio del sistema de fuerzas for
mado, por las que actúan directamente y por las acciones 
interiores que se originan. 

Para hacer el estudio de las condiciones de equilibrio do 
los sistemas articulados, se suponen a los cuerpos que los for
man, reducidos a prismas o barras cilindricas de pequeña sec
ción, por lo que se denominan barras o harillas, que serán ios 
lados de la figura que se toma el sistema. Si se supone que las 
barras carezcan de dimensiones transversales, o sea que se re
duzcan a simples líneas, todo sistema articulado se converti
rá en una figura geométrica, cuyos lados son barras y sus vér
tices son las articulaciones que ligan las barras entre sí. 

Puede ocurrir que en un vórtice concurran más do dos ba-
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rras y entonces se dice que forman un nudo, y también, que 
por las circunstancias de equilibrio do las fuerzas que obran 
sobro el sistema, varios vértices estén sobre una misma di
rección; los lados en este caso, serán las partes de barras 
comprendidas entre dos vértices consecutivos. 

Aun cuando en general, los cuerpos que forman el sistema 
articulado se reducen a simples barras, es necesario no olvi
dar la definición dada, según la cual, los cuerpos pueden afec
tar una forma cualquiera, es decir, que los cuerpos conside
rados pueden a su vez estar formados por otro sistema de 
barras, lo que permite hacer más soncillo el estudio del siste
ma articulado primitivo. 

53. Clases de figuras geométricas que se consideran en es
tática gráfica.—Refiriéndose las figuras geométricas a los sis
temas articulados en equilibrio, es necesario que cumplan 
ciertas condiciones, a fin de que se las pueda aplicar los prin
cipios establecidos. 

Es fácil demostrar, que si el sistema está en equilibrio, ca
da una de sus partes lo estará también bajo la acción de las 
fuerzas que obran directamente sobre ella y de las acciones 
interiores que provienen de las demás. En efecto; sea A {figu
ra 44), uno de los cuerpos que forma parte do un sistema arti
culado en equilibrio, unido a los restantes por las articula
ciones a y b: siendo rígido y no actuando fuerzas exteriores, 
permanecerá en equilibrio bajo la acción de las fuerzas que 
se desarrollen según a b y que actuarán en sentido contrario, 
bien tendiendo a separar los puntos a y b, en cuyo caso se 
llaman tensiones, o bien tienden a que se acerquen dichos 
puntos, originándose ijrmones. En ambos casos la rigidez de A 
impide su deformación, no habrá, por lo tanto, inconveniente 
en reemplazar dicho cuerpo por otro, que sea una barra cilin
drica o prismática y que tonga la resistencia conveniente 
para no ser deformada bajo la acción de las fuerzas que so 
originan en la dirección a b. 

Si el cuerpo A se encuentra sometido a la acción de un 
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sistema de fuerzas, cuya resultante sea F, se podrá siempre 
descomponer a ésta en dos que le sean paralelas y que estén 
aplicadas en a j b y aplicando en dichos puntos dos iguales 
y de sentido contrario, el cuerpo A se encontrará también en 
equilibrio bajo la acción de las fuerzas interiores origínalos en 
el sentido a 6 y las reacciones — F 1 j — F2 que se desenvuel
ven en las articulaciones. 

So deduce, pues, que siempre que un sistema articulado 
oslé en equilibrio, cada uno de los cuerpos que lo forman tam
bién lo esté* considerando todas las fuerzas que sobre él actúan. 

54. Si se consideran dos cuerpos A y B (fig. 44), el siste
ma por ellos formado estará también en equilibrio bajo la 
acción de las fuerzas F y F ' y las reacciones (pie so originan 
en b' y a, y como el B se reduce también a una barra, so 
formará la línea poligonal b' b a que estará también en equi
librio bajo la acción de las fuerzas. 

Descompuestas la F y F ' en sus componentes aplicadas en 
rt; b y b', compuestas las que actúan en b y conocido el senti
do de las reacciones en b' y a: a la línea poligonal a b b', se la 
puede considerar como un polígono funicular do las fuerzas 
consideradas, de las que únicamente son desconocidas las reac
ciones en a y 6 ' ; luego para poder trazar el polígono de fuer
zas correspondiente, es necesario que exista una relación 
determinada entro las dos figuras, es decir, que las dos figu
ras deben satisfacer a las condiciones de reciprocidad estable
cidas ( 4 3 ) . 

De lo anterior se deduce, que las condiciones a que deben 
satisfacerlas figuras geométricas, son las siguientes: 

1.a Que cada lado pase por lo monos por dos vórtices. 
ií.'1 Que cada nudo comprenda por lo menos tres lados, y 
;3.íl Que, entre los sistemas de figuras corradas qne com

prenda, exista por lo menos una cuyos lados formen parto do 
otras dos solamente. 

Así, A B C 1) E F (fig, 45), puede representar un siste
ma articulado, por cumplir las condiciones anteriores. En 
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efecto, la figura considerada puede descomponerse en varios 
polígonos cerrados, pero entre todas estas descomposiciones, 
la que satisface a la 3.a condición es, el polígono exterior y los 
seis interiores, puesto que cada lado A B, por ejemplo, for
ma parte solamente del polígono A B D E F y del triángulo 
o A B: lo mismo puede verse para otro lado cualquiera. Ade
más la 1.a y 2.a condición quedan también satisfechas, puesto 
que cada lado pasa por dos vértices y en cada vórtice concu
rren tres lados. 

En el caso de estar formada la figura por el contorno ce
rrado A B C D {jig. 46) y las líneas que unen los vértices con 
los dos puntos o y o', únicamente se pueden considerar los 
cuatro triángulos que tienen su vórtice en o', puesto que las 
figuras cerrarlas por ellos determinadas, cumplen las tres 
condiciones. 

55. División de las figuras geométricas.—Las figuras geo
métricas 'so dividen en dos grupos: 1.° Figuras deformahles, 
llamándose así a las figuras cuyos ángulos pueden variar 
conservando sus lados una longitud constante. 2.° í i g u r a s 
indeformables, cuyos ángulos quedan determinados cuando se 
fijan las longitudes de sus lados. 

Las figuras indeformables se clasifican a su vez en: 1.° 
exfnetamente indeformables o definidas deforma, que son aque
llas que dejan de ser indeformables cuando se suprime uno 
cualquiera de sus lados; y 2.° de lineas sobrantes, las que con
tinúan siendo indeformables después de haberles suprimido 
uno o algunos de sus lados. 

Así, por ejemplo, un cuadrilátero será una figura defor-
mable, puesto que sin variar la longitud de sus lados ni su 
orden de colocación, se puede modificar el valor de sus ángu
los: la figura formada por un cuadrilátero y una de sus dia
gonales, pertenece al l.cr grupo de las indeformables, puesto 
que dada la magnitud de las líneas, los valores de los 
ángulos quedan determinados: finalmente, la figura formada 
por un cuadrilátero y sus dos diagonales, os una figura do 
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lincas sobrantes, puesto que so puede suprimir bien un lado 
o bien ana diagonal sin que se modifiquen las posiciones de 
los lados restantes. 

56. Condiciones que definen la naturaleza de las figuras 
geométricas.—Sea A B C D E (//#. 47), un polígono cual
quiera: trazadas las diagonales coi-respondientes a un vértice 
cualquiera, tal como E, se le habrá descompuesto en t r iángu
los. Si se considera la figura formada por los lados del polí
gono y las diagonales trazadas, se (¡ene una figura estricta
mente indeformable, puesto que está constituida por una su
cesión de triángulos que son estrictamente indeformables. 

Por cumplir la condición anterior, el número de lados de 
la nueva figura será el justamente preciso para poderla cons
truir, siendo su valor igual a la suma del número de lados 
primitivos y el de diagonales trazadas, o sea representando 
en general por m el total do lados y por n el de vórtices, 

m ~ u + « — 3 = 2 M — 3 

puesto que el número de lados de la figura considerada os 
igual al número de vórtices y el de diagonales es igual á 
óste disminuido en tros unidades. 

Suprimida la diagonal E B, por ejemplo, la figura estará 
entonces formada por un cuadrilátero y varios triángulos y 
como el cuadrilátero es una figura deformable, la figura que 
ha resultado será también deformable; en este caso el número 
de diagonales será n — 2 y como consecuencia m <^2 n — 3. 

En vez de suprimir una diagonal, se puede aumentar otra 
o varias, por ejemplo, la AC, la nueva figura estará formada 
por el cuadrilátero A B C E , con sus dos diagonales y varios 
triángulos y como el primero os una figura de líneas sobran
tes, la total será de la misma clase: como el número de dia
gonales se ha aumentado en una, se tiene que m ̂ > 2 n ~ B. 

57. Sea, en general, una figura formada por una sucesión 
de M triángulos (fig. 48), cuyos lados son conocidos. Desde 
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luego la figura será estrictamente indeformable y para osla-
blocer la relación que existe entre el número de lados y el do 
vértices, basta tener en cuenta que, para trazar la figura, se 
necesitan, primero, tros lados para construir uno cualquiera 
de los triángulos, y segando, que para trazar ios restantes, 
únicamente se necesitan dos, es decir, que el total de lados 
será, representado por m dicho número, 

Mt = 8 + 2{M - 1) 

on cnanto al número de vórtices será la suma do los tros del 
primer triángulo y uno para cada uno de los restantes, o sea 

« = 3 + (M - 1) 

y eliminando M entro estas dos ecuaciones, so tiene final
mente 

m — 2 u — 3. 

Se deduce, pues, que la condición necesaria y suficiente 
para que una figura sea estrictamente indeformable, os. que 
el námero de lados sea igual al doble del número de vértices dis
minuido en tres unidades. 

Si el número de lados es menor que dicho número, la 
figura será áeformable y si os mayor, será una ligara de 
líneas sobrantes. 

I I . MOMENTOS DE FUEHZAS SITUADAS EN UN PLANO 

58. Representación gráfica del momento de una fuerza.— 
So llama momento do una fuerza con relación a un punto do 
su plano, al producto del número que expresa su intensidad 
por la longitud de la perpendicular trazada por dicho punto 
a la dirección do la fuerza. 

Si con arreglo a escala, se toma un segmento rectilíneo 
que represente la fuerza y con la misma escala se mide la 
distancia de su dirección al punto con respecto al cual se 
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toma el momento, teniendo en cuenta lo que se dijo en el pá
rrafo 11, se podrá obtener una magnitud rectilínea que re
presente el valor del momento, hallando una cuarta propor
cional a las magnitudes que respectivamente representan la 
intensidad de la fuerza, su brazo de palanca y la unidad. 

Así, ú a b representa la intensidad de la fuerza y o el 
punto con respecto al cual se toma el momento y od el brazo 
do palanca, tomando a partir de] c, eoh igual á la unidad 
(fig. 49), y OÍ Í¿ — o c la magnitud A B, de la paralela a ab 
trazada por d e interceptada por las líneas ova J o1 h, repre
sentará geométricamente el momento de la fuerza con res
pecto al punto OÍ puesto que los triángulos semejantes a h 
y OÍ A B dan la relación 

- ^ - = de la cual A B X c Oí = a 6 X ^ 0i co, (lo1 1 • 

y como c oj = 1 y abX d Oj = Mt V 

resulta A B = M1 F o bíon A B X 1 ••= M1 F. 
o o 

Esto prueba que la magnitud A B, se puede considerar 
como la intensidad de una fuerza que, obrando con un brazo 
de palanca igual á la unidad, produzca el misino efecto que 
la fuerza considerada F, obrando con un brazo de palanca oo1 

Se ha supuesto para la demostración anterior, que tanto 
las fuerzas como la» distancias están medidas con la misma 
escala, pero no es necesario que tengan la misma unidad de 
medida, aparte de no ser conveniente por la excesiva dimen
sión que tomará el dibujo a poco considerable que fuese la 
intensidad de la fuerza; en efecto, si se toma a h en la escala 

— v la o, d en la — se tendrá 
m ' n 

a h A B 

c OÍ ÍZ o, 
n n 
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de donde 

A B c Oj ah y/^ai 
m n m n 

luego para que eJ producto sea homogéneo, es preciso < | U o 
m ' = ?7ij o lo (|ae es lo mismo, que midiendo A B en la mis
ma escala que ah, siempre A B representará el momento 
pedido. 

59. Procedimiento general para la delerminación gráfica 
del momento de una fuerza.—El procedimiento que so acaba 
de exponer, para la representación gráfica del momento, es 
muy sencillo, pero en las aplicaciones de la Estática gráfica, 
os aún más cómodo proceder del siguiente modo: 

Sea F (fig. 50), la línea de acción de la fuerza considerada 
y o el punto con respecto al cual se quiere hallar el momen
to. Trazado el polígono de las fuerzas, que en este caso so 
reduce a la magnitud a b, que expresa la intensidad y senti
do de la fuerza considerada y elegido el polo o, se tendrá ol 
])olígono funicular correspondiente A c B; si se traza ahora 
por el punto O, una paralela a la línea de acción de F, el seg
mento m n. interceptado por el lado A c y la prolongación 
del Be, multiplicado por la distancia polar o d, representa en 
magnitud y signo el momento de la fuerza con respecto al 
punto O. 

En efecto, siendo semejantes los triángulos m r n y a o b, 
so tiene 

—^ = —- do (lomlo aoX3 = m » X o a 

y como a b representa la intensidad do la tuerza y o ol brazo 
do palanca, el producto ab y^h será ol momento con respecto 
a o; so tiene pues, 

M1 F = m u X o (l 
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Si no varía la posición dol 0, el valor dol momento tam
poco variará, y como m n y o d cambian de valor con ol polo 
elegido, es necesario probar que para un mismo punto o ol 
producto del segmento interceptado por los lados del polígo
no funicular por la distancia polar, es siempre el mismo cual
quiera que sea el polo considerado. Esto es evidente, puesto 
que al comparar los triángulos semejantes que se forman, 
darán siempre, para valor del producto considerado, el pro
ducto a 6 X ^ I11® permanece constante. 

Si se emplean distintas escalas para las fuerzas y las lon
gitudes, JU n deberá medirse en la escala de las fuerzas a fia 
de que el producto m n \ o d sea homogéneo con el momento, 
y si se hace o d — 1 , la reprentación del momento será m n. 

Para que el signo dol momento quede siempre determina
do, hay que establecoi1 los dos convenios siguientes: 1.° se 
considerará a m n como positivo cuando tenga el mismo sen
tido que la fuerza y como negativo cuando se cuento en sen
tido contrario; y 2.° el signo de la distancia polar o d será 
contrario al del momento de a h con relación a o. Así, para el 
punto O, m n es positivo, y o d positivo, luego el momento será 
positivo; para el punto O', m 'n ' es negativo y como o es 
positivo, ol M*]?<CO; finalmente, si el punto eso*, como 
m" n" <Co y o d ^> o, el momento será negativo. 

60. Mome.ito de fuerzas c o n c u r r e n t e s . — e a í o . — S e a 
primero, el caso de dos fuerzas Fí y ¥2, concurrentes en los 
límites del dibujo: construido el polígono de las fuerzas, so 
encontrará {fiff, 61) a b que da la intensidad y dirección do 
la resultante, cuya línea de acción será la C R. 

El momento de las fuerzas con relación al punto o, es el 
mismo que el momento do su resultante 11 coa relación al 
referido punto, luego el caso presente se reduce al anterior
mente considerado. 

Si se toma como polo el vértice 12, el valor del momento 
so obtendrá multiplicando la magnitud m n por la distancia 
12 — e. 
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Si so eligo el punto o, situado a la unidad do distanciado 
a b, como polo, so t e n d r á en m' n ' ol valor dol raonientG, ha
biéndose bocho la cons t rucc ión expuesta en ol párrafo ya c i 
tado, siendo preciso ahora demostrar ([ue 

m « X (1 2 — e') = m' »• X o e. 

Para olio so tiene, que, por la primera cons t rucc ión , 

m » X.( l 2 — e') = a i X o 

siendo ¡5 la distancia del punto o, con respecto al cual se 
toman los momentos. 

Por la segunda cons t rucc ión 

ni' u ' X e — a 6 X S 

luego so tendrá que verificar la igualdad 

m n X (1 2 — e") = m' »' X o e 

y como o e se toma igual á la unidad, resulta 

m )¿ X (1 2 — e') = ÍÍÍ' »' X «• 

Si en Ingar do hacer o e — u se toma una magni tud cual
quiera, esto es. si el polo o es uno cualquiera del plano, el 
momonto de las fuerzas dadas so o b t e n d r á siempre m u l t i p l i 
cando la magni tud mn, correspondiente al polígono funicular 
do o, por la distancia de éste a la dirección de la resultante, 
luego para deducir ol momento de dos fuerzas concurrentes 
f j , Fg no es necesario determinar el punto de intersección 
de sus líneas do acción, bastando determinar un polígono fu
nicular cualquiera y encontrar la magnit ud m'n ' en la forma 
ya explicada. 

('orno siempre so verifica que 

R — — Ml P. - f M1 F, o o 1 ' o ¿ 
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y los momentos dé Fj y F2 tionon por valores 

M j F , - l X o i = - - M X « i 

MÍ V2 = 2 X o.» ^ M' X «2 

j'o^i'cseiitándose por ^ y 2̂ las distancias do o a la dirección 
de las fuerzas y por % y a2 las alturas de los triángulos o a. 
(12) y o b (12), relativos á los lados 1 y 2, como 

M* R = n i ' n ' X ^ e 

se tendrá, por ser constantes los productos 1 X ^ Y - X ^ , 

m' n ' X o e == — M X fti + M' X «2 

caso. Si se consideran varias fuerzas concurrentes, 
como el momento de dos cualesquiera de ellas es igual al 
momento de su resultante, así como el momento de esta re
sultante y otra cualquiera de las fuerzas que quedan, es 
igual al momento de la nueva resultante, y así sucesivamen
te, so deduce que para obtener el momento de un sistema do 
fuerzas concurrentes, se determina el polígono de las fuerzas 
y el funicular correspondiente a un polo cualquiera y el mo-
monto do la resultante con respecto al punto elegido, detor-
m i nado en la forma expuesta en el caso primero, será el 
momento podido. 

61. Momento de un sistema de fuerzas paralelas.— Sean 
Fij F3, Fs las fuerzas dadas (figt 5,9); trazado el polígono de las 
fuerzas y el funicular correspondiente al polo o, si se desea 
obtener el momento con respecto al punto 0, trazada la m 11 y 
prolongados los lados extremos A 6 y B d, se tendrá en m n el 
valor del momento si la distancia polar o ñ es igual a la unidad. 

En efecto, se sabe que el momento de un sistema do fuer
zas os igual al momento de su resultante, y como aquél está 
formado por la suma de momentos, habrá que demostrar que 

m » X c o = MÍ F , + Mj F2 + MÍ V\ 
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Siguiendo ol método establecido para determinar el mo
mento de una fuerza, se tiene, por ser constantes las alturas 
de los triángulos que tienen por vértice el panto o, y por 
bases 1, 2, ote, 

Mj F , = n «i X o c 
Mj Fa — »j »'2 X O C 
Mj F3 = JJ/ X « c 

y sumando resulta 

S M* F = {n, íí] -|- JÍJ ns + Wl) f> c = i"- » X o c 

luego ijiioda demostrado lo que se quería. 
Si el punto o estuviese entre las líneas do acción de las 

fuerzas, teniendo presente el sentido de los momentos, fácil
mente se llegaría al misino resultado. 

62. Caso particular de dos fuerzas paralelas e iguales.— 
En esto caso ol polífono funicular tiene sus lados extremos 
paralelos, lo que da un punto en oí infinito para aplicación 
de la resultante; pero como el momento de ésta ha de ser 
Igual al de las fuerzas que forman ol sistema, aplicando a 
cada una Jo expuesto, so tiene {fiy. C)S) 

MSF2 = (~ n M , ) X o e ) 

luego el momento se obtiene siguiendo Ja regla general. 

63. Momento de fuerzas situadas de un modo cualquiera 
en un plano.—Por oslar situadas en un plano, dos cualquiera 
do ollas podrán cortarse, la resaltante de estas podrá cortar a 
otra cualquiera o ser paralela; la nueva resaltante estará 
también on uno de los casos anteriores y como ya se ha do-
mostrado (60 y 61) la manera do determinar los momentos 
on cada caso y so sabe que el momento do la resultante es 
siempre igaal a la suma de los momentos de las componen
tes, resulta que bastará encontrar ol momento de la resultan
te, siguiendo ol procedimiento establecido. 



— 77 — 

Así {fig. 54), el momento dol sistema de fuerzas J?u F?, 
F3, Ft con relación al punto O, se obtendrá trazando el polí
fono de las fuerzas a 1 2 3 4 6 y el funicular A c d e / B co-
rrespondiente al polo o: prolongando los lados extremos se 
tiene en h un punto de R y trazada ésta y O n paralela a ella, 
se encontrará el segmento m n que multiplicado por la distan
cia de o a la dirección a b, da el momento pedido. 

La figura anterior ])ormite determinar los momentos par
ciales de cada una de las fuerzas consideradas, puesto quo 
cada una de ellas es la resultante de las tensiones que se 
desenvuelven en ios lados del polígono funicular. 

En todos los diferentes casos estudiados, se tendrá pre
sente la sencilla regla de signos establecida. 
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CAPÍTULO V 

DETER/A1 NACIÓN GRÁFICA D E L C E N T R O D E G R A V E D A D 
D E L A S LÍNEAS, S U P E R F I C I E S Y V O L Ú M E N E S 

I . CENTRO BE FUERZAS PARALELAS 

64. Consideraciones generales. -Se sabe por Mecánica, 
que el centro de gravedad de un cuerpo, es el punto ideal por 
el cual pasa constantemente la resultante de las acciones 
ejercidas por la pesantez, sobre los diversos puntos materia
les que constituyen el cuerpo considerado, independiente
mente de la posición que este ocupe en el espacio. 

La definición anterior lia sido establecida en la hipótesis 
do considerar como líneas paralelas, a las verticales que pa
san por los diferentes puntos del cuerpo, en dirección do las 
cuales se ejerce la acción de la gravedad: esta hipótesis so 
puede admitir como exacta cuando las dimensiones de los 
cuerpos no sean exagerados, como ocurre con los que se em
plean en la práctica. 

E l centro de gravedad, tal como se acaba de definir, pue
de ó no pertenecer al cuerpo considerado, siendo dependiente 
de la forma que éste afecte, pero siempre ocupa la misma 
posición con respecto a las diferentes partes que lo integran, 
cualquiera que sea la inclinación o giro que se le dé. es decir, 
que el centro de gravedad es siempre un mismo punto. 

De las consideraciones anteriores se deduce que la deter
minación gráfica del centro do gravedad do un cuerpo, se 
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puede efectuar mediante los principios de Estática gráfica, 
puesto que el problema se reduce a encontrar el punto de 
aplicación de la resultante de un sistema de fuerzas parale
las, que actúan sobro los demás puntos de un sistema mate
rial invariable. 

65. Determinación del centro de un sistema de tuerzas pa
ralelas.—Cuando se tienen varias fuerzas paralelas, actuando 
sobre diferentes puntos materiales invariablemente unidos 
entre sí, su resultante pasa constantemente por un punto que 
goza de la propiedad de ser siempre el mismo, cualquiera 
que sea la posición de la directriz de las líneas de acción de 
las fuerzas, denominándose por esta razón, centro del sistema 
de fuerzas paralelas considerado. 

Esta importante propiedad es general para cualquier sis
tema do fuerzas paralelas; por lo tanto, es aplicable aun cuan
do parte de las fuerzas actúen en sentido contrario a las de
más, así como también en el caso de que los puntos de apli
cación no estén sobre un mismo plano. 

a) Sean primero, dos fuerzas paralelas del mismo sentido 
y de intensidad conocida, cuyas líneas de acción F i y F2 
{fig. 54), pasan por los puntos a j b invariablemente unidos 
entre sí. Aplicando lo establecido en el caso 2.° del párrafo 
20, o bien por lo expuesto en el 1.° del 48, se obtendrá fácil
mente la resultante, cuya línea de acción R corta á la recta 
a b en el punto c, que la divide en los segmentos a c j cb in
versamente proporcionales a las intensidades de las fuerzas^ 

Si se supone que las líneas de acción de las fuerzas, giran 
un mismo ángulo a alrededor de los puntos de aplicación a y 
b, permaneciendo parálelas, el punto en que la línea de acción 
de la resultante corta a la transversal a b, tendrá que ser el 
mismo punto c anteriormente encontrado, puesto que la in
tensidad de las fuerzas no se ha modificado y los segmentos 
que la nueva resultante determina sobre a b, han de guardar 
la misma relación que antes de haber dado el giro a las 
fuerzas. 
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Si on lagdr do modificar la dirección de las fuerzas, sé 
cambia la posición de la recta a b, sobre cuyos extremos si
gnen actuando las mismas fuerzas paralelas anteriores, el 
punto r, en que la resultante corta a dicha recta, permaneco 
sobre ella invariable, puesto que los segmentos a c y cb, han 
de estar en relación inversa de las intensidades de las fuer
zas y estas no han variado. 

LVsulta, pues, que el punto do aplicación de la resultan
te de las fuerzas considoradas, es invariable en ol caso que 
so estudia. 

Como so ha de verificar que 

F, F, , . F, b c = — - o bien -TT- = — , n c o c i<2 nc 

si se modilloan las intensidades de las fuerzas de modo que 
su relación permanezca invariable, el punto de aplicación do 
la resaltante tampoco variará: en el caso de que las fuerzas 
sean iguales, el punto c, será el punto medio de la recta a b. 

La relación anterior, pone también de manifiesto que si, 
sobre la recta a b, y en el plano de las fuerzas, se construye 
el triángulo <i d b, de modo, que los lados a d y dh sean res
pectivamente proporcionales a Y2 y la recta d c será la b i 
sectriz del ángulo a d b. 

Esta propiedad, a la vez que indica u n nuevo procedi
miento para la determinación gráfica del punto e, expresa la 
Invariabilidad do su situación sobro la recta a b cuando úni
camente se modilica la dirección de las fuerzas. 

b) En el caso de que las dos fuerzas paralelas tengan sen
tidos diferentes, repitiendo cuanto se acaba de decir, se vería 
fácilmente que su centro era invariable, pudiendo aplicarse 
también a este caso la última demostración, por lo que se 
vería, que el punto de aplicación de la resultante se deter
mina por la intersección de la bisectriz del ángulo exterior 
en d con la prolongación de la recta a 6, porque en este caso 
los segmentos son substractivos. 

En el caso particular de que las dos fuerzas consideradas 
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soan de la misma latensidad, como fbrrñah an par, su cóntro 
estará en el infinito. 

C) Sean, ahora, tres fuerzas F2 y Fy, cuyas líneas de 
acción son paralelas, padiendo tener las ti-es el misino senti
do o una de ellas sentido diferente de las otras dos: estas fuer
zas, obran sobre tres puntos invariablemente unidos entro 
sí, los cuales pueden o no estar en línea recta. Secrún Jo que 
se acaba de exponer, es evidente que el centro do dos fuer
zas cualesquiera, las F i y F3, por ejemplo, es invariable cual
quiera que sea la dirección de las líneas de acción de ellas7 
con la condición de permanecer paralelas y no modificarse su 
intensidad: si se compone esta primer resultante con la Fn, 
es también cierto que no variará el valor de la nueva resul
tante ni su punto de aplicación, cuando se modiíique la direc
ción general de las líneas de acción, dentro de las condicio
nes establecíílas, y como la última resultante lo es también 
del sistema de fuerzas paralelas considerado, se deduce quo 
su centro permanece invariable. 

La demostración anterior fundamentada sobre principios, 
racionales, se puede también establecer del siguiente modo: 

Sean A, B y c {fig. 55% los puntos invariablemente uni
dos entre sí, a que están aplicadas las tros fuerzas considera
das y cuyas líneas de acción son Fj , F2 y F8; componiendo 
las dos primeras darán la resultante Rl aplicada al punto a 
de la recta A B, de modo que los dos segmentos a B y a A 
cumplan con la condición: 

Fj F2 . . . . F, + F, A B 
T-¿=«=—f 00 la que se deduce —i-rí—í = A aB a A « A 

Encontrando, ahora, la resultante de y F;5, se obtiene la R, 
resultante final, que obrará sobre el punto o, de la recta 
« C, a la que divide en los segmentos o a, y o G que cumplen 
con la igualdad 

Ri i's 1 1 1 1 F 3 0 a — i do la que so deduce —T̂ TT" ~ oC <> n i " ! + r 2 o Q 
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Pam demostrar que el punto permanece invariable cual
quiera que sea el orden establecido para la composición de 
las fuerzas consideradas, basta probar que uniendo el punto 
o, con ol A, la recta o A prolongada, determina sobre el lado 
C B dos segmentos fe B y 6 C, que cumplen con la con
dición 

F3 = &B 
F2 6 C 

y para ello, considerando el triángulo a B C, cortado por la 
transversal A í> se tiene la expresión 

A B o a 0 |)ien ^ o a _ 6 B 
« A ' o C ' f t B ' a A ' o C 6C 

y sustituyendo en el primer miembro, en lugar de las rela

ciones —3 y 0 ̂  sus iguales en función de las tuerzas y 

suprimiendo factores comunes, se obtiene la relación 

luego si se hubiese compuesto primero Pj y Fg y su resul
tante el punto o sería el mismo. 

De un modo análogo se vería que el punto o permanece 
constante cuando se hiciera la composición de F j y F3 y la 
de osta resultante y la F2. Claro es, que si giran las fuerzas 
dadas un mismo ángulo alrededor de su punto de aplicación 
do modo que sus líneas de acción sigan siendo paralelas, aun 
cuando no estén en un mismo plano, su centro no habrá va
riado sobre el plano que determinan los puntos de aplica
ción. . 

dj Cuando el número do fuerzas sea superior a tres, pue
de sucede]' que todos los puntos de aplicación estén sobre un 
mismo plano o que se encuentren sobro planos diferentes. 

Si los puntos sobro que actúan las fuerzas están situados 
sobre un plano, ol centro estará sobro él, puesto que agru-
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pando las fuerzas tres a tros, los centros parciales penmine-
cen invariables según se ha visto (r), sobre el plano, luegó ol 
centro del conjunto total tampoco variará sobre dicho phmo. 

Si los puntos do aplicación se hallan en diferentes planos, 
es fácil demostrar que el centro de las fuerzas paralelas 
considerado permanece invariable. En efecto; sean, primero, 
cuatro fuerzas, cuyas líneas de acción son Fu F2, Fg y F4 
(fig. 50) que actúan constantemente sobre los puntos A, B, 
C y J), que no están sobre un mismo plano, pero se encuen
tran a distancias invariables entre sí; uniendo estos pontos, 
so tiene el tetraedro A B 0 1). sobre cuyas caras A B T) so 
determinará como se ha expuesto anteriormente el centro d 
de las fuerzas ~F1 F2 y F3 que obran en los vértices A, B y 1) 
de dicha cara, así como sobre la recta d C so encontrará el 
punto O de aplicación de la resultante final H; este punto 0 
es el centro del sistema de fuerzas considerado, siendo ahora 
preciso demostrar que os siempre el mismo, cualquiera qno 
sea el orden de composición que se establezca. Para fijar el 
punto f?, se ha unido a, centro de las fuerzas Fj y F2 con D, 
por lo cual la recta d C está situada en el plano « D C; unien
do el punto D con el punto O, la recta D O corta a la a C en 
un punto tal como el d' situado en la cara A C B, que es el 
centro de las fuerzas aplicadas en A, C y B: puesco que la 
recta 1) O os una transversal del triángulo (i d G se tiene 

h\ d' a 
F, + F2 fV C 

lo que prueba que habiendo compuesto primeramente las 
fuerzas 'F^ F4 y r3, y luego la resollante de estas con la Fa 
se hubiese obtenido el mismo punto O para centro del siste
ma. Además, la d C es intersección do los planos 6 B C y 
a í) C y como ol punto O se ha do encontrar sobre la recta 
B ¿T, situada en el plano 6 B C así como en el B D C, resulta 
que el centro 0 es el punto de intersección do los tres planos, 
a D C, 6 B C y B D C, cuya posición es invariable; luego el 
centro 0 os invariable. 



— 85 — 

Cuando el núinoro tle fuerzas sea glande, agrupándolas 
cuatro a cuatro, se obtendrían varias resultantes parciales 
cuyos puntos de aplicación permanecerían invariables y efec
tuando la misma operación con las resultantes parciales, se 
encontraría la resultante final cuyo punto de aplicación, o sea 
el centro de las fuerzas, ocuparía siempre el mismo lugar en 
el espacio. 

6) En todos los casos que se acaban de estudiar, la aplica
ción de los principios de la Esiática gráfica no ofrece dificul
tad, por tratarse solamente de relaciones entre magnitudes 
lineales. 

66. Como las demostraciones establecidas en el número 
anterior son generales, se puede decir: que el centro de un 
sistema de fuerzas paralelas, aplicadas á un conjunto do pun
tos fijos situados de un modo cualquiera en el espacio, es in
variable e independiente do la dirección general de las fuer
zas, con tal de que estas tengan siempre la misma intensidad 
y estén aplicadas al mismo punto. 

11. CENTROS DE GRAVEDAD 

67. Método general. -Puesto que los cuerpos materiales 
no son otra cosa que un conjunto de puntos materiales y la 
acción de la pesantez se puede considerar como un sistema de 
fuerzas paralelas, resulta que la determinación del centro de 
gravedad se reduce a encontrar el centro de un sistema de 
fuerzas paralelas, pero como el número de puntos materia
les de un cuerpo es ilimitado, para la aplicación de los princi
pios de la Estática será necesario reemplazar las acciones de 
la pesantez por un número finito de fuerzas paralelas que le 
sea equivalente. 

En primer lugar hay que considerar que los cuerpos son 
rígidos y homogéneos, pues en el caso de que estas dos con
diciones no se cumplan, se podrán descomponer en diferentes 
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partos que las satisfagan. Además, quo las líneas y suporficios 
deben ser consideradas como materiales, esto es, formadas por 
puntos materiales, admitiéndose que la gravedad so ejerce 
sobre ellas en razón de sus dimensiones. 

En segundo legar, es necesario descomponer el cuerpo en 
diversas partes y reemplazar en cada una de ellas, la acción 
ejercida por la gravedad por una fuerza única que lo soa 
equivalente, con lo cual el conjunto total de la acción de la 
pesantez queda reducido a un número limitado de fuerzas pa
ralelas. 

Finalmente, como los principios gráficos solamente pue
den ser aplicados a los cuerpos geométricos, de estos será de 
los quo so trato, puesto que en la práctica, los cuerpos quo 
se emplean so aproximan siempre, bien en su totalidad o bien 
parcialmente, a aquéllos. 

68. Según lo que so acaba de indicar, un cuerpo, cuyo 
volumen sea V, puede ser reemplazado por otro cuya suma 
de volúmenes sea igual al del primitivo, os decir, quo so ten
drá: 

V = Vi + Ü2 + »3 + 

y como puedo ocurrir que al adaptarse el cuerpo considerado 
a alguna de las formas geométricas conocidas, habrá casos que 
se tendrá que considerar volúmenes substractivos, la expre
sión más general será: 

V = ü, + 1̂2 + i -4- Vn 

Como cada uno de estos volúmenes parciales, corresponde 
a cuerpos geométricos conocidos, aplicando a sus centros do 
gravedad fuerzas proporcionales a la materia que contienen, 
quo sean paralelas con una dirección cualquiera y del sentido 
que indique el signo correspondiente a cada volumen, el cen
tro de gravedad del cuerpo considerado, será el centro de las 
fuerzas paralelas anteriores, 
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69. Centro de gravedad de las lineas, a) Linea reda U-
mifada.—En una recta limitada formada por pantos homo-
dóneos, la acción de la gravedad actuará sobre cada uno de 
pifos con igual intensidad, por lo que el centro de las fuerzas 
paralelas que reemplazan á dichas acciones corresponde al 
punto medio de la recta considerada, de aquí el que el centro 
de gravedad de un trozo de línea recta está situado en su 
punto medio. 

Puesto que la resultante de las fuerzas, no es otra cosa 
que el peso de la línea y su valor depende de la longitud, re
sulta que el peso de una línea es proporcional a su longitud, 
y para la determinación del centro de gravedad de un con
junto de varias líneas rectas, se podrán estas reemplazar 
por sus pesos correspondientes aplicados en sus puntos 
medios. 

b) Contomo poligonal.—Reemplazando cada lado por una 
fuerza proporcional a su peso y que esté aplicada en su pun
to medio, el contorno dado será substituido por un sistema 
de fuerzas paralelas; componiendo estas por medio del polí
gono funicular, se tendrá la línea de acción de su resultante 
y su intensidad. 

Si se hace ahora girar a todas las fuerzas un mismo án
gulo alrededor de sus puntos de aplicación, de modo que si
gan siendo paralelas y se vuelven a componer por el mismo 
procedimiento, se encontrará otra línea de acción para su re
sultante, que cortará a la anterior, por cortarse las fuerzas 
en las dos direcciones. Este punto de intersección de las dos 
líneas de acción es el centro de gravedad buscado. 

Cuando el contorno sea regular o porción de polígono re
gular, se puede simplificar el procedimiento anterior. En 
efecto, sea A B C D E, (fig. 57), una porción de polígono re
gular; por ser simétrico con respecto al radio 0 C, el centro 
do gravedad se encontrará sobre esta línea, puesto que las 
acciones de la pesantez sobre los lados simétricos son igua
les. Tomando los momentos de las fuerzas que reemplazan a 
los lados, con relación al eje A ' E' , que pasa por el centro 
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dol polígono y es paralelo a la cuerda A E, (pie cierra ol con
torno dado, se tiene 

Mto R = 2 Mto F, 

roprosontíindo por i í a Ja resultante y por F a una cualquie
ra de las fuerzas componentes: como F es proporcional a la 
longitud del lado, su momento será para el lado A B, por 
ejemplo, A B X m w, cuyo producto es igual a A r X O m) 
dada la semejanza (le los triángulos A B r y mn O; o sea, que 
el momento de una fuerza, correspondiente a un lado cual
quiera, es igual a la proyección del lado sobre el eje mult i 
plicada por la apotema a del polígono, luego para todo el con
torno se tiene 

2 Mto F = a X A E; 

por otra parte, como la resaltante es igual a la suma de las 
componentes y estas son proporcionales a los lados. R, será 
proporcional al perímetro p del contorno, por lo cual 

Mto R = p X O G 

siendo G, el centro de gravedad. Igualando las dos últimas 
expresiones se tiene 

« X A E 
^ X O G ^ a X A E , de donde OG 

P 

que exprosa la manera do encontrar gráficamente la magni
tud 0 Gh 

Sobre la misma figura puede hacerse la construcción, 
trazando a partir de 0 y sobre 0 E ' prolongada, como cateto 
mayor, un triángulo rectángulo en 0 enya hipotenusa a d sea 
igual al perímetro p del contorno, a partir de a toma una 
magnitud « 6 = A E , y partiendo do O la 0 d = a, por la 
semejanza de los triángulos a b c y a d 0, se deduce 

be (l O , , rt X A E —— = —- de la que 6c = , n a a d p 
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os doeir, ([uo b c os la distancia dol punto 0 al centro do gra
vedad. 

Trazada por b una paralela a a 0, se tendrá en G el cen
tro buscado. 

C) Linea curva.—Si so inscribe sobro una línea curva un 
contorno poligonal cuyos Jados sean tan pequeños como se 
pueda, el centro de gravedad de esto contorno es el que so 
toma como correspondiente a la línea dada. Claro os, que este 
panto se aproximará tanto más al Verdadero centro de gra
vedad, cuanto más se acerque la curva considerada a otra do 
desarrollo conocido. 

Si la curva considerada os un arco do círculo, se puede 
determinar con gran exactitud su centro do gravedad. En 
efecto, sea el arco A B C , (fig. 58), que corresponde a la cir
cunferencia de centro 0 y radio r: como la longitud J del arco 
se puede encontrar, conocido ipio sea su valor gradual, so 
podrá aplicar lo establecido para el con tomo poligonal, te
niendo en cuenta que la apotema es el radio en el caso pre
sento, por lo que 

- * •»• v A r 
0 & X r=* r XAC o bien OG = l 

por la cual se puedo encontrar gráíicamente el valor de O Gr, 
del misino modo ya establecido. 

En vez de hacer la construcción trazando por O una pa
ralela a la cuerda, se puede trazar por el punto B, medio del 
arco A B C , una tangente y tomar sobre ella y a partir de B, 
on un sentido y en otro magnitudes equivalentes a los somi-
arcos B C y B A, uniendo los extremos de esta tangente así 
limitada con el punto 0 y proyectando sobro estos Jados la 
cuerda C A, se tendrán dos triángulos semejantes en lo^ cua
les las bases son proporcionales a las alturas y so tendrá 

0 G _ r X E E ' _ r X A C 
T T' l 

Claro es que si solamente se toma sobre la tangente la 
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inagDÍtud J3 T = ^ l , so uno T con O y sobro O T so proyec

ta C, y por E so traza la E G- paralela a B T, ol punto G será 

ol centro do gravedad del arco, puesto que se t e n d r á 

2 
Esta cons t rucc ión os la que debe aplicarse en los casos 

práct icos , por la rapidez con que se efectúa. 
Si el arco que se considera fuese media circunferencia, 

como su rectificación vale ~ r y su cuerda 2 r, so t e n d r á 

O G = ^ - ^ = ^ - 0,636 r . xr ic 

d) Lineas cetradas planas.--HJY centro de gravedad del pe
r í m e t r o de un t r i ángu lo , no ofrece dificultad reemplazando 
cada lado por fuerzas que le sean proporcionales y que estén 
aplicadas en sus puntos medios, pero si se tiene en cuenta 
que la resultante de las fuerzas ¥ í y Pg (/iy. 59), que corres
ponden a los lados A B y A C, d ivide a la recta c h, que une 
Jos puntos medios do estos lados, en los segmentos c m y mb 
que cumplen con la condición 

Fj _ ni h 
\'\ m c 

y que en el t r i á n g u l o c b a, que se obtiene uniendo los puntoi 

2 A C y « 6 = i medios de los lados, c « = A C y « ¿ = -~ A B, la relación 

anterior so convierto en 

ab m h 
a c me 

por lo cual la recta m a, es bisectriz dol á n g u l o en a: y como 
lo mismo se d e m o s t r a r í a para las h m' y c m" que se obtienen 
uniendo & y c, respectivamente, con los m' y m" en donde se 
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aplican las otras resultantes parciales, resulta que el centro 
do gravedad dol porímetro triangular corresponde al centro 
dol círculo inscripto en ol triángula a b c, que so obtiono 
uniendo dos a dos los puntos medios de los lados. 

Si se considera un polígono cualquiera, se le podrá des
componer en triángulos, cuyos centros do gravedad se en
contrarán como se acaba de exponer; en cada uno de estos se 
supondrá aplicada una fuerza equivalente a la acción do la 
pesantez, las que se compomlrán siguiendo el procedimiento 
general (caso b del párrafo 69) y de oste modo so tendrá el 
centro de gravedad pedido. 

En el caso de que la figura soa simétrica con respecto a 
un ojo, sobre éste so ha de encontrar ol centro do gravedad y 
si lo es con respecto a dos ojos, ol centro do gravedad co
rresponde al punto de intersección. Cuando una figura tiene 
centro, ésta será ol centro do gravedad. 

70. Centro de gravedad de las superficies.—Dos casos so 
tienen que estudiar: 1.° que sean superficies planas y 2.° que 
sean curvas o poliedralos. 

l.er caso.—a) Superficie limitada por un perímetro triangu
lar.—Sea el triángulo A B C, [fi.g. 60), si se traza la mediana 
B 6 , relativa al lado A C. es evidente que dicha recta dividirá 
en partes iguales a todas las paralelas a dicho lado, es decir, 
que será un diámetro conjugado con relación a dichas para
lelas; por otra parto, las áreas A B 6 y 6 B G son equivalentes, 
luego en ol supuesto de considerar materializadas dichas su
perficies, ol peso de cada una de ellas será idéntico, por lo 
cual, si se apoya el triángulo a lo largo do b B sobro una 
arista viva, permanecerá en equilibrio, o bien si se le suspen
do del vórtice B, la vertical de este punto coincidirá con la 
B 6, luego el centro de gravedad estará sobre esta línea.. 

Si se traza la mediana A «, relativa al lado B C, el centro 
do gravedad se tiene también que encontrar sobre olla, por 
consiguiente, el centro de gravedad do la superficie del trián
gulo considerado está en G, punto de intersección do las me-
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dianas; como a h — ^ A B y a == ~ A Gr = ~ A a, ol cou-

tro de gravedad está sobre una de las medianas y a la terce
ra parte de su longitud a contar del lado. 

Cuando el triángulo sea equilátero, el centro de gravedad 
de la superficie que comprende, coincide con su centro de fi
gura, puesto que el pauto de intersección de las medianas, 
equidista de los vértices y de los lados del triángulo. 

b) 8iiperfieie comprendida dentro de un polígono cualquiera. 
Conocida la manera do encontrar el centro de gravedad del 
área de un triángulo cualquiera, fácilmente se encontrará ol 
de una superficie limitada por un polígono, pues bastará des
componerle en triángulos, determinar sus centros de grave
dad respectivos y aplicar a estos puntos fuerzas paralelas pro
porcionales a' las superficies triangulares, la composición do 
estas fuerzas dará el centro de gravedad buscado. 

El procedimiento general anterior, se puede simplilicar 
eu muchos casos, pues si las superficies son simétricas con re
lación a un eje, sobre éste se encontrará su centro de grave
dad; si lo es con respecto a dos ejes, su punto de intersección 
será el centro de gravedad y si tiene centro con éste coincide 
ol do gravedad. 

Cuadrüátero.—Sean A B C D [fiy, 61), un cuadrilátero cual
quiera; trazando la diagonal A C, quedará descompuesto en 
los dos triángulos A B G y A 1) C, cuyos centros de grave
dad estarán, respectivamente, en gq y g*, determinados como 
se ha dicho (a). A l aplicar a estos puntos fuerzas proporcio
nales a sus áreas, resulta que dichas fuerzas lo son también 
a las magnitudes B & y 1) í¿ alturas do los triángulos y por 
consecuencia a B a y « I) y a ¿q c y /y._, c, luego bastará tomar 
g.̂  (jr = gic, sobre la recta^q gt, para obtener el centro de gra
vedad G del cuadrilátero. 

Trapecio.—Cuando el cuadrilátero sea trapecio so simplifi
ca la construcción anterior. Sea A B C ü (fig. (JüJ, el trapecio 
considerado; uniendo los puntos medios m y n de los lados 
paralelos, se tiene la recta m n que es un diámetro, por lo que 
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el centro de gravedad estará sobre esta línea; trazando la dia
gonal A C, queda la figura descompuesta en dos triángulos 
cuyos centros de gravedad, determinados como se ha dicho, 
serán f}'L y ,92, estando sobre la línea </2 el centro do grave
dad buscado, a la vez que sobre la ni n, dicho plinto será ol 
Gr intersección de estas dos líneas. 

Se puede aún simplificar más la determinación del centro 
de gravedad del área do un trapecio, por las consideraciones 
siguientes. Si por los puntos gl y g2 se trazan las rectas gv a y 
</., h paralelas a las bases, se tienen los triángulos semejan tes 
Q a g^y Qr b g., que dan la relación 

G a _ a Í/I A ni 
G 6 b (¡2 » C 

de la que se deduce, teniendo en cuenta las propiedades do 
las fraccionarías 

Q 6 + 2 G « A B + t C D 
2 

Como los puntos ĝ  y están sobre las medianas A n y em 
y a la tercera parto de ellas a contar de los lados J)C y AB, 
respectivamente, las magnitudes an, y bm son la tercera 

parte do m n, y por lo tanto a h — ^ por lo que 

G a + 2 G 6 — G MÍ, y G i -}- 2 G « — G K 

y la antei-ioi- igualdad tomará la forma 

n D C + I A B G »t _ 2 

Gw A B + i c D 

luego si se prolonga el lado C 1) y se tonva a partir de 
D, D A ' = A B y se hace lo mismo con ol lado A 1> tomando 
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en su prolongación y on opuesto sentido la magnitud B C = 
= I) C, uniendo A ' con C',se tendrán los triángulos semejan
tes G n A ' y ( I m C que dan la relación 

n n> D C + 4 A B Gm mC 2 

es decir, que el punto de intersección de A ' C con la m n 
es el centro do gravedad de la superficie del trapecio, 

Fedor poligonal regular.—El centro de gravedad do 
O A tí C D {fig. 63) se obtendrá desoornpouióndolo en triángu
los que tengan su vértice en O y como el centro de gravedad 
de estos triángulos está sobre una mediana tal como la o w y 
a la tercera parte de su longitud a partir de m, resulta que 
todos los centros equidistarán de 0; si por ellos se trazan para
lelas a los lados del contorno poligonal, se tendrá e\ ah c d que 
también será regular en cuyos lados y en sus puntos medios 
se tienen que aplicar fuerzas proporcionales a las superficies 
de los triángulos primitivos. Luego para encontrar su centro 
basta determinar el centro de gravedad del contorno poligonal 
ahcd en la forma ya explicada (69, h.) 

C) SiLperficies comprendidas en un perímetro formado por 
arcos de circulo y radios o cuerda*. 

Sector de circulo.—Como la demostración anterior es cier
ta, cualquiera que sea el número de lados del contorno poli
gonal, subsistirá cuando los lados sean tan pequeños que se 
confundan con el arco de circunferencia cuyo radio sea 0 D, 
por lo que el centro de gravedad del sector considerado coin
cidirá con el del arco comprendido por los lados y trazado 
desde el mismo centro con un radio igual a los dos tércios 
del radio del sector. Así, el centro de gravedad del sector 
A 0 B (fig. 64), coincidirá con el del arco a cb trazado con el 

2 

radio 0 c == -g 0 C; aplicando a este arco la construcción do 

la figura 58, so tendrá ol punto podido. 
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Si previamento so hubiese trazado el centro de gravedad 
del arco A C D, como 

2 0 

O G i — ^ y para ^ ~ )í i — 
3 1 

i-osulta, qun tomando desde O y sobro el radio medio 

OG = | O G , , 

so. tendrá en G el centro do gravedad del sector. 
E l do nn semicírculo será, pues, 

Segmento de ríreulo.— Sea el sermónto A C B (/19. 6'5i, por 
ser simétrico con relación al radío O B perpendicular a la 
cuerda A C, el centro de gravedad estará sobro dicho radio; 
por otra parto, dicho segmento es la diferencia entre el área 
dol sector O A B C y la del triángulo 0 A C, cuyos centros 
de gravedad respectivos, también están situados sobro el ra
dio O B; determinados estos últimos centros como se ha ex
puesto anteriormente, so tendrán los puntos para ol trián
gulo y g2 para ol sector. Si so aplican a estos últimos puntos 
fuerzas paralelas proporcionales a las áreas respectivas, y do 
sentido contrario, ol problema queda reducido a fijar sobro el 
radio O B, un punto, tal como ol Q- que cumpla con la condi
ción 

a , , I 
G 1 . 

J2 2 r X a A 

representándose por r ol radio y l la longitud del arco dol 

sector: como ^ l es el arco A B y ^ a A es la longitud Q «' La 

expresión anterior toma la forma 
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Oí/! __arcoBC 

lue^o si sobro O B y ti par t i r de gí se traza la perpendiealar 
ffi c = are B C y 011 g2 la perpendicular Í/2 b — O a', al uni r 
los puntos b y c, la intersección de la recta h c con C B deter
mina rá el punto Gr, centro de gravedad buscado, puosto ([110 
los triángulos Q g\G y Or g-> b, dan la relación 

G (/, fy, c arcoBC 

Aiea comprendida entre dos círculos concéntricos y dos ra
dios.—Como el área circular A B C D {fig. 66) es la diferencia 
de los sectores O A B y O D C y además, es una superficie 
simétrica con relación al radio medio O o, el problema so re
duce por las mismas consideraciones establecidas para el seg
mento, a encontrar sobro el radio O o, un punto (T qne satis
faga a la relación 

^ ^ O A X arco A B 

G 91 I O D X arco D C 

siendo ^ y 2̂ los centros de gravedad respectivos de cada 
uno de los sectores y como los arcos de estos son proporcio
nales a los cuadrados de los radios, 

Gg2 OA2 
G Oí o í ) 2 

pero si se une A con o y se traza por D la D a paralela á A o, 
los triángulos o A O y 0 D a por ser semejantes y tener el 
lado o 0 = O I ) , dan ' 

OD2 = ( ) A X O n 

por lo que 
G _ O A 
<! í/j O a 
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es decir, que tomando sobre la perpendicular al radio medio 
y a partir de g2 , una magnitud #2 & = O A y desde , y en 
las mismas condiciones, la ^ c = O «, la recta b c cortará al 
radio O o en el punto G-, que es el centro de gravedad bus
cado. 

Area comprendida por un triángulo mixtüineo formado por 
dos arcos de círculo y una recta.—Wi centro de gravedad de la 
figura A C B ( j ig. 67) que es simétrica con respecto a la 
perpendicular 7? 6 al lado A C, estará sobre esta línea; el 
centro de gravedad del área comprendida en el triángulo mix-
tilíneo A B ?), diferencia entre el área del sector O B A y 
el triángulo O B 6, se hallará, aplicando a los centros de gra
vedad gs y gt de estas dos figuras fuerzas proporcionales a 
sus áreas. Como el centro de gravedad Gr tiene que estar 
sobre la recta gs gt do modo que cumpla la relación 

G gt área sector 
G gs ~ área triángulo 

tomando por base del triángulo el radio O B, la relación an
terior tomará la forma 

G gt 2 
GfJ* \ b c 

luego tomando desde gt , y sobre una recta cualquiera, una 
longitud gt n igual a la rectificación del arco « B y sobre 

una paralela trazada por el punto g8 la gs w = 6 c, la m n 

determinará sobre gs gt prolongada el punto Gr, que es el 
centro de gravedad del triángulo A 6 B; como el triángulo 
C & B es simétrico del anterior, su centro de gravedad estará 
sobre la perpendicular trazada por G al eje de simetría & B y 
a la misma distancia de él, pero no es necesario determinar
lo, porque el centro que se busca, será el punto on que la per
pendicular corta al eje. 
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Area comprendida por un arco de parábola y su cuerda.— 
Sea A B C (fig. f)8), el segmento considerado, trazando el diá
metro B X conjugado a la cuerda A C; sobre él se encontra
rá el centro de gravedad. Si se considera un elemento dife
rencial a b, y se toman los momentos con relación al eje B Y, 
se tendrá, suponiendo que Gr es el centro de gravedad, 

G B X área A B C = 2 X X área a b de donde GB= s X X área a¿>; 
área A B C 

como la ecuación de la curva con respecto a los ejes conside
rados es 

y2 — 2 p x 

el área del elemento a b será ^ y j 2 p x \ d x7 así como el área 
total 2 f yj Ü p x y ^ d x ; por tanto 

G B = 2 / i r r ? a ; V 2 P 3 [ : = f d x = 1 g. , G 
2 f d x ^ ~ 2 p x 1 5 

r 2 
} x d x 

y efectuando la integración entre los límites 0 y B D, se 
tiene 

G B = | B D 
o 

siendo, por lo tanto, fácil determinar el punto Gr. 
2.° caso. Superficies poliedrales y curvas.—Sabiendo deter

minar, por el caso anterior, el centro de gravedad de una su
perficie limitada por un polígono cualquiera, el correspon
diente a una superficie poliedral será fácil de obtener, 
aplicando a los centros de gravedad de las caras que la for
man fuerzas paralelas proporcionales a las superficies de 
dichas caras, porque el centro de este sistema de fuerzas es 
el de gravedad de la superficie considerada. 

En el caso de una superficie curva, se la sustituye por 
una poliedral inscrita en aquélla, cuyo número de caras sea 
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el mayor posible y el centro de gravedad de esta nueva sii-
períicie se aproximará tanto más al de la dada, a medida que 
el número de caras sea mayor. 

Este procedimiento general se simplifica en muchos casos, 
teniendo presente que en las superficies que tengan eje o 
plano do simetría, sobre estas se ha de encontrar el centro de 
gravedad, y si tienen dos elementos de estos, dicho punto se 
encontrará en su intersección. 

Stiperficie lateral de una pirámide regular.—Sea A B C D E 
{fig. 69) una superficie regalar de base cuadrada; como sus 
caras laterales son triángulos, sus centros de gravedad res
pectivos estarán sobre las medianas relativas a los lados de 
las bases, a los dos tercios a contar desde el vórtice de la p i 
rámide; pero todas las caras son iguales y tienen la misma 
inclinación sobre las bases, luego todos los centros de grave
dad de las caras estarán sobre un mismo plano que será para
lelo a la base, debiendo, por lo tanto, encontrarse sobre él, el 
centro de gravedad pedido. Por otra parte, la altura A O, de 
la pirámide, es un eje de simetría, por lo que en él también se 
lia de encontrar el centro de gravedad. De esto se deduce que 
el centro Gr, se encontrará en la intersección de la altura con 
el plano que contiene los centros g de las caras y como esto 
plano determina sobre las aristas laterales segmentos propor
cionales si g a y g A, sobre la altura A O, también determina
rá los segmentos Gr O y Gr A, que guarden la misma relación, 
es decir, que Gr O, será la mitad de Gr A. Se tiene, pues, que el 
centro de gravedad del área lateral de una pirámide regular 
se encuentra sobre su altura y a la tercera parte de su longi
tud contada desde la base. 

Superficie lateral de un tronco de pirámide regular de bases 
paralelas.—La superficie lateral do esta figura (fig. 70) está 
formada por trapecios iguales, que forman el mismo ángulo 
con la base. El centro de gravedad g de uno cualquiera de 
estos trapecios, B B ' C C, está situado sobre la recta a h que 
une los puntos medios de los lados paralelos y ha de dividir 
a dicha recta en la relación 
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de la que so deduce que 

2 a + 6 
(fb — ah 3 (a + 5)' 

es decir, que el punto g so oncuontra a una distancia de la 

base expresada por la relación o ̂  ~^ ̂  • Como los demás tra-
1 1 ó {a- \ - hj 

pecios son idénticos, todos sus centros de gravedad se encon
trarán también a igual distancia de sus bases respectivas, por 
cuya razón se encuentran sobre un mismo plano paralelo a la 
base. Por otra parte, el eje O O' es de simetría, debiendo, pol
lo tanto, encontrarse sobre él el centro de gravedad, por lo 
que dicho punto será la intersección de dicho ojo con el 
plano que contiene a los centros de gravedad de las caras. 
Si g es el punto de intersección, la G^r es paralela a la O' 6, 
así como a la a O, por lo que se tendrá la igualdad 

, 1 , 
G C gh a + 2 0 2a + 6 o bien que G O = G O 
G O ga ^ x \ ^ 3(a + 6) 

luego el centro de gravedad de la superficie lateral conside
rada, se encuentra sobre la recta O O' que une los centros de 
las bases y a una distancia de la inferior dada por la relación 

2a + 6 
3 (a + 6) 

Como el valor numérico de esta última relación no varía 
cuando sus términos se multiplican por un mismo factor, si 
éste es igual al número de lados de las bases, 4 en este caso 
que se considera, la relación citada toma la forma 
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i,6])reseiitando por p el perímetro de ia base mayor y porp ' 
el de la menor. 

Superficie de un cono de revolución.—Como el cono de re
volución puede considerarse como una pirámide regular de 
infinito número do caras, se le podrá aplicar lo establecido 
para esto, por lo cual el centro de gravedad de ia superficie 
considerada, está en el centro de la sección hecha en el cono 
por un plano paralelo a su baso y que diste del vórtice las 
dos terceras partes de la altura. 

Superficie lateral de un tronco de cono de bases parálelas.— 
Siendo esta figura el límite de un tronco de pirámide regu
lar, cuando los lados de las bases van siendo cada vez meno
res, el centro de gravedad pedido estará sobre la altura y a 
una distancia de la base mayor expresada por la relación 

3(p ' -M) 

y como p' = Tid' y p = % d, en el' caso presente, se tendrá 
la expresión 

2 d 4 d 

en función de los diámetros do las dos bases. 
Superficie lateral de un prisma o cilindro, recto u oblicuo de 

bases paralelas.—Tanto el prisma como el cilindro se pueden 
considerar como un tronco de pirámide o de cono, en los que 
las bases tienen el mismo perímetro, con cuya condición se 
tiene 

2 ^ + i > 1 
3{p-fjp) 2 

esto es, que el centro de gravedad del área lateral de un 
prisma o cilindro de bases paralelas, se encuentra en el punto 
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medio de la recta que une los centros de las bases, o tam
bién, que coincide con el centro de gravedad del períinotro 
de la sección paralela a la base que pasa por el punto medio 
de su altura. 

Zona y casquete esférico.—ISA. centro de gravedad de una 
zona esférica se encuentra en la línea que une los centros do 
sus bases, puesto que es un eje de simetría; además, si se 
divide la altura en un número de partes iguales y por los 
puntos de división se trazan planos paralelos a las bases, la 
zona propuesta quedará dividida en una infinidad de zonas 
parciales de la misma superficie y cuyos centros de gravedad 
estarán sobre el eje, luego al reemplazar cada zona por una 
fuerza que le sea equivalente, se tendrá un sistema de fuer
zas paralelas e iguales, repartidas con regularidad a lo largo 
del eje y cuyo centro coincidirá con el punto medio de esta 
línea; luego el centro de gravedad de una zona se encuentra 
en el punto medio de la línea que une los centros de las bases. 

Si se considera un casquete esférico, que no es otra cosa 
que una zona en la que una de las bases se ha reducido a un 
punto, su centro de gravedad coincidirá con el punto medio 
de su altura. 

71. Centro de gravedad de los volúmenes. —Dos casos deben 
considerarse: 1.° Volúmenes de forma geométrica definida 
y 2.° Cuerpos cualesquiera. 

l.er caso. Tetraedro—Sea. el tetraedro O A B C (fig. si 
se hace pasar por la arista O C y por el punto medio D, de la 
arista opuesta A B, un plano, el tetraedro dado quedará di 
vidido en otros dos, O A D C y O D E C, que son entre sí 
equivalentes, por lo cual la acción de la gravedad se ejercerá 
con igual intensidad sobre cada uno de ellos; luego el centro 
de gravedad del volumen total se encontrará sobre el plano 
O C T), que es un plano diametral con relación a las cuerdas 
paralelas a la arista A B: por los misinos razonamientos se 
deduce que el centro de gravedad pertenece también al plano 
diametral O A E, por lo tanto estará sólo la recta O </; inter-
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sección de dichos planos; esta última recta está determinada 
por el vértice O y el punto gu centro de gravedad de la cara 
A B C . Como lo establecido es general, se deduce que el 
centro de gravedad del tetraedro se encuentra sobre la recta 
que une uno cualquiera de sus vórtices con el centro de gra
vedad de la cara opuesta; trazando, pues,.por C la recta C #2 
que cumple la anterior condición, sobre ella también debe 
encontrarse el centro de gravedad, y como esta recta se en
cuentra en el plano 0 C D, cortará a la O obteniéndose 
por lo tanto en Gr el centro de gravedad del tetraedro. 

Si se une <72 con se tiene la g2 gí que será paralela a la 
arista O C, por estar los puntos gí y g2 a la tercera parte de 
las distancias I ) C y D O, a contar desde el punto D; pol
lo cual, los triángulos #2 Gr y 0 G C son semejantes y dan 

es decir, que el centro de gravedad de un tetraedro, se en
cuentra sobre la recta que une un vórtice cualquiera con el 
centro de gravedad de la cara opuesta y a la cuarta parte de 
su longitud contando desde la cará. 

Trazando por el punto Gr un plano paralelo a la base, se 
tiene el triángulo a b c, y uniendo el vértice c con Gr se en
cuentra la Í; m que es la mediana relativa al lado a b, puesto 
que el punto m pertenece al plano diametral O C D, por lo 
que será el de intersección de la O 1) con la a h; si se hubiese 
unido el vértice a con el punto Gr, dicha recta cortaría al 
lado 6 c en su punto medio, lo que se demuestra del mismo 
modo; se tiene, pues, que G es el punto de intersección de dos 
medianas del triángulo a 6 c, es decir, que es un centro do 
gravedad. Por lo tanto, el centro de gravedad de un tetrae
dro coincide con el de la sección en él causada por un plano 
paralelo a una de sus caras y que diste de ella la cuarta 
parte de sus distancias al vórtice opuesto. 

El centro de gravedad del tetraedro se encuentra también 
situado en el punto medio de la recta que une los puntos 
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medios de las aristas opuestas. En efecto, uniendo el punto 
D con G, por estar la recta D G situada en el plano O 1) C 
cortará a la arista O C en un punto tal como el F, que debe 
ser su punto medio, y para verlo, basta considerar las tres 
transversales D O, D F y D C, así como las D F, C y O gu 
cortadas por las dos paralelas #2 #1 y O el pi'iiuer grupo 
da la relación 

n 2̂ __ Q F 
ngx C F 

y el segundo da la igualdad 

« #2 _ C F 
v i g l " O F 

y para que estas dos igualdades queden cumplidas, es preci
so que F sea el punto medio de O C. Por otra parte, por ser 

9\ 92 = ^ se tiene D n = ^ (^G + GF) y como G<72=^ GC 

resulta también que, G n = ~ G F, pero D G = D n -}- ^ Gr; 

luego sustituyendo valores resultará 

I > G = ( i + ¥ + i ) G F = G F 

lo que prueba que G es el punto medio de D F. 
Como la demostración anterior es general, se deduce que 

las cuatro líneas que unen los puntos medios de las aristas 
opuestas de un tetraedro se cortan en un mismo punto, que 
es el punto medio de cada una de ellas, coincidiendo dicho 
punto de cruce con el centro de gravedad del tetraedro. 

Considerando el paralelógramo que los puntos medios 
I) , E, F y H de las aristas A B, B O, G O y O A, determinan, 
se vería que el punto G es el punto de encuentro de las dia
gonales D F y E H de dicho paralelógramo, llegándose, pol
lo tanto, a la misma consecuencia anterior. 

Si en vez de considerar un tetraedro, se hubiesen puesto 
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cuatro cuerpos de io-ual masa, aplicados a cuatro puntos 
A, B, C y 0 unidos invariablemente entre sí, el centro dn 
gravedad del conjunto coincide con el del tetraedro que di
chos puntos determinan, puesto que la resultante de los 
cuerpos aplicados en A y B darán una resultante doble de 
cada uno de ellos y aplicada en D, medio de A B; la resul
tante de las fuerzas que reemplazan a los cuerpos que obran 
en O y C, actuará en el punto medio F de la recta O C, sien
do su valor doble de una de ellas y por lo tanto igual a la 
resultante que obra en D, por lo cual la resultante final esta
rá aplicada en el punto Gr medio de la D F, siendo su valor 
cuatro veces mayor que el de una de ellas. Si se toman los 
momentos de las cuatro fuerzas que reemplazan a los pesos 
considerados, con relación a un plano cualquiera se tendrá 

4 F X fe = F, fe, + F, h2 + F3 h3 + F4 hi 

representando por F a las fuerzas y por h a sus distancias al 
plano; y como las fuerzas son iguales, resulta 

h j (hi + 2̂ + fes + h ) 

es decir, que la distancia del centro de gravedad de un te
traedro a un plano es la media aritmética de la suma de las 
distancias de los vértices al mismo plano. 

Pirámide,—El centro de gravedad de una pirámide se en
cuentra sobre la línea que une su cúspide con el centro de 
gravedad de la base, y dista de ésta la cuarta parte de dicha 
línea. Esto es fácil de demostrar, puesto que descomponien
do la base en triángulos, por medio de diagonales que partan 
de un vértice elegido, se tendrá descompuesta a la pirámide 
propuesta en varios tetraedros, que tendrán todos la misma 
altura y sus bases sobre un mismo plano, por lo que sus 
centros de gravedad estarán sobre un mismo plano paralelo 
a la base y distante de ella la cuarta parte de la altura. Las 
áreas de los triángulos determinados por el plano considera
do sobre cada uno de los tetraedros parciales es proporcional 
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a sus volúmenes, luego al reemplazar cada uno de estos por 
fuerzas proporcionales, su centro corresponderá al centro de 
la sección total; uniendo este punto con la cúspide, de la pi
rámide, esta línea pasa por los centros de gravedad de las 
secciones que en ella determinan varios planos paralelos, por 
lo cual pasará también por el centi-o de gravedad de la base. 

Cono.—Como este cuerpo puede considerarse como una 
pirámide de un número indefinido de caras laterales, su cen
tro de gravedad estará sobre la línea que une su cúspide con 
el centro de la base y dista de ésta la cuarta parte de la lon
gitud total de dicha línea. 

Tronco de pirámide de bases paralelas.—Sea el tronco de 
pirámide de bases paralelas A C C A ' {fi,g. 72), su volumen 
será la diferencia de las correspondientes a la pirámide total 
O A B C D E y a l a parcial O A ' B ' C D ' E'; por lo tanto, al 
reemplazar cada una de estas pirámides por fuerzas pro
porcionales a sus volúmenes y que estén aplicadas a sus 
respectivos centros de gravedad, deberán considerarse al com
ponerlas como de sentidos contrarios. Los centros de grave
dad de las dos pirámides se encuentran sobre la misma línea 
que se obtiene uniendo la cúspide común con los centros do 
gravedad de las bases y distan de cada una de ellas la cuarta 
parte de sus respectivas distancias al vórtice, por lo que su 
posición y Gr2 quedará determinada, y como las fuerzas 
que so aplican a estos puntos han de sor proporcionales a los 
volúmenes, lo serán también al cubo de las líneas homolo
gas, quedando por lo tanto el problema gráfico reducido a 
determinar sobre la recta indefinida Go un punto G 
que cumpla la condición 

G G 2 _ 0~A3 

Q -Q 

Hallados los valores de O A y 0 A por el procedimionto 
explicado (párrafo 17 , b) sobre una recta cualquiera que pase 
por G2, se toma la magnitud G2 « = O A3 y sobre otra para
lela a la anterior y que pase por Gx, la Gi 6 = 0 A'3, unien-
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do a con h se encontrará el punto G que será el centro de gra
vedad del tronco considerado. 

Hay otro procedimiento más rápido para determinar los 
valores de O A3 y O A'3; basta tomar sobre uno de los lados 
de un ángulo cualquiera M 0 N" (fig, ?3), una magnitud 0 «, 
proporcional a una arista de una de las pirámides, por ejem
plo, a la 0 A ' y sobre el otro lado, la longitud 0 b que guarde 
la misma relación con la homologa O A: trabando por alacie 
que forme el ángulo 0 ae igual al O & a y tirando por h l&h d 
paralela a la a c, se tienen los segmentos 0 c y O f¿ que son pro
porcionales a los cubos de O A ' y O A; en efecto, como por la 
construcción las rectas a c j ab son antiparalelas con respec
to al ángulo en O, se tiene la igualdad 

O a2 = O c X O 6, 

pero las a & y b d también son antiparalelas con respecto al 
mismo ángulo, con lo cual 

O a X O (7 = OÜ2 

y multiplicando miembro a miembro estas dos igualdades se 
tendrá 

OoP O c O A'3 
O 6 3 0 ^ O A 3 

que es lo que se quería demostrar. 
Tronco de cono de bases paralelas.—Puesto que un tronco 

de cono puede ser considerado como un tronco de pirámide, 
se le podrá aplicar la construcción anterior; bastan, pues, pro
longar dos aristas cualquiera para determinar las dos magni
tudes correspondientes a las O A' y 0 A del tronco de pirá
mide y que son precisas para hacer el cálculo gráfico. 

Prisma triangular.—El centro de gravedad de un prisma 
triangular coincide con el punto medio do la recta que une 
los centros de gravedad de las bases, puesto que si por la 
arista D C (fig. 74) del prisma A B C D E F , y los puntos 
medios de las aristas opuestas se traza el plano, d C, el centro 
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de gravedad y del prisma estará sobre este plano, por ser un 
plano diametral: por la misma razón se encontrará en el A e 
trazado por la arista A E y el punto medio de la arista B C, 
luego estará sobre su intersección gig->, si por el punto medio 
de una de las aristas laterales, se traza un plano paralelo a 
las bases, se tendrá la sección M N P, que también será un 
plano diametral, por lo cual el punto G, intersección de la 
92 9 i con este último plano será el centro de gravedad pedido. 

Como las rectas M m y P p, son las medianas del triángu
lo sección M N P, Gr será también el centro de gravedad del 
área comprendida por dicho triángulo, por lo cual se puede 
también decir, que el centro de gravedad de un prisma 
triangular, coincide con el de la sección en él causada por un 
plano paralelo a las bases y equidistante de ellas. 

Prisma cualquiera de bases paralelas.—El volumen del 
prisma considerado será igual a la suma de los volúmenes do 
los prismas triangulares en que se descomponga y como estos 
son a su vez proporcionales a las áreas de los triángulos que 
sobre ellos determina un plano paralelo a las bases y equi
distante do ellos, al reemplazar cada pirámide parcial por 
fuerzas paralelas que le sean equivalentes, se tendrá un sis
tema de fuerzas cuyos puntos do aplicación estarán en un 
mismo plano, sobre el cual estarán también el do su resul
tante y coincidirá con el centro de gravedad de la sección 
total: como las secciones causadas en el prisma por planos 
paralólos a sus bases, son iguales, los centros do gravedad de 
todos ellos, estarán sobre una misma recta determinada por 
los centros de gravedad de las bases; luego el centro de gra
vedad de un prisma cualquiera do bases paralelas, coincido 
con el punto medio de la recta que une los centros de gra
vedad de las bases. 

Varalelepipedu.—Como el punto medio de la recta quo uno 
los contros de gravedad de dos caras opuestas, pertenece al 
punto de encuentro de sus diagonales y este punto es, ade
más, el centro de figura, el centro de gravedad de un para-
lelnpípedo cualquiera coincide con su centro de figura, 



— 109 — 

Cilindro.—El cilindro de bases paralelas no es más que un 
prisma de infinito número de caras laterales; en su conse
cuencia, su centro de gravedad estará en el punto medio do 
la recta que une los centros de gravedad de las bases. 

Poliedro cualquiera.—Puesto que todo poliedro puede 
ser descompuesto en pirámides o tetraedros, fácilmente se 
podrá determinar su centro de gravedad. 

En el caso de que el poliedro tenga centro, éste será tam
bién el de gravedad. 

Sector esférico.—Para determinar el centro de gravedad 
de un sector esférico, se puede inscribir al casquete baso, 
uno formado por una infinidad do elementos superficiales di
ferenciales ó iguales, los que sirven do base a otra infinidad 
de sectores esféricos que pueden ser considerados como pi
rámides. Los centros de gravedad de cualquiera de estos, se 
encuentran sobre la línea que une su cúspide con el centro 
de gravedad de la base y a la cuarta parte de su longitud a 
contar desde la base, por lo cual los centros de gravedad de 
todas ellas estarán sobre una zona esférica de una sola base, 

correspondiente a una esfera que tenga por radio los del 
•4: 

que corresponde al sector; luego al reemplazar cada pirámide 
parcial por una fuerza equivalente, el centro de todas ellas 
coincidirá con el de gravedad de esta última zona. 

Según se vió, el centro de gravedad de una zona coincide 
con el punto medio de su altura; como la altura de la última 
zona vale los - j de la que es base del sector, resulta que el 

4: 
centro de gravedad de un sector esférico, se encuentra sobro 
el radio que une el vértice con el centro de la zona base y a 

3 3 
una distancia de aquél, igual a ^ r — - / i , representándose 
por r el radio de la esfera, y por h la altura del casquete base. 

Segmento esférico de una base. —Sea A C D (fig. 75) el seg
mento esférico correspondiente a una esfera de radio O C = r. 
Como este cuerpo se puede considerar como engendrado por 
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A C 1), alrededor del radío O C, este radio será un eje de si
metría y sobre él estará el centro de gravedad. 

Para fijar su situación sobre dicho eje, se observa que el 
segmento considerado es la diferencia entre el volumen del 
sector O A C B y del cono O A D B, por lo cual, tomando los 
momentos de estos cuerpos con relación a un plano que pase 
por O y sea paralelo a la base A D B del segmento, tendrá 

Mto del sogto = Mto del sector — Mto del cono 

o bien teniendo on cuenta que D B2 = /1 (2 r — h) , 

X X x / * 2 ( r - i * ) = * Z r 2 h Q r - | fc)-i « * ( r - * ) 

{ 2 r - h ) X j { r - J i ) 

representándose por X la distancia del centro de gravedad 
del segmento al plano considerado y por h la altura G D do 
dicho segmento. Efectuando operaciones, se tiene 

x ( r - ~ 7 I ) ^ ~ ( 2 Í - —7Í)2 

y como r / i = O E y 2 r — / i = D C , se tendrá 

X . 4 0 E ^rTc72 

os decir, que D C es una media proporcional entre la distan
cia X que se trata de encontrar y cuatro veces la magnitud 
O E; luego si por C se traza una recta cualquiera C ' M y so
bre ella se toma la magnitud C M = 4. O E, se une el punto 
D con el M y por D se traza la recta D N que forme con la 
D E un ángulo igual al que la D M forma con la G M, so 
tendrá 

DC'2 = C ' N X C ' M , 

y por lo tanto, C N es el valor de X , llevando esta magnitud 
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sobre la O C, a partir de O, se tendrá en G el centro de gra
vedad pedido. 

$em¿e.?/em.—En el caso particular que el segmento esfé
rico sea una semiesfera, se determina su centro de gravedad, 
bien considerando dicho volumen como un sector esférico o 
bien como un segmento. Si se considera como un sector, el cen
tro de gravedad de la semiesferH, se encontrará sobre el radio 
perpendicular a la base y a una distancia del centro igual a 
3 3 Ú 
-r r — — r = ^ r , v si se considera como un segmento, se 
4 8 8 '; 
tiene 

1 \ 1 ,> , , . 3 x ( r - ) = j ( 2 r — !•)> de la que X 

Segmento esférico de dos bases.—El segmento esférico de 
dos bases, o rebanada esférica, es simétrico con relación a la 
recta que une los centros de sus bases, por lo que sobre él se 
encontrará el centro de gravedad; también se encuentran so
bre dicho eje los centros de gravedad correspondientes a los 
segmentos de una base A M D y B M C (fig. 76), cuya dife
rencia da el volumen propuesto. 

Determinados los centros g^ y ĝ  correspondientes a estos 
últimos segmentos, bastará trazar por dichos puntos dos rec
tas paralelas cualesquiera y limitar sobre ellas magnitudes 
proporcionales a los respectivos volúmenes, es decir, que se 
tiene que encontrar un punto, tal como el G-, sobre la recta 
</, que satisfaga a la relación 

representándose por V2 el volumen del segmento B M C y 
por V i el de A M D. 

Como V2 = % MN2 (OM— ~ MN) o bien, tomando M N = 

== kj y O M = r, V , — ̂  h<¡ (V — ~ h ^ , si so dividen los dos 
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términos por JE , se tieno 

representándose por ^ la altura del otro segmento, se tendrá 
también 

luego la relación primera se convertirá en 

Tomando sobre los dos lados de un ángulo R O S (fig. 77) 
las magnitudes o r = r y o h = h y sobre uno de ellos la 

Oa = r — ^ h, uniendo primero r con h y trazando la ah 

paralela SL r h j después el r del otro lado con h del prime
ro, y trazada la 6 c paralela SÍ r h , en O c se obtiene el valor 

/ 1 \ r2 

lineal del producto —"^^Jp » puesto que los triángulos 

Oh a j O r h dan 

O h ~ Oh 

y los O c 6 y O r h, la igualdad 

Ob Or 
Oc~ Oh 

y multiplicando estas dos igualdades, se tiene 

Oa O^2 „ ÓTi2 p-— = o bien Oc — Oa 

O c o h2 Or2 

trazando esta construcción para los valores de hl y k, se ten-
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flrán las magnitudes g.¿ c2 j gl ct (fig. 76) a las quo son pro-
porcionales G/72 y Gr gi respectivamente, y uniendo c2 con et 
so tendrá el punto Gr. 

Si !as dimonsienes de r, hí y h.2 , fuesen demasiado gran
des, para hacer la construcción de la figura 77, se tomarán 
magnitudes más reducidas que estén en una relación dada 
con las priinoras, operándose después como en el caso ante
rior, esto os. que sobre las paralelas trazadas por ^1 y g2 se 
tomarán las magnitudes finales que se encuentran, no varian
do por esto la posición del punto Gr. 

Envuelta esférica.—Sea A B C D E {fig. 78), una porción 
de envuelta esférica; como este volumen es simétrico con re
lación al radio O C, quo pasa por el punto medio del arco 
B D, sobre dicho radie se encontrará su centro de gravedad; 
además, la porción de envuelta considerada, es la diferencia 
entre los dos sectores esféricos O B C D y O A F E; el proble
ma queda, pues, reducido a encontrar el centro de dos fuerzas 
paralelas, de sentido contrario, proporcionales a los volúme
nes de estos sectores y aplicados en sus centros de gravedad. 

Sean ^ el centro de gravedad del sector O A F E y <72 el 
del otro sector^ determinándose ambos centros en la forma 
ya explicada: como los volúmenes de los dos sectores son 
proporcionales a los cubos de sus radios, o sea, a A O3 y B O 3 
el punto Gr que se busca ha de estar situado en la recta ĝ  g2 
y habrá que determinar sobre ella dos segmentos que cum
plan con la relación 

G ¿/i ^ BD3 

repitiendo la construcción de la figura 7 3 , o sea uniendo F 
con B, formando en F y sobre la F O el ángulo « F O = F B O 
y tirando por B, la B 6 paralela a F «, en O « y O &, se ten
dí án las magnitudes que hay que tomar a partir de g2 y -gq 
sobre las rectas paralelas trazadas por estos puntos, y unien
do a y h' se tendrá en G el centro de gravedad del volumen 
considerado. 
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Segmento de paraboloide. —Sea el segmento A B C {fig. ?9) 
y B O el diámetro conjugado de la sección A C, claro es que 
dicha recta contendrá los centros de gravedad de todas las 
secciones causadas en dicho segmento, por planos paralelos a 
A C, y por consiguiente, el centro de gravedad del volumen 
propuesto, también estará sobre dicho diámetro. 

Si se refiere la parábola generatriz A B C al sistema coor
denado Y B O, como todas las secciones paralelas a la A C son 
semejantes, y por consiguiente, proporcionales al cuadrado de 
las coordenadas paralelas al eje B Y, que podemos considerar 
como el de las Y, tomando los momentos con relación al plano 
tangente en B, se tendrá 

B G / y*dx = f xy2f lx 

y teniendo en cuenta la ecuación de la parábola 

B G J~ x d x = S x2 d x 

y efectuando la integración entre los límites 0 y B O, re
sulta 

B G = | B O 

3.° caso. Cuerpo cualesquiera.—Si ol cuerpo considerado 
se aproxima a alguna de las formas geométricas que se acaban 
de exponer, o bien se pueden descomponer en partes cuyos 
centros de gravedad se sepa determinar, no ofrecerá dificul
tad el determinar el centro de gravedad, obteniéndose este 
punto con tanta mayor aproximación, cuanto más se acerque 
el cuerpo a alguna de las formas ya estudiadas. Cuando el 
cuerpo se aparte demasiado de las formas geométricas, se su
pondrá inscrito en su superficie un poliedro, cuyo número 
de caras sea lo suficientemente grande para que el volumen 
del poliedro se pueda considerar como sensiblemente igual 
al del cuerpo; el centro de gravedad del poliedro que se ob
tendrá, descomponiéndolo en pirámides, según se dijo, será 
el del cuerpo. 
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