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Resumen

El principal objetivo de la modelacion del riesgo financiero es es-
timar la distribucién de pérdidas de los portafolios y de esta manera
poder calcular, bajo cierto nivel de confianza, diversas medidas de
riesgo tales como Pérdidas Esperadas (PE), Valor en Riesgo (VaR) y
Valor en Riesgo Condicionado (cVaR) o Expected Shortfall (ES). En el
caso particular de riesgo de crédito, el modelo CreditRisk+ (CR+) es
uno de los més empleados. Ademas ha sido objeto de numerosos estu-
dios. Este documento presenta con detalle el modelo CR+ estandar al
que se le agrega una mixtura de Poisson con el objeto de incluir facto-
res de riesgo sistémico. Adicionalmente, se desarrolla el modelo CR+
usando la trasformada de Fourier y se presenta una implementacién
del modelo via Transformada Rapida de Fourier (FFT).

Palabras claves: Riesgo de Crédito, CreditRisk+, Mixtura de Poisson,
Transformada de Fourier, valor en riesgo (VaR, ¢VaR), pérdida esperada

(PE).
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Abstract

The main objective of financial risk modeling is to estimate the
loss distribution of portfolios and thus to calculate, under certain con-
fidence level, several risk measures such as Expected Loss (EL), Value
at Risk (VaR) and Conditional value at Risk (CVaR) or Expected
Shortfall (ES). In the case of credit risk, the Credit Risk+ (CR+) mo-
del is one of the most employees. It has also been the topic of many
studies. This paper shows in detail the CR+ standard model to which
is added a Poisson mixture in order to include systemic risk factors.
In addition, CR+ model is developed using the FFT algorithm and an
implementation model is presented via Fast Fourier Transform (FFT).

Keys Words: Credit Risk, CreditRisk+, Poisson Mixture, Fourier Trans-
form, Value at Risk (VaR, cVaR), Expected loss (EL).



1. Introduccién

Uno de los problemas mas comunes que se tiene en la medicion de riesgo
crediticio es estimar la distribucién de pérdidas de la cartera, la cual permi-
te el calculo de las principales medidas de riesgo: Pérdidas Esperadas (PE),
Valor en Riesgo (VaR) y Valor en Riesgo Condicionado (cVaR) o Expected
Shortfall (ES). En la actualidad existe un aumento importante del desarrollo
de modelos de medicién de riesgo de crédito. Esta tendencia esta asociada
con las crisis financieras, el crecimiento de la desintermediacion y el aumen-
to de la competitividad (Altman, 1998[2]). Dado que las crisis financieras
pueden derivarse de una escasa regulacién o una mala gestion del riesgo, sur-
ge la necesidad de revisar los modelos empleados. Por ejemplo, la reciente
crisis financiera de 2008-2009 respondié a una pobre medicién del riesgo de
crédito en el sector inmobiliario en Estados Unidos, que contagié la economia
mundial (Miinnix, Schéfer & Guhr, 2014[23]). Lo que ha hecho reevaluar las
metodologias de valoracién del riesgo, particularmente relacionadas con el
crédito.

No existe un consenso sobre como clasificar los modelos de riesgo de crédito,
sin embargo, lo mas frecuente es dividirlos en dos grandes grupos: mode-
los estructurados y modelos de forma reducida (Giesecke, 2004[13] ; Gordy,
2000[14]). Los modelos estructurados son aquellos que estan sustentados por
modelos tedricos desde lo econémico y/o financiero. Los ejemplos clasicos de
este tipo de modelos son los de Black & Scholes (1973)[5], Merton (1974)[22]
y Altman (1989a,1989b)[1]. Por su parte, los modelos de forma reducida o
de intensidad, son aquellos que se enfocan en estimar las tasas de incumpli-
miento (default) y sus posibles fluctuaciones derivadas de factores de riesgo
sistémicos tales como choques a variables macroeconémicas. Entre los mode-
los reducidos se destacan los de Jarrow & Turnbull (1995)[19], Hull & White
(2000)[17] y el modelo CreditRisk+ creado por Credit Suisse First Boston
(1997)[8].

El modelo CreditRisk+ (CR+) es uno de los modelos mas empleados por la
industria y ha sido objeto de numerosas investigaciones y variaciones (Desh-
pande, 2014[10]). En su versién inicial, este modelo divide el portafolio en
bandas de exposicion, en cada banda se usa la Funciéon Generadora de Proba-
bilidad (FGP) para encontrar la distribucién del nimero de incumplimientos;
luego, empleando el valor de las bandas de exposicién y la FGP del niumero
de incumplimientos se calcula, via convolucion, la FGP de pérdidas de toda la



cartera (CSFB, 1997[8]). Esta técnica tiene varios inconvenientes, el primero,
es que no se define el valor de la banda éptimo; por ejemplo, una banda muy
pequena aproxima mejor la distribucién pero es computacionalmente pesada.
Una banda muy grande tiene una pobre aproximacion y podria subestimar las
pérdidas del portafolio. El segundo inconveniente radica en el hecho que no se
puede encontrar una solucién analitica y se requiere usar una aproximacion
con la recursion de Panjer. Esto genera limitaciones importantes cuando el
portafolio es extremadamente grande o cuando se desea incorporar un mayor
niumero de factores de riesgo sistémico. Finalmente, el modelo CR+ supone
independencia entre los créditos del portafolio y entre los factores de riesgo
sistémico, lo cual no necesariamente es cierto. Para resolver estas debilidades
la literatura ha propuesto diferentes estrategias.

Por ejemplo, Gordy (2002)[15] presenta una variacién del modelo CR+ basa-
dos en la Funcién Generadora Acumulada(CGF) de la distribucién de pérdi-
das de la cartera. A través de la CGF Gordy encuentra una solucién directa
de los momentos de la distribucién de pérdidas permitiendo que el modelo
sea computacionalmente robusto. Este modelo resulta ser complementario
al modelo estandar ya que en las colas de la distribucién, donde el modelo
estandar no funciona muy bien, el modelo que emplea CGF se comporta me-
jor. En contraste, en los casos donde el desempeno del modelo de Gordy no
es tan bueno, el modelo estandar es rapido y fiable.

Por su parte, Melchiori (2004)[20] desarrolla un modelo que usa la Funcién
Caracteristica en lugar de la Funcién Generadora de Probabilidad empleada
por CR+. Esta variacién al modelo CR+ le permite estimar la distribucion
de pérdidas empleado la transformada rédpida de Fourier (FFT). La ventaja
de este cambio es que permite incorporar de manera mas sencilla los factores
de riesgo sistémicos reduciendo los requerimientos computacionales. Sin em-
bargo, esta investigacién no dice mucho de las posibles debilidades de usar
FFT. Usando la misma técnica, Reifl (2003)[24] hace un desarrollo del modelo
CR+ y describe la manera en que este podria implementarse.

Finalmente, Deshpande & Tyer (2009)[11] relajan el supuesto de independen-
cia entre factores de riesgo sistémico en el modelo CR+ al incorporar corre-
laciones entre estos. Este modelo se conoce como el modelo CreditRisk+ en
dos etapas (2-CR+), en donde la primera etapa es el modelo CR+ esténdar
y la segunda etapa incorpora una combinacién lineal de variables macroeco-
nomicas o factores de riesgo sistémico que no necesariamente son indepen-
dientes. Deshpande (2014)[10] compara el modelo CR+ y el modelo (2-CR+)
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encontrando, al igual que Bayona (2010)[3], que el VaR para el modelo (2-
CR+) es mucho més alto que para el modelo CR+.

El presente documento desarrolla con detalle el modelo CR+ estandar al cual
se le incluye una mixtura de Poisson con el fin de incorporar en el modelo
factores de riesgos que podrian afectar de manera diferencial a los créditos
del portafolio. Adicionalmente, se presenta como alternativa al modelo CR+
estandar, el modelo CR+ usando la Trasformada de Fourier. Una de las
bondades de usar la transformada es que simplifica la implementacién.

Este documento se divide en cinco partes, la segunda describe las princi-
pales medidas de riesgo. La tercera el desarrollo del modelo CR+ estandar
el cual emplea para su implementacion la recursién de Panjer. La cuarta
parte desarrolla el modelo CR+ usando trasformada de Fourier y presenta
una implementacién a partir de la Trasformada Répida de Fourier (TRF).
Finalmente, la quinta parte expone las conclusiones.

2. Medidas de Riesgo

En la literatura las medidas para la gestion del riesgo méas usadas son Pérdidas
Esperadas (PE), el Valor en Riesgo (VaR) y actualmente se estd empleando
el Expected Shortfall (ES). Donde PE, VaR y ES son variables aleatorias.
Las PE hacen referencia a las provisiones con las que debe contar una insti-
tucién financiera para asumir las pérdidas debidas al incumplimiento de los
deudores. Por su parte, el VaR y el ES hacen referencia a los requerimientos
de capital econémico con los que deben contar una institucion financiera para
asumir las pérdidas por el incumplimiento de los deudores en un escenario
poco probable, por esta razén también se denominan pérdidas no esperadas.
En el presente articulo se desarrolla una metodologia que permite estimar
estas medidas de riesgo las cuales se definen formalmente como:

Definicién 1 . Pérdidas Esperadas: A partir de la distribucion de pérdi-
das de la cartera, las pérdidas esperadas se definen como la esperanza de esta
distribucion.

La pérdida esperada es el valor, que por la naturaleza del negocio de crédito,
las entidades estan dispuestas a perder y se reflejan en la contabilidad como



las provisiones. Esta pérdida se debe a que por diversas razones no todos los
deudores pagan sus créditos, adicionalmente las entidades no pueden saber de
manera anticipada el comportamiento de pago de cada deudor o las dificul-
tades financieras futuras del mismo. Es importante resaltar que en Colombia
esta es la medida mas popular en la gestion del riesgo de crédito.

Definicién 2 . Valor en Riesgo VaR: Sea X la variable aleatoria que
representa las pérdidas en un portafolio. Dada la distribucion de probabilidad
de pérdidas para la cartera y bajo un nivel de confianza «, el valor en riesgo
es calculado como:

VaR, =mf{z | P[X > z] <1-—a},
donde « es un parametro que describe el percentil de la distribucion.

Definicién 3 . Expected Shortfall: Se define a partir del VaR como:

E(L,L > VaR,)

ES, = E(L|L > VaR,) = B L S Vol

Tanto el VaR como el ES o VaR condicional(cVaR) se conocen como la
pérdida no esperada y en este contexto es el valor, que bajo un evento poco
probable de incumplimientos masivos de créditos, la entidad podria llegar
a perder. En caso de la materializacién de un evento de esta naturaleza, la
entidad colocadora de créditos deberia contar con el capital econémico sufi-
ciente para asumir este escenario poco probable. Por tal razén, tanto el VaR
como el cVaR se constituyen en una herramienta importante en la gestion
del riesgo y pueden convertirse para la junta de las entidades financieras en
parametros para definir los niveles maximos de exposicién al riesgo.

Una buena medida de riesgo debe ser una medida coherente, para lo cual
debe cumplir lo siguiente:

Definicién 4 . Sea (Q,F, P)'un espacio de probabilidad y sea & C 2 el con-
junto de los posibles eventos de pérdida, tal que para todo Li,Ly € & se
cumple:

i) L1+ Ly €€

Q) es un espacio muestral, § es una o-algebra definida sobre 2 y P es una medida de
probabilidad, a esta terna se le denomina espacio de probabilidad.



ii) N\L1 € £ para A € RT.

Una medida de riesgo p : &€ — R se dice coherente si cumple las siguientes
cuatro propiedades:

P1. Monotonia: Si Ly < Ly entonces p(Ly) < p(La).

P2. Homogeneidad positiva: Dado A positivo, p(ALy) = Ap(Ly) .

P3. Subaditividad: p(Ly 4+ Lo) < p(L1) + p(Ls).

PJ. Invarianza por traslacion: p(Ly +1) = p(Ly) + 1.

La intuicién sobre estas condiciones es la siguiente: la condicién de Subadi-
tividad es necesaria debido a que si no se cumpliera se podria tener que
p(L1) + p(L2) < p(Ly + Lg), esto dejaria abierta la posibilidad de pensar
en dividir los diferentes portafolios con el fin de obtener un menor valor en
la medida de riesgo, a nivel regulatorio implicaria menor requerimiento de
capital, lo cual no es una buena practica ya que se olvida las posibles correla-
ciones entre los portafolios que se han dividido y de esta manera se subestima
el riesgo agregado. Por su parte, la Invarianza por translacion implica que si
se agrega al portafolio un activo libre de riesgo la medida de riesgo no afecta
ese activo. La Homogeneidad positiva indica que si se multiplica el portafolio
de activos por un valor positivo la medida de riesgo se afecta en la misma
proporcion.

El VaR ha sido la medida de riesgo mas aceptada por los reguladores y la
banca, sin embargo y como lo menciona Inui y Kijima (2004)[18] el VaR es
una medida muy criticada ya que en general, el VaR no es una medida de
riesgo coherente y en particular no es subaditiva. En la literatura se conoce
que para algunos casos, como cuando la distribucién es normal 6 distribucién
t-student, el VaR es subaditivo, en contraste, el ES si es una medida coherente
y por tanto tiene propiedades deseables para tareas como la optimizacién de
portafolios, para ver en detalle la definicién y propiedades de las medidas de
riesgo coherente, se recomienda consultar Fritelli y Gianin (2002)[12].

Por otro lado, la pérdida esperada se puede calcular de manera directa para
cada uno de los créditos al multiplicar la probabilidad de incumplimiento
del deudor por el saldo del crédito, este saldo generalmente es ajustado por
alguna tasa de recuperacién. Sin embargo, para hallar tanto el VaR como
el cVaR se requiere contar con la distribucion de pérdidas del portafolio,
por tal razon se presenta en la seccién 3 una metodologia que permite de
manera directa mediante una recursion, obtener la distribuciéon de pérdidas



de un portafolio de créditos, esta metodologia también cuantifica el efecto
sistémico.

3. CreditRisk+ usando Panjer

En esta seccién se desarrolla el modelo CreditRisk+. El primer paso consiste
en agrupar los créditos de la cartera en bandas de exposiciéon redondeando
el valor del saldo de cada crédito, seguido a esto, se define la variable alea-
toria que describe los dos posibles estados de cada crédito, incumple o no
incumple, variable aleatoria con distribucién de Bernoulli. Luego sobre cada
banda se obtiene la Funcién Generado de Probabilidad (FGP) del nimero
de incumplimiento de dicha banda, la cual se puede aproximar a una distri-
bucién de tipo Poisson que depende de un unico parametro pu, esto se hace
via Conwvolucion sobre la distribucion de probabilidad de los créditos de la
banda. Con el fin de introducir los efectos sistémicos en el modelo, se supone
que el parametro de la FGP del ntimero de incumplimiento es estocastico, a
este tipo de parametros se le denomina la mixtura del modelo. Finalmente,
teniendo en cada banda la FGP del niimero de incumplimiento con parame-
tro estocdstico, se hace la Convolucion de estas distribuciones sobre todas
las bandas para hallar la FGP de las pérdidas de todo el portafolio.

3.1. Agrupacién por Bandas de Exposicion

Se supone que la pérdida esperada por un deudor ¢ que cae en impago, es una
proporcion constante A; del monto total D; que debe 7. Se supondra ademas
que el nivel de exposicion que representa el deudor i, denotado por L;, es
un multiplo entero de una cantidad L llamada unidad de pérdida. Estos
miultiplos enteros de L seran llamados niveles de exposicion estandar.

Esta descripcion permite medir la pérdida por incumplimiento en términos
de miultiplos v; de la unidad fija de pérdida L, es decir:

AiD;
v; = Redondeo < 7 ) : (1)

Donde Redondeo es una funcién que asigna el niimero entero mas cercano.



3.2. FGP del Numero de Incumplimientos

Definicién 5 . Dada una sucesion de nimeros reales {ax}5>,, si A(s) =
o0
S axs® converge en un intervalo (—e,¢€), se dice que A(s) es una funcién
k=0

generadora de la sucesion {ag}72 .

Definicién 6 .(FGP) Si se considera el caso de una variable aleatoria X
que toma valores en Z™, y se define:

entonces:

F(s) =Y pes", (2)

donde F(s) es llamada Funcién Generadora de Probabilidad ?

Ya teniendo identificadas las bandas, ahora se encuentra la distribucién del
nimero de incumplimientos en cada una, la cual se obtiene de forma indirecta
empleado la Funcién Generadora de Probabilidad (FGP) (6).

Si se llama I; a la variable aleatoria (v.a.) que determina si el crédito i
incumple o no incumple se puede escribir como:

ja 1 Si incumple con probabilidad p;,
1 0 Sicumple con probabilidad 1 — p;.

Si se considera una cartera conformada por un solo crédito, la Funcion Ge-
neradora de Probabilidad (FGP) de I; de acuerdo con la Definicién 6., es-
tara dada por la expresion:

Fi(s) = (1 = pi)s” +pis' = 1+ pi(s = 1). (3)
Dado que en una banda puede haber més de un crédito y bajo el supuesto de
independencia entre dichos créditos, la FGP del nimero de incumplimientos
en dicha banda es la convolucion sobre los créditos en esa banda, la FGP
resultante se puede aproximar por una distribucién Poisson.

2Una definicién més amplia sobre la Funcién Generadora de Probabilidad se tiene en
Medhi (1999)[21].



3.3. Aproximacion del Nimero de Incumplimientos a
una distribucién Poisson

Empleando la ecuacién (3) y bajo el supuesto de que los eventos de incum-
plimiento son independientes, entonces la FGP de un conjunto de n créditos
serd el producto de las FGP individuales. Este producto se conoce como la
Convolucion de las FGP, lo cual se expresa como:

n n

F(») = T Fit9) =TT+ puts = 1)

i=1
Tomando logaritmo natural a ambos lados de esta ultima igualdad y utili-
zando propiedades de los mismos se tiene que:

In(F(s)) = Zln[l + pi(s — 1)).

En este punto se utiliza el hecho de que tipicamente las probabilidades de
incumplimiento para obligaciones crediticias a nivel individual son pequenas
(cercanas a cero), por lo cual:

In[1 +p;(s —1)] = pi(s —1).

Utilizando este resultado se obtiene que:

In(F(s)) ~ Zpi(s —1),

de donde,

F(s) =~ exp <Zpi(s — 1)) ,

y denotando como p = ) p; se llega a:
i=1

F(s) ~ exp(u(s — 1)).

Al realizar la expansion en series de Taylor de F'(s) se tiene que:

~ o2\ Jen _ o, —pn
F(s) ~ E o T S = 5 n!,u e s
n=0 s=0 n=0
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Expresion que de acuerdo con la Definicién 6. es la FGP del nimero de
incumplimientos de la cartera y en la que se puede ver que los coeficientes de
s" en la sumatoria, son probabilidades Poisson, con lo cual se concluye que
la distribucién del nimero de incumplimientos bajo el supuesto de probabi-
lidades pequenas se puede aproximar a una distribucién Poisson.

Del desarrollo anterior tenemos la siguiente Proposicién:

Proposicién 1 .(FGP Poisson) Si el nimero de incumplimientos de un
portafolio de crédito sigue una distribucion Poisson con pardametro j, enton-
ces la FGP del nimero de incumplimientos es:

F(s) = exp(u(s — 1)),

m= sz‘-
i=1

donde

El anterior desarrollo permite ver que bajo independencia de la distribucién
de variables aleatorias de tipo Bernoulli, la convolucion de dichas distribu-
ciones se aproxima por una distribucién de tipo Poisson.

Esto indica que el comportamiento de la variable aleatoria K del niimero de
incumplimientos del portafolio de crédito, es descrito por la distribucién de
probabilidad:

Loy
PIK = k] = Euke " (4)

donde p es el numero esperado de incumplimientos y es el inico parametro
en la distribucion.

3.4. Modelo de Mixtura de Poisson

Hasta ahora se tiene que el nimero de incumplimientos de una cartera de
créditos puede ser modelada por una distribucion Poisson con parametro
p Sin embargo, y de acuerdo con Daykin (1994)[9], el pardmetro de esta
distribucion no necesariamente es constante, pues existen factores de riesgo
sistémicos que afectan el niimero esperado de incumplimientos, por lo anterior
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es natural considerar que el pardmetro sea estocéstico, de esta idea surge la
necesidad de definir una mixtura sobre el proceso Poisson para llegar a un
modelo que la literatura denomina Miztura de Poisson.

Definicién 7 .(Mixtura de Poisson) Sea ¥ = (i1,...,1,) un vector
aleatorio p-dimensional con p < m. El vector aleatorio Y = (Y7,...,Y,)
sigue un proceso de miztura Poisson con factores W si existen m funciones,
Wi : RP — (0,00), tales que el vector' Y condicionado sobre ¥ =) es un vec-
tor de variables aleatorias independientes que se distribuyen con distribucion
de Poisson con pardmetro p; (1).

Para el caso concreto que se esta desarrollando en este documento, las compo-
nentes Y; del vector aleatorio Y de la definicién anterior representan el estado

m
de los créditos, luego si se define K = ) Y;, donde K representa el nimero
i=1
de incumplimientos en la cartera dado los factores de riesgo. Adicionalmente,
como K es la suma de variables Poisson condicionalmente independientes y
bajo el supuesto de que los pardmetros p; (1) son tipicamente pequenios se

satisface que

PK = k¥ = ¢—exp< Z“z )m (5)

k!

Se puede observar en la ecuacién anterior que si p; (1)) es constante y no

depende de v para todo i y si Y p; () = p, se tiene la ecuacion (4).
i=1

Utilizando la Proposicién 1. y la ecuacion (5) se tiene que la FGP del nimero
de incumplimiento condicionada a los factores de riesgo es,

F(s [ ) = exp (u (@) (s = 1)). (6)

Para obtener la FGP incondicional es necesario hacer uso del siguiente teo-
rema.

Teorema 1 . Si F' (s | ¢) es una FGP condicionada a 1, y H() es la dis-
tribucion de probabilidad de 1, entonces la FGP incondicional F(s) es
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F<s>=/¢F<s|¢>dH<w>.

Para continuar con el desarrollo, se debe escoger adecuadamente H (1)) con el
fin de poder aplicar el Teorema 1. Dadas las caracteristicas de la distribucion
Gamma, la literatura recomienda usar dicha distribucién para modelar la
mixtura, en el caso desarrollado en este documento, la principal razén para
usar la distribucion Gamma es que permite que la probabilidad del niimero de
incumplimientos tenga una distribucion conocida. En el anexo A.1 se muestra
que esta distribucién conocida es la binomial negativa, la cual hace parte de
la familia de distribuciones Panjer?, esta familia se caracteriza porque puede
ser representada de manera recursiva.

Para hallar la FGP del niimero de incumplimientos incondicional a los facto-
res de riesgo se usan las propiedades de la distribucién Gamma y el Teorema
1., adicionalmente, se asume que los factores de riesgo son independientes
y tienen distribucién Gamma con media 1 y varianza o2. El detalle técnico
para obtener esté resultado se presenta en el Anexo A.2. La FGP del niimero
de incumplimientos incondicional a los factores de riesgo es

1 — 0y (é)
F(s)= , 7
9= (7=5) 7
siendo )
Okl
= — . 8
P O% i (8)
La forma de esta FGP muestra que el nimero total de incumplimientos en
el portafolio es una suma de k variables independientes con distribucién bi-

nomial negativa.

Hasta ahora se ha construido la distribucién del ntimero de incumplimiento
para cada banda, el siguiente paso consiste en encontrar la distribucion de las
pérdidas del portafolio, para esto se siguen los principios de la teoria actuarial
que conjuga frecuencia (nimero de incumplimiento) y severidad (bandas de
exposicién) en un modelo de distribucién compuesta (ver Daykin (1994)[9])
que se presenta en la siguiente seccion.

3Para mas detalles sobre la familia de distribuciones Panjer ver Daykin (1994)[9]
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3.5. FGP de las Pérdidas

En esta seccién se obtiene la FGP de las pérdidas de la cartera a partir
del niimero de incumplimientos y empleando la aproximacién de los montos
expuestos a bandas de exposicién.

Sea G; la FGP de las pérdidas ocasionadas por los deudores de la j-ésima
banda, la probabilidad de perder n x v; unidades es igual a la probabilidad
de que n deudores incumplan en la banda j y dado que el incumplimiento de
estos deudores se ha supuesto anteriormente que sigue una distribucién de
Poisson, entonces:

=1
=> = i ()" exp (—p; (1)) 8™
n=0

Por lo tanto,

Gj(s|9)=F(s™ [ ).

Se emplea el concepto de convolucion para hallar la FGP de la pérdida de
toda la cartera:

G(s| ) = HGsw 115 (s | psi).

Reemplazando el resultado de la ecuacién 6 se tiene:

G (s |¥) = [ exp (s () (s = 1)),
J
donde p; (1) es el nimero esperado de incumplimientos en la banda j, adi-

cionalmente, si se hace > u; (¢) = p(¢), se tiene que
J

G (slp) = exp (u () (s = 1)).

Haciendo el mismo desarrollo descrito en el Anexo A.1l se obtiene:

oo-T1( )

k=1
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donde

_ )
_Ziwz’,kpisy’,e _ ORt

T (S — = ———.
L) > winP; 1+ o

4. CreditRisk+ Usando Transformada Fou-
rier

4.1. Funcion Caracteristica

Definicién 8 (Funcién Caracteristica) Sea X una una variable aleatoria
real. Entonces la funcion caracteristica de X se define por

Ox(z) =E[e**], z€eR, (10)
donde 1 = /—1.

Noétese que la funcién caracteristica ®x(z) siempre existe para alguna varia-
ble aleatoria X ya que e*¥ es acotada por la definicién del exponencial
complejo.* Tal como se argumenta en Billingsley (1995)[4], la funcién carac-
teristica en el contexto no probabilistico se define como la transformada de
Fourier.

Definicién 9 . Sea f una funcion tal que f € L. Entonces la transformada
de Fourier de f existe y se define por

Sl = [ e fad. (1)
Se tiene entonces que si f es la funcién de densidad de la variable aleatoria
X, entonces,

Oy (2) = Ff(z)], z € R. (12)

La funcién de densidad de probabilidad se puede expresar en términos @ x(z)
bajo el siguiente teorema

4Se tiene que € = cos(#) + isin(f).
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Teorema 1 . Sea f € L' y sea F[f(2)] € L', entonces

f(x) ! /OO e Dy (2)dz. (13)

:% N

Algunas de las propiedades que tienen las funciones caracteristicas se pueden
incluir en el siguiente teorema.

Teorema 2 Sean X, Xy variables aleatorias independientes con funciones
carateristicas Px,, Px,, respectivamente. Entonces para todo,
a, b,z € R

1. |®x(2)| £ 1 (Propiedad de la acotacion),
2. &x(—z) = Px(z) (Propiedad del conjugado),
3. Ox ix,(2) = Ox, (2) - Px,(2) (Propiedad de suma),

4. (I)aXer(Z) = e”b . CIDX(a : Z).

La propiedad 3. del teorema anterior se puede extender para Xy, Xo,--- , X,
variables aleatorias independientes tal como se presenta en Billingsley (1995)[4],
por tanto,

n

D, 4 Xt x, (2) =E [e Eﬁzlxk] =[[E ] =[[2x.(2). (14
k=1

k=1

4.2. Descripcion del modelo CreditRisk—+

El objetivo del modelo CreditRisk+ es estimar la distribucién de pérdidas de
un portafolio de crédito. Esta seccién presente de manera breve el modelo
CreditRisk+ para lo cual sigue el desarrollo de Gundlac (2004)[16] & Reib
(2003)[24].

Considérese un portafolio con K deudores, donde cada deudor k tiene un
monto de exposiciéon Ly > 0 y probabilidad de default py (probabilidad de
incumplimiento). Adicionalmente, los créditos del portafolio pueden ser afec-
tados de manera diferencial por diversos factores de riesgo. Por ejemplo,
individuos en diferentes sectores econémicos tales como agricola, petrolero,

16



servicios, entre otros; seran afectados de manera diferencial ante un mismo
choque econémico. Para modelar esto, se definen las variables aleatorias S,
conn = 1,--- N, que representan N factores de riesgo o sectores. Como
cada deudor k puede ser efectado de manera diferencial por cada uno de los
factores de riesgo, se construyen los ponderadores af que modelan qué tanto
afecta al deudor £ la materializacion del riesgo del sector n. Tales factores
satisfacen las siguientes condiciones,

0<af <1, Vk=1,---,K, n=0,---,N, (15)
N
dab<1l, Vk=1,- K (16)
n=0

Por su parte, cada deudor tiene un riesgo especifico o idiosincratico, el peso
que este tiene se denota por af y cumple la siguiente relacién.

N
af = 1—2042. (17)

n=1
Por simplicidad del modelo se asumen los .5, independientes e idénticamente
distribuidos con distribucién Gamma con esperanza 1 y varianza o2. El pa-
rdmetro o, > 0 representa la volatilidad del n-ésimo factor de riesgo. La

probabilidad de default del deudor k£ ponderado por los factores de riesgo se
define por:

N
- ( ' za:zsn> | (13)
n=1

Por definicion, se satisface:
N
<o/g +y° af;Sn> >0, (19)
n=1

E

N
ag + Z aﬁSn] =1. (20)
n=1
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Ahora se modela la pérdida para el portafolio. Sea X la variable aleatoria
que representa la pérdida total del portafolio para un horizonte de tiempo
fijo T, se tiene que

K
X = Z 1. Ls.
k=1

1 si  kestaen default,

con

1, =

0 si  en otro caso.

Finalmente, el modelo CreditRisk+ modela la distribuciéon de pérdidas del
portafolio. Para esto, esta version del modelo emplea la funcion caracteristi-
ca, ®x, la cual brinda toda la informacién acerca la distribucién de las pérdi-
das. Para obtener ®x condicionada a S, se hace uso de la Propiedad 4. del
Teorema 2. y la propiedad de independencia (14).

Dyis(2) H Pr1,05(2) H Py, 15(Ly - 2) (21)

Usando la definicién, se tiene que la funcién caracteristica de 1; condicionada
a S esta dada por

Dus(z) = E|e ]
. 1),.5 g % 2(0),.5 . —pS
= /e’z( )pke_pktdt+/ et#( )pke_Pktdt
0 T

. .8 .8
= e (l—e pk'T) +ePrT,

Como ka es proporcional a pi y usualmente se toma 7' igual a un ano, se
tiene que

Py, 5(2) = PR, (22)
Por tanto, del resultado (22) y uniendo (18) y (21) se obtiene

Px|s(2) = exp (Zpk (ao + ZakS ) (ethw? — )) + F(2), (23)

donde F(z) representa el error generado por el proceso de aproximacién.
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Teorema 3 . La funcion caracteristica de las pérdidas en un portafolio de
crédito del modelo estandar de CreditRisk+, estda dado por,

Px(2) =Gx(e?) = exp <Zpko/§T(e’Lkz — 1)) H < (1— ev’,Lkz)> '

k=1 noi \1+ 02T prak
(24)
Prueba 1 . Tomese {S, | n=1,---, N} variables independientes e idénti-

camente distribuidas Gamma con media 1 y varianza o2, entonces:

Px(z) = E[Pxs(2)]

K N
exp (Zm (a’o“ +> a’;&) T(eilrs — 1)>]
k=1 n=1
K . N K |
exp <Z pka’gT(eszz — 1)) E lemp <Z Sn ZpkaZT(ethz o 1))
k=1 ne1 1
K . N
- <Zpka'5T(elL’“z - 1)> IIE
n=1

E

K
exp (ZpkafLT(eiLkz _ I)Sn>]
k=1 k=1
& Ky iL O 1 *
exp <ZPkaOT(e - 1)) II ( (1— eiLkz)> ’

K
k=1 a1 \1+ 02T >0 prog;

Los momentos para el modelo de CreditRisk+ estan dados por

E[X] = ZPk:Lk, (25)

K N K 2
VAR[X] =Y "I+ > on (Z a,‘ipkLk> : (26)
k=1 n=1 k=1
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4.3. Funcion de densidad via Transformada Rapida de
Fourier (TRF)

Para cada variable aleatoria X con funcion de densidad f de valor real, exis-
te una funcion caracteristica ®x y esta determina la distribucién de forma
unica. En el caso especial del modelo CreditRisk+ la funcion caracteristica
no es siempre integrable. Sin embargo, en este caso hay posibilidad de ob-
tener la funcion de densidad bajo la estructura especial del algoritmo de la
Transformada Rapida de Fourier (TRF).

Sea X una variable aleatoria cuya funcién caracteristica es ®x(z), sea f la
funcién de densidad de X definida en un intervalo [a, b]. Se supone f continua
en casi todo punto. Para cada g en una clase de funciones apropiada G, se
debe cumplir que

[ f@lgtads = Elg(x)) (27)
donde una escogencia apropiada de G esta dada por:
G={g(x)=€e"":2€ Z},
donde Z es un conjunto finito de niimeros reales.

Note que las funciones g son linealmente independientes, que resulta ser
necesario para la aproximacion deseada. El valor esperado en (27) para estas
funciones g es la funcién caracteristica evaluada en algin punto z € Z. Como
la funcion caracteristica es conocida y la funcion de densidad f es desconocida
en (27), se puede usar esta ecuacién para obtener f. La aproximacién de f
estd dada por el siguiente algoritmo.

Tomesé Z el nimero en el que se divide el portafolio® vy sean,

b—a 2m
BETIT M T A

El valor de Az se debe tomar de esta manera ya que el algoritmo de TRF se

toman 27” componentes espectrales equiespaciados y donde 2w representa la

5Usualmente Z se toma en potencias de 2% con u € N, esto se debe a un requerimiento
computacional. TRF requiere Z log, Z operaciones para ser calculada.
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frecuencia de muestreo. Z x Z es una matriz M, para j,w =0,1,...,Z -1,
ademds

Ty = a—+ wAx,
fw = f(mw)a
wAz st w < %
2y =
(w—Z)Az en otro caso

M;, = exp (27?2'%) .
Se define el conjunto
Z={z,:w=0,...,Z7—1}.

La transformada de Fourier de f en los puntos z, se puede denotar por
O, = Px(zy), luego la integral (11) se puede aproximar por la relacion

o Z-1
/ e f(x)dr =~ Axe™® Z AT f(a + wAT).
—o© w=0

Usando la notacion matricial, se tiene la ecuacion

Z—-1

d, = Agel®w Z ijfj‘
=0

Esto se da si se toma un intervalo adecuado [a,b] y un nimero de pasos
apropiados. Para determinar la funcion de densidad f,, solo se debe resolver
el sistema de ecuaciones lineales. Este sistema se puede resolver fdacilmente
a través de la inversa de Mj,, que estd dada por,

1 .
M]:UI = S exp (—QWi%) .

Por tanto, la inversa basado en las ecuaciones lineales esta dada por,
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4.4. CreditRisk+ aplicando TRF

Aunque la pérdida de un portafolio de créditos es una variable aleatoria
discreta, resulta sencillo dar una aproximaciéon de la funcién de densidad
si el nimero de deudores es grande. Esta funcion de densidad puede ser
determinada haciendo uso del algoritmo de la TREF.

En un portafolio de crédito las pérdidas estan acotadas por 0, en el caso que
ningin deudor ingrese al default (No pago), y Zle Ly, en el caso que todos
los deudores tengan default. Por lo tanto, la funcién de densidad esta definida

en el intervalo [O, K Lk] .

Sea Z el numero en el que se divide el portafolio, un Z mas grande implica
un calculo mas fino o de mayor precision, pero con una mayor carga compu-
tacional. Las distancias entre dos puntos de la muestra adyacentes esta dada
por

R ot
. Z—1]; ks T Az (28)

2 = (j—g) Az.

De la ecuacion (24) se tiene que la funcién caracteristica ® x (z) para el modelo
CreditRisk+ esta dada por:

Se define

ox() = ean @ I (=3 7) ™ (29

n=1

donde .
&n(z) = _prafi(¢™ —1),  n=0,--- N (30)
k=1

Haciendo uso del logaritmo natural se puede rescribir la potencia de la ecua-
cién para ®x(z;) como

Dy (z;) = exp (go(zj) - 0—12 In (1 - gggn(zj))> . (31)

La representacion anterior computacionalmente es méas estable que la pre-
sentada en (24).



CR+ via TRF supera algunos de los inconvenientes que se presentan con el
modelo estandar; sin embargo, al igual que el modelo original, CR+ usando
la trasformada de Fourier no captura las posibles dependencias o relaciones
entre diferentes créditos. Por ejemplo, si en un portafolio de crédito existen
dos miembros de una misma familia, no es creible que la probabilidad de
default sea independiente para estos dos créditos. Una posible soluciéon para
resolver este problema es implementar en el modelo CR+ matrices aleatorias
que permitan modelar todas las posibles correlaciones entre créditos y tam-
bién entre créditos y los factores de riesgos asociados a los diferentes sectores
econémicos. Un trabajo cercano a esto es el de Miinnix, Schéfer & Guhr
(2014)[23] quienes extienden el modelo de Merton (1974)[22] con matrices
aleatorias.
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5. Conclusiones

El modelo CreditRisk+ ha tenido un fuerte desarrollo desde su creacion en
1997. En su version original, CR+ se implementa a través de la recursién
de Panjer. Aunque se puede incluir factores de riesgo adicionales al riesgo
idiosincratico, un numero elevado de sectores unido con un portafolio de
crédito grande aumenta de manera importante el esfuerzo computacional.

El modelo CreditRisk+ usando transformada de Fourier supera las debili-
dades del modelo original en dos aspectos. Por un lado reduce el esfuerzo
computacional y, por el otro aumenta la estabilidad de las estimaciones. Sin
embargo, CreditRisk+ via TRF aun no contempla las posibles correlaciones
entre los diferentes créditos del portafolio.

Futuras investigaciones deben relajar el supuesto de independencia entre los
créditos del portafolio ya que en general esto no se cumple. Una posible
via para solucionar este problema es usar en el modelo la teoria de ma-
trices aleatorias que permitan incluir las correlaciones entre los créditos y
las correlaciones con los factores de riesgo asociados a los diversos sectores
econdmicos.
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A. Anexos

A.1. Distribucion Gamma

A continuacién se describen algunas propiedades de la distribuciéon Gamma
suponiendo que FE [pg] = iy, , var (ug) = 07 y pry, = 1.

1
[y, = o = 1 para todo k, entonces oy, = —,

k
1
aik = akﬁ,z = [ para todo k, entonces o, = —;.
Ok
Estos pardamentros de Gamma permiten obtener el siguiente resultado

Bl (¢)] = BE ! -] = P

Como la funcién de densidad de una Gamma estd dada por:

B 1/}(1—1 Ly
f(w ‘ 0475) - ﬁaF(O{) exXp B?

se tiene que:

A.2. Desarrollo para hallar la FGP del Nimero de In-
cumplimientos

Asumiendo que los factores de riesgo son independientes y se distribuyen
Gamma con media 1 y varianza o2 se obtiene:

app!

dH () =[] o P (—aby) diby,.
k

Usando este resultado en el teorema 1 se tiene

P = [ e -] o Vi

I (ag) exp (—agthr) didy,.
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Definiendo .
Qg o —
_ %% Ui

f (W) I ()

exp (—axtr)

se puede ver que:

/w exp (u(0) (s = D) [T 1 )

A exp (ZR- () (s — 1)) gf (k) di

_ /w exp ;E;wkwi,k <s—1>>1;[f(wk>d¢k
- /w exp ;wkziﬁwi,k (s—l))]}f(wk)dwk

= /wexp Zl/)k,uk (S - 1)) Hf(%c)dd}k
k k
= [bnexp (Vrpe (s = 1)) f (Yr) dy..

(32)

Para cada v, se tiene que:

/w exp (g (5 — 1)) f () di

N (Oék —M(j:k(s - 1))% - (Oék —M(i):k(s— 1))%

1
_ al,i %:<1_0k><"1§)
U_%_Uk(s_l) 1 — s .

Esto por propiedades de la funciéon generadora de momentos de una distri-

bucién, definida como My (t) = E [exp (t1))]. Siendo 6, = li’fﬁzk Entonces:
k

F(s) = 1;[ <11__9i’“8) (7’) . (33)
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A.3. Recursion

La recursién que permite encontrar la distribucién de pérdidas se define a
partir de:

G(s) = i R,s",
n=0

donde R, es la probabilidad de perder n unidades. Para este procedimiento
se requiere la siguiente proposicion:

Proposicién 2 .
Sea G(s) una funcion expresada en series de potencias tal que la derivada
del logaritmo de G (s) es una funcién racional asi:

1 dG(s)
G(s) ds
_A(s)  agtas+ - +as
"~ B(s)  bot+bis+ e+ bt

Entonces los coeficientes de la serie de potencias R, se pueden calcular asi:

d
il _
o og G (s)

1 min(r,n) min(t—1,n—1)
R = -t Roi b1 (n— ) R
+1 bO (n _ 1) g a JXZ; j+1 (n ]) J

Tomando logaritmo en la ecuacién 9 se tiene:
1
log G (s) =Y — (log(1 = ) = log(1 — G4y (5))) (34)
e Ok
derivando la ecuacion 34 con respecto a s se tiene:

0 D -1
by D Viw k Pis’

d
T log G (s) = Z

[ D v
A 1—[u—kzi’wi’kpi81

(35)

De la ecuacién (35) y la Proposicién 2. se obtiene,
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