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Capitulo 1

Introduccion

En geometria Riemanniana clasica, los vectores de Killing y las isometrias
fueron inicialmente estudiados desde un punto de vista local, es decir, se estu-
diaban sus propiedades en vecindades y entornos de algin punto del espacio.
Posteriormente se hizo mas énfasis en estudiar las propiedades globales de
estos campos y su relacion con la geometria del espacio en cuestion. Estos
analisis, permitieron obtener importantes resultados en la fisica, en particular
en relatividad general, para entender la geometria del espacio-tiempo.

Observando la importancia para la geometria de los campos vectoriales
de Killing, surge el proposito de este trabajo de grado, cuyo objetivo es hacer
uso de los conceptos basicos de la geometria Riemanniana para realizar un
estudio de estas estructuras.

Para llevar a cabo lo anterior, se proponen los siguientes objetivos es-
pecificos:

= Comprender y utilizar conceptos fundamentales tanto algebraicos y
geométricos como son los grupos y algebras de Lie, las derivadas de
Lie, las métricas y conexiones Riemannianas, las curvaturas, las apli-
caciones conformes e isométricas y las geodésicas, entre otros.

= Estudiar las definiciones y propiedades de campos vectoriales especia-
les en variedades Riemannianas. En particular, los campos vectoriales
de Killing y de Killing conformes y sus relaciones con las estructuras
geométricas que preservan.

= Presentar un panorama general de los resultados mas importantes que
se conocen sobre estos campos y otros relacionados que aparecen mas
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8 CAPITULO 1. INTRODUCCION

recientemente en la literatura.

» Calcular explicitamente ejemplos de campos vectoriales de Killing y
Killing conformes sobre algunas variedades Riemannianas apropiadas
que lo permitan.

= Revisar el comportamiento de los ejemplos calculados, para comprender
su significado geométrico y algebraico.

Este documento inicia con una breve descripcién historica de los campos
vectoriales de Killing, continuando con una introduccion de definiciones y
conceptos preliminares necesarios , para , en los dos ultimos capitulos analizar
a profundidad los campos vectoriales de Killing y de Killing conformes, sus
propiedades, caracterizaciones y teoremas importantes. Concluyendo con el
calculo de algunos ejemplos clasicos y de distintos grados de complejidad.

1.1. Contexto historico

Witz

Figura 1.1: Wilhelm Killing

Para hablar de la historia de los campos vectoriales de Killing, hay que
iniciar mencionando a Wilhelm Killing por quien se atribuyé el nombre a
estos campos vectoriales .
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Wilhelm Killing fue un matematico alemén, nacido el 10 de mayo de 1847
y quien fue actor importante en el desarrollo de la teoria de grupos y alge-
bras de Lie, y de la geometria no euclidiana. Sobre la teoria de Lie, tal vez, el
aporte mas importante de Killing fue tratar los problemas y propiedades en
los que Sophus Lie trabajaba, desde la geometria y no desde las ecuaciones
diferenciales. Con lo anterior Killing introdujo conceptos fundamentales de
la teoria moderna, como, las raices de un algebra de Lie y las bases de estas.

Sobre la geometria no euclidiana su aporte mas importante se preserva
en el articulo UBER DIE GRUNDLAGEN DER GEOMETRIE” (Fundamentos de
geometria, 1892). En este ambicioso articulo Killing introduce més que solo
conceptos. El busca presentar una nueva forma de hacer geometria, propésito
evidenciado en los 7 axiomas enunciados con un estilo propio muy marcado y
que para su época, rompia con los estandares de escribir verdades matemati-
cas,aqui se muestra el axioma 5:

“Un cuerpo que antes de un movimiento no tiene parte en comin con un
espacio y se encuentra en su totalidad dentro de ese espacio después del
movimiento, alcanza en el curso del movimiento una posicion en el que solo
una parte de ella se encuentra dentro de ese espacio.” [17, pag 183]

Mas alla, de presentar su estilo propio, Killing brinda por primera vez aportes
fundamentales para la geometria que se trabaja hoy en dia, principalmente
tres:

1. Killing dice que sus primeros siete axiomas definen una teoria equiva-
lente a la teoria general de los grupos transitivos continuos finitos de
transformaciones.

2. Trata de dar una definicién topolégica del nimero de dimensiones de
un espacio.

3. Presenta una contribucién de valor permanente: El concepto de lo que
ahora llamamos campos vectoriales de Killing, dando la primera defi-
nicién de estas estructuras matemaéticas [17, pag 184]:

Sea M una variedad n-dimensional, tal que la métrica se define en
términos de una carta U por g;; = pu( 0. 9.y . Sea X un campo de

P\oxir §a7
vectores en M tal que , X =) . & ii . Entonces X es un campo

7]




10 CAPITULO 1. INTRODUCCION

vectorial de Killing si el £ es una solucion del sistema de Killing de
ecuaciones diferenciales;

- 99ij o1 3 gk
2 kS Gy T g

Posterior al articulo de Killing se abre en la historia de las matemaéticas,
un campo de estudio sobre los campos vectoriales de Killing, en el cual se
han generado importantes resultados para la teoria que conocemos hoy. En
1939 Myers y Steenrod obtienen el primer resultado en la teoria global de
isometrias a través del siguiente teorema: “El grupo de isometrias de una
variedad riemanniana es un grupo de Lie” Myers and Steenrod Annals of
Mathematics Second Series, Vol. 40, No. 2 (Apr., 1939), pp. 400-416. En
1990 Nomizu escribe un articulo sobre la existencia local y global de campos
vectoriales de Killing resaltando el siguiente teorema: “El conjunto de todos
los campos vectoriales de Killing sobre una variedad Riemanniana forma un
algebra de Lie de dimensién finita sobre el campo de los niimeros reales” [11].

En los dltimos 50 anos el estudio de los campos de Killing ha seguido
avanzando, especialmente, en términos de aplicacién a la fisica y relatividad
general.



Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo se introduciran nociones basicas que seran fundamentales
en el desarrollo de los capitulos posteriores. Se presentaran contenidos propios
de la geometria diferencial y Riemanniana y del algebra de Lie de campos
vectoriales. Para estudios més detallados de estos temas se sugiere ver [3].

2.1. Geometria Riemanniana

Definicién 2.1. Sea M una variedad diferenciable, el fibrado vectorial tan-
gente, se define, como TM = {(p,v) | p € M,v € T,M}. Este conjunto
esta dotado de la estructura diferenciable inducida por M.

Definicién 2.2. Un campo vectorial, es una seccién diferenciable

X: M —TM.

El conjunto de todas las secciones diferenciables sobre una variedad, se denota
por:
C®(TM) ={X : X es campo vectorial}.

Definicién 2.3. Una variedad diferenciable M se puede equipar con una
métrica

g:C®(TM)® C*(TM) — C>*(M).
siendo g un 2-tensor que satisface:

= Simetria: Para todo p € M y dados X,,,Y, € T,M tenemos

9p(Xp, Yy) = 9,(Yp, Xp).

11



12 CAPITULO 2. PRELIMINARES

» Positividad: Para todo p € M se cumple g¢,(X,, X,,) > 0.
Esta métrica se denomina métrica Riemanniana.
Definicién 2.4. El par (M, g) se llama variedad Riemanniana.
Ejemplo 2.5. Se define la métrica euclidiana como:
gp T,M x T,M — R
(Zazdfi ,zbm) — Sab.
Para ¢ se cumple que:

» Simetria

9y (X1, Xp) = Z a1;Q2; = Z A2i01; = Q;Lm(Xm Xi).
= Definida positiva

gem(X, X) =) af >0,

Se suele denotar como (g5™); := (e, ;) -

Ejemplo 2.6. Sea f : M™ — N™* una inmersién. Si N tiene una estructura,
Riemanniana, f induce una estructura Riemanniana sobre M.

gt T,M x T,M — R
(wv) = g (w,v) == g (T, f (u), T, f (v))-

Se considerara ahora la métrica canénica de S~ como métrica inducida de
R” sobre S !. Sea

h=0) = {xGR” : fo = 1} S

Definicién 2.7. Una conexion D sobre una variedad M es una aplicacién
D :C®(TM)x C®(TM) — C>®(TM) tal que:
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m DxY eslineal en X.
» Dx(fZ)=(Xf)Z+ fDxZ con f funcién.

Definicién 2.8. Sobre una variedad M, existe una tnica conexion V, tal
que:

» (X, 7] =VxZ—-VzX.
L] Yg(X, Z) = g(VyX, Z) + g(X, VYZ>
V se llama conexién de Levi-Civita.

Definicién 2.9. Sea X € C*(T'M), la divergencia de X sobre M esta
definida como:
div X :=tr(VX).

donde, :
= Z g(veiX7 ei)'
i=1
Con ey, e, ..., e, elementos de una base ortonormal.
Definicién 2.10. Se define el tensor de curvatura de Riemann como :
R:C®(TM)x C®(TM) x C*(TM) = C>*(TM)

tal que
R(X, Y)Z = [Vx,vY]Z - V[X7y]Z.

Definicién 2.11. Se define el tensor de Ricei como:
Ric: C®(TM) — C*(TM)
tal que:

Ric(X,Y) Zg (X,ei)e;,Y).

Con eq, €9, ..., e, elementos de una base ortonormal.

Definicién 2.12. Se define el Hessiano como un 2-tensor tal que:

Hess f(X,Y) = X(Yf) - VxYf.



14 CAPITULO 2. PRELIMINARES

2.2. Algebra de Lie de campos vectoriales

Definicién 2.13. Sean X,Y € C(TM), el bracket de campos vectoriales
para p € M se define como:

(X Y]pf = (XY =Y, X)f.

Donde XY, € T, M.

‘ Y [X,Y]
X X

Figura 2.1: Interpretacién geométrica del bracket de Lie.

Definicién 2.14. Un algebra de Lie sobre R es un espacio vectorial g, dotado
con una funcién bilineal [ -+ ]:g x g — g, llamado bracket, tal que:

1 [X,Y] = —]Y, X].
2. [[X,Y], 2] +[[V, 2], X] + [, X],Y] = 0.

Definicién 2.15. Una C"*°-curva v : I — M sobre M se llama geodésica si,
su campo tangente 7' es paralelo a lo largo de ~, es decir:

V., =0.
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Ejemplo 2.16. El toro se obtiene al girar una circunferencia en el plano X Z
que no corte al eje Z. Las funciones que describen el toro son u(f) = acosf+b
y v(0) = asin, donde b > a > 0. Veamos que v’ = 0 para § = 0,7 que son la
circunferencia interior y exterior del toro. Obteniendo dos geodésicas. Para
encontrar las demds, se debe integrar la siguiente expresion:

$u(6) + v (0)°

w(0) ¢ e(u(6)? — 1)

Remplazando adecuadamente con la parametrizacion del toro, las geodésicas
quedan caracterizadas por:

dy ak
d9  (a+ cosfb)/c(a + cosfb)2 — 1

2.2.1. Derivada de Lie

Definicién 2.17. La derivada de Lie, llamada asi por Sophus Lie mide el
cambio de un campo vectorial , a lo largo del flujo de otro campo. La de-
rivada de Lie, se puede calcular sobre cualquier variedad diferenciable M.
Formalmente, la derivada de Lie se define como:

pif — f
; :
Donde {¢;} es el flujo de X,y {¢;} es el pullback.

() =t

t—0

En especial para funciones, se tiene:
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Asi, la derivada de Lie para funciones es:

Utilizando la definicién formal ,se puede establecer que la derivada de lie
entre campos vectoriales es:

SX(Y) = [Xv Y]

Para tensores:

Ex(SRT)=(L£x9) T+ 5S® LxT.

2.3. Aplicaciones conformes

Definicién 2.18. Sean (M, M) y (N, g") variedades Riemannianas y
f M — N un difeomorfismo.
Decimos que f isometria si

9 (X.Y) = gf (T,/(X), T,/ (V).

Definicién 2.19. Una transformacion conforme,es una funcién f que pre-
servan angulos,formalmente se define sobre variedades Riemannianas como:
Sean (M, g™) y (N, g") variedades Riemannianas y f : M — N un difeo-
morfismo, decimos que f es transformacion conforme si

%' (X.Y) = Mgy (T, (X), T,/ (V).

con A : M — R* una funcién de valor real positivo, llamada factor conforme
asociado.



2.3. APLICACIONES CONFORMES

Figura 2.2: Proyeccién estereografica, ejemplo 2.20

17

Ejemplo 2.20. Sea S? la esfera unitaria en Ry sea N = (0,0, 1) el polo
norte de S%. Sea M € S? con M # N tal que la linea que una a N y a M
intersecta el plano xy en el punto P. Se define la proyeccién estereografica

como la siguiente aplicacion:
m:S*— N =R%

Con 7 definido como:

T4y
w(x,y,2) = T

Se puede comprobar que la inversa 7! de 7 es

Ty =T

(2, 2y, 2% +y* — 1)

Para comprobar que 7 es una transformacién conforme, se debe garantizar

que preserve angulos:
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Sea 6 el angulo entre el eje real y una linea cualquiera que atraviesa un punto
p, tal que, para los puntos en cada una de las anteriores lineas, se pueden
parametrizar como:

z2=p+t,

2z =p+t(cosf + sinb).

para t € R.
Estos mismos puntos, sobre la esfera, se reescriben como:

(2(p+ t)vov (p+ t)Q B 1)
1+ (p+1t)?

r(t) =

Y

0 (2(p + tcosh), 2t sin b, (p + t cos§)? + t*sin” 6 — 1)

s(t) = .
1+ (p+tcos)? + t2sin20

Calculando respectivamente los vectores tangentes:

2(p* —1),0,4p)
(1+p»)2 7

r(0) = (

2(p* — 1) cos0,2(1 + p?) sin 6, 4p cos 0)
(p* +1) '

Ahora, sea ¢ el angulo entre los vectores tangentes:

(4(p* — 1)%) cos O + 16p? cos O
VA2 — 1)2 +16p2\/4(p? — 1)2cos2 0 + 4(1 + p?)2sin20 + 16p2cos20’

cos ¢ =

= cos .

Por lo tanto 7 es una aplicaciéon conforme.



Capitulo 3

Campos vectoriales de Killing

El objetivo principal de este capitulo es introducir los contenidos mas
importantes en relacién a los campos vectoriales de Killing, objeto principal
de estudio de este documento. Haciendo un recorrido por las definiciones
basicas, caracterizaciones y propiedades que permiten determinar los campos
de Killing sobre variedades Riemannianas.

et

Figura 3.1: Campos de Killing en un cilindro: El cilindro tiene tres simetrias
locales, sin embargo solo dos de ellas pueden extenderse a campos vectoriales de
Killing

Definicién 3.1. Un campo vectorial de Killing (CVK de ahora en adelante),
es un campo vectorial sobre una variedad Riemanniana cuyo flujo preserva
la métrica, es decir los CVK son los generadores infinitesimales de isometrias
sobre la variedad[12]. Definiéndolo en términos de la derivada de Lie, un
campo vectorial de Killing (CVK) sobre una variedad Riemanniana es un

19



20 CAPITULO 3. CAMPOS VECTORIALES DE KILLING

campo vectorial X para el cual la derivada de Lie se anula, es decir:

Sx(g) =0.

La anterior expresion es equivalente, en coordenadas locales a la ecuacion de
Killing:

V,.X, +V,X,=0.
Teorema 3.2. Un CVK X sobre M, tiene longitud constante, si y solo si,
toda curva integral de X es una geodésica.

Demostracion. Como X es de Killing se garantiza £xg(X,Y) = 0.
Por propiedades de la derivada de Lie:

g(VXX7 Y) +9(X7 VXY) - g([Xv X]7Y) - g(X’ [X7Y]) =0

Si la curva es geodésica, se cumple que Vx X = 0. Asi, la expresién anterior

se reduce a:
g(X, VyX) = 0,

Vyg(X,X) =0.

Es decir, X tiene longitud constante.
Reciprocamente, si X tiene longitud constante Vyg(X,X) = 0, es decir:
9(VxX,Y) =0 luego, VxX = 0, concluyendo la prueba. O

3.1. Caracterizacion de campos de Killing

En esta seccion, se enunciaran y demostraran tres proposiciones que son
utiles para encontrar y determinar los campos vectoriales de Killing sobre
una variedad Riemanniana.

Proposicion 3.3. Sea X un campo vectorial, son equivalentes las siguientes
afirmaciones:

1. X es CVK; es decir £xg = 0.
2. Para todo Y, Z € C*°(T'M) se cumple:
Xg(Y,2) =g([X,Y], Z) + g(Y. [X, Z]).
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3. Vx es anti simétrico relativo a g; es decir g(Vy X, Z)+¢g(VzX,Y) =0
para todo Y, Z € C*(T'M).
Demostracion. Veamos que
0=28xg=Lx(9(Y,2)) —g(LxY, Z) = g(Y, Lx, Z),
=9(VxY = [X,Y], Z) +9(Y,VxZ — [X, Z]).
Si £Xg = 0,
O]

Proposiciéon 3.4. Un campo vectorial es de Killing st y solo si todos los
flujos py sobre X son isometrias.

Demostracion. Si cada ¢; es una isometria, se tiene que ¢;(g) = g.
Asi, aplicando la definicién formal de la derivada de lie sobre g, se obtiene:

ng = 0.

Por lo tanto, X es de Killing.

Reciprocamente, Sea £xg = 0. Sea ¢; un flujo local de X. Si v es un vector
tangente en el dominio del flujo, entonces w = dp,(v) para s suficientemente
pequeno . Bajo le definicién de derivada de Lie

i £ ((dr (1) = g, ) =0,

Por propiedades algebraicas se cumple que ¢sp; = @s1. Por lo tanto,

lim = (9(dpuse, dpure(v) — g(dpu(v), dpu(0)))) = 0.

t—0
Esto quiere decir, que la funcién real:
s = g(dps(v), dps(v))

tiene derivada 0 por lo tanto es constante. Asi, g(dps(v),dps(v)) = g(v,v).
Por lo tanto ¢ es isometria. ]
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Lema 3.5. Sea X CVK sobre M. Para todo p € M, X estd determinado por
Xp Yy vXp'

Proposicion 3.6. Un campo vectorial X sobre M una variedad Riemannia-
na, es un CVK, siy solo si:

= La divergencia de X con respecto a la conexion de Levi-civita se anula.
» YU C M, feC>®U) tal que X(f) =0, entonces [ X,V f] =0

Observaciéon 3.7. Esta proposiciéon es un caso especifico de una propiedad
que sera enunciada y demostrada mas adelante.

3.2. El algebra de Lie iso(M)

Lema 3.8. El conjunto de todos los CVK sobre la variedad M de dimension

n, denotado poriso(M,g), es un dlgebra de Lie de dimension menor o igual
(n+1)n

5
Demostracion. Veamos primero que:
i) £x es lineal en X. Asi, cualquier combinacién de CVK es de Killing.

ii) [€x,Ly] = £x,y)- Asi, un bracket de CVK es Killing.

Veamos porque:

Lx,Lyv]f =Lx&vf— Ly Exf
— XY[-YX/,
= [X,Y]f.

Es decir, se comporta como un homomorfismo.

Por lo anterior, si Lx = Ly = 0 entonces Lixy} = 0. Por lo tanto
is0(M, g) es un algebra de Lie.
Ahora bien, por el lema 3.5, sea p € X se puede establecer que el mapa
X — (X,,(VX),) es lineal y tiene kernel trivial. Asi,

dim(iso(M, g)) < dim T, M + dim(SO(n)),
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B n(n —1)
=n-+ 2 ,

2n +n(n —1)
2 Y

n(n —1)

—

Donde SO(n) son todas las transformaciones antisimétricas. O

3.3. Técnica de Bochner

En esta seccién se presentara el comportamiento de los CVK bajo la
curvatura de Ricci, utilizando la técnica de Bochner.
Para iniciar, se enunciaran dos lemas necesarios para el trabajo posterior,
para detalles de las pruebas, se puede ver [13].

Lema 3.9. [153] X es un CVK si y solo si
v — V,X.
es un I-tensor anti simétrico.

Lema 3.10. [13] Sea X un CVK sobre M y considere f = 59(X, X) = 1| X|?,
entonces:

I Vf=-VxX
2. Hess f(v,v) = g(V,X,V,X) — R(v, X, X,v)

3. Af =|VX|? - Ric(X, X)

3.3.1. Campos de Killing con curvatura positiva y ne-
gativa
Teorema 3.11 (Teorema de Bochner(1946)). Sea M compacta , orientada

y con Ric < 0.Entonces, todo X CVK sobre M es paralelo. Adicionalmente,
si Ric < 0,entonces no existen CVK no triviales.



24 CAPITULO 3. CAMPOS VECTORIALES DE KILLING

Demostracion. Sea f como en el lema 3.10 para X un CVK. Aplicando el
teorema de Stokes para variedades ( ver [13, pag 380]), y bajo la condicién

de Ric < 0:
0= / A f dvol,
M

Por la condicién 3 del lema 3.10

= / (Ric(X, X) + | X[?) dvol,
M

> / | X|? dvol .
M

Por lo tanto | X| = 0 y asi, X debe ser paralelo.
Adicionalmente, Ric(X, X) < 0, luego

/ — Ric(X, X) dvol =0
M

por lo que Ric(X, X) = 0. Si Ric <0, implica X = 0. m

Teorema 3.12 (Berger,1965). Si M es una variedad Riemanniana de di-
mension n, compacta y con curvatura seccional positiva entonces todo campo
vectorial X tiene un cero.

Demostracion. Sea [ = % |X|2 igual que en lema 3.10 para X un CVK.
Asumamos que X no tiene ceros. Lo anterior implica, f tiene un minimo
positivo en p € M, luego Hess f |, > 0. Ademads, por la condicién 2 del lema
3.10, si X,V campos vectoriales :

Hess f(V.V) = g(Vv X, Vi X) - R(V. X, X, V).

Adicionalmente,por hipétesis si , X,V son linealmente independientes
g(R(V,X),X,V) > 0. Asi, encontraremos V tal que Hess f(V, V) < 0 cerca
a p, llegando a una contradiccion:

Sabemos que f tiene un minimoen py Vf |, = (=VxX) [,. Por lo tanto,
el mapa T,M — T,M definido por v = VxX tiene por lo menos un cero.
Por otro lado la dimensién par de 7,M, asegura, por la conjetura de Hopf
(ver [13]),que existe al menos un v, vector propio linealmente independiente
de X, que es cero, por lo tanto:

Hess f(v,v) = g(V,X,V,X) — R(v, X, X, v),
=—R(v, X, X,v) <0.
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Llegando a una contradiccion.
Por lo tanto X tiene por lo menos un cero. O

3.4. Ejemplos

Ejemplo 3.13. 5i v € R", sea V* el campo vectorial p — v,.
Como V* es paralelo, es de Killing. El flujo de V* consiste de todas las
traslaciones ¢;(p) = p + tv. (Traslacién infinitesimal)

Ejemplo 3.14. Sean i, j, k las coordenadas naturales sobre R3. Las trasla-
ciones infinitesimales sobre R? tienen bases d;, d;, d,. Sea

0 -1 0 00 -1 00 O
A={(1 0 0o}, B=(0O0 0 |, C=100 -1,
0 0 0 10 0 01 0
una base para R3.
Se obtienen los siguientes CVK:
A" =20, — 20,,
B* = y0, — 20y,

C" = —y0, + 20,.
Ejemplo 3.15. Sea X := L.(z,y,2) = y& — xd% sobre §? C R3. Calculare-
mos su conexion de Levi-civita asociada y analizaremos los campos vectoriales

de Killing respectivos.
Sea V € C*(TM) un campo vectorial definido como:

V= vlﬁx + 1128y + Ugaz.
Asi, Vi X es,
U1 (%) E)x — U1 (g—i) ay + vo <g—z> &E — V2 <g—$) 8y + U3 (g—z) 835 — Us (%) 8y.
Reduciendo la expresion a:

VVX = 'Ugax — vl(?y.
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Sobre el CVK asociado, se puede ver que:

’QXg(va) = g(VVX, Z) _'_g(vZX’ V),

= (V221 — 2901) + (2201 — v921) = 0.
Es decir, que X en si mismo es un CVK sobre S2.

Observacion 3.16. De manera analoga al ejemplo 3.15 se pueden establecer
las 3 rotaciones de la esfera como campos vectoriales de Killing:

w Ly(z,y,2) =20, — 20,.
v Ly(x,y,2) = y0, — 20,.

En el siguiente ejemplo, presentaremos una aplicacién de la caracteriza-
cién 3.6. Antes de iniciar, enunciamos la siguiente proposicion:

Proposicién 3.17 (Hodge-Helmholtz). Sea X un campo vectorial sobre M,
existe una unica descomposicion:

X=F+U.

donde F := grad g tal que rot(F) = 0 y divU = 0. Es decir, X tiene una
descomposicion en un campo irrotacional y solenoidal(campo donde se anula
la divergencia)(ver [14]).

Figura 3.2: Interpretacién geométrica de la descomposiciéon de Helmholtz; El
campo vectorial de la izquierda, es la composicién de un campo libre de divergen-
cia(azul) y un campo libre de rotacional(rojo).
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Utilizando la descomposicién de Hodge-Helmholtz se puede encontrar un
campo vectorial de Killing con la parte solenoidal de la descomposicién, y
posteriormente, utilizando la caracaterizacion 3.6, viendo como ese campo se
comporta para f € C*(U), U C M.

Figura 3.3: Ejemplo 3.18

Ejemplo 3.18. Sea S? C R? la esfera unitaria con N = (0,0, 1) el polo norte
como origen, y S denotando el polo sur. Sean (r,#) las coordenadas esfericas
usuales con r € (0,7) la inclinacién del angulo (colatitud), y 6 € (0,2m) el
angulo azimutal (longitud).

Para p € S — {N, S}, el espacio tangente T,,S?, tiene en esas coordenadas
una base natural inducida {0,,dy} con respecto a la métrica gy definida en
coordenadas por:

dsg := dr® + sin® rdf.

Ortonormalizando se obtiene una base {e1, ex}, con ey := 0, y ey := cscrdy.
Por lo tanto, para X := X (r,0), X = X'e;+X?ey. Calculando la divergencia:

div X : =tr(VX)
=4g (v€1X7 61) + g (V62X7 62) )
=0, X"+ cscrdy X? + cotr X1

Entonces, div(e;) = cotr y div(ez) = 0.
Asumamos que X = f(r)ey para un f tal que X pueda ser campo de Killing,
es decir si X(f) =0, entonces [X,Vf] =0. Sea Y := Vf,

[Y, f€2] == 0,
fIY,ea] +Y(f)ea = 0.
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Donde,

Y(f)ex = f[Y, e,

= f(cscrcotr).

Asi, queremos:

fIY, ea] = fescrcotr,
0,f cscrdy = fcscrcotroy,
0.f = fcotr,
In f =Insinr,

f=sinr.

Por lo tanto X := (sinr)es = 0p es un campo vectorial de Killing.



Capitulo 4

Campos conformes de Killing

En este capitulo se estudiaran los campos de Killing conformes, desarro-
llando caracterizaciones y propiedades, para concluir en la clasificacion de los
mismos sobre campos en R".

Definicién 4.1. Un campo vectorial de Killing Conforme X sobre una va-
riedad Riemanniana (M, g) satisface que

SXg = )\g
con A : M — R* una funcién de valor real positivo.

Cuando A = 0, la métrica se preserva a lo largo del flujo de X, es decir,
son precisamente los campos vectoriales de Killing.

4.1. Caracterizacién de campos de Killing con-
formes

Proposicion 4.2. Un campo vectorial X € TM , es un campo de Killing
conforme si y solo si, existe un funcién X\ : M — R tal que:

1. La divergencia de X satisface la siguiente igualdad: div X = S\

2. Sea U C M wun conjunto abierto y f € C*(U) tal que X(f) = 0,
entonces Ly X = AV f

29
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Demostracion. Sea X un campo vectorial de Killing conforme, entonces por
la relacién tr(£xg) = 2div X se cumple que:
t G
div x = TEXC)
2
_ tr(\g)
=5
A
= —n.
2
Comprobando la condicién 1 de la proposicion.
Ahora bien, si f : M — RT es constante a través del flujo de X | es decir
X (f) =0 entonces para Y € TM :

Ag(Y, V) =Lxg(Y,Vf),
= XY (f) = [X,Y](f) = 9(V. [ X, V]]),
= —g(Y,[X, Vf]).
Asi,
Ag(Y,V f) = —g(Y,[X, V[]).
Por lo tanto,
(Y, AV ] +[X, Vf]) = 0.

Reciprocamente, supongamos que X € C°°(T'M), satisface las condiciones 1
y 2 de la proposicion, se probard que £xg = Ag sobre un conjunto denso y
abierto U; U U; donde,

U ={peM:X,#0}yUs:={pe M:X,=0}.

Es evidente, que X se anula sobre Us, asi A =0 Vp € Us.
Ahora, sea p € Uy, sea V € C(T M), por hipétesis, sabemos que:

g([X, VI, V) =g(VxVf - Vv X, V),

(VxV V) —g(VerX, V),

(VwVf,X) +9(Vv X, V),

(Vy V£ X)+Vg(X, V) —g(X, Vv V),

g(Vf, V).

Sobre lo anterior consideramos dos casos para X:
Si X no es proporcional a Vf, del calculo anterior se observa que VX es

I
> 9 9 o 9
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anti-simétrico.
Si X es proporcional a V f, como div X = £\, tenemos:

n n
A =0(Ve X Br) + ;gmx, E;).

donde {F;} es ortonormal y F; := ”i((—” Sabemos que para i # 1:

Luego,
n "\
_)‘_g(vE1X7E1)+ 5:
=2
A

— 9(Ve X, B) + (n = )3,

nA=29(Vg X, E)+ (n— 1)\,
1
=———Xg(X, X))+ (n—1)A\
| X2

Por lo tanto Xg(X, X) = A. Asi, si X apunta en la misma direccién de Vf,
también se cumple que X es de Killing, concluyendo la prueba. ]

4.2. Ejemplos

En esta seccién se realizara la clasificacion de aplicaciones conformes con
los campos vectoriales de Killing asociados sobre M = R" con dimensién
n > 2. Sea M = R", X de Killing conforme, g,, := 0, V., X, == 0, X, ¥y
A el factor conforme asociado a X. Para comenzar, consideremos dos casos
sobre A:

Caso 1.5i A =0, V, X, +V, X, =0, es decir X no depende de z* con
xr e R".
Asf, V., X, +V, X, =0, lo que implica V2X,, := 9,0,X,, = 0. Luego, X se

puede escribir como

XH*(z) =c"+ Ala" conc' € R, AL € R.
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Si todos los coeficientes A” se anulan, el campo vectorial X#*(x) = ¢*
determina la ecuacién #(t) = ¢ con ¢*(t,x) = x + tc como flujo. Por lo
tanto, la transformacién conforme asociada (con t = 1), es la traslacién

p(r) =z +c
Ahora, sic =0y A = A¥ las ecuaciones V, X*+V , X" = A\, = 0, implican:
Oup Al +0u,A =0
es decir, AT + A = 0. Asi, las soluciones estdn dadas por los elementos del
dlgebra de Lie o(n) = {A: AT + A = 0}. )

Las transformaciones conformes asociadas(con ¢ = 1) son ¢(x) = e®. Es
decir, son las transformaciones ortogonales

©A - R" —>Rn,
xr — Ax.

Con A:=et e O(n) :={AeR” : ATA =T}.

Caso 2. Si A € R—{0}: X(z) = Az con transformacién asociada ¢(z) = e*,
que corresponde a las dilataciones.

Toda funcién A # 0 sin un término constante es lineal, y puede ser escrito
como:

Az) = 4(x,b) conz € R",b € R" — {0}.

Teniendo en cuenta esto, y sabiendo que, X es de Killing conforme, se satis-
face la ecuacién V, X" + V,X# = Aj,,. Calculando, con la definicién de A,
se encuentra la siguiente solucién:

XH*(x) = 2(x,b)a" — (x,2)b" con z € R".

Por otro lado, el campo X (z) = 2(x,b)z— (x, x)b con b # 0 no posee un grupo
uniparametrico de soluciones, aunque se puede establecer uno, localmente:
B x — (x,z)th

1= 2(z, tb) + (x,x) (tb, tb)’

con {t € R:1—2(z,tb) + (x,x)(th, tb) # 0}.

La transformacion asociada correspondiente a ¢ := ¢, esta dada por:

B x — (x,z)b

1 —2(b,z) + (x,x)(b, b)

wi(z)

e1(z)
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Las anteriores, son llamadas transformaciones especiales.
%

Se presentan ahora,graficas de algunas transformacion especiales:

Figura 4.1: Ejemplo de una transformacién especial (de Schwarz-Christoffel) de
un cuadrado en un circulo que es conforme excepto en los vértices del cuadrado.
Tomada del articulo original de 1869 de Schwarz.

Figura 4.2: Una cuadricula antes y despues de aplicarle una transformacion
conforme
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Figura 4.3: Una rejilla rectangular y su imagen bajo una transformacién conforme
f. Se ve que f envia pares de lineas que se cortan en 90 ° a pares de curvas todavia
se cortan en 90 °.
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De la clasificacién anterior de aplicaciones conformes se establece que :

Proposicion 4.3. Toda transformacion conforme ¢ : M — R", se puede
escribir como una composicion de:

= Una traslacion : v — x + c.
» Una tranformacion ortogonal x — Az con A € O(n).

= Una transformacion especial:

x — (b, b)b
1—2(z,b) + (x,x)(b,b)

T —r

Ejemplo 4.4. Un ejemplo del anterior resultado es la transformacion de
Mobius f para la proyeccién estereografica m u 7!, definida en el ejemplo
2.20, adicionando la compactificacion por un punto para N, el polo norte.
Escribiendo , a partir de esto, f, como:

f=moTon %

Donde T' , son precisamente las traslaciones y rotaciones anteriormente pre-
sentadas. Aqui, algunas graficas de esta transformacion( ver [1]):

Figura 4.4: Proyeccién estereogréfica de la esfera en el plano.
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Figura 4.5: Rotacién sobre el eje z.
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