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Resumen

La presente tesis tiene como objetivo el estudio metddico de las funciones aritméticas y
algunos temas relacionados con ellas como lo son la funcién parte entera; los Teoremas
de Euler, Fermat y Wilson; y los niimeros perfectos, pseudoprimos, de Carmichael, de
Fermat y los de Mersenne.
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Introduccion

La Matemdtica es la reina de las ciencias y la Teoria de Numeros la reina
de las Matemdaticas. Carl Friedrich Gauss

La Teoria de Numeros es posiblemente el area mas rica de las Matematicas; en ella
confluyen las demds y de ella nacen muchas otras, es por esto que Gauss la lleg6 a
considerar como la reina de las Matematicas. Estudiar la Teoria de Ntmeros es es-
tudiar la obra de grandes genios que se dedicaron a ella y es una excelente forma de
adquirir lo que se conoce como «madurez matematica»; es asi como nace el interés
de presentar como trabajo de grado una monografia de ciertos temas de la Teoria de
Numeros a los cuales se les dedica menos de un capitulo en la mayoria de los libros
de texto.

El tema principal de la monografia es el estudio de las funciones aritméticas y algunos
temas relacionados con ella, pero que también tiene un interés por si mismos, como es
el caso de la funcion parte entera; el Teorema de Euler, el Pequeno Teorema de Fer-
mat, el Teorema de Wilson y las consecuencias de estos teoremas; el estudio de ciertos
nimeros especiales como son los nimeros perfectos y su relaciéon con los niimeros de
Mersenne, los pseudoprimos, los nimeros de Carmichael y los niimeros de Fermat.

Es asi como esta monografia pretende ser de gran ayuda para aquéllos que deseen in-
cursionar de una forma mas profunda en estos bellos temas de la Teoria de Numeros.
Se presupone que el lector ya haya visto un curso en Teoria de Numeros, pues el
objetivo principal es el de utilizar esta monografia como complemento de los textos
guias tradicionales de Teoria de Ntimeros.

Para llevar a cabo la presente monografia se realizé un estudio minucioso de la actual
bibliografia sobre funciones aritméticas. Se recopilaron los teoremas mas importantes
y se buscaron los ejercicios mas interesantes sobre el tema. Muchos de estos ejercicios
son tomados de competencias o de revistas matematicas. Otros son problemas que se
dejan a cargo del lector en los tradicionales textos de Teoria de Numeros. Algunos
nuevos ejercicios surgian cundo se cambiaban pequenos detalles a los enunciados de
anteriores ejercicios ya planteados. Dado la gran cantidad de problemas de la presente
monografia, muchos de los métodos utilizados para resolver determinados problemas

1X



X INTRODUCCION

fueron aplicados para resolver otro tipo de problemas que inicialmente habian sido re-
sueltos utilizando diferentes métodos, es asi como algunos teoremas y ejercicios poseen
méas de una demostracion, este hecho permite al lector elegir aquella demostracion que
le es mas natural a él.

Por ltimo es importantes aclarar el significado de algunas notaciones que se uti-
lizan a lo largo del texto: Los simbolos (a,b) y [a, b] se utilizan respectivamente para
indicar el maximo comun divisor y el minimo comun multiplo de a y b. El simbolo
(a,b) se utiliza para indicar la pareja ordenada cuya primera componente es a y la
segunda es b. Para un conjunto finito A, el simbolo #A significard el cardinal de A.
El simbolo > dn indica que la suma se hace sobre todos los divisores positivos de n y
el simbolo len indica que el producto se hace sobre todos los primos que dividen a
n. La expresion n = p{*p5? - - - plm . para n > 2, quiere expresar la factorizacién unica
de n como productos de primos donde los p; son primos con p; < ps < -+ < p,, v los
«; enteros positivos.



Formulacién del Problema y
Justificacion

Constantemente se estan produciendo resultados diversos sobre distintos temas de las
Matematicas y en particular de la Teoria de Ntimeros. Estos al no estar organizados
y estructurados secuencialmente en un texto pierden la posibilidad de convertirse en
teorias que contribuyan a enriquecer el acervo cultural tan necesario para la forma-
cion de especialistas en las distintas dareas de las Matematicas, es por eso que se hace
necesario ir reciclando toda esa valiosa produccién para que pueda allanar el camino
que permita que quienes ingresan por primera vez a este tipo de conocimiento puedan
acceder mas facilmente a la formacion requerida.

Como fruto de mi interés por la Teoria de Numeros me he propuesto tomar una
de las dreas que mas me apasionan como son las funciones aritméticas y efectuar
un proceso de investigacion, organizacion, sintesis y enriquecimiento desde mi propia
perspectiva de esta area de la Teoria de Ntimeros.

x1
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Objetivos

Objetivo General

Hacer un estudio extenso, profundo y metédico de las funciones aritméticas y otros
temas de Teoria de Numeros.

Objetivos Especificos

1) Mostrar las propiedades més importantes relacionadas con las funciones multiplica-
tivas y la convolucién de Dirichlet, incorporando recientes y novedosos resultados
de estos temas que si bien es cierto que son frutos de investigaciones, no hacen
parte de los textos tradicionales de esta area del conocimiento.

2) Investigar e incorporar propiedades relevantes y novedosas de las funciones multi-
plicativas o, 7, 0,0, v u; v de la funcién parte entera.

3) Presentar diferentes consecuencias del Teorema de Euler, el Pequeno Teorema de
Fermat y el Teorema de Wilson.

4) Presentar un estudio sistematico de los nimeros pseudoprimos, de Carmichael,
perfectos y de Fermat.

xiii
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Capitulo 1

Introduccion a las Funciones
Aritmeéticas

En el presente capitulo introduciremos el concepto de funcién aritmética y atin mas
importante el de funciéon multiplicativa. Al mismo tiempo introduciremos la funciones
multiplicativas mas sobresalientes, las cuales se iran estudiando a lo largo de esta
monografia. El propésito del presente capitulo es el de servir como base para los
demaés capitulos de forma tal que éstos se puedan leer independientemente.

1.1. Definicién y ejemplos

Definicién 1.1. Una funcion cuyo dominio es el conjunto de los enteros positivos
(Z1) y cuyo codominio el conjunto de los nimeros complejos (C) , se denomina una
funcion aritmética.

Definicién 1.2. La funcidén ¢ definida VYn € Z", mediante
©(n) = nimero de enteros positivos menores o iguales que n y primos relativos con
n?

se denomina funcion ¢ de FEuler.

Ejemplo. Dado que los unicos enteros postivos menores o iguales que 12, primos
relativos con 12 son 1, 5, 7 y 11 entonces ¢(12) = 4. Dado que los tnicos enteros
postivos menores o iguales que 9, primos relativos con 9 son 1, 2, 4, 5, 7 y 8 entonces

p(9) = 6.

Como se observé en el ejemplo anterior, no es muy eficiente determinar el valor de
¢(n) verificando cada uno de los enteros positivos menores o iguales que n. Mas ade-
lante en este cépitulo se expresard ¢(n) en términos de la factorizacién de n como
producto de primos, la cual nos dara una forma mas rapida para determinar su valor.

Apartir de la definicién de ¢ es facil deducir que:
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Corolario 1.3. Sea n un entero positivo. p(n) =n — 1 sii n es primo.

Definicién 1.4. Definimos la funcién 7, ¥Yn € Z*, mediante

7(n) = numero de divisores positivos que tiene n.

Ejemplo. Dado que hay 4 ({1,2,4,8}) divisores positivos de 8 entonces 7(8) = 4.
Dado que 9 tiene sélo 3 divisores positivos ({1,3,9}) entonces 7(9) = 3.

Teorema 1.5. Sin = pi*p5?---pim entonces
T(n) = (g + (g + 1) (am + 1).

Demostracion. Dado que los divisores de n son de la forma n = p{'ps*---pSm con

0 <¢ < o Vi =1,...,m, es claro que hay tantos divisores de n como m-plas
(c1,¢9,..c;¢) donde 0 < ¢; < ay, Vi = 1,...,m. La cantidad de estas m-plas es
(a1 + D(ag+ 1) (a + 1). O

Definicién 1.6. Definimos la funcion o, ¥n € Z*, mediante
o(n) = suma de los divisores positivos de n.

En general definimos la funcion oy, Vn € Z*, mediante ox(n) = 3, d* donde
AELT.

Observacién. Observe que o1 = o y que 0g = 7.
Ejemplo. Vemos que 0(8) =1+2+4+8 =15y que 09(9) = 1 + 3% + 92 = 91.
Apartir de la definicién de o es facil deducir que:

Corolario 1.7. Sea n un entero positivo. o(n) =n+ 1 siin es primo.

1.2. Funciones multiplicativas

Definicién 1.8. Sea f una funcion aritmética no nula, diremos que f es:

a) Multiplicativa si siempre que (m,n) =1 se tiene que f(mn) = f(m)f(n).

b) Completamente Multiplicativa si¥ n,m € Z" se tiene que f(mn) = f(m)f(n).
Observacién. Toda funcién completamente multiplicativa es multiplicativa.

Ejemplo. La funcién f(n) = n* donde z € C, la funcién id(n) = n y la funcién
constante u(n) = 1 son ejemplos de funciones completamente multiplicativas.

Lema 1.9. Si f es una funcion multiplicativa entonces f(1) = 1.

Demostracion. Como f es no nula, existe n € N tal que f(n) # 0. Dado que f(n) =
f(n-1) = f(n)f(1), pues (n,m) = 1, cancelando f(n) a ambos lados de la ecuacién
se tiene que f(1) = 1. O
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Lema 1.10. Sean [y g funciones multiplicativas entonces fg es también una fun-
cion multiplicativa. Si ademds g(n) # 0,¥n, entonces f/g también es una funcion
multiplicativa.

Demostracion. Es claro que fg(1) = 1. Sean (m,n) = 1, utilizando las propiedad de
la funciones multiplicativas y la conmutatividad en los complejos tenemos que

Demostrar que f/g es multiplicativa, con g(n) # 0,Vn, queda a cargo del lector. [

En general mediante induccion se llega a que el producto de funciones multiplicativas
es multiplicativa.

Lema 1.11. Sea f una funcion con f(1) =1, se tiene que:

w) 1 es multiplicativa sii f (pp5 -~ pi) = £ (05°) £ (3%) -+ £ (pim) para todo n =
Py P

b) Sif es multiplicativa, entonces f es completamente multiplicativa sii f(p*) = f(p)“
para todo primo p y para todo entero positivo .

Demostracion. Evidente, se deja a cargo del lector. O

Teorema 1.12. Sea f una funcion multiplicativa (completamente multiplicativa) y k
un entero positivo, entonces la funcidn F definida para todo n € Z+ como F(n) =
f (nk) es también multiplicativa (completamente multiplicativa).

Demostracion.
=f(1%) = =1.
) Sea ( ,n) = 1, entonces F(mn) = f ((mn)¥) = f(m*n*). Pero f (m*n*

) =
( ) (nk pues f es multiplicativa y (mk,nk) =1, luego F'(mn) = f( ) f( )

El caso en el que se desea probar que si f es completamente multiplicativa entonces
también lo es F', se demuestra de forma similar. O

Teorema 1.13. Sean f y g funciones multiplicativas, entonces la funcion F definida
como n
:Zf(d)g <E> , Vn € Z7,
din

es una funcion multiplicativa.
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Demostracion. Sean n,m & Z+ con (n,m) = 1, luego d|nm sii d es de la forma d = uv
con uln y vim. Ademds (u,v) = (2, m) =1, por lo tanto

[]

Tomando la funcién constante g(n) = 1 y aplicando el teorema anterior obtenemos el
siguiente resultado.

Corolario 1.14. Sea f una funcion multiplicativa, la funcion F' definida como
=> fd), VneZ,
dn
es multiplicativa.

Lema 1.15. Sea f una funcion multiplicativa, y n = p{'ps? - - - pom se tiene que

m

D S@ =TT+ 7+ TG+ + F7).

Demostracidn 1. Sabemos por el corolario anterior que F'(n) = 3, f(d) es multi-
plicativa, luego

3

F(n)= ]| F@")

1

<.
Il

(L+ f(p) + F )+ + F(01)) -

—

1

<.
I

]

Demostracion 2. Tomando el producto de la derecha de la ecuacién y expandiendolo
obtenemos una suma de términos de la forma f(p{*) f(ps?) - - - f(pSr) = f(p§ps? - - - pSm)
donde los ¢; varian entre 0 y «;, Vi = 1, ..., m. Esta suma de términos no es otra cosa

que >, f(d). O
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Teorema 1.16. Para n = pi*p5® - - pm se tiene que

m pl)\(az+l) o 1

pi— 1

En especial se tiene que

T(n) = (g + D(ag+ 1) (apm + 1).

A es una funcién completa-

Demostracion. Es facil observar que la funcién f(n) = n
mente multiplicativa. Luego podemos aplicar el lema 1.15.

De alli obtenemos que

m

Y =T +p+ @)+ (h)). (1)

din i=1
Si A = 0 entonces es claro que
T(n) = (g + D(ag+ 1) (am + 1).

Si A # 0, y dandonos cuenta que el lado derecho de (1) es una serie geométrica finita

tenemos que
m - Aa;+1) -1

A b;
oan) =) d _HT

dn i=1

Haciendo A = 1 tenemos la correspondiente expresion para o(n). O

A partir del teorema anterior, para el lector no le debe ser dificil deducir el siguiente
resultado.

Corolario 1.17. La funcion oy es multiplicativa.

Observacion. En el corolario 1.14 vimos que si f es multiplicativa entonces F'(n) =

> f(d) es multiplicativa, pero no necesariamente es cierto que si f es completamente
d|n

multiplicativa, F' lo sea. Por ejemplo tomemos f(n) = n, la cual es completamente
multiplicativa y F(n) = o(n), la cual no es completamente multiplicativa.

A continuacién presentaremos un resultado interesante que se obtiene utilizando el
concepto de funcién multiplicativa y el lema 1.15, pero que cuyo enunciado nada tiene
que ver con funciones aritméticas. Para ello también necesitamos antes el siguiente
lema:
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Lema 1.18. Sean n y m enteros positivos. Entonces:

a) Sin=m=1 mod 4 entonces nm =1 mod 4.

b) Sin=m=3 mod 4 entonces nm =1 mod 4.

c) Sin=1 mod 4 entonces Vs € Z* se tiene que n®* =1 mod 4.

d) Sin =3 mod 4 entonces para s par se tiene que n® =1 mod 4 y para s impar
se tiene que n® =3 mod 4.

e) La funcion f tal que
0, st n es par

f(n)=41, sin=1 mod4
-1, ssm=3 mod4

es una funcion completamente multiplicativa.

Demostracion. a), b), ¢)y d) son triviales. Demostraremos e).

Es claro que f(1) = 1. Sean n y m enteros postivos.

i) Si n es par entonces nm es par y f(nm) = 0, ademas se tiene que f(n)f(m) =
0- f(m)=0. (Si m es par es andlogo)

ii) Sin=m =1 mod 4 entonces f(n)f(m)=1-1=1ynm=1 mod 4, de donde
f(nm) = 1.

iii) Sin=m =3 mod 4 entonces f(n)f(m) = (—1)(—=1) =1y nm =1 mod 4, de
donde f(nm) = 1.

iv) Sin=1 mod 4y m =3 mod 4 entonces f(n)f(m) =1(-1) = -1y nm =3
mod 4, de donde f(nm)=—1. (Sin=3 mod 4y m =1 mod 4 es andlogo)

]

Teorema 1.19. Dado un entero positivo n, el nimero de sus divisores de la forma
4k + 1 es mayor o igual al nimero de sus divisores de la forma 4k + 3.

Demostracion. Tomando la funcién f(n) del lema anterior, basta con demostrar que
de f(d) > 0. Como f es multiplicativa por el lema 1.15 tenemos que para n =
I R Ut

m )

D S@ =TT+ Fa)+ D) + -+ F(07).
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i) Si 2|n entonces 2 no le aporta nada al producto anterior.

ii) Si p|n con p primo de la forma 4k + 1 entonces 1+ f(p)+-- -+ f(p®) es positivo,
pues por el lema anterior, parte ¢), se tiene que cualquier potencia de p también
es de la forma 4k + 1.

iii) Si p|n con p primo de la forma 4k + 3. Para « par se tiene que
1+fp)+-+fp)=1-14+1-14---4+1=1
Para « impar se tiene que

L+ fp)+- -+ fp)=1-1+1-1+--+1-1=0

De 1), it) y iii) nos convencemos de que >, f(d) = 0. O
A partir de la anterior demostracién es facil deducir el siguiente corolario.

Corolario 1.20. Sea n = p{'py?---pdm, n tiene tantos divisores de la forma 4k + 1
como de la forma 4k + 3 sit existe ay; impar.

1.3. Funcién . de Mobius

Definicién 1.21. Diremos que n es un entero libre de cuadrados sii es falso que exista
p primo tal que p*|n.

Lema 1.22. Sea n = p{'p3*---ptm. Bl numero de divisores de n que son libres de
cuadrados es 2.

Demostracion. Es claro que el nimero de divisores de n libres de cuadrados es igual al
nimeros de divisores de m = pyps - - - P, s decir igual a 7(m) = (1+1)(1+1)--- (1+
1) = 2™, 0
Definicién 1.23. La funcidén u definida ¥n € Z*, mediante

sinm=1

1
u(n) =<0 si existe p primo tal que p*|n

—~

—1)™ sin es el producto de m primos diferentes.
se denomina funcion p de Mobius.

Es claro entonces que un entero n es libre de cuadrados sii |u(n)| = 1. A partir de
este hecho y el lema 1.22 se obtiene el siguiente resultado.
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Corolario 1.24. Sin = p{'p3...pom entonces
> lu(d)] =2m.
dn

Ejemplo. Se tiene que p(3) = (—1)! = —1.Dado que 24 = 23-3 se tiene que p(24) = 0.
Dado que 42 = 2 -3 - 7 se tiene que p(42) = (—1)% = —1.

Lema 1.25. La funcion de Mdbius es multiplicativa pero no completamente multi-
plicativa.

Demostracion. Veamos que p es multiplicativa, para ello tomemos n,m € Z* con
(n,m) = 1.

i) Sin =1 entonces

Si m = 1, idéntico.
ii) Si existe p primo tal que p?|n, entonces p?|nm.
p(nm) =0

= Op(m)
= p(n)p(m).

Si existe p primo tal que p?|m, idéntico.

iii) Si n y m son libres de cuadrados, es decir n = p;---ps y m = ¢ ---¢q, donde
DPly--yPss Q1 - - -, Gr son todos primos diferentes pues (n,m) = 1. Se tiene que

p(nm) = (~1)+"
(~1)*(~1)"
p(n)a(m).

Para ver que p no es completamente multiplicativa, basta con tomar p primo y ob-
servar que

pero
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Ejercicio 1.26. Probar que pu(n)u(n + 1)u(n + 2)u(n +3) =0,¥n > 1.
Desarrollo. Por el algoritmo de la divisién, existen enteros ¢,r € Z* tales que
n=4q+rcon 0 <r <4.
i) Sir =0, entonces 4|n, de donde u(n) = 0.
ii) Sir =1, entonces 4|n + 3, de donde u(n + 3) = 0.
iii) Si r = 2, entonces 4|n + 2, de donde u(n +2) = 0.
)

iv) Sir = 3, entonces 4|n + 1, de donde p(n + 1) = 0.

Teorema 1.27. Sea f una funcion multiplicativa y n = p'ps? - - - pom entonces

m

Y ould)fd) =T~ fm)

din =1

Demostracidn. Alser pf multiplicativa entonces F'(n) = >, (1f)(d) = >y, 1(d) f(d)
también lo es.

Luego

]

Utilizando el teorema anterior primero con f(n) = 1y luego con f(n) = 1/n obten-
emos respectivamente los siguientes corolarios.

Corolario 1.28.

sin=1
> p(d) .

sim > 1.

dn
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Corolario 1.29.
Z 1(d) _ 1 ! sinm=1
d 1——) sin = ptpy? - phm.
din 11;11 ( pi v
Una leve variacién en la demostraciéon del teorema 1.27 nos lleva al siguiente lema:

Lema 1.30. Para n = p{*p5*---pSm y f funcion multiplicativa se tiene que

Do lu@f@d) =Y @ fd=]] 1+ fp)
dln dln i=1

Ejercicio 1.31. Demostar el corolario 1.24 utilizando el lema anterior.

Demostracion. Tomando f(n) =1, Vn € Z*, se tiene que

D fu(d) =JJa+1)=2m
=1

dln
L]
Ejercicio 1.32. Demostrar que
1 sin=1
D ludled) =3 1p sin>1
dn pln
Demostracion. Para n = 1 es claro que se tiene, para n > 1 se ve que
> lu@)led) = [T+ ¢(p)
d|n p|n
=[Ja+
pln
pln
[
Teorema 1.33. Sean las parejas (ny,a1) ,(ng, as,) ..., (ng, ax) en Z+7x C. Definimos
T=A{i:n;=1} y S=> a;. Ademds para d € Z* definimos
€T

={i:d|n;}
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Sa; siTy# 0
€Ty
0 S5t szq)

Sq =

Entonces

S=Y" u(d)S.

deZ+
Demostracion. Sabemos, por el corolario 1.28, que
1 sin=1
d) =
ZM( ) {0 sin>1
dn
por lo tanto
k
=3 ()
i=1 dn;

Sean dy,ds, . .., d, los enteros positivos que dividen algun n; (1 <1i < k), se tiene que

S = Zﬂ(dj) Z a;

iGTd].
= Z pu(d;)Sq,
j=1
= Z pi(d)Sa-
deZ+

[]

Definicién 1.34. Para x € R, definimos la parte entera de x como el unico entero
n tal que n < x <n+ 1. A ese inico entero n lo denotaremos como |x].

Corolario 1.35. Para n entero positivo se tiene que

Hd) _ plo)
dzm: d n

Demostracion 1. Utilizando las definiciones y notaciones del teorema anterior hace-
mos ng = (k,n) y ax = 1,Vk = 1,...,n — 1. Se observa que S = ¢(n), ademds Sy
es igual a la cantidad de n;’s (n; = (i,n)) que son divisibles por d. Como (i,n) es
divisible por d sii d|n, se tiene que Sy = 0 si d t n. Si d|n entonces Sy serd igual al la
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cantidad de multiplos de d que son menores que n, es decir 5. Luego por el teorema
anterior se tiene que

o(n) = Y u(d)-

dln
Es decir
Z pu(d) _ p(n)
d n
dln
m
Demostracion 2. Es claro ver que
& 1 1
p(n) =) {—(n,k)J yaque Y p(d) = bJ :
k=1 d|n
En especial vemos que
1
> u = | s .
o (n, k)
luego
) =" pd) =D pu(d) =" pld)=> pd) Y 1.
k=1 d|(n,k) k=1 djn dln k=ad d|n k=ad
dlk 1<k<n 1<k<n
Dado que k = ad con 1 < k <nsii 1 <a < n/d, entonces
n/d
n
p(n) =D pd) D 1=2 pl(d)-.
dln a=1 dln
m

Teorema 1.36. Para n = pi*p5®---pm se tiene que

@(n)znﬁ(l—]%) :nﬁpi—zl

p.

Demostracion 1. Consecuencia inmendiata del corolario 1.29 y el corolario anterior.

Demostracion 2.

ﬁ<1—l>:1—§:l+ L > T

1<icj<k<m DPiP;iPk P1DP2 " " Pm
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Ejemplo. Calculemos los valores de ¢(12) y de ¢(9). En el primer caso se tiene que

12 = 22 . 3, por lo tanto
2—1 3—1
12) =12 = 4.

En el segundo caso se tiene que 9 = 32, por lo tanto

£(9) = 9 (3;31) _6.

A partir del teorema anterior, para el lector no le debe ser dificil deducir el siguiente
resultado.

Corolario 1.37. La funcion ¢ es multiplicativa.

Corolario 1.38. Ezisten infinitos numeros primos.

Demostracion. Supongamos que existen solo un nimero finito de primos. Sean estos
D1, D2y« -+ Pme D€ A = P1P2, * * * Pm. Sabemos que

o) =aJ] (1= 2) = 0n = D= 1) = D 2 = DB 1) =2

es decir p(a) > 2. Pero a solo tiene como primo relativo a 1 pues para cualquier otro
n > 1 se tiene que existe p; tal que p;|n, luego ¢(a) = 1, lo cual es una contradiccién.
O

Ejercicio 1.39. Sea n = pi"p5? - - - p2m. Demostrar que:

m

a) > pu(d)e(d) = T1(2 —pi)

dn i=1

b) > p(d)or(d) = (=1)"(p1 - - - pm)

dln

Desarrollo. Utilizando el teorema 1.27 y el hecho de que p(p) = p—1y or(p) = 1+p
para p primo tenemos que:

) Sleld) = [0 - = 1) = [T =)
b) S pldios(d) = [T = (1+50) = (17" (1)

En especial se tiene que
> u(d)a(d) = (=1)"p1 - pm
dln

Yy que

S uldyr(d) = (~1)"

dln
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m
Ejercicio 1.40. Si n es un numero par, probar que Y u(d)p(d) = 0.
din
Desarrollo. Consecuencia inmediata del ejercicio anterior, parte a). O

El anterior resultado se puede deducir del siguiente corolario:

Corolario 1.41. Sea f una funcion multiplicativa tal que f(2) = 1. Entonces para
todo n entero positivo par, se tiene que

> u(d)f(d) = 0.

d|n
Demostracion.
Youdfd) =TT =) =0-re)]la-rw) =o
dln pln 5\;12
O
Ejercicio 1.42. Sea n = pi"p5? - - - p2m. Demostrar que:
m _1 m
> dp(d) =1 —p) = ( n) pip2 - pmp(n).
dln i=1

Demostracién. Tomando la funcién definida como f(n) = n, Vn € Z* y aplicando el
teorema 1.27 tenemos que

> dp(d) =T —p).

din i=1

Por otro lado sabemos que

o=l (- 2) o1 (52) - o

Se ve entonces que

m

H(l —pi) = (_i)mplm ++ Pmp(n)

i=1

Obteniendose el resultado deseado. O

Ejercicio 1.43. Probar que

M) Sy
g meE
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Demostracion. Es claro que para n = 1 se tiene. Sea 0(n) = %,Vn € ZT. Se tiene
“m ge tiene que

que 6 es multiplicativa, luego para n = p*p5? - - - p%

1.4. Formula de inversion de Mobius

Teorema 1.44 (Férmula de inversién de Mdobius). Sean f y F funciones ar-
itméticas, entonces

F(n)=)_f(d), VneZ'
d

S11

f(n) = dz:u(d)F (%) . VYneZ'.
Demostracién. Definimos (sélo para esta demostracién) h(n) = 1, Vn € Z*.

=)

S udF (5) = ud | D fe)
dln

din oy

=YY u@fh ()

dn |

= > ) f(B)h()

afy=n

=> B (D nla)

n

Bln a\ﬁ
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Utilizando el corolario 1.28 vemos que

ZM(Q): {1 sif=n

0 en los otros casos.

Luego

S udF (5) = fon).
dln

OVTED D) WY, (%)

dn c|d
d d

= ple)F (= h| -
> xwor (E)e(6)
= > ul@)FB)h()
afy=n
=Y F) | D nl«)

Bin ol %

Teorema 1.45. Vn € Z*, se tiene que
> p(d) =n.
din

Demostracion 1. Por el corolario 1.35 tenemos que

OEDICICE

din

Luego utilizando la férmula de inversién de Mobius obtenemos el resultado buscado.
O

Demostracion 2. Sea d un divisor positivo de n. Definimos H; = {k € I,, | (k,n) = d}.
Es claro que

Hi={ke | (kn)=d}={jels| (5;%) =1},
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de donde se tiene que #Hy; = ¢ (%) Por otra parte se tiene que

UHd =1,

dn

Luego

> #Hy=n,
din

de donde se tiene que

Zw(d)=2¢(g> =n.

dln dln
[

Observacion. Observe que la primera demostracion se basa en el corolario 1.35 y
luego el uso de la férmula de inversiéon de Mobius. Se puede invertir el orden con la
demostracion 2 para demostrar primero este teorema y luego aplicar la férmula de
inversion de Mobius para obtener el corolario 1.35.

Ejercicio 1.46. Demostrar que

n = Z,u(d)a (g) :

dln

o(n)=> d,

din

Demostracion. Dado que

utilizando la férmula de inversiéon de Mdbius obtenemos que

n= Z,u(d)a (%) :

dln

1.5. Funciones aditivas

Definicién 1.47. Sea f una funcion aritmética tal que f(1) = 0. Diremos que f es
aditiva si f(nm) = f(n) + f(m) siempre que (n,m) =1 y diremos que es comple-
tamente aditiva si f(nm) = f(n) + f(m), Vn,m € Z.

Ejemplo. La funcién slog(n) es completamente aditiva para todo s € C.

Definicién 1.48.
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a) Definimos la funcién w mediante w(1) =0 y w(n) =m para n = p{*ps? - - - p&m.

b) Definimos la funcion Q mediante Q(1) = 0 y Q(n) = oy + ag + -+ + @, para
n = p?lng .. .p?‘nm_
Corolario 1.49. La funcion w es aditiva y la funcion ) es completamente aditiva.

Demostracion. Evidente a partir de la definicién anterior. O

Teorema 1.50 (Paul Erdés). Sea f una funcion completamente aditiva de valor
real y mondtona no decreciente (es decir si n < m entonces f(n) < f(m)), entonces
existe ¢ € R tal que f(n) = clogn, Vn € Z™.

Demostracion. Sean n y m enteros positivos con m > 2 y sean aq, @, ... una sucesion
estrictamente creciente de enteros positivos. Es claro que existe una sucesion kq, ko, . . .
de ntimeros naturales tales que

mh < n% < mhTl VieZt. (1)

Es decir k;logm < «;logn < (k; + 1) logm, Vi € Z*. Dividiendo por «; logm obten-
emos que

— < <
a; — logm o

De donde es claro que lim % = lsn
oo logm

Por otro lado, dado que f es completamente aditiva y mondtona no decreciente, de
(1) vemos que
kif(m) <a;f(n) < (k; +1)f(m), VieZt.

Dividiendo por «; f(m), obtenemos que

o~ flm) T o
de donde vemos que lim £ = J{((;?)
Se tiene entonces que J{((ZL)) = ll(‘;gg::L, o lo que es lo mismo, f(n) = IJ; g’:}z log n. Tomando
c= 1]; Z’Z, obtenemos el resultado deseado. O

1.6. La Funcién de Von Mangoldt y la Funcion de
Liouville

Definicién 1.51. Definimos la funcion Von Mangoldt como

A(n) logp sin=p* donde p es primo y o € Z™*
n)—=
0 en otro caso.
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Teorema 1.52. Se tiene que:
a) Y A(d) =logn
din
b) A(n) = — 3 u(d) log d
dln
Demostracion. a) Sea n = p{'py? .- phm . luego

STAW =Y AG) o+ YA

din
= ailogpr + -+ o logpp
= logpi" + -~ + log py,"

=logn

b) Por la férmula de inversién de M&bius se tiene que

An) = u(d)log ()

dln
= Z w(d)logn — Z wu(d)logd.
din dln

Como Zd‘n pu(d) =0sin>1ylogn=0sin=1 entonces

Zu(d) logn = 0, Vnezt
d|

Luego
A(n) == p(d)logd.
din

O
Definicién 1.53. Definimos la funcion de Liouville A como A1) = 1 y A(n) =
(—1)nfeettan gin = piipg? - - phm.
Lema 1.54. )\ es completamente multiplicativa.
Demostracion. Evidente. O

Teorema 1.55. Para todo n € Z*1 se tiene que

1, sin es un cuadrado perfecto
S = {1

d , en otro caso.
n
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Demostracidn. Sea F'(n) =3_,;, A(n). Como A es multiplicativa entonces también los
es F'. Paran = p® con p primo y o € Z" se ve que

=D A =1+AP)+AP°) + AP =1 =141 =4 (=1)*
dlp™

Apartir de lo anterior es claro que F' (p®) = 1 si aes pary F (p*) = 0 si a es impar.
Dado que F' es multiplicativa es claro que

0, en otro caso.

Z An { , sin esun cuadrado perfecto

d|n

1.7. La Convolucion de Dirichlet

Definicién 1.56. Sean f y g dos funciones aritméticas y I definida como
- |Z flyg (%) = 3 fla)at)
Llamaremos a F' la convolucion de Dirichlet entre f y g y la denotaremos como f *g.
Lema 1.57. Sean f, g y h funciones aritméticas, entonces se cumple que:
a) fxg=g=x*f. (Ley conmutativa)
b) fx(gxh)=(fxg)*h. (Ley asociativa)

Demostracion.

a) Evidente.

b) Vemos que

[f = (g=h)](n) =) <f<a> > g(b)h(e))

ad=n

=22 Jayg

ad=n bc=d

= > f(a)g(b)h(e)

abc=n
Analogamente se puede demostrar que

[(fxg)xh](n) =D fla)g

abc=n
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Definicién 1.58. Definimos las funciones e y u como e(n) = [;J y u(n) =1 para
todo n en los enteros positivos, respectivamente.

Observacion. Observe que

e(n) = H = peun) =3 ud) = {é inol

dn
Lema 1.59. Sea f una funcion aritmética, entonces se cumple fxe=ex f = f.

Demostracion.

et =Y 3] 7 () = 1,

dln

pues EJ:Osid>1. O

Lema 1.60. Sea f una funcion aritmética tal que f(1) # 0, entonces eziste una
tnica funcion f~1, llamada la inversa de Dirichlet de f, tal que f*f~' = f~1x f =e.
Ademds f~1 viene dada por las sigiventes formulas de recurrencia:
=gy = S (5) ) peran > 1
0 7y 2=\

d<n
Demostracion. Para n = 1 vemos que

! =e “1(1) = )=
(F+f 1) =el) <= FO)F (1) =1 (1) oL

Supongamos que para todo m < n se tiene determinado el valor unico de f~1(m).
Luego para n > 1 vemos que

(5 £7) () = e(m) = FOF ) + 32 F (%) F7H(d) =0
d|n

=1 =7 1 (5) 1)
djn

[]

Ejercicio 1.61. Probar la férmula de inversién de Mobius (teorema 1.44) utilizando
el hecho de que la inversa de Dirichlet de u es u.



292 CAPITULO 1. INTRODUCCION A LAS FUNCIONES ARITMETICAS

Demostracion. Por el corolario 1.28 vemos que ! = u, luego:
F=fxu<=Fxu=fx(uxp) < Fxu=f.
O

Teorema 1.62. Si f y g son funciones multiplicativas entonces f x g es una funcion
multiplicativa.

Demostracion. Es el mismo teorema 1.13. ]

Lema 1.63. Sean f y g funciones aritméticas. Si g y fxg son funciones multiplicativas
entonces f también lo es.

Demostracion. Supongamos que f no es multiplicativa entonces existen dos opciones:
f(1) =00 f(1) = 1 pero existen m y n tales que (m,n) =1y f(mn) # f(m)f(n).
En el primer caso se llega a la contradiccién de que (f % ¢)(1) = 0, contradiciendo
que f * g es multiplicativa. Para el segundo caso elegimos m y n tales que el producto
mn sea lo menor posible. Si mn =1 (m =n = 1) entonces f(1) # f(1)f(1) y por lo
tanto f(1) # 1 lo cual contradice que f(1) = 1. Luego mn > 1, de donde para todo a
y todo b con (a,b) =1y ab < mn se tiene que f(ab) = f(a)f(b). Vemos entonces que

(f *g)mm) = > f(d)g ()

dlmn
=Y flab)g <%)
alm

bl
= Y flab)g (%) + f(mn)g(1)
alm
bln
= > @i (%) g () + fmn)
alm
bln
ab<mn

= > @y (%) 321w () = Fm)f) + S ()
bjn

alm

= (f*9)(m)(f = g)(n) — f(m)f(n) + f(mn).

Como f(mn)— f(m)f(n) # 0 entonces (f*g)(mn)—(f*g)(m)(f*g)(n) # 0, es decir
(fxg)(mn) # (f*g)(m)(f*g)(n). Porlo tanto f* g no es una funcién multiplicativa,

lo cual es una contradiccién. O

Corolario 1.64. Si f es multiplicativa, también lo es f~1.
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Demostracion. Como e = f * f~! y e y f son multiplicativas, entonces por el lema
anterior f~! es multiplicativa. O

Teorema 1.65. Sea [ una funcion multiplicativa. Entonces [ es completamente mul-
tiplicativa sii f~1(n) = p(n)f(n), Vn € Z*.

Demostracion.

=) Como f es completamente multiplicativa entonces

uf + fn) = D pldf @) (5) = F0) D u(d) = f)e(n) = e(n),
dln

dn
ya que f(l)e(1) =1y f(n)e(n) = f(n)0 =0 paran > 1.

<) Como f es multiplicativa, basta con probar que f (p*) = f(p)* para p primo
yae€Z". Como f~1(n) = pu(n)f(n), Vn € Z*, entonces

Zu(d)f(d)f (g) =0 para todo n > 1.

dn
Luego para n = p® tenemos que u(1)f(1)f (p®) + u(p)f(p)f (p®~*) = 0, de donde
f*) = f)f ). (1)

Probaremos que f (p*) = f(p)® por induccién sobre a. Para a = 1 se cumple pues
f(pY) = f(p)'. Supongamos que se cumple para a y probemos que se tiene para a+ 1.
Utlizando (1) y la hipdtesis de induccién vemos que

F ) = f)f %) = F) F(p)* = fp)°*.

Corolario 1.66. Se tiene que:

a) ot (n) => du(d) =] (1 — p), es decir ¢! = puN * u.

dln pln
b) o' (n) = %dk,u(d)u (%), es decir o' = Ny * pu.

¢) A1) = 12(n) = |u(n)].

Demostracion.
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a) Por el corolario 1.35 sabemos que ¢ = pxN. Como N es completamente multiplica-
tiva entonces N~! = N por el teorema anterior. Luego o=t = = 1% N=t = uxuN.

La identidad
> dud) =] -p)
dln

pln

es el ejercicio 1.42.

b) Sabemos que o, = Ni % u, ademas como N es completamente multiplicativa
entonces N, ' = uNy. Luego o' = Nt s u™t = puN, * pu.

¢) Como X es completamente multiplicativa entonces A=t = p.

i) Sin =1, vemos que pu(1)A(1) =1y que p*(1) = |u(1)] = 1.
ii) Sin es el producto de m primos diferentes, tenemos que p(n)A(n) = (—1)™(—1)™
(=1)*" =1y que p?(n) = |u(n)] = 1.
iii) Si n no es libre de cuadrados entonces p(n)A\(n) = 0A(n) = 0y p?(n) =
|[u(n)| = 0.

De i), ii) y iii) vemos que A~ = pX = p? = |u/.



Capitulo 2

La Funcién ¢ de Euler

El presente capitulo tiene como proposito mostrar las principales propiedades que
posee la funcion ¢ de Euler.

2.1. Identidades
Lema 2.1. Sim,n € Z* y (m,n) = d, entonces

D o (mn) = plm)p(n).

Demostracion. Si d = 1 es claro que se tiene el resultado. Si m y n no son primos
relativos, entonces tienen factores primos comunes. Sean estos p1, pa, - - - , ps. Entonces
m=pl'py?- - plryn= pflpgr" - pP%t con (r,t) = 1. Vemos que

stom) = [ (1= )T (=) TT (1)

plr

i=1 plr
° 1 1
gp(n):nH 1—— H 1—-
=1 pi p
i plt
de donde se tiene que
> 1 o(d
etmypl) = otm) T (1= 1) = otmm 257
i=1 !
]
Ejercicio 2.2. Sea n, k € Z", demostrar que ¢ (n*) = n*"1p(n)

25
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Demostracion 1.
1 1
k k k-1 k—1
p(n") =n II 1——>:n n”(l——):n o(n).
( ) i ( D oin p

]

Demostracion 2. Por induccion sobre k. Es claro que se tiene para k£ = 1. Supongamos

que se cumple para k y probemos para k 4 1. Vemos que, como (nk , n) =n,

o(n

20 ) = o () oto).
Cancelando ¢(n), obtenemos que ¢ (nF™') = ne(n*). Por hipétesis de induccién
p(n*) = n*lp(n), luego ¢ (n**') = nfp(n). O

Teorema 2.3. Sean n y j enteros conn > 2 y j > 0, entonces el nimero de enteros
positivos entre jn y (j + 1)n primos relativos con n es p(n).

Demostracion. Sea z un entero tal que jn < z < (j + 1)n, entonces existe un nico
y€ Zconl<y<ntal que x =jn+y.Si(x,n) =1, se tiene que (jn +y,n) = 1.
Luego (y,n) = 1.

Por otra parte, sea y € Z tal que 1 <y < ny (y,n) = 1, entonces jn < jn+y <
U+ Dny (n+ymn) =1

De lo anterior se desprende que el nimero de enteros entre jn y (j + 1)n primos
relativos con n es igual al nimero de enteros entre 0 y n primos relativos con n, es
decir p(n). O

Corolario 2.4. Si n,k € Z", entonces el nimero de enteros positivos menores o
iguales a kn que son primos relativos con n es kp(n).

Demostracion. Sin = 1 es claro que se tiene, luego supongamos que n > 1. Utilizando
el teorema anterior, variando j entre 0 y £ — 1, obtenemos el resultado deseado. [

Ejercicio 2.5. Demostrar que sin > 2, entonces la suma de todos los enteros positivos
menores que n y primos relativos con n es n%").
Demostracion. Si n = 2 es claro que se tiene el resultado. Sin > 3,seal < d < n
tal que (d,n) = 1, entonces (n — d,n) = 1. Luego si aparece el sumando d, también
aparece el sumando n — d y estos son diferentes (de lo contrario se llegaria a una

contradiccién). Como d + (n — d) = n, entonces

Z d= n1 Z 1= nM
(d,n)= 2 dn)=1 2

b 71 (
1<d<n 1<d<n
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Teorema 2.6 (American Mathematical Monthly, Problema E1217, [11]).

Para todo entero positivo n, se tiene que

[ @+e = nn.
d|n

Demostracion.

H de@D+e(s) _ H e H d°(a)

dln dln dln

~TI#“]] (g)”(z)

djn dn
— H ned

djn
— pdin P(d)

=n".

]

Observacion. Siguiendo las mismas lineas de la demostraciéon anterior se puede de-

mostrar que
[T e = not,

dn

Lema 2.7. Sean n,k € Z*, se tiene que
{n—l—lJ VJ_ 1 sikn+1
k k1l )0 en otro caso.

Demostracion 1. 1) Si kln+ 1, existe ¢ € Z" tal que n + 1 = gk de donde

n+1

2 =q
y por lo tanto

n+1|

L =dq
Ademas n = gk — 1 de donde

n 1

¢ Tk

y por lo tanto
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ii) Si k{n+1, existen q,r € N tales que n+ 1 = gk + 7 con 0 < r < k, de donde

n+1_ +7’
k _q

k
n+1 B
|7

Ademas n = gk +r — 1, de donde

luego

luego

De i) y ii) se obtiene el resultado buscado. O

Demostracion 2. 1) Si ktn+ 1 entonces hay tantos multiplos de k entre 1 y n que

entre 1 y n+ 1, es decir
VLJ_ n+1
k1l k

ii) Si k|n + 1 entonces hay un multiplo més de k entre 1 y n+ 1 que entre 1 y n, es

decir
3=

De i) y ii) se obtiene el resultado buscado. O

Ejercicio 2.8. Demostrar que

d=

—_

Demostracion 1. Sabemos que

3

b — n(n+1)
2
k=1
y que
> pld) =k
dn
Luego
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Consideremos la suma

si la expandimos, para un d fijo entre 1 y n, ¢(n) va a aparecer tantas veces como
multiplos de d entre 1 y n haya, es decir L%J Luego

zijso(d) =] = 33wl

k=1 dlk
n(n+1)
2

]

Demostracion 2. Por induccién sobre n. Para n = 1 es claro que se cumple, supong-
amos que se cumple para n y probemos que se cumple para n + 1.

Se tiene que

§¢<k> ] S|l +§w<k> (1] -13))

-y gl - e ([ - 17)

Utilizando la hipodtesis de induccién y el lema anterior, tenemos que

>t || = M S et

kln+1

_ n(n;— 1) a4l
(n+1)(n+2)

2

Ejercicio 2.9. Demostrar que

Z(—l)n/dsfi(d) _ {0 sl m es par

din —n Sl 7 eslmpar.

Demostracion.
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i) Si n es impar entonces

S (=D)Mp(d) = 3 (~Dp(d) = = > p(d) = —n.

dn din din

ii) Si n es par, entonces podemos expresarlo de la forma n = 2*m con « > 1y m
impar. Vemos entonces que

Y (Uo(d) +n =Y (1) e(d) + ) e(d)

dn dn din

= > (=" +1] ¢(d)

dn

= > [0 e el + D[+ 1] p(2vd)

d|2e=1m dlm
=2 Z o(d)+0
d|2e—1m
=2(2°"'m)
=2"m

= n.

Luego

Ejercicio 2.10. Sea n € Z", sabemos que siempre podemos expresarlo de la forma
n =2m con a € Ny m impar. Demostrar que

Y (D)%e(d) = (2% = 2)m.

d|n
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Demostracion.

Teorema 2.11 (The American Mathematical Monthly, Problema 5337, [46]).
Sean m,n enteros positivos y g = (m,n), entonces

> (3

din

(dm)#1 _9—¢(9)
> oo (B ©(9)
d|n

(d,W‘L):l

Demostracion. Para n = 1 se tiene que ambos lados de la expresion dan cero. Veamos
para n > 2 con n = pitpy?---p¥. Sean ny = [[ pi" y na = [] pi". Se tiene que
pitm pilm

Y e (g) => ¢ (nldn2> = () Y ¢ (%) = n1p(ny).

d|n d|ny dni
(d,m)=1
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Luego
oeld) nm 2 e (d)
(d,m)#1 _ (d,m)=1
> ¢ () > v (%)
_ mne — nip(ns)
nip(n2)
_ N2 — p(n2)
p(n2)
_9—9(9)
(9)
[
2.2. Divisibilidad
Teorema 2.12. p(n) es par sii n > 3.
Demostracion 1.
=) Evidente, pues ¢(1) = ¢(2) = 1 son impares.
<) Sean > 3.
i) Sin=2% con a > 2, entonces ¢ (2%) = 2* — 2°7! "¢l cual es claramente par.
i) Sin=2%p52ps®---p2m con a >0, ag,as,...,q, > 1ylos p;’s impares entonces

es claro que p(n) = ¢ (2%) ¢ (p3*) ¢ (p5°) - - - ¢ (pi) ¥ por lo tanto ¢ (p5*) [0(n).
Como ¢ (p5?) = p3>~(pa — 1) es par, también lo es p(n).

O

Demostracion 2. Sin =1 o n = 2 entonces p(n) es impar. Si n > 3 y d un entero
tal que 1 < d <ny (d,n) =1 entonces (n —d,n) = 1. Es claro que nunca se tiene
que d = n — d, pues si se tuviera se tendria entonces que 2d = n y como (d,n) = 1,
entonces d = 1 y por lo tanto n = 2, contradiciendo el hecho de que n > 3. Luego
se puede agrupar los primos relativos positivos de n, menores que n en parejas, cuyos
elementos son diferentes y petenencen a una sola pareja. De donde se sigue que ¢(n)
es par. ]

Lema 2.13. Sean n,m € Z* tales que n|m, entonces p(n)|p(m).
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Demostracion 1. Sin =1 es claro que p(n)|¢(m). Si m = 1, dado que n|m, entonces
n = 1y se tiene el caso anterior. Sin,m > 1, con m = nk para algtin k € Z", entonces
en el caso en el que todos los divisores primos de m también son todos los divisores
primos de n se tiene que

p(m) =m¥ (1 -~ %) :”kg (1 - })) = ke(n),

y en el caso en el que existe algin divisor primo de m que no sea divisor de n se tiene

que Mm)m!1(1%)7m£1(1%>%%<1%)awm%
donde 1 p—1
kg(lp)kg{(T)

claramente es un entero pues los divisores primos de m que no son divisores primos
de n, tienen que ser divisores primos de k.

En ambos casos llegamos a que ¢(n)|o(m). O

Demostracion 2. Por induccion sobre m. Si m = 1, entonces n = 1 y por lo tanto
©(n)|p(m). Supongamos que para todo entero postivo k& menor que m, (m > 1) se
tiene que siempre que c|k (¢ € Z1), entonces ¢(c)|p(k)

Sea n € ZT tal que n|m. Existe a € Z* tal que na = m. Si (n,a) = d entonces

so(n)w(a)go(d) = p(na) = p(m). (1)

Si a = m entonces n = 1 y es claro que ¢(n)|p(m). Si a # m entonces a < m pero
como d|a, entoces por hipétesis de induccién tenemos que ¢(d)|¢(a). Luego

pla)
¢(d)

En (1) vemos que ¢(n)|@(m). O

c7r.

Observacién. Observe que el reciproco no se tiene, por ejemplo ¢(3) = p(4) =2y
por lo tanto ¢(3)]p(4), pero 3 1 4.

Teorema 2.14. Sean a,b € Z*, entonces alb sii p(ab) = ap(b).
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Demostracion.

=) Sean a,b € Z* tales que alb. Si a o b es igual a 1, la igualdad es evidente. Si
a>1yb>1ytendiendo en cuenta que los primos que dividen a a también dividen
a b, entonces

p(ab) = ab ]| (1 - })) =ab [] (1 - %) = ap(b).

plab plb

<) Sean a,b € Z7 tales que
p(ab) = ap(b). (1)

Si a =1 es claro que a|b. Si b = 1 entonces (1) queda reducido a ¢(a) = a el cual solo
se cumple si @ = 1 y tenemos entonces el caso anterior. Si a,b > 1, entonces (1) se

transforma en . |
ab 1——)=ab 1—=,
(1) = (-5)

plab plb
es decir . |
1—-) = 1——-. 2
(1) -T0(-3) 2
plab plb

Si a1 b es porque existen primos que dividen a pero no a by por lo tanto

() =TI -)10-,)

plab p|b
pib

A partir de lo anterior, (2) queda reducido a

Lo cual es una contradiccién pues el producto de ntimeros menores que 1 no puede
ser 1. De donde alb. O

Corolario 2.15. Sean a,b,k € ZT, entonces alb sii ¢(a*b) = a*p(b).

Demostracion.

=) Por induccién sobre k. Para k = 1 se reduce al teorema anterior. Supongamos que
se cumple para k y probemos que se tiene para k + 1. Como alb entonces ala®b, luego
utilizando el teorema anterior tenemos que

p(a*'b) = p(aa™b) = ap(a*b). (1)
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Por hipétesis de induccién tenemos que ¢(a*b) = afp(b). Luego reemplazando en (1),
vemos que @(a**1b) = aakp(b) = aF*1p(b).

<) Supongamos que (a*b) = a*p(b). Luego por el teorema anterior tenemos que
a®|b, de donde se tiene que alb. O

Corolario 2.16. Sea m > 2 entonces n|p (n™).
Demostracion. Consecuencia inmediata del teorema 2.14. OJ

Ejercicio 2.17 (The American Mathematical Monthly, Problema E1483,
[30]). Para cada pareja (a,b) de enteros positivos, demostrar que existen infinitas
parejas (A, B) de enteros positivos tales que p(A) =0 mod a, (B) =0 mod by
o(A+ B+ AB) =0 mod a+ b.

Demostracién. Sea A = pa*(a + b)*> y B = gb*(a + b)?, donde p y ¢ son enteros
positivos arbitrarios. Se tiene que alp(a?) y que p(a?)|p(A) por el corolario anterior
y el lema 2.13. Luego a|p(A) y por lo tanto p(A) =0 mod a. Andlogamente se tiene
que ¢(B) =0 mod b. Ademéds A+ B+ AB = (a+b)? [pa® + qb* + pqa®b*(a + b)?] de
donde a + b|¢ ((a + b)?) y ¢ ((a + b)*) |¢(A + B + AB). Luego a + b|o(A + B + AB)
y por lo tanto (A + B+ AB) =0 mod a + b. O

Ejercicio 2.18. Si n tiene m factores primos impares diferentes, demostrar que
2"|o(n).

Demostracion. Sea n = 2%p]* - - - p%m en donde los p;’s son primos impares distintos,
a; > 1Vie{l,...,m}y aeN. Entonces

2a Hpoc,—l . 1

Como los p;’s son impares, entonces 2|p; — 1, Vi € {1,...,m}. Luego 2™|p(n). ]

Ejercicio 2.19 (The American Mathematical Monthly, E3037, [14]). Encon-
trar los enteros positivos n tales que ¢(n)|n.

Demostracion. Es claro que para n = 1 se tiene que p(1)|1. Sea n > 2 con n =
pips? - p2m. Sip(n)|n entonces Jx € ZT tal que

n:xgp(n):xnnp :
‘ Di
i=1

luego pipa - pm = x(p1 — 1)(p2 — 1) -+ (pm, — 1). Es claro que si todos los primos
fueran impares el lado izquierdo de la igualdad seria impar y el derecho par, lo que
es una contradiccion. Luego uno de los primos tiene que ser 2, sea p; = 2. Ten-
emos entonces que 2ps - Py, = (py — 1)+ (pm, — 1). Es claro que no puede haber
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mas de dos primos impares pues si los hubiera, el lado derecho seria divisible por 4,
lo que no sucede con el lado izquierdo. Asi que como méximo solo hay un primo impar.

Para el caso en el que existe un primo impar, 2p; = z(py — 1) donde py es impar.
Luego existe y € Z* tal que p; — 1 = 2y y la igualdad queda reducida a py = xy con
x # 1 pues si x = 1 entonces ¢(n) = n lo cual es una contradiccién pues ¢p(n) < n
para n > 2. Luego y = 1 y © = po, de donde se tiene que p, — 1 = 2 y por lo tanto

p2:3.

Luego si ¢(n)|n para n > 2 entonces n = 2*3% con a; > 1y as > 0. Por el
contrario si n = 2132 con a; > 1y ap > 0 se tiene que p(n) =2 tsia, =0y
p(n) =273 (3) (2) = 2*13°27 si ap > 1. En ambos casos se tiene que ¢(n)n. O

2.3. Desigualdades

Ejercicio 2.20. Demostrar que si los enteros positivos m y n no son primos relativos
entonces @(m)p(n) < p(mn).

Demostracion. Consecuencia inmediata del lema 2.1. O

Ejercicio 2.21. Sean n,m € Z* con n > 1. Demostrar que: p(nm) = ¢(m) sii n = 2
y m es impar.

Demostracion.
=)

i) Si (n,m) # 1, entonces por el ejercicio 2.20 se tiene que p(n)p(m) < p(nm) =
©(m), de donde se tiene que p(n) < 1, lo cual claramente es una contradiccién.
Luego (n,m) = 1, es decir p(nm) = ¢(n)p(m). Como @p(nm) = p(m), entonces
e(n)p(m) = p(m) y por lo tanto ¢(n) = 1. Luego, como n > 1, n = 2.

ii) Supongamos que m es par, es decir existen o, € ZT tales que m = 2%r. Es claro
entonces que

p(2m) = 2%¢(r) > 2°7'p(r) = @(m),

lo cual es una contradiccién. Por lo tanto m debe ser impar.

<) Sin =2y m es impar, entonces

p(nm) = p(2m) = p(2)p(m) = Lo(m) = p(m).

Ejercicio 2.22. Sea n € Z*, demostrar que

p(n), sin es par
plom) = PSS
2¢(n), sin esimpar.
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Demostracion. El caso para n par se deduce del ejercicio anterior. Para n impar
utilizar la misma idea que se utilizé en ii) en la demostracion del ejercicio anterior. [

Lema 2.23. Sean a,b € Z", entonces p(ab) < ap(b).

Demostracion. Si a o b es igual a 1, la desigualdad es evidente (de hecho se tiene la
igualdad). Sia > 1y b > 1, entonces

pab) = ab | (1 - %) < ab]‘! (1 - %) = ap(b).

plab
[
Ejercicio 2.24. Demostrar que si djn y 1 < d < n, entonces n — ¢(n) > d — ¢(d).
Demostracion. Vemos que
n=> o(a)
aln
= > pla)+o(d) + -+ o(n)
1§a¢|1d<n
= (d—=¢(d) +e(d) + -+ ¢(n)
> (d = ¢(d)) + ¢(n).
Por lo tanto n — ¢(n) > d — ¢(d). O

Ejercicio 2.25. Demostrar que ¢ (n%) > n®"! paran > 2 y a entero positivo.

a—1

Demostracion. La desigualdad buscada ¢ (n®) > n® ! es equivalente a las siguientes

desigualdades:

n“ﬁ(l—i) >n“‘1<:>nﬁ(pi_1) > 1

el Di

H;il(pi - 1) 1

>
PiP2 Pm DYDY P,

—

donde n = p{'py? - - - p&m es la factorizacion de n como producto de primos. Es claro
que esta tultima desigualdad se tiene para n > 2. O

Lema 2.26. Sea n un entero conn > 2 y p; el menor primo que divide a n. Se tiene

entonces que p1 < n*/*M™  donde la igualdad solo se tiene sin es primo (n = py).
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Demostracion. Sea n = p{'py?---pom (w(n) = m). Vemos que
P =iy <pipa e pm <pUPSE P =,
—_——

myveces

donde es claro que ambas igualdades se tienen al mismo tiempo solo cuando n =
D1- [l

1
Ejercicio 2.27. Sea n un entero con n > 2. Demostrar que ¢(n) < n—n'"=m  donde
la igualdad solo ocurre si n es primo.

Demostracion. Sea p; el menor primo que divide a n. Luego
1 1 n n
p(n) ”1|_[ ( p) =n ( p1) n o N e
pln

donde la ultima desigualdad se debe al lema 2.26. Es claro ademas que las igualdades
solo se tiene si n es primo. ]

Ejercicio 2.28. Demostrar que si n es un ntiimero compuesto, entonces ¢(n) < n—y/n.
Donde la igualdad solo se tiene si n = p? para algin primo p.

Demostracion. Sea p; el menor primo que divide a n. Si w(n) = 1 entonces n = p¢

con a > 2,y por lo tanto p; < n'/* < y/n. Si w(n) > 2 entonces, por el lema 2.26,

1 1 1
tenemos que p; < n'/“( < \/n. En ambos casos llegamos a que o 2 T Vemos

entonces que
1 1
n<n{l——|<nll——7|=n—+vn.
wze(i-g) =) e

Es claro ademés que la igualdad solo se tiene si n = p?. O]

Ejercicio 2.29. Demostrar que para n entero positivo, se tiene que p(n) > 5.
Donde la igualdad solo se tiene para n = 2% con a > 0.

Demostracion. Sin =1 es claro que se tiene la igualdad. Para n > 2 vemos que

D))

pln pln pln

Se ve claramente que la igualdad solo se tiene si n = 2% con a > 0. [

Lema 2.30. Sea f : N — RT y F(n) = > f(d). Demostrar que para todo entero
dln

[]r) < (1:((;)) )T(n) .

dn

positivo n,
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Demostracion. Utilizando la desigualdad entre media geométrica y media aritmética,
tenemos que

1/7(n)
1
d < — d).
@) <> i@
din dln
De donde es claro que se tiene el teorema. O

Ejercicio 2.31. Demostrar que para todo entero positivo n, se tiene que
(n)
n
Moo= ()"
7(n)
din

Demostracion. Utilizar el lema anterior con f = ¢. O

2.4. Solucion de Ecuaciones

Ejercicio 2.32. Demostrar que hay infinitos niimeros pares k tales que la ecuacion
¢(n) = k no tiene solucién.

Demostracién. Demostraremos que si k = 2-7" con r € Z* entonces ¢(n) = k no
tiene solucién. Supongamos que existe n tal que ¢(n) =2-7". Es claro que n = 1 no

puede ser, luego n = pi*p3? - - - ptm . de donde se tiene que
2T =¢m) =p" p T = (= D2 = 1) (o — 1) (1)
En (1) se observa que si de py, po, ..., Py hay al menos dos primos impares, entonces

el lado derecho seria divisible por 4 y el lado izquierdo no. Luego n es de la forma
n=2%n=2% on = p’ con p primo impar. Es claro que no se puede tener
n=2on=22pues p2) =1y p4) =2.Sin=2%0n =2 con a > 3 en-
tonces otra vez en (1) se observa que el lado derecho es divisible por 4 y el izquierdo no.

Sin = pentonces p(n) =p—1=2-7,dedonde p =2-7 +1. Pero 2-7" + 1
es divisible por 3 pues 2-7" =2-1" = 2 = —1 mod 3 de donde se llega a una con-
tradiccién. Si n = p” con 8 > 1 entonces p(n) = p°1(p—1)=2-7", luego p = 7. Es
claro entonces que se llega a una contradicciéon pues 79716 # 27"

Los unicos casos que faltan son n = 2°p? cona =10 a =2y 3 > 1. En estos casos
se tiene que p(n) =2°71pf~1(p—1) =2-7", luego p = 7 de donde 207177716 = 2. 7",
lo cual es una contradiccion. O]

Ejercicio 2.33 (The American Mathematical Monthly, Problema E2317,
[29]). Encontrar todas las parejas de enteros positivos m, n tales que p(mn) = p(m)+

p(n).
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Solucion. Sea p(mn) = ¢(m) + ¢(n). Sea (m,n) = d, sabemos que

A0 ) = omyp(n),

de donde se tiene que
L pld)ptmn)
p(m)p(n)
Sean a = % y b= % (a y b son enteros positivos debido al lema 2.13), luego
1 1

¢(d)
_ ) | eld)  eld) [p(m) +o(n)] _ eld)p(mn)

4= + = = =d.

a b p(m) @) p(m)p(n) p(m)p(n)

Como a,b,d € Z*, entonces la ecuacién é + % = d solo tiene solucion sia =b=1y
d=2ocuando a =b =2y d=1. En el primer caso se tiene que p(m) = p(n) = 1,
de donde m = n = 2. En el segundo caso se tiene que p(m) = ¢(n) = 2, de donde
m=3yn=40m=4yn=3. Esdecir (m,n) =(2,2),(3,4) o (4,3). Por otro lado
verificando estos valores comprobamos que todos cumplen que p(mn) = p(m)+@(n).

[\

Respuesta: (2,2),(3,4), (4,3). O
Lema 2.34. Seann > 2, n = p{'py? - - - pom su factorizacion como producto de primos
Y

s pi““

i Pi —

m
entonces x es un entero con exactamente los mismos divisores primos que n sii [ [ (p;—

i=1
1)|n.

Demostracion.
=) Sea
m pal+1
T = ’_1 =pi'pst Pl B> LV
iz P
m m
Es claro que n = p{* 'py* -+ plr =t [[ (ps — 1), de donde se tiene que [] (p; — 1)|n.

=1 i=1

<) Si H(pz — 1)|n entonces H a-17 es un entero de la forma pi'ps?---pSm con

¢ > 0, V@ Es claro entonces que x es un entero con exactamente los mismos di-
visores primos que n. O

Lema 2.35. Sean > 2 conn = p*p5? - - - pim y & un entero positivo con exactamente
los mismos divisores primos que n, entonces p(x) =n sii

m 1
712 pZO(z+
Tr = =

(p(n) i=1 pi — i
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Demostracion.

=) Si p(z) = n, como z tiene los mismos divisores primos que n entonces

w(x)zxﬁ(l—]%i),

de donde se tiene que @ = ¢n) y por lo tanto z =

n o(n)’

. 2 . . .. .
<) Six= J(Ln), como x tiene los mismos divisores primos que n entonces

=-fi(-)

o ()
_H<pi—1 11 i

]

Ejercicio 2.36 (The American Mathematical Monthly, Problema 4221, [18]).
Demostrar que para todo k € Z™, la ecuacién p(z) = k! es soluble.

Demostracion. Para k = 1 es claro que se tiene. Para &k > 1 hacemos n = k!
pitps? - plm. Es claro [, (p; — 1)|k! = n. Por el lema 2.34 obtenemos que z = 207
es un entero con exactamente los mismos divisores primos que n, y por el lema 2.35
obtenemos que ¢(x) =n = kl.

n2

Observacion. Utilizando la misma idea se tiene que para k,s € Z™', la ecuacién
o(x) = (k!)* es soluble.

]

Lema 2.37. Para m entero postivo, se tiene que m < 2™~ donde la igualdad solo
se tiene para m =1 ym = 2.

Demostracion. Demostraremos por induccién que m < 2™~ ! para m > 2. Es claro
que se tiene para m = 3. Supongamos que se cumple para m (> 2) y probemos que
se tiene para m + 1. Por hipétesis de induccién tenemos que m < 2™~ ! ademds es
claro que 1 < 271 luego m + 1 < 2m~1 4 2m=1 = 2 (2m—1) = om = (m+1)-1, O

Corolario 2.38. Para n y m enteros positivos con n > 2, se tiene que n™ * > m.

Ejercicio 2.39 (The American Mathematical Monthly, E1576, [22]). Encon-
trar todas las parejas de enteros positivos (n, s) tales que n¥®) = s.
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Solucion. Supongamos que se cumple n¥®) = s para alguna pareja (n, s) con n > 2.
Sea p(s) = m, se tiene entonces, por el ejercicio 2.25, que m = ¢ (n“’ 5)) > o)1 =

n™~! contradiciendo el anterior corolario. Luego solo debemos verificar para enteros
positivos n < 2. Para n = 1 es claro que solo se tiene para (n,s) = (1, 1). Para n=2
es claro que si 2¢() = s, entonces ¢ (291*)) = ¢(s) y por lo tanto ¢(s) = 2¢)~1 de
donde se tiene que ¢(s) = 1 0 p(s) = 2, es decir s = 1,2,3 0 5. Comprobando los

casos se ve que solo se tiene para (n,s) = (2,2) y (2,4). O

2.5. Ejercicios Adicionales

Teorema 2.40. Para b € Z" (fijo) se tiene que el nimero de fracciones irreducibles
7 ((a,0) =1) con 0 < § <1, es ¢(b).

Demostracion. Dado que la condicién 0 < ¢ < 1 es equivalente a la condicion 1 <
a < b, se tiene que

#{a|0<%§1,(a,b):1}:#{a|1<a§b,(a,b):1}:gp(b).

O
Ejercicio 2.41. Demostrar que hay infinitos enteros positivos n tales que
©*(n) +n? es un cuadrado perfecto.
Demostracion. Sean «, 3 > 1, sabemos que
v (3%57) = p(3%)0(5%)
=[3*7'3-1] [5"'(5-1)]
=38-3*7'577 L,
De donde tenemos que para n = 3*5% con o, 3 > 1
P(n) +n® = (8-3°715°1)" 4 (325°)"
(304 155 1) (82 _I_ 152)
= (371551 (17?)
— (1731571,
O

Ejercicio 2.42 (The American Mathematical Monthly, Problema 3122, [4]).

P(n)
Q(n)

el menor valor de £ para 0 < m < n. Es decir

M—min M m<n onde " o)) —
G = min { 0 < < donde (P(n). Q) = 1.

Demostrar que P(n) es de la forma 223° (a,b > 0) para 1 <n < 2- 10!

Para n > 1 entero, sea la fraccion reducida a su minima expresion que representa

)
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Demostracion. Es claro que m = 1 no puede ser el menor valor que tome @, de

hecho para m = 1 es el maximo valor que se tiene.

Para m > 1 se tiene que

luego si m' = p'ps? -+ - pp¥ y m” = pips - - - pr entonces %ﬂf/) = “"E::f,”), de donde pode-

mos restringir la busqueda a aquellos valores de m que son libres de cuadrados.

Seam = 2-3-5---p, el producto de los primos < p donde p también es primo.
Si omitimos en la factorizacién de m algunos de los primos < p, es claro que obten-
lor de 27 del mi do ob 1 glm)
emos un mayor valor de ==, del mismo modo obtenemos un valor mayor para =
si reemplazamos m como el producto de un solo primo p mayor que p (m = p). Luego
es claro que debemos reducir nuestra busqueda solamanete a los niimeros que sean de
la formam=2-3-5---p con p primo y por supuesto 0 < m < n. Sean m; y mso dos
enteros positivos menores que n que sean de la forma anteriormente mencionada, es

decir, suponiendo m; < msg,
my=2-3-5--pipaps- - P
Se tiene entonces que

p(ma) _ p(m) (1_i> (1_i) < Plm).

ma my D2 Pk my

Luego es claro que el menor valor de @ se tiene cuando m =2-3-5---p donde p es

el mayor primo para el que se sigue teniendo que m < n. Es claro que para ese valor
de m se tiene que

p(m) [(2—1 3—1 5—1 p—1
m O\ 2 3 5 p )’
de donde ¢(m) = [[,.,(g—1) =2-4-6-10---(p — 1), donde el producto se hace
a través de todos los primos ¢ menores que p. Factorizando ¢(m) como producto de
primos, se observa que el primer primo que se repite diferente al 2 y al 3 es el 5y ocurre

cuando p = 31, luego es claro que P(n) = 243° siempre que n < 2-3-5---29-(31—1),
donde este tltimo producto es mayor que 2 - 10!, O
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Capitulo 3

Las Funciones 0y, o y 7

El presente capitulo tiene como proposito mostrar las principales propiedades que
posee la funciones oy, o y 7.

3.1. Identidades

Lema 3.1. Para n entero positivo se tiene que

Mzzl
n d

dn

Demostracion. Si d recorre todos los divisores de n, entonces n/d también lo hace,
luego

@:Zi

d|n

1
:ZW

dn

1

= Z y
din

]

Observacién. Una leve modificacion a la demostracién anterior nos lleva a la sigu-
iente identidad

1
O-Z(:L) :ZE, VZGC

n
din

Lema 3.2. La sucesion # no estd acotada.

45



46 CAPITULO 3. LAS FUNCIONES 0,0 Y 7

Demostracion. Por el lema anterior sabemos que

@zzl
n d

dn
., !
Tomando la subsucesion %, vemos que
n! d
d|n!
"1
Z —
k
k=1
n
Sabemos de los cursos de calculo que % es una sucesiéon no acotada, luego la
k=1
., !
subsucesion % no es acotada y por lo tanto @ tampoco lo es. O

En especial el lema 3.1 es un caso especial del siguiente teorema cuando se toma a = 1.

Teorema 3.3. Sea a € R, entonces para todo n € Z* se tiene que
0_q(n) =n"%4(n).

Demostracion.

o_q(n) = Z d*=n"" Z (%)a =n* Z d* =n"%04(n).
din

dln dln

Lema 3.4. Para todo entero positivo n se tiene que

T[d=n

din
Demostracion. ,
Hd :Hd-Hg:Hn:nT(”).
dln dn d|n d|n
Luego
T[a=nr
din
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Ejercicio 3.5. Demostrar que

Demostracion.

Ejercicio 3.6. Sean n € Z* y « el mayor entero tal que 2%|n. Demostrar que

T(2n)  a+2
r(n)  a+1

Demostracion. Sea n = 2%m con m impar. Tenemos que
T(2n) =7 (2°"'m) = 7 (2°"") 7(m) = (a + 2)7(m) (1)

v que
7(n) =7 (2%m) =7 (2% 7(m) = (a + 1)7(m). (2)

Dividiendo (1) y (2) obtenemos el resultado buscado. O

Observacién. De forma analoga si n lo expresamos de la forma n = 2m con m
impar y a entero no negativo, y si ademds a1, @y son enteros no negativos, se tiene
que

T(2%n) a+4a;+1

7(202n) a4 ay+1
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Ejercicio 3.7. Demostrar que

Y@ =) 7@

din dn

Demostracion. Por el lema 1.10 y por el corolario 1.14, se tiene que ambos lados de
la ecuacion son funciones multiplicativas, luego es suficiente con probar la identidad
para n = p* con p primo y o € Z™.

Por un lado

STrd) | = () + 1) + @) + -+ ()

dln
=(1+2+3+ -+ (a+1)’

_ [(a+1)2(a+2)r

Por el otro lado
ZT )+ )+ 7%+ 4+ T (%)

=124+22+3F+ -+ (a+1)°
:[(a+1)(a—|—2)r

2
[l

Ejercicio 3.8 (The American Mathematical Monthly, Problema E1850,
[37]). Demostrar que

Z/ . (m x—l—lj)dx_zzcosk(%m).

m=1 k=1

Demostracion. Tenemos que

m 2 1 ok 2 = 2
/ coS <M) dx:Z/ COSkZ(ﬂ> dJZZZCOSk(ﬂ) )
0 m k=17 k=1 m k=1 m

Utilizando el hecho de que

zm: cos ki = 05 (- ) sin (22)
sin £ ’
k=1 2
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vemos que

3 cosk <27r_n) _cos (ﬂ(m;nn) sin (mn). "

Si m 1 n se tiene que en (1) el numerador es 0 y el denominador diferente a 0. Luego
- 2
E cos k (Ln) = 0.
m
k=1

Si m|n tenemos entonces una expresién indeterminada. Utilizando L’Hopital obten-
emos que

SN <’T(m7:1)"> sin(mn) + m cos <7r(mntl)n> cos(mn)

k=1 m m
m cos (W(mﬂ)") cos(mn)
B cos (%)
i) Sin esimpar, entonces m es impar, luego cos(mn) = cos (=) = —1y cos (W(mrzl)">
1, de donde
= 2mn
Z cos k (—) =m.
m
k=1
ii) Si n es par y m impar entonces cos(mn) = cos (Z) = cos (W) =1, de
donde
“ (27m)
Zcosk — | =m.
m
k=1
iii) Si n, m y = son pares entonces cos(mn) = cos (%L) = cos (”(mTH)"> =1, de
donde

" 2

g cos k (ﬂ) =m.
m

k=1

. . . 1
iv) Sin y m son paresy X es impar entonces cos(mn) = cos (%) = COS (W) =

—1, de donde

2
Zcosk (ﬂ) =m.
m

m
k=1
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Se tiene entonces que

/m (27m Lx+1j) m, simn
cos| ——— | dr =
0 m 0, simtn.
de donde se tiene que
0

3.2. Divisibilidad

Teorema 3.9. 7(n) es impar sii n es un cuadrado perfecto.

Demostracion 1. Sea n = p{'py*-- - p&m, luego

T(n) = (g + (g + 1) (apm + 1).
Se tiene entonces que
7(n) es impar <= «a; + 1 es impar,Vi =1,...,m

< q; espar,Vi=1,....m

<= n es un cuadrado perfecto.

]

Demostracion 2. Si n no es un cuadrado perfecto, se tiene que si d es un divisor de
n, entonces n/d es un divisor diferente de n, pues si d = n/d entonces n = d? seria
un cuadrado perfecto. Luego los divisores se pueden agrupar en parejas, de donde se
tiene que el niimero de estos tiene que ser par.

Si n es un cuadrado perfecto, entonces existe k entero y divisor de n tal que n = k?,
si d es un divisor de n diferente de k, entonces n/d es otro divisor de n diferente de
d, asi que todos los divisores de n se pueden agrupar en parejas, a escepcion de k, de
donde se tiene que el nimero de estos divisores tiene que ser impar. O]

Teorema 3.10. Sean € Z™,

1) Sin =1 entonces o(n) es impar.

2) Sin=2% con o € Z* entonces o(n) es impar.
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3) Sin = pps?---pim con «; par para todos los i tales que p; es impar entonces
o(n) es impar.

4) Sin =pps?---pim oy Ji (entre 1 ym) con p; y oy impares entonces o(n) es par.
Demostracion.

1) Evidente.

2) Sabemos que g(n) —1 =2+ 2%+ .- 4 2% es par, luego o(n) es impar.

3) Sea p un primo impar y « par, entonces o(p) —1 = p+p*+- -+ p* es par pues se

estdn sumando un niimero par (a) de términos impares (p, p?, ..., p%), luego o(p)
es impar.

Si p1 = 2 entonces ag(n) = o(2*)o(ps?)---o(pim), el cual es un producto de
impares. Si p; # 2 Vi = 1,--- ,m entonces o(n) = o(p*)o(p5?) - - - o(psr) el cual

también es producto de impares.

4) Sea i ente 1y m tal que p; es impar y «; par, entonces o(p;) =1 +p+p?+ -+ +
p® es par, pues se estan sumando un ndmero par (o; + 1) de términos impares
(1,p,p?,...,p%). Como o(p;)|o(n) entonces o(n) es par.

]

Ejemplo.

o(2%) es impar por 2).
o(3%7?11%) es impar por 3).
o(275*13'%) es impar por 3).
a(557%19%) es impar por 4).

De hecho el teorema anterior sigue siendo cierto si o se cambia por o con k € Z™, su
demostracion es idéntica. Es importante resaltar que k tiene que ser entero positivos
pues para cualquier otro tipo de valor, el teorema no sigue siendo cierto. Podemos
resumir esto con el siguiente corolario.

], Qa2

Corolario 3.11. Sean n = p{'p{?---pim y k € Z*, entonces ox(n) es par sii Ji
(entre 1 y m) tal que p; y o son impares.

Otra forma de escribir el corolario anterior es la siguiente

Corolario 3.12. Sean n y k enteros positivos, entonces op(n) es impar sii n es un
cuadrado perfecto o dos veces un cuadrado perfecto.
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Teorema 3.13. Sean n > 2, entonces o(n) = 2% para algin k € Z* sii n es libre de
cuadrados y sus factores primos son primos de Mersenne.
Demostracion. Sea n = p{'py? - - phm . luego
o) =[]0 +p++p") (1)
i=1

=) Como o(n) = 2* para algiin k € Z* entonces si p es un primo divisor de n entonces
por (1) se tiene que 1+ p + ... + p® = 2° para algiin s € Z*. Se tiene que « es impar
pues de lo contrario 1 + p + ... + p® seria impar, sea o = 2¢ + 1 con g € N.

Se tiene entonces que (1+p) (1 +p? +p*+ -+ +p*) = 2% y por lo tanto

l4+p=2" (2)

L+ 4 () = 2 (3)

para algunos r,t € N.

Si ¢ > 0 entonces t > 0 pues de lo contrario la igualdad en (3) no se tendria. Al
ser t > 0, ¢ tiene que ser impar, ¢ = 2v + 1, pues de lo contrario 1 + p* + -+ - + (p?)?
seria impar. Luego

14+p)[1+ @) +...+ ()] =2
de donde se tiene que 1+p? = 2%, para algin u € Z*. Dado que 2" = 14p < 14p? = 24,
se tiene que 27[2% es decir 1 + p|1 + p?. Ademds 1 + p|1 — p* de donde se llega a que
L+p|((L+p?) + (1 —p%) =2.

Como 1+ p|2 entonces 1+ p < 2 lo cual es una contradicciéon pues 1 +p > 142 = 3.
Se tiene entonces que ¢ = 0 es decir n es libre de cuadrados. De (2) se tiene que todo
factor primo de n es un primo de Mersenne.

<) Como n es libre de cuadrados y sus factores primos son primos de Mersenne
entonces existen ¢;’s tales que p; = 2% — 1 y ademds a; = 1. De (1) se tiene que

o(n) = H 2
i=1
= 9ok
para algin k € Z*. O

Ejercicio 3.14. Sea n un entero positivo tal que o(n) es primo. Demostrar que 7(n)
también tiene que ser primo.
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Demostracion. Sea n = p{'py? - - p%m tal que o(n) es primo. Sabemos que

moa,+1

pi —1

U(n) - H .
-1 Pi

de donde es claro que m = 1, pues si m > 1 entonces o(n) se puede escribir como el
producto de m enteros diferentes de 1 y por lo tanto se contradice el hecho de que
o(n) es primo. Luego n es de la forma n = p® con p primo y o € Z™, por lo que basta
demostrar nada méas que 7 (p*) = a + 1 es primo.

Supongamos que a + 1 no es primo, es decir « +1 =abcon 1 < a < b < a + 1.
Observemos que

o(n) =o(p®)
pa—i-l_l
-
o1
-
_ % (0D £ e g 1)

Es decir o(n) se puede expresar como el producto de dos enteros mayores que 1,
obteniedose asi una contradiccion, pues o(n) es primo. Deducimos entonces que « + 1
es primo. 0

Segun la demostracién del ejercicio anterior obtenemos el siguiente corolario.
Corolario 3.15. Si o(n) es primo entonces n = p* con p y o+ 1 primos.
Ejercicio 3.16 (Putnam, 1969). Si 24|n + 1 entonces 24|o(n).

Demostracion. Como 24|n + 1, entonces Ik € Z* tal que n = 24k — 1. Diremos que a
y b son una pareja de divisores complementarios de n si ab = n. Con a y b pareja de
divisores complementarios de n tenemos que

ab=n =24k — 1 (1)

De (1) se observa que ni a, ni b son divisibles por 2 ni por 3.
Sabemos que

a’ + ab

—a®+ 24k — 1
= (a—1)(a+ 1) + 24k. (2)

a(a+b)
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Como a es impar, a — 1 y a+ 1 son pares. Al ser dos pares consecutivos alguno tiene
que ser divisible por 4. En general (a — 1)(a + 1) es divisible por 8.

Como a — 1, a y a + 1 son enteros consecutivos alguno de estos debe ser divisible
por 3. Sabemos que a no lo es, luego 3|(a — 1)(a + 1). Junto con el anterior resultado
tenemos que 24|(a—1)(a+1) y en (2) se ve que 24|a(a+0b). De (1) se observa también
que a no es divisible por 24, luego 24|a + b.

Veamos primero que n no puede ser un cuadrado perfecto. Si n es un cuadrado perfecto
entonces n = ¢® para algin ¢ € Z*. Luego

¢ =24k — 1

¢ —1=24k — 2

(c—=1)(c+1) =24k -2
Al ser n+1 par entonces n y por lo tanto ¢ son impares. Por un argumento ya utilizado
se puede llegar a que (¢ —1)(c+1) es divisible por 8 lo cual es una contradiccién pues
24k — 2 no es divisible por 8. Como n no puede ser un cuadrado perfecto, entonces
a # b para todas las parjas de divisores complementarios de n. Considerando a la
pareja de divisores complementarios (a, b) igual que la pareja (b, a), es claro entonces

que o(n) = > (a + b) donde (a,b) varia a través de todas las parejas de divisores
complementarios de n. De donde es claro que 24|o(n). O

3.3. Desigualdades

Ejercicio 3.17. Demostrar que para todo entero positivo n, se tiene que
2 < r(p) < 290,

Demostracion. Para n = 1 es claro que se tiene. Para n > 2 vemos que como
2¢) 7(n) y 2% son funciones multiplicativas, basta con demostrar la desigualdad
para n = p® con p primo y « € Z". En este caso la desigualdad a demostrar queda
reducida a 2 < a4+ 1 < 29, la cual es claramente cierta. O

Ejercicio 3.18. Demostrar que
o(n) < n(l+logn), para n > 2.
Demostracion. Tenemos que
o(n 1
- 2
<ltigoql

2
<1+4logn

S



3.3. DESIGUALDADES

95

donde la ultima desigualdad se tiene para n > 2. Luego

o(n) < n(l+logn),

para n > 2.

]

Ejercicio 3.19 (The American Mathematical Monthly, Problema E1625,
[7]). Demostrar que 2% > \/n.

(n)

Demostracion. Para d divisor de n, tenemos que

d+n

por la desigualdad entre media aritmética y media geométrica. Luego

S(F) v
0(n)+0(n)_

2

>
o(n) > 7(n)vn

]

Ejercicio 3.20 (The American Mathematical Monthly, Problema E1749,

a(n)

[36]). Demostrar que 2

< 2% para

n > 2.

Demostracion. Sea n = py'p3* ---pim, vemos que

on)  TLL, (L4pi+---+p)

m

nt(n)  pPips? -

o TL (s +1

):H

=1

L+ 1/pi+---+1/pf"

Oél—l—l

Sabemos que 1 +1/p; +---+1/p" < a; + 1, Vi =1, ...,m, de donde

o(n)

1—|—1/p,,

e

o; + 1
Como n > 2 entonces p; > 3 Vi o Ja; tal que ; > 2 (pues de lo contrario n < 2). En
el caso en que Jo; > 2 se tiene por (1) que

12

_1+41/2

<

1. (1)

1
-2 _ 2

nt(n) —

Oél—l—l

Solo basta probarlo para el caso en que p; > 3y

tiene que

o(n)

nt(n) —

_L1+1/3
2

3 3

1 Vi. Para este caso, por (1), se
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Ejercicio 3.21.

a) Sea m un nimero compuesto, demostrar que o(n) > n + /n.
b) Si p, es el n-ésimo primo, demostrar que lim (o(p, + 1) — o(p,)) = 0.

Demostracion.

a) Sea d un divisor de n con 1 < d < n, entonces % también es un divisor de n y
1 <Z <n Escaroqued>+yno% > /npuessid< ny?% <./nentonces
n=d-% < \/ny/n=n,lo cual es una contradiccién. Sin pérdida de generalidades
podemos suponer que d > /n, luego

on)>n+d+1>n+vn+1>n+n.

b) Para n > 2 se tiene que

U(pn+1) _U(pn) pn+1+ V Dn + pn+1 pn"’l
Como lim /p, + 1 = o0, entonces lim (o(p, + 1) — o(p,)) = oc.
0

Lema 3.22. Sean n y d enteros positivos, el numero de multiplos de d entre 1 yn es
L%J (O el nimero de enteros positivos menores o iguales que n, que son divisbles por

d).

Demostracion. Un miultiplo de d entre 1 y n es de la forma kd < n con k entero
positivo. Es claro entonces que k < %,y como k es entero entonces 1 < k < ng
Asi que la cantidad de multiplos de d entre 1 y n es igual al nimero de enteros entre

ly L%J, es decir igual a [%J O]

Ejercicio 3.23. Para n entero positivo, demostrar que
o(1)+o(2)+---+o0(n) <n?

Demostracion. Consideremos la suma o(1) + o(2) + --- + o(n), es claro que en esta

suma el 1 aparece |2 | veces, el 2 aparece |2, ..., el n aparece | 2| veces, luego
1 ) 2 1> ) n 5

IA
—_

a(1)+a(2)+~~+o—(n):1EJ +2{%J +”'+"PJ
I

I
3
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Ejercicio 3.24 (Torneo de Matematicas Harvard-MIT, 2004). Para n entero
positivo, demostrar que

1 2
o) 0@ ol _,
1 2 n
Demostracion. Por el lema 3.1 sabemos que @ => %l, luego la desigualdad a probar
d|k
es equivalente a
1 1 1
Dogtd gt o<
dj1 dj2 dn
En la suma, 1 aparece HJ veces, 1/2 aparece L%J veces, ..., 1/n aparece L%J veces,

luego

RIS o BRI et

d1 d)2
<1 n+1 n+ +1 n
-1 1 2 2 n n
n o n n
TRt TR
Luego basta probar que
n o n
ﬁ+2—2+ -+—2<2n
o lo que es equivalente
1 1
ﬁ_l_?—i_ '—|——2<1 (1)
Para ello observemos que
L L
22 32 2 1.2 2.3 (n—1)n
_ (4 1 n 1 1 1 1
B 2 2 3 n—1 n
1
=1-—-<1
n

Observe que la desigualdad (1) se obtiene facilmente si apelamos al conocido resultado

1+1+1+ —W2<2
12 22 ' 32 6 ‘

Corolario 3.25. Para todo entero positivo n se tiene que oz(n) > nr(n).
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Demostracion. Utilizando el lema 3.4 y la desigualdad entre media geométrica y media
aritmética, se tiene que

1/7(n)

]

Observacién. Recordemos que la igualdad en la desigualdad entre media geométrica
y media aritmética solo se tiene si los términos que se estan considerando son todos
iguales. En este caso especifico, cuando todos los divisores de n son iguales. Esto
ocurre cuando n = 1, luego si n > 2 se tiene que oy(n) > nr(n).

Teorema 3.26. Para todo n € Z* y para todo d divisor propio de n, se tiene que

d
o(n) _ old)
n d
Demostracion. Sea n = p'ps®---pom y d = pflpgz coepPmicon 0 < B < ay, Vi €
{1,...,m} y al menos un j € {1,...,m} tal que 3; # «;. Es claro entonces que
on) 14 ( 1 1 ) i 1 1 o(d)
=Tl (1+=++=)>[[|1+=++F | =—~
n g Di P’ g Di pfl d

3.4. Ejercicios Adicionales

Lema 3.27. Seann € Z* y S = {{a,b) € ZT X ZT | ab=n y (a,b) = 1}, entonces
#S =20,

Demostracion. Si n = 1 entonces los Unicos valores posibles son a = 1y b =1,y
es claro que se tiene el lema para este caso. Sean n = p"p5?---pim (w(n) = m) y
{(a,b) € S. Es claro que para p; (1 < i < m) se tiene que p;|a o p;|b, pero no ambos
casos. Luego piila o pi'|b, pero no ambos casos. Es asi como el problema se puede
reducir simplemente a encontrar el niimero de formas en las que se pueden distribuir
los pj en dos grupos (los que dividen a a y los que dividen a b) y es claro que este
nimero es 2™. O

Ejercicio 3.28.

a) Sean d y n enteros positivos tales que d?|n. Demostrar que el nimero de parejas

de enteros positivos (a, b) tales que (a,b) = d y ab = n es 290/@).
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b) Demostrar que

rn) =3 20,

d?|n

Demostracion.

a) Sean A =%y B =2 Es claro entonces que (a,b) =dy ab=nsii (4,B) =1y
AB = 7, luego el niimero de parejas que estamos buscando es igual al nimero de
parejas de enteros positivos (A, B) tales que (A4,B) =1y AB = J. Por el lema

. 2
anterior sabemos que es 2(V/4),

b) Sea (a,b) = d con ab = d. Como (a,b) = d entonces a = dxy y b = dxy con x1, 25 €
Z*, luego es claro que d*|n. Sea Hy = {{a,b) € Z* X Z" | (a,b) =d y ab = n}. Si
d* ¥ n entonces #H, = 0, luego

> #Hy = #H,,
d|n d?|n

pero es claro que

T(n) = Z #Hd,

din

de donde se tiene que

T(n) =Y #Hy=Y 220/,

d?|n d2|n

]

Ejemplo. Sin es 36 = 2232 entonces se tiene que el conjunto de los d tales que d?|n
esta integrado por los nimeros 1,2,3 y 6. Luego

Z 2w(n/d2) — 2w(36) + 2w(9) 4 2w(4) + 2&)(1) — 22 + 21 + 21 + 20 =0,
d?|36

Por otro lado tenemos que 7(36) = 9.

Ejercicio 3.29. Sea n € Z*, demostrar que el nimero de parejas (a,b) de enteros
positivos tales que [a,b] = n es 7 (n?).

Demostracidn. Definimos f para todo n € Z* como
f(n)=#{(a,b) € Z* X Z* | [a,b] = n}.

Veamos que f es multiplicativa. Es claro que f(1) = 1 = 7 (1%). Sean (m,n) =1y a,b
enteros positivos tales que [a, b] = mn. Es claro que a se puede escribir de forma tnica
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como a = ajay con aj|m y as|n. Del mismo modo b se puede escribir de forma tnica
como b = byby con by|m y by|n. De aqui es claro que [aq, b1] = m y [ag, by] = n. Es decir
de cada pareja (a,b) con [a,b] = mn se obtienen unas tnicas parejas (a1, b1) y (ag, bo)
tales que [aq,b1] = m y [ag, bs] = n. Del mismo modo por cada par de parejas (ay, by)
y {ag,by) con [ay,bi] = m y [ag, by] = n, se obtiene una tnica pareja (a,b) (a = ajas
y b= b1by) con [a,b] = mn. Demostrando asi que f es multiplicativa.

Veamos que f(n) = 7(n?). Como 7 (n?) también es multiplicativa por el teorema
1.12, basta con demostrar que para p primo y a € Z* se tiene que f (p®) = 7 (p*).
Para este caso (n = p®) se tiene que a = p{* y b = p® donde o = max {ay,as}. Si
a = «aj entonces oy puede ser 0,1,...,« (a+ 1 posibilidades). Si a = a9 entonces
aj puede ser 0,1,...,a (o + 1 posibilidades). Entonces el nimero de posibilidades
de elegir a1 y as, que es lo mismo que el nimero de posibilidades de elegir a y b,
es (¢ + 1)+ (a+ 1) — 1 (recuerde que o = a; = ay se contd dos veces), es decir
200+ 1 = 7 (p**). O

Ejercicio 3.30. Sea k € R, definimos para todo entero positivo n la funcién o} como
i) =) d,

dln
d impar

es decir la suma de las potencias k-ésimas de los divisores positivos impares de n (Es
claro que si n no tiene divisores impares, es decir si n es una potencia de 2, o5 (n) = 0).
Demostrar que oj(n) es multiplicativa.

Demostracion. Sea (m,n) = 1.

i) Si m y n son impares entonces

oi(mn) = ar(mn) = ar(m)ox(n) = op(m)og(n).

ii) Si m es par y n impar entonces m = 2%r con r impar y se tiene que (r,n) = 1 de
donde vemos que

or(mn) = 03.(2%n) = oy (rn) = ox(rn) = ox(r)or(n)

= ox(r)og(n) = 05 (2°r)og(n) = o (m)oy(n).

iii) Si m es impar y n par, el procedimiento es andlogo a ii).

iv) El caso en que m y n sean ambos pares no se puede dar pues (m,n) = 1.



3.4. EJERCICIOS ADICIONALES 61

]

Observacién. En especial la funciones 7%(n) y 0*(n), definidas respectivamente como
el nimero de divisores positivos impares de n y la suma de los divisores positivos
impares de n, son funciones multiplicativas. Por otro lado si definimos o}*(n) como

— Z dF,
dln
d par
(obviamente con o;*(n) = 0 si n es impar) obtenemos que esta funcién no es multi-
plicativa pues si tomamos m y n primos relativos con m par y n impar obtenemos
que mn es par y por lo tanto o;*(nm) # 0 pero o;*(m)o;*(n) = oy*(m) -0 = 0.

Ejercicio 3.31 (The American Mathematical Monthly, Problema 4493, [17]).

o0
Demostrar que % es irracional.

n=1

Demostracion. Supongamos que » % =tconr,scZy(rs)=1

Elegimos p primo tal que p > sy p > 6.

-y T =3 Ty T

- T = - T oy )

1 n. — n: g p—}—c
(p_1>|i0_m:<p_1>.“0_m+i o(p+c)
~ nl ~ nl plp+1)--(p+c)

(o]
-1 = ‘7( ) s un entero, pues recordando que s < p — 1, tenemos que
n=1

(p—l)!Z#:(p—l)!g:1-2-3---(3—1)(s+1)---(p—1)7“€Z+.

También se tiene que

(P—l)!ZU—:Z): m+1)(n+2)---(p—1o(n) € Z*.
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Luego si demostraramos que k = Z ( o(p+c)

~———~— N0 es un entero, obtendriamos una
— Plot1)(pte)

contradiccion.

Sabemos que o(p) = 1+py que o(p+c) < 14+243+---+(p+c) = 3(p+c)(p+c+1),
luego

. a(p+c) S ptc+l
Z 1 <ZQ 1 1) (1)
—~plp+1)--(p+c) = 2p(p+1)--(ptc—1)

Veamos que si ¢ > 1 entonces W&cq) < g;f , lo que es lo mismo que

p+c+1 - p+1)---(p+c—1)
p+2 P

2 -1 1 2 -1
p+2+(c )<<p—|— )(p+ )m(p+c )
p+2 P P P
c—1 1 2 c—1
=14+ — < (1+=) (1 +=)- (14 .
p+2 D D P

Es claro que esta ultima desigualdad se cumple pues

-1 -1 1 2 -1
1+C—<1+C—<(1+—><1+—)~--<1+C ) 2)
p+2 P P P D

Luego por (1) y (2) se tiene que

S T X

—pp+1)--(pt+c 4
_p+2 1\°
o2 Z (p)

c=1

p+2 1
=5 (=1
P

p+2

T 1) )

Veamos que si p > 6, entonces {’ H) < p , lo que es lo mismo que

p(p+2) <2(p—1)?
= P4 2p <29t —dp+2
—= 0<p?—6p+2.

Esta ultima desigualdad es cierta para p > 6 ya que p*> —6p+2 > p> —p-p+2 =2 > 0.
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Sabemos que

po o) i 0(p'4'r.6)

p Zpp+1l)-(pte)
Como o(p) = p+ 1, entonces % =1+ % y por lo tanto
J R o(p+c)
E=1+4-+ . (4)
p ;p(p+1)---(p+0)
De (3) y (4) se tiene que
1 2 1
1<k<1+—+L:1+L<2.
p 2p-1) p(p—1)
Es decir k£ no es un entero. O]

Ejercicio 3.32 (The American Mathematical Monthly, Problema 4518, [16]).

o0
Demostrar que » 0275,”) es irracional.

n=1

o0
Demostracion. Supongamos que Y
n=1

p primo tal que p > by p > 20, vemos que

o2(n)
n!

= ¢ para a y b enteros positivos. Eligiendo

)

= (-1 o2n)  o2(p) o2l 1) f: o2(n)

!
ntop pptl) S pp+l)n

=115 = -1y 2 3

o2(n)
n!

8

es entero. Como (p — 1)!

es entero, entonces

Il
—

n

g 02(p)+02(29+1) n i o2(n)

p plp+1) &, plp+1)--n

es entero.

Ademas se tiene que
n? < oy(n) < n? " 1 < nQW—Q.
p k? 6
Para n > 20 vemos que nQ%Q < %n(n —1). Observamos que esta desigualdad es equiv-
alente a 21 < n (21 — 27?). Sabemos que m < 3,15 y por lo tanto 72 < 9,9225 < 10. Se
tiene entonces que para n > 20, 21 < 21(21 — 20) < n(21 — 27?%). Luego para n > 20
se tiene que n? < g2(n) < In(n—1), de donde para n > 20, o2(n) = n(n—1)(1+a;)

con0<an<%.
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Sabemos que S es entero, luego la siguiente expresion también es un entero:

S—p—lz 02<p> 02<p+1) i 0‘2(71)

+ — 2 _p-1
po plpt+1) S ppt+1)-n
:1+p2+(p—|—1)p(1—|—ap+1) in(n—l)(l—{—an)_ .
p pp+1) o plp+1)--n
1 > 1+a,
== +oapa+ Y
o+l (n=2)
Pero
3 1 1
0<S—p—1<—+—+2<—+ )
4 p pp+1)
3 1 1
< -4+-4+2 —+—2+"
p 4 p P
1 3 1
= +242 —1
pal ( )
13 2
p 4 p—1
PRI
20 4 19

Lo que es una contradiccion. O



Capitulo 4

Otros temas sobre Funciones
Aritmeéticas

4.1. Mas sobre la Funcion de Mobius

Ejercicio 4.1. Sea n un entero positivo mayor que 1, libre de cuadrados con w(n)
par. Demostrar que
> ud)=o.

dln
0<d</n

Demostracién. Sid es un divisor de n tal que 0 < d < /n, entonces existe d’ divisor de
ntal que d > y/ny dd = n. Es claro que (d,d") = 1, luego p(n) = p(dd’) = p(d)u(d'),
pero pi(n) = (—1)*™ = 1 por ser w(n) par, de donde y(d) = u(d'). Luego

2 > pdy= > pd+ > uld)

dln dln d'|n
0<d</n 0<d<+/n d'>\/n

= uld)
din

=0.

> u(d)=0.

dn
0<d<+v/n

De donde se tiene que

Ejercicio 4.2. Sea m un entero positivo. Demostrar que

> un) =0,

p(n)=m

donde la suma se realiza sobre todos los enteros positivos n tales que ¢(n) = m.

65
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Demostracion. Es claro que solo se deben considerar los n libres de cuadrados. Si
n es un entero libre de cuadrados e impar tal que ¢(n) = m, entonces n’ = 2n
también es libre de cuadrados y cumple también que ¢(n') = m (y viceversa). Ademas
() + p(n') = (—1)20) 4 (1)1 = 0, Tuego

Ejercicio 4.3. Demostrar que

Z (n) - (—1)m7 Si n = p%pg .. -p?n (pl < p2 < e Z pm primos>
0, en otro caso.

dln

lu(d)|=1

Demostracion.

i) Supongamos que existe p primo tal que p*|n. Dado que la suma

2.

dln
ln(d)[=1

simboliza la suma a través de todos los divisores d de n libres de cuadrados,
entonces 5 seguira siendo un nimero que no es libre de cuadrados y por lo tanto

5 n(3) -0

dln
ln(d)[=1

ii) Si no existe p primo tal que p*|n entonces n es de la forma n = pips---p2r
donde los p;’s son primos diferentes, r es libre de cuadrados y (p?p3---p2,,r) = 1.
Hagamos s = p2p3 - - - p2,. Vemos que

n ST S T
Su)-S a2 X a()e(s):
dln d|sr dils da|r

|pe(d)|=1 |pe(d)|=1 [(d1)|=1 |p(d2)|=1

p (i) _JEDT sin=pipy--epm
dy 0, en otro caso.
Luego

Z M<2>:(—1)m Z L r :(_1)mzu r :{(—1)m, zi::l
\u(ccll‘)Tﬂ ! M%‘)Ll (dQ) (d2> 0, >1

Es claro que
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(la ultima igualdad es debida al corolario 1.28). Observe que el caso en que r = 1
es cuando n = pip3- - p2.

O
Lema 4.4. Para todo entero k > 1 se tiene que
k
k
D ( .>j — k2,
=1
Demostracion.
k k ‘ k k
k k! k(k—1)! kE—1
Z()JZZ 'l(k;i 3 :Z(~_1)1((k(_1))_(~_1))| :kZ(-_l) = k2"
=\ k=gt H G- j Y
m
Ejercicio 4.5. Demsotrar que para n € Z*, se tiene que
1, sin=1
—1, sin es primo
1w = o . ,
din 0, si existe p primo tal que p*|n
1, si n es compuesto y libre de cuadrados.

Demostracion. Se demostrard para el caso en el que n sea compuesto y libre de cuadra-

dos, los demés casos son evidentes. Sea n = pips - - px con k > 1 (los p;’s son primos

diferentes). Como el nimero de divisores d de n con j divisores primos diferentes es

(];) y como para esos divisores pu(d) = (—1)7, se tiene que [[ u(d) = (—1)¢, donde
dn

a = Z§:1 (’;) j. Como a es par debido al lema anterior, obtenemos entonces el resul-

tado deseado. O

4.2. Mas sobre Funciones Multiplicativas

Teorema 4.6. Sea f una funcion aritmética con f(1) =1, entonces f es multiplica-
tiva s

f((m;n)) f ([m,n]) = f(m)f(n) Vm,n € Z".

Demostracion.

=) Sea f una funcién multiplicativa, m = p{*p3*---p> y n = pflpg"’ - pPr con
a;, B; € N, Vi. Es claro que para i € {1,2,...,7} se tiene que

£ (D) f (et = p i) £ (n2)),
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luego vemos que

F (m,m) £ (H i) f( max{az@>

r

)

_ H f( min{a;,3:} ) ( max{a,5;} )
)
)

=1

_ H < min{a;,0;} f< max{a;,5;} )
=H ) £ (of

T

:ﬁ (p?")lj[f (pfi)

= f(m)f(n)-

<) Sea f tal que f((m,n)) f (Jm,n]) = f(m)f(n). Para (m,n) = 1, y por lo tanto
[m,n] = mn, la igualdad se reduce a f(1)f(mn) = f(m)f(n), es decir f(mn) =

f(m)f(n). O
Observacién. Tomando la funcién f(n) = n Vn € Z* obtenemos el ya conocido
resultado (a,b) [a, b] = ab.

Ejercicio 4.7. Sean f y g funciones multiplicativas y definimos

= Y fldg(r), VneZ'.

dr=n

(d,r)=1
Demostrar que h es multiplicativa.

Demostracion.

ii) Sean (n,m) = 1y (d,r) = 1 con dr = nm. Es claro que se pueden encontrar
factorizaciones tnicas de d y r, d = didy y v = rire tales que n = diry y
m = darg, y obviamente con (di,7m) = (da,72) = 1. Mas ain, es claro que
(d,r) =15sii (dy,71) = (d2,72) = 1. Por lo tanto

f(d)f(r) = f(dida)g(ri72)

= f(d1)f(d2)g(r1)g(r2)
= [f(d1)g(r1)] [f(da)g(r2)],
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y dado que a cada valor de d y r corresponden tnicos valores di,ds, 1,79 ¥
viceversa, entonces

N Hdgr) =Y fdgln) S f(da)g(ra)

dr=nm diri=n daro=m
(d,T)Zl (dlyrl):]- (dQ,rQ):l

h(nm) = h(n)h(m).

Ejercicio 4.8. Sean f y g funciones multiplicativas y definimos

= Y fldg(r), VnezZt.

[d,r]:n
Demostrar que h es multiplicativa.

Demostracion.

ii) Sean (n,m) =1y [d,r] = mn. Luego d y r se pueden factorizar de forma tnica,
d = dydy y v = 1115 de tal forma que [dy, 1] = m y [dg, 2] = n (recordemos que
(m,n) = 1), ademds es claro que si [dy, ;] = m y [d, 72| = n entonces [d, r] = mn
donde d = dydy y 7 = r17ry. Ademaés para cada d los valores d; y dy son Unicos y
viceversa. Luego

Ejercicio 4.9. Demostrar que para n > 2, se tiene que

 eavn-+1(-3)

[d,r]=n pln
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Demostracion. Por el ejercicio anterior sabemos que

> wld)e(r)

[d,r]=n

es multiplicativa. Luego basta probar la identidad para n = p® con p primo y o € Z*.
Vemos que, [d,7] = p® sii d = p® y r = p® con max {a, b} = «, luego

FE) =Y 0@ @) +> ¢ e ()

a<a
b=«

=0 () D eld) +e ) e(d)

djpe=t d|p*
=0 (") ("' +p%)

— <poc _pa—l) (pa—l +pa>
— p2a _ p2a—2

1
20
=p 1——).
( p?

Ejercicio 4.10. Sea f una funcién multiplicativa y definamos F' para todo entero

positivo n, como
Fln) =Y u(d)f (3).

din

b<a

]

Demostrar que si n = p'py? - - - pSm, entonces

Fn) =TT (@8 =1 @)

m
i=1

Demostracion. Como f es multiplicativa, también lo es F'. Luego basta comprobar el
resultado para n = p® con p primo y o € Z*.

P =S uaf ()

d|p*
= p(W)f (%) + u@)f (P*71) +0+0+ -
=)= f@E).
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4.3. Problemas con mas de una Funcion Aritmética

Ejercicio 4.11 (The American Mathematical Monthly, Problema E1962,
[41]). Demostrar que ¢(n)7(n) > n, donde la igualdad solo se tiene para n = 1y
n=2.

Demostracion 1. Si n = 1 es claro que se tiene la igualdad. De ahora en adelante
consideramos n > 2. Sea n = pi*p3? - - - pom, luego

o(n)r(n) = nfj (1 - pl) ﬁ(ai +1).

Dado que p; > 2, se tiene que 1 — 1/p; > £ v que a; + 1 > 2, Vi. Luego ¢(n)7(n

n (%)QO = n. Se ve que la igualdad se tiene, cuando n > 2, sii 1 — 1/p; =

a; +1 =2, Vi, es decir cuando n = 2.

Demostracion 2. Si n = 1 es claro que se tiene la igualdad. De ahora en adelante
consideramos n > 2. Es claro que ¢(n) > ¢(d) si d|n. Luego

p(n)7(n) =Y @(n) > p(d) =n.
din

dn
La igualdad se tiene, cuando n > 2, sii
n]] (1 — 1) =d]] <1 — 1) vd|n,
p p
pln pld
lo cual solo ocurre si n = 2. O

Teorema 4.12. ¢(n)o(n) < n® paran > 2.

Demostracion. Sin > 2 con n = p'py? - pim, entonces
m 1 m Di — 1
e 2) ()
i1 pi i1 Di
y
m %‘+1 1
o(n) = <pl )
i — 1
=1
Luego
pzai-H 1 (e} = (e} 2
p(n)a(n) =n]] b =n][ (- =) <n]][pf=n
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Ejercicio 4.13 (The American Mathematical Monthly, Problema 5591, [35]).

Para n > 2, demostrar que
(5)
pln|—=|) <n.
n

Demostracion. Utilizando el lema 2.23 y el teorema anterior, vemos que
n n n

Es claro que la anterior desigualdad no solo se tiene para {#J sino para cualquier

]

j < o(n)/n, es decir:

Corolario 4.14. Sin > 2 y j es un entero positivo tal que j < o(n)/n entonces
p(jn) <n.

Teorema 4.15 (The American Mathematical Monthly, Problema E2611,
[33]). n es primo sii p(n)|(n —1) y (n+ 1)|o(n).

Demostracion. =) Evidente, pues si n es primo p(n) =n—1y o(n) =n+ 1.

<) Sea n tal que p(n)|(n — 1) y (n + 1)|o(n), luego n > 2, pues si n = 1 no se
tiene que (n + 1)|o(n). Si n = 2 se tiene entonces que n es primo. Si n > 3, entonces
se tiene que p(n) es par y por lo tanto n — 1 también, de donde n es impar.

Si p”"|n con p primo y r > 2 entonces como

o) =n I[ q;—l

qln
q primo

se tiene que p"~!|p(n), de donde p"~*|(n—1), lo cual es una contradiccién pues (n,n —
1) = 1. Por lo tanto n es libre de cuadrados y n = pips - - - p,, donde por ser n impar,
los p;’s son primos impares. Como

on) =1 —Dp2—1)- (pm — 1)

on)=@E+1p2+1) - (pm+1)

entonces 2™ divide tanto a ¢(n) como a o(n).

Si m > 2 entonces 4|¢(n) y por lo tanto 4|(n — 1) de donde se tiene que 4 1 (n + 1),
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luego n + 1 = 2r con r impar. Sabemos que 2™|o(n) luego existe t € Z* tal que
2™t = o(n), de donde se tiene que

et (5) 2" a(n)

T 2_r n+1

f es entero pues r es impar y L”l) es entero ya que n + 1|o(n) por hipdtesis. Luego

n+
m—1| U(n)
n+1
de donde
“n+1 n

pero sabemos que

omn) 1 <p?—1>__.(p?—1)
no PP Pm \P1— 1 p1—1
B <p1+1>m(pm+1)
P Pm
= <1+l>...(1+i)
Y41 Pm

y al ser los p;’s impares, se tiene que

1 1
<z Vi.
pi 3 '
Luego
o(n) 4\
- 7 < —
< (5)
De donde
4 m
2m—1 < -
(5)
2m - AN\™
2 3
1 - 2\
2 3

Al ser m > 2 se tiene entonces que % < g, lo cual es una contradiccion. Luego m =1
y n primo. 0

Ejercicio 4.16 (Olimpiadas matematicas de China Occidental, 2004).
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a) Demostrar que 7(n) + ¢(n) < n+ 1.

b) Hallar todos los valores de n para los cuales se tenga que 7(n) + ¢(n) = n.

c) Hallar todos los valores de n para los cuales se tenga que 7(n) + ¢(n) = n+ 1.
Desarrollo. a) Sea n € ZT, definimos:

A={meZ" :mln}

B:{mEZ+:1§m§n,(m,n):1}.

Es claro que #AU B < ny que AN B = {1}, ademds sabemos que
#HAUDB =#A+#B —#ANB,
de donde se tiene que

7(n) +¢(n) = #A+ #B
=#AUB+#ANB
<n+41.

b) Sea n tal que 7(n) + ¢(n) = n entonces #A U B = n — 1, luego solo hay nimero
entre 1 y n que no es ni divisor de n, ni primo relativo con n.

i) Sinesparyn > 8, esclaro que n—2y n—4 no son primos relativos con n (am-
bos son divisibles por 2). Veamos que n—2 y n—4 tampoco son divisores de n.

Supongamos que n — 2|n. Se tiene que

n=0 modn-—2
n—(n—-2)=—-(n—2) modn—2
2=0 modn-—2

es decir n — 2|2, lo cual es una contradiccién pues n > 8. De las misma forma,
si se supone que n — 4|n, se llega a la contradiccién de que n — 4/4.

Luego para n par y n > 8, encontramos dos numeros, n — 2 y n — 4, entre 1
y n que no son ni divisores de n, ni primos relativos con n, contradiciendo la
existencia de solo uno.
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ii)

Si n es impar, tiene que ser compuesto, pues si n es 1 o un primo, es claro que
7(n) +¢(n) =n+1. Luego n = pg con py q imparesy 1 <p <gq. Si ¢ >5,
entonces 2p y 4p no son divisores de n por ser este impar, ademas 2p, 4p y n
son divisibles por p, luego 2p y 4p no son primos relativos con n. Luego todo
nimero impar que se pueda escribir comon =pgcon 1 < p < gy g > 5no
cumple la ecuacién 7(n) + ¢(n) = n + 1, pues contradice la existencia de un
s6lo nimero entre 1 y n que no son ni divisor de n, ni primo relativo con n.
Veamos que si n es impar, compuesto y n > 9 entonces se puede escribir de
la forma anteriormente mencionada.

Supongamos que existe n impar, compuesto y mayor que n que no se puede
escribir de tal forma. Se deduce entonces que n tiene que ser de la forma
n =pqcon 1l < p < q <5, pero recordemos que n > 9, luego p = ¢ = 4 pues
cualquier otros valores de p y g con 1 < p < g < 5 se tendria que n < 9. Es
decir n = 16 pero 16 =2 -8 y 8 > 5, lo cual nos lleva a una contradiccién.

De i) y ii) tenemos que los tnicos candidatos que quedan para que 7(n)+p(n) =n
son de la forma n < 8 con n par o n < 9 con n impar compuesto. Verificando cuales
de estos nos sirven, llegamos a que los tinicos que cumplen la ecuacion son 6, 8 y

9.

c) Sea n tal que 7(n) + ¢(n) = n + 1, entonces todo los nimeros entre 1 y n son
divisores de n o primos relativos con n.

i)
i)

iii)

Es claro si n es 1 o un primo, entonces cumple la ecuacion.

Si n es par y n > 4 entonces es claro que n — 2 no es primo relativo con n,
si suponemos que n — 2|n como vimos antes, se tiene que n — 2|2, lo cual es
una contradiccién por ser n > 4, luego n — 2 tampoco es un divisor de n. Se
llega entonces a una contradiccién. Luego si n es par entonces o n es 2 o 4.
Verificando estos casos se ve que la ecuacién se cumple para ambos.

Si n es impar y compuesto entonces n es de la forma n = pg con 3 < p < g,
es claro que 2p no es divisor de n, ni primo relativo con n, lo cual nos lleva a
una contradiccion.

De i), ii) y iii) vemos que 7(n) + ¢(n) = n + 1 solamente si n es 1, 4 o un primo.

4.4.

O

Otras funciones aritméticas

Ejercicio 4.17 (Hungria, 2003). Para k entero positivo, definimos P(k) como el
mayor divisor impar de k. Para n € Z", probar que

3 1 2 n 3

o _P() PO P()_2n+))
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Demostracion. Sea

P1) | P(2) P(n)
S =7 4 7 —\ 7
(n) 1 + 5 +--+ -
Para n =1 se tiene, pues
2.1 2 20+1) 4
—=-<501)=1< ==
3 3 (1) 3 3
igual que para n = 2
2-2 4 1 3 202+1)
— ==-<S52)=14=-==< =2
3 3 ) +2 2 3

Supongamos que se cumple para todo m € Z* menor que n y probemos que se tiene
para n + 1.

Es claro que P(2k) = P(k).

i) Sin es par entonces n =2k parak € Z* (k<n)yn+1=2k+ 1.

(P PB) P(2k +1) P(2)  P(4) P(2k)
5(2’””—(T+ gt 2k—+1> (T*T*“*W
P(1) P2 P(k)
k+1+(7 ot *W)
1 /P(1) P(2) P(k)
(k;+1)+2( Tt +---+T)
:(k+1)+w

2

Por hipétesis de induccion tenemos que

(k+1)+§<<k+1)+@25(2k+1)<(k+1)+%

Ademads se tiene que

202k +1) 4k+2 4k+3

— =(k+1)+ =
3 T <3 (k+1)+
Yy que
E+1 4(k+1) 22k+1+4+1)
k/‘ 1 = =
(k1) + 3 3 3
Luego
202k +1 22k+ 141
%<5(%+1)<%

y por lo tanto se tiene para n + 1.

)
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ii) Si n es impar, es andlogo.

Definicién 4.18. Sea x € R, definimos la parte fraccionaria de z, {x}, como

{z} =z —[z]

Lema 4.19. Sean a y b enteros con b > 0, q el cociente y r el residuo cuando a es
dividido por b, entonces se tiene que q = L%J yr==>a {%}

Demostracion. Veamos que a = [%J b+ b {%}

sleretsh = lilore G- 15)

Ademas es claro que 0 < {%} < 1, de donde se tiene que 0 < b{%} < b. Por la

unicidad de ¢ y r se tiene que ¢ = L%J yr:b{%}. O

Ejercicio 4.20. Para n entero positivo, definimos r(n) como la suma de los residuos
de n al ser dividido por 1,2,...,n. Demostrar que existen infinitos enteros positivos
n tales que r(n) =r(n —1).

Demostracion. Por el lema anterior sabemos que

=S {23 (o 29

Luego la condicién r(n) = r(n — 1) es equivalente a las siguientes condiciones

<=>n+::[n(n1>]:l {%Jk—;v;wk
<=>2n—1=n+g<{%Jk—V;1Jk) (1)

Si k no divide a n entonces L%J = L“T’lj y por lo tanto L% k— ”T’lj k= 0.Sik divide
an entonces | 2| = |21] + 1, de donde se tiene que | %]k — [21] k = k. Luego (1)
es equivalente a 2n — 1 = ka k = o(n), esta dltima identidad se tiene para n = 2™

K
con m entero no negativo pues 2n —1=2"" —1=142+22+... + 2" =¢g(n). O
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Ejercicio 4.21. Demostrar que

a) Si f es una funcién aritmética tal que
1
— d) = VYn € Z*

entonces existe ¢ € C tal que f(n) =c¢, Vn € Z™.

b) Si f es una funcién multiplicativa tal que
1
— d) = VneZt
T LA =g, Ve ezt

entonces f(n) =1, Vn € Z*.

Demostracion.

a) Demostraremos que f(n) = f(1), Vn € Z* (tomando ¢ = f(1) tendriamos el resul-
tado deseado). Probaremos esto haciendo induccién sobre el nimero de divisores
positivos de n (7(n)).

Si 7(n) = 1 entonces n = 1 y es claro que se tiene el resultado, pues f(1) = f(1).
Probaremos ahora que el resultado se tiene para n con 7(n) divisores positivos,
suponiendo que se cumple para todo m con 1,2,...,7(n) —2 o 7(n) — 1 divisores
positivos.

Vemos que Y f(d) es la suma de 7(n) términos, donde 7(n) — 1 son de la for-
din

ma f(d) con 7(d) < 7(n) — 1 y el dltimo término es f(n). Aplicando la hipétesis

de induccion obtenemos que

Y f(d) = (r(n) = 1) f Q) + f(n).
dn

Pero

> fd)=71(n)f(n),

dln
luego (7(n) —1)f(1) + f(n) = 7(n)f(n), de donde se deduce que f(n) = f(1).

b) Dado que f(1) =1 si f es multiplicativa, se deduce de la demostracién de a) que
f(n)=f(1)=1,VneZ".

O



Capitulo 5

La Funcion Parte Entera

La presente seccién tiene como proposito presentar algunas propiedades de la fun-
cién parte entera. Se presupone que el lector ya conoce la definicién de parte entera,
definida anteriormente (definicién 1.34).

5.1. La mayor potencia de un primo que divide a
n!

Teorema 5.1. Seann € Z*, p primo y « el mayor entero tal que p*|n!. Se tiene que

Demostracion 1. Sabemos que L%J es el nimero de enteros positivos menores que n

que son multiplos de p*. Luego la suma

>[5 - (3]« [3]

es igual al nimero de enteros positivos menores que n que son multiplos de p, mas el
nimero de enteros positivos menores que n que son multiplos de p?, més .. ..

Efectivamente (1) es igual a «, pues si m es un entero positivo menor que n que
le aporta exactamente k primos p a la factorizacién como producto de primos de
nl=n---(m+1)-m-(m—1)---2-1 (es decir m*|n pero m* + 11 n), entonces en
(1), m se cuenta exactamente k veces: cuando se cuentan los multiplos de p, cuando
se cuentan los multiplos de p?, ..., v finalmente cuando se cuentan los multiplos de
p*. 0

79
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Demostracion 2. El mimero de enteros positivos que le aportan exactamente k primos

p an! (es decir el nimero de enteros m con 1 < m < n tales que m*|n pero m**! { n)
n

es igual a L?J — L#J, en general todos ellos aportan k (L{%J — L#J) primos p
a n!. Luego es claro que

o (- = 313

La anterior suma es en realidad finita, pues a partir de cierto punto los términos de
la suma se vuelven cero (ver observacién que le sigue al teorema), luego podemos
agrupar sin problemas y obtener que

e (- 3l) e (31 B -

]

Observacion. La suma anterior es en realidad una suma finita pues existe un menor
k' € Z* tal que n < p¥, luego L%J = 0. En general si N > k' entonces LJLNJ =0,

s . /
observe ademés que si n < p¥ entonces

logn < K'logp
logn

<K.
log p

Asi que en vez de hacer la suma, que calcula «, de £ = 0 hasta oo, la podemos hacer
hasta LlognJ.

logp

Corolario 5.2.

log nJ

I = i
nl = St B p=h=t ok
p<n p<n
p primo p primo

Corolario 5.3. Sean n € Z*, a = p1ps -+ pm Yy « el mayor entero tal que a*|n!, se
tiene que
L1555 )

=35 -2 5]

donde p=max {p1,p2,"** ,Pm}-
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Demostracion. Sea n! = p*p3?---p2mh donde p; t h, Vi = 1,...,m. Suponiendo que
P < p2 < -+ < pp = pesclaro que ay; > as > -+ > a,,, luego existe r; entero no
negativo tal que o; = o, + 13, Vi = 1,...,m — 1. Luego

n! = plpy? - prmta®mh.
Por el teorema anterior
. |n
o= Oy = Z \‘—kJ .
1 P
O

Ejercicio 5.4. Sea n € Z*, definimos N(n) como el niimeros de ceros que aparecen
al final de la expresién decimal de n!, por ejemplo:

N(1)=0pues 1l =1

N(2) =0 pues 2! =2

N(3) =0 pues 3! =6

= ' =
N(10) = 2 pues 10! = 36288 020 .
Demostrar que

log nJ
[oe) log 5

v=3 4= 3 |2

o

=1

Demostracion. Tomar a = 10 y aplicar el corolario anterior. O

Ejercicio 5.5. Sea p primo y « el mayor entero tal que p®|n!. Demostrar que

_n_Sp<n)
_—p—l

Y

donde S,(n) es igual a la suma de los digitos de n en base p.

Demostracion. Sean = ag + a1p + asp? + -+ - + app”® donde a; € {0,1,...,p— 1} Vi =
0.1,.. k.
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Teniendo en cuenta que 0 < % <1,Vi=0,1,...,k, tenemos que

= axp” + ap 1P -+ aep® + arp + ag

n
J = ap" e P+ apt @

Luego

- 10

B
HH

ar (

AP T o (Lhp o+ ) ot aa(l4p) +an,

de donde se tiene que

(r =D = (= 1) - aus (P = 1)+ 0a (57 = 1) + arlp— 1)
= (akpk + a1 P+ agp? +a1p) — (ar + ag—1 + -+ +ag +a)
= (arp” + ap1p* 4 ap® +aip + ag) — (ak + ap—1 + -+ az 4+ ay + ag)

=n- Sp(”)?
es decir
_n- Sp(”)
=1
O
Lema 5.6. Sean ay,as, ..., a, enteros no negativos tales que a; + as + -+ + a, = n.

Se tiene que

( n ) n!
a1,02, ..., 0, arlay! - -+ a,!

es un entero.
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Demostracion. Sabemos que para x1, s, ..., T, € R se tiene que

|z ] + [2o] + -+ 2] < |z + 22+ -+ 2],

] sl -2
Pk Pk Pk Pk Pk

para todo primo p y entero positivo k. Luego

en especial

I N N I A

1

Si p es primo y « el mayor entero tal que p®|n! y «; el mayor entero tal que p®i|a;!,
Vi=1,...,r, entonces es claro, segun (1), que

061+Q2+"'+04T§C‘é,

n!

lo que significa que en ————, el denominador se cancela con parte del numerador
; ailaz!--a,!?
obteniendose asi un entero. O]

Corolario 5.7. Si1 <r <n entonces (7:) es un entero.

Corolario 5.8. FEl producto de r enteros positivos consecutivos es divisible por r!.

Demostracion. Sean n,n — 1,n — 2,...,n —r + 1 los r enteros consecutivos, vemos
que
nn—1)---(n—r+1) (n
r! \r)’

el cual es un entero. Luego

r

nn—1)---(n—r+1) :r!(n),
de donde se tiene que rljn(n —1)---(n —r+1). O

Ejercicio 5.9. Sea p primo y « el mayor entero tal que p®| [] 2¢, demuestre que
i=1

oo
n+ Y |3, sip=2
a=1{ o k1
> z% , sl p es un primo impar.

k=1
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n
Demostracion. Sabemos que [] 2i = 2"n!, de aqui es claro que
i=1

azﬂ%—ZL%J, sip=2.
k=1

Si p es primo impar entonces p®| [ | 2¢ implica que p®| [] ¢ = n!, de donde es claro que
i=1 i=1

=3[

1

Ejercicio 5.10.

n
a) Sea p primo y « el mayor entero tal que p®| [](2i + 1), demuestre que
i=0

07 Si P = 2
a = 3 (L%J _ L%J) , sl pesun primo impar.
k=1

b) Demostrar que

=Y (|52 -15]) wez

k=1

Demostracion.

a)

n

i) Sip=2esclaro que a = 0, pues [[(2i+ 1) es el producto de enteros impares.
=0

ii) Sea p primo impar, es claro que

n

[[@i+1)=1-3--(2n+1) =

(2n + 1)!
2nn)

)

de aqui es facil ver que
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b) Calculando « para p = 2 de la misma forma como se calculé « para p primo impar

en ii), se tiene que

[e/e] 2 +>1 oo
= [
k=1 k=1

pero por a) (i)) se tiene que a = 0, luego

(= a)}

k=1

5.2. Ejercicios Adicionales

Lema 5.11. Sea x € R yn un entero positivo, se tiene que
a) |lz]+ [z + L]+ + |24+ %3] = [nx].

o) R+ 5+ ] = el

Demostracion.

a) Seax = |r] + 2, donde 0 < o < n con a € R, se tiene entonces que

[na] = [nlz] +a] =nlz] +|af.

Vemos que
n—1 n—1
k a+k
LHEJ_ZWH - J
k=0 k=0
n—1
a+k
k=0 -
_nLIJ-an: a—l—n—sz
N n
k=1 -
Lo
a+n—k a+n—Fk
= _— — | =0, si 1<k<
anJ+Z " J (pues{ - J sl la) +1<k<n)
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b) Se obtiene de a) reemplazando x por Z.

Ejercicio 5.12. Sean z,y € R y n € Z*, demostrar que
L] + ly] +nlz+y] < [(n+Dz] + [(n+1)y]

Demostracion. Sean x = [z +acon 0 <a<lyy=|y]+bcon0<b<1. Porun
lado tenemos que

2]+ lyl +nlz+yl =lz]+ y]l +nllz] + [y] +a+b]
= |z] + ly] +n(lz] + [y]) + n|a+D]
=m+1)(lz]+|y])+nla+b].

Por el otro lado tenemos que

(n+Dz|+|[(n+1Dy] =|(n+1)|z]+(n+1a| +[(n+1)|y] + (n+1)b]
=Mm+1)|z]+|(n+Dal+(n+1)|y] + |[(n+1)b]
=n+1)(lz]+y]) + [(n+a] + [(n+1)b] .

Luego basta con demostrar que
nla+b] <[(n+1)al+|(n+1)b]. (1)

Si0<a-+b<1,esclaro que se cumple la desigualdad (1). Sia+b>1, l[a+b] =1
(recordemos que a,b < 1 luego a + b < 2) y por lo tanto (1) es equivalente a

n<l|[(n+1al+|(n+1)b]. (2)

Para a + b > 1, se tiene que (n+ 1l)a+ (n +1)b = (n 4+ 1)(a + b) > n + 1, luego
|(n+1)a+ (n+1)b] > n+ 1. Recordemos que para x’ y 3’ reales se tiene que |z’] +
'] = ["+¢'] =1, Tuego

[((n+1a| + [(n+1)b] > [(n+ 1a+ (n+1)b] —1>n,
obteniendo asf (2). O

Ejercicio 5.13. Sea x un real y n € Z*, demostrar que
Ve = | V]|
Demostracion. Sabemos que

|/z) < v7 < |¥z) +1.
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Luego
de donde se tiene
Luego

es decir

Ejercicio 5.14. Sean 0 < k < n enteros positivos, demostrar que

i{”;]J —n—k

=1

Demostracion. Como 0 < k < n, existen ¢ y r enteros positivos con n = gk + r,
0 <r < k. Luego
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Ejercicio 5.15. Sea n € Z*, demostrar que
2k 2]
k=1

Demostracion. Por el lema 5.11, parte a), sabemos que |z ]+ |z + 3| = [2z], es decir
La: + %j = |2x] — |z]. Tomando = = Qk% con k entero no negativo, se tiene que

i)+ [3) = 3] [

luego

S 153l - S G- LD

k=0

—_

|3

J — LQ,C%J es el numero de enteros positivos menores que n que son

Observe que |3
. pero no por 281 luego

divisibles por 2

T

> (5] - [z=)) =

k=0

o0
pues para todo entero positivo m menor que n, existe un tnico entero k no negativo

ue depende de m) tal que 2%|m pero 251t m. O
(q p q p

Ejercicio 5.16. Seann € Z* y H, = {(x,y) € Z* x Z* | xzy < n}, demostrar que

Demostracion. La desigualdad zy < n es equivalente a x < %, luego para un y fijo, el

nimero de enteros x tales que x < % es igual a EJ, variando y entre 1 y n se tiene

=312

Para demostrar la segunda identidad, observemos primero que si x > [/n| y y >

|v/n| entonces x > |n| +1>nyy>|vn|+1>/n,luego zy > n. Asi que
H, = AU B, donde

entonces que

A:{(x,y)€Z+xZ+|:vy§ny1§:v§L\/ﬁj}

B={(z,y) €eZ" xZ" |zy<ny1<y<|Vn]}.
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Sea x con 1 <z < [/n], es claro que el nimero de y’s tales que xy < n es igual a
L%J, luego

v
#A= 3|7
k=1
Anélogamente se obtiene que

Al
#B8=3 [1]-

Por otro lado se observa que si 1 < x < |/n] y 1 <y < |{/n] entonces se tiene que
xy < n, luego

ANB={(z,y) €Z" xZ* |1 <z,y < |Vn|}

y por lo tanto #AN B = L\/ﬁJQ

Finalmente tenemos que
#H, =#A+#B—-#ANB

L) ,
:22_: {EJ—L\/EJ .

Ejercicio 5.17. Demostrar que para todo entero no negativo n, se tiene que

5 e

Demostracion. Sin = 0, es claro que se cumple. Si n > 0, representando a n en base
2, n = ag+ a;2 + ap2? + -+ - + a,,2™ donde los a; € {0,1} parai =1,--- ,m—1y

I
S
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a., = 1. Vemos que

n—+1 n 1 a — 1
[ 2 J:EWJ:E*al*a?““'*a# 1+§J

a 1
=ay+ a2+ +a2" "+ {—°+—J

2 2
n+ 2 n 1 ag  ai o 1
N B 24 ... om -
{ 1 J \‘4+2J \‘4—1-24-&2—1-&3 +rta +2
_ Qo aq 1
= 24 ... 22 T A T
as + as2 + +a +\‘4+2+2J

2m  2m—l 2 2

n+2"1 | ag +a1+ +am+1
om+l | | gm+l  9om 2 2|

n+ 2m-1 ap a, am_1 1
o | St gt gt g

Probaremos entonces que si 1 < k < m + 1, entonces

Qo ai Ar—1 1
L?+2k1 Tt +§J = Qj—1.

Sabemos que

Luego es claro que si ay_; = 0, entonces

ag a ap—1 1
LT Zl=0
bk + h 1 + + 5 + QJ ,

y si ap_1 = 1, entonces

Qo a1 Ap—1 1
20 e fll
\‘2k + h 1 + + 5 + 2J
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Es decir )
Qo a1 Qr—1
{?—l—%_l + -4 5 +§J = ap_1.
Luego
1
VL ; —ag+a; + a2+ a2’ + -+ a, 12" % +a,,2m "
n + 2 m—3 m—2
1 =a;+ay+ag2+ -+ ap_12 + am2
\")’L + 2m71
2—m = am-1 + A,
n + 2™ B
om+1 = Om,

de donde se tiene que

n+1 n+2 n+ 2™
{ 5 J+L 1 J+---+LWJ:ao+a1(1+1)+a2(1+1+2)+a3(1+1+2+22)

ot (T +1+2+22 4+ 2777
+an(l+1+24+224 - +2m1
=ag+ a2+ a2’ + -+ ap 12"+ a,,2™

=n.

Para completar el ejercicio, basta con probar que si k > m + 1, entonces
n 4 2k-1
o
ok

Observe que

VJF?HJ n 4 2k-1
—_— = — <]

2k 2k
= n+ 28t < 2F
—n < 2M!
—logy,n<k—1
< logyn+1<k. (1)

Como k es entero, (1) ocurre sii
llogon+1] <k <= |logon| +1<k<=m+1<k,

que es lo que estabamos buscando. O
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Teorema 5.18. Sean m y n enteros positivos tales que (m,n) = d. Se tiene que

"Z_l{m_kJ B (m—1)2(n—1)+d—1'

n | 2

k=1

En especial si (m,n) = 1, entonces

Z{%’ﬂ MUEDEE)

k=1

Demostracion. Consideremos los siguientes conjuntos

R={(z,y) €Z" xZ" |1 <z <n,1<y<m}
Y

Bi={(wy) e R|y=""}
Ry={(e) € R|y< =T}
Rz={<x,y>€R\y2%}-

Es claro que #R = (m—1)(n—1). Para k, con 1 < k < n—1, existen | 2*| elementos
de R entre el segmento que une (k,0) y (k,%). Luego

| mk
#r=3 ||
k=1

Por simetria se tiene que # Ry = #R3.

Como (m,n) = d entonces existen (a,b) = 1 tales que m = ad y n = bd, por lo
tanto si (z,y) € Ri, entonces y = ™* = £x. Es claro que para que y sea un entero
positivo, x tiene que ser un multiplo de b. Dado que 1 < x < n — 1, los valores de x

que nos sirven son b,2b, - -, (d — 1)b, luego #R; =d — 1.

Como R = Ry U R3 y Ry N Ry = Ry, entonces
#R = #Ry + #R3 — # 1,

es decir
n—1 mk
—1n—-1)=2 — | —d—-1.
== =23 | 7
Despejando, debidamente, obtenemos el resultado deseado. O

Corolario 5.19. Para todos los enteros positivos m y n, se tiene que

n—1
(m,n) = 22 {m_kJ +m+n—mn.
n
k=1
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Demostracion. Consecuencia inmediata del teorema anterior. OJ

Ejercicio 5.20. Sea o € R, demostrar que

Demostracion. Sea na = |na 4+ con 0 < 5 < 1, de donde nav — 3 = |na. Luego

i 2 — i (a2 —a.

n—oo N n— o0 n

Ejercicio 5.21. Demostrar que

lim |cos*(nlmz)| =

n—oo

1, size@Q
0, sixeR-Q.

Demostracion.

i) Sea z € Q, luego § con a,b € Zy b # 0, luego bx € Zy por lo tanto blz también,
en general si n > b, entonces nlz € Z y por lo tanto |cos?(nlrz) | = cos?(nlrz) =
1 (la sucesién se vuelve constante para n > b), luego lim,, ., |cos?(n!rz)| = 1.

ii) Si z € R — Q entonces nlzr € R — Q, de donde se tiene que 0 < cos?(nlrr) < 1,
luego |cos?(n!mz)| = 0,Vn € Z, de donde se tiene que lim,, ., |cos?*(n!mz)] = 0.

]
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Capitulo 6

Los Teoremas de Euler, Fermat y
Wilson

El presente capitulo tiene como objetivo presentar algunas consecuencias de los teore-
mas de Euler, Fermat y Wilson, se presupone que el lector ya conoce estos teoremas.

6.1. Consecuencias de estos Teoremas

Ejercicio 6.1. Sea n = ajas---a,, donde los a;’s son enteros positivos tales que
(a;,a;) =1, si i # j. Demostrar que

af(n)/w(al) 4 ag(n)/w(az) 4t acﬁl(n)/go(am) =m—1 mod n.

Demostracion. Por el Teorema de Euler se tiene que af(aj) =1 mod a;, para i # j.
Utilizando el hecho de que ¢(n) = ¢(a1)p(as)---p(an,) por ser ¢ multiplicativa,
vemos que

_em) o(n)
(a‘."(aj)> Paee) — 136090 mod aj,

)

(n)/¢(

es decir a; “) =1 mod aj, para i # j.

=0 mod a;. Luego para un j fijo, se tiene que
af/eten) o gemiele) o oy qem/elem) = i — 1 mod aj.
Como (a;,a;) =1, si i # j, entonces

af(n)/w(al) 4 af(")/“"(“"’) 4t a;;;(n)/go(am) —m—1 modn.

]

Lema 6.2. Si p y q son primos distintos y a un entero tal que a? = amod q y
a? = a mod p, entonces a?? = a mod pq.

95
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Demostracién. Utilizando el Pequetio Teorema de Fermat tenemos que a?? = (a?)? =
a? mod ¢, ademds sabemos que por hipdtesis a”? = a mod ¢, luego g|a?? — a. Anéloga-
mente tenemos que pla?? — a. Por ser (p,q) = 1 entonces pqla?? — a, luego a?? =
a mod pq. O

Ejercicio 6.3. Sean a,b € Z tales que a? = b mod p, con p primo, demostrar que
a? = b” mod p.

Demostracion. Por el Pequeno Teorema de Fermat sabemos que

a’? =a mod p
b» =b mod p.

Luego a = b mod p pues a? = b’ mod p, luego existe k € Z tal que a = b+ kp, de
donde se tiene que

a’ = (b+ kp)?
=0 + <]19> V¥ kp + (129) V2 kP 4 -+ kPP

[\]

— P+ P kp? o p? Kp>b”2k:2 b k2|

Luego a? = b* mod p?. O

Ejercicio 6.4. Sean p primo y a un entero cualquiera, demostrar que

pla? +a(p — 1)\
Demostracion. Por el Pequeno Teorema de Fermat y por el Teorema de Wilson
tenemos respectivamente que a? = a mod p y que a(p — 1)! = —a mod p, luego
a’+a(p—1)=0 mod p. O

Ejercicio 6.5. Demostrar que para n € Z y p,q primos se tiene que
n? n? (pg—p—qn

—+—+
poq pq

es un entero
Demostracion. Observemos que

a_n_n_(g—p=—gn
p q pq

Luego
n? nl —p—qgn nP—-n n?f-—n
wont  e—p-an _ n .
p q rq p q

es un entero pues p|n? —n y qjn? — n por el Pequenio Teorema de Fermat. ]
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Teorema 6.6. Sean (m,n) =1, luego

n?m Ly =1 mod mn

Demostracion. Por el Teorema de Euler se tiene que

n?™ =1 mod m

m?™ =1 mod n,

ademas es claro que

m?™ =0 mod m
n?™ =0 mod n.
Luego
n?m L) =1 mod m
y

n?m 4 m#™ =1 mod n,

como (m,n) = 1, entonces

n?m Ly =1 mod mn

Corolario 6.7. Sip y q son primos entonces p?~* +¢?~* =1 mod pq.

Teorema 6.8. Sean a y n enteros positivos con a # 1 y (a,n) = (a —1,n) = 1. Se
tiene que
l+a+a*+--+a?™1T=0 modn.

Demostracion. Como (a,n) = 1 entonces por el Teorema de Euler se tiene que
nla?™ —1=(a-1)(1+a+a®+-- +a?"71).
Como (a — 1,n) = 1 entonces n|l + a4 a? + - -+ + a?™ 1, O
Lema 6.9. Sea p un primo tal que p t a. Se tiene que
a*®=) =1 mod p,

donde k € 7.
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Demostracion. Por el Pequeno Teorema de Fermat obtenemos que a?~* =1 mod p.
Luego
gk = (ap_l)k =1 mod p.

Ejercicio 6.10. Sea p un primo tal que p { a. Demostrar que a®?~"' =1 mod p.
Demostracion. Utilizar el lema anterior con k = p!. O]
Ejercicio 6.11. Demostrar que:

a) Si p es un primo entonces 1771 + 2Pt +... + (p —1)P"! = -1 mod p.

b) Si p es un primo impar entonces 17 + 2P + .-+ (p — 1)» =0 mod p.
Demostracion.

a) Es claro que por el Pequeno Teorema de Fermat,

1P '=1 modp
21 =1 mod p
(p—1)'=1 mod p.
Luego 177!+ 271 ... 4 (p—1)P"P=p—1= -1 mod p.

b) Es claro que por el Pequeno Teorema de Fermat,

1P=1 modp
2P =2 mod p

(p—1)’=p—1 mod p.

Luego1p+2p+---+(p—l)pz1+2+---+(p—1)5p(p2+1)EO mod p pues p

. . 1
es un primo impar y por lo tanto ’% es un entero.

Ejercicio 6.12. Sea p primo. Demostrar que

2
<p)52 mod p.
p
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Demostracion. Sabemos que

(217) _2p(2p—-1)(2p—=2)---2p—(p-1))
p P!

luego

2p—(p—1)=—-(p—1) mod p.

Luego
(p—1)! @’) = 2(—1)" ' (p—1)! mod p.

Es claro que el ejercicio se cumple para p = 2, asi que podemos suponer que p es
impar. Luego tenemos que

= 1)!(2;) =2(p—1)! modp

2
(p)EQ mod p.
p

Ejercicio 6.13. Sea p primo y k entero tal que 1 < k < p — 1. Demostrar que

(p; 1> = (—1* mod p.

y por lo tanto

Demostracion. Tenemos que

(p—l) _=Dp-2)---(p—k)

k k! ’

luego
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Ademas sabemos que
p—1=—-1 modp
p—2=—-2 modp

p—k=—k mod p,
p—1
k!
()
-1
(pk,‘ )E(—l)’C mod p.

Ejercicio 6.14. Sea p primo y k entero tal que 1 < k < p—1.Si (=1)*k! =1 mod p,
entonces (p —k —1)! = —1 mod p.

luego

(=D*k! mod p

y por lo tanto

]

Demostracion. Tenemos que
p-—D=@-Dp-2)---p-Fk)p—-—k-1)! modp

(=D)*(p—k—1)! mod p
=(p—k—1) mod p.

Utilizando el teorema de Wilson obtenemos que

p—k—-1'=(p-1)'=-1 mod p.

Ejercicio 6.15. Sea p primo k entero tal que 1 < k < p — 1. Demostar que
(k—1D!(p—k)!'=(-1)" mod p.
Demostracion. Por un lado tenemos que
P=D'=@-1p—-2)@-Ek-1))p-k'= D" k=1)p k! modp.
Por otro lado tenemos que (p —1)! = —1 mod p. Luego
(=) k—-D!(p—k)!=-1 modp

y por lo tanto
(k—1!(p—k)!'=(~1)" mod p.
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Lema 6.16. Sean m y n enteros no negativos tales que m +n + 1 = p para algun p
primo, entonces m!n! = (—1)™" mod p.

Demostracion. Por el Teorema de Wilson tenemos que
(m+n)!=(p-1)!=-1 mod p,

luego
(m4+n)m+n—-1)---(m+n—(n—1))m!=—-1 mod p.
Observemos que

m+n=p—1=—-1 modp
m+n—1=p—2=-2 modp

m+n—(n—1)=p—n=-n mod p,
de donde se tiene que
(=1)"n!m! = -1 mod p

y por lo tanto
(=)™ ™mIn! = (=1)™"" mod p.

Si p = 2 es claro que se tiene el lema. Si p es impar entonces m +n = p — 1 es par,
luego
mln! = (=1)™"" mod p.

]

Ejercicio 6.17. Sea p primo con p = 4k + 1. Demostrar que ((2k)!)> = —1 mod p.

Demostracion. Aplicar el lema anterior a m = n = 2k. O

Ejercicio 6.18. Sea p un primo impar, demostrar que

K]%lﬂz (—1)% mod p.

Demostracion 1. Por el Teorema de Wilson tenemos que (p — 1)! = —1 mod p, es
decir

p—3 p—1 p+1 p+3
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pero

p—1=-1 modp
p—2=-2 modp

ZLS_p_p—SZ_p—S mod p
2 2 2
2 2 2

Luego reemplazando en (1),

es decir ,
- 1 p+1
[(Z?T)'} = (-1) T mod .

p+1

Demostracion 2. Utilizar el ejercicio 6.15 con k = %-.

Demostracion 3. Utilizar el lema 6.16 con m =n = p%l.

Ejercicio 6.19. Demostrar que para p primo, se tiene que

a) [(’%1)!]2 = —1 mod p, si p es de la forma 4k + 1.

b) [(%)!]2 =1 mod p, si p es de la forma 4k + 3.
Demostracion. Consecuencia del ejercicio anterior. []

Ejercicio 6.20. Sea p un primo impar con p # 5. Demostrar que p divide a infinitos
numeros de la sucesion 1,11, 111, 1111, .. ..

Demostracion. Sip = 3 entonces p divide a 111, 111111, 111111111, ... pues la suma
de los digitos de cada uno de estos nimeros es divisible por 3 (criterio de divisibil-
idad por 3). Tomemos ahor p > 7, (es claro que el n-ésimo término de la sucesién
1,11, 111, 1111,... es %) como p f10, entonces por el Pequeno Teorema de Fermat
se tiene que 10! =1 mod p y por lo tanto 10"~ =1 mod p para k =1,2,3,....
Como p|10*®=D — 1y p J9 (pues p # 3), entonces p|%, luego el k(p — 1)-ésimo
elemento de la sucesion es divisible por p, para k =1,2,,3.... O
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6.2. Numeros Pseudoprimos y Nimeros de Carmichael

Definicién 6.21. Sea n un nimero compuesto y a un entero tal que (n,a) = 1.
Diremos que n es un pseudoprimo en base a sit a”~ ' = 1 mod n. Los pseudoprimos
en base 2 se conocen simplemente como pseudoprimos.

Definicién 6.22. Diremos que n es un numero de Carmichael o un pseudoprimo
absoluto sii n es un pseudoprimo en base a, para todo entero a.

Ejercicio 6.23. Demuestre que 341 es un pseudoprimo.

Demostracion. Se tiene que 341 = 11-33 y que 2! =31-33+1=93-11+1 de donde
se sigue que
o2l =2.210 =9 m0d 31

¥y que
23 = 2. (2'9)" = 2 mod 11

luego por el lema 6.2 se tiene que
2131 = 2 mod (11 - 31)

es decir
234 = 9 mod 341.

Como (2,341) = 1, entonces 23%° = 1 mod 341. Luego 341 es un pseudoprimo. O

Lema 6.24. Si d|n entonces a® — 1|a™ — 1 para todo entero a > 2.
Demostracion. Como d|n, existe k € ZT tal que dk = n. Luego
a" —1=(a”)" —1=(a?—1) (@™ 4+ ¢+ 4 ... 4?4 1)
de donde se ve que a? — 1|a™ — 1. O
De aqui en adelante para k entero positivo, M, significara M, = 2F — 1.
Corolario 6.25. Si d|n entonces My|M,.

Teorema 6.26. Sin es un pseudoprimo entonces M, también lo es.

Demostracion. Como n es pseudoprimo entonces n es compuesto y podemos escribir
n = st con 1 < s < t. Por el corolario anterior se tiene que como s|n entonces M |M,,
luego 2™ — 1 es un nuimero compuesto.
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Sabemos que por hipétesis 2! = 1 mod n, es decir 2" = 2 mod n, de donde se tiene
que existe k € Z tal que 2" — 2 = kn. Se sigue que

oMn—l = 92"=2 _
=2 —1
= (2" — 1) (2" ponlk=) o )
=M, (2n(k;—1) ponk=2) 4 . on 1)

= 0 mod M,
Luego
oMn=1 =1 mod M,,.
De donde se tiene que M,, es un pseudopirmo. O]

Lema 6.27. Sidln ya =b mod n entonces a =b mod d.

Demostracion. Como d|n y a = b mod n entonces existen k y k' enteros tales que
dk =ny nk' =a—0, luego d(kk') = a — b de donde se tiene que a =b mod d. [

Teorema 6.28. Sin es un numero de Carmichael, entonces n es libre de cuadrados.

Demostracién. Supongamos que existe k > 1 tal que k%|n. Como n es un ntimero de
Carmichael entonces a = a mod n para todo a entero positivo en especial k" = k
mod n. Por el lema anterior se tiene que k" = k£ mod k%. Como n es compuesto
entonces n > 4, luego k?|k™, de donde se tiene que 0 = k" = k mod k?, luego
K%k, lo cual es una contradiccién. Se dedude entonces que n tiene que ser libre de

cuadrados. O

Teorema 6.29. Sean = pipy - - - py, donde los p; son primos diferentes. Si p; —1|n—1
para i =1,2,...,m entonces n es un numero de Carmichael.

Demostracion. Sean (n,a) = 1, entonces p; { a Vi = 1,2, ..., m. Luego podemos aplicar
el Pequenio Teorema de Fermat y obtenemos que p;|a’i~! —1. Por el lema 6.24 tenemos
que como p; — 1|n — 1 entonces a?~! — 1]a"™! — 1, luego p;la™' — 1, Vi =1,2,...,m.
Ya que (p1,p2,-..,Pm) = 1 entonces n = pipy -+ pm|a™ ' — 1, de donde se tiene que
a"'=1 mod n. O
Ejemplo. Como

561 =3-11-17
1729 =7-13-19
6601 = 7-23-41
10585 =5-29-73

cumplen con las condiciones del teorema anterior, entonces todos estos son ntimeros
de Carmichael.



Capitulo 7

Numeros Perfectos

En esta seccion estudiaremos los niimeros perfectos y su relacion con los niimeros de
Mersenne. A lo largo de la seccién, para k entero positivo, M, significard M = 2% —1.
Recordando los nimeros de Mersenne son ntmeros de la forma M, = 2P — 1 con p
primo. Si un nimero de Mersenne es primo, lo llamaremos primo de Mersenne.

Definicién 7.1. Diremos que n es un nimero perfecto sii o(n) = 2n.
A partir de esta definicién y el lema 3.1 se obtiene el siguiente corolario.

Corolario 7.2. n es un nimero perfecto sii Y 5 = 2.
dln

De la defincién de ntimero perfecto tenemos que para todo nimero perfecto n, o(n)
es par y de los corolarios 3.11 y 3.12 se obtiene el siguiente resultado.

Corolario 7.3.

1) Sin=p{'py?---pim es un numero perfecto entonces existe i entre 1 y m tal que
Pi Y Q; SOM 1Mpares.

2) Un cuadrado perfecto o dos veces un cuadrado perfecto no puede ser un nimero
perfecto.

Teorema 7.4. Ninguna potencia de un primo p puede ser un numero perfecto. Es
decir para todo o € Z+ y para todo primo p, p* no es un nimero perfecto.

Demostracion. Supongamos que existen p primo y « entero positivo tal que o (p*) =
2p“. Por otro lado sabemos que o (p*) = 1+p+---+p*. Luego 1 +p+---+p* = 2p*
y por lo tanto 1 +p+ -+ + p* 1 = p®. Es decir

Tenemos entonces que p® —1 = p®™ —p® De donde —1 = p**t —2p® = p*(p—2) > 0,
lo cual es una contradiccion. O

105
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Teorema 7.5. n es un nimero perfecto par sii exviste k € Z+ tal que n = 2F1 (2k — 1)
con 28 — 1 primo.

Demostracion. =) Sea n un numero perfecto par. Sea n = 2*m donde « € Z* y m
es un entero positivo impar. Observamos que

2°"'m = 2n = o(n) = 0 (2°m) = 0 (2%) o(m) = (2**' = 1) o(m). (1)

De donde se tiene que 2°T — 1]29Tlm_ pero (207 — 1,2°"1) = 1, luego 2" — 1|m.
Existe entonces r € Z™ tal que

m= (2" = 1)r. (2)
En (1) vemos que
20tm, 20l (207 — 1) p aitl
a(m):2a+1_1: el 1 = 2",
Como r|m entonces 2°Tr = g(m) > m+r = (2°T' —1)r +r = 2" luego

o(m) =m+ r y por lo tanto m solo tiene dos divisores: m y r. De donde se deduce
que m es primo y r = 1. Asf que la expresién (2) queda reducida a m = 2271 — 1y
por lo tanto n = 2% (2! — 1), tomando k = « + 1 obtenemos el resultado deseado.

<) Sea n = 2F7! (2’1c — 1) para algin k € Z* tal que 2 — 1 es primo, es decir
o (2" —1) =1+ (28 — 1) = 2*. Por otro lado o (2¢71) =2~ — 1.

Dado que (2¥7!,2% —1) =1 entonces

= (2"—1)2"
22 (25— 1)]
= 2n.

Observamos entonces que n es un ntimero perfecto. Dado que n = 2F~1 (2’C — 1), para
ver que n es par basta con observar que k # 1 pues si k¥ = 1 entonces 2 — 1 no es
primo, contradiciendo asi la hipotesis. O

Lema 7.6. Sean a,n,m € Z* con a > 2. Entonces n|m sii a™ — 1|a™ — 1.

Demostracion.

=) Si n|m entonces existe k € Z* tal que m = nk y por lo tanto

am_lz(an)k_lz(an_l)(1+an+a2n_’_'”+a(k—1)n)‘
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De donde se ve que a™ — 1|a™ — 1.

<) Sea a™ — 1]a™ — 1, es claro que n < m. Aplicando el algoritmo de la divisién,
tenemos que m = ng +r con 0 < r < n. Luego

a"—1=a"" —a""+a"—-1=a"(a"—1)+a" — 1.

Como a" —1[a"—1 = (a" —1) (L + a+a* +--- +a"V") y a" —1|a™ — 1, entonces
a" — 1la™ (a" — 1). Pero (a" — 1,a™) = 1, luego a" — 1ja” — 1 y dado que 0 < r < n,
entonces r = 0. O

Lema 7.7. Si M, = 2P — 1 es primo entonces p es primo.

Demostracion. Probaremos que si p no es primo tampoco lo es M,. Es claro para
= 1, pues M; = 1 no es primo. Para p > 1 se tiene como consecuencia inmediata
del lema anterior si tomamos a = 2. O

Teorema 7.8. n es un nimero perfecto par sit existe un primo p tal que M, es primo
yn=2""1M,

Demostracion. Consecuencia inmediata del lema anterior y el teorema 7.5. O]

Ejercicio 7.9. Demostar que si n es un ntimero perfecto par, entonces 8n + 1 es un
cuadrado perfecto.

Demostracion. Veamos en general que si m es de la forma m = 2¢! (2’“ — 1) entonces

8m + 1 es un cuadrado perfecto (y por lo tanto, por el teorema 7.5, se sigue que si

n es un numero perfecto par, entonces 8n + 1 es un cuadrado perfecto). Sea m =

21 (2F — 1), entonces

8m + 1= 25281 (2F — 1) 41 = 252 (28 — 1) 4 1 = 222 _oh+2 | — (k1 )7,
m

La demostracion del ejercicio anterior nos lleva a la siguiente identidad:

Teorema 7.10. Sea n € Z*, entonces 2" 2M,, + 1 = (M,,,1)?.

Ejercicio 7.11 (The American Mathematical Monthly, Problema E1755,
[45]). Demostrar que 6 es el inico nimero perfecto y libre de cuadrados.

Demostracion. Sea n un numero perfecto y libre de cuadrados. Como n es libre de
cuadrados su factorizacion como producto de primos es n = pips - - - pm, €n este caso
tenemos que

o) =P+ 1) P2+ 1) (pm + 1) (1)

y como n es un nimero perfecto entonces

o(n) = 2n. (2)
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Es claro que n debe tener dos o mas factores primos (m > 2) pues ningin primo es
un nimero perfecto, ademés n tiene que ser par, pues si n es impar en (1) se ve que
que 4|o(n) y por (2) se tendria entonces que 2|n siendo esto una contradiccion.

Dado que n es par y perfecto, existe p primo tal que n = 2P~'M,,. Como n tam-
bién es libre de cuadrados necesariamente p = 2 y por lo tanto n = 6. O

Ejercicio 7.12 (The American Mathematical Mounthly, Problema E3081,
[15]). Demostrar que un ntiimero perfecto n, con m diferentes divisores primos (w(n) =
m), posee un factor primo menor o igual a m.

Demostracion. Sea n = p]*p5? - - - p%m un numero perfecto con m diferentes divisores
primos (recordemos que p; < py < -+- < Py,), supongamos que p; > m + 1. Como
pi >p1+ (i—1), se tiene que p; >m+1i, V1 <i<m.

Sabemos que o(n) = (L+py + - +p7") - (L + pp + - - + pi), luego

(1t D) (1 L)

D1 b Pm ?nm

IN
—

Luego o(n) < 2n, lo que contradice el hecho de que m es un nimero perfecto. Luego
pr < m. L

Ejercicio 7.13. Sea n un numero perfecto par. Demostrar que 7(n) = |log, n] + 2.
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Demostracion. Sea n un numero perfecto par. Sabemos que existe k primo tal que
n = 2F1 (28 — 1) con 2% — 1 primo. Por lo tanto 7(n) = 7 (2871) 7 (28 — 1) = 2k.
Sacando log, a ambos lados de n = 2+~! (2"/’ — 1), tenemos que

logyn =k —1+log, (2¥ — 1)

1
=k —1+log, (2’g <1—§))

1
=2k—1+4a,

donde —1 = logQ% < a = log, (1 — 2%) <logy1=0.

Asi que 7(n) = log, n+1—a. Como 0 < —a < 1 entonces log, n+1 < 7(n) < log, n+2.
De donde se tiene que 7(n) = [log,n + 2] = [logyn| + 2. O

Ejercicio 7.14. Demostrar que todo nimero perfecto par es un nimero triangular,
. , 1
es decir un nimero de la forma %

Demostracion. Sea n un nimero perfecto par, luego existe k € Z* tal que

ok (ok _ 1
n=2F1(2k 1) = rE-y
2
Tomando m = 2¥ — 1 obtenemos el resultado deseado. O

Lema 7.15. Para todo m € Z™", se tiene que 6™ =6 mod 10.

Demostracion. Por induccién.

Para m = 1 es claro que el resultado se tiene. Supongamos que se cumple para
m y probemos que se tiene para m + 1.

6™ =6-6"=6-6=36=6 mod 10.

Lema 7.16. Para todo m € Z™, se tiene que 16™ = 6 mod 10.

Demostracion. Dado que 16 =6 mod 10, entonces 16™ = 6™ mod 10. Utilizando el
lema anterior se obtiene el resultado deseado. [

Teorema 7.17. Todo nimero perfecto par, su ultimo digito en base 10 es 6 o 8.

Demostracidén. Sin es un ntimero perfecto par, entonces n = 2P~ (2P — 1) para algiin
primo p. Si p = 2 entonces n = 6 y se tiene el teorema. Si p > 2 entonces p es de la
forma p =4m + 1 o de la forma p = 4m + 3.
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i) Si p=4m+ 1 entonces

n=2" (2" -1)=16"(2-16"-1)=6(2-6—1) =66 =6 mod 10.

ii) Si p =4m + 3 entonces

n=2"+ (28 1) =4.16™(8-16™ — 1) =4-6(8-6 — 1) = 24(47) = 4(7)
=28 =8 mod 10.

O
Lema 7.18. Para k € Z* se tiene que
P43 +5 + - 4+ (26— 1)° =k (2k* — 1) .
Demostracion. Sea S =13+ 3%+ 53 + .- + (2k — 1)3, sabemos que
P+22+3+. 40’ = (@)2
Tomando n = 2k — 1, obtenemos que
2
S+2° +4% .+ :< )
S+2° (1°4+2° + +k3):k (2k — 1)
S+ (@) = K2k~ 1)"
de donde se tiene que
S =k (4k* — 4k +1) = 2k* (K* + 2k +1) = k> (2k* — 1) .
O

Ejercicio 7.19. Demostrar que para todo nimero perfecto par n mayor que 6, existe
k € Z* tal que

n=Fk 2k -1)=1+3+5"+...+ 2k —1)°.

Demostracion. La segunda identidad es el lema anterior, luego basta con probar que
si n > 6 es un niimero perfecto par entonces existe k € ZT tal que n = k? (2k* — 1).
Sabemos que n = 2P~! (2P — 1) para algtin p primo. De hecho como n # 6 entonces
p # 2, luego p es impar de donde p — 1 = 2« para algiin a € Z*. Tenemos que

n=2% (2% — 1) = (2%)*(2(2*)* - 1),

tomando k = 2% tenemos el resultado que estabamos buscando. O
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a) Demostrar que si n es un nimero perfecto o un nimero abundante entonces nk es

abundante para todo entero k > 2.

b) Demostrar que existen infinitos nimeros abundantes.

Demostracion.

a) Demostraremos el caso para n perfecto, para n abundante la demostracién es
similar. Tomemos m = nk con k > 2. Es claro que n es un divisor propio de m y

a(n)

que por ser n perfecto, == = 2. Luego aplicando el teorema 3.26, obtenemos que

o(m) _ ofn) _

de donde se tiene que o(m) > 2m. Es decir m es abundante.

b) Consecuencia inmediata de (a).

]

Ejercicio 7.21. Un ntimero n es superperfecto si o (c(n)) = 2n. Demostrar que n
es un numero superperfecto par sii n = 2" donde r es un entero positivo tal que

M, = 2" — 1 es primo.

Demostracion. =) Sea n un numero superperfecto par, n = 2"q donde ¢ es impar y

r > 1. Tenemos que

97+ — 2
=0 (o(n))
=0 (0(2")o(q))
=0 ((2r+1 1) J(q))

Es decir

o ((2r+1 o 1) U(q)) _ QT—HQ-

(1)

Si ¢ > 1 entonces (2" — 1) o(q), o(q) y 2" — 1 son divisores de (2"t' —1)o(q) vy

por lo tanto

o (27 =1)0(9) = (2 =1) alg) +o(g) + (27 = 1)

— 2T+10.<q) 4 2T+1 -1

Z 27‘+1<q+1) +27"+1 _ 1

— 2T‘+1q + (27‘+2 o 1)
> 27‘+1q‘
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Es decir
o (2 =1)o(q) > 2. (2)

De (1) y (2) se llega a una contradiccién. Luego ¢ = 1, de donde se tiene que n = 2"
y en (1) se obtiene que

2l =g (277 = 1)
2t +1=0 (27" —1).

Por lo tanto 2”1 — 1 es primo.

<) Sin = 2" con r entero positivo tal que 2! — 1 es primo, entonces

o(o(n))=0c (27" —1)
— (2r+1 _ 1) +1
— 27”+1

= 2n.

Ejercicio 7.22. Diremos que n es un nimero superabundante si
Vk=1,2,...,n—1 se tiene que

~—

o(n

*|

Demostrar que existen infinitos niimeros superabundantes.

Demostracion. Supongamos que existen un numero finito de nimeros superabun-
dantes, sea m el mayor de ellos. Es claro que Vn > m se tiene que
a(n) _ o(m)

— <
n m

pues de lo contrario se puede encontrar un n mayor que m que también sea un niimero
superabundante. Luego se tiene que

a(m)

o)

m ko’

Vk e Z*

lo cual contradice el lema 3.2. Se tiene entonces que existen infinitos niimeros super-
abundantes. N
Ejercicio 7.23. Sean k,n € Z" con n > 1. Diremos que n es k-hiperperfecto sii

n=1+k Z d.

dln
1<d<n
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(Se entiende que para p primo, »_ d = 0). Observe que los nimeros 1-hiperperfectos

dlp
1<d<p

son los mismos nimeros perfectos.

Demostrar que:

a) n es k-hiperperfecto sii o(n) = n+ 14 2.

b) Si n es k-hiperperfecto, entonces n =1 mod k.

)
¢) Ninguna potencia de un primo puede ser k-hiperperfecto para algin k € Z*.
d)

Si n es k-hiperperfecto entonces todos los factores primos de n son mas grandes
que k.

Demostracion. a) =)

n=1+k Z d=1+k(c(n)—1—n)=1+ko(n) —k — kn,
1<d¢|i7in

luego o(n) =n+ 1+ 2.

<) Sio(n)=n+1+ 22, entonces k(o(n) — 1 —n) =n— 1, luego
n=1+4+k(oc(n)—1—n)=1+k Z d.
1den
b) Evidente a partir de la definicién de nimero k-hiperperfecto.

¢) Supongamos que existen p primo y «,k € Z* tales que p* es un ndmero k-
hiperperfecto. Es claro que « # 1, pues de la definicién de ntimero k-hiperperfecto
se deduce facilmente que un primo no puede ser k-hiperperfecto, luego a > 2.
Vemos que
P =1+k(p+p*+ - +p""),
es decir
p* — pk (1 +p+~--p°‘72) =1

De donde se tiene que p|1, lo cual es una contradiccion.

d) Supongamos que existe p primo tal que p|n y p < k. Como p # n, pues un primo

no puede ser k-hiperperfecto, entonces % es un divisor de n diferente a 1 y a n.

Luego
-1
a(n)2n+1+ﬁ2n+1+%>n+1+n7:o—(n),
P

donde la ultima igualdad es debida a la parte (a). Como vimos, terminamos en
una contradiccion.

]
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Capitulo 8

Numeros de Fermat

En la presente capitulo presentaremos algunas propiedades de los nimeros de Fermat,
estos son nimeros de la forma F,,, = 22" +1 con m € N. Recordemos que si un niimero
de Fermat es primo, lo llamaremos primo de Fermat.

Lema 8.1. Sean a,n € Z* con a > 2, tales que a™ + 1 es primo, entonces a es par y
n = 2" para algun m € N.

Demostracion. Supongamos que a es impar (a # 1 pues a > 2), luego a" +1 >4y
ademas a” + 1 tiene que ser par, lo cual es una contradiccion ya que a”™ + 1 es primo.

Se tiene entonces que a es par.

Supongamos que n tiene un factor ¢ impar mayor que 1 (n > 3), luego n = kq
para algin k € Z" y por lo tanto

a"+1= ()" +1=(@@"+1)(1—-a’+ - —a® 214 gk=D1)
Dado que k£ > 3, entonces ambos factores son mayores que 1, contradiciendo la
hipotesis de que a™ + 1 es primo. Luego n no tiene factores impares mayores que
1, es decir n = 2™ para algin m € N. O]

Ejercicio 8.2. a) Demostrar que para n € Z™ se tiene que

FWFFy-- - F, 1 =F,—2.

b) Utilizando la parte (a), demostrar que (F,,, Fy,) = 1 si m # n.
¢) Demostrar que todo nimero de Fermat F,, con n > 1 es de la forma 6k — 1.

Demostracion.

115
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a) Por induccién. Del hecho de que Fy = 3y F} = 5 se puede ver que se cumple para
n = 1. Supongamos que se cumple para n y probemos que se tiene para n + 1.

Vemos que
FOFlFZ"'Fn—an:(Fn_Q)Fn
= (2" 1) (2" +1)

_ 22n+1 i 1
= (22n+1 + ].) - 2
= LI'n+1 — 2.

b) Sean m,n € Z* con 0 < n < my (F,, F,) = d. Es claro que d # 2, pues los
ntimeros de Fermat son impares. Utilizando la parte (a) vemos que

FOFanmelem_2

Dado que d|FoFy -+ Fy -+ Fp1 y d|F,,, entonces d|2, pero como d # 2, se tiene
que d = 1.

c) Basta demostrar que 6|F,, + 1. Para n = 1 es evidente, para n > 1 vemos, por la
parte (a), que

Fo+1=FF - F +3=3(F - Fp,+1),

de donde es claro que 6|F;, + 1 pues la parte dentro del paréntesis es par.

Ejercicio 8.3.

a) Demostrar que para n entero positivo, se tiene que F,, = (F,_; — 1)2 + 1.
b) Demostrar que para n > 2, se tiene que Fj, = F2 | — 2(F,_, — 1),

Demostracion.

2
a) (Foq—17+1= (22"”> f1=2"41=F,

b) Es claro que (F,_o —1)* = F,_; — 1, luego
Fyy=2(Fe— 1) =F =2(F0 — 1)
=F>  —2F, 1 +2
= (F. | —2F,1+1)+1
=(F,_1—1)°+1
= F,.
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Teorema 8.4. Paran > 2 se tiene que el ultimo digito de F,, en base 10 es 7.

Demostracién. Por induccién. Es claro que se cumple paran = 2, pues Fy = 2% +1 =
17 =7 mod 10. Supongamos que se cumple para n (con n > 2) y probemos que se
tiene para n + 1.

Por hipétesis de induccién tenemos que F, = 22" +1 = 7 mod 10. Vemos entonces
que

2n+1

Fo =22 41 = (27 1= [(2¥ +1) —1]°+1= (7-1)*4+1=37=7 mod 10.

]

Teorema 8.5. Si existen n > 0 y a,k € Z% tales que F,, = a*

decir, ningun numero de Fermat es una potencia perfecta.

, entonces k = 1. Es

Demostracion. Es claro que Fy = 3 no es una potencia perfecta, entonces podemos
suponer n > 1. Si F, = a*, de la identidad F,, = (F,_; — 1)2 + 1 vemos que k no
puede ser 2 (y por lo tanto k no puede ser par), pues los dos tnicos cuadrados perfectos
consecutivos son 0 y 1. Luego k tiene que ser impar (a también es impar pues F), es
impar). Vemos que

2 =F,—1=d"-1=(a—1) (" " +d"+ - 4+1).

Como a* '+ a*2+4...+1 es impar y al mismo tiempo divide a 22", entonces a*~! +
a*2 +...+1=1, de donde se tiene que k = 1. O

Ejercicio 8.6. Demostrar que para n > 1, F}, no se puede expresar como la suma de
dos primos.

Demostracion. Si existiese algin F), que se pudiese expresar como la suma de dos
primos, al ser £, impar, uno de ellos tiene que ser 2 y el otro igual a F,, — 2. Pero

F—2=2"_1= (22”‘1 _ 1) (22”‘1 " 1)

es compuesto para n > 1. O]

Ejercicio 8.7. Demostrar que ¢(n) = 2" para algin r € N siin = 2* o n =
2FF,,---F,,conae Ny F,,, F,, ..., F;, primos de Fermat.

Demostracion.
=) Sin =1 es claro que es de la forma n = 2% (o = 0).

Sea n = p{'ps?---p2m tal que p(n) = @ (p™)- - (p*) = 2" para algin r € ZT.
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Para i € {1,...,m} se tiene que ¢ (p{")|2", luego ¢ (pi") = 2! para algin t € Z*.

Como
() =p"Hpi — 1) =2", (1)

entonces:
i) Si a; > 1 entonces (1) solo tiene sentido si p; = 2.

ii) Si @ = 1 entonces en (1) se ve que p; — 1 = 2!, es decir p; = 2" + 1. Pero por el
lema 8.1, 2! + 1 solo es primo si t = 2™ para algiin m € N. Luego p; = 22" + 1.

De i) y ii) se deduce que n es de la forman =2% on =2°F, F;, --- F;,.
<) Sin = 2%entonces p(n) =1,sia =0y ¢(n) =21 si a>0.
Sin =2°F; F,,---F;, con a > 0 entonces

p(n) =@ (2%) ¢ (Fi) ¢ (F,) ¢ (F,)
= 2N (F, = 1) (F,— 1) (F, - 1)
— 9om 22i1 22i2 _”22is‘

Si o = 0 por un procedimiento andlogo llegamos a que p(n) = 22222 ... 22

En todos los casos es claro que p(n) = 2" para algin r € N. O
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