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FUNCIONES ARITMÉTICAS Y TEMAS SELECTOS DE TEORÍA
DE NÚMEROS
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Resumen

La presente tesis tiene como objetivo el estudio metódico de las funciones aritméticas y
algunos temas relacionados con ellas como lo son la función parte entera; los Teoremas
de Euler, Fermat y Wilson; y los números perfectos, pseudoprimos, de Carmichael, de
Fermat y los de Mersenne.
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Introducción

La Matemática es la reina de las ciencias y la Teoŕıa de Números la reina
de las Matemáticas. Carl Friedrich Gauss

La Teoŕıa de Números es posiblemente el área más rica de las Matemáticas; en ella
confluyen las demás y de ella nacen muchas otras, es por esto que Gauss la llegó a
considerar como la reina de las Matemáticas. Estudiar la Teoŕıa de Números es es-
tudiar la obra de grandes genios que se dedicaron a ella y es una excelente forma de
adquirir lo que se conoce como ((madurez matemática)); es aśı como nace el interés
de presentar como trabajo de grado una monograf́ıa de ciertos temas de la Teoŕıa de
Números a los cuales se les dedica menos de un caṕıtulo en la mayoŕıa de los libros
de texto.

El tema principal de la monograf́ıa es el estudio de las funciones aritméticas y algunos
temas relacionados con ella, pero que también tiene un interés por śı mismos, como es
el caso de la función parte entera; el Teorema de Euler, el Pequeño Teorema de Fer-
mat, el Teorema de Wilson y las consecuencias de estos teoremas; el estudio de ciertos
números especiales como son los números perfectos y su relación con los números de
Mersenne, los pseudoprimos, los números de Carmichael y los números de Fermat.

Es aśı como esta monograf́ıa pretende ser de gran ayuda para aquéllos que deseen in-
cursionar de una forma más profunda en estos bellos temas de la Teoŕıa de Números.
Se presupone que el lector ya haya visto un curso en Teoŕıa de Números, pues el
objetivo principal es el de utilizar esta monograf́ıa como complemento de los textos
gúıas tradicionales de Teoŕıa de Números.

Para llevar a cabo la presente monograf́ıa se realizó un estudio minucioso de la actual
bibliograf́ıa sobre funciones aritméticas. Se recopilaron los teoremas más importantes
y se buscaron los ejercicios más interesantes sobre el tema. Muchos de estos ejercicios
son tomados de competencias o de revistas matemáticas. Otros son problemas que se
dejan a cargo del lector en los tradicionales textos de Teoŕıa de Números. Algunos
nuevos ejercicios surǵıan cundo se cambiaban pequeños detalles a los enunciados de
anteriores ejercicios ya planteados. Dado la gran cantidad de problemas de la presente
monograf́ıa, muchos de los métodos utilizados para resolver determinados problemas
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x INTRODUCCIÓN

fueron aplicados para resolver otro tipo de problemas que inicialmente hab́ıan sido re-
sueltos utilizando diferentes métodos, es aśı como algunos teoremas y ejercicios poseen
más de una demostración, este hecho permite al lector elegir aquella demostración que
le es más natural a él.

Por último es importantes aclarar el significado de algunas notaciones que se uti-
lizan a lo largo del texto: Los śımbolos (a, b) y [a, b] se utilizan respectivamente para
indicar el máximo común divisor y el mı́nimo común múltiplo de a y b. El śımbolo
〈a, b〉 se utiliza para indicar la pareja ordenada cuya primera componente es a y la
segunda es b. Para un conjunto finito A, el śımbolo #A significará el cardinal de A.
El śımbolo

∑
d|n indica que la suma se hace sobre todos los divisores positivos de n y

el śımbolo
∏

p|n indica que el producto se hace sobre todos los primos que dividen a
n. La expresión n = pα1

1 pα2
2 · · · pαm

m , para n ≥ 2, quiere expresar la factorización única
de n como productos de primos donde los pi son primos con p1 < p2 < · · · < pm y los
αi enteros positivos.



Formulación del Problema y
Justificación

Constantemente se están produciendo resultados diversos sobre distintos temas de las
Matemáticas y en particular de la Teoŕıa de Números. Éstos al no estar organizados
y estructurados secuencialmente en un texto pierden la posibilidad de convertirse en
teoŕıas que contribuyan a enriquecer el acervo cultural tan necesario para la forma-
ción de especialistas en las distintas áreas de las Matemáticas, es por eso que se hace
necesario ir reciclando toda esa valiosa producción para que pueda allanar el camino
que permita que quienes ingresan por primera vez a este tipo de conocimiento puedan
acceder más fácilmente a la formación requerida.

Como fruto de mi interés por la Teoŕıa de Números me he propuesto tomar una
de las áreas que más me apasionan como son las funciones aritméticas y efectuar
un proceso de investigación, organización, śıntesis y enriquecimiento desde mi propia
perspectiva de esta área de la Teoŕıa de Números.
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Objetivos

Objetivo General

Hacer un estudio extenso, profundo y metódico de las funciones aritméticas y otros
temas de Teoŕıa de Números.

Objetivos Espećıficos

1) Mostrar las propiedades más importantes relacionadas con las funciones multiplica-
tivas y la convolución de Dirichlet, incorporando recientes y novedosos resultados
de estos temas que si bien es cierto que son frutos de investigaciones, no hacen
parte de los textos tradicionales de esta área del conocimiento.

2) Investigar e incorporar propiedades relevantes y novedosas de las funciones multi-
plicativas ϕ, τ, σ, σk y µ; y de la función parte entera.

3) Presentar diferentes consecuencias del Teorema de Euler, el Pequeño Teorema de
Fermat y el Teorema de Wilson.

4) Presentar un estudio sistemático de los números pseudoprimos, de Carmichael,
perfectos y de Fermat.

xiii
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Caṕıtulo 1

Introducción a las Funciones
Aritméticas

En el presente caṕıtulo introduciremos el concepto de función aritmética y aún más
importante el de función multiplicativa. Al mismo tiempo introduciremos la funciones
multiplicativas más sobresalientes, las cuales se irán estudiando a lo largo de esta
monograf́ıa. El propósito del presente caṕıtulo es el de servir como base para los
demás caṕıtulos de forma tal que éstos se puedan leer independientemente.

1.1. Definición y ejemplos

Definición 1.1. Una función cuyo dominio es el conjunto de los enteros positivos
(Z+) y cuyo codominio el conjunto de los números complejos (C) , se denomina una
función aritmética.

Definición 1.2. La función ϕ definida ∀n ∈ Z+, mediante

ϕ(n) = número de enteros positivos menores o iguales que n y primos relativos con
n,

se denomina función ϕ de Euler.

Ejemplo. Dado que los únicos enteros postivos menores o iguales que 12, primos
relativos con 12 son 1, 5, 7 y 11 entonces ϕ(12) = 4. Dado que los únicos enteros
postivos menores o iguales que 9, primos relativos con 9 son 1, 2, 4, 5, 7 y 8 entonces
ϕ(9) = 6.

Como se observó en el ejemplo anterior, no es muy eficiente determinar el valor de
ϕ(n) verificando cada uno de los enteros positivos menores o iguales que n. Más ade-
lante en este cápitulo se expresará ϕ(n) en términos de la factorización de n como
producto de primos, la cual nos dará una forma más rápida para determinar su valor.

Apartir de la definición de ϕ es fácil deducir que:

1



2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN A LAS FUNCIONES ARITMÉTICAS

Corolario 1.3. Sea n un entero positivo. ϕ(n) = n− 1 sii n es primo.

Definición 1.4. Definimos la función τ , ∀n ∈ Z+, mediante

τ(n) = número de divisores positivos que tiene n.

Ejemplo. Dado que hay 4 ({1, 2, 4, 8}) divisores positivos de 8 entonces τ(8) = 4.
Dado que 9 tiene sólo 3 divisores positivos ({1, 3, 9}) entonces τ(9) = 3.

Teorema 1.5. Si n = pα1
1 pα2

2 · · · pαm
m entonces

τ(n) = (α1 + 1)(α2 + 1) · · · (αm + 1).

Demostración. Dado que los divisores de n son de la forma n = pc1
1 pc2

2 · · · pcm
m con

0 ≤ ci ≤ αi, ∀i = 1, ...,m, es claro que hay tantos divisores de n como m-plas
(c1, c2, ..., cm) donde 0 ≤ ci ≤ αi, ∀i = 1, ...,m. La cantidad de estas m-plas es
(α1 + 1)(α2 + 1) · · · (αm + 1).

Definición 1.6. Definimos la función σ, ∀n ∈ Z+, mediante

σ(n) = suma de los divisores positivos de n.

En general definimos la función σλ, ∀n ∈ Z+, mediante σλ(n) =
∑

d|n dλ donde

λ ∈ Z+.

Observación. Observe que σ1 = σ y que σ0 = τ .

Ejemplo. Vemos que σ(8) = 1 + 2 + 4 + 8 = 15 y que σ2(9) = 12 + 32 + 92 = 91.

Apartir de la definición de σ es fácil deducir que:

Corolario 1.7. Sea n un entero positivo. σ(n) = n + 1 sii n es primo.

1.2. Funciones multiplicativas

Definición 1.8. Sea f una función aritmética no nula, diremos que f es:

a) Multiplicativa si siempre que (m,n) = 1 se tiene que f(mn) = f(m)f(n).

b) Completamente Multiplicativa si ∀ n,m ∈ Z+ se tiene que f(mn) = f(m)f(n).

Observación. Toda función completamente multiplicativa es multiplicativa.

Ejemplo. La función f(n) = nz donde z ∈ C, la función id(n) = n y la función
constante u(n) = 1 son ejemplos de funciones completamente multiplicativas.

Lema 1.9. Si f es una función multiplicativa entonces f(1) = 1.

Demostración. Como f es no nula, existe n ∈ N tal que f(n) 6= 0. Dado que f(n) =
f(n · 1) = f(n)f(1), pues (n,m) = 1, cancelando f(n) a ambos lados de la ecuación
se tiene que f(1) = 1.



1.2. FUNCIONES MULTIPLICATIVAS 3

Lema 1.10. Sean f y g funciones multiplicativas entonces fg es también una fun-
ción multiplicativa. Si además g(n) 6= 0,∀n, entonces f/g también es una función
multiplicativa.

Demostración. Es claro que fg(1) = 1. Sean (m,n) = 1, utilizando las propiedad de
la funciones multiplicativas y la conmutatividad en los complejos tenemos que

fg(mn) = f(mn)g(mn)

= f(m)f(n)g(m)g(n)

= f(m)g(m)f(n)g(n)

= fg(mn)fg(mn).

Demostrar que f/g es multiplicativa, con g(n) 6= 0,∀n, queda a cargo del lector.

En general mediante inducción se llega a que el producto de funciones multiplicativas
es multiplicativa.

Lema 1.11. Sea f una función con f(1) = 1, se tiene que:

a) f es multiplicativa sii f (pα1
1 pα2

2 · · · pαm
m ) = f (pα1

1 ) f (pα2
2 ) · · · f (pαm

m ) para todo n =
pα1

1 pα2
2 · · · pαm

m .

b) Si f es multiplicativa, entonces f es completamente multiplicativa sii f(pα) = f(p)α

para todo primo p y para todo entero positivo α.

Demostración. Evidente, se deja a cargo del lector.

Teorema 1.12. Sea f una función multiplicativa (completamente multiplicativa) y k
un entero positivo, entonces la función F definida para todo n ∈ Z+ como F (n) =
f
(
nk
)

es también multiplicativa (completamente multiplicativa).

Demostración.

i) F (1) = f
(
1k
)

= f(1) = 1.

ii) Sea (m,n) = 1, entonces F (mn) = f
(
(mn)k

)
= f

(
mknk

)
. Pero f

(
mknk

)
=

f
(
mk
)
f
(
nk
)

pues f es multiplicativa y
(
mk, nk

)
= 1, luego F (mn) = f

(
mk
)
f
(
nk
)

=
F (m)F (n).

El caso en el que se desea probar que si f es completamente multiplicativa entonces
también lo es F , se demuestra de forma similar.

Teorema 1.13. Sean f y g funciones multiplicativas, entonces la función F definida
como

F (n) =
∑
d|n

f(d)g
(n

d

)
, ∀n ∈ Z+,

es una función multiplicativa.
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Demostración. Sean n, m ∈ Z+ con (n, m) = 1, luego d|nm sii d es de la forma d = uv
con u|n y v|m. Además (u, v) =

(
n
u
, m

v

)
= 1, por lo tanto

F (nm) =
∑
d|nm

f(d)g
(nm

d

)
=
∑
u|n

∑
v|m

f(uv)g
(nm

uv

)
=
∑
u|n

∑
v|m

f(u)f(v)g
(n

u

)
g
(m

v

)

=

∑
u|n

f(u)g
(n

u

)∑
v|m

f(v)g
(m

v

)
= F (n)F (m).

Tomando la función constante g(n) = 1 y aplicando el teorema anterior obtenemos el
siguiente resultado.

Corolario 1.14. Sea f una función multiplicativa, la función F definida como

F (n) =
∑
d|n

f(d), ∀n ∈ Z+,

es multiplicativa.

Lema 1.15. Sea f una función multiplicativa, y n = pα1
1 pα2

2 · · · pαm
m se tiene que∑

d|n

f(d) =
m∏

i=1

(
1 + f(pi) + f(p2

i ) + · · ·+ f(pαi
i )
)
.

Demostración 1. Sabemos por el corolario anterior que F (n) =
∑

d|n f(d) es multi-
plicativa, luego

F (n) =
m∏

i=1

F (pαi
i )

=
m∏

i=1

(
1 + f(pi) + f(p2

i ) + · · ·+ f(pαi
i )
)
.

Demostración 2. Tomando el producto de la derecha de la ecuación y expandiendolo
obtenemos una suma de términos de la forma f(pc1

1 )f(pc2
2 ) · · · f(pcm

m ) = f(pc1
1 pc2

2 · · · pcm
m )

donde los ci varian entre 0 y αi, ∀i = 1, ...,m. Esta suma de términos no es otra cosa
que

∑
d|n f(d).
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Teorema 1.16. Para n = pα1
1 pα2

2 · · · pαm
m se tiene que

σλ(n) =
m∏

i=1

p
λ(αi+1)
i − 1

pi − 1
.

En especial se tiene que

σ(n) =
m∏

i=1

pαi+1
i − 1

pi − 1

y
τ(n) = (α1 + 1)(α2 + 1) · · · (αm + 1).

Demostración. Es fácil observar que la función f(n) = nλ es una función completa-
mente multiplicativa. Luego podemos aplicar el lema 1.15.
De alĺı obtenemos que

∑
d|n

dλ =
m∏

i=1

(
1 + pλ + (pλ)2 + · · ·+ (pλ)αi

)
. (1)

Si λ = 0 entonces es claro que

τ(n) = (α1 + 1)(α2 + 1) · · · (αm + 1).

Si λ 6= 0, y dandonos cuenta que el lado derecho de (1) es una serie geométrica finita
tenemos que

σλ(n) =
∑
d|n

dλ =
m∏

i=1

p
λ(αi+1)
i − 1

pi − 1
.

Haciendo λ = 1 tenemos la correspondiente expresión para σ(n).

A partir del teorema anterior, para el lector no le debe ser dif́ıcil deducir el siguiente
resultado.

Corolario 1.17. La función σλ es multiplicativa.

Observación. En el corolario 1.14 vimos que si f es multiplicativa entonces F (n) =∑
d|n

f(d) es multiplicativa, pero no necesariamente es cierto que si f es completamente

multiplicativa, F lo sea. Por ejemplo tomemos f(n) = n, la cual es completamente
multiplicativa y F (n) = σ(n), la cual no es completamente multiplicativa.

A continuación presentaremos un resultado interesante que se obtiene utilizando el
concepto de función multiplicativa y el lema 1.15, pero que cuyo enunciado nada tiene
que ver con funciones aritméticas. Para ello también necesitamos antes el siguiente
lema:
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Lema 1.18. Sean n y m enteros positivos. Entonces:

a) Si n ≡ m ≡ 1 mod 4 entonces nm ≡ 1 mod 4.

b) Si n ≡ m ≡ 3 mod 4 entonces nm ≡ 1 mod 4.

c) Si n ≡ 1 mod 4 entonces ∀s ∈ Z+ se tiene que ns ≡ 1 mod 4.

d) Si n ≡ 3 mod 4 entonces para s par se tiene que ns ≡ 1 mod 4 y para s impar
se tiene que ns ≡ 3 mod 4.

e) La función f tal que

f(n) =


0, si n es par

1, si n ≡ 1 mod 4

−1, si n ≡ 3 mod 4

es una función completamente multiplicativa.

Demostración. a), b), c) y d) son triviales. Demostraremos e).

Es claro que f(1) = 1. Sean n y m enteros postivos.

i) Si n es par entonces nm es par y f(nm) = 0, además se tiene que f(n)f(m) =
0 · f(m) = 0. (Si m es par es análogo)

ii) Si n ≡ m ≡ 1 mod 4 entonces f(n)f(m) = 1 · 1 = 1 y nm ≡ 1 mod 4, de donde
f(nm) = 1.

iii) Si n ≡ m ≡ 3 mod 4 entonces f(n)f(m) = (−1)(−1) = 1 y nm ≡ 1 mod 4, de
donde f(nm) = 1.

iv) Si n ≡ 1 mod 4 y m ≡ 3 mod 4 entonces f(n)f(m) = 1(−1) = −1 y nm ≡ 3
mod 4, de donde f(nm) = −1. (Si n ≡ 3 mod 4 y m ≡ 1 mod 4 es análogo)

Teorema 1.19. Dado un entero positivo n, el número de sus divisores de la forma
4k + 1 es mayor o igual al número de sus divisores de la forma 4k + 3.

Demostración. Tomando la función f(n) del lema anterior, basta con demostrar que∑
d|n f(d) ≥ 0. Como f es multiplicativa por el lema 1.15 tenemos que para n =

pα1
1 pα2

2 · · · pαm
m ,

∑
d|n

f(d) =
m∏

i=1

(
1 + f(pi) + f(p2

i ) + · · ·+ f(pαi
i )
)
.
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i) Si 2|n entonces 2 no le aporta nada al producto anterior.

ii) Si p|n con p primo de la forma 4k + 1 entonces 1 + f(p) + · · ·+ f(pα) es positivo,
pues por el lema anterior, parte c), se tiene que cualquier potencia de p también
es de la forma 4k + 1.

iii) Si p|n con p primo de la forma 4k + 3. Para α par se tiene que

1 + f(p) + · · ·+ f(pα) = 1− 1 + 1− 1 + · · ·+ 1 = 1

Para α impar se tiene que

1 + f(p) + · · ·+ f(pα) = 1− 1 + 1− 1 + · · ·+ 1− 1 = 0

De i), ii) y iii) nos convencemos de que
∑

d|n f(d) ≥ 0.

A partir de la anterior demostración es fácil deducir el siguiente corolario.

Corolario 1.20. Sea n = pα1
1 pα2

2 · · · pαm
m , n tiene tantos divisores de la forma 4k + 1

como de la forma 4k + 3 sii existe αi impar.

1.3. Función µ de Möbius

Definición 1.21. Diremos que n es un entero libre de cuadrados sii es falso que exista
p primo tal que p2|n.

Lema 1.22. Sea n = pα1
1 pα2

2 · · · pαm
m . El número de divisores de n que son libres de

cuadrados es 2m.

Demostración. Es claro que el número de divisores de n libres de cuadrados es igual al
números de divisores de m = p1p2 · · · pm, es decir igual a τ(m) = (1+1)(1+1) · · · (1+
1) = 2m.

Definición 1.23. La función µ definida ∀n ∈ Z+, mediante

µ(n) =


1 si n = 1

0 si existe p primo tal que p2|n
(−1)m si n es el producto de m primos diferentes.

se denomina función µ de Möbius.

Es claro entonces que un entero n es libre de cuadrados sii |µ(n)| = 1. A partir de
este hecho y el lema 1.22 se obtiene el siguiente resultado.
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Corolario 1.24. Si n = pα1
1 pα2

2 ...pαm
m entonces∑
d|n

|µ(d)| = 2m.

Ejemplo. Se tiene que µ(3) = (−1)1 = −1.Dado que 24 = 23·3 se tiene que µ(24) = 0.
Dado que 42 = 2 · 3 · 7 se tiene que µ(42) = (−1)3 = −1.

Lema 1.25. La función de Möbius es multiplicativa pero no completamente multi-
plicativa.

Demostración. Veamos que µ es multiplicativa, para ello tomemos n, m ∈ Z+ con
(n, m) = 1.

i) Si n = 1 entonces

µ(nm) = µ(m)

= 1µ(m)

= µ(1)µ(m)

= µ(n)µ(m).

Si m = 1, idéntico.

ii) Si existe p primo tal que p2|n, entonces p2|nm.

µ(nm) = 0

= 0µ(m)

= µ(n)µ(m).

Si existe p primo tal que p2|m, idéntico.

iii) Si n y m son libres de cuadrados, es decir n = p1 · · · ps y m = q1 · · · qr donde
p1, . . . , ps, q1 . . . , qr son todos primos diferentes pues (n, m) = 1. Se tiene que

µ(nm) = (−1)s+r

= (−1)s(−1)r

= µ(n)µ(m).

Para ver que µ no es completamente multiplicativa, basta con tomar p primo y ob-
servar que

µ(p2) = 0

pero
µ(p)µ(p) = (−1)(−1) = 1.
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Ejercicio 1.26. Probar que µ(n)µ(n + 1)µ(n + 2)µ(n + 3) = 0,∀n ≥ 1.

Desarrollo. Por el algoritmo de la división, existen enteros q, r ∈ Z+ tales que

n = 4q + r con 0 ≤ r < 4.

i) Si r = 0, entonces 4|n, de donde µ(n) = 0.

ii) Si r = 1, entonces 4|n + 3, de donde µ(n + 3) = 0.

iii) Si r = 2, entonces 4|n + 2, de donde µ(n + 2) = 0.

iv) Si r = 3, entonces 4|n + 1, de donde µ(n + 1) = 0.

Teorema 1.27. Sea f una función multiplicativa y n = pα1
1 pα2

2 · · · pαm
m entonces

∑
d|n

µ(d)f(d) =
m∏

i=1

(1− f(pi))

Demostración. Al ser µf multiplicativa entonces F (n) =
∑

d|n(µf)(d) =
∑

d|n µ(d)f(d)
también lo es.

Luego

F (n) =
m∏

i=1

F (pαi
i )

=
m∏

i=1

(
αi∑

j=0

µ(pj
i )f(pj

i )

)

=
m∏

i=1

(f(1)− f(pi))

=
m∏

i=1

(1− f(pi)).

Utilizando el teorema anterior primero con f(n) = 1 y luego con f(n) = 1/n obten-
emos respectivamente los siguientes corolarios.

Corolario 1.28. ∑
d|n

µ(d) =

{
1 si n = 1

0 si n > 1.
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Corolario 1.29.

∑
d|n

µ(d)

d
=

1 si n = 1
m∏

i=1

(
1− 1

pi

)
si n = pα1

1 pα2
2 · · · pαm

m .

Una leve variación en la demostración del teorema 1.27 nos lleva al siguiente lema:

Lema 1.30. Para n = pα1
1 pα2

2 · · · pαm
m y f función multiplicativa se tiene que

∑
d|n

|µ(d)|f(d) =
∑
d|n

µ2(d)f(d) =
m∏

i=1

(1 + f(pi)) .

Ejercicio 1.31. Demostar el corolario 1.24 utilizando el lema anterior.

Demostración. Tomando f(n) = 1, ∀n ∈ Z+, se tiene que

∑
d|n

|µ(d)| =
m∏

i=1

(1 + 1) = 2m.

Ejercicio 1.32. Demostrar que

∑
d|n

|µ(d)|ϕ(d) =

1 si n = 1∏
p|n

p si n > 1

Demostración. Para n = 1 es claro que se tiene, para n > 1 se ve que∑
d|n

|µ(d)|ϕ(d) =
∏
p|n

(1 + ϕ(p))

=
∏
p|n

(1 + (p− 1))

=
∏
p|n

p.

Teorema 1.33. Sean las parejas 〈n1, a1〉 , 〈n2, a2, 〉 . . . , 〈nk, ak〉 en Z+× C. Definimos
T = {i : ni = 1} y S =

∑
i∈T

ai. Además para d ∈ Z+ definimos

Td = {i : d|ni}
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y

Sd =


∑
i∈Td

ai si Td 6= ∅

0 si Td = ∅

Entonces

S =
∑
d∈Z+

µ(d)Sd.

Demostración. Sabemos, por el corolario 1.28, que

∑
d|n

µ(d) =

{
1 si n = 1

0 si n > 1

por lo tanto

S =
k∑

i=1

ai

∑
d|ni

µ(d)

 .

Sean d1, d2, . . . , dr los enteros positivos que dividen algún ni (1 ≤ i ≤ k), se tiene que

S =
r∑

j=1

µ(dj)

∑
i∈Tdj

ai


=

r∑
j=1

µ(dj)Sdj

=
∑
d∈Z+

µ(d)Sd.

Definición 1.34. Para x ∈ R, definimos la parte entera de x como el único entero
n tal que n ≤ x < n + 1. A ese único entero n lo denotaremos como bxc.

Corolario 1.35. Para n entero positivo se tiene que∑
d|n

µ(d)

d
=

ϕ(n)

n
.

Demostración 1. Utilizando las definiciones y notaciones del teorema anterior hace-
mos nk = (k, n) y ak = 1,∀k = 1, . . . , n − 1. Se observa que S = ϕ(n), además Sd

es igual a la cantidad de ni’s (ni = (i, n)) que son divisibles por d. Como (i, n) es
divisible por d sii d|n, se tiene que Sd = 0 si d - n. Si d|n entonces Sd será igual al la
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cantidad de múltiplos de d que son menores que n, es decir n
d
. Luego por el teorema

anterior se tiene que

ϕ(n) =
∑
d|n

µ(d)
n

d

Es decir ∑
d|n

µ(d)

d
=

ϕ(n)

n
.

Demostración 2. Es claro ver que

ϕ(n) =
n∑

k=1

⌊
1

(n, k)

⌋
y que

∑
d|n

µ(d) =

⌊
1

n

⌋
.

En especial vemos que ∑
d|(n,k)

µ(d) =

⌊
1

(n, k)

⌋
,

luego

ϕ(n) =
n∑

k=1

∑
d|(n,k)

µ(d) =
n∑

k=1

∑
d|n
d|k

µ(d) =
∑
d|n

∑
k=αd

1≤k≤n

µ(d) =
∑
d|n

µ(d)
∑
k=αd

1≤k≤n

1.

Dado que k = αd con 1 ≤ k ≤ n sii 1 ≤ α ≤ n/d, entonces

ϕ(n) =
∑
d|n

µ(d)

n/d∑
α=1

1 =
∑
d|n

µ(d)
n

d
.

Teorema 1.36. Para n = pα1
1 pα2

2 · · · pαm
m se tiene que

ϕ(n) = n
m∏

i=1

(
1− 1

pi

)
= n

m∏
i=1

pi − 1

pi

Demostración 1. Consecuencia inmendiata del corolario 1.29 y el corolario anterior.

Demostración 2.
m∏

i=1

(
1− 1

pi

)
= 1−

m∑
i=1

1

pi

+
∑

1≤i<j≤m

1

pipj

−
∑

1≤i<j<k≤m

1

pipjpk

+ · · ·+ (−1)m

p1p2 · · · pm

=
∑
d|n

µ(d)

d

= ϕ(n).
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Ejemplo. Calculemos los valores de ϕ(12) y de ϕ(9). En el primer caso se tiene que
12 = 22 · 3, por lo tanto

ϕ(12) = 12

(
2− 1

2

)(
3− 1

3

)
= 4.

En el segundo caso se tiene que 9 = 32, por lo tanto

ϕ(9) = 9

(
3− 1

3

)
= 6.

A partir del teorema anterior, para el lector no le debe ser dif́ıcil deducir el siguiente
resultado.

Corolario 1.37. La funcion ϕ es multiplicativa.

Corolario 1.38. Existen infinitos números primos.

Demostración. Supongamos que existen solo un número finito de primos. Sean estos
p1, p2, . . . , pm. Sea a = p1p2, · · · pm. Sabemos que

ϕ(a) = a
m∏

i=1

(
1− 1

pi

)
= (p1 − 1)(p2 − 1) · · · (pm − 1) ≥ (2− 1)(3− 1) = 2

es decir ϕ(a) ≥ 2. Pero a solo tiene como primo relativo a 1 pues para cualquier otro
n > 1 se tiene que existe pi tal que pi|n, luego ϕ(a) = 1, lo cual es una contradicción.

Ejercicio 1.39. Sea n = pα1
1 pα2

2 · · · pαm
m . Demostrar que:

a)
∑
d|n

µ(d)ϕ(d) =
m∏

i=1

(2− pi)

b)
∑
d|n

µ(d)σλ(d) = (−1)m(p1 · · · pm)λ

Desarrollo. Utilizando el teorema 1.27 y el hecho de que ϕ(p) = p−1 y σλ(p) = 1+pλ

para p primo tenemos que:

a)
∑
d|n

µ(d)ϕ(d) =
m∏

i=1

(1− (pi − 1)) =
m∏

i=1

(2− pi).

b)
∑
d|n

µ(d)σλ(d) =
m∏

i=1

(1− (1 + pλ
i )) = (−1)m(p1 · · · pm)λ.

En especial se tiene que ∑
d|n

µ(d)σ(d) = (−1)mp1 · · · pm

y que ∑
d|n

µ(d)τ(d) = (−1)m
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Ejercicio 1.40. Si n es un número par, probar que
∑
d|n

µ(d)ϕ(d) = 0.

Desarrollo. Consecuencia inmediata del ejercicio anterior, parte a).

El anterior resultado se puede deducir del siguiente corolario:

Corolario 1.41. Sea f una función multiplicativa tal que f(2) = 1. Entonces para
todo n entero positivo par, se tiene que∑

d|n

µ(d)f(d) = 0.

Demostración.∑
d|n

µ(d)f(d) =
∏
p|n

(1− f(p)) = (1− f(2))
∏
p|n
p>2

(1− f(p)) = 0.

Ejercicio 1.42. Sea n = pα1
1 pα2

2 · · · pαm
m . Demostrar que:∑

d|n

dµ(d) =
m∏

i=1

(1− pi) =
(−1)m

n
p1p2 · · · pmϕ(n).

Demostración. Tomando la función definida como f(n) = n, ∀n ∈ Z+ y aplicando el
teorema 1.27 tenemos que ∑

d|n

dµ(d) =
m∏

i=1

(1− pi).

Por otro lado sabemos que

ϕ(n) = n

m∏
i=1

(
1− 1

pi

)
= n

m∏
i=1

(
1− pi

−pi

)
=

n(−1)m

p1 · · · pm

m∏
i=1

(1− pi).

Se ve entonces que
m∏

i=1

(1− pi) =
(−1)m

n
p1p2 · · · pmϕ(n)

Obteniendose el resultado deseado.

Ejercicio 1.43. Probar que

n

ϕ(n)
=
∑
d|n

µ2(d)

ϕ(d)
, ∀n ∈ Z+.
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Demostración. Es claro que para n = 1 se tiene. Sea θ(n) = µ(n)
ϕ(n)

,∀n ∈ Z+. Se tiene

que θ es multiplicativa, luego para n = pα1
1 pα2

2 · · · pαm
m se tiene que∑

d|n

µ2(d)

ϕ(d)
=
∑
d|n

µ(d)θ(d)

=
m∏

i=1

(1− θ(pi))

=
m∏

i=1

(
1 +

1

pi − 1

)
=

1
m∏

i=1

(
1− 1

pi

)
=

n

ϕ(n)
.

1.4. Fórmula de inversión de Möbius

Teorema 1.44 (Fórmula de inversión de Möbius). Sean f y F funciones ar-
itméticas, entonces

F (n) =
∑
d|n

f(d), ∀n ∈ Z+

sii
f(n) =

∑
d|n

µ(d)F
(n

d

)
, ∀n ∈ Z+.

Demostración. Definimos (sólo para esta demostración) h(n) = 1, ∀n ∈ Z+.

⇒)

∑
d|n

µ(d)F
(n

d

)
=
∑
d|n

µ(d)

∑
c|n

d

f(c)


=
∑
d|n

∑
c|n

d

µ(d)f(c)h
( n

dc

)
=
∑

αβγ=n

µ(α)f(β)h(γ)

=
∑
β|n

f(β)

∑
α|n

β

µ(α)

 .
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Utilizando el corolario 1.28 vemos que

∑
α|n

β

µ(α) =

{
1 si β = n

0 en los otros casos.

Luego ∑
d|n

µ(d)F
(n

d

)
= f(n).

⇐)

∑
d|n

f(d) =
∑
d|n

∑
c|d

µ(c)F

(
d

c

)

=
∑
d|n

∑
c|d

µ(c)F

(
d

c

)
h

(
d

c

)
=
∑

αβγ=n

µ(α)F (β)h(γ)

=
∑
β|n

F (β)

∑
α|n

β

µ(α)


= F (n).

Teorema 1.45. ∀n ∈ Z+, se tiene que∑
d|n

ϕ(d) = n.

Demostración 1. Por el corolario 1.35 tenemos que

ϕ(n) =
∑
d|n

µ(d)
(n

d

)
.

Luego utilizando la fórmula de inversión de Möbius obtenemos el resultado buscado.

Demostración 2. Sea d un divisor positivo de n. Definimos Hd = {k ∈ In | (k, n) = d}.
Es claro que

Hd = {k ∈ In | (k, n) = d} =
{

j ∈ In
d
|
(
j,

n

d

)
= 1
}

,
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de donde se tiene que #Hd = ϕ
(

n
d

)
. Por otra parte se tiene que⋃
d|n

Hd = In.

Luego ∑
d|n

#Hd = n,

de donde se tiene que ∑
d|n

ϕ(d) =
∑
d|n

ϕ
(n

d

)
= n.

Observación. Observe que la primera demostración se basa en el corolario 1.35 y
luego el uso de la fórmula de inversión de Möbius. Se puede invertir el orden con la
demostración 2 para demostrar primero este teorema y luego aplicar la fórmula de
inversión de Möbius para obtener el corolario 1.35.

Ejercicio 1.46. Demostrar que

n =
∑
d|n

µ(d)σ
(n

d

)
.

Demostración. Dado que

σ(n) =
∑
d|n

d,

utilizando la fórmula de inversión de Möbius obtenemos que

n =
∑
d|n

µ(d)σ
(n

d

)
.

1.5. Funciones aditivas

Definición 1.47. Sea f una función aritmética tal que f(1) = 0. Diremos que f es
aditiva si f(nm) = f(n) + f(m) siempre que (n, m) = 1 y diremos que es comple-
tamente aditiva si f(nm) = f(n) + f(m), ∀n, m ∈ Z.

Ejemplo. La función s log(n) es completamente aditiva para todo s ∈ C.

Definición 1.48.
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a) Definimos la función ω mediante ω(1) = 0 y ω(n) = m para n = pα1
1 pα2

2 · · · pαm
m .

b) Definimos la función Ω mediante Ω(1) = 0 y Ω(n) = α1 + α2 + · · · + αm para
n = pα1

1 pα2
2 · · · pαm

m .

Corolario 1.49. La función ω es aditiva y la función Ω es completamente aditiva.

Demostración. Evidente a partir de la definición anterior.

Teorema 1.50 (Paul Erdős). Sea f una función completamente aditiva de valor
real y monótona no decreciente (es decir si n ≤ m entonces f(n) ≤ f(m)), entonces
existe c ∈ R+ tal que f(n) = c log n, ∀n ∈ Z+.

Demostración. Sean n y m enteros positivos con m ≥ 2 y sean α1, α2, . . . una sucesión
estrictamente creciente de enteros positivos. Es claro que existe una sucesión k1, k2, . . .
de números naturales tales que

mki ≤ nαi < mki+1, ∀i ∈ Z+. (1)

Es decir ki log m ≤ αi log n < (ki + 1) log m, ∀i ∈ Z+. Dividiendo por αi log m obten-
emos que

ki

αi

≤ log n

log m
<

ki

αi

+
1

αi

.

De donde es claro que lim
i→∞

ki

αi
= log n

log m
.

Por otro lado, dado que f es completamente aditiva y monótona no decreciente, de
(1) vemos que

kif(m) ≤ αif(n) ≤ (ki + 1)f(m), ∀i ∈ Z+.

Dividiendo por αif(m), obtenemos que

ki

αi

≤ f(n)

f(m)
≤ ki

αi

+
1

αi

,

de donde vemos que lim
i→∞

ki

αi
= f(n)

f(m)
.

Se tiene entonces que f(n)
f(m)

= log n
log m

, o lo que es lo mismo, f(n) = f(m)
log m

log n. Tomando

c = f(m)
log m

, obtenemos el resultado deseado.

1.6. La Función de Von Mangoldt y la Función de

Liouville

Definición 1.51. Definimos la función Von Mangoldt como

Λ(n) =

{
log p si n = pα donde p es primo y α ∈ Z+

0 en otro caso.
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Teorema 1.52. Se tiene que:

a)
∑
d|n

Λ(d) = log n

b) Λ(n) = −
∑
d|n

µ(d) log d

Demostración. a) Sea n = pα1
1 pα2

2 · · · pαm
m , luego

∑
d|n

Λ(d) =

α1∑
j=1

Λ(pj
1) + · · ·+

αm∑
j=1

Λ(pj
m)

= α1 log p1 + · · ·αm log pm

= log pα1
1 + · · ·+ log pαm

m

= log n

b) Por la fórmula de inversión de Möbius se tiene que

Λ(n) =
∑
d|n

µ(d) log
(n

d

)
=
∑
d|n

µ(d) log n−
∑
d|n

µ(d) log d.

Como
∑

d|n µ(d) = 0 si n > 1 y log n = 0 si n = 1 entonces∑
d|n

µ(d) log n = 0, ∀n ∈ Z+

Luego

Λ(n) = −
∑
d|n

µ(d) log d.

Definición 1.53. Definimos la función de Liouville λ como λ(1) = 1 y λ(n) =
(−1)α1+α2+···+αm si n = pα1

1 pα2
2 · · · pαm

m .

Lema 1.54. λ es completamente multiplicativa.

Demostración. Evidente.

Teorema 1.55. Para todo n ∈ Z+ se tiene que

∑
d|n

λ(n) =

{
1, si n es un cuadrado perfecto

0, en otro caso.
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Demostración. Sea F (n) =
∑

d|n λ(n). Como λ es multiplicativa entonces también los

es F . Para n = pα con p primo y α ∈ Z+ se ve que

F (pα) =
∑
d|pα

λ(d) = 1 + λ(p) + λ
(
p2
)

+ · · ·+ λ (pα) = 1− 1 + 1− · · ·+ (−1)α.

Apartir de lo anterior es claro que F (pα) = 1 si α es par y F (pα) = 0 si α es impar.
Dado que F es multiplicativa es claro que∑

d|n

λ(n) =

{
1, si n es un cuadrado perfecto

0, en otro caso.

1.7. La Convolución de Dirichlet

Definición 1.56. Sean f y g dos funciones aritméticas y F definida como

F (n) =
∑
d|n

f(d)g
(n

d

)
=
∑
ab=n

f(a)g(b).

Llamaremos a F la convolución de Dirichlet entre f y g y la denotaremos como f ∗ g.

Lema 1.57. Sean f , g y h funciones aritméticas, entonces se cumple que:

a) f ∗ g = g ∗ f . (Ley conmutativa)

b) f ∗ (g ∗ h) = (f ∗ g) ∗ h. (Ley asociativa)

Demostración.

a) Evidente.

b) Vemos que

[f ∗ (g ∗ h)] (n) =
∑
ad=n

(
f(a)

∑
bc=d

g(b)h(c)

)
=
∑
ad=n

∑
bc=d

f(a)g(b)h(c)

=
∑

abc=n

f(a)g(b)h(c).

Análogamente se puede demostrar que

[(f ∗ g) ∗ h] (n) =
∑

abc=n

f(a)g(b)h(c).
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Definición 1.58. Definimos las funciones e y u como e(n) =
⌊

1
n

⌋
y u(n) = 1 para

todo n en los enteros positivos, respectivamente.

Observación. Observe que

e(n) =

⌊
1

n

⌋
= µ ∗ u(n) =

∑
d|n

µ(d) =

{
1 si n = 1

0 si n > 1.

Lema 1.59. Sea f una función aritmética, entonces se cumple f ∗ e = e ∗ f = f .

Demostración.

e ∗ f(n) =
∑
d|n

⌊
1

d

⌋
f
(n

d

)
= f(n),

pues
⌊

1
d

⌋
= 0 si d > 1.

Lema 1.60. Sea f una función aritmética tal que f(1) 6= 0, entonces existe una
única función f−1, llamada la inversa de Dirichlet de f , tal que f ∗f−1 = f−1 ∗f = e.
Además f−1 viene dada por las sigiuentes fórmulas de recurrencia:

f−1(1) =
1

f(1)
y f−1(n) =

−1

f(1)

∑
d|n
d<n

f
(n

d

)
f−1(d) para n > 1.

Demostración. Para n = 1 vemos que

(
f ∗ f−1

)
(1) = e(1) ⇐⇒ f(1)f−1(1) = 1 ⇐⇒ f−1(1) =

1

f(1)
.

Supongamos que para todo m < n se tiene determinado el valor único de f−1(m).
Luego para n > 1 vemos que(

f ∗ f−1
)
(n) = e(n) ⇐⇒ f(1)f−1(n) +

∑
d|n
d<n

f
(n

d

)
f−1(d) = 0

⇐⇒ f−1(n) =
−1

f(1)

∑
d|n
d<n

f
(n

d

)
f−1(d).

Ejercicio 1.61. Probar la fórmula de inversión de Möbius (teorema 1.44) utilizando
el hecho de que la inversa de Dirichlet de µ es u.
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Demostración. Por el corolario 1.28 vemos que µ−1 = u, luego:

F = f ∗ u ⇐⇒ F ∗ µ = f ∗ (u ∗ µ) ⇐⇒ F ∗ µ = f.

Teorema 1.62. Si f y g son funciones multiplicativas entonces f ∗ g es una función
multiplicativa.

Demostración. Es el mismo teorema 1.13.

Lema 1.63. Sean f y g funciones aritméticas. Si g y f∗g son funciones multiplicativas
entonces f también lo es.

Demostración. Supongamos que f no es multiplicativa entonces existen dos opciones:
f(1) = 0 o f(1) = 1 pero existen m y n tales que (m, n) = 1 y f(mn) 6= f(m)f(n).
En el primer caso se llega a la contradicción de que (f ∗ g)(1) = 0, contradiciendo
que f ∗ g es multiplicativa. Para el segundo caso elegimos m y n tales que el producto
mn sea lo menor posible. Si mn = 1 (m = n = 1) entonces f(1) 6= f(1)f(1) y por lo
tanto f(1) 6= 1 lo cual contradice que f(1) = 1. Luego mn > 1, de donde para todo a
y todo b con (a, b) = 1 y ab < mn se tiene que f(ab) = f(a)f(b). Vemos entonces que

(f ∗ g)(mn) =
∑
d|mn

f(d)g
(mn

d

)
=
∑
a|m
b|n

f(ab)g
(mn

ab

)

=
∑
a|m
b|n

ab<mn

f(ab)g
(mn

ab

)
+ f(mn)g(1)

=
∑
a|m
b|n

ab<mn

f(a)f(b)g
(m

a

)
g
(n

b

)
+ f(mn)

=
∑
a|m

f(a)g
(m

a

)∑
b|n

f(b)g
(n

b

)
− f(m)f(n) + f(mn)

= (f ∗ g)(m)(f ∗ g)(n)− f(m)f(n) + f(mn).

Como f(mn)−f(m)f(n) 6= 0 entonces (f ∗g)(mn)− (f ∗g)(m)(f ∗g)(n) 6= 0, es decir
(f ∗g)(mn) 6= (f ∗g)(m)(f ∗g)(n). Por lo tanto f ∗g no es una función multiplicativa,
lo cual es una contradicción.

Corolario 1.64. Si f es multiplicativa, también lo es f−1.
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Demostración. Como e = f ∗ f−1 y e y f son multiplicativas, entonces por el lema
anterior f−1 es multiplicativa.

Teorema 1.65. Sea f una función multiplicativa. Entonces f es completamente mul-
tiplicativa sii f−1(n) = µ(n)f(n), ∀n ∈ Z+.

Demostración.

⇒) Como f es completamente multiplicativa entonces

µf ∗ f(n) =
∑
d|n

µ(d)f(d)f
(n

d

)
= f(n)

∑
d|n

µ(d) = f(n)e(n) = e(n),

ya que f(1)e(1) = 1 y f(n)e(n) = f(n)0 = 0 para n > 1.

⇐) Como f es multiplicativa, basta con probar que f (pα) = f(p)α para p primo
y α ∈ Z+. Como f−1(n) = µ(n)f(n), ∀n ∈ Z+, entonces∑

d|n

µ(d)f(d)f
(n

d

)
= 0 para todo n > 1.

Luego para n = pα tenemos que µ(1)f(1)f (pα) + µ(p)f(p)f (pα−1) = 0, de donde

f (pα) = f(p)f
(
pα−1

)
. (1)

Probaremos que f (pα) = f(p)α por inducción sobre α. Para α = 1 se cumple pues
f(p1) = f(p)1. Supongamos que se cumple para α y probemos que se tiene para α+1.
Utlizando (1) y la hipótesis de inducción vemos que

f
(
pα+1

)
= f(p)f (pα) = f(p)f(p)α = f(p)α+1.

Corolario 1.66. Se tiene que:

a) ϕ−1(n) =
∑
d|n

dµ(d) =
∏
p|n

(1− p), es decir ϕ−1 = µN ∗ u.

b) σ−1
k (n) =

∑
d|n

dkµ(d)µ
(

n
d

)
, es decir σ−1

k = µNk ∗ µ.

c) λ−1(n) = µ2(n) = |µ(n)|.

Demostración.
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a) Por el corolario 1.35 sabemos que ϕ = µ∗N . Como N es completamente multiplica-
tiva entonces N−1 = µN por el teorema anterior. Luego ϕ−1 = µ−1∗N−1 = u∗µN .
La identidad ∑

d|n

dµ(d) =
∏
p|n

(1− p)

es el ejercicio 1.42.

b) Sabemos que σk = Nk ∗ u, además como Nk es completamente multiplicativa
entonces N−1

k = µNk. Luego σ−1
k = N−1

k ∗ u−1 = µNk ∗ µ.

c) Como λ es completamente multiplicativa entonces λ−1 = µλ.

i) Si n = 1, vemos que µ(1)λ(1) = 1 y que µ2(1) = |µ(1)| = 1.

ii) Si n es el producto de m primos diferentes, tenemos que µ(n)λ(n) = (−1)m(−1)m =
(−1)2m = 1 y que µ2(n) = |µ(n)| = 1.

iii) Si n no es libre de cuadrados entonces µ(n)λ(n) = 0λ(n) = 0 y µ2(n) =
|µ(n)| = 0.

De i), ii) y iii) vemos que λ−1 = µλ = µ2 = |µ|.



Caṕıtulo 2

La Función ϕ de Euler

El presente caṕıtulo tiene como proposito mostrar las principales propiedades que
posee la función ϕ de Euler.

2.1. Identidades

Lema 2.1. Si m, n ∈ Z+ y (m,n) = d, entonces

ϕ(d)

d
ϕ(mn) = ϕ(m)ϕ(n).

Demostración. Si d = 1 es claro que se tiene el resultado. Si m y n no son primos
relativos, entonces tienen factores primos comunes. Sean estos p1, p2, · · · , ps. Entonces
m = pα1

1 pα2
2 · · · pαs

s r y n = pβ1

1 pβ2

2 · · · pβs
s t con (r, t) = 1. Vemos que

ϕ(mn) = mn
s∏

i=1

(
1− 1

pi

)∏
p|r

(
1− 1

p

)∏
p|t

(
1− 1

p

)
.

ϕ(m) = m

s∏
i=1

(
1− 1

pi

)∏
p|r

(
1− 1

p

)

ϕ(n) = n

s∏
i=1

(
1− 1

pi

)∏
p|t

(
1− 1

p

)
de donde se tiene que

ϕ(m)ϕ(n) = ϕ(mn)
s∏

i=1

(
1− 1

pi

)
= ϕ(mn)

ϕ(d)

d
.

Ejercicio 2.2. Sea n, k ∈ Z+, demostrar que ϕ
(
nk
)

= nk−1ϕ(n).

25
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Demostración 1.

ϕ
(
nk
)

= nk
∏
p|nk

(
1− 1

p

)
= nk−1n

∏
p|n

(
1− 1

p

)
= nk−1ϕ(n).

Demostración 2. Por inducción sobre k. Es claro que se tiene para k = 1. Supongamos
que se cumple para k y probemos para k + 1. Vemos que, como

(
nk, n

)
= n,

ϕ(n)

n
ϕ
(
nkn

)
= ϕ

(
nk
)
ϕ(n).

Cancelando ϕ(n), obtenemos que ϕ
(
nk+1

)
= nϕ(nk). Por hipótesis de inducción

ϕ(nk) = nk−1ϕ(n), luego ϕ
(
nk+1

)
= nkϕ(n).

Teorema 2.3. Sean n y j enteros con n ≥ 2 y j ≥ 0, entonces el número de enteros
positivos entre jn y (j + 1)n primos relativos con n es ϕ(n).

Demostración. Sea x un entero tal que jn < x < (j + 1)n, entonces existe un único
y ∈ Z con 1 ≤ y < n tal que x = jn + y. Si (x, n) = 1, se tiene que (jn + y, n) = 1.
Luego (y, n) = 1.

Por otra parte, sea y ∈ Z tal que 1 ≤ y < n y (y, n) = 1, entonces jn < jn + y <
(j + 1)n y (jn + y, n) = 1.

De lo anterior se desprende que el número de enteros entre jn y (j + 1)n primos
relativos con n es igual al número de enteros entre 0 y n primos relativos con n, es
decir ϕ(n).

Corolario 2.4. Si n, k ∈ Z+, entonces el número de enteros positivos menores o
iguales a kn que son primos relativos con n es kϕ(n).

Demostración. Si n = 1 es claro que se tiene, luego supongamos que n > 1. Utilizando
el teorema anterior, variando j entre 0 y k − 1, obtenemos el resultado deseado.

Ejercicio 2.5. Demostrar que si n ≥ 2, entonces la suma de todos los enteros positivos
menores que n y primos relativos con n es nϕ(n)

2
.

Demostración. Si n = 2 es claro que se tiene el resultado. Si n ≥ 3, sea 1 ≤ d < n
tal que (d, n) = 1, entonces (n − d, n) = 1. Luego si aparece el sumando d, también
aparece el sumando n − d y estos son diferentes (de lo contrario se llegaŕıa a una
contradicción). Como d + (n− d) = n, entonces∑

(d,n)=1
1≤d<n

d = n
1

2

∑
(d,n)=1
1≤d<n

1 = n
ϕ(n)

2
.
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Teorema 2.6 (American Mathematical Monthly, Problema E1217, [11]).
Para todo entero positivo n, se tiene que∏

d|n

dϕ(d)+ϕ(n
d
) = nn.

Demostración. ∏
d|n

dϕ(d)+ϕ(n
d
) =

∏
d|n

dϕ(d)
∏
d|n

dϕ(n
d
)

=
∏
d|n

dϕ(d)
∏
d|n

(n

d

)ϕ(n
d
)

=
∏
d|n

nϕ(d)

= n
∑

d|n ϕ(d)

= nn.

Observación. Siguiendo las mismas ĺıneas de la demostración anterior se puede de-
mostrar que ∏

d|n

dd+n
d = nσ(n).

Lema 2.7. Sean n, k ∈ Z+, se tiene que⌊
n + 1

k

⌋
−
⌊n

k

⌋
=

{
1 si k|n + 1

0 en otro caso.

Demostración 1. i) Si k|n + 1, existe q ∈ Z+ tal que n + 1 = qk de donde

n + 1

k
= q

y por lo tanto ⌊
n + 1

k

⌋
= q.

Además n = qk − 1 de donde
n

q
= q − 1

k

y por lo tanto ⌊n

k

⌋
= q − 1.
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ii) Si k - n + 1, existen q, r ∈ N tales que n + 1 = qk + r con 0 < r < k, de donde

n + 1

k
= q +

r

k

luego ⌊
n + 1

k

⌋
= q.

Además n = qk + r − 1, de donde

n

k
= q +

r − 1

k

luego ⌊n

k

⌋
= q.

De i) y ii) se obtiene el resultado buscado.

Demostración 2. i) Si k - n + 1 entonces hay tantos multiplos de k entre 1 y n que
entre 1 y n + 1, es decir ⌊n

k

⌋
=

⌊
n + 1

k

⌋
ii) Si k|n + 1 entonces hay un múltiplo más de k entre 1 y n + 1 que entre 1 y n, es

decir ⌊n

k

⌋
+ 1 =

⌊
n + 1

k

⌋
De i) y ii) se obtiene el resultado buscado.

Ejercicio 2.8. Demostrar que

n∑
d=1

ϕ(d)
⌊n

d

⌋
=

n(n + 1)

2

Demostración 1. Sabemos que

n∑
k=1

k =
n(n + 1)

2

y que ∑
d|n

ϕ(d) = k.

Luego
n∑

k=1

∑
d|k

ϕ(d) =
n(n + 1)

2
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Consideremos la suma
n∑

k=1

∑
d|k

ϕ(d)

si la expandimos, para un d fijo entre 1 y n, ϕ(n) va a aparecer tantas veces como
múltiplos de d entre 1 y n haya, es decir

⌊
n
d

⌋
. Luego

n∑
d=1

ϕ(d)
⌊n

d

⌋
=

n∑
k=1

∑
d|k

ϕ(d)

n(n + 1)

2

Demostración 2. Por inducción sobre n. Para n = 1 es claro que se cumple, supong-
amos que se cumple para n y probemos que se cumple para n + 1.

Se tiene que

n+1∑
k=1

ϕ(k)

⌊
n + 1

k

⌋
=

n+1∑
k=1

ϕ(k)
⌊n

k

⌋
+

n+1∑
k=1

ϕ(k)

(⌊
n + 1

k

⌋
−
⌊n

k

⌋)

=
n∑

k=1

ϕ(k)
⌊n

k

⌋
+

n+1∑
k=1

ϕ(k)

(⌊
n + 1

k

⌋
−
⌊n

k

⌋)
Utilizando la hipótesis de inducción y el lema anterior, tenemos que

n+1∑
k=1

ϕ(k)

⌊
n + 1

k

⌋
=

n(n + 1)

2
+
∑

k|n+1

ϕ(k)

=
n(n + 1)

2
+ n + 1

=
(n + 1)(n + 2)

2

Ejercicio 2.9. Demostrar que

∑
d|n

(−1)n/dϕ(d) =

{
0 si n es par

−n si n es impar.

Demostración.
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i) Si n es impar entonces

∑
d|n

(−1)n/dϕ(d) =
∑
d|n

(−1)ϕ(d) = −
∑
d|n

ϕ(d) = −n.

ii) Si n es par, entonces podemos expresarlo de la forma n = 2αm con α ≥ 1 y m
impar. Vemos entonces que

∑
d|n

(−1)n/dϕ(d) + n =
∑
d|n

(−1)n/dϕ(d) +
∑
d|n

ϕ(d)

=
∑
d|n

[
(−1)n/d + 1

]
ϕ(d)

=
∑

d|2α−1m

[
(−1)n/d + 1

]
ϕ(d) +

∑
d|m

[
(−1)n/2αd + 1

]
ϕ(2αd)

= 2
∑

d|2α−1m

ϕ(d) + 0

= 2
(
2α−1m

)
= 2αm

= n.

Luego ∑
d|n

(−1)n/dϕ(d) = 0.

Ejercicio 2.10. Sea n ∈ Z+, sabemos que siempre podemos expresarlo de la forma
n = 2αm con α ∈ N y m impar. Demostrar que

∑
d|n

(−1)dϕ(d) = (2α − 2) m.
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Demostración.

∑
d|n

(−1)dϕ(d) =
∑

d|2αm

(−1)dϕ(d)

=
∑
d|m

(−1)dϕ(d) +
α∑

k=1

∑
d|m

(−1)2kdϕ
(
2kd
)

= −
∑
d|m

ϕ(d) +
α∑

k=1

ϕ
(
2k
)∑

d|m

ϕ(d)

= −m + m

∑
d|2α

ϕ(d)− 1


= −m + m (2α − 1)

= (2α − 2) m.

Teorema 2.11 (The American Mathematical Monthly, Problema 5337, [46]).
Sean m, n enteros positivos y g = (m,n), entonces

∑
d|n

(d,m) 6=1

ϕ
(

n
d

)
∑
d|n

(d,m)=1

ϕ
(

n
d

) =
g − ϕ(g)

ϕ(g)
.

Demostración. Para n = 1 se tiene que ambos lados de la expresión dan cero. Veamos
para n ≥ 2 con n = pα1

1 pα2
2 · · · pαs

s . Sean n1 =
∏

pi-m
pαi

i y n2 =
∏

pi|m
pαi

i . Se tiene que

∑
d|n

(d,m)=1

ϕ
(n

d

)
=
∑
d|n1

ϕ
(n1n2

d

)
= ϕ(n2)

∑
d|n1

ϕ
(n1

d

)
= n1ϕ(n2).
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Luego ∑
d|n

(d,m) 6=1

ϕ
(

n
d

)
∑
d|n

(d,m)=1

ϕ
(

n
d

) =

n−
∑
d|n

(d,m)=1

ϕ
(

n
d

)
∑
d|n

(d,m)=1

ϕ
(

n
d

)
=

n1n2 − n1ϕ(n2)

n1ϕ(n2)

=
n2 − ϕ(n2)

ϕ(n2)

=
g − ϕ(g)

ϕ(g)
.

2.2. Divisibilidad

Teorema 2.12. ϕ(n) es par sii n ≥ 3.

Demostración 1.

⇒) Evidente, pues ϕ(1) = ϕ(2) = 1 son impares.

⇐) Sea n ≥ 3.

i) Si n = 2α, con α ≥ 2, entonces ϕ (2α) = 2α − 2α−1, el cual es claramente par.

ii) Si n = 2αpα2
2 pα3

3 · · · pαm
m , con α ≥ 0, α2, α3, . . . , αm ≥ 1 y los pi’s impares entonces

es claro que ϕ(n) = ϕ (2α) ϕ (pα2
2 ) ϕ (pα3

3 ) · · ·ϕ (pαm
m ) y por lo tanto ϕ (pα2

2 ) |ϕ(n).
Como ϕ (pα2

2 ) = pα2−1
2 (p2 − 1) es par, también lo es ϕ(n).

Demostración 2. Si n = 1 o n = 2 entonces ϕ(n) es impar. Si n ≥ 3 y d un entero
tal que 1 ≤ d < n y (d, n) = 1 entonces (n − d, n) = 1. Es claro que nunca se tiene
que d = n − d, pues si se tuviera se tendŕıa entonces que 2d = n y como (d, n) = 1,
entonces d = 1 y por lo tanto n = 2, contradiciendo el hecho de que n ≥ 3. Luego
se puede agrupar los primos relativos positivos de n, menores que n en parejas, cuyos
elementos son diferentes y petenencen a una sola pareja. De donde se sigue que ϕ(n)
es par.

Lema 2.13. Sean n,m ∈ Z+ tales que n|m, entonces ϕ(n)|ϕ(m).
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Demostración 1. Si n = 1 es claro que ϕ(n)|ϕ(m). Si m = 1, dado que n|m, entonces
n = 1 y se tiene el caso anterior. Si n,m > 1, con m = nk para algún k ∈ Z+, entonces
en el caso en el que todos los divisores primos de m también son todos los divisores
primos de n se tiene que

ϕ(m) = m
∏
p|m

(
1− 1

p

)
= nk

∏
p|n

(
1− 1

p

)
= kϕ(n),

y en el caso en el que existe algún divisor primo de m que no sea divisor de n se tiene
que

ϕ(m) = m
∏
p|m

(
1− 1

p

)
= nk

∏
p|n

(
1− 1

p

)∏
p|m
p-n

(
1− 1

p

)
= αϕ(n),

donde

α = k
∏
p|m
p-n

(
1− 1

p

)
= k

∏
p|m
p-n

(
p− 1

p

)

claramente es un entero pues los divisores primos de m que no son divisores primos
de n, tienen que ser divisores primos de k.

En ambos casos llegamos a que ϕ(n)|ϕ(m).

Demostración 2. Por inducción sobre m. Si m = 1, entonces n = 1 y por lo tanto
ϕ(n)|ϕ(m). Supongamos que para todo entero postivo k menor que m, (m > 1) se
tiene que siempre que c|k (c ∈ Z+), entonces ϕ(c)|ϕ(k)

Sea n ∈ Z+ tal que n|m. Existe a ∈ Z+ tal que na = m. Si (n, a) = d entonces

ϕ(n)ϕ(a)
d

ϕ(d)
= ϕ(na) = ϕ(m). (1)

Si a = m entonces n = 1 y es claro que ϕ(n)|ϕ(m). Si a 6= m entonces a < m pero
como d|a, entoces por hipótesis de inducción tenemos que ϕ(d)|ϕ(a). Luego

ϕ(a)

ϕ(d)
∈ Z+.

En (1) vemos que ϕ(n)|ϕ(m).

Observación. Observe que el rećıproco no se tiene, por ejemplo ϕ(3) = ϕ(4) = 2 y
por lo tanto ϕ(3)|ϕ(4), pero 3 - 4.

Teorema 2.14. Sean a, b ∈ Z+, entonces a|b sii ϕ(ab) = aϕ(b).
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Demostración.

⇒) Sean a, b ∈ Z+ tales que a|b. Si a o b es igual a 1, la igualdad es evidente. Si
a > 1 y b > 1 y tendiendo en cuenta que los primos que dividen a a también dividen
a b, entonces

ϕ(ab) = ab
∏
p|ab

(
1− 1

p

)
= ab

∏
p|b

(
1− 1

p

)
= aϕ(b).

⇐) Sean a, b ∈ Z+ tales que
ϕ(ab) = aϕ(b). (1)

Si a = 1 es claro que a|b. Si b = 1 entonces (1) queda reducido a ϕ(a) = a el cual solo
se cumple si a = 1 y tenemos entonces el caso anterior. Si a, b > 1, entonces (1) se
transforma en

ab
∏
p|ab

(
1− 1

p

)
= ab

∏
p|b

(
1− 1

p

)
,

es decir ∏
p|ab

(
1− 1

p

)
=
∏
p|b

(
1− 1

p

)
. (2)

Si a - b es porque existen primos que dividen a pero no a b y por lo tanto∏
p|ab

(
1− 1

p

)
=
∏
p|b

(
1− 1

p

)∏
p|a
p-b

(
1− 1

p

)
.

A partir de lo anterior, (2) queda reducido a∏
p|a
p-b

(
1− 1

p

)
= 1.

Lo cual es una contradicción pues el producto de números menores que 1 no puede
ser 1. De donde a|b.

Corolario 2.15. Sean a, b, k ∈ Z+, entonces a|b sii ϕ(akb) = akϕ(b).

Demostración.

⇒) Por inducción sobre k. Para k = 1 se reduce al teorema anterior. Supongamos que
se cumple para k y probemos que se tiene para k + 1. Como a|b entonces a|akb, luego
utilizando el teorema anterior tenemos que

ϕ(ak+1b) = ϕ(aakb) = aϕ(akb). (1)
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Por hipótesis de inducción tenemos que ϕ(akb) = akϕ(b). Luego reemplazando en (1),
vemos que ϕ(ak+1b) = aakϕ(b) = ak+1ϕ(b).

⇐) Supongamos que ϕ(akb) = akϕ(b). Luego por el teorema anterior tenemos que
ak|b, de donde se tiene que a|b.

Corolario 2.16. Sea m ≥ 2 entonces n|ϕ (nm).

Demostración. Consecuencia inmediata del teorema 2.14.

Ejercicio 2.17 (The American Mathematical Monthly, Problema E1483,
[30]). Para cada pareja 〈a, b〉 de enteros positivos, demostrar que existen infinitas
parejas 〈A, B〉 de enteros positivos tales que ϕ(A) ≡ 0 mod a, ϕ(B) ≡ 0 mod b y
ϕ(A + B + AB) ≡ 0 mod a + b.

Demostración. Sea A = pa2(a + b)2 y B = qb2(a + b)2, donde p y q son enteros
positivos arbitrarios. Se tiene que a|ϕ(a2) y que ϕ(a2)|ϕ(A) por el corolario anterior
y el lema 2.13. Luego a|ϕ(A) y por lo tanto ϕ(A) ≡ 0 mod a. Análogamente se tiene
que ϕ(B) ≡ 0 mod b. Además A + B + AB = (a + b)2 [pa2 + qb2 + pqa2b2(a + b)2] de
donde a + b|ϕ ((a + b)2) y ϕ ((a + b)2) |ϕ(A + B + AB). Luego a + b|ϕ(A + B + AB)
y por lo tanto ϕ(A + B + AB) ≡ 0 mod a + b.

Ejercicio 2.18. Si n tiene m factores primos impares diferentes, demostrar que
2m|ϕ(n).

Demostración. Sea n = 2αpα1
1 · · · pαm

m en donde los pi’s son primos impares distintos,
αi ≥ 1 ∀i ∈ {1, . . . ,m} y α ∈ N. Entonces

ϕ(n) = ϕ (2α)
m∏

i=1

pαi−1
i (pi − 1).

Como los pi’s son impares, entonces 2|pi − 1, ∀i ∈ {1, . . . ,m}. Luego 2m|ϕ(n).

Ejercicio 2.19 (The American Mathematical Monthly, E3037, [14]). Encon-
trar los enteros positivos n tales que ϕ(n)|n.

Demostración. Es claro que para n = 1 se tiene que ϕ(1)|1. Sea n ≥ 2 con n =
pα1

1 pα2
2 · · · pαm

m . Si ϕ(n)|n entonces ∃x ∈ Z+ tal que

n = xϕ(n) = xn
m∏

i=1

pi − 1

pi

,

luego p1p2 · · · pm = x(p1 − 1)(p2 − 1) · · · (pm − 1). Es claro que si todos los primos
fueran impares el lado izquierdo de la igualdad seŕıa impar y el derecho par, lo que
es una contradicción. Luego uno de los primos tiene que ser 2, sea p1 = 2. Ten-
emos entonces que 2p2 · · · pm = x(p2 − 1) · · · (pm − 1). Es claro que no puede haber
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más de dos primos impares pues si los hubiera, el lado derecho seŕıa divisible por 4,
lo que no sucede con el lado izquierdo. Aśı que como máximo solo hay un primo impar.

Para el caso en el que existe un primo impar, 2p2 = x(p2 − 1) donde p2 es impar.
Luego existe y ∈ Z+ tal que p2 − 1 = 2y y la igualdad queda reducida a p2 = xy con
x 6= 1 pues si x = 1 entonces ϕ(n) = n lo cual es una contradicción pues ϕ(n) < n
para n ≥ 2. Luego y = 1 y x = p2, de donde se tiene que p2 − 1 = 2 y por lo tanto
p2 = 3.

Luego si ϕ(n)|n para n ≥ 2 entonces n = 2α13α2 , con α1 ≥ 1 y α2 ≥ 0. Por el
contrario si n = 2α13α2 con α1 ≥ 1 y α2 ≥ 0 se tiene que ϕ(n) = 2α1−1 si α2 = 0 y
ϕ(n) = 2α13α2

(
1
2

) (
2
3

)
= 2α13α2−1 si α2 ≥ 1. En ambos casos se tiene que ϕ(n)|n.

2.3. Desigualdades

Ejercicio 2.20. Demostrar que si los enteros positivos m y n no son primos relativos
entonces ϕ(m)ϕ(n) < ϕ(mn).

Demostración. Consecuencia inmediata del lema 2.1.

Ejercicio 2.21. Sean n, m ∈ Z+ con n > 1. Demostrar que: ϕ(nm) = ϕ(m) sii n = 2
y m es impar.

Demostración.
⇒)

i) Si (n,m) 6= 1, entonces por el ejercicio 2.20 se tiene que ϕ(n)ϕ(m) ≤ ϕ(nm) =
ϕ(m), de donde se tiene que ϕ(n) < 1, lo cual claramente es una contradicción.
Luego (n, m) = 1, es decir ϕ(nm) = ϕ(n)ϕ(m). Como ϕ(nm) = ϕ(m), entonces
ϕ(n)ϕ(m) = ϕ(m) y por lo tanto ϕ(n) = 1. Luego, como n > 1, n = 2.

ii) Supongamos que m es par, es decir existen α, r ∈ Z+ tales que m = 2αr. Es claro
entonces que

ϕ(2m) = 2αϕ(r) > 2α−1ϕ(r) = ϕ(m),

lo cual es una contradicción. Por lo tanto m debe ser impar.

⇐) Si n = 2 y m es impar, entonces

ϕ(nm) = ϕ(2m) = ϕ(2)ϕ(m) = 1ϕ(m) = ϕ(m).

Ejercicio 2.22. Sea n ∈ Z+, demostrar que

ϕ(2n) =

{
ϕ(n), si n es par

2ϕ(n), si n es impar.
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Demostración. El caso para n par se deduce del ejercicio anterior. Para n impar
utilizar la misma idea que se utilizó en ii) en la demostración del ejercicio anterior.

Lema 2.23. Sean a, b ∈ Z+, entonces ϕ(ab) ≤ aϕ(b).

Demostración. Si a o b es igual a 1, la desigualdad es evidente (de hecho se tiene la
igualdad). Si a > 1 y b > 1, entonces

ϕ(ab) = ab
∏
p|ab

(
1− 1

p

)
≤ ab

∏
p|a

(
1− 1

p

)
= aϕ(b).

Ejercicio 2.24. Demostrar que si d|n y 1 ≤ d < n, entonces n− ϕ(n) > d− ϕ(d).

Demostración. Vemos que

n =
∑
a|n

ϕ(a)

=
∑
a|d

1≤d<n

ϕ(a) + ϕ(d) + · · ·+ ϕ(n)

= (d− ϕ(d)) + ϕ(d) + · · ·+ ϕ(n)

> (d− ϕ(d)) + ϕ(n).

Por lo tanto n− ϕ(n) > d− ϕ(d).

Ejercicio 2.25. Demostrar que ϕ (na) > na−1 para n > 2 y a entero positivo.

Demostración. La desigualdad buscada ϕ (na) > na−1 es equivalente a las siguientes
desigualdades:

na

m∏
i=1

(
1− 1

pi

)
> na−1 ⇐⇒ n

m∏
i=1

(
pi − 1

pi

)
> 1

⇐⇒
∏m

i=1(pi − 1)

p1p2 · · · pm

>
1

pα1
1 pα2

2 · · · pαm
m

donde n = pα1
1 pα2

2 · · · pαm
m es la factorización de n como producto de primos. Es claro

que esta última desigualdad se tiene para n > 2.

Lema 2.26. Sea n un entero con n ≥ 2 y p1 el menor primo que divide a n. Se tiene
entonces que p1 ≤ n1/ω(n), donde la igualdad solo se tiene si n es primo (n = p1).
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Demostración. Sea n = pα1
1 pα2

2 · · · pαm
m (ω(n) = m). Vemos que

p
ω(n)
1 = p1p1 · · · p1︸ ︷︷ ︸

mveces

≤ p1p2 · · · pm ≤ pα1
1 pα2

2 · · · pαm
m = n,

donde es claro que ambas igualdades se tienen al mismo tiempo solo cuando n =
p1.

Ejercicio 2.27. Sea n un entero con n ≥ 2. Demostrar que ϕ(n) ≤ n−n1− 1
ω(n) , donde

la igualdad solo ocurre si n es primo.

Demostración. Sea p1 el menor primo que divide a n. Luego

ϕ(n) = n
∏
p|n

(
1− 1

p

)
≤ n

(
1− 1

p1

)
= n− n

p1

≤ n− n

n1/ω(n)
,

donde la última desigualdad se debe al lema 2.26. Es claro además que las igualdades
solo se tiene si n es primo.

Ejercicio 2.28. Demostrar que si n es un número compuesto, entonces ϕ(n) ≤ n−
√

n.
Donde la igualdad solo se tiene si n = p2 para algún primo p.

Demostración. Sea p1 el menor primo que divide a n. Si ω(n) = 1 entonces n = pα
1

con α ≥ 2, y por lo tanto p1 ≤ n1/α ≤
√

n. Si ω(n) ≥ 2 entonces, por el lema 2.26,
tenemos que p1 ≤ n1/ω(n) ≤

√
n. En ambos casos llegamos a que 1

p1
≥ 1√

n
. Vemos

entonces que

ϕ(n) ≤ n

(
1− 1

p1

)
≤ n

(
1− 1√

n

)
= n−

√
n.

Es claro además que la igualdad solo se tiene si n = p2
1.

Ejercicio 2.29. Demostrar que para n entero positivo, se tiene que ϕ(n) ≥ n
2ω(n) .

Donde la igualdad solo se tiene para n = 2α con α ≥ 0.

Demostración. Si n = 1 es claro que se tiene la igualdad. Para n ≥ 2 vemos que

ϕ(n)

n
=
∏
p|n

(
1− 1

p

)
≥
∏
p|n

(
1− 1

2

)
=
∏
p|n

(
1

2

)
=

1

2ω(n)
.

Se ve claramente que la igualdad solo se tiene si n = 2α con α ≥ 0.

Lema 2.30. Sea f : N −→ R+ y F (n) =
∑
d|n

f(d). Demostrar que para todo entero

positivo n, ∏
d|n

f(d) ≤
(

F (n)

τ(n)

)τ(n)

.
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Demostración. Utilizando la desigualdad entre media geométrica y media aritmética,
tenemos que ∏

d|n

f(d)

1/τ(n)

≤ 1

τ(n)

∑
d|n

f(d).

De donde es claro que se tiene el teorema.

Ejercicio 2.31. Demostrar que para todo entero positivo n, se tiene que

∏
d|n

ϕ(d) ≤
(

n

τ(n)

)τ(n)

.

Demostración. Utilizar el lema anterior con f = ϕ.

2.4. Solución de Ecuaciones

Ejercicio 2.32. Demostrar que hay infinitos números pares k tales que la ecuación
ϕ(n) = k no tiene solución.

Demostración. Demostraremos que si k = 2 · 7r con r ∈ Z+ entonces ϕ(n) = k no
tiene solución. Supongamos que existe n tal que ϕ(n) = 2 · 7r. Es claro que n = 1 no
puede ser, luego n = pα1

1 pα2
2 · · · pαm

m , de donde se tiene que

2 · 7r = ϕ(n) = pα1−1
1 pα2−1

2 · · · pαm−1
m = (p1 − 1)(p2 − 1) · · · (pm − 1) (1)

En (1) se observa que si de p1, p2, . . . , pm hay al menos dos primos impares, entonces
el lado derecho seŕıa divisible por 4 y el lado izquierdo no. Luego n es de la forma
n = 2α, n = 2αpβ o n = pβ con p primo impar. Es claro que no se puede tener
n = 2 o n = 22 pues ϕ(2) = 1 y ϕ(4) = 2. Si n = 2α o n = 2αpβ con α ≥ 3 en-
tonces otra vez en (1) se observa que el lado derecho es divisible por 4 y el izquierdo no.

Si n = p entonces ϕ(n) = p − 1 = 2 · 7r, de donde p = 2 · 7r + 1. Pero 2 · 7r + 1
es divisible por 3 pues 2 · 7r ≡ 2 · 1r ≡ 2 ≡ −1 mod 3 de donde se llega a una con-
tradicción. Si n = pβ con β > 1 entonces ϕ(n) = pβ−1(p− 1) = 2 · 7r, luego p = 7. Es
claro entonces que se llega a una contradicción pues 7β−1 · 6 6= 2 · 7r.

Los unicos casos que faltan son n = 2αpβ con α = 1 o α = 2 y β ≥ 1. En estos casos
se tiene que ϕ(n) = 2α−1pβ−1(p− 1) = 2 · 7r, luego p = 7 de donde 2α−17β−16 = 2 · 7r,
lo cual es una contradicción.

Ejercicio 2.33 (The American Mathematical Monthly, Problema E2317,
[29]). Encontrar todas las parejas de enteros positivos m,n tales que ϕ(mn) = ϕ(m)+
ϕ(n).
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Solución. Sea ϕ(mn) = ϕ(m) + ϕ(n). Sea (m, n) = d, sabemos que

ϕ(d)

d
ϕ(mn) = ϕ(m)ϕ(n),

de donde se tiene que

d =
ϕ(d)ϕ(mn)

ϕ(m)ϕ(n)
.

Sean a = ϕ(m)
ϕ(d)

y b = ϕ(n)
ϕ(d)

(a y b son enteros positivos debido al lema 2.13), luego

1

a
+

1

b
=

ϕ(d)

ϕ(m)
+

ϕ(d)

ϕ(n)
=

ϕ(d) [ϕ(m) + ϕ(n)]

ϕ(m)ϕ(n)
=

ϕ(d)ϕ(mn)

ϕ(m)ϕ(n)
= d.

Como a, b, d ∈ Z+, entonces la ecuación 1
a

+ 1
b

= d solo tiene solución si a = b = 1 y
d = 2 o cuando a = b = 2 y d = 1. En el primer caso se tiene que ϕ(m) = ϕ(n) = 1,
de donde m = n = 2. En el segundo caso se tiene que ϕ(m) = ϕ(n) = 2, de donde
m = 3 y n = 4 o m = 4 y n = 3. Es decir 〈m, n〉 = 〈2, 2〉 , 〈3, 4〉 o 〈4, 3〉. Por otro lado
verificando estos valores comprobamos que todos cumplen que ϕ(mn) = ϕ(m)+ϕ(n).
Respuesta: 〈2, 2〉 , 〈3, 4〉 , 〈4, 3〉.
Lema 2.34. Sean n ≥ 2, n = pα1

1 pα2
2 · · · pαm

m su factorización como producto de primos
y

x =
n2

ϕ(n)
=

m∏
i=1

pαi+1
i

pi − 1
,

entonces x es un entero con exactamente los mismos divisores primos que n sii
m∏

i=1

(pi−

1)|n.

Demostración.

⇒) Sea

x =
m∏

i=1

pαi+1
i

pi − 1
= pβ1

1 pβ2

2 · · · pβm
m βi ≥ 1,∀i.

Es claro que n = pβ1−1
1 pβ2−1

2 · · · pβm−1
m

m∏
i=1

(pi − 1), de donde se tiene que
m∏

i=1

(pi − 1)|n.

⇐) Si
m∏

i=1

(pi − 1)|n entonces
m∏

i=1

p
αi
i

pi−1
, es un entero de la forma pc1

1 pc2
2 · · · pcm

m con

ci ≥ 0, ∀i. Es claro entonces que x es un entero con exactamente los mismos di-
visores primos que n.

Lema 2.35. Sea n ≥ 2 con n = pα1
1 pα2

2 · · · pαm
m y x un entero positivo con exactamente

los mismos divisores primos que n, entonces ϕ(x) = n sii

x =
n2

ϕ(n)
=

m∏
i=1

pαi+1
i

pi − 1
.
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Demostración.

⇒) Si ϕ(x) = n, como x tiene los mismos divisores primos que n entonces

ϕ(x) = x
m∏

i=1

(
1− 1

pi

)
,

de donde se tiene que ϕ(x)
x

= ϕ(n)
n

y por lo tanto x = n2

ϕ(n)
.

⇐) Si x = n2

ϕ(n)
, como x tiene los mismos divisores primos que n entonces

ϕ(x) = x

m∏
i=1

(
1− 1

pi

)
=

m∏
i=1

(
pαi+1

i

pi − 1

) m∏
i=1

(
pi − 1

pi

)
= pα1

1 pα2
2 · · · pαm

m

= n.

Ejercicio 2.36 (The American Mathematical Monthly, Problema 4221, [18]).
Demostrar que para todo k ∈ Z+, la ecuación ϕ(x) = k! es soluble.

Demostración. Para k = 1 es claro que se tiene. Para k > 1 hacemos n = k! =
pα1

1 pα2
2 · · · pαm

m . Es claro
∏m

i=1(pi − 1)|k! = n. Por el lema 2.34 obtenemos que x = n2

ϕ(n)

es un entero con exactamente los mismos divisores primos que n, y por el lema 2.35
obtenemos que ϕ(x) = n = k!.

Observación. Utilizando la misma idea se tiene que para k, s ∈ Z+, la ecuación
ϕ(x) = (k!)s es soluble.

Lema 2.37. Para m entero postivo, se tiene que m ≤ 2m−1, donde la igualdad solo
se tiene para m = 1 y m = 2.

Demostración. Demostraremos por inducción que m ≤ 2m−1 para m > 2. Es claro
que se tiene para m = 3. Supongamos que se cumple para m (> 2) y probemos que
se tiene para m + 1. Por hipótesis de inducción tenemos que m < 2m−1, además es
claro que 1 < 2m−1, luego m + 1 < 2m−1 + 2m−1 = 2 (2m−1) = 2m = 2(m+1)−1.

Corolario 2.38. Para n y m enteros positivos con n > 2, se tiene que nm−1 > m.

Ejercicio 2.39 (The American Mathematical Monthly, E1576, [22]). Encon-
trar todas las parejas de enteros positivos 〈n, s〉 tales que nϕ(s) = s.
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Solución. Supongamos que se cumple nϕ(s) = s para alguna pareja 〈n, s〉 con n > 2.
Sea ϕ(s) = m, se tiene entonces, por el ejercicio 2.25, que m = ϕ

(
nϕ(s)

)
> nϕ(s)−1 =

nm−1, contradiciendo el anterior corolario. Luego solo debemos verificar para enteros
positivos n ≤ 2. Para n = 1 es claro que solo se tiene para 〈n, s〉 = 〈1, 1〉. Para n = 2
es claro que si 2ϕ(s) = s, entonces ϕ

(
2ϕ(s)

)
= ϕ(s) y por lo tanto ϕ(s) = 2ϕ(s)−1, de

donde se tiene que ϕ(s) = 1 o ϕ(s) = 2, es decir s = 1, 2, 3 o 5. Comprobando los
casos se ve que solo se tiene para 〈n, s〉 = 〈2, 2〉 y 〈2, 4〉.

2.5. Ejercicios Adicionales

Teorema 2.40. Para b ∈ Z+ (fijo) se tiene que el número de fracciones irreducibles
a
b

((a, b) = 1) con 0 < a
b
≤ 1, es ϕ(b).

Demostración. Dado que la condición 0 < a
b
≤ 1 es equivalente a la condición 1 <

a ≤ b, se tiene que

#
{

a | 0 <
a

b
≤ 1, (a, b) = 1

}
= # {a | 1 < a ≤ b, (a, b) = 1} = ϕ(b).

Ejercicio 2.41. Demostrar que hay infinitos enteros positivos n tales que
ϕ2(n) + n2 es un cuadrado perfecto.

Demostración. Sean α, β ≥ 1, sabemos que

ϕ
(
3α5β

)
= ϕ(3α)ϕ(5β)

=
[
3α−1(3− 1)

] [
5β−1(5− 1)

]
= 8 · 3α−15β−1.

De donde tenemos que para n = 3α5β con α, β ≥ 1

ϕ2(n) + n2 =
(
8 · 3α−15β−1

)2
+
(
3α5β

)2
=
(
3α−15β−1

)2 (
82 + 152

)
=
(
3α−15β−1

)2
(172)

=
(
17 · 3α−15β−1

)2
.

Ejercicio 2.42 (The American Mathematical Monthly, Problema 3122, [4]).

Para n > 1 entero, sea P (n)
Q(n)

la fracción reducida a su mı́nima expresión que representa

el menor valor de ϕ(m)
m

para 0 < m < n. Es decir

P (n)

Q(n)
= min

{
ϕ(m)

m
: 0 < m < n

}
, donde (P (n), Q(n)) = 1.

Demostrar que P (n) es de la forma 2a3b (a, b ≥ 0) para 1 < n < 2 · 1011.
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Demostración. Es claro que m = 1 no puede ser el menor valor que tome ϕ(m)
m

, de
hecho para m = 1 es el máximo valor que se tiene.

Para m > 1 se tiene que
ϕ(m)

m
=
∏
p|m

(
1− 1

p

)
,

luego si m′ = pα1
1 pα2

2 · · · pαk
k y m′′ = p1p2 · · · pk entonces ϕ(m′)

m′ = ϕ(m′′)
m′′ , de donde pode-

mos restringir la busqueda a aquellos valores de m que son libres de cuadrados.

Sea m = 2 · 3 · 5 · · · p, el producto de los primos ≤ p donde p también es primo.
Si omitimos en la factorización de m algunos de los primos ≤ p, es claro que obten-
emos un mayor valor de ϕ(m)

m
, del mismo modo obtenemos un valor mayor para ϕ(m)

m

si reemplazamos m como el producto de un solo primo p̄ mayor que p (m = p̄). Luego
es claro que debemos reducir nuestra búsqueda solamanete a los números que sean de
la forma m = 2 · 3 · 5 · · · p con p primo y por supuesto 0 < m < n. Sean m1 y m2 dos
enteros positivos menores que n que sean de la forma anteriormente mencionada, es
decir, suponiendo m1 < m2,

m1 = 2 · 3 · 5 · · · p1

m2 = 2 · 3 · 5 · · · p1p2p3 · · · pk.

Se tiene entonces que

ϕ(m2)

m2

=
ϕ(m1)

m1

(
1− 1

p2

)
· · ·
(

1− 1

pk

)
<

ϕ(m1)

m1

.

Luego es claro que el menor valor de ϕ(m)
m

se tiene cuando m = 2 · 3 · 5 · · · p donde p es
el mayor primo para el que se sigue teniendo que m < n. Es claro que para ese valor
de m se tiene que

ϕ(m)

m
=

(
2− 1

2

)(
3− 1

3

)(
5− 1

5

)
· · ·
(

p− 1

p

)
,

de donde ϕ(m) =
∏

q≤p(q − 1) = 2 · 4 · 6 · 10 · · · (p − 1), donde el producto se hace
a través de todos los primos q menores que p. Factorizando ϕ(m) como producto de
primos, se observa que el primer primo que se repite diferente al 2 y al 3 es el 5 y ocurre
cuando p = 31, luego es claro que P (n) = 2a3b siempre que n ≤ 2 ·3 ·5 · · · 29 · (31−1),
donde este último producto es mayor que 2 · 1011.
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Caṕıtulo 3

Las Funciones σλ, σ y τ

El presente caṕıtulo tiene como proposito mostrar las principales propiedades que
posee la funciones σλ, σ y τ .

3.1. Identidades

Lema 3.1. Para n entero positivo se tiene que

σ(n)

n
=
∑
d|n

1

d

Demostración. Si d recorre todos los divisores de n, entonces n/d también lo hace,
luego

σ(n)

n
=
∑
d|n

d

n

=
∑
d|n

1

n/d

=
∑
d|n

1

d

Observación. Una leve modificación a la demostración anterior nos lleva a la sigu-
iente identidad

σz(n)

nz
=
∑
d|n

1

dz
, ∀z ∈ C.

Lema 3.2. La sucesión σ(n)
n

no está acotada.

45
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Demostración. Por el lema anterior sabemos que

σ(n)

n
=
∑
d|n

1

d

Tomando la subsucesión σ(n!)
n!

, vemos que

σ(n!)

n!
=
∑
d|n!

1

d

≥
n∑

k=1

1

k

Sabemos de los cursos de cálculo que
n∑

k=1

1
k

es una sucesión no acotada, luego la

subsucesión σ(n!)
n!

no es acotada y por lo tanto σ(n)
n

tampoco lo es.

En especial el lema 3.1 es un caso especial del siguiente teorema cuando se toma a = 1.

Teorema 3.3. Sea a ∈ R, entonces para todo n ∈ Z+ se tiene que

σ−a(n) = n−aσa(n).

Demostración.

σ−a(n) =
∑
d|n

d−a = n−a
∑
d|n

(n

d

)a

= n−a
∑
d|n

da = n−aσa(n).

Lema 3.4. Para todo entero positivo n se tiene que∏
d|n

d = nτ(n)/2.

Demostración. ∏
d|n

d

2

=
∏
d|n

d ·
∏
d|n

n

d
=
∏
d|n

n = nτ(n).

Luego ∏
d|n

d = nτ(n)/2.
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Ejercicio 3.5. Demostrar que

∞∑
n=1

τ(n)

2n
=

∞∑
n=1

1

2n − 1
.

Demostración.

∞∑
n=1

1

2n − 1
=

∞∑
n=1

(
1

2n
· 1

1−
(

1
2

)n
)

=
∞∑

n=1

1

2n

(
1 +

1

2n
+

1

22n
+ · · ·

)
=

∞∑
n=1

(
1

2n
+

1

22n
+

1

23n
· · ·
)

=
∞∑

d1=1

∞∑
d2=1

1

2d1d2

=
∞∑

n=1

1

2n

( ∑
d1d2=n

1

)

=
∞∑

n=1

τ(n)

2n
.

Ejercicio 3.6. Sean n ∈ Z+ y α el mayor entero tal que 2α|n. Demostrar que

τ(2n)

τ(n)
=

α + 2

α + 1
.

Demostración. Sea n = 2αm con m impar. Tenemos que

τ(2n) = τ
(
2α+1m

)
= τ

(
2α+1

)
τ(m) = (α + 2)τ(m) (1)

y que
τ(n) = τ (2αm) = τ (2α) τ(m) = (α + 1)τ(m). (2)

Dividiendo (1) y (2) obtenemos el resultado buscado.

Observación. De forma análoga si n lo expresamos de la forma n = 2αm con m
impar y α entero no negativo, y si además α1, α2 son enteros no negativos, se tiene
que

τ (2α1n)

τ (2α2n)
=

α + α1 + 1

α + α2 + 1
.
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Ejercicio 3.7. Demostrar que∑
d|n

τ(d)

2

=
∑
d|n

τ 3(d).

Demostración. Por el lema 1.10 y por el corolario 1.14, se tiene que ambos lados de
la ecuación son funciones multiplicativas, luego es suficiente con probar la identidad
para n = pα con p primo y α ∈ Z+.
Por un lado ∑

d|n

τ(d)

2

=
(
τ(1) + τ(p) + τ(p2) + · · ·+ τ(pα)

)2
= (1 + 2 + 3 + · · ·+ (α + 1))2

=

[
(α + 1)(α + 2)

2

]2

.

Por el otro lado ∑
d|n

τ 3(d) = τ 3(1) + τ 3(p) + τ 3(p2) + · · ·+ τ 3(pα)

= 13 + 23 + 33 + · · ·+ (α + 1)3

=

[
(α + 1)(α + 2)

2

]2

.

Ejercicio 3.8 (The American Mathematical Monthly, Problema E1850,
[37]). Demostrar que

σ(n) =
n∑

m=1

∫ m

0

cos

(
2πn bx + 1c

m

)
dx =

n∑
m=1

m∑
k=1

cos k

(
2πn

m

)
.

Demostración. Tenemos que∫ m

0

cos

(
2πn bx + 1c

m

)
dx =

m∑
k=1

∫ k

k−1

cos k

(
2πn

m

)
dx =

m∑
k=1

cos k

(
2πn

m

)
.

Utilizando el hecho de que

m∑
k=1

cos kx =
cos
(

m+1
2

x
)
sin
(

mx
2

)
sin x

2

,
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vemos que

m∑
k=1

cos k

(
2πn

m

)
=

cos
(

π(m+1)n
m

)
sin (πn)

sin
(

πn
m

) . (1)

Si m - n se tiene que en (1) el numerador es 0 y el denominador diferente a 0. Luego

m∑
k=1

cos k

(
2πn

m

)
= 0.

Si m|n tenemos entonces una expresión indeterminada. Utilizando L’Hopital obten-
emos que

m∑
k=1

cos k

(
2πn

m

)
=

−π(m+1)
m

sin
(

π(m+1)n
m

)
sin(πn) + π cos

(
π(m+1)n

m

)
cos(πn)

π
m

cos
(

πn
m

)
=

m cos
(

π(m+1)n
m

)
cos(πn)

cos
(

πn
m

) .

i) Si n es impar, entonces m es impar, luego cos(πn) = cos
(

πn
m

)
= −1 y cos

(
π(m+1)n

m

)
=

1, de donde
m∑

k=1

cos k

(
2πn

m

)
= m.

ii) Si n es par y m impar entonces cos(πn) = cos
(

πn
m

)
= cos

(
π(m+1)n

m

)
= 1, de

donde
m∑

k=1

cos k

(
2πn

m

)
= m.

iii) Si n, m y n
m

son pares entonces cos(πn) = cos
(

πn
m

)
= cos

(
π(m+1)n

m

)
= 1, de

donde
m∑

k=1

cos k

(
2πn

m

)
= m.

iv) Si n y m son pares y n
m

es impar entonces cos(πn) = cos
(

πn
m

)
= cos

(
π(m+1)n

m

)
=

−1, de donde
m∑

k=1

cos k

(
2πn

m

)
= m.
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Se tiene entonces que∫ m

0

cos

(
2πn bx + 1c

m

)
dx =

{
m, si m|n
0, si m - n.

de donde se tiene que

σ(n) =
n∑

m=1

∫ m

0

cos

(
2πn bx + 1c

m

)
dx.

3.2. Divisibilidad

Teorema 3.9. τ(n) es impar sii n es un cuadrado perfecto.

Demostración 1. Sea n = pα1
1 pα2

2 · · · pαm
m , luego

τ(n) = (α1 + 1)(α2 + 1) · · · (αm + 1).

Se tiene entonces que

τ(n) es impar ⇐⇒ αi + 1 es impar,∀i = 1, ...,m

⇐⇒ αi es par,∀i = 1, ...,m

⇐⇒ n es un cuadrado perfecto.

Demostración 2. Si n no es un cuadrado perfecto, se tiene que si d es un divisor de
n, entonces n/d es un divisor diferente de n, pues si d = n/d entonces n = d2 seŕıa
un cuadrado perfecto. Luego los divisores se pueden agrupar en parejas, de donde se
tiene que el número de estos tiene que ser par.

Si n es un cuadrado perfecto, entonces existe k entero y divisor de n tal que n = k2,
si d es un divisor de n diferente de k, entonces n/d es otro divisor de n diferente de
d, asi que todos los divisores de n se pueden agrupar en parejas, a escepción de k, de
donde se tiene que el número de estos divisores tiene que ser impar.

Teorema 3.10. Sea n ∈ Z+,

1) Si n = 1 entonces σ(n) es impar.

2) Si n = 2α con α ∈ Z+ entonces σ(n) es impar.
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3) Si n = pα1
1 pα2

2 · · · pαm
m con αi par para todos los i tales que pi es impar entonces

σ(n) es impar.

4) Si n = pα1
1 pα2

2 · · · pαm
m y ∃i (entre 1 y m) con pi y αi impares entonces σ(n) es par.

Demostración.

1) Evidente.

2) Sabemos que σ(n)− 1 = 2 + 22 + · · ·+ 2α es par, luego σ(n) es impar.

3) Sea p un primo impar y α par, entonces σ(p)− 1 = p+ p2 + · · ·+ pα es par pues se
están sumando un número par (α) de términos impares (p, p2, . . . , pα), luego σ(p)
es impar.

Si p1 = 2 entonces σ(n) = σ(2α1)σ(pα2
2 ) · · ·σ(pαm

m ), el cual es un producto de
impares. Si pi 6= 2 ∀i = 1, · · · , m entonces σ(n) = σ(pα1

1 )σ(pα2
2 ) · · ·σ(pαm

m ) el cual
también es producto de impares.

4) Sea i ente 1 y m tal que pi es impar y αi par, entonces σ(pi) = 1 + p + p2 + · · ·+
pαi es par, pues se están sumando un número par (αi + 1) de términos impares
(1, p, p2, . . . , pαi). Como σ(pi)|σ(n) entonces σ(n) es par.

Ejemplo.
σ(28) es impar por 2).
σ(3272114) es impar por 3).
σ(27541312) es impar por 3).
σ(5673195) es impar por 4).

De hecho el teorema anterior sigue siendo cierto si σ se cambia por σk con k ∈ Z+, su
demostración es idéntica. Es importante resaltar que k tiene que ser entero positivos
pues para cualquier otro tipo de valor, el teorema no sigue siendo cierto. Podemos
resumir esto con el siguiente corolario.

Corolario 3.11. Sean n = pα1
1 pα2

1 · · · pαm
m y k ∈ Z+, entonces σk(n) es par sii ∃i

(entre 1 y m) tal que pi y αi son impares.

Otra forma de escribir el corolario anterior es la siguiente

Corolario 3.12. Sean n y k enteros positivos, entonces σk(n) es impar sii n es un
cuadrado perfecto o dos veces un cuadrado perfecto.
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Teorema 3.13. Sean n ≥ 2, entonces σ(n) = 2k para algún k ∈ Z+ sii n es libre de
cuadrados y sus factores primos son primos de Mersenne.

Demostración. Sea n = pα1
1 pα2

2 · · · pαm
m , luego

σ(n) =
m∏

i=1

(1 + p1 + · · ·+ pα1
1 ) (1)

⇒) Como σ(n) = 2k para algún k ∈ Z+ entonces si p es un primo divisor de n entonces
por (1) se tiene que 1 + p + ... + pα = 2s para algún s ∈ Z+. Se tiene que α es impar
pues de lo contrario 1 + p + ... + pα seŕıa impar, sea α = 2q + 1 con q ∈ N.

Se tiene entonces que (1 + p) (1 + p2 + p4 + · · ·+ p2q) = 2s y por lo tanto

1 + p = 2r (2)

y
1 + p2 + · · ·+ (p2)q = 2t (3)

para algunos r, t ∈ N.

Si q > 0 entonces t > 0 pues de lo contrario la igualdad en (3) no se tendŕıa. Al
ser t > 0, q tiene que ser impar, q = 2v + 1, pues de lo contrario 1 + p2 + · · · + (p2)q

seŕıa impar. Luego
(1 + p2)

[
1 + (p2)2 + ... + (p2)v

]
= 2t

de donde se tiene que 1+p2 = 2u, para algún u ∈ Z+. Dado que 2r = 1+p < 1+p2 = 2u,
se tiene que 2r|2u es decir 1 + p|1 + p2. Además 1 + p|1− p2 de donde se llega a que
1 + p|((1 + p2) + (1− p2)) = 2.

Como 1 + p|2 entonces 1 + p ≤ 2 lo cual es una contradicción pues 1 + p ≥ 1 + 2 = 3.
Se tiene entonces que q = 0 es decir n es libre de cuadrados. De (2) se tiene que todo
factor primo de n es un primo de Mersenne.

⇐) Como n es libre de cuadrados y sus factores primos son primos de Mersenne
entonces existen ci’s tales que pi = 2ci − 1 y además αi = 1. De (1) se tiene que

σ(n) =
m∏

i=1

2ci

= 2k

para algún k ∈ Z+.

Ejercicio 3.14. Sea n un entero positivo tal que σ(n) es primo. Demostrar que τ(n)
también tiene que ser primo.
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Demostración. Sea n = pα1
1 pα2

2 · · · pαm
m tal que σ(n) es primo. Sabemos que

σ(n) =
m∏

i=1

pαi+1
i − 1

pi − 1
,

de donde es claro que m = 1, pues si m > 1 entonces σ(n) se puede escribir como el
producto de m enteros diferentes de 1 y por lo tanto se contradice el hecho de que
σ(n) es primo. Luego n es de la forma n = pα con p primo y α ∈ Z+, por lo que basta
demostrar nada más que τ (pα) = α + 1 es primo.

Supongamos que α + 1 no es primo, es decir α + 1 = ab con 1 < a ≤ b < α + 1.
Observemos que

σ(n) = σ (pα)

=
pα+1 − 1

p− 1

=
pab − 1

p− 1

=
pa − 1

p− 1

(
pa(b−1) + pa(b−2) + · · ·+ pa + 1

)
.

Es decir σ(n) se puede expresar como el producto de dos enteros mayores que 1,
obteniedose aśı una contradicción, pues σ(n) es primo. Deducimos entonces que α+1
es primo.

Según la demostración del ejercicio anterior obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.15. Si σ(n) es primo entonces n = pα con p y α + 1 primos.

Ejercicio 3.16 (Putnam, 1969). Si 24|n + 1 entonces 24|σ(n).

Demostración. Como 24|n + 1, entonces ∃k ∈ Z+ tal que n = 24k− 1. Diremos que a
y b son una pareja de divisores complementarios de n si ab = n. Con a y b pareja de
divisores complementarios de n tenemos que

ab = n = 24k − 1 (1)

De (1) se observa que ni a, ni b son divisibles por 2 ni por 3.
Sabemos que

a(a + b) = a2 + ab

= a2 + 24k − 1

= (a− 1)(a + 1) + 24k. (2)
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Como a es impar, a− 1 y a + 1 son pares. Al ser dos pares consecutivos alguno tiene
que ser divisible por 4. En general (a− 1)(a + 1) es divisible por 8.

Como a − 1, a y a + 1 son enteros consecutivos alguno de estos debe ser divisible
por 3. Sabemos que a no lo es, luego 3|(a− 1)(a + 1). Junto con el anterior resultado
tenemos que 24|(a−1)(a+1) y en (2) se ve que 24|a(a+b). De (1) se observa también
que a no es divisible por 24, luego 24|a + b.

Veamos primero que n no puede ser un cuadrado perfecto. Si n es un cuadrado perfecto
entonces n = c2 para algún c ∈ Z+. Luego

c2 = 24k − 1

c2 − 1 = 24k − 2

(c− 1)(c + 1) = 24k − 2

Al ser n+1 par entonces n y por lo tanto c son impares. Por un argumento ya utilizado
se puede llegar a que (c− 1)(c+1) es divisible por 8 lo cual es una contradicción pues
24k − 2 no es divisible por 8. Como n no puede ser un cuadrado perfecto, entonces
a 6= b para todas las parjas de divisores complementarios de n. Considerando a la
pareja de divisores complementarios (a, b) igual que la pareja (b, a), es claro entonces
que σ(n) =

∑
(a + b) donde (a, b) vaŕıa a través de todas las parejas de divisores

complementarios de n. De donde es claro que 24|σ(n).

3.3. Desigualdades

Ejercicio 3.17. Demostrar que para todo entero positivo n, se tiene que

2ω(n) ≤ τ(n) ≤ 2Ω(n).

Demostración. Para n = 1 es claro que se tiene. Para n ≥ 2 vemos que como
2ω(n), τ(n) y 2Ω(n) son funciones multiplicativas, basta con demostrar la desigualdad
para n = pα con p primo y α ∈ Z+. En este caso la desigualdad a demostrar queda
reducida a 2 ≤ α + 1 ≤ 2α, la cual es claramente cierta.

Ejercicio 3.18. Demostrar que

σ(n) < n(1 + log n), para n ≥ 2.

Demostración. Tenemos que

σ(n)

n
=
∑
d|n

1

d

≤ 1 +
1

2
+ · · ·+ 1

n
< 1 + log n
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donde la última desigualdad se tiene para n ≥ 2. Luego

σ(n) < n(1 + log n), para n ≥ 2.

Ejercicio 3.19 (The American Mathematical Monthly, Problema E1625,

[7]). Demostrar que σ(n)
τ(n)

≥
√

n.

Demostración. Para d divisor de n, tenemos que

d + n
d

2
≥
√

d · n

d
=
√

n,

por la desigualdad entre media aritmética y media geométrica. Luego∑
d|n

(
d + n

d

2

)
≥
∑
d|n

√
n

σ(n) + σ(n)

2
≥ τ(n)

√
n

σ(n) ≥ τ(n)
√

n

σ(n)

τ(n)
≥
√

n.

Ejercicio 3.20 (The American Mathematical Monthly, Problema E1749,

[36]). Demostrar que σ(n)
τ(n)

≤ 2n
3

para n > 2.

Demostración. Sea n = pα1
1 pα2

2 · · · pαm
m , vemos que

σ(n)

nτ(n)
=

∏m
i=1 (1 + pi + · · ·+ pαi

i )

pα1
1 pα2

2 · · · pαm
m

∏m
i=1(αi + 1)

=
m∏

i=1

1 + 1/pi + · · ·+ 1/pαi
i

αi + 1
.

Sabemos que 1 + 1/pi + · · ·+ 1/pαi
i ≤ αi + 1, ∀i = 1, ...,m, de donde

1 + 1/pi + · · ·+ 1/pαi
i

αi + 1
≤ 1. (1)

Como n > 2 entonces pi ≥ 3 ∀i o ∃αi tal que αi ≥ 2 (pues de lo contrario n ≤ 2). En
el caso en que ∃αi ≥ 2 se tiene por (1) que

σ(n)

nτ(n)
≤ 1 + 1/2 + · · ·+ 1/2αi

αi + 1
≤

1
1−1/2

3
=

2

3
.

Solo basta probarlo para el caso en que pi ≥ 3 y αi = 1 ∀i. Para este caso, por (1), se
tiene que

σ(n)

nτ(n)
≤ 1 + 1/3

2
=

2

3
.
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Ejercicio 3.21.

a) Sea n un número compuesto, demostrar que σ(n) > n +
√

n.

b) Si pn es el n-ésimo primo, demostrar que lim
n→∞

(σ(pn + 1)− σ(pn)) = ∞.

Demostración.

a) Sea d un divisor de n con 1 < d < n, entonces n
d

también es un divisor de n y
1 < n

d
< n. Es claro que d ≥

√
n o n

d
≥
√

n pues si d <
√

n y n
d

<
√

n entonces
n = d · n

d
<
√

n
√

n = n, lo cual es una contradicción. Sin pérdida de generalidades
podemos suponer que d ≥

√
n, luego

σ(n) ≥ n + d + 1 ≥ n +
√

n + 1 > n +
√

n.

b) Para n ≥ 2 se tiene que

σ(pn + 1)− σ(pn) > (pn + 1 +
√

pn + 1)− (pn + 1) =
√

pn + 1.

Como lim
n→∞

√
pn + 1 = ∞, entonces lim

n→∞
(σ(pn + 1)− σ(pn)) = ∞.

Lema 3.22. Sean n y d enteros positivos, el número de múltiplos de d entre 1 y n es⌊
n
d

⌋
(O el número de enteros positivos menores o iguales que n, que son divisbles por

d).

Demostración. Un múltiplo de d entre 1 y n es de la forma kd ≤ n con k entero
positivo. Es claro entonces que k ≤ n

d
, y como k es entero entonces 1 ≤ k ≤

⌊
n
d

⌋
.

Aśı que la cantidad de múltiplos de d entre 1 y n es igual al número de enteros entre
1 y

⌊
n
d

⌋
, es decir igual a

⌊
n
d

⌋
.

Ejercicio 3.23. Para n entero positivo, demostrar que

σ(1) + σ(2) + · · ·+ σ(n) ≤ n2

Demostración. Consideremos la suma σ(1) + σ(2) + · · · + σ(n), es claro que en esta
suma el 1 aparece

⌊
n
1

⌋
veces, el 2 aparece

⌊
n
2

⌋
, . . . , el n aparece

⌊
n
n

⌋
veces, luego

σ(1) + σ(2) + · · ·+ σ(n) = 1
⌊n

1

⌋
+ 2

⌊n

2

⌋
+ · · ·+ n

⌊n

n

⌋
≤ 1 · n

1
+ 2 · n

2
+ · · ·+ n · n

n
= n2.
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Ejercicio 3.24 (Torneo de Matemáticas Harvard-MIT, 2004). Para n entero
positivo, demostrar que

σ(1)

1
+

σ(2)

2
+ · · ·+ σ(n)

n
< 2n.

Demostración. Por el lema 3.1 sabemos que σ(k)
k

=
∑
d|k

1
d
, luego la desigualdad a probar

es equivalente a ∑
d|1

1

d
+
∑
d|2

1

d
+ · · ·+

∑
d|n

1

d
< 2n.

En la suma, 1 aparece
⌊

n
1

⌋
veces, 1/2 aparece

⌊
n
2

⌋
veces, . . . , 1/n aparece

⌊
n
n

⌋
veces,

luego ∑
d|1

1

d
+
∑
d|2

1

d
+ · · ·+

∑
d|n

1

d
= 1

⌊n

1

⌋
+

1

2

⌊n

2

⌋
+ · · ·+ 1

n

⌊n

n

⌋
≤ 1

1
· n

1
+

1

2
· n

2
+ · · ·+ 1

n
· n

n

=
n

12
+

n

22
+ · · ·+ n

n2
.

Luego basta probar que
n

12
+

n

22
+ · · ·+ n

n2
< 2n

o lo que es equivalente
1

22
+

1

32
+ · · ·+ 1

n2
< 1. (1)

Para ello observemos que

1

22
+

1

32
+ · · ·+ 1

n2
<

1

1 · 2
+

1

2 · 3
+ · · ·+ 1

(n− 1)n

=

(
1− 1

2

)
+

(
1

2
− 1

3

)
+ · · ·+

(
1

n− 1
− 1

n

)
= 1− 1

n
< 1.

Observe que la desigualdad (1) se obtiene fácilmente si apelamos al conocido resultado

1

12
+

1

22
+

1

32
+ · · · = π2

6
< 2.

Corolario 3.25. Para todo entero positivo n se tiene que σ2(n) ≥ nτ(n).
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Demostración. Utilizando el lema 3.4 y la desigualdad entre media geométrica y media
aritmética, se tiene que

n =

∏
d|n

d2

1/τ(n)

≤ 1

τ(n)

∑
d|n

d2 =
σ2(n)

τ(n)
.

Observación. Recordemos que la igualdad en la desigualdad entre media geométrica
y media aritmética solo se tiene si los términos que se estan considerando son todos
iguales. En este caso espećıfico, cuando todos los divisores de n son iguales. Esto
ocurre cuando n = 1, luego si n ≥ 2 se tiene que σ2(n) > nτ(n).

Teorema 3.26. Para todo n ∈ Z+ y para todo d divisor propio de n, se tiene que

σ(n)

n
>

σ(d)

d
.

Demostración. Sea n = pα1
1 pα2

2 · · · pαm
m y d = pβ1

1 pβ2

2 · · · pβm
m con 0 ≤ βi ≤ αi, ∀i ∈

{1, . . . ,m} y al menos un j ∈ {1, . . . ,m} tal que βj 6= αj. Es claro entonces que

σ(n)

n
=

m∏
i=1

(
1 +

1

pi

+ · · ·+ 1

pαi
i

)
>

m∏
i=1

(
1 +

1

pi

+ · · ·+ 1

pβi

i

)
=

σ(d)

d
.

3.4. Ejercicios Adicionales

Lema 3.27. Sean n ∈ Z+ y S = {〈a, b〉 ∈ Z+ × Z+ | ab = n y (a, b) = 1}, entonces
#S = 2ω(n).

Demostración. Si n = 1 entonces los únicos valores posibles son a = 1 y b = 1, y
es claro que se tiene el lema para este caso. Sean n = pα1

1 pα2
2 · · · pαm

m (ω(n) = m) y
〈a, b〉 ∈ S. Es claro que para pi (1 ≤ i ≤ m) se tiene que pi|a o pi|b, pero no ambos
casos. Luego pαi

i |a o pαi
i |b, pero no ambos casos. Es aśı como el problema se puede

reducir simplemente a encontrar el número de formas en las que se pueden distribuir
los pαi

i en dos grupos (los que dividen a a y los que dividen a b) y es claro que este
número es 2m.

Ejercicio 3.28.

a) Sean d y n enteros positivos tales que d2|n. Demostrar que el número de parejas
de enteros positivos 〈a, b〉 tales que (a, b) = d y ab = n es 2ω(n/d2).
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b) Demostrar que

τ(n) =
∑
d2|n

2ω(n/d2).

Demostración.

a) Sean A = a
d

y B = b
d
. Es claro entonces que (a, b) = d y ab = n sii (A, B) = 1 y

AB = n
d2 , luego el número de parejas que estamos buscando es igual al número de

parejas de enteros positivos 〈A, B〉 tales que (A, B) = 1 y AB = n
d2 . Por el lema

anterior sabemos que es 2ω(n/d2).

b) Sea (a, b) = d con ab = d. Como (a, b) = d entonces a = dx1 y b = dx2 con x1, x2 ∈
Z+, luego es claro que d2|n. Sea Hd = {〈a, b〉 ∈ Z+ × Z+ | (a, b) = d y ab = n}. Si
d2 - n entonces #Hd = 0, luego∑

d|n

#Hd =
∑
d2|n

#Hd,

pero es claro que

τ(n) =
∑
d|n

#Hd,

de donde se tiene que

τ(n) =
∑
d2|n

#Hd =
∑
d2|n

2ω(n/d2).

Ejemplo. Si n es 36 = 2232 entonces se tiene que el conjunto de los d tales que d2|n
esta integrado por los números 1,2,3 y 6. Luego∑

d2|36

2ω(n/d2) = 2ω(36) + 2ω(9) + 2ω(4) + 2ω(1) = 22 + 21 + 21 + 20 = 9.

Por otro lado tenemos que τ(36) = 9.

Ejercicio 3.29. Sea n ∈ Z+, demostrar que el número de parejas 〈a, b〉 de enteros
positivos tales que [a, b] = n es τ (n2).

Demostración. Definimos f para todo n ∈ Z+ como

f(n) = #
{
〈a, b〉 ∈ Z+ × Z+ | [a, b] = n

}
.

Veamos que f es multiplicativa. Es claro que f(1) = 1 = τ (12). Sean (m, n) = 1 y a, b
enteros positivos tales que [a, b] = mn. Es claro que a se puede escribir de forma única
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como a = a1a2 con a1|m y a2|n. Del mismo modo b se puede escribir de forma única
como b = b1b2 con b1|m y b2|n. De aqúı es claro que [a1, b1] = m y [a2, b2] = n. Es decir
de cada pareja 〈a, b〉 con [a, b] = mn se obtienen unas únicas parejas 〈a1, b1〉 y 〈a2, b2〉
tales que [a1, b1] = m y [a2, b2] = n. Del mismo modo por cada par de parejas 〈a1, b1〉
y 〈a2, b2〉 con [a1, b1] = m y [a2, b2] = n, se obtiene una única pareja 〈a, b〉 (a = a1a2

y b = b1b2) con [a, b] = mn. Demostrando aśı que f es multiplicativa.

Veamos que f(n) = τ (n2). Como τ (n2) también es multiplicativa por el teorema
1.12, basta con demostrar que para p primo y α ∈ Z+ se tiene que f (pα) = τ (p2α).
Para este caso (n = pα) se tiene que a = pα1

1 y b = pα2 donde α = max {α1, α2}. Si
α = α1 entonces α2 puede ser 0, 1, . . . , α (α + 1 posibilidades). Si α = α2 entonces
α1 puede ser 0, 1, . . . , α (α + 1 posibilidades). Entonces el número de posibilidades
de elegir α1 y α2, que es lo mismo que el número de posibilidades de elegir a y b,
es (α + 1) + (α + 1) − 1 (recuerde que α = α1 = α2 se contó dos veces), es decir
2α + 1 = τ (p2α).

Ejercicio 3.30. Sea k ∈ R, definimos para todo entero positivo n la función σ∗k como

σ∗k(n) =
∑
d|n

d impar

dk,

es decir la suma de las potencias k-ésimas de los divisores positivos impares de n (Es
claro que si n no tiene divisores impares, es decir si n es una potencia de 2, σ∗k(n) = 0).
Demostrar que σ∗k(n) es multiplicativa.

Demostración. Sea (m,n) = 1.

i) Si m y n son impares entonces

σ∗k(mn) = σk(mn) = σk(m)σk(n) = σ∗k(m)σ∗k(n).

ii) Si m es par y n impar entonces m = 2αr con r impar y se tiene que (r, n) = 1 de
donde vemos que

σ∗k(mn) = σ∗k(2
αrn) = σ∗k(rn) = σk(rn) = σk(r)σk(n)

= σ∗k(r)σ
∗
k(n) = σ∗k(2

αr)σ∗k(n) = σ∗k(m)σ∗k(n).

iii) Si m es impar y n par, el procedimiento es análogo a ii).

iv) El caso en que m y n sean ambos pares no se puede dar pues (m, n) = 1.
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Observación. En especial la funciones τ ∗(n) y σ∗(n), definidas respectivamente como
el número de divisores positivos impares de n y la suma de los divisores positivos
impares de n, son funciones multiplicativas. Por otro lado si definimos σ∗∗k (n) como

σ∗∗k (n) =
∑
d|n

d par

dk,

(obviamente con σ∗∗k (n) = 0 si n es impar) obtenemos que esta función no es multi-
plicativa pues si tomamos m y n primos relativos con m par y n impar obtenemos
que mn es par y por lo tanto σ∗∗k (nm) 6= 0 pero σ∗∗k (m)σ∗∗k (n) = σ∗∗k (m) · 0 = 0.

Ejercicio 3.31 (The American Mathematical Monthly, Problema 4493, [17]).

Demostrar que
∞∑

n=1

σ(n)
n!

es irracional.

Demostración. Supongamos que
∞∑

n=1

σ(n)
n!

= r
s

con r, s ∈ Z+ y (r, s) = 1.

Elegimos p primo tal que p > s y p > 6.

∞∑
n=1

σ(n)

n!
=

p−1∑
n=1

σ(n)

n!
+

∞∑
n=p

σ(n)

n!

(p− 1)!
∞∑

n=1

σ(n)

n!
= (p− 1)!

p−1∑
n=1

σ(n)

n!
+ (p− 1)!

∞∑
n=p

σ(n)

n!
.

Cambiando el ı́ndice de la última sumatoria por c = n− p obtenemos que

(p− 1)!
∞∑

n=1

σ(n)

n!
= (p− 1)!

p−1∑
n=1

σ(n)

n!
+ (p− 1)!

∞∑
c=0

σ(p + c)

(p + c)!

(p− 1)!
∞∑

n=1

σ(n)

n!
= (p− 1)!

p−1∑
n=1

σ(n)

n!
+

∞∑
c=0

σ(p + c)

p(p + 1) · · · (p + c)
.

(p− 1)!
∞∑

n=1

σ(n)
n!

es un entero, pues recordando que s ≤ p− 1, tenemos que

(p− 1)!
∞∑

n=1

σ(n)

n!
= (p− 1)!

r

s
= 1 · 2 · 3 · · · (s− 1)(s + 1) · · · (p− 1)r ∈ Z+.

También se tiene que

(p− 1)!
∞∑

n=1

σ(n)

n!
=

p−1∑
n=1

(n + 1)(n + 2) · · · (p− 1)σ(n) ∈ Z+.
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Luego si demostraramos que k =
∞∑

c=0

σ(p+c)
p(p+1)···(p+c)

no es un entero, obtendŕıamos una

contradicción.

Sabemos que σ(p) = 1+p y que σ(p+c) < 1+2+3+ · · ·+(p+c) = 1
2
(p+c)(p+c+1),

luego
∞∑

c=1

σ(p + c)

p(p + 1) · · · (p + c)
<

∞∑
c=1

p + c + 1

2p(p + 1) · · · (p + c− 1)
. (1)

Veamos que si c ≥ 1 entonces p+c+1
2p(p+1)···(p+c−1)

< p+c
2pc , lo que es lo mismo que

p + c + 1

p + 2
<

(p + 1) · · · (p + c− 1)

pc−1

⇐⇒ p + 2 + (c− 1)

p + 2
<

(
p + 1

p

)(
p + 2

p

)
· · ·
(

p + c− 1

p

)
⇐⇒ 1 +

c− 1

p + 2
<

(
1 +

1

p

)(
1 +

2

p

)
· · ·
(

1 +
c− 1

p

)
.

Es claro que esta última desigualdad se cumple pues

1 +
c− 1

p + 2
< 1 +

c− 1

p
<

(
1 +

1

p

)(
1 +

2

p

)
· · ·
(

1 +
c− 1

p

)
. (2)

Luego por (1) y (2) se tiene que

∞∑
c=1

σ(p + c)

p(p + 1) · · · (p + c)
<

∞∑
c=1

p + 2

2pc

=
p + 2

2

∞∑
c=1

(
1

p

)c

=
p + 2

2

(
1

1− 1
p

− 1

)
=

p + 2

2(p− 1)
(3)

Veamos que si p > 6, entonces p+2
2(p−1)

< p−1
p

, lo que es lo mismo que

p(p + 2) < 2(p− 1)2

⇐⇒ p2 + 2p < 2p2 − 4p + 2

⇐⇒ 0 < p2 − 6p + 2.

Esta última desigualdad es cierta para p > 6 ya que p2−6p+2 > p2−p ·p+2 = 2 > 0.
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Sabemos que

k =
σ(p)

p
+

∞∑
c=1

σ(p + c)

p(p + 1) · · · (p + c)
.

Como σ(p) = p + 1, entonces σ(p)
p

= 1 + 1
p

y por lo tanto

k = 1 +
1

p
+

∞∑
c=1

σ(p + c)

p(p + 1) · · · (p + c)
. (4)

De (3) y (4) se tiene que

1 < k < 1 +
1

p
+

p + 2

2(p− 1)
= 1 +

p + 1

p(p− 1)
< 2.

Es decir k no es un entero.

Ejercicio 3.32 (The American Mathematical Monthly, Problema 4518, [16]).

Demostrar que
∞∑

n=1

σ2(n)
n!

es irracional.

Demostración. Supongamos que
∞∑

n=1

σ2(n)
n!

= a
b

para a y b enteros positivos. Eligiendo

p primo tal que p > b y p > 20, vemos que

(p−1)!
a

b
= (p−1)!

∞∑
n=1

σ2(n)

n!
= (p−1)!

p−1∑
n=1

σ2(n)

n!
+

σ2(p)

p
+

σ2(p + 1)

p(p + 1)
+

∞∑
n=p+2

σ2(n)

p(p + 1) · · ·n

es entero. Como (p− 1)!
∞∑

n=1

σ2(n)
n!

es entero, entonces

S =
σ2(p)

p
+

σ2(p + 1)

p(p + 1)
+

∞∑
n=p+2

σ2(n)

p(p + 1) · · ·n

es entero.

Además se tiene que

n2 < σ2(n) < n2

n∑
k=1

1

k2
< n2π2

6
.

Para n > 20 vemos que n2 π2

6
< 7

4
n(n−1). Observamos que esta desigualdad es equiv-

alente a 21 < n (21− 2π2). Sabemos que π < 3,15 y por lo tanto π2 < 9,9225 < 10. Se
tiene entonces que para n > 20, 21 < 21(21− 20) < n(21− 2π2). Luego para n > 20
se tiene que n2 < σ2(n) < 7

4
n(n− 1), de donde para n > 20, σ2(n) = n(n− 1)(1 + αn)

con 0 < αn < 3
4
.
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Sabemos que S es entero, luego la siguiente expresión también es un entero:

S − p− 1 =
σ2(p)

p
+

σ2(p + 1)

p(p + 1)
+

∞∑
n=p+2

σ2(n)

p(p + 1) · · ·n
− p− 1

=
1 + p2

p
+

(p + 1)p(1 + αp+1)

p(p + 1)
+

∞∑
p+2

n(n− 1)(1 + αn)

p(p + 1) · · ·n
− p− 1

=
1

p
+ αp+1 +

∞∑
p+2

1 + αn

p(p + 1) · · · (n− 2)
.

Pero

0 < S − p− 1 <
1

p
+

3

4
+ 2

(
1

p
+

1

p(p + 1)
+ · · ·

)
<

1

p
+

3

4
+ 2

(
1

p
+

1

p2
+ · · ·

)
=

1

p
+

3

4
+ 2

(
1

1− 1
p

− 1

)
=

1

p
+

3

4
+

2

p− 1

<
1

20
+

3

4
+

2

19
< 1.

Lo que es una contradicción.



Caṕıtulo 4

Otros temas sobre Funciones
Aritméticas

4.1. Más sobre la Función de Möbius

Ejercicio 4.1. Sea n un entero positivo mayor que 1, libre de cuadrados con ω(n)
par. Demostrar que ∑

d|n
0<d<

√
n

µ(d) = 0.

Demostración. Si d es un divisor de n tal que 0 < d <
√

n, entonces existe d′ divisor de
n tal que d′ >

√
n y dd′ = n. Es claro que (d, d′) = 1, luego µ(n) = µ(dd′) = µ(d)µ(d′),

pero µ(n) = (−1)ω(n) = 1 por ser ω(n) par, de donde µ(d) = µ(d′). Luego

2
∑
d|n

0<d<
√

n

µ(d) =
∑
d|n

0<d<
√

n

µ(d) +
∑
d′|n

d′>
√

n

µ(d′)

=
∑
d|n

µ(d)

= 0.

De donde se tiene que ∑
d|n

0<d<
√

n

µ(d) = 0.

Ejercicio 4.2. Sea m un entero positivo. Demostrar que∑
ϕ(n)=m

µ(n) = 0,

donde la suma se realiza sobre todos los enteros positivos n tales que ϕ(n) = m.

65
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Demostración. Es claro que solo se deben considerar los n libres de cuadrados. Si
n es un entero libre de cuadrados e impar tal que ϕ(n) = m, entonces n′ = 2n
también es libre de cuadrados y cumple también que ϕ(n′) = m (y viceversa). Además
µ(n) + µ(n′) = (−1)ω(n) + (−1)ω(n)+1 = 0, luego∑

ϕ(n)=m

µ(n) = 0.

Ejercicio 4.3. Demostrar que∑
d|n

|µ(d)|=1

µ
(n

d

)
=

{
(−1)m, si n = p2

1p
2
2 · · · p2

m (p1 < p2 < · · · < pm primos)

0, en otro caso.

Demostración.

i) Supongamos que existe p primo tal que p3|n. Dado que la suma∑
d|n

|µ(d)|=1

simboliza la suma a través de todos los divisores d de n libres de cuadrados,
entonces n

d
seguirá siendo un número que no es libre de cuadrados y por lo tanto∑

d|n
|µ(d)|=1

µ
(n

d

)
= 0.

ii) Si no existe p primo tal que p3|n entonces n es de la forma n = p2
1p

2
2 · · · p2

mr
donde los pi’s son primos diferentes, r es libre de cuadrados y (p2

1p
2
2 · · · p2

m, r) = 1.
Hagamos s = p2

1p
2
2 · · · p2

m. Vemos que∑
d|n

|µ(d)|=1

µ
(n

d

)
=

∑
d|sr

|µ(d)|=1

µ
(sr

d

)
=

∑
d1|s

|µ(d1)|=1

∑
d2|r

|µ(d2)|=1

µ

(
s

d1

)
µ

(
r

d2

)
.

Es claro que

µ

(
s

d1

)
=

{
(−1)m, si n = p1p2 · · · pm

0, en otro caso.

Luego∑
d|n

|µ(d)|=1

µ
(n

d

)
= (−1)m

∑
d2|r

|µ(d2)|=1

µ

(
r

d2

)
= (−1)m

∑
d2|r

µ

(
r

d2

)
=

{
(−1)m, si r = 1

0, si r ≥ 1
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(la última igualdad es debida al corolario 1.28). Observe que el caso en que r = 1
es cuando n = p2

1p
2
2 · · · p2

m.

Lema 4.4. Para todo entero k > 1 se tiene que

k∑
j=1

(
k

j

)
j = k · 2k−1.

Demostración.

k∑
j=1

(
k

j

)
j =

k∑
j=1

k!j

j!(k − j)!
=

k∑
j=1

k(k − 1)!

(j − 1)!((k − 1)− (j − 1))!
= k

k∑
j=1

(
k − 1

j − 1

)
= k·2k−1.

Ejercicio 4.5. Demsotrar que para n ∈ Z+, se tiene que

∏
d|n

µ(d) =


1, si n = 1

−1, si n es primo

0, si existe p primo tal que p2|n
1, si n es compuesto y libre de cuadrados.

Demostración. Se demostrará para el caso en el que n sea compuesto y libre de cuadra-
dos, los demás casos son evidentes. Sea n = p1p2 · · · pk con k > 1 (los pi’s son primos
diferentes). Como el número de divisores d de n con j divisores primos diferentes es(

k
j

)
y como para esos divisores µ(d) = (−1)j, se tiene que

∏
d|n

µ(d) = (−1)a, donde

a =
∑k

j=1

(
k
j

)
j. Como a es par debido al lema anterior, obtenemos entonces el resul-

tado deseado.

4.2. Más sobre Funciones Multiplicativas

Teorema 4.6. Sea f una función aritmética con f(1) = 1, entonces f es multiplica-
tiva sii
f ((m, n)) f ([m, n]) = f(m)f(n) ∀m,n ∈ Z+.

Demostración.

⇒) Sea f una función multiplicativa, m = pα1
1 pα2

2 · · · pαr
r y n = pβ1

1 pβ2

2 · · · pβr
r con

αi, βi ∈ N, ∀i. Es claro que para i ∈ {1, 2, . . . , r} se tiene que

f
(
p

min{αi,βi}
i

)
f
(
p

max{αi,βi}
i

)
= f (pαi

i ) f
(
pβi

i

)
,
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luego vemos que

f ((m, n)) f ([m, n]) = f

(
r∏

i=1

p
min{αi,βi}
i

)
f

(
r∏

i=1

p
max{αi,βi}
i

)

=
r∏

i=1

f
(
p

min{αi,βi}
i

) r∏
i=1

f
(
p

max{αi,βi}
i

)
=

r∏
i=1

f
(
p

min{αi,βi}
i

)
f
(
p

max{αi,βi}
i

)
=

r∏
i=1

f (pαi
i ) f

(
pβi

i

)
=

r∏
i=1

f (pαi
i )

r∏
i=1

f
(
pβi

i

)
= f(m)f(n).

⇐) Sea f tal que f ((m, n)) f ([m,n]) = f(m)f(n). Para (m, n) = 1, y por lo tanto
[m, n] = mn, la igualdad se reduce a f(1)f(mn) = f(m)f(n), es decir f(mn) =
f(m)f(n).

Observación. Tomando la función f(n) = n ∀n ∈ Z+ obtenemos el ya conocido
resultado (a, b) [a, b] = ab.

Ejercicio 4.7. Sean f y g funciones multiplicativas y definimos

h(n) =
∑
dr=n

(d,r)=1

f(d)g(r), ∀n ∈ Z+.

Demostrar que h es multiplicativa.

Demostración.

i) h(1) = f(1)g(1) = 1.

ii) Sean (n, m) = 1 y (d, r) = 1 con dr = nm. Es claro que se pueden encontrar
factorizaciones únicas de d y r, d = d1d2 y r = r1r2 tales que n = d1r1 y
m = d2r2, y obviamente con (d1, r1) = (d2, r2) = 1. Más aún, es claro que
(d, r) = 1 sii (d1, r1) = (d2, r2) = 1. Por lo tanto

f(d)f(r) = f(d1d2)g(r1r2)

= f(d1)f(d2)g(r1)g(r2)

= [f(d1)g(r1)] [f(d2)g(r2)] ,
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y dado que a cada valor de d y r corresponden únicos valores d1, d2, r1, r2 y
viceversa, entonces∑

dr=nm
(d,r)=1

f(d)g(r) =
∑

d1r1=n
(d1,r1)=1

f(d1)g(r1)
∑

d2r2=m
(d2,r2)=1

f(d2)g(r2)

h(nm) = h(n)h(m).

Ejercicio 4.8. Sean f y g funciones multiplicativas y definimos

h(n) =
∑

[d,r]=n

f(d)g(r), ∀n ∈ Z+.

Demostrar que h es multiplicativa.

Demostración.

i) h(1) = f(1)g(1) = 1.

ii) Sean (n, m) = 1 y [d, r] = mn. Luego d y r se pueden factorizar de forma única,
d = d1d2 y r = r1r2 de tal forma que [d1, r1] = m y [d2, r2] = n (recordemos que
(m,n) = 1), además es claro que si [d1, r1] = m y [d2, r2] = n entonces [d, r] = mn
donde d = d1d2 y r = r1r2. Además para cada d los valores d1 y d2 son únicos y
viceversa. Luego

h(mn) =
∑

[d,r]=mn

f(d)g(r)

=
∑

[d1,r1]=m
[d2,r2]=n

f(d1)f(d2)g(r1)g(r2)

=
∑

[d1,r1]=m

f(d1)g(r1)
∑

[d2,r2]=n

f(d2)g(r2)

= h(m)h(n).

Ejercicio 4.9. Demostrar que para n ≥ 2, se tiene que∑
[d,r]=n

ϕ(d)ϕ(r) = n2
∏
p|n

(
1− 1

p2

)
.
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Demostración. Por el ejercicio anterior sabemos que∑
[d,r]=n

ϕ(d)ϕ(r)

es multiplicativa. Luego basta probar la identidad para n = pα con p primo y α ∈ Z+.
Vemos que, [d, r] = pα sii d = pa y r = pb con max {a, b} = α, luego

f (pα) =
∑
a=α
b<α

ϕ (pa) ϕ
(
pb
)

+
∑
a≤α
b=α

ϕ (pa) ϕ
(
pb
)

= ϕ (pα)
∑

d|pα−1

ϕ(d) + ϕ (pα)
∑
d|pα

ϕ(d)

= ϕ (pα)
(
pα−1 + pα

)
=
(
pα − pα−1

) (
pα−1 + pα

)
= p2α − p2α−2

= p2α

(
1− 1

p2

)
.

Ejercicio 4.10. Sea f una función multiplicativa y definamos F para todo entero
positivo n, como

F (n) =
∑
d|n

µ(d)f
(n

d

)
.

Demostrar que si n = pα1
1 pα2

2 · · · pαm
m , entonces

F (n) =
m∏

i=1

(
f (pαi

i )− f
(
pαi−1

i

))
.

Demostración. Como f es multiplicativa, también lo es F . Luego basta comprobar el
resultado para n = pα con p primo y α ∈ Z+.

F (pα) =
∑
d|pα

µ(d)f

(
pα

d

)
= µ(1)f (pα) + µ(p)f

(
pα−1

)
+ 0 + 0 + · · ·

= f (pα)− f
(
pα−1

)
.
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4.3. Problemas con más de una Función Aritmética

Ejercicio 4.11 (The American Mathematical Monthly, Problema E1962,
[41]). Demostrar que ϕ(n)τ(n) ≥ n, donde la igualdad solo se tiene para n = 1 y
n = 2.

Demostración 1. Si n = 1 es claro que se tiene la igualdad. De ahora en adelante
consideramos n ≥ 2. Sea n = pα1

1 pα2
2 · · · pαm

m , luego

ϕ(n)τ(n) = n
m∏

i=1

(
1− 1

pi

) m∏
i=1

(αi + 1) .

Dado que pi ≥ 2, se tiene que 1 − 1/pi ≥ 1
2

y que αi + 1 ≥ 2, ∀i. Luego ϕ(n)τ(n) ≥
n
(

1
2

)m
2m = n. Se ve que la igualdad se tiene, cuando n ≥ 2, sii 1 − 1/pi = 1

2
y

αi + 1 = 2, ∀i, es decir cuando n = 2.

Demostración 2. Si n = 1 es claro que se tiene la igualdad. De ahora en adelante
consideramos n ≥ 2. Es claro que ϕ(n) ≥ ϕ(d) si d|n. Luego

ϕ(n)τ(n) =
∑
d|n

ϕ(n) ≥
∑
d|n

ϕ(d) = n.

La igualdad se tiene, cuando n ≥ 2, sii

n
∏
p|n

(
1− 1

p

)
= d

∏
p|d

(
1− 1

p

)
∀d|n,

lo cual solo ocurre si n = 2.

Teorema 4.12. ϕ(n)σ(n) < n2 para n ≥ 2.

Demostración. Si n ≥ 2 con n = pα1
1 pα2

2 · · · pαm
m , entonces

ϕ(n) = n

m∏
i=1

(
1− 1

pi

)
= n

m∏
i=1

(
pi − 1

pi

)
y

σ(n) =
m∏

i=1

(
p

αi+1

i − 1

pi − 1

)
.

Luego

ϕ(n)σ(n) = n

m∏
i=1

(
p

αi+1

i − 1

pi

)
= n

m∏
i=1

(
pαi

i − 1

pi

)
< n

m∏
i=1

pαi
i = n2.
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Ejercicio 4.13 (The American Mathematical Monthly, Problema 5591, [35]).
Para n ≥ 2, demostrar que

ϕ

(
n

⌊
σ(n)

n

⌋)
< n.

Demostración. Utilizando el lema 2.23 y el teorema anterior, vemos que

ϕ

(
n

⌊
σ(n)

n

⌋)
≤ ϕ(n)

⌊
σ(n)

n

⌋
≤ ϕ(n)

σ(n)

n
< n.

Es claro que la anterior desigualdad no solo se tiene para
⌊

σ(n)
n

⌋
sino para cualquier

j ≤ σ(n)/n, es decir:

Corolario 4.14. Si n ≥ 2 y j es un entero positivo tal que j ≤ σ(n)/n entonces
ϕ(jn) < n.

Teorema 4.15 (The American Mathematical Monthly, Problema E2611,
[33]). n es primo sii ϕ(n)|(n− 1) y (n + 1)|σ(n).

Demostración. ⇒) Evidente, pues si n es primo ϕ(n) = n− 1 y σ(n) = n + 1.

⇐) Sea n tal que ϕ(n)|(n − 1) y (n + 1)|σ(n), luego n ≥ 2, pues si n = 1 no se
tiene que (n + 1)|σ(n). Si n = 2 se tiene entonces que n es primo. Si n ≥ 3, entonces
se tiene que ϕ(n) es par y por lo tanto n− 1 también, de donde n es impar.

Si pr|n con p primo y r ≥ 2 entonces como

ϕ(n) = n
∏
q|n

q primo

q − 1

q

se tiene que pr−1|ϕ(n), de donde pr−1|(n−1), lo cual es una contradicción pues (n, n−
1) = 1. Por lo tanto n es libre de cuadrados y n = p1p2 · · · pm donde por ser n impar,
los pi’s son primos impares. Como

ϕ(n) = (p1 − 1)(p2 − 1) · · · (pm − 1)

y

σ(n) = (p1 + 1)(p2 + 1) · · · (pm + 1)

entonces 2m divide tanto a ϕ(n) como a σ(n).

Si m ≥ 2 entonces 4|ϕ(n) y por lo tanto 4|(n − 1) de donde se tiene que 4 - (n + 1),
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luego n + 1 = 2r con r impar. Sabemos que 2m|σ(n) luego existe t ∈ Z+ tal que
2mt = σ(n), de donde se tiene que

2m−1

(
t

r

)
=

2mt

2r
=

σ(n)

n + 1

t
r

es entero pues r es impar y σ(n)
n+1

es entero ya que n + 1|σ(n) por hipótesis. Luego

2m−1| σ(n)

n + 1

de donde

2m−1 ≤ σ(n)

n + 1
<

σ(n)

n

pero sabemos que

σ(n)

n
=

1

p1p2 · · · pm

(
p2

1 − 1

p1 − 1

)
· · ·
(

p2
1 − 1

p1 − 1

)
=

(
p1 + 1

p1

)
· · ·
(

pm + 1

pm

)
=

(
1 +

1

p1

)
· · ·
(

1 +
1

pm

)
y al ser los pi’s impares, se tiene que

1

pi

≤ 1

3
∀i.

Luego
σ(n)

n
<

(
4

3

)m

De donde

2m−1 <

(
4

3

)m

2m

2
<

(
4

3

)m

1

2
<

(
2

3

)m

Al ser m ≥ 2 se tiene entonces que 1
2

< 4
9
, lo cual es una contradicción. Luego m = 1

y n primo.

Ejercicio 4.16 (Olimpiadas matemáticas de China Occidental, 2004).
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a) Demostrar que τ(n) + ϕ(n) ≤ n + 1.

b) Hallar todos los valores de n para los cuales se tenga que τ(n) + ϕ(n) = n.

c) Hallar todos los valores de n para los cuales se tenga que τ(n) + ϕ(n) = n + 1.

Desarrollo. a) Sea n ∈ Z+, definimos:

A =
{
m ∈ Z+ : m|n

}
y

B =
{
m ∈ Z+ : 1 ≤ m ≤ n, (m, n) = 1

}
.

Es claro que #A ∪B ≤ n y que A ∩B = {1}, además sabemos que

#A ∪B = #A + #B −#A ∩B,

de donde se tiene que

τ(n) + ϕ(n) = #A + #B

= #A ∪B + #A ∩B

≤ n + 1.

b) Sea n tal que τ(n) + ϕ(n) = n entonces #A ∪ B = n − 1, luego solo hay número
entre 1 y n que no es ni divisor de n, ni primo relativo con n.

i) Si n es par y n > 8, es claro que n−2 y n−4 no son primos relativos con n (am-
bos son divisibles por 2). Veamos que n−2 y n−4 tampoco son divisores de n.

Supongamos que n− 2|n. Se tiene que

n ≡ 0 mod n− 2

n− (n− 2) ≡ −(n− 2) mod n− 2

2 ≡ 0 mod n− 2

es decir n− 2|2, lo cual es una contradicción pues n > 8. De las misma forma,
si se supone que n− 4|n, se llega a la contradicción de que n− 4|4.

Luego para n par y n > 8, encontramos dos números, n − 2 y n − 4, entre 1
y n que no son ni divisores de n, ni primos relativos con n, contradiciendo la
existencia de solo uno.
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ii) Si n es impar, tiene que ser compuesto, pues si n es 1 o un primo, es claro que
τ(n) + ϕ(n) = n + 1. Luego n = pq con p y q impares y 1 < p ≤ q. Si q ≥ 5,
entonces 2p y 4p no son divisores de n por ser este impar, además 2p, 4p y n
son divisibles por p, luego 2p y 4p no son primos relativos con n. Luego todo
número impar que se pueda escribir como n = pq con 1 < p ≤ q y q ≥ 5 no
cumple la ecuación τ(n) + ϕ(n) = n + 1, pues contradice la existencia de un
sólo número entre 1 y n que no son ni divisor de n, ni primo relativo con n.
Veamos que si n es impar, compuesto y n > 9 entonces se puede escribir de
la forma anteriormente mencionada.

Supongamos que existe n impar, compuesto y mayor que n que no se puede
escribir de tal forma. Se deduce entonces que n tiene que ser de la forma
n = pq con 1 < p ≤ q < 5, pero recordemos que n > 9, luego p = q = 4 pues
cualquier otros valores de p y q con 1 < p ≤ q < 5 se tendŕıa que n ≤ 9. Es
decir n = 16 pero 16 = 2 · 8 y 8 ≥ 5, lo cual nos lleva a una contradicción.

De i) y ii) tenemos que los únicos candidatos que quedan para que τ(n)+ϕ(n) = n
son de la forma n ≤ 8 con n par o n ≤ 9 con n impar compuesto. Verificando cuales
de estos nos sirven, llegamos a que los únicos que cumplen la ecuación son 6, 8 y
9.

c) Sea n tal que τ(n) + ϕ(n) = n + 1, entonces todo los números entre 1 y n son
divisores de n o primos relativos con n.

i) Es claro si n es 1 o un primo, entonces cumple la ecuación.

ii) Si n es par y n > 4 entonces es claro que n − 2 no es primo relativo con n,
si suponemos que n − 2|n como vimos antes, se tiene que n − 2|2, lo cual es
una contradicción por ser n > 4, luego n − 2 tampoco es un divisor de n. Se
llega entonces a una contradicción. Luego si n es par entonces o n es 2 o 4.
Verificando estos casos se ve que la ecuación se cumple para ambos.

iii) Si n es impar y compuesto entonces n es de la forma n = pq con 3 ≤ p ≤ q,
es claro que 2p no es divisor de n, ni primo relativo con n, lo cual nos lleva a
una contradicción.

De i), ii) y iii) vemos que τ(n) + ϕ(n) = n + 1 solamente si n es 1, 4 o un primo.

4.4. Otras funciones aritméticas

Ejercicio 4.17 (Hungŕıa, 2003). Para k entero positivo, definimos P (k) como el
mayor divisor impar de k. Para n ∈ Z+, probar que

2n

3
<

P (1)

1
+

P (2)

2
+ · · ·+ P (n)

n
<

2(n + 1)

3
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Demostración. Sea

S(n) =
P (1)

1
+

P (2)

2
+ · · ·+ P (n)

n

Para n = 1 se tiene, pues

2 · 1
3

=
2

3
< S(1) = 1 <

2(1 + 1)

3
=

4

3

igual que para n = 2

2 · 2
3

=
4

3
< S(2) = 1 +

1

2
=

3

2
<

2(2 + 1)

3
= 2

Supongamos que se cumple para todo m ∈ Z+ menor que n y probemos que se tiene
para n + 1.

Es claro que P (2k) = P (k).

i) Si n es par entonces n = 2k para k ∈ Z+ (k < n) y n + 1 = 2k + 1.

S(2k + 1) =

(
P (1)

1
+

P (3)

3
+ · · ·+ P (2k + 1)

2k + 1

)
+

(
P (2)

2
+

P (4)

4
+ · · ·+ P (2k)

2k

)
= (k + 1) +

(
P (1)

2
+

P (2)

4
+ · · ·+ P (k)

2k

)
= (k + 1) +

1

2

(
P (1)

1
+

P (2)

2
+ · · ·+ P (k)

k

)
= (k + 1) +

S(k)

2

Por hipótesis de inducción tenemos que

(k + 1) +
k

3
< (k + 1) +

S(k)

2
= S(2k + 1) < (k + 1) +

k + 1

3

Además se tiene que

2(2k + 1)

3
=

4k + 2

3
<

4k + 3

3
= (k + 1) +

k

3

y que

(k + 1) +
k + 1

3
=

4(k + 1)

3
=

2(2k + 1 + 1)

3

Luego
2(2k + 1)

3
< S(2k + 1) <

2(2k + 1 + 1)

3

y por lo tanto se tiene para n + 1.
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ii) Si n es impar, es análogo.

Definición 4.18. Sea x ∈ R, definimos la parte fraccionaria de x, {x}, como

{x} = x− bxc

Lema 4.19. Sean a y b enteros con b > 0, q el cociente y r el residuo cuando a es
dividido por b, entonces se tiene que q =

⌊
a
b

⌋
y r = b

{
a
b

}
.

Demostración. Veamos que a =
⌊

a
b

⌋
b + b

{
a
b

}
.⌊a

b

⌋
b + b

{a

b

}
=
⌊a

b

⌋
b + b

(a

b
−
⌊a

b

⌋)
=
⌊a

b

⌋
b + a−

⌊a

b

⌋
b

= a

Además es claro que 0 ≤
{

a
b

}
< 1, de donde se tiene que 0 ≤ b

{
a
b

}
< b. Por la

unicidad de q y r se tiene que q =
⌊

a
b

⌋
y r = b

{
a
b

}
.

Ejercicio 4.20. Para n entero positivo, definimos r(n) como la suma de los residuos
de n al ser dividido por 1, 2, . . . , n. Demostrar que existen infinitos enteros positivos
n tales que r(n) = r(n− 1).

Demostración. Por el lema anterior sabemos que

r(n) =
n∑

k=1

{n

k

}
k =

n∑
k=1

(
n−

⌊n

k

⌋
k
)

Luego la condición r(n) = r(n− 1) es equivalente a las siguientes condiciones

n∑
k=1

(
n−

⌊n

k

⌋
k
)

=
n−1∑
k=1

(
n− 1−

⌊
n− 1

k

⌋
k

)

⇐⇒ n +
n−1∑
k=1

[n− (n− 1)] =
n∑

k=1

⌊n

k

⌋
k −

n−1∑
k=1

⌊
n− 1

k

⌋
k

⇐⇒ 2n− 1 = n +
n−1∑
k=1

(⌊n

k

⌋
k −

⌊
n− 1

k

⌋
k

)
(1)

Si k no divide a n entonces
⌊

n
k

⌋
=
⌊

n−1
k

⌋
y por lo tanto

⌊
n
k

⌋
k−
⌊

n−1
k

⌋
k = 0. Si k divide

a n entonces
⌊

n
k

⌋
=
⌊

n−1
k

⌋
+ 1, de donde se tiene que

⌊
n
k

⌋
k −

⌊
n−1

k

⌋
k = k. Luego (1)

es equivalente a 2n− 1 =
∑

k|n k = σ(n), esta última identidad se tiene para n = 2m

con m entero no negativo pues 2n− 1 = 2m+1− 1 = 1 + 2 + 22 + · · ·+ 2m = σ(n).
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Ejercicio 4.21. Demostrar que

a) Si f es una función aritmética tal que

1

τ(n)

∑
d|n

f(d) = f(n), ∀n ∈ Z+,

entonces existe c ∈ C tal que f(n) = c, ∀n ∈ Z+.

b) Si f es una función multiplicativa tal que

1

τ(n)

∑
d|n

f(d) = f(n), ∀n ∈ Z+,

entonces f(n) = 1, ∀n ∈ Z+.

Demostración.

a) Demostraremos que f(n) = f(1), ∀n ∈ Z+ (tomando c = f(1) tendŕıamos el resul-
tado deseado). Probaremos esto haciendo inducción sobre el número de divisores
positivos de n (τ(n)).

Si τ(n) = 1 entonces n = 1 y es claro que se tiene el resultado, pues f(1) = f(1).
Probaremos ahora que el resultado se tiene para n con τ(n) divisores positivos,
suponiendo que se cumple para todo m con 1, 2, . . . , τ(n)− 2 o τ(n)− 1 divisores
positivos.

Vemos que
∑
d|n

f(d) es la suma de τ(n) términos, donde τ(n) − 1 son de la for-

ma f(d) con τ(d) ≤ τ(n) − 1 y el último término es f(n). Aplicando la hipótesis
de inducción obtenemos que∑

d|n

f(d) = (τ(n)− 1)f(1) + f(n).

Pero ∑
d|n

f(d) = τ(n)f(n),

luego (τ(n)− 1)f(1) + f(n) = τ(n)f(n), de donde se deduce que f(n) = f(1).

b) Dado que f(1) = 1 si f es multiplicativa, se deduce de la demostración de a) que
f(n) = f(1) = 1, ∀n ∈ Z+.



Caṕıtulo 5

La Función Parte Entera

La presente sección tiene como propósito presentar algunas propiedades de la fun-
ción parte entera. Se presupone que el lector ya conoce la definición de parte entera,
definida anteriormente (definición 1.34).

5.1. La mayor potencia de un primo que divide a

n!

Teorema 5.1. Sean n ∈ Z+, p primo y α el mayor entero tal que pα|n!. Se tiene que

α =
∞∑

k=1

⌊
n

pk

⌋
.

Demostración 1. Sabemos que
⌊

n
pk

⌋
es el número de enteros positivos menores que n

que son múltiplos de pk. Luego la suma

∞∑
k=1

⌊
n

pk

⌋
=

⌊
n

p

⌋
+

⌊
n

p2

⌋
+ · · · (1)

es igual al número de enteros positivos menores que n que son múltiplos de p, más el
número de enteros positivos menores que n que son múltiplos de p2, más . . . .

Efectivamente (1) es igual a α, pues si m es un entero positivo menor que n que
le aporta exactamente k primos p a la factorización como producto de primos de
n! = n · · · (m + 1) ·m · (m − 1) · · · 2 · 1 (es decir mk|n pero mk + 1 - n), entonces en
(1), m se cuenta exactamente k veces: cuando se cuentan los múltiplos de p, cuando
se cuentan los múltiplos de p2, . . . , y finalmente cuando se cuentan los múltiplos de
pk.

79
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Demostración 2. El múmero de enteros positivos que le aportan exactamente k primos
p a n! (es decir el número de enteros m con 1 ≤ m ≤ n tales que mk|n pero mk+1 - n)

es igual a
⌊

n
pk

⌋
−
⌊

n
pk+1

⌋
, en general todos ellos aportan k

(⌊
n
pk

⌋
−
⌊

n
pk+1

⌋)
primos p

a n!. Luego es claro que

α = 1 ·
(⌊

n

p

⌋
−
⌊

n

p2

⌋)
+ 2 ·

(⌊
n

p2

⌋
−
⌊

n

p3

⌋)
+ · · · .

La anterior suma es en realidad finita, pues a partir de cierto punto los términos de
la suma se vuelven cero (ver observación que le sigue al teorema), luego podemos
agrupar sin problemas y obtener que

α = 1 ·
(⌊

n

p

⌋
−
⌊

n

p2

⌋)
+ 2 ·

(⌊
n

p2

⌋
−
⌊

n

p3

⌋)
+ · · ·

=

⌊
n

p

⌋
+

⌊
n

p2

⌋
+ · · ·

=
∞∑

k=1

⌊
n

pk

⌋
.

Observación. La suma anterior es en realidad una suma finita pues existe un menor

k′ ∈ Z+ tal que n < pk′ , luego
⌊

n
pk′

⌋
= 0. En general si N > k′ entonces

⌊
n

pN

⌋
= 0,

observe además que si n < pk′ entonces

log n < k′ log p

log n

log p
< k′.

Aśı que en vez de hacer la suma, que calcula α, de k = 0 hasta ∞, la podemos hacer

hasta
⌊

log n
log p

⌋
.

Corolario 5.2.

n! =
∏
p≤n

p primo

p
∑∞

k=1

⌊
n

pk

⌋
=

∏
p≤n

p primo

p
∑b log n

log pc
k=1

⌊
n

pk

⌋

Corolario 5.3. Sean n ∈ Z+, a = p1p2 · · · pm y α el mayor entero tal que aα|n!, se
tiene que

α =
∞∑

k=1

⌊
n

pk

⌋
=

b log n
log pc∑
k=1

⌊
n

pk

⌋
,

donde p=max {p1, p2, · · · , pm}.
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Demostración. Sea n! = pα1
1 pα2

2 · · · pαm
m h donde pi - h, ∀i = 1, . . . ,m. Suponiendo que

p1 < p2 < · · · < pm = p es claro que α1 ≥ α2 ≥ · · · ≥ αm, luego existe ri entero no
negativo tal que αi = αm + ri, ∀i = 1, . . . ,m− 1. Luego

n! = pr1
1 pr2

2 · · · prm−1
m−1 aαmh.

Por el teorema anterior

α = αm =
∞∑

k=1

⌊
n

pk

⌋
.

Ejercicio 5.4. Sea n ∈ Z+, definimos N(n) como el números de ceros que aparecen
al final de la expresión decimal de n!, por ejemplo:
N(1) = 0 pues 1! = 1
N(2) = 0 pues 2! = 2
N(3) = 0 pues 3! = 6
...
N(10) = 2 pues 10! = 36288 00︸︷︷︸

2

.

Demostrar que

N(n) =
∞∑

k=1

⌊ n

5k

⌋
=

b log n
log 5 c∑
k=1

⌊ n

5k

⌋
.

Demostración. Tomar a = 10 y aplicar el corolario anterior.

Ejercicio 5.5. Sea p primo y α el mayor entero tal que pα|n!. Demostrar que

α =
n− Sp(n)

p− 1
,

donde Sp(n) es igual a la suma de los d́ıgitos de n en base p.

Demostración. Sea n = a0 + a1p + a2p
2 + · · ·+ akp

k donde ai ∈ {0, 1, . . . , p− 1} ∀i =
0, 1, . . . k.
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Teniendo en cuenta que 0 ≤ ai

p
< 1, ∀i = 0, 1, . . . , k, tenemos que

n = akp
k + ak−1p

k−1 + · · ·+ a2p
2 + a1p + a0⌊

n

p

⌋
= akp

k−1 + ak−1p
k−2 + · · ·+ a2p + a1⌊

n

p2

⌋
= akp

k−2 + ak−1p
k−3 + · · ·+ a2

...⌊
n

pk−1

⌋
= akp + ak−1⌊

n

pk

⌋
= ak

Luego

α =
∞∑
i=1

⌊
n

pi

⌋

=
k∑

i=1

⌊
n

pi

⌋
= ak

(
1 + p + · · ·+ pk−1

)
+ ak−1

(
1 + p + · · ·+ pk−2

)
+ · · ·+ a2(1 + p) + a1,

de donde se tiene que

(p− 1)α = ak

(
pk − 1

)
+ ak−1

(
pk−1 − 1

)
+ · · ·+ a2

(
p2 − 1

)
+ a1(p− 1)

=
(
akp

k + ak−1p
k−1 + · · ·+ a2p

2 + a1p
)
− (ak + ak−1 + · · ·+ a2 + a1)

=
(
akp

k + ak−1p
k−1 + · · ·+ a2p

2 + a1p + a0

)
− (ak + ak−1 + · · ·+ a2 + a1 + a0)

= n− Sp(n),

es decir

α =
n− Sp(n)

p− 1
.

Lema 5.6. Sean a1, a2, . . . , ar enteros no negativos tales que a1 + a2 + · · · + ar = n.
Se tiene que (

n

a1, a2, . . . , ar

)
=

n!

a1!a2! · · · ar!

es un entero.
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Demostración. Sabemos que para x1, x2, . . . , xr ∈ R se tiene que

bx1c+ bx2c+ · · ·+ bxrc ≤ bx1 + x2 + · · ·+ xrc ,

en especial ⌊
a1

pk

⌋
+

⌊
a2

pk

⌋
+ · · ·+

⌊
ar

pk

⌋
≤
⌊

a1 + a2 + · · ·+ ar

pk

⌋
=

⌊
n

pk

⌋
,

para todo primo p y entero positivo k. Luego

∞∑
k=1

⌊
a1

pk

⌋
+

∞∑
k=1

⌊
a2

pk

⌋
+ · · ·+

∞∑
k=1

⌊
ar

pk

⌋
≤

∞∑
k=1

⌊
n

pk

⌋
. (1)

Si p es primo y α el mayor entero tal que pα|n! y αi el mayor entero tal que pαi|ai!,
∀i = 1, . . . , r, entonces es claro, según (1), que

α1 + α2 + · · ·+ αr ≤ α,

lo que significa que en n!
a1!a2!···ar!

, el denominador se cancela con parte del numerador
obteniendose aśı un entero.

Corolario 5.7. Si 1 ≤ r ≤ n entonces
(

n
r

)
es un entero.

Corolario 5.8. El producto de r enteros positivos consecutivos es divisible por r!.

Demostración. Sean n, n − 1, n − 2, . . . , n − r + 1 los r enteros consecutivos, vemos
que

n(n− 1) · · · (n− r + 1)

r!
=

(
n

r

)
,

el cual es un entero. Luego

n(n− 1) · · · (n− r + 1) = r!

(
n

r

)
,

de donde se tiene que r!|n(n− 1) · · · (n− r + 1).

Ejercicio 5.9. Sea p primo y α el mayor entero tal que pα|
n∏

i=1

2i, demuestre que

α =


n +

∞∑
k=1

⌊
n
2k

⌋
, si p = 2

∞∑
k=1

⌊
n
pk

⌋
, si p es un primo impar.
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Demostración. Sabemos que
n∏

i=1

2i = 2nn!, de aqúı es claro que

α = n +
∞∑

k=1

⌊ n

2k

⌋
, si p = 2.

Si p es primo impar entonces pα|
n∏

i=1

2i implica que pα|
n∏

i=1

i = n!, de donde es claro que

α =
∞∑

k=1

⌊
n

pk

⌋
.

Ejercicio 5.10.

a) Sea p primo y α el mayor entero tal que pα|
n∏

i=0

(2i + 1), demuestre que

α =

0, si p = 2
∞∑

k=1

(⌊
2n+1

pk

⌋
−
⌊

n
pk

⌋)
, si p es un primo impar.

b) Demostrar que

n =
∞∑

k=1

(⌊
2n + 1

2k

⌋
−
⌊ n

2k

⌋)
, ∀n ∈ Z+

Demostración.

a)

i) Si p = 2 es claro que α = 0, pues
n∏

i=0

(2i+1) es el producto de enteros impares.

ii) Sea p primo impar, es claro que

n∏
i=0

(2i + 1) = 1 · 3 · · · (2n + 1) =
(2n + 1)!

2nn!
,

de aqúı es fácil ver que

α =
∞∑

k=1

⌊
2n + 1

pk

⌋
−

∞∑
k=1

⌊
n

pk

⌋
.
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b) Calculando α para p = 2 de la misma forma como se calculó α para p primo impar
en ii), se tiene que

α =
∞∑

k=1

⌊
2n + 1

2k

⌋
−

∞∑
k=1

⌊ n

2k

⌋
− n,

pero por a) (i)) se tiene que α = 0, luego

n =
∞∑

k=1

(⌊
2n + 1

2k

⌋
−
⌊ n

2k

⌋)
.

5.2. Ejercicios Adicionales

Lema 5.11. Sea x ∈ R y n un entero positivo, se tiene que

a) bxc+
⌊
x + 1

n

⌋
+ · · ·+

⌊
x + n−1

n

⌋
= bnxc.

b)
⌊

x
n

⌋
+
⌊

x+1
n

⌋
+ · · ·+

⌊
x+n−1

n

⌋
= bxc .

Demostración.

a) Sea x = bxc+ α
n
, donde 0 ≤ α < n con α ∈ R, se tiene entonces que

bnxc = bn bxc+ αc = n bxc+ bαc . (1)

Vemos que

n−1∑
k=0

⌊
x +

k

n

⌋
=

n−1∑
k=0

⌊
bxc+

α + k

n

⌋

= n bxc+
n−1∑
k=0

⌊
α + k

n

⌋
= n bxc+

n∑
k=1

⌊
α + n− k

n

⌋

= n bxc+

bαc∑
k=1

⌊
α + n− k

n

⌋
(pues

⌊
α + n− k

n

⌋
= 0, si bαc+ 1 ≤ k ≤ n)

= n bxc+

bαc∑
k=1

1

= n bxc+ bαc
= bnxc . (por (1))
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b) Se obtiene de a) reemplazando x por x
n
.

Ejercicio 5.12. Sean x, y ∈ R y n ∈ Z+, demostrar que

bxc+ byc+ n bx + yc ≤ b(n + 1)xc+ b(n + 1)yc

Demostración. Sean x = bxc+ a con 0 ≤ a < 1 y y = byc+ b con 0 ≤ b < 1. Por un
lado tenemos que

bxc+ byc+ n bx + yc = bxc+ byc+ n bbxc+ byc+ a + bc
= bxc+ byc+ n (bxc+ byc) + n ba + bc
= (n + 1) (bxc+ byc) + n ba + bc .

Por el otro lado tenemos que

b(n + 1)xc+ b(n + 1)yc = b(n + 1) bxc+ (n + 1)ac+ b(n + 1) byc+ (n + 1)bc
= (n + 1) bxc+ b(n + 1)ac+ (n + 1) byc+ b(n + 1)bc
= (n + 1) (bxc+ byc) + b(n + 1)ac+ b(n + 1)bc .

Luego basta con demostrar que

n ba + bc ≤ b(n + 1)ac+ b(n + 1)bc . (1)

Si 0 ≤ a + b < 1, es claro que se cumple la desigualdad (1). Si a + b ≥ 1, ba + bc = 1
(recordemos que a, b < 1 luego a + b < 2) y por lo tanto (1) es equivalente a

n ≤ b(n + 1)ac+ b(n + 1)bc . (2)

Para a + b ≥ 1, se tiene que (n + 1)a + (n + 1)b = (n + 1)(a + b) ≥ n + 1, luego
b(n + 1)a + (n + 1)bc ≥ n + 1. Recordemos que para x′ y y′ reales se tiene que bx′c+
by′c ≥ bx′ + y′c − 1, luego

b(n + 1)ac+ b(n + 1)bc ≥ b(n + 1)a + (n + 1)bc − 1 ≥ n,

obteniendo aśı (2).

Ejercicio 5.13. Sea x un real y n ∈ Z+, demostrar que⌊
n
√

x
⌋

=
⌊

n
√
bxc
⌋

.

Demostración. Sabemos que ⌊
n
√

x
⌋
≤ n
√

x <
⌊

n
√

x
⌋

+ 1.
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Luego ⌊
n
√

x
⌋n ≤ x <

(⌊
n
√

x
⌋

+ 1
)n

,

de donde se tiene ⌊
n
√

x
⌋n ≤ bxc ≤ x <

(⌊
n
√

x
⌋

+ 1
)n

.

Luego ⌊
n
√

x
⌋
≤ n
√
bxc <

⌊
n
√

x
⌋

+ 1,

es decir ⌊
n
√
bxc
⌋

=
⌊

n
√

x
⌋
.

Ejercicio 5.14. Sean 0 < k < n enteros positivos, demostrar que

k∑
j=1

⌊
n− j

k

⌋
= n− k.

Demostración. Como 0 < k < n, existen q y r enteros positivos con n = qk + r,
0 ≤ r < k. Luego

k∑
j=1

⌊
n− j

k

⌋
=

k∑
j=1

⌊
q +

r − j

k

⌋

=
k∑

j=1

(
q +

⌊
r − j

k

⌋)

= qk +
k∑

j=1

⌊
r − j

k

⌋

= qk +
k∑

j=r+1

⌊
r − j

k

⌋
(pues

⌊
r − j

k

⌋
= 0 si 1 ≤ j ≤ r)

= qk +
k−r∑
j=1

⌊
−j

k

⌋
= qk + (k − r)(−1)

= qk − k + r

= (qk + r)− k

= n− k.
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Ejercicio 5.15. Sea n ∈ Z+, demostrar que

∞∑
k=1

⌊
n

2k
− 1

2

⌋
= n.

Demostración. Por el lema 5.11, parte a), sabemos que bxc+
⌊
x + 1

2

⌋
= b2xc, es decir⌊

x + 1
2

⌋
= b2xc − bxc. Tomando x = 2

2k+1 con k entero no negativo, se tiene que⌊ n

2k+1

⌋
+

⌊
1

2

⌋
=
⌊ n

2k

⌋
−
⌊ n

2k+1

⌋
,

luego
∞∑

k=1

⌊
n

2k
− 1

2

⌋
=

∞∑
k=0

⌊
n

2k+1
− 1

2

⌋
=

∞∑
k=0

(⌊ n

2k

⌋
−
⌊ n

2k+1

⌋)
.

Observe que
⌊

n
2k

⌋
−
⌊

n
2k+1

⌋
es el número de enteros positivos menores que n que son

divisibles por 2k, pero no por 2k+1, luego

∞∑
k=0

(⌊ n

2k

⌋
−
⌊ n

2k+1

⌋)
= n,

pues para todo entero positivo m menor que n, existe un único entero k no negativo
(que depende de m) tal que 2k|m pero 2k+1 - m.

Ejercicio 5.16. Sean n ∈ Z+ y Hn = {(x, y) ∈ Z+ × Z+ | xy ≤ n}, demostrar que

#Hn =
⌊n

1

⌋
+
⌊n

2

⌋
+ · · ·+

⌊n

n

⌋
= 2

b√nc∑
k=1

⌊n

k

⌋
−
⌊√

n
⌋2

.

Demostración. La desigualdad xy ≤ n es equivalente a x ≤ n
y
, luego para un y fijo, el

número de enteros x tales que x ≤ n
y

es igual a
⌊

n
y

⌋
, variando y entre 1 y n se tiene

entonces que

#Hn =
n∑

k=1

⌊n

k

⌋
.

Para demostrar la segunda identidad, observemos primero que si x > b
√

nc y y >
b
√

nc entonces x ≥ b
√

nc + 1 >
√

n y y ≥ b
√

nc + 1 >
√

n, luego xy > n. Aśı que
Hn = A ∪B, donde

A =
{
(x, y) ∈ Z+ × Z+ | xy ≤ n y 1 ≤ x ≤

⌊√
n
⌋}

y
B =

{
(x, y) ∈ Z+ × Z+ | xy ≤ n y 1 ≤ y ≤

⌊√
n
⌋}

.
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Sea x con 1 ≤ x ≤ b
√

nc, es claro que el número de y’s tales que xy ≤ n es igual a⌊
n
x

⌋
, luego

#A =

b√nc∑
k=1

⌊n

k

⌋
.

Análogamente se obtiene que

#B =

b√nc∑
k=1

⌊n

k

⌋
.

Por otro lado se observa que si 1 ≤ x ≤ b
√

nc y 1 ≤ y ≤ b
√

nc entonces se tiene que
xy ≤ n, luego

A ∩B =
{
(x, y) ∈ Z+ × Z+ | 1 ≤ x, y ≤

⌊√
n
⌋}

y por lo tanto #A ∩B = b
√

nc2.

Finalmente tenemos que

#Hn = #A + #B −#A ∩B

= 2

b√nc∑
k=1

⌊n

k

⌋
−
⌊√

n
⌋2

.

Ejercicio 5.17. Demostrar que para todo entero no negativo n, se tiene que

⌊
n + 1

2

⌋
+

⌊
n + 2

4

⌋
+

⌊
n + 4

8

⌋
+

⌊
n + 8

16

⌋
+ · · · = n.

Demostración. Si n = 0, es claro que se cumple. Si n > 0, representando a n en base
2, n = a0 + a12 + a22

2 + · · · + am2m donde los ai ∈ {0, 1} para i = 1, · · · , m − 1 y
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am = 1. Vemos que⌊
n + 1

2

⌋
=

⌊
n

2
+

1

2

⌋
=

⌊
a0

2
+ a1 + a22 + · · ·+ am2m−1 +

1

2

⌋
= a1 + a22 + · · ·+ am2m−1 +

⌊
a0

2
+

1

2

⌋
⌊

n + 2

4

⌋
=

⌊
n

4
+

1

2

⌋
=

⌊
a0

4
+

a1

2
+ a2 + a32 + · · ·+ am2m−2 +

1

2

⌋
= a2 + a32 + · · ·+ am2m−2 +

⌊
a0

4
+

a1

2
+

1

2

⌋
...⌊

n + 2m−1

2m

⌋
= am +

⌊
a0

2m
+

a1

2m−1
+ · · ·+ am−1

2
+

1

2

⌋
⌊

n + 2m

2m+1

⌋
=

⌊
a0

2m+1
+

a1

2m
+ · · ·+ am

2
+

1

2

⌋
.

Probaremos entonces que si 1 ≤ k ≤ m + 1, entonces⌊
a0

2k
+

a1

2k−1
+ · · ·+ ak−1

2
+

1

2

⌋
= ak−1.

Sabemos que

a0

2k
+

a1

2k−1
+ · · ·+ ak−2

22
≤

k∑
i=2

(
1

2

)i

<
∞∑
i=2

(
1

2

)i

=
∞∑
i=0

(
1

2

)i

−
(

1 +
1

2

)
= 2−

(
1 +

1

2

)
=

1

2
.

Luego es claro que si ak−1 = 0, entonces⌊
a0

2k
+

a1

2k−1
+ · · ·+ ak−1

2
+

1

2

⌋
= 0,

y si ak−1 = 1, entonces ⌊
a0

2k
+

a1

2k−1
+ · · ·+ ak−1

2
+

1

2

⌋
= 1.
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Es decir ⌊
a0

2k
+

a1

2k−1
+ · · ·+ ak−1

2
+

1

2

⌋
= ak−1.

Luego ⌊
n + 1

2

⌋
= a0 + a1 + a22 + a32

2 + · · ·+ am−12
m−2 + am2m−1⌊

n + 2

4

⌋
= a1 + a2 + a32 + · · ·+ am−12

m−3 + am2m−2

...⌊
n + 2m−1

2m

⌋
= am−1 + am⌊

n + 2m

2m+1

⌋
= am,

de donde se tiene que⌊
n + 1

2

⌋
+

⌊
n + 2

4

⌋
+ · · ·+

⌊
n + 2m

2m+1

⌋
= a0 + a1(1 + 1) + a2(1 + 1 + 2) + a3(1 + 1 + 2 + 22)

+ · · ·+ am−1(1 + 1 + 2 + 22 + · · ·+ 2m−2)

+ am(1 + 1 + 2 + 22 + · · ·+ 2m−1)

= a0 + a12 + a22
2 + · · ·+ am−12

m−1 + am2m

= n.

Para completar el ejercicio, basta con probar que si k > m + 1, entonces⌊
n + 2k−1

2k

⌋
= 0.

Observe que ⌊
n + 2k−1

2k

⌋
⇐⇒ n + 2k−1

2k
< 1

⇐⇒ n + 2k−1 < 2k

⇐⇒ n < 2k−1

⇐⇒ log2 n < k − 1

⇐⇒ log2 n + 1 < k. (1)

Como k es entero, (1) ocurre sii

blog2 n + 1c < k ⇐⇒ blog2 nc+ 1 < k ⇐⇒ m + 1 < k,

que es lo que estábamos buscando.
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Teorema 5.18. Sean m y n enteros positivos tales que (m, n) = d. Se tiene que

n−1∑
k=1

⌊
mk

n

⌋
=

(m− 1)(n− 1)

2
+

d− 1

2
.

En especial si (m, n) = 1, entonces

n−1∑
k=1

⌊
mk

n

⌋
=

(m− 1)(n− 1)

2
.

Demostración. Consideremos los siguientes conjuntos

R =
{
〈x, y〉 ∈ Z+ × Z+ | 1 ≤ x < n, 1 ≤ y < m

}
R1 =

{
〈x, y〉 ∈ R | y =

mx

n

}
R2 =

{
〈x, y〉 ∈ R | y ≤ mx

n

}
R3 =

{
〈x, y〉 ∈ R | y ≥ mx

n

}
.

Es claro que #R = (m−1)(n−1). Para k, con 1 ≤ k ≤ n−1, existen
⌊

mk
n

⌋
elementos

de R entre el segmento que une 〈k, 0〉 y
〈
k, mk

n

〉
. Luego

#R2 =
n−1∑
k=1

⌊
mk

n

⌋
.

Por simetŕıa se tiene que #R2 = #R3.

Como (m, n) = d entonces existen (a, b) = 1 tales que m = ad y n = bd, por lo
tanto si 〈x, y〉 ∈ R1, entonces y = mx

n
= a

b
x. Es claro que para que y sea un entero

positivo, x tiene que ser un múltiplo de b. Dado que 1 ≤ x ≤ n − 1, los valores de x
que nos sirven son b, 2b, · · · , (d− 1)b, luego #R1 = d− 1.

Como R = R2 ∪R3 y R2 ∩R3 = R1, entonces

#R = #R2 + #R3 −#R1,

es decir

(m− 1)(n− 1) = 2
n−1∑
k=1

⌊
mk

n

⌋
− d− 1.

Despejando, debidamente, obtenemos el resultado deseado.

Corolario 5.19. Para todos los enteros positivos m y n, se tiene que

(m,n) = 2
n−1∑
k=1

⌊
mk

n

⌋
+ m + n−mn.
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Demostración. Consecuencia inmediata del teorema anterior.

Ejercicio 5.20. Sea α ∈ R, demostrar que

lim
n→∞

bnαc
n

= α.

Demostración. Sea nα = bnαc+ β con 0 ≤ β < 1, de donde nα− β = bnαc. Luego

lim
n→∞

bnαc
n

= lim
n→∞

(
α− β

n

)
= α.

Ejercicio 5.21. Demostrar que

lim
n→∞

⌊
cos2(n!πx)

⌋
=

{
1, si x ∈ Q
0, si x ∈ R−Q.

Demostración.

i) Sea x ∈ Q, luego a
b

con a, b ∈ Z y b 6= 0, luego bx ∈ Z y por lo tanto b!x también,
en general si n ≥ b, entonces n!x ∈ Z y por lo tanto bcos2(n!πx)c = cos2(n!πx) =
1 (la sucesión se vuelve constante para n ≥ b), luego limn→∞ bcos2(n!πx)c = 1.

ii) Si x ∈ R − Q entonces n!x ∈ R − Q, de donde se tiene que 0 ≤ cos2(n!πx) < 1,
luego bcos2(n!πx)c = 0,∀n ∈ Z, de donde se tiene que limn→∞ bcos2(n!πx)c = 0.
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Caṕıtulo 6

Los Teoremas de Euler, Fermat y
Wilson

El presente caṕıtulo tiene como objetivo presentar algunas consecuencias de los teore-
mas de Euler, Fermat y Wilson, se presupone que el lector ya conoce estos teoremas.

6.1. Consecuencias de estos Teoremas

Ejercicio 6.1. Sea n = a1a2 · · · am donde los ak’s son enteros positivos tales que
(ai, aj) = 1, si i 6= j. Demostrar que

a
ϕ(n)/ϕ(a1)
1 + a

ϕ(n)/ϕ(a2)
2 + · · ·+ aϕ(n)/ϕ(am)

m ≡ m− 1 mod n.

Demostración. Por el Teorema de Euler se tiene que a
ϕ(aj)
i ≡ 1 mod aj, para i 6= j.

Utilizando el hecho de que ϕ(n) = ϕ(a1)ϕ(a2) · · ·ϕ(am) por ser ϕ multiplicativa,
vemos que (

a
ϕ(aj)
i

) ϕ(n)
ϕ(ai)ϕ(aj) ≡ 1

ϕ(n)
ϕ(ai)ϕ(aj) mod aj,

es decir a
ϕ(n)/ϕ(ai)
i ≡ 1 mod aj, para i 6= j.

Si i = j entonces a
ϕ(n)/ϕ(ai)
i ≡ 0 mod aj. Luego para un j fijo, se tiene que

a
ϕ(n)/ϕ(a1)
1 + a

ϕ(n)/ϕ(a2)
2 + · · ·+ aϕ(n)/ϕ(am)

m ≡ m− 1 mod aj.

Como (ai, aj) = 1, si i 6= j, entonces

a
ϕ(n)/ϕ(a1)
1 + a

ϕ(n)/ϕ(a2)
2 + · · ·+ aϕ(n)/ϕ(am)

m ≡ m− 1 mod n.

Lema 6.2. Si p y q son primos distintos y a un entero tal que ap ≡ a mod q y
aq ≡ a mod p, entonces apq ≡ a mod pq.

95
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Demostración. Utilizando el Pequeño Teorema de Fermat tenemos que apq ≡ (ap)q ≡
ap mod q, además sabemos que por hipótesis ap ≡ a mod q, luego q|apq − a. Análoga-
mente tenemos que p|apq − a. Por ser (p, q) = 1 entonces pq|apq − a, luego apq ≡
a mod pq.

Ejercicio 6.3. Sean a, b ∈ Z tales que ap ≡ bp mod p, con p primo, demostrar que
ap ≡ bp mod p2.

Demostración. Por el Pequeño Teorema de Fermat sabemos que

ap ≡ a mod p

bp ≡ b mod p.

Luego a ≡ b mod p pues ap ≡ bp mod p, luego existe k ∈ Z tal que a = b + kp, de
donde se tiene que

ap = (b + kp)p

= bp +

(
p

1

)
bp−1kp +

(
p

2

)
bp−2k2p2 + · · ·+ kppp

= bp + bp−1kp2 + p2

[(
p

2

)
bp−2k2 + · · ·+ kppp−2

]
.

Luego ap ≡ bp mod p2.

Ejercicio 6.4. Sean p primo y a un entero cualquiera, demostrar que

p|ap + a(p− 1)!.

Demostración. Por el Pequeño Teorema de Fermat y por el Teorema de Wilson
tenemos respectivamente que ap ≡ a mod p y que a(p − 1)! ≡ −a mod p, luego
ap + a(p− 1)! ≡ 0 mod p.

Ejercicio 6.5. Demostrar que para n ∈ Z y p, q primos se tiene que

np

p
+

nq

q
+

(pq − p− q)n

pq

es un entero

Demostración. Observemos que

n− n

p
− n

q
=

(pq − p− q)n

pq
.

Luego
np

p
+

nq

q
+

(pq − p− q)n

pq
=

np − n

p
+

nq − n

q
+ n

es un entero pues p|np − n y q|nq − n por el Pequeño Teorema de Fermat.
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Teorema 6.6. Sean (m, n) = 1, luego

nϕ(m) + mϕ(n) ≡ 1 mod mn

.

Demostración. Por el Teorema de Euler se tiene que

nϕ(m) ≡ 1 mod m

mϕ(n) ≡ 1 mod n,

además es claro que

mϕ(n) ≡ 0 mod m

nϕ(m) ≡ 0 mod n.

Luego

nϕ(m) + mϕ(n) ≡ 1 mod m

y

nϕ(m) + mϕ(n) ≡ 1 mod n,

como (m, n) = 1, entonces

nϕ(m) + mϕ(n) ≡ 1 mod mn

.

Corolario 6.7. Si p y q son primos entonces pq−1 + qp−1 ≡ 1 mod pq.

Teorema 6.8. Sean a y n enteros positivos con a 6= 1 y (a, n) = (a − 1, n) = 1. Se
tiene que

1 + a + a2 + · · ·+ aϕ(n)−1 ≡ 0 mod n.

Demostración. Como (a, n) = 1 entonces por el Teorema de Euler se tiene que

n|aϕ(n) − 1 = (a− 1)
(
1 + a + a2 + · · ·+ aϕ(n)−1

)
.

Como (a− 1, n) = 1 entonces n|1 + a + a2 + · · ·+ aϕ(n)−1.

Lema 6.9. Sea p un primo tal que p - a. Se tiene que

ak(p−1) ≡ 1 mod p,

donde k ∈ Z+.
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Demostración. Por el Pequeño Teorema de Fermat obtenemos que ap−1 ≡ 1 mod p.
Luego

ak(p−1) ≡
(
ap−1

)k ≡ 1 mod p.

Ejercicio 6.10. Sea p un primo tal que p - a. Demostrar que a(p−1)! ≡ 1 mod p.

Demostración. Utilizar el lema anterior con k = p!.

Ejercicio 6.11. Demostrar que:

a) Si p es un primo entonces 1p−1 + 2p−1 + · · ·+ (p− 1)p−1 ≡ −1 mod p.

b) Si p es un primo impar entonces 1p + 2p + · · ·+ (p− 1)p ≡ 0 mod p.

Demostración.

a) Es claro que por el Pequeño Teorema de Fermat,

1p−1 ≡ 1 mod p

2p−1 ≡ 1 mod p

...

(p− 1)p−1 ≡ 1 mod p.

Luego 1p−1 + 2p−1 + · · ·+ (p− 1)p−1 ≡ p− 1 ≡ −1 mod p.

b) Es claro que por el Pequeño Teorema de Fermat,

1p ≡ 1 mod p

2p ≡ 2 mod p

...

(p− 1)p ≡ p− 1 mod p.

Luego 1p + 2p + · · ·+ (p− 1)p ≡ 1 + 2 + · · ·+ (p− 1) ≡ p(p+1)
2

≡ 0 mod p pues p

es un primo impar y por lo tanto p+1
2

es un entero.

Ejercicio 6.12. Sea p primo. Demostrar que(
2p

p

)
≡ 2 mod p.



6.1. CONSECUENCIAS DE ESTOS TEOREMAS 99

Demostración. Sabemos que(
2p

p

)
=

2p(2p− 1)(2p− 2) · · · (2p− (p− 1))

p!
,

luego

(p− 1)!

(
2p

p

)
= 2p(2p− 1)(2p− 2) · · · (2p− (p− 1)).

Además tenemos que

2p− 1 ≡ −1 mod p

2p− 2 ≡ −2 mod p

...

2p− (p− 1) ≡ −(p− 1) mod p.

Luego

(p− 1)!

(
2p

p

)
≡ 2(−1)p−1(p− 1)! mod p.

Es claro que el ejercicio se cumple para p = 2, aśı que podemos suponer que p es
impar. Luego tenemos que

(p− 1)!

(
2p

p

)
≡ 2(p− 1)! mod p

y por lo tanto (
2p

p

)
≡ 2 mod p.

Ejercicio 6.13. Sea p primo y k entero tal que 1 ≤ k ≤ p− 1. Demostrar que(
p− 1

k

)
≡ (−1)k mod p.

Demostración. Tenemos que(
p− 1

k

)
=

(p− 1)(p− 2) · · · (p− k)

k!
,

luego

k!

(
p− 1

k

)
= (p− 1)(p− 2) · · · (p− k).
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Además sabemos que

p− 1 ≡ −1 mod p

p− 2 ≡ −2 mod p

...

p− k ≡ −k mod p,

luego

k!

(
p− 1

k

)
≡ (−1)kk! mod p

y por lo tanto (
p− 1

k

)
≡ (−1)k mod p.

Ejercicio 6.14. Sea p primo y k entero tal que 1 ≤ k ≤ p−1. Si (−1)kk! ≡ 1 mod p,
entonces (p− k − 1)! ≡ −1 mod p.

Demostración. Tenemos que

(p− 1)! ≡ (p− 1)(p− 2) · · · (p− k)(p− k − 1)! mod p

≡ (−1)k(p− k − 1)! mod p

≡ (p− k − 1)! mod p.

Utilizando el teorema de Wilson obtenemos que

(p− k − 1)! ≡ (p− 1)! ≡ −1 mod p.

Ejercicio 6.15. Sea p primo k entero tal que 1 ≤ k ≤ p− 1. Demostar que

(k − 1)!(p− k)! ≡ (−1)k mod p.

Demostración. Por un lado tenemos que

(p− 1)! ≡ (p− 1)(p− 2) · · · (p− (k − 1))(p− k)! ≡ (−1)k−1(k − 1)!(p− k)! mod p.

Por otro lado tenemos que (p− 1)! ≡ −1 mod p. Luego

(−1)k−1(k − 1)!(p− k)! ≡ −1 mod p

y por lo tanto
(k − 1)!(p− k)! ≡ (−1)k mod p.
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Lema 6.16. Sean m y n enteros no negativos tales que m + n + 1 = p para algún p
primo, entonces m!n! ≡ (−1)m+1 mod p.

Demostración. Por el Teorema de Wilson tenemos que

(m + n)! ≡ (p− 1)! ≡ −1 mod p,

luego

(m + n)(m + n− 1) · · · (m + n− (n− 1))m! ≡ −1 mod p.

Observemos que

m + n = p− 1 ≡ −1 mod p

m + n− 1 = p− 2 ≡ −2 mod p

...

m + n− (n− 1) = p− n ≡ −n mod p,

de donde se tiene que

(−1)nn!m! ≡ −1 mod p

y por lo tanto

(−1)m+nm!n! ≡ (−1)m+1 mod p.

Si p = 2 es claro que se tiene el lema. Si p es impar entonces m + n = p − 1 es par,
luego

m!n! ≡ (−1)m+1 mod p.

Ejercicio 6.17. Sea p primo con p = 4k + 1. Demostrar que ((2k)!)2 ≡ −1 mod p.

Demostración. Aplicar el lema anterior a m = n = 2k.

Ejercicio 6.18. Sea p un primo impar, demostrar que[(
p− 1

2

)
!

]2

≡ (−1)
p+1
2 mod p.

Demostración 1. Por el Teorema de Wilson tenemos que (p − 1)! ≡ −1 mod p, es
decir (

1 · 2 · · · p− 3

2
· p− 1

2

)(
p + 1

2
· p + 3

2
· · · (p− 2)(p− 1)

)
≡ −1 mod p,
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pero

p− 1 ≡ −1 mod p

p− 2 ≡ −2 mod p

...

p + 3

2
= p− p− 3

2
≡ −p− 3

2
mod p

p + 1

2
= p− p− 1

2
≡ −p− 1

2
mod p.

Luego reemplazando en (1),

(−1)
p−1
2

[(
p− 1

2

)
!

]2

≡ −1 mod p

de donde se tiene que

(−1)
p−1
2 (−1)

p−1
2

[(
p− 1

2

)
!

]2

≡ (−1)
p−1
2 (−1) mod p,

es decir [(
p− 1

2

)
!

]2

≡ (−1)
p+1
2 mod p.

Demostración 2. Utilizar el ejercicio 6.15 con k = p+1
2

.

Demostración 3. Utilizar el lema 6.16 con m = n = p−1
2

.

Ejercicio 6.19. Demostrar que para p primo, se tiene que

a)
[(

p−1
2

)
!
]2 ≡ −1 mod p, si p es de la forma 4k + 1.

b)
[(

p−1
2

)
!
]2 ≡ 1 mod p, si p es de la forma 4k + 3.

Demostración. Consecuencia del ejercicio anterior.

Ejercicio 6.20. Sea p un primo impar con p 6= 5. Demostrar que p divide a infinitos
números de la sucesión 1, 11, 111, 1111, . . . .

Demostración. Si p = 3 entonces p divide a 111︸︷︷︸
3 1’s

, 111111︸ ︷︷ ︸
6 1’s

, 111111111︸ ︷︷ ︸
9 1’s

, . . . pues la suma

de los d́ıgitos de cada uno de estos números es divisible por 3 (criterio de divisibil-
idad por 3). Tomemos ahor p ≥ 7, (es claro que el n-ésimo término de la sucesión
1, 11, 111, 1111, . . . es 10n−1

9
) como p 6 |10, entonces por el Pequeño Teorema de Fermat

se tiene que 10p−1 ≡ 1 mod p y por lo tanto 10k(p−1) ≡ 1 mod p para k = 1, 2, 3, . . . .
Como p|10k(p−1)− 1 y p 6 |9 (pues p 6= 3), entonces p|10k(p−1)−1

9
, luego el k(p− 1)-ésimo

elemento de la sucesión es divisible por p, para k = 1, 2, , 3 . . . .
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6.2. Números Pseudoprimos y Números de Carmichael

Definición 6.21. Sea n un número compuesto y a un entero tal que (n, a) = 1.
Diremos que n es un pseudoprimo en base a sii an−1 ≡ 1 mod n. Los pseudoprimos
en base 2 se conocen simplemente como pseudoprimos.

Definición 6.22. Diremos que n es un número de Carmichael o un pseudoprimo
absoluto sii n es un pseudoprimo en base a, para todo entero a.

Ejercicio 6.23. Demuestre que 341 es un pseudoprimo.

Demostración. Se tiene que 341 = 11 ·33 y que 210 = 31 ·33+1 = 93 ·11+1 de donde
se sigue que

211 ≡ 2 · 210 ≡ 2 mod 31

y que

231 ≡ 2 ·
(
210
)3 ≡ 2 mod 11

luego por el lema 6.2 se tiene que

211·31 ≡ 2 mod (11 · 31)

es decir

2341 ≡ 2 mod 341.

Como (2, 341) = 1, entonces 2340 ≡ 1 mod 341. Luego 341 es un pseudoprimo.

Lema 6.24. Si d|n entonces ad − 1|an − 1 para todo entero a ≥ 2.

Demostración. Como d|n, existe k ∈ Z+ tal que dk = n. Luego

an − 1 =
(
ad
)k − 1 =

(
ad − 1

) (
ad(k−1) + ad(k−2) + · · ·+ ad + 1

)
de donde se ve que ad − 1|an − 1.

De aqúı en adelante para k entero positivo, Mk significara Mk = 2k − 1.

Corolario 6.25. Si d|n entonces Md|Mn.

Teorema 6.26. Si n es un pseudoprimo entonces Mn también lo es.

Demostración. Como n es pseudoprimo entonces n es compuesto y podemos escribir
n = st con 1 < s ≤ t. Por el corolario anterior se tiene que como s|n entonces Ms|Mn,
luego 2n − 1 es un número compuesto.
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Sabemos que por hipótesis 2n−1 ≡ 1 mod n, es decir 2n ≡ 2 mod n, de donde se tiene
que existe k ∈ Z tal que 2n − 2 = kn. Se sigue que

2Mn−1 ≡ 22n−2 − 1

≡ 2kn − 1

≡ (2n − 1)
(
2n(k−1) + 2n(k−2) + · · ·+ 2n + 1

)
≡ Mn

(
2n(k−1) + 2n(k−2) + · · ·+ 2n + 1

)
≡ 0 mod Mn

Luego
2Mn−1 ≡ 1 mod Mn.

De donde se tiene que Mn es un pseudopirmo.

Lema 6.27. Si d|n y a ≡ b mod n entonces a ≡ b mod d.

Demostración. Como d|n y a ≡ b mod n entonces existen k y k′ enteros tales que
dk = n y nk′ = a− b, luego d(kk′) = a− b de donde se tiene que a ≡ b mod d.

Teorema 6.28. Si n es un número de Carmichael, entonces n es libre de cuadrados.

Demostración. Supongamos que existe k > 1 tal que k2|n. Como n es un número de
Carmichael entonces an ≡ a mod n para todo a entero positivo en especial kn ≡ k
mod n. Por el lema anterior se tiene que kn ≡ k mod k2. Como n es compuesto
entonces n ≥ 4, luego k2|kn, de donde se tiene que 0 ≡ kn ≡ k mod k2, luego
k2|k, lo cual es una contradicción. Se dedude entonces que n tiene que ser libre de
cuadrados.

Teorema 6.29. Sea n = p1p2 · · · pm donde los pi son primos diferentes. Si pi−1|n−1
para i = 1, 2, ...,m entonces n es un número de Carmichael.

Demostración. Sean (n, a) = 1, entonces pi - a ∀i = 1, 2, ...,m. Luego podemos aplicar
el Pequeño Teorema de Fermat y obtenemos que pi|api−1−1. Por el lema 6.24 tenemos
que como pi − 1|n− 1 entonces api−1 − 1|an−1 − 1, luego pi|an−1 − 1, ∀i = 1, 2, ...,m.
Ya que (p1, p2, . . . , pm) = 1 entonces n = p1p2 · · · pm|an−1 − 1, de donde se tiene que
an−1 ≡ 1 mod n.

Ejemplo. Como

561 = 3 · 11 · 17

1729 = 7 · 13 · 19

6601 = 7 · 23 · 41

10585 = 5 · 29 · 73

cumplen con las condiciones del teorema anterior, entonces todos estos son números
de Carmichael.



Caṕıtulo 7

Números Perfectos

En esta sección estudiaremos los números perfectos y su relación con los números de
Mersenne. A lo largo de la sección, para k entero positivo, Mk significará Mk = 2k−1.
Recordando los números de Mersenne son números de la forma Mp = 2p − 1 con p
primo. Si un número de Mersenne es primo, lo llamaremos primo de Mersenne.

Definición 7.1. Diremos que n es un número perfecto sii σ(n) = 2n.

A partir de esta definición y el lema 3.1 se obtiene el siguiente corolario.

Corolario 7.2. n es un número perfecto sii
∑
d|n

1
d

= 2.

De la definción de número perfecto tenemos que para todo número perfecto n, σ(n)
es par y de los corolarios 3.11 y 3.12 se obtiene el siguiente resultado.

Corolario 7.3.

1) Si n = pα1
1 pα2

2 · · · pαm
m es un número perfecto entonces existe i entre 1 y m tal que

pi y αi son impares.

2) Un cuadrado perfecto o dos veces un cuadrado perfecto no puede ser un número
perfecto.

Teorema 7.4. Ninguna potencia de un primo p puede ser un número perfecto. Es
decir para todo α ∈ Z+ y para todo primo p, pα no es un número perfecto.

Demostración. Supongamos que existen p primo y α entero positivo tal que σ (pα) =
2pα. Por otro lado sabemos que σ (pα) = 1+p+ · · ·+pα. Luego 1+p+ · · ·+pα = 2pα

y por lo tanto 1 + p + · · ·+ pα−1 = pα. Es decir

pα − 1

p− 1
= pα.

Tenemos entonces que pα−1 = pα+1−pα. De donde −1 = pα+1−2pα = pα(p−2) ≥ 0,
lo cual es una contradicción.

105
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Teorema 7.5. n es un número perfecto par sii existe k ∈ Z+ tal que n = 2k−1
(
2k − 1

)
con 2k − 1 primo.

Demostración. ⇒) Sea n un número perfecto par. Sea n = 2αm donde α ∈ Z+ y m
es un entero positivo impar. Observamos que

2α+1m = 2n = σ(n) = σ (2αm) = σ (2α) σ(m) =
(
2α+1 − 1

)
σ(m). (1)

De donde se tiene que 2α+1 − 1|2α+1m, pero (2α+1 − 1, 2α+1) = 1, luego 2α+1 − 1|m.
Existe entonces r ∈ Z+ tal que

m =
(
2α+1 − 1

)
r. (2)

En (1) vemos que

σ(m) =
2α+1m

2α+1 − 1
=

2α+1 (2α+1 − 1) r

2α+1 − 1
= 2α+1r.

Como r|m entonces 2α+1r = σ(m) ≥ m + r = (2α+1 − 1) r + r = 2α+1r, luego
σ(m) = m + r y por lo tanto m solo tiene dos divisores: m y r. De donde se deduce
que m es primo y r = 1. Aśı que la expresión (2) queda reducida a m = 2α+1 − 1 y
por lo tanto n = 2α (2α+1 − 1), tomando k = α + 1 obtenemos el resultado deseado.

⇐) Sea n = 2k−1
(
2k − 1

)
para algún k ∈ Z+ tal que 2k − 1 es primo, es decir

σ
(
2k − 1

)
= 1 +

(
2k − 1

)
= 2k. Por otro lado σ

(
2k−1

)
= 2k − 1.

Dado que
(
2k−1, 2k − 1

)
= 1 entonces

σ(n) = σ
(
2k−1

)
σ
(
2k − 1

)
=
(
2k − 1

)
2k

= 2
[
2k−1

(
2k − 1

)]
= 2n.

Observamos entonces que n es un número perfecto. Dado que n = 2k−1
(
2k − 1

)
, para

ver que n es par basta con observar que k 6= 1 pues si k = 1 entonces 2k − 1 no es
primo, contradiciendo aśı la hipótesis.

Lema 7.6. Sean a, n, m ∈ Z+ con a ≥ 2. Entonces n|m sii an − 1|am − 1.

Demostración.

⇒) Si n|m entonces existe k ∈ Z+ tal que m = nk y por lo tanto

am − 1 = (an)k − 1 = (an − 1)
(
1 + an + a2n + · · ·+ a(k−1)n

)
.
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De donde se ve que an − 1|am − 1.

⇐) Sea an − 1|am − 1, es claro que n ≤ m. Aplicando el algoritmo de la división,
tenemos que m = nq + r con 0 ≤ r < n. Luego

am − 1 = anq+r − anq + anq − 1 = anq(ar − 1) + anq − 1.

Como an−1|anq−1 = (an − 1)
(
1 + a + a2n + · · ·+ a(q−1)n

)
y an−1|am−1, entonces

an − 1|anq (ar − 1). Pero (an − 1, anq) = 1, luego an − 1|ar − 1 y dado que 0 ≤ r < n,
entonces r = 0.

Lema 7.7. Si Mp = 2p − 1 es primo entonces p es primo.

Demostración. Probaremos que si p no es primo tampoco lo es Mp. Es claro para
p = 1, pues M1 = 1 no es primo. Para p > 1 se tiene como consecuencia inmediata
del lema anterior si tomamos a = 2.

Teorema 7.8. n es un número perfecto par sii existe un primo p tal que Mp es primo
y n = 2p−1Mp.

Demostración. Consecuencia inmediata del lema anterior y el teorema 7.5.

Ejercicio 7.9. Demostar que si n es un número perfecto par, entonces 8n + 1 es un
cuadrado perfecto.

Demostración. Veamos en general que si m es de la forma m = 2k−1
(
2k − 1

)
entonces

8m + 1 es un cuadrado perfecto (y por lo tanto, por el teorema 7.5, se sigue que si
n es un número perfecto par, entonces 8n + 1 es un cuadrado perfecto). Sea m =
2k−1

(
2k − 1

)
, entonces

8m + 1 = 232k−1
(
2k − 1

)
+ 1 = 2k+2

(
2k − 1

)
+ 1 = 22k+2 − 2k+2 + 1 =

(
2k+1 − 1

)2
.

La demostración del ejercicio anterior nos lleva a la siguiente identidad:

Teorema 7.10. Sea n ∈ Z+, entonces 2n+2Mn + 1 = (Mn+1)
2.

Ejercicio 7.11 (The American Mathematical Monthly, Problema E1755,
[45]). Demostrar que 6 es el único número perfecto y libre de cuadrados.

Demostración. Sea n un número perfecto y libre de cuadrados. Como n es libre de
cuadrados su factorización como producto de primos es n = p1p2 · · · pm, en este caso
tenemos que

σ(n) = (p1 + 1)(p2 + 1) · · · (pm + 1) (1)

y como n es un número perfecto entonces

σ(n) = 2n. (2)
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Es claro que n debe tener dos o más factores primos (m ≥ 2) pues ningún primo es
un número perfecto, además n tiene que ser par, pues si n es impar en (1) se ve que
que 4|σ(n) y por (2) se tendŕıa entonces que 2|n siendo esto una contradicción.

Dado que n es par y perfecto, existe p primo tal que n = 2p−1Mp. Como n tam-
bién es libre de cuadrados necesariamente p = 2 y por lo tanto n = 6.

Ejercicio 7.12 (The American Mathematical Mounthly, Problema E3081,
[15]). Demostrar que un número perfecto n, con m diferentes divisores primos (ω(n) =
m), posee un factor primo menor o igual a m.

Demostración. Sea n = pα1
1 pα2

2 · · · pαm
m un número perfecto con m diferentes divisores

primos (recordemos que p1 < p2 < · · · < pm), supongamos que p1 ≥ m + 1. Como
pi ≥ p1 + (i− 1), se tiene que pi ≥ m + i, ∀ 1 ≤ i ≤ m.

Sabemos que σ(n) = (1 + p1 + · · ·+ pα1
1 ) · · · (1 + pm + · · ·+ pαm

m ), luego

σ(n)

n
=

(
1 +

1

p1

+ · · ·+ 1

pα1
1

)
· · ·
(

1 +
1

pm

+ · · ·+ 1

pαm
m

)
<

(
∞∑
i=0

1

pi
1

)(
∞∑
i=0

1

pi
m

)

<

m∏
i=1

(
1

1− 1
pi

)

=
m∏

i=1

(
pi

pi − 1

)
=

m∏
i=1

(
1 +

1

pi − 1

)
≤

m∏
i=1

(
1 +

1

m + i− 1

)
=

m∏
i=1

(
m + i

m + i− 1

)
=

2m

m
= 2.

Luego σ(n) < 2n, lo que contradice el hecho de que m es un número perfecto. Luego
p1 ≤ m.

Ejercicio 7.13. Sea n un número perfecto par. Demostrar que τ(n) = blog2 nc+ 2.
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Demostración. Sea n un número perfecto par. Sabemos que existe k primo tal que
n = 2k−1

(
2k − 1

)
con 2k − 1 primo. Por lo tanto τ(n) = τ

(
2k−1

)
τ
(
2k − 1

)
= 2k.

Sacando log2 a ambos lados de n = 2k−1
(
2k − 1

)
, tenemos que

log2 n = k − 1 + log2

(
2k − 1

)
= k − 1 + log2

(
2k

(
1− 1

2k

))
= k − 1 + k + log2

(
1− 1

2k

)
= 2k − 1 + α,

donde −1 = log2
1
2

< α = log2

(
1− 1

2k

)
< log2 1 = 0.

Aśı que τ(n) = log2 n+1−α. Como 0 < −α < 1 entonces log2 n+1 < τ(n) < log2 n+2.
De donde se tiene que τ(n) = blog2 n + 2c = blog2 nc+ 2.

Ejercicio 7.14. Demostrar que todo número perfecto par es un número triangular,
es decir un número de la forma m(m+1)

2
.

Demostración. Sea n un número perfecto par, luego existe k ∈ Z+ tal que

n = 2k−1
(
2k − 1

)
=

2k
(
2k − 1

)
2

.

Tomando m = 2k − 1 obtenemos el resultado deseado.

Lema 7.15. Para todo m ∈ Z+, se tiene que 6m ≡ 6 mod 10.

Demostración. Por inducción.

Para m = 1 es claro que el resultado se tiene. Supongamos que se cumple para
m y probemos que se tiene para m + 1.

6m+1 = 6 · 6m ≡ 6 · 6 = 36 ≡ 6 mod 10.

Lema 7.16. Para todo m ∈ Z+, se tiene que 16m ≡ 6 mod 10.

Demostración. Dado que 16 ≡ 6 mod 10, entonces 16m ≡ 6m mod 10. Utilizando el
lema anterior se obtiene el resultado deseado.

Teorema 7.17. Todo número perfecto par, su último d́ıgito en base 10 es 6 o 8.

Demostración. Si n es un número perfecto par, entonces n = 2p−1 (2p − 1) para algún
primo p. Si p = 2 entonces n = 6 y se tiene el teorema. Si p > 2 entonces p es de la
forma p = 4m + 1 o de la forma p = 4m + 3.



110 CAPÍTULO 7. NÚMEROS PERFECTOS

i) Si p = 4m + 1 entonces

n = 24m
(
24m+1 − 1

)
= 16m (2 · 16m − 1) ≡ 6 (2 · 6− 1) = 66 ≡ 6 mod 10.

ii) Si p = 4m + 3 entonces

n = 24m+2
(
24m+3 − 1

)
= 4 · 16m (8 · 16m − 1) ≡ 4 · 6 (8 · 6− 1) = 24(47) ≡ 4(7)

= 28 ≡ 8 mod 10.

Lema 7.18. Para k ∈ Z+ se tiene que

13 + 33 + 53 + · · ·+ (2k − 1)3 = k2
(
2k2 − 1

)
.

Demostración. Sea S = 13 + 33 + 53 + · · ·+ (2k − 1)3, sabemos que

13 + 23 + 33 + · · ·+ n3 =

(
n(n + 1)

2

)2

.

Tomando n = 2k − 1, obtenemos que

S + 23 + 43 + · · ·+ (2k)3 =

(
(2k − 1)(2k)

2

)2

S + 23
(
13 + 23 + · · ·+ k3

)
= k2(2k − 1)2

S + 8

(
k(k + 1)

2

)2

= k2(2k − 1)2,

de donde se tiene que

S = k2
(
4k2 − 4k + 1

)
− 2k2

(
k2 + 2k + 1

)
= k2

(
2k2 − 1

)
.

Ejercicio 7.19. Demostrar que para todo número perfecto par n mayor que 6, existe
k ∈ Z+ tal que

n = k2
(
2k2 − 1

)
= 13 + 33 + 53 + · · ·+ (2k − 1)3.

Demostración. La segunda identidad es el lema anterior, luego basta con probar que
si n > 6 es un número perfecto par entonces existe k ∈ Z+ tal que n = k2 (2k2 − 1).
Sabemos que n = 2p−1 (2p − 1) para algún p primo. De hecho como n 6= 6 entonces
p 6= 2, luego p es impar de donde p− 1 = 2α para algún α ∈ Z+. Tenemos que

n = 22α
(
22α+1 − 1

)
= (2α)2 (2 (2α)2 − 1

)
,

tomando k = 2α tenemos el resultado que estabamos buscando.
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Ejercicio 7.20.

a) Demostrar que si n es un número perfecto o un número abundante entonces nk es
abundante para todo entero k ≥ 2.

b) Demostrar que existen infinitos números abundantes.

Demostración.

a) Demostraremos el caso para n perfecto, para n abundante la demostración es
similar. Tomemos m = nk con k ≥ 2. Es claro que n es un divisor propio de m y
que por ser n perfecto, σ(n)

n
= 2. Luego aplicando el teorema 3.26, obtenemos que

σ(m)

m
>

σ(n)

n
= 2,

de donde se tiene que σ(m) > 2m. Es decir m es abundante.

b) Consecuencia inmediata de (a).

Ejercicio 7.21. Un número n es superperfecto si σ (σ(n)) = 2n. Demostrar que n
es un número superperfecto par sii n = 2r donde r es un entero positivo tal que
Mr+1 = 2r+1 − 1 es primo.

Demostración. ⇒) Sea n un número superperfecto par, n = 2rq donde q es impar y
r ≥ 1. Tenemos que

2r+1q = 2n

= σ (σ(n))

= σ (σ(2r)σ(q))

= σ
((

2r+1 − 1
)
σ(q)

)
.

Es decir
σ
((

2r+1 − 1
)
σ(q)

)
= 2r+1q. (1)

Si q > 1 entonces (2r+1 − 1) σ(q), σ(q) y 2r+1 − 1 son divisores de (2r+1 − 1) σ(q) y
por lo tanto

σ
((

2r+1 − 1
)
σ(q)

)
≥
(
2r+1 − 1

)
σ(q) + σ(q) +

(
2r+1 − 1

)
= 2r+1σ(q) + 2r+1 − 1

≥ 2r+1(q + 1) + 2r+1 − 1

= 2r+1q +
(
2r+2 − 1

)
> 2r+1q.
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Es decir
σ
((

2r+1 − 1
)
σ(q)

)
> 2r+1q. (2)

De (1) y (2) se llega a una contradicción. Luego q = 1, de donde se tiene que n = 2r

y en (1) se obtiene que

2r+1 = σ
(
2r+1 − 1

)(
2r+1

)
+ 1 = σ

(
2r+1 − 1

)
.

Por lo tanto 2r+1 − 1 es primo.

⇐) Si n = 2r con r entero positivo tal que 2r+1 − 1 es primo, entonces

σ (σ(n)) = σ
(
2r+1 − 1

)
= (2r+1 − 1) + 1

= 2r+1

= 2n.

Ejercicio 7.22. Diremos que n es un número superabundante si
∀k = 1, 2, . . . , n− 1 se tiene que

σ(n)

n
>

σ(k)

k

Demostrar que existen infinitos números superabundantes.

Demostración. Supongamos que existen un número finito de números superabun-
dantes, sea m el mayor de ellos. Es claro que ∀n > m se tiene que

σ(n)

n
≤ σ(m)

m

pues de lo contrario se puede encontrar un n mayor que m que también sea un número
superabundante. Luego se tiene que

σ(m)

m
≥ σ(k)

k
, ∀k ∈ Z+

lo cual contradice el lema 3.2. Se tiene entonces que existen infinitos números super-
abundantes.

Ejercicio 7.23. Sean k, n ∈ Z+ con n > 1. Diremos que n es k-hiperperfecto sii

n = 1 + k
∑
d|n

1<d<n

d.
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(Se entiende que para p primo,
∑
d|p

1<d<p

d = 0). Observe que los números 1-hiperperfectos

son los mismos números perfectos.

Demostrar que:

a) n es k-hiperperfecto sii σ(n) = n + 1 + n−1
k

.

b) Si n es k-hiperperfecto, entonces n ≡ 1 mod k.

c) Ninguna potencia de un primo puede ser k-hiperperfecto para algún k ∈ Z+.

d) Si n es k-hiperperfecto entonces todos los factores primos de n son más grandes
que k.

Demostración. a) ⇒)

n = 1 + k
∑
d|n

1<d<n

d = 1 + k(σ(n)− 1− n) = 1 + kσ(n)− k − kn,

luego σ(n) = n + 1 + n−1
k

.

⇐) Si σ(n) = n + 1 + n−1
k

, entonces k(σ(n)− 1− n) = n− 1, luego

n = 1 + k(σ(n)− 1− n) = 1 + k
∑
d|n

1<d<n

d.

b) Evidente a partir de la definición de número k-hiperperfecto.

c) Supongamos que existen p primo y α, k ∈ Z+ tales que pα es un número k-
hiperperfecto. Es claro que α 6= 1, pues de la definición de número k-hiperperfecto
se deduce fácilmente que un primo no puede ser k-hiperperfecto, luego α ≥ 2.
Vemos que

pα = 1 + k
(
p + p2 + · · ·+ pα−1

)
,

es decir
pα − pk

(
1 + p + · · · pα−2

)
= 1.

De donde se tiene que p|1, lo cual es una contradicción.

d) Supongamos que existe p primo tal que p|n y p ≤ k. Como p 6= n, pues un primo
no puede ser k-hiperperfecto, entonces n

p
es un divisor de n diferente a 1 y a n.

Luego

σ(n) ≥ n + 1 +
n

p
≥ n + 1 +

n

k
> n + 1 +

n− 1

k
= σ(n),

donde la última igualdad es debida a la parte (a). Como vimos, terminamos en
una contradicción.
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Caṕıtulo 8

Números de Fermat

En la presente caṕıtulo presentaremos algunas propiedades de los números de Fermat,
estos son números de la forma Fm = 22m

+1 con m ∈ N. Recordemos que si un número
de Fermat es primo, lo llamaremos primo de Fermat.

Lema 8.1. Sean a, n ∈ Z+ con a ≥ 2, tales que an + 1 es primo, entonces a es par y
n = 2m para algún m ∈ N.

Demostración. Supongamos que a es impar (a 6= 1 pues a ≥ 2), luego an + 1 ≥ 4 y
además an + 1 tiene que ser par, lo cual es una contradicción ya que an + 1 es primo.
Se tiene entonces que a es par.

Supongamos que n tiene un factor q impar mayor que 1 (n ≥ 3), luego n = kq
para algún k ∈ Z+ y por lo tanto

an + 1 = (aq)k + 1 = (aq + 1)
(
1− aq + · · · − a(k−2)q + a(k−1)q

)
.

Dado que k ≥ 3, entonces ambos factores son mayores que 1, contradiciendo la
hipótesis de que an + 1 es primo. Luego n no tiene factores impares mayores que
1, es decir n = 2m para algún m ∈ N.

Ejercicio 8.2. a) Demostrar que para n ∈ Z+ se tiene que

F0F1F2 · · ·Fn−1 = Fn − 2.

b) Utilizando la parte (a), demostrar que (Fm, Fn) = 1 si m 6= n.

c) Demostrar que todo número de Fermat Fn con n ≥ 1 es de la forma 6k − 1.

Demostración.
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a) Por inducción. Del hecho de que F0 = 3 y F1 = 5 se puede ver que se cumple para
n = 1. Supongamos que se cumple para n y probemos que se tiene para n + 1.

Vemos que

F0F1F2 · · ·Fn−1Fn = (Fn − 2) Fn

=
(
22n − 1

) (
22n

+ 1
)

= 22n+1 − 1

=
(
22n+1

+ 1
)
− 2

= Fn+1 − 2.

b) Sean m, n ∈ Z+ con 0 ≤ n < m y (Fm, Fn) = d. Es claro que d 6= 2, pues los
números de Fermat son impares. Utilizando la parte (a) vemos que

F0F1 · · ·Fn · · ·Fm−1 = Fm − 2.

Dado que d|F0F1 · · ·Fn · · ·Fm−1 y d|Fm, entonces d|2, pero como d 6= 2, se tiene
que d = 1.

c) Basta demostrar que 6|Fn + 1. Para n = 1 es evidente, para n > 1 vemos, por la
parte (a), que

Fn + 1 = F0F1 · · ·Fn−1 + 3 = 3 (F1 · · ·Fn−1 + 1) ,

de donde es claro que 6|Fn + 1 pues la parte dentro del paréntesis es par.

Ejercicio 8.3.

a) Demostrar que para n entero positivo, se tiene que Fn = (Fn−1 − 1)2 + 1.

b) Demostrar que para n ≥ 2, se tiene que Fn = F 2
n−1 − 2 (Fn−2 − 1)2.

Demostración.

a) (Fn−1 − 1)2 + 1 =
(
22n−1

)2

+ 1 = 22n
+ 1 = Fn.

b) Es claro que (Fn−2 − 1)2 = Fn−1 − 1, luego

F 2
n−1 − 2 (Fn−2 − 1)2 = F 2

n−1 − 2 (Fn−1 − 1)

= F 2
n−1 − 2Fn−1 + 2

=
(
F 2

n−1 − 2Fn−1 + 1
)

+ 1

= (Fn−1 − 1)2 + 1

= Fn.
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Teorema 8.4. Para n ≥ 2 se tiene que el último d́ıgito de Fn en base 10 es 7.

Demostración. Por inducción. Es claro que se cumple para n = 2, pues F2 = 222
+1 =

17 ≡ 7 mod 10. Supongamos que se cumple para n (con n ≥ 2) y probemos que se
tiene para n + 1.

Por hipótesis de inducción tenemos que Fn = 22n
+ 1 ≡ 7 mod 10. Vemos entonces

que

Fn+1 = 22n+1

+1 =
(
22n)2

+1 =
[(

22n

+ 1
)
− 1
]2

+1 ≡ (7−1)2+1 = 37 ≡ 7 mod 10.

Teorema 8.5. Si existen n > 0 y a, k ∈ Z+ tales que Fn = ak, entonces k = 1. Es
decir, ningún número de Fermat es una potencia perfecta.

Demostración. Es claro que F0 = 3 no es una potencia perfecta, entonces podemos
suponer n > 1. Si Fn = ak, de la identidad Fn = (Fn−1 − 1)2 + 1 vemos que k no
puede ser 2 (y por lo tanto k no puede ser par), pues los dos únicos cuadrados perfectos
consecutivos son 0 y 1. Luego k tiene que ser impar (a también es impar pues Fn es
impar). Vemos que

22n

= Fn − 1 = ak − 1 = (a− 1)
(
ak−1 + ak−2 + · · ·+ 1

)
.

Como ak−1 + ak−2 + · · ·+ 1 es impar y al mismo tiempo divide a 22n
, entonces ak−1 +

ak−2 + · · ·+ 1 = 1, de donde se tiene que k = 1.

Ejercicio 8.6. Demostrar que para n > 1, Fn no se puede expresar como la suma de
dos primos.

Demostración. Si existiese algún Fn que se pudiese expresar como la suma de dos
primos, al ser Fn impar, uno de ellos tiene que ser 2 y el otro igual a Fn − 2. Pero

Fn − 2 = 22n − 1 =
(
22n−1 − 1

)(
22n−1

+ 1
)

es compuesto para n > 1.

Ejercicio 8.7. Demostrar que ϕ(n) = 2r para algún r ∈ N sii n = 2α o n =
2αFi1Fi2 · · ·Fis con α ∈ N y Fi1 , Fi2 , . . . , Fis primos de Fermat.

Demostración.

⇒) Si n = 1 es claro que es de la forma n = 2α (α = 0).

Sea n = pα1
1 pα2

2 · · · pαm
m tal que ϕ(n) = ϕ (pα1) · · ·ϕ (pαm) = 2r para algún r ∈ Z+.
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Para i ∈ {1, . . . ,m} se tiene que ϕ (pαi
i ) |2r, luego ϕ (pαi

i ) = 2t para algún t ∈ Z+.
Como

ϕ (pαi
i ) = pα−1(pi − 1) = 2t, (1)

entonces:

i) Si αi > 1 entonces (1) solo tiene sentido si pi = 2.

ii) Si α = 1 entonces en (1) se ve que pi − 1 = 2t, es decir pi = 2t + 1. Pero por el
lema 8.1, 2t + 1 solo es primo si t = 2m para algún m ∈ N. Luego pi = 22m

+ 1.

De i) y ii) se deduce que n es de la forma n = 2α o n = 2αFi1Fi2 · · ·Fis .

⇐) Si n = 2α entonces ϕ(n) = 1, si α = 0 y ϕ(n) = 2α−1, si α > 0.

Si n = 2αFi1Fi2 · · ·Fis con α > 0 entonces

ϕ(n) = ϕ (2α) ϕ (Fi1) ϕ (Fi2) · · ·ϕ (Fis)

= 2α−1 (Fi1 − 1) (Fi2 − 1) · · · (Fis − 1)

= 2α122i122i2 · · · 22is
.

Si α = 0 por un procedimiento análogo llegamos a que ϕ(n) = 22i122i2 · · · 22is
.

En todos los casos es claro que ϕ(n) = 2r para algún r ∈ N.
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