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RESUMEN

En el presente trabajo se describe el proceso de identificacion y control adaptativo de un
helicoptero de dos grados de libertad.

Se plantea una metodologia de identificacion de sistemas multivariable. A su vez se
crea un control adaptativo utilizando representacion por pseudoestados. Se realizan
las implementaciones de dichos algoritmos en el entorno LabVIEW vy se evalla su
desempefio sobre un modelo real de un helicéptero de dos grados de libertad.



INTRODUCCION

La identificacion de sistemas permite obtener modelos que representan el
comportamiento real de uno o varios sistemas. Dichos modelos se obtienen a partir del
analisis en tiempo real de las entradas y las salidas de dicho sistema y permite establecer
parametros requeridos posteriormente en el sistema de control.

La necesidad de controlar sistemas multivariable ha ido incrementando sustancialmente a
causa del avance de la tecnologia y la sofisticacion de los sistemas, las aplicaciones
industriales y la automatizacion ha migrado a los sistemas MIMO (mudltiples entradas,
multiples salidas), en los ultimos tiempos. El estudio de metodologias para la
identificacion y control de sistemas MIMO es un problema actual y de gran importancia
para la comunidad cientifica.

Los helicopteros a escala son un modelo de vehiculo aéreo no tripulado que han causado
un gran interés a la comunidad cientifica, gracias a la gran influencia de los efectos
aerodinamicos, al alto grado de interaccion de sus variables y a sus caracteristicas no
lineales, que hacen que estos sistemas sean dificiles de controlar. Debido a esto sin una
teoria de control bien desarrollada no se podrian tratar estos dispositivos de manera

inteligente. [1]

En este proyecto se pretende identificar el sistema de manera MIMO, para establecer una
estrategia de control adaptivo por pseudoestados, el cual ofrece grandes ventajas debido
a que se asemeja a un modelo discreto lineal en el espacio de estados, Ademas, dicha
representacion requiere un nimero de variables mucho menor en los vectores de estado
gue otras representaciones y es por eso que es mas facil relacionar variables fisicas o de
real interés con esta representacion.[8]



Capitulo 1

Descripcion y modelo
matematico

A continuacion se muestra una descripcion matematica de un helicdptero de dos grados
de libertad donde se muestran las ecuaciones que rigen el comportamiento de los
diferentes elementos del sistema y los parametros generales de operacion.

1.1 Helicéptero de dos grados de libertad

Un helicéptero de dos grados de libertad es un mecanismo que consta de un cuerpo o
estructura que esta sujeta a una base central, sobre la cual se generan dos movimientos
angulares, uno sobre el eje z llamado w y el otro sobre el eje x llamado 6. En cada
extremo del cuerpo del helicoptero se encuentra un motor con una hélice acoplada, los
cuales son los encargados de generar el empuje necesario para mover el sistema.

Estos mecanismos son de gran interés para los estudios de control, debido a la gran
influencia de los efectos aerodinamicos, al alto grado de interaccion de sus variables y a
sus caracteristicas no lineales. Presentando asi un reto para los ingenieros, los cuales
deben disefar técnicas de control robustas que permitan regular estos sistemas.



l Mgg + Mgy + Mg

Figura 1.0 Helicéptero de dos grados de libertad. [2]

1.2 Ecuaciones del sistema

A pesar de que para el desarrollo de este proyecto no es necesario conocer el modelo
dinamico del sistema, se hace uso de este para mostrar la complejidad del mecanismo a
controlar.

El modelo que se muestra a continuacion es tomado del manual del helicéptero de dos
grados de libertad distribuido por la empresa “feedback instruments limited” (ver figura
1.0). En este se describe el helicoptero mediante un sistema de ecuaciones no lineales,
en las cuales se encuentran todas las caracteristicas electromecénicas de la planta.

Para el movimiento rotacional alrededor del eje z, se presenta la siguiente sumatoria de
momentos.

Iy W = M; — Mpg — Mpy — Mg — Mg, (1.0)

Donde I,corresponde al momento de inercia del rotor vertical. Los momentos que
intervienen en la ecuacion (1.0), se muestran a continuacion.

e Caracteristicas no lineales del motor 1 (M,)



M1 = a1 * le + b1 * T1 (11)

Donde a; y b; son caracteristicas estaticas del sistema y T;se expresa en la
ecuacion (1.6).

¢ Momento gravitacional (Mgg)
My =Mg* sinw (1.2)
Donde M es el momento de gravedad.
e Momento de las fuerzas de friccion (Mgw)
Mgy = Biw * W + B,y * sign(w) (2.3)
Donde B;,, Y B,,, son parametros funcion del momento de inercia.
e Momento de giro (Mg)
Mg = Kgy, * My * 0 * cos(W) (1.4)
Donde K, es un parametro de momento de giro

e Momento de reaccion (Mgy)

. Mpg4(t k Kkc1*T, s
Tpa Tpa Tpa
Donde Tj,; y Ty, son parametros del momento de reaccion y K., corresponde
a la ganancia del momento de reaccion, mientras que T, se expresa en la

ecuacion (1.11).

Las caracteristicas del motor 1 son aproximadas mediante un modelo de primer orden
representado por la ecuacion (1.6).

T, = — 3% « T () + 22 uy (V) (1.6)
T11 T11

Donde T,, y T;; son parametros denominadores del motor 1 y k,
corresponde a la ganancia. Mientras que u, (t) es una entrada del sistema.

Para el movimiento rotacional alrededor del eje X, se presenta una ecuacion de momentos
similar a la anterior.

Iz*ézMZ_MBQ_MRZ (17)



Donde I, es el momento inercial del rotor horizontal. Los momentos que intervienen en la
ecuacion (1.7) se muestran a continuacion.

e Caracteristicas no lineales del motor 2 (M)
M, =a,*TZ +b, *T, (1.8)
Donde a, y b, son caracteristicas estaticas del sistema y T,se expresa en la
ecuacion (1.11).
¢ Momento de las fuerzas de friccion (Mgeg)
Mg = Byg * W + By * sign(6) (2.9)
Donde B,y Y B, son parametros funcién del momento de inercia.

e Momento de reacciéon (Mgy)

. Mpgo(t k ko *T, d

My (t) = — MR8 4 ke g (g 4 KeoToz (1.10)
sz sz TpZ

Donde Ty, y Ty, son parametros del momento de reaccion y K., corresponde

a la ganancia del momento de reaccion, mientras que T, se expresa en la

ecuacion (1.6).

Caracteristicas del motor 2, al igual que el motor 1 presenta un modelo aproximado de
primer orden.

Ty = 22 5 1, (6) — 22 % Ty (1) (1.11)
T21 Tz21
Donde T,, y T,; son parametros denominadores del motor 2 y k,

corresponde a la ganancia. Mientras que u,(t) es otra entrada del sistema.



1.3 Modelo no-lineal

A partir de las ecuaciones descritas anteriormente se plantea el modelo no lineal que
describe el comportamiento y la dinamica del sistema.

Reemplazando las ecuaciones (1.1), (1.2), (1.3), (2.4) y (1.5) en la ecuacion (1.0) se
obtiene.

ay*T{ +by¥T; —Mg*sin w—Byy*W—Bay xsign(w)
; I
W = (1.12)

—Kgy*ayxTEx0xcos w—Kgy xby xTy x0xcos w—Mpq
Iy

Reemplazando la ecuacién (1.11) en la ecuacion (1.5)

. K K 4 %Tn4 *T Ko%Ky *T,
MR1=__+(L1_M)*T2+C1—202*112(15) (1.13)
Tp1 Tp1*T21 Tp1*T21

Reemplazando la ecuacion (1.6) en la ecuacién (1.10)

. Mg K, K2 *#Tgo *T; Ko%K *T,
MRZ - _ 2 + (LZ _ c27102 10) * Tl + c2 17402 * ul(t) (1.14)
Tp2 Tp2 Tp2+#T11 Tp2+T11

Reemplazando las ecuaciones (1.7) y (1.8) en la ecuacion (1.6)

a*T#+by*Ty—Bg*W—Byg*sing(8)—Mp,
I

6 =

(1.15)

Organizando el modelo mediante el uso de variables auxiliares se puede reescribir el
comportamiento de la planta como una serie de ecuaciones diferenciales de primer orden
no lineales, que representan el modelo de estados.

Xy =w (1.16)

ay#x2+by*xsg —Mg*sin X1 —B1yw*X—Baw*sign(x;)
Iy

Xy = (1.17)

—Kgy*al*xé*xﬁcos xl—Kgy*bl*xs*x4*cos xX1—X7
Iy

X3 = b (1.18)

2 .
. A1*XE+by*Xg—B1g*X2—Bog*sign(xs)—x
X, = 1*¥*Xg+D2*Xe—519*¥X2—529*SLg 4 8 (1_19)

I




. T K
Xg = — =2k Xg +——*U (1.20)
5 5 1
T11 T11
. T. K.
Xg = — 22k Xg + == * Uy (1.21)
T21 T21
. 1 Kc1 Ke1*¥To1*T20 Kc1*K2*Toq
x7__T_*x7+(T__T)*x6+7*u2 (1.22)
p1 p1 p1*T21 p1*T21
. 1 K, K2 *Tg2 *T; Koz %K1 *T,
x8 — __*x8 + LZ_ c271027110 *X5 + c2 17401 *ul (123)
Tp2 Tp2 Tp2*T11 Tp2*T11
Donde
e X =W X1 =W =2x,
® xz = .X:Z =
® x3 = 9 .X:3 = 9 = X4_
L] x4 = 9 .X:4, == 9
® X5 = T1 X5 = T1
* xg=T1, Xe =T
® Xy =Mp X7 = Mgq
* Xxg = Mp; Xg = Mg,

1.4 Modelo lineal

Se linealizan las ecuaciones (1.16), (1.17), (1.18), (1.19), (1.20), (1.21), (1,22) y (1.23)
alrededor del punto de operacion cero, para obtener un sistema multivariable expresado
mediante ecuaciones de estado lineales.

AxX, = Ax, (1.24)
A, = bl*Axs—Blw*AJIclz—Mg*Axl—Ax7 (1.25)
Ax; = Ax, (1.26)
A%, = —Axg+by*Axg—B1g*Axy (1.27)

I

A5 = =20 % Axg + =2+ Ay (1.28)
11

11



. T K
Axg = — 2% Axg + == * Au,
Tz1

T21
. K, K1 xTo1*T: 1 Ko1Ky *T
Ax7 — (Ll_ c17101 20) * Ax6 - x AX7 + cl 27102 * Auz
Tp1 Tp1*T21 Tp Tp1*T21
. K Ko xToo*T: 1 Koo %K1 *T,
Axg — <£_ c27102 10) % Axs —_ % Ax'7 + c2 17402 % Aul
Tp2 Tp2+T11 Tp2 Tp2*T11

(1.29)

(1.30)

(1.31)



Capitulo 2

ldentificacidn de sistemas
MIMO

En este capitulo se concentra toda la contextualizacion para la identificacion de sistemas
MIMO que se usaron en el desarrollo del proyecto. Un complemento de la teoria
mostrada a continuacion se presenta en el apéndice A.

2.1. Representacién de sistemas MIMO

La representaicion de un sistema discreto multivariable con p salidas y | entradas con
oprador de retardo r puede ser de la forma.

A(r~Hylk] = B~ HulK] (2.0)
Donde A esta dado por

Ar 1) =A0 + A1(r™Y) + A2(r™®) + ___ + An(r™™) (2.1)

Y B esta dado por

B(r™') = Bi(r™Y) + B2(r™2) + ___ + Ba(r™) (2.2)



con n = my donde A; es de dimension p x py B; de dimension p x |, y donde las entradas
u corresponden a un vector de dimension | x 1 y las salidas y corresponden a un vector de

dimension p x 1 de la forma

vl [k] rullk

V2 [k] u2[k]
yiK]=| D ulKl=|

yp k]! Lug [k]]

Si Ao= 1 con | siendo la matriz identidad, se obtiene

I+ A1)+ +An@™™)] = [B1@™) +---

ykl=Biuk-1]+---+Bmulk-m]- Aryk -1]---- - Anyk-n]

Donde A; y B, son de la forma:

- i i i -
aj; Qi . Qp bi4

i i i i

. la a e a . _ b
T e 2p |, Bi = |“21
al, d at :
Lp1 Yp2 - Ypp- - pl

i
b12

b

i
22
i
p2

+ Bm (™ ")]ulk]

by
b2

i

pl

(2.3)

(2.4)

(2.5)



De las ecuaciones (2.5) y (2.3) se puede expresar la salida yj en términos de las
entradas y las salidas anteriores como:

yi = aiyilk — 1]+ ajy,[k — 1] + -+ aj,yp[k — 1] + afyys [k — 2]
+any,[k —2] 4 -+ aizpyp[k = 2]+ +ahy[k—1]+
appy: [k —nl + al,y,[k —n] + bjiu [k — 1] + bhu,[k — 1] + -
+bju [k — 1] + bAu [k — 2] + bAu,[k — 2] + -+ biw [k — 2] + -
+b/tuy [k — m]+bJu,[k —m] + -+ bjlw [k — m] (2.6)

2

De la ecuacién (2.6) se observa que el modelo DARMA de la ecuacién (2.0), es posible de
expresar como:

y[k] = E)I @k —-1]; k=0 (2.7)

En donde la matriz 87 denota la transpuesta de 8, siendo esta una matriz conformada por
los parametros de las matrices A(qg~1)y B(g™1), por lo tanto el tamafio de 8 es de
(I* m+p = n)* p, estoes:

1 m 1 m 1 n e A1 e —(qt
I[bn 11 o by o by —agy - —agy Aip A1p ]l
1 m 1 m 1 n e A1 e —qnt
T = |b21 o byy o by e 21 —Qz1 - —az A2p A2p | (2.8)
1 m 1 m 1 _on . g1 .. _gn J
bpl cee p1 cee bpl cee pl _apl apl app app .

@[k — 1] es un vector de dimension (I *m + p xn) x 1 y contiene los valores de las
entradas y las salidas anteriores:



(yalk — 11
Yp [ki— 1]
Y1 [ki— n]
Yp [k:— n]
Ok —1] = s
uq [k —1]
uﬂki—ﬂ
uy [k — m]
L, [k _ m]

(2.9)

2.2. Esquemas de estimacion en linea

El objetivo de la identificacion en linea es encontrar los parametros del sistema
basandose en los valores anteriores de las entradas Yy salidas, la matriz de
parametros estimados O[k] tambien es calculada a partir de la matriz anterior de
parametros estimados B[k — 1], como se muestra en la siguiente ecuacion:

Okl =6k - 1] + M[k — 1]db[k — 1]e[k] (2.10)
Donde Mk - 1] denota la ganancia del algoritmo (posiblemente es una matriz) y

e[k] es un vector de los errores de estimacion de las salidas, y es de la forma

elk] = y"[k] - y™"[K] (2.11)



El vector y[k] se calcula a partir de la matriz de pardametros obtenidos en la
identificacion anterior y el vector de entradas y salidas pasadas

y' k] = 67k — 1]" [k — 1] (2.12)

La ecuacion (2.10) muestra un algoritmo que permite calcular los parametros del
sistema en cada nuevo instante de muestreo, es decir, es posible implementarlo en
linea.

La ganancia de la ecuacion (2.10) puede ser motivada por diferentes funciones
objetivo, en las siguientes secciones mostraremos varios algoritmos que se
desprenden de esta ecuacion.

2.3. Minimos cuadrados

El método de minimos cuadrados es aplicado a una gran variedad de problemas.
Este es particularmente simple si el modelo matematico puede ser escrito en la
siguiente forma:

Yl = @100 + @apge9 + -+ Cupgeg = @' [110° (@13)

Donde y es la variable observada, 89, 89 .... 8% Son los parametros del modelo a

determinar, @1, @2,..... ¢@n son funciones conocidas que pueden depender de otras
variables conocidas.

El modelo es indexado por la variable i, esta denota tiempo o numero de la muestra.

Las variables (i son llamadas variables de regresion, y el modelo descrito en la ecuacion
(2.13) es también llamado modelo de regresion.



Si extendemos este modelo a la representacion de sistemas descrito en la seccidn
anterior, tenemos:

[i] = —Aqlilyli — 1] — - =Aplilyli = n] + Bi[i]uli — 1] + - + By [i]u[li —m] = 0'0[i — 1]
(2.14)
Los pares de observaciones y variables de regresion {(y[i], @[i — 1]),i = 1, 2, .., k}

pueden ser obtenidos de forma experimental. ElI problema es determinar los
parametros de tal manera que las salidas calculadas a partir del modelo de la
ecuacion (2.14) sean tan iguales como sea posible con respecto a las variables
medidas Yy[i] en el sentido de los minimos cuadrados. Es decir, los parametros®
deben ser elegidos de tal manera que minimice la funcién de costo.

V(0,0) =5 XK (li] = 070 — 1])2 (2.15)

Debido a que las medidas de las variables son lineales en los pardmetros 6 vy el criterio
de los minimos cuadrados es cuadratico, el problema admite una solucién analitica.
Introduciendo la notacibn y conn=m



[-y(n )T =y(n ). —y(O"  u@” u(n-D".. —u(@®)" ]
¢[k]:|—y[n'+ 117 —y [ n]T::: —y(Z)T u[n-.l-l]T u(r.l)T . —u(Z)T |

e+ 11—y [ 7 I —ylk — nlTlk — 17 ulk — 217 *—ulk — n]"

o))"

oIk = | On+ 1

o[k] — 17

Donde los errores e[i] son definidos por:

elil = ylil = y"[i] = ylil — 6" @[i — 1] (2.16)

Con estas notaciones la funcién de costo (2.15) puede ser reescrita como

. 1 . 1 1
V(6,1) =5 Xinselil* =S ETE =~ ||E||? (2.17)



Donde E puede ser escrito como:

E=Y-y =y— 36

La solucion al problema de minimos cuadrados esta dada por el siguiente teorema.

La funcion de la ecuacion (2.15) es minima para parametros 6~ tal que

dTPO” = PTY (2.18)

Si la matriz dT P es no singular, el minimo es Unico y esta dado por

0" = (P P)"1PTY (2.19)

2.3.1. Formarecursiva

Cuando se implementa un control adaptativo, las muestras se obtienen de forma
secuencial y en tiempo real. En este sentido, con la intencion de ahorrar tiempo de
procesamiento en el computador y de realizar implementaciones en linea es necesario
tener todos los algoritmos en ecuaciones de forma recursiva. La ecuacion de estimacion
de minimos cuadrados puede ser cambiada de tal forma que el resultado obtenido en k-1
pueda ser utilizado para obtener la estimacion en el tiempo k. Si 67k - 1] denota la
estimacion por minimos cuadrados basada en k - 1 mediciones.

Asumiendo que la matriz 7 es no singular para todo k. Se deduce de la definicién de
P[K] en la ecuacién (2.16) que:



-1

k
Pkl = 7 [kI$lK] = ( D dli-11ali- 1]T>

k
> 0l = 119l - 117 + dlk — 11l — 117

i=n+1

= Pk —1] + [k — 1]d[k — 1]7

(2.20)

Los parametros estimados 07[k] es dado por la ecuaciéon (2.19) y puede ser escrita como:

k -1,k
6 (K] = (Z dli = 119[i - 1]T) (Z dli - 1]y[t]T>

i=n+1 X i=n+1
= P[k]( > dli- 1]y[i]T)
i=n+1
= PIKI(ZK s &Li — Ly[i7 +0[k — 1y[k]")  (2.21)
De las ecuaciones (2.20) y (2.21), tenemos:
k-1
Z O — 11y[i]” = P~1[K — 1] 0°[K — 1] = P~ [K]0"[K — 1] — @ [K — 1] [K — 1]76"[K — 1]
(2.23)

i=n+1



La estimacion en el tiempo k es entonces:

0 [k] = 0 [k—1]—P[klO[k — 1]0[K — 1]"0[k — 1] + [k — 1], [K]"
=0 [k — 1] + P[K]9[k — 1] [y[k]T — 0[K — 1] [k — 1]]
=0 [k—1] +K[k]e[k]" (2.24)

Donde
K[k] =P[klo[k —1] y e[k]" = y[k]T — o[k — 1]T 07[K — 1]

Para continuar, es necesario encontrar una ecuacion recursiva para P[k] o0 mas bien de su
inversa (2.21); para ello se utiliza el siguiente lema.

Sean A,CyC '+ DA'B matrices cuadradas no singulares. Entonces
A+ BCD A es invertible, y

(A+BCD) 1= A"'-A"'BC"'+ DA'B1DA™!

Aplicando el lema 1.3.1 a P [k] y usando la ecuacién (1.21), tenemos:

P[K] = (P[K —1]" + @[k — 1]8[K — 1]") !

= P[K — 1] — P[k — 1]@[k — 1][I + @[K — 1]" P[k — 1]0[K — 1] ]"* @[K — 1]" P[k — 1]

(2.25)



Lo que implica que:
K[k] = P[k]®[k — 1] = P[k — 1]@Q[K][I + O[k — 1]"P[k — 1]0[k — 1]] ~* (2.26)
Y por consiguiente:

0kl = 6 [k—1]

+P [k — 110[k — 1][I + @[k — 1]"P[k — 110[k — 1]] “*(Y[k]" = @[k — 117 O [k — 1]) (2.27)

Plk] = P[K — 1]

—P [k — 1]@[k — 1][I + @[k — 1]"P[k — 1]0[k — 1]] *0[k — 1]"P[k — 1] (2.28)

Las ecuaciones anteriores resultan de asumir que la matriz ¢[k] es de rango
completo, esto es, ¢ [k]"P[k] es no singular para todo k = kQ.

Ahora, revisemos el @[k-1]"P[k-1]P[K - 1] @ [k - 1], las dimension de @ [k - 1] es un
vector de (p*n +1+m) x1, P [k- 1] es una matriz de (p*n +|+*m) x (p*n +1+m), por
consiguiente el término el @[k-1]"P[k-1]P[K-1] @ [k — 1] es un escalar; lo que
implica que las ecuaciones (2.27) y (2.28) pueden ser escritas como

Pk — 1]k — 1] ) TA
1+ @[k — 1]7P[k — 1]0[k — 1] (Y[k] — @[k —1]"0[k — 1])

Okl = 0[k—-1]+

(2.29)



Plk — 1]¢[k — 1]@[k — 1]"P[k — 1]
1+ 0[k —1]TP[k — 1]0[k — 1]

P[k] = P[K — 1] —

(2.30)



Capitulo 3

Control por realimentacion
en espacio de estados

La representacion en modelo de espacio de estados se presenta en diversos entornos,
principalmente en sistemas MIMO. Seguidamente se mostraran varios enfoques para el
disefio de controladores por realimentacion modelados en espacio de estados. En primer
lugar se resolverd el problema de regulacién; en segundo lugar, se implementara un
esquema de control con ganancia en lazo directo para el seguimiento de referencia y por
altimo se mostrara un diagrama con accién integral. Para las tres arquitecturas, el
problema de disefio es el de seleccionar las ganancias de realimentacién que cumplan
con las propiedades deseadas de un control, especialmente el tiempo para llegar a la
referencia y el maximo sobrepaso.

3.1. Representacion por pseudoestados

Considere un sistema MIMO lineal e invariante representado es su forma DARMA
(ecuacion (2.7)), este modelo es representado como:

ylk] = 6'p[k]

La ecuacion (3.1) puede ser encontrada, esta ecuacion relaciona el vector @[k] con @[k -
1]y ulk]



0... 0 0 0. 0 0 I
[... 0 0 O0.. O 0 0
.0 0 0 0 0 :
0. I 0 0O - 0 0 :
®[k] — Bl...Bm_le_Al' _An—l_An @[k - 1] + 8 u[k]
00 0 I 0 0 :
070 0 i " 0 0 ;
L0 0 0 O I 0 e

(3.1)

La ecuacion (3.1) se puede interpretar como un modelo en espacio de estados, donde
los estados del sistema son los elementos que componen el vector o[k — 1], si
tomamos xa [k] como el vector de estados, es decir, xa [K] = @[k — 1] se tiene el siguiente
modelo de espacio de estados.

0... 0 0 0 .. O 07 -

[... 0 0 0.. O 0 0

:. 0 0 0 0 0 :
vkt 0= 15 5 0 d,| el + [0]ult

070 0 I 0 0 :

0 0 0 i ~ 0 0 ;

L0 0 0 O I 0 - e

(3.2)

ylk] = 67x,[K] (3.3)



El modelo representado con las ecuaciones (3.2) y (3.3) se conoce como modelo por
pseudoestados, este presenta una ventaja frente a otros a la hora de desarrollar
metodologias de control, esto dado al conocimiento completo de los estados, por tanto no
se hace necesario el célculo de un observador.

3.2 control en espacio de estados

Se define un modelo de representacion de la forma:
x[k + 1] = Fx[k] + Gu[k] (3.4)

y[k] = Cx[k] (3.5)

Para diseflar un controlador en espacio de estados es necesario verificar que el
sistema sea controlable o alcanzable.

Controlabilidad: “El sistema representado en las ecuaciones (3.4) y (3.5) es controlable
si, si es posible encontrar una secuencia de control tal que el origen (x[k] = 0) pueda
ser alcanzado desde cualquier estado inicial en un tiempo finito”. (6)

Alcanzabilidad: “El sistema representado en las ecuaciones (2.4) y (2.5) es
alcanzable, si es posible encontrar una secuencia de control tal que un estado
arbitrario pueda ser alcanzado desde cualquier estado inicial en un tiempo finito”. (6)

Se define la matriz de controlabilidad como:
Wc =[G FG ... F*1G

El sistema representados en las ecuaciones (3.4) y (3.5) es alcanzable si y solo si la
matriz W ¢ es de rango completo (rango n en sistemas SISO). (6)



3.3 Problema de regulacién de estados

x[k + 1] = Fx[k] + Gulk] y[ﬂl]
ylk] = Cz[k]|

x|k|

Figura 2.0 Diagrama de bloques para la regulacion de estados

Una forma sencilla e intuitiva de llevar los estados del sistema al punto de operacion (x[K]
= 0) es aplicar una entrada proporcional a los estados pero de signo contrario. Es decir,
en el ciclo cerrado que se muestra en la figura 2.0 cuando el vector de referencia es cero
(r[k] = 0) el sistema siempre debe de ir al punto de operacion x[k] = 0.

La regulacion de estados usa la siguiente ley de control:

ulk] = —Kx[k] (3.6)

Donde K es la ganancia de realimentacion y una matriz del nimero de entradas por el
namero de estados, por ejemplo, si la representacion estd dada en pseudoestados K es
de dimensiones | x (I * m + p = n).

Es posible calcular la matriz de ganancia de realimentacion K de diferentes maneras, el
método que se utilizara en este documento es el método por asignacién de valores
propios.



3.4 seguimiento de referencia

3.4.1 seguimiento de referencia por accién integral

ik > WKl o1 Z pa e cai]l YK
e;[k+ 1] = e;[k] + e[k] —hf’;[ ] K.r” ,@_@ u[ ] » I.";E;}—:I;E[.;icuﬁ] y[ ] >
A

rlk| < K
) S

Figura 3 Diagrama de bloques para el seguimiento de referencia con accién integral

En este caso la figura 3.0 muestra un diagrama de bloques que permite seguir la
referencia y ademas tiene un rechazo a las perturbaciones. Este enfoque puede verse
como una generalizacibn de un control proporcional e integral (Pl) [9]. El punto de
partida es el de incluir en el vector de estados el vector de los errores de control
e[k] = r[k] — y[k]. Realmente se usa la integral del error de control, el cual describe el
error acumulado. Si denotamos el error acumulado como ei [K], y se puede encontrar
como:

eilk — 1] = e;[k] + e[k] (3.17)



x|k

El vector de estados aumentado es le [k]] por lo tanto la ley de control toma la forma:
i

ulk] = —[k — k;] [x_[k]] 3.1

Donde K es la ganancia de realimentacion y Kj es la ganancia asociada
con ejlk]. El modelo de espacios de estado aumentado es:

k+1]

OH ’I‘(l [g] [u[k]] + [(I)]r[k] (3.19)

Si sustituimos la ley de control (ecuacion (3.18)) se puede obtener la ecuacion
del sistema en lazo cerrado.

e[k +1]] ([—C 1] [0] (K K] [ k] [ (3.20)
De igual forma que en la seccion 3.3 la matiz Ko = K -K; se calcula de tal

forma que el sistema en lazo cerrado tenga la respuesta deseada, esta matriz es
encontrada por el método de asignacién de valores propios.



3.5 Control 6ptimo (calculo de k y ka)

El calculo de la ganancia de realimentacién o de la ganancia de realimentacion
junto con la ganancia de accion integral, por el método de control 6ptimo permite
generar una ley de control que es capaz de desacoplar un sistema acoplado [15].

Si se tiene una ley de control de la forma
ulk] = —kx,[k] (3.21)

Donde X, [k]es un vector con los estados del sistema mas los errores acumulados
de las salidas que se desean controlar.

k) = (3]

Entonces la ecuacion de lazo cerrado esta dada por:
xlk + 1] = (F, — GgK)x k] + E,r (3.22)
Donde EX = [0 I]

El objetivo es entonces asignar una matriz Q diagonal cuadrada donde
su dimensién dependera del nimero de estados del sistema, se define
una matriz R diagonal para la cual su dimension dependera del nimero de
entradas del sistema. Ambas matrices son matrices de restriccion y deben
ser positivas semidefinidas.



oo 0
P ] (3.23)

Donde n es el numero de estados y p el numero de entradas del sistema.

Para seleccionar los valores de q; y r; a partir de los valores maximos
permitidos en cada variable, se debe realizar el siguiente proceso:

qi=r7— Yy 1= (3.2

2
X imax Au

jmax

Dénde:

2 _ 2 2 — 2
ijmax - (xjmax - xjmin) y Au'jmax - (ujmax - ujmin)

(3.25)

Y de esta manera las restricciones quedan asociadas a los rangos de las variables.

Para darle solucion a este problema y encontrar el valor de K 6ptimo para controlar el
sistema, se debe minimizar la funcion de costo representada en la ecuacion (3.26)

Sujeta a restricciones como se observa a continuacion:

ming ftzf(xT (1)Qx(7) + uT (r) Ru(7))dr
sujeto a x = (F, — G,K)x, (3.26)

De esta manera se encuentra un vector de valores llamado K el cual representa la
ganancia de realimentacién junto con la ganancia de accién integral, debido a que

fue calculado a partir del sistema aumentado.



Capitulo 4

Pruebas y resultados

Para realizar la prueba del desempefio de los controladores se plantean una serie
de pruebas, las cuales consisten en llevar el sistema a una referencia
determinada, consignando el tiempo que tarda el proceso en realizar esta acciéon y
el error obtenido una vez se estabilice la salida. Una vez hecho esto se procedera
a perturbar el proceso y se tomaran nuevamente las medidas mencionadas. Esta
prueba se repetira al menos tres veces en puntos de referencia diferentes con el
fin de observar la adaptacion del sistema en diferentes puntos de operacion.

4.1 Prueba para controlar el sistema acoplado

La siguiente tabla muestra los datos obtenidos al variar los puntos de referencia,
donde el tiempo mostrado es el periodo que tardaron ambas variables en
estabilizarse. Como se puede observar los errores son minimos a pesar del fuerte
acople del mecanismo.

En la figura 4.1 la gréafica control x, representa el movimiento angular de la cabeza
del sistema, donde se puede detallar que a pesar de los fuertes movimientos
realizados en el control de la cola, visualizado en la grafica control z, esta trata de
conservar el sistema en su punto de referencia, mostrando asi su buena
adaptabilidad ante las perturbaciones.



SISTEMA Control
Posicién | Paosicion | Posicién | Posicién | Tiempo
angular | angular | angular | angular de |error|
cabeza cola cabeza cola respuesta
Prueba 1 Referencia 7° -10° 6.93° -10.6° 6s 0.07-0.6
Perturbacion 6.63° -10.4° 9s 0.37-0.4
Prueba 2 Referencia -18° 30° -18.6° 30.28° 7s 0.6 —0.28
Perturbacion 18.9° 30.94° 11s 0.9-0.94
Prueba 3 Referencia -22° 0° -21.7° 0.8° 8s 0.7-0.8
Perturbacion -21.5° 0.6° 10s 0.5-0.6
Tabla 4.1 Datos medidos en la prueba de control. Fuente: autores.
Grafica control X Salida Referencia I Grafica control Z Salida Referencia J
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Figura 4.1 Grafica de comportamiento del sistema. Fuente: autores.
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Una vez obtenidos los datos de la prueba de control anteriormente consignados en
la tabla 4.1 se decide hacer una comparacion teniendo como referencia los datos
obtenidos de un sistema de control adaptativo consignados en una tabla del
proyecto: CONSTRUCCION Y CONTROL ADAPTATIVO DE UN HELICOPTERO
DE DOS GRADOS DE LIBERTAD". Se realizan las mismas tres pruebas que se

consignaron en la tabla del proyecto anteriormente mencionado para obtener asi
los resultados esperados.

A continuacién se muestran los resultados de las dos tablas:

Tabla proyecto “construccion y control adaptativo de un helicoptero de dos grados
de libertad.”

Control mixto

Posicion Posicion Posicion Posicién .
Tiempo de
angular angular angular angular respuesta lerror|
Sistema acoplado cabeza cola cabeza cola P
Referencia 5° -20° 5.6° -19.2° 8s 0.6 -0.8
Prueba 1
perturbacion 4.92° -20.4° 15s 0.08-0.4
Referencia 10° 40° 9.2° 39.89° 10s 0.8-0.11
Prueba 2
perturbacion 10.7° 41.1° 12 s 0.7-1.1
Referencia -10 20 -9.9° 19.1° 15s 0.1-0.9
Prueba 3
perturbacion -10.5° 20.6° 20s 0.5-0.6

Tabla 4.2 Datos medidos en la prueba de control para el sistema acoplado. Fuente
construcciéon y control adaptativo de un helicOptero de dos grados de libertad.




Tabla de resultados realizando la prueba con los mismos valores de la tabla
anterior

Tabla 4.3 Datos prueba de control adaptativo. Fuente: Autores

Como se puede observar en las dos tablas anteriores los resultados obtenidos son
los esperados debido a que los tiempos de respuesta se reducen y el error en la
mayoria de los casos es menor.



Conclusiones

Para la identificacion de los parametros del proceso se debe tratar de tener
sefales con poco ruido y mover el sistema alrededor de todo su rango de
operacion, con el fin de captar todas las dinamicas que presenta el sistema

Es posible implementar algoritmos de identificacion para sistemas MIMO
como una extension de los algoritmos implementados en identificacion de
sistemas SISO lineales, por tanto, los célculos realizados en la
implementacion de dichos algoritmos son calculos poco complejos basados
solo en operaciones con matrices reales, permitiendo a su vez que estos
algoritmos puedan ser ejecutados en tiempos muy pequefos.



Apéndice A

Conceptos generales

Control adaptativo

Intuitivamente un controlador adaptativo se puede definir como un controlador que
puede modificar su comportamiento en respuesta a cambios en la dindAmica del
proceso y las perturbaciones. Sin embargo, un controlador con realimentacion
también puede reducir estos efectos, pero no puede considerarse adaptativo
debido a que estos cuentan con una ganancia constante de realimentacion, la cual
debe ser definida a partir de un modelo aproximado del sistema que por lo general
es lineal o linealizado. Es decir que estos controladores solo son eficientes
cuando se pretende regular un sistema en un punto de operacion fijo. &

Por tanto cuando existen partes del sistema cuya variacion no se conoce, se
puede optar por usar un controlador adaptativo. EIl cual cuenta con pardmetros
ajustables y un mecanismo para ajustar dichos pardmetros. Permitiendo asi una
mejora de la linealizacion local (modelamiento de un sistema no lineal como si
fuera lineal mediante un punto de operacion) reconociendo la existencia de no
linealidades y adaptando sistematicamente el controlador con respecto a las
variaciones del proceso.

Un sistema adaptativo basico como el mostrado en la ilustracion 1 esta compuesto
por dos lazos de realimentacién, uno es el bucle de regulacién convencional y el
otro es un lazo que permite ajustar los parametros del controlador. Lo cual
contribuye a asegurar la estabilidad del sistema y mejorar la actuacion del
conjunto.



AJUSTEDE |
PARAMETROS DEL
CONTROLADOR
I[:’):E\:_QAMETROS PERTURBACION
CONTROLADOR
REFERENCIA SALIDA
—> CONTROLADOR] PLANTA >

SENAL
DE CONTROL

llustracion 1. Esquema béasico de un sistema de control adaptativo. Fuente: autores.

Los controladores adaptativos se pueden dividir principalmente en dos grupos:
controladores adaptativos con modelo de referencia (MRAC) y reguladores auto-
ajustables (STR).

Controladores adaptativos con modelo de referencia (MRAC)

Estos controladores intentan alcanzar para una sefial de entrada definida, un
comportamiento en lazo cerrado dado por un modelo de referencia. ¥

MODELO DE
> REFERENCIA e <l

MECANISMO
PARAMETROS DE AJUSTE
DEL
CONTROLADORV

SALIDA
—{> CONTROLADOR PLANTA |—4—{>
REFERENCIA SENAL
DE CONTROL

llustracion 2. Diagrama de bloques de un controlador adaptativo con modelo de referencia.
Fuente: autores.

En la ilustracion 2 se puede apreciar el diagrama de bloques de un MRAC. Este
sistema compara el comportamiento del modelo de referencia con el
comportamiento del sistema ajustable generando un error, el cual debe ser
reducido por el mecanismo de control elegido y el ajuste de los parametros del
sistema.



Sistemas de control por realimentacion de variables de estado

El proposito de la realimentacion de variables de estado es solucionar dos
problemas de control: el problema de regulacion y el problema de seguimiento. El
problema de regulacién consiste en llevar todas las variables de estado a un valor
cero, lo cual permite reducir las perturbaciones de carga y las fluctuaciones
creadas por el error en la medida que se inyecta al sistema debido a la
realimentacion. El problema de seguimiento busca que el sistema pueda seguir
un comando de referencia. !

Regulacién por realimentacién de estado
Para el desarrollo del regulador se supone un modelo discreto de la forma.
x(k + 1) = ¢px(k) + r'u(K) (6.0)
y(k) = Cx(k) (6.1)

Donde u representa las variables de control, x el vector de estados, y la salida del
sistemay ¢, ' y C son matrices constantes.

Con un polinomio caracteristico de la matriz ¢ definido por:
A(2) =z"+ a1 z" 1+ -+ a, (6.2)

Para modificar los valores propios del sistema, de tal manera que se obtenga un
sistema estable con unos parametros de respuesta acordes a los criterios de
disefio, se debe comparar el polinomio caracteristico (6.2) con un polinomio
caracteristico deseado en lazo cerrado. [’) Como el que se observa en la siguiente
ecuacion.

P(z)=z"+4 pz" 1+ .. + p, (6.3)

Para tal fin se especifica la informacion disponible para la sefial de control,
haciendo uso de la siguiente ley de control.

u(k) = —Lx(k) (6.4)

Una forma para calcular los valores de L, es haciendo uso de la formula de
Ackermann, donde si el sistema es alcanzable, hay una realimentacién lineal que
da un sistema en lazo cerrado con el polinomio caracteristico P(z).

L=1[0--01]W."'P(¢) (6.5)



En donde P(¢) corresponde a:
P(¢) = @™ +p1¢" " + -+ pnor® + pul (6.6)
Y W, es la matriz alcanzable del sistema que esta definida por:

W, = [T ¢ -~ "' 6.7)

Ganancia del sistema en lazo cerrado

Una modificacién simple del sistema se puede ver en la ecuacién (6.13), donde la
sefal de referencia es alterada por una ganancia que le permite alcanzar el estado
deseado. "

u(k) = —Lx(k) + L.r(k) (6.13)
Donde r es el comando de referencia.
Con esta modificacion considérese un sistema en lazo cerrado de la forma:
x(k+1) = ¢px(k) + I'u(K) (6.14)
y(k) = Cx(k)
%k + 1) = ¢px(k) + T'u(K) + K(y(k) — Cx(k))
u(k) = —Lx(k) + L.r(k)

El cual es representado en el siguiente diagrama de bloques:
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i ¢
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llustraciéon 4. Diagrama de bloques simplificado para un modelo simple de seguimiento con
regulaciéon y observador. [6]

Para el calculo de la ganancia L. se aplica el teorema del valor final sobre la
funcion de trasferencia del sistema en lazo cerrado, asumiendo r como un escalén

unitario.

L. = (C(zl — ¢ + FL)"'r)? (6.15)

Apéndice B

Fichas técnicas
Tarjeta Arduino uno: *°

e Microcontrolador: ATmega328.

e Voltaje de operacion: 5V.

¢ Pines digitales: 14 (6 de ellos se pueden usar como PWM).
e Entradas analogas: 6.

e Corriente DC pines: 40mA.

Ardumoto: Y

e Controla 2 motores.
e Puente H L298.



e Permite 2A por canal.
e En la siguiente imagen se muestra los pines de conexion del Arduino y del

U1
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J ™ = o 3
- A2 o g v o
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GND
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Driver usiogic g St

Figura 3.4 Esquema de conexiones Ardumoto. [11]

Giroscopio MPU 6050: 2!

e Escala del giroscopio: +250, £500, £1000 y £2000 °/sec.
e Corriente de peracion del giroscopio: 3.6maA.

e Comunicacién: I°C.

e Voltaje nominal: 2.375V-3.46V.

e Diagrama de bloques de la representacion del giroscopio.

1
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Figura 3.5 Diagrama de bloques del giroscopio. [12]

Motores: *°



e Voltaje nominal: 20V

e Revoluciones: 14010 RPM
e Corriente: 1.06 A.

e Torque: 9.56 mN-m.

Apéndice C

Cédigos

Cddigo MIMO helicéptero

% Identificacidn del sistema usando minimos cuadrados
phi_1=[u1(1) ul(2) u2(1) u2(2) y1(1) y1(2) y2(1) y2(2)]';
p2=po;

cl=(phi_1")*p2*phi_1;

cl=c1(1,1)

ye=(thl')*phi 1;



ye=ye(:,1)

if c1==0

th=thl

pl=p2

else
pl=p2-((p2*phi_1*(phi_1"')*p2)/(1+phi_1'*p2*phi_1))
th=th1l+(p2*phi_1)*((y-ye')/(c1l+1))
end

F=zeros(8,8);

F(3:4,1:2)=eye(2)
F(7:8,5:6)=eye(2)

F(5:6,:)=th’

G=zeros(8,2)

G(1:2,:)=eye(2)

C=th'

phi_1=phi 1';

% Controlador del sistema
Fa=zeros(10,10);
Fa(1:8,1:8)=[F]
Fa(9:10,1:8)=-C
Fa(9:10,9:10)=eye(2)
Ga=zeros(10,2)

Ga(1:8,:)=G

if(con==1)



Q=eye(10)
Q(9:10,9:10)=100*eye(2)
R=[10000 0;0 1000];
K=dlqr(Fa,Ga,Q,R)
er=[R1(1)-y(1);R1(2)-y(2)]
ei_l=[er(1)+ei(1) er(2)+ei(2)]

phi_a=[phi_1(1,1) phi_1(1,2) phi_1(1,3) phi_1(1,4) phi_1(1,5)
phi 1(1,6) phi_1(1,7) phi_1(1,8) ei 1(1,1) ei_1(1,2)]"

Ul=-K*phi_a
U=U1(:,1)
else
ei_1=[0 0]
Ul=R1(:)

end
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