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INTRODUCCION

Las transformaciones lineales ocupan un lugar preponderante dentro del dlge-
bra lineal. La mayor parte de las aplicaciones en ecuaciones diferenciales y
otras areas de la matematica estan relacionadas con el manejo adecuado de
ellas.

Una transformacién lineal de dimensién finita estda en correspondencia con
un conjunto de matrices que la representan. Si se fija una base del espacio
vectorial correspondiente, la transformacién quedara en correspondencia con
una unica matriz. Asi que dada una transformacién lineal T, es importante
saber en qué base del espacio vectorial correspondiente, esta transformacion
tiene la representaciéon mas sencilla posible.

No todas las transformaciones lineales de dimension finita son diagonali-
zables, pero a todas se les puede encontrar una representacion ideal, por
ejemplo como suma de espacios invariantes representados por bloques de
Jordan.

Cuando una transformacion lineal entre dos espacios vectoriales de la misma
dimension finita esta representada por alguna matriz A diagonalizable, el es-
pacio vectorial de los vectores no nulos X tales que AX = AX forman una
base en la cual la transformacion se representa con una matriz diagonal.

Hallar el espacio propio de una transformacion lineal conlleva a un proble-
ma de complejidad polinomial, puesto que es necesario resolver el polinomio
caracteristico asociado. En el presente trabajo se desarrollan cuatro ideas
fundamentales: 1) Dada una matriz cuadrada con entradas enteras, se halla
el conjunto de sus autovalores y autovectores a partir de la resolucion de
un sistema de 4 ecuaciones lineales, cuya complejidad es lineal. Es decir, se
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cambia resolver un polinomio de grado 3 por resolver 4 ecuaciones lineales;
2) Estas 4 ecuaciones se dan en términos de las entradas de la matriz; 3)
Los autovalores y autovectores, estan en el anillo de los enteros; es decir esta
teoria puede ser aplicada en el espacio de matrices de orden 3 con entradas
en un anillo arbitrario y 4)Se dan condiciones lineales suficientes y necesarias
para que ciertas clases de matrices sean diagonalizables .

Sin embargo, aunque el proyecto es ambicioso si se piensa para matrices de
cualquier tamano, en el presente trabajo solo se ha desarrollado para matri-
ces de tamano 2 x 2 y 3 x 3. La generalizacién requiere de un trabajo mucho
mayor y de mayor complejidad que no ha sido tratado en esta tesis. Por lo
que se ha podido detectar, el proceso desarrollado aqui para tamano 3 x 3
no depende exclusivamente del trabajo realizado en matrices 2 x 2; aparecen
nuevos argumentos de un caso a otro. Aunque de ser posible desarrollar el
caso 4 x 4, todo parece indicar que se estaria cerca de una generalizacion por
lo menos para una clase grande de matrices.

Hasta el momento no se ha encontrado en la literatura un procedimiento
como el desarrollado por el autor, los casos que se encontraron en [1] y [2],
aunque se desarrollan para matrices de cualquier tamano, abarcan una clase
muy restringida de matrices.

Finalmente, en el trabajo se da un paso mas alla de encontrar autovalores y
autovectores con complejidad lineal y para cada clase particular de matrices
se ha descrito en un par de ecuaciones lineales que nos dan informacion acer-
ca de la diagonalizacién o no de la matriz, el trabajo no parte del conjunto
de matrices diagonalizables. En su lugar se parte del simple ejercicio de en-
contrar autovectores y autovalores sin saber si se conseguiran los suficientes
para hablar de diagonalizacion.



Capitulo 1

Caracterizacion de Matrices

1.1. Matrices de 2 x 2

A toda transformacién natural entre espacios de dimension finita le corres-
ponde un conjunto de matrices m x n, que dependen de la base en la cual se
describe la transformacion lineal.

Uno de los problemas méas importantes del algebra lineal es encontrar una
base en la cual la transformacion lineal se represente por una matriz lo mas
sencilla posible. En particular, existen transformaciones lineales que tienen
una representacion en una matriz cuadrada diagonal.

Si A es una matriz de n x n, los vectores x diferentes de cero tales que
Ax = Az, corresponden a la base B en la cual la matriz A se puede represen-
tar como una matriz diagonal D siempre y cuando existan n vectores propios
x; diferentes de cero que cumplan la propiedad Az colineal con z.

En esta seccion, se daran condiciones suficientes para que matrices con en-
tradas enteras de orden 2 x 2 tengan valores y vectores propios enteros.

Notacion

Dada A una matriz de n x n, denotamos por A la i-ésima columna de A y
por A; la i-ésima fila de A.



Proposicién 1 Dados a,b,c,d,m,n enteros con m # 0 , A = (b

v = < ), vi = < >, las siguientes afirmaciones son equivalentes.
n —m

1. (vH)TAvy = 0.

2. A tiene vector propio vy, con valor propio \1 tal que mAy = Ajv;.

Demostracidn.
1=2:

Por hipétesis tenemos que

(v)T Avy = 0

es decir,

mA2U1 = nA1U1

entonces,

o mAwl
mAv, = (mszl)

I
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con m # 0, ast mA; = Ajv;.

Por simetria, si n # 0 se tiene que nA\; = Ayv;.
2=1:

Como

(vi) " Avy = (1) Moy = M (vf) oy = 0,

entonces (vi )T Av; = 0.

a ¢



El teorema que se presenta a continuacion es un aporte original al traba-
jo. El uso de este teorema permite establecer de manera sencilla el valor real
del segundo autovalor sujeto a las condiciones de entrada de la matriz.

b

(;) VA= (AY A%y = (ZL) un vector propio de A asociado al valor

propio A\i. Si A es diagonalizable, el sequndo valor propio Ay satisface

Teorema 1 Dados a,b,c,d,m,n enteros con m # 0 , Al = (a) JA? =

niy = —(vi)T A = na — mb.

Demostracién.

Dados los vectores propios de A, vy = (T:) y vy = (g), linealmente in-

dependientes, con la condicién (vi)Tvy = 1 correspondientes a los valores

propios A1 y Ao respectivamente. Observemos que el siguiente diagrama con-
muta.

_ 0 —« m «
(L] [e=(25)
RQB—>R2B

(M0
p=(% 1)

Es decir, A = CDC™', donde RZ es el espacio vectorial R? en la base
canénica, R% es el espacio vectorial en la base B.

Asi
e (a c) B <mﬁ)\1 —naly —ma + ma)\2>

b d N nﬁ)\l — nﬁ)\g —na)\l + mﬂ)\g

mb — na = mnfA; — mnfBy — mnfA; + nnary = n(na — mp)As,.



Como (vi)Twvy = 1, se tiene

mb — na = —ns.
Puesto que (v1)? escalarmente Al es igual a na—mb, tenemos que el segundo
valor propio Ay satisface que

niy = —(vi) A = na — mb.

a c

Corolario 1 Dada A = (b d

), bajo las condiciones del teorema 1 y tal

ne . .
que m2b 4+ n2c # 0, entonces ( ) es un vector propio asociado a As.

mb
Demostracion.
Se quiere resolver la ecuacién AX = X =0. Si X = (g), entonces
alo = aa + cf5.
De acuerdo al teorema 1 se tiene
nAg = na — mb.
Luego,
mba + ncf3 =0,
como mfB — na = 1, entonces
mba 4+ nef =0 (1.1.1)
—na+mf = 1. (1.1.2)

Es decir,



Asi,

()

(m?b + n’c) (g)

., a c .
Observacién: Dada A = (b d) una matriz con entradas enteras,m,n en-

teros, analicemos qué condiciones se generan en las entradas de la matriz
. _m2 . s
sim?b+n?c =0y m # 0. Como b = ¢, ¥ sustituyendo en la ecuacion
mba + ncB = 0, se tiene que

—n2 _

m
(m2 m

) =0,
como —na + mf = 1, entonces
nc = 0,
lo cual implica que n =0 0 ¢ = 0.
CASO 1: Sic=0entonces b =0, y
-9

CASO 2: Sin =0y c# 0,entonces b = 0,
a c
=0 3
Asi)\lza,/\gzd,y
a ¢ a\  [fac+cfB _ (e
0 d) \B) \ d3 ) ~\p8

es decir a(d — a) = ¢f.
Si d # a, entonces el segundo vector propio es

(=)



Sid=ayc#0, Ano es diagonalizable.

Teorema 2 Dado v = (:;L) con m # 0. El conjunto de matrices A de

tamano 2 X 2 que tiene como vector propio v es el hiperplano
BX+CY +DZ+ EW =0,
donde B =nm, C =n?, D =-m? y E = —mn.

Demostracién. Se sigue del hecho (v{)T Av; = 0.

Con los resultados anteriores se pueden construir innumerables ejemplos de
matrices con entradas enteras cuyos valores y vectores propios sean enteros,
fijando simplemente el primer vector propio vy.

Ejemplo 1 Dada A una matriz con entradas enteras de la forma (Z ccl)

con m =1 =n, entonces por la proposicion 1 se tiene que

a+c=b+d (1.1.3)
M =a+c (1.1.4)
Ao =a—b. (1.1.5)

. 1 , —
Un wvector propio es <1> y el sequndo vector propio esta dado por (r:bc) .



MATRICES
MATRIZ VALORES PROPIOS | VECTORES PROPIOS

1 2 1 -2
1 2 1
<5 _2> )\1 == 3, )\2 == —4 (1
-3 =2
(7 30) wsn-

)\1:1,)\2:7 <

1 -6

9 3

Ejemplo 2 Sea A una matriz con entradas enteras de la forma (Z ccl) con

m = 1,n = —1, entonces por la proposicion 1 se tiene que
a+b=c+d (1.1.6)
A =a—c (1.1.7)
Ay =a+Db. (1.1.8)

. 1 ; N
Un vector propio es (_1) y el sequndo vector propio esta dado por (WZ)C) )



MATRICES

MATRIZ | VALORES PROPIOS | VECTORES PROPIOS
g ;1 M=, d =5 <_11) G)
(55) | v=ener 1 ()()
(G )| mereme | () ()
PO A= sas <_11) (‘7*)
(65) | me=tems T () ()
(5 o) | v=rnme | ()()

Ejemplo 3 Sea A una matriz con entradas enteras de la forma (Z ccl) con

m = 1,n =0, entonces por la proposicion 1 se tiene que

m?b = 0 (1.1.9)
M =a (1.1.10)
Ay = d. (1.1.11)

. 1 . c
Un vector propio es <0> y el sequndo vector propio esta dado por (m(d B a)) .



MATRICES

MATRIZ | VALORES PROPIOS | VECTORES PROPIOS
g ;1 M=3 =1 ((1)) (‘f)
(03) | 2=z | () ()
(1) ‘56 M=1 =5 ((1)) <_23>
T e (0
0 [ e | (0
o A pmmo | (o) ()

Ejemplo 4 Sea A una matriz con entradas enteras de la forma (Z ccl) con

m = 1,n = 2, entonces por la proposicion 1 se tiene que

2(a+2c)=b+2d (1.1.12)
Al =a+2c (1.1.13)
2y = 2a — b. (1.1.14)

. 1 - -
Un wvector propio es (2) y el sequndo vector propio esta dado por (ﬂ:‘;) )
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MATRICES
MATRIZ | VALORES PROPIOS | VECTORES PROPIOS
(o) | nesnee | (G) ()
DIl
(o2) | wesneo | () ()
o) | wesnee | G) ()
0 2) | v ) ()
(L)) v | ()0

Ejemplo 5 Sea A una matriz con entradas enteras de la forma ((Z ;) con

m = 2,n = 3, entonces por la proposicion 1 se tiene que

3(2a + 3¢) = 2(2b + 3d) (1.1.15)
20\ =2a+ 3¢ (1.1.16)
3\, = 3a — 2b. (1.1.17)

. 2
Un vector propio es (

. —nc
3) y el sequndo vector propio esta dado por (mb) .
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MATRICES
MATRIZ | VALORES PROPIOS | VECTORES PROPIOS

() nene | Q)
C e | (2
(2 8) A =0, s = —3 ()
<115 4) A =14, Ay = —8 (2)
() [ | ()
() e | 0

1.2. Matrices 3 x 3

1 2
3 2

Noll Vi
DN~

O W
W =~

W

En la seccion anterior se presentan resultados que permiten caracterizar ma-
trices de orden 2 x 2 con valores y vectores propios enteros, en ésta seccién se
extienden estos conceptos con el objetivo de encontrar condiciones semejantes
para matrices de 3 x 3.

Proposicién 2 : Dados a,b,c,d,e,w,v,x,y,m,n,p,t,q,s enteros con m #

Ay
0ys#0, Ay = (a,c,w), Ay = (b,d ,v), A3 = (z ,y ,e), A= | Ay |,
As
m t n P 0
v =1|n|, vy= q,vflz —m,vfz 0 ,Ué'lz —s| vy
P s 0 —m q
—s
113“ = | 0 |. las siguientes afirmaciones son equivalentes.
t
1. "ULI TAU1 =0
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2. A tiene vectores propios v, y v3, con valores propios Ay tal que mA\; =
Ay y A3 tal que s\3 = Asvs, respectivamente.

Demostracién.
1=2:

Por hipdtesis se tiene que

(vi1)" Avy =
(v72)T Avy = 0
(v31)" Avg =
(v3?)" Avs = 0,

es decir, para v;

(vfl)TAvl = 0 es equivalente a nA;v; = mAyv;.
(va)TAvl = 0 es equivalente a pA;v; = mAsv;.

entonces,
mA;v; mA;v; m
mAv, = | mAqsvy | = | nAyvy | = A | n |,
mAsv, pA1v; p

y asi m/\1 = Alvl.
De manera analoga se obtiene para vz con

(v3")T Avg = 0 es equivalente a sAyvg = qAsvs.
(v32)7 Avs = 0 es equivalente a sA vg = tA3vs.

entonces,
SA11)3 tAgUg t
sAvg = | sAqusz | = | qAsvs | = Asvs | ¢ |,
sAsvs3 sA3v3 S

y asi s\3 = Asvs.
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2=1:
m[(vi)" Av] = mAi(vp) o =
m[(vi?)" Avi] = mi(vp?) o =
Como
m= 0, entonces [(vi*)T Avy] = [(v7?)T Avy] = 0.
De manera analoga se tiene que s # 0, entonces [(v3")” Avs] = [(v32)T Avs] =
0.

El siguiente resultado es una contribucion original al trabajo, en éste se de-
termina el valor del segundo valor propio asociado a la matriz A en términos

a ¢ w
de las entradas de lamatriz A= | b d v
T oy e

Teorema 3 Dados a,b,c,d,e,w,v,x,y,m,n,p,t,q,s enteros con m # 0 y

Ay
s #0,A = (a,c,w),A = (b,d  v),A; = (x ,y ,e),A = | Ay |,
Az
m t
v=\|n| yvs=|q| vectores propios de A asociado a los valores propios
P s

A1y Az respectivamente. Si A es diagonalizable, el sequndo valor propio Ao
satisface
nshy = s(na —mb — pv) — n(tx + qy).

Demostracién.

Para demostrar el teorema se consideran. La siguiente matriz de cambio de
m o t A 0 0

base dadaporC=|n ([ q|, D=0 X 0 |, La matriz inversa de
p 0 s 0 0 X3
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Ces
1 sB—qf t0—sa qa—1tp
-1
= pqg—sn  sm—pt nt—mq
det(C) nd —pB pa—mb mpB —na

Sin pérdida de generalidad, suponemos que det(C) = ((msf + ntf + pgar) —
(ptf + mqgh + sna)) = 1, el siguiente flujo determina el cambio de base

:

ct l T C
(o) [Fs]
D

Asi, la matriz A en la base B, esta dada en vectores columna como

A=V V» W)

—m(gf — sB)A1 — (ns — pg)ads + t(nb — pB)As
con Vi = | (s0 — qf)nr — B(ns — pg)ha + q(nd — pB)As |,
p(sf = qf) A — 0(ns — pg)ra + (n6 — pB)shs
m(th — sa)A; + a(ms — pt) Ay — t(mb — pa) A3
Vo = | n(td — sa)A; + B(ms — pt) o — q(mb — pa)rs | y
p(th — sa)A; + 0(ms — pt) A — s(mb — pa) s
m(qa — tB)A\ — a(mg — nt) g + t(mB — na)As
Vs = | n(ga — tB8)\ — B(mq — nt) s + q(mB — na) s
p(ga — tB)\ — O(mq — nt) Ay + s(mfB — na) A3

Para encontrar el valor propio A\, se realizan los siguientes calculos

(na —mb) = —nnsaly + npgady + mnsfBra — mpqBAy + nntOrs — npt s —
mnglis + mgpBAs.
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(—pv + ne) = nntly — pntBry — mngbrs + pgnads + smnBAs — nnsals,
asi

(na 4+ ne) — (mb + pv) = nAy + nis,

como sA3 = tx + qu + se, sustituyendo en la ecuacion anterior tenemos que

s(na + ne) — s(mb + pv) — n(tx + qy + se) = nsAy donde

snhg = s(na — mb — pv) — n(tx + qy)

Corolario 2 Dados m,n,p,t,q,s enteros tal que m # 0, s # 0 entonces

m t

v1 = | n|,v3=|q]| son vectores propios linealmente independientes de
P S
Ay

A= | Ay | con A = (a, c, w), Ay = (b, d, U), Az = (x, v, e) Y va-
Az

lores propios mA; = Ajvy, snhy = s(na —mb — pv) — n(tx + qy),s\3 = Aszvs
sty solo si

nAjv; = mAyv;

pAiv = mAsv,

sAgvg = qA3v3

sAjvs = tAszvs.

A continuacién se desarrolla un ejemplo utilizando las condiciones estableci-
das en la proposicion 2.

Ejemplo 6 Dados los vectores linealmente independientes (m, n, p) =
(17 2, 0), (t, q, s) = (O, 0, 1), y la siguiente matriz
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a ¢ w
A=1b d v ],
Ty e
determinaremos los valores de las entradas de A, usando las condiciones de
la proposicion 2, para lo cual se tiene que

m=1 n=2 p=0
t=0 gq=0 s=1

Se procede a encontrar los valores de las entradas de la matriz A, Asi,

Para nA;v; = mAsvy, se tiene que 2(a + 2¢) = b + 2d.
Para pAjv; = mAsvy, se tiene que 0 = = + 2y.

Para sAsvs = gAsvs, se tiene que v = 0.

Para sAjvs = tAzvs, se tiene que w = 0,

luego, las condiciones de la matriz estan sujetas a

2(a+2c)=b+2d

O=z+2y
v=20
w=70

se observa del cuadro anterior que 2(a + 2¢) = b+ 2d tiene tres variables
libres, las cuales tendran los siguientes valores a = 1,¢ = 2,b = 4 por tanto
d = 3, en la segunda expresién se tiene que 0 = x + 2y, asi, si y = —4,
entonces x = 8 y las otras entradas estan condicionadas.

Para nuestro caso las variables d,z,w,v son dependientes, el resto de las
variables a, ¢, b, y, e son libres, se construye entonces la matriz A

1 2 0
A=14 3 0
8§ —4 7
Cuyos valores propios son A; y A3 que satisfacen mA\; = Ajv; = 5,53 =
Aszvs = T respectivamente y vectores propios asociados (1, 2, 0), (O, 0, 1)
respectivamente.
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Para el segundo valor propio snAy = s(na — mb — pv) — n(tx + qy) = —1
se establece el segundo vector propio usando el método tradicional, es decir
buscando su espacio propio

1— Ao 2 0 2 2 0
A— X = 4 3— XA 0 =14 4 0
8 -4 T—=)X 8 —4 8
Reduciendo la matriz obtenemos,
0 0 O
=14 4 O
8 —4 8
Asi, se tiene
20 —y+2z=0
r+y=0
resolviendo, z libre, x = —y, si z = 3,y = 2, entonces x = —2, asi el vector

propio asociado al A\ es (1, 2, 3)

A continuaciéon se presentan una serie de ejemplos que utilizan la misma
metodologia explicada anteriormente pero con valores diferentes en las en-
tradas de la matriz.

Ejemplo 7 Dados los siguientes vectores (m, n, p) = (1, 2, 0), (t, q, s) =
(O, 0, 1) y la siguiente matriz

A:

8 o Q
< QU O

w
v
e
Las condiciones que se obtienen para la matriz A, basados en las condiciones

dadas en la proposicion (2) son:

2(a+2c) = b+2d
r+2y = 0,



18

Los valores propios son

M =a+2c (1.2.1)
2o =2a —b (1.2.2)
A3 = e. (1.2.3)
1 0
y vectores propios [ 2| y [0
0 1
MATRICES
MATRIZ VALORES PROPIOS VECTORES PROPIOS
3 0 1 1 0
2 4 0 A =5, =2 A3=3 2 -1 0
4 -2 3 0 6 1
5 —6 0 1 -2 0
6 —10 0 M=—-T, =2, A\3=-1 2 -1 0
-2 1 -1 0 1 1
1 5 0 1 10 0
2 10 0 A =11, =0, \3=2 2 -2 0
—6 3 2 0 33 1
3 4 0 1 —4 0
2 10 0 M =11, =2, A3=5 2 1 0
6 —3 5 0 9 1
4 2 0 1 2 0
10 3 0 M =8 A=—1 A3 =— 2 ) 0
2 -1 =2 0 9 1

Ejemplo 8 Dados los siguientes vectores (m, n, p) = (1, 1, 0), (t, q, s)
(O, 0, 1) y la siguiente matriz

a ¢ w
A=|b d v
xT Yy e
Las condiciones que se obtienen para la matriz A son:
at+c = b+d
T +y = 0

w =v= 0.



Los valores propios son
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M =a+c (1.2.4)
A=a—D> (1.2.5)
A3 = e. (1.2.6)
0
y vectores propios y |0
1
MATRICES
MATRIZ VALORES PROPIOS VECTORES PROPIOS
5 2 0 1 10 0
3 4 0 M=T, =2, 3=3 1 3 0
2 -2 3 0) \-2 1)
-6 4 0 1 —28 0
-1 -1 0 Al =—2, =05 A\3=2 1 -7 0
3 =3 2 0 9 1
7 3 0 1 —4\ (0
6 4 0 M =10, M =1, A3=5 1] s8] (o
9 -9 5 0 27 1
4 -1 0 1 -3 0
5 -2 0 M=3 A= —1 dg=—7 1 l5] (o
1 -1 -7 0) \ 2 ) (1)
8§ 4 0 1 —20 0
9 3 0 M =12, Ao =—1, A3 =—11 1 45 0
-2 2 —11 0 13 (1

Los ejemplos anteriores corresponden a casos particulares en los cuales se fi-
jan dos vectores, asi las condiciones que se obtienen como los valores propios
corresponde a los casos estudiados en la seccion anterior.

Ejemplo 9 Dados los siguientes vectores (m, n, p) = (1, 1, 0), (t, q, s)

(1, 1, —2) y la siguiente matriz

A:

8 o R
< Q0O

w
(%
(&
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Las condiciones que se obtienen para la matriz A son:

at+c = b+d

r+y = 0
—2(a+c—2w) = z+y—2e
r+y—2e = =2(b+d—2v).
Los valores propios son
AM=a+c (1.2.7)
=2\ =(a—b) — (x +v) (1.2.8)
-2\ =x+y— 2e. (1.2.9)
1 1
y vectores propios | 1] y | 1
0 —2
MATRICES
MATRIZ VALORES PROPIOS VECTORES PROPIOS
3 2 1 1 —13 1
4 1 1 A =5, =—-1,A\3=3 1 11 1
5 =5 3 0 30 —2
8 2 3 1 -5 1
6 4 3 M =10, =2 N3=4 1 3 1
2 -2 4 0 8 -2
5 3 1 1 8 1
2 6 1 M =8 X=3A3=06 1 -7 1
1 -1 6 0 ) -2
2 4 2 1 —6 1
3 3 2 A =06, y=—1, \3=2 1 1 1
3 =3 2 0 7 -2
5 4 5 1 1 1
7 2 5 )\1:9, )\2:—2, )\3:—1 1 12 1
-1 1 -1 0 —11 -2
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Ejemplo 10 Dados los siguientes vectores (m, n, p) = (1, 2, 3), (t, q, s) =
(O, 1, 1) y la siguiente matriz

A:

8 o2
< Q0
o < &

Las condiciones que se obtienen para la matriz A son:

2(a+2c+3w) = (b+2d+3v)
(x+2y+3e) = 3(a+2c+ 3w)
y+e = d+v

c+w = 0.
Los valores propios son
A =a+2c+ 3w (1.2.10)
2\ = (20 — b — 3v) — 2y (1.2.11)
As=y+e. (1.2.12)
1 0

y vectores propios | 2] vy | 1

3 1



MATRICES

MATRIZ VALORES PROPIOS | VECTORES PROPIOS

3 3 -3 N\ /=3\ /0
~12 6 0 M=0A=T A\ =6 21 (36 (1
~16 2 4 3/ \ 40 1)
5 1 —1 1 1\ /0
0 11 2 M =14 X =9 A\ =13 21 (-3 [1
6 3 10 3/ \ 3 1
2 2 -2 1\ /14\ /0
17 3 —1| | M =10, =9 Ay =2 2] [31] |1
20 —4 6 3/ \52/ \1
—2 -3 3 1\ /3\ /0
12 4 2| | M =1 =4 )A=6 2| (4] [1
~10 5 1 3/ \2/

3 4 —4 N\ /—1\ /0
6 5 2| | AM=-1, =7 2A=3 2 1 1
~10 2 1 3/ \ 2 1

Ejemplo 11 Dados los siguientes vectores (m, n, p) = (3, 1, 1), (t, q, s)

(2, 0, 3) y la siguiente matriz

A:

Las condiciones que se obtienen para la matriz A son:

3a+c+w
3B3x+y+e)
3(2a + 3w)
3(2b + 3v)

Los valores propios son

8 o QR

< QO

w
(%
€

3(3b+d +v)
(3a+c+ w)
2(2z + 3e)

0.

3\ =3a+c+w
3Xe =3(a—3b—v) —2x

33 = 2x + 3e.

22

(1.2.13)
(1.2.14)
(1.2.15)



y vectores propios

1

<
w O N
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MATRICES

MATRIZ

VALORES PROPIOS

E
2 35 4 3\ /=73\ /2
3 8 2| [ M=15N=—11,)\;=38 1 19 | {o
(9 14 2 (1) 71 ) \3
4 4 2 3\ /—1\ /2
—6 20 4 M =6, =14 A3 =7 1l 1-7]1o
6 -5 3 1/ \9 /) \3
3 1 2 3 1 2
—9 25 6 M =4, A =20, \; =6 1 [-2t] (o
(6 —16 2 (1) 19 (3
4 24 0 3\ /24\ /2
~3 19 2 M =12, A =9, \s =4 1] [5] (o
3 1 2 1) \11) \3
1 1 2 3\ /—1\ /2
—6 14 4 M =0, A =13, A3 =2 1] [-22] (o
(o —2 2 1 4 3

Nota: Los ejercicios que se mostraron anteriormente cada uno forman un sis-
tema de cuatro ecuaciones con seis variables, es decir que se puede encontrar

tantas matrices como soluciones tenga el sistema.

Los siguientes ejemplos permiten determinar de manera facil condiciones para
la construccién de matrices con entradas enteras cuyos valores y vectores

propios son enteros.

Ejemplo 12 Dados los siguientes vectores (m, n, p) = (1, 1, 1), (t, q,
(1, 0, —1) y la siguiente matriz

A:

8 o2
< QO
o < 8

Las condiciones que se obtienen para la matriz A son:
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a+c+w = b+d+v
at+ct+w = z+yte

—(b—-v) =0
—(a—w) = z—e.
Los valores propios son
M=a+c+w (1.2.16)
M=a—b—v+z+y (1.2.17)
A3 =1z —e. (1.2.18)
1 1
y vectores propios [ 1|, O | asociados a A1 y A3 respectivamente.
1 -1

Ejemplo 13 Dados los siguientes vectores (m, n, p) = (1, 1, 0), (¢, ¢, s)=
(1, 0, 1) y la siguiente matriz

A:

8 o
< Q0
o < g

Las condiciones que se obtienen para la matriz A son:

at+c = b+d
0 = z+y
b+v = 0

at+w = x+e.

Los valores propios son
A =a+c (1.2.19)
=a—b—=x (1.2.20)
A3 =2x+e. (1.2.21)
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1 1
y vectores propios | 1 |,| 0| asociados a A1 y A3 respectivamente.
0 1

Ejemplo 14 Dados los siguientes vectores (m, n, p) = (1, 1, 0),
(t, q, s) = (1, 1, 1) y la siguiente matriz

a ¢ w
A=1|b d v
x Yy e

Las condiciones que se obtienen para la matriz A son:

at+c = b+d

0 = z+vy
b+d+v = z4+y+te
at+c+w = z4+y-+te.

como x +y =0, entonces v =w.
Los valores propios son

M=a+c (1.2.22)
=a—b—x—y (1.2.23)
As=x+y+e. (1.2.24)
1 1
y vectores propios | 1 |,| 1| asociados a A1 y A3 respectivamente.
0 1

Ejemplo 15 Dados los siguientes vectores (m, n, p) = (1, 1, 1),
(t, q, s) = (0, 1, 1) y la siguiente matriz

a ¢ w
A=1|b d v
x oy e

Las condiciones que se obtienen para la matriz A son:
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atct+w = b+d+wv

atct+w = x+y+te
d+v = y+e
c+w = 0.

como ¢+ w =0, entoncesb+d+v=x+y+e, asiz =b.
Los valores propios son

M=a+c+tw (1.2.25)
=a—b—v—y (1.2.26)
As=y+e. (1.2.27)
1 0
y vectores propios | 1 |,| 1| asociados a A1 y A3 respectivamente.
1 1

Ejemplo 16 Dados los siguientes vectores (m, n, p) = (1, 1, 0),
(t, q, 3) = (0, 1, 1) y la siguiente matriz

a ¢ w
A=1|b d v
x oy e

Las condiciones que se obtienen para la matriz A son:

at+c = b+d

0 = z+y
d4+v = y+e
ctw = 0.
Los valores propios son
A =a+c (1.2.28)
X=a—b—y (1.2.29)

A3 =y +e. (1.2.30)



27

1 0
y vectores propios | 1 |,| 1| asociados a A1 y A3 respectivamente.
0 1

Ejemplo 17 Dados los siguientes vectores (m, n, p) = (—1, 1, O),
(t, q, 3) = (O, 1, —1) y la siguiente matriz

a ¢ w
A=1|b d v
Ty e

Las condiciones que se obtienen para la matriz A son:

—a+c = —(=b+d)
0 = —(—z+vy)
—(d—v) = y—e
—(c—w) = 0.
Los valores propios son
Al=a—c (1.2.31)
X=a+b+y (1.2.32)
A3 =—y+e. (1.2.33)
-1 0
y vectores propios | 1 |,| 1 | asociados a A\ y A3 respectivamente.
0 -1

Ejemplo 18 Dados los siguientes vectores (m, n, p) = (—1, 1, O),
(t, q, s) = (1, —1, 1) y la siguiente matriz

a ¢ w
A=1|b d v
x oy e

Las condiciones que se obtienen para la matriz A son:

—a+c = —(=b+d)
0 = —(—z+y)
b—d+v = —(x—y+e)

a—ct+w = xT—Yy-+e.
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como x —y = 0 y multiplicando por —1 la ultima condicion, entonces b— d +
v=c—a-+w, asi v = —w.
Los wvalores propios son

A =a—c (1.2.34)
=a+b—x+y (1.2.35)
Ag=x—y+e. (1.2.36)
-1 1
y vectores proptos | 1 |,| —1 | asociados a A\ y A3 respectivamente.
0 1

Los siguientes casos determinan condiciones particulares diferentes a las es-
tudiadas en la proposiciéon 2 que pueden ser encontradas al caracterizar las
matrices de orden 3

Si (ma + nc + pw) = 0 se tiene que mA; = 0 o m = 0 entonces
CASO 1: Si A\; =0y m # 0 se tiene

c w m
d v n| =N
y e p
ma + nc + pw
mb+nd+pv | =X\
mx + ny + pe

8 o

=" 3I3I | O3S

m
ma + nc+ pw | m(mb+nd+pv) A\
1

ma+nc+pw
m m(max+ny+pe)
ma+nc+pw

=3 3

por hipétesis se tiene que (ma + nc + pw) = 0, entonces
m(mb + nd + pv) = 0.

m(mx + ny + pe) = 0.
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donde
(mb + nd + pv) = (mx + ny + pe) = 0.

CASO 2: 5i \; # 0y m = 0 se tiene que:

c w 0
d v nl|l=XM
y € p
nc -+ pw
nd+pv | =X\
ny + pe

n(nct+pw)

nd +pv | ndtev

n == )\1

n n(ny-+pe)
nd+pv

8 o2

TSI o B3I o I o

asi se tiene que
(nd + pv)

n

A=

n(nc+pw) =0
n(ny + pe) = p(nd + pv)
con (nd + pv) # 0.
De manera similar que el CASO 1 se procede Si (tz + qy + se) = 0 entonces

sA3 = 0, entonces si A3 =0 o s = 0 se tiene que:
CASO 3: Si A3 =0y s # 0 entonces

s(ta + qc+ sw) = 0.

s(th+ qd + sv) = 0.

donde
(ta + qc + sw) = (tb + qd + sv) = 0.

CASO 4: 5i \3 # 0y s =0 se tiene que



q(at+cq)
bt +d bt+dgq
d q = A3
q q(zt+yq)
bt+dg

asi se tiene que

bt + d
A = Pt dD)
q

q(zt +yq) = 0.

q(at + cq) = t(bt + dq).

con (bt + dq) # 0.

O + O o+

~+

o

30



Capitulo 2

Estudios Previos

Diversos articulos abordan el estudio de matrices, centrados en la caracte-
rizacion de matrices con entradas y valores propios enteros. En particular
se abordard el estudio de Gutierrez A., Poveda Y. y Prieto L. en [1] el cual
da condiciones para algunas familias de matrices con entradas enteras que
poseen valores propios enteros.

Las ideas de este trabajo inician en la caracterizaciéon de matrices de orden
2 y extienden las ideas para matrices de orden 3 y 4.

Considera la matriz A, definida como

a b
c dj)’
donde a, b, ¢, d son enteros que satisfacen la condicion

a+b=c+d.

El estudio concluye que la matriz A sujeta a la condicion anterior posee los
valores propios \y = a+ by Ay = a — ¢, luego extienden esta idea para
matrices de orden 3, considerando que la suma de las filas de la matriz no es
garantia para que los valores propios sean enteros, es asi que centran el estudio
de la caracterizaciéon de matrices de orden 3 que tengan los mismos valores
propios dados para el caso de matrices de orden 2 y cuyas entradas contengan
la menor cantidad de ceros posibles, para esto definen la matriz A como sigue:

31
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Se dan condiciones sobre z,y, z,w con el objetivo que A tenga valores pro-
pios Ay = a+0b, Ay =a—cy A3 = e, esto equivale a encontrar las soluciones
enteras del sistema

rz+wy =0 (2.0.1)
2by — zdx — way + wex =0 (2.0.2)

A partir de las ecuaciones anteriores es posible construir matrices de distintos
tipos que las satisfacen, algunas de ellas se presentan a continuacion.

MATRIZ TIPO 1

b =z
A= d =z
—z e
MATRIZ TIPO 2
a b ub
A= c d —uc

—uc —ub e

con « un numero entero.

MATRIZ TTPO 3

b ub

a
A= ¢ d -—uc
uc ub e
con ¥ un numero entero.
MATRIZ TIPO 4
0 b =z
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En [1] los autores determinan que en cada caso, las matrices son diagonali-
zables unicamente cuando los valores propios son distintos.

Por otro lado Gilbert R. en [2], realiza un estudio mas general centrado en
la composicion de matrices con entradas enteras, valores y vectores propios
enteros, para lo cual utiliza el polinomio caracteristico y el teorema de bloques
de Jordan que se describen a continuacion.

Definicién 1 Si A es una matriz real de tamanio n x n y p,(r) = a,a™ +
Un 12"t + ...+ ag, el polinomio p,(A) denota la matriz que se genera si se
reemplaza cada aparicion de x en p,(x) por la matriz A:

pn<A) = anA" + CLn_lAn_l + an_QA”_2 + ...+ CllA + CL()AO
donde a; € R, (1 =0,1,...,n) y A° =1I,.

En consecuencia, se dice que A satisface el polinomio p,(z) si p,(A) = 0.

Definicién 2 El polinomio minimo de una matriz A es el polinomio no nulo
de menor grado que es satisfecho por A. Se denota por m(z)

Teorema 4 Suponga que A es una matriz de n X n con valores propios
0B1, ..., B de multiplicidad algebraica myq, ..., m.. Sean Wy, ..., W1 bloques
de Jordan correspondientes al valor propio 31, sean Wy 11, -, Winy +m, blo-
ques de Jordan correspondientes al valor propio (35, y asi hasta . entonces
la matriz Q = [Wy, W, ..., W,] tiene la propiedad que Q*AQ = J

B 1 00 0 0

0 B 1 0 0 0
Donde J = : :

0o 0 0 0 - Bt 1

o 0 00 --- 0 p,

Gilbert R. considera las definiciones anteriores y el teorema para caracteri-
zar matrices con entradas enteras y con valores y vectores propios enteros, a
partir de una matriz A, cuyas entradas estan dadas por los coeficientes del
polinomio minimo de A, esta matriz es llamada matriz de composiciéon de



p(p).

La matriz de composicién de p(u) esta dada por

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1
—Qp —Ap—1 —Qp—2 —0ap-—3 —aq

Veamos algunos ejemplos donde fijamos los valores propios A, Ao, A3 y dos
vectores propios vy, v3 y se sigue el estudio dado por el autor.

MATRICES
MATRIZ VALORES PROPIOS | VECTORES PROPIOS
0 1 0 1\ /1\ /1
0 0 1 M =5 =2 A =3 5112 (3
30 —31 10 25/ \4/ \9
0 1 0 1 1 1
0 0 1 M=-T A =2 Ng=—1 7112 -1
14 9 —6 (49 4) 1 )
0 1 0 1 0N\ /1
0 0 1 M =11, A =0, Ay =2 1| lof (2
0 —22 13 121/ \o/ \4
0 1 0 1 1 1
0 0 1 M =6, Ag=—1, Ny =2 6| |-1](2
12 -4 7 (36 1 4)
0 1 0 1 1 1
0 0 1 M=1, ) =4 \3=6 1] [-4] 16
—24 22 3 1/ \16/ \36

La tabla anterior determina 5 ejercicios que se desarrollan en cada uno de los
ejemplos que se presenta a continuacion, donde se considera para cada uno
los valores propios y los vectores propios dados en la tabla y se verifican que
satisfagan las condiciones establecidas en la proposicién 2.

Ejemplo 19 Tiene polinomio minimo X\* — 10\% + 31\ — 30 y satisface las
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siguientes condiciones

5(a + 5¢ + 25w) = 1(mb + 5d + 25v)
m(z + 5y + 25e) = 25(a + 5e + 25w)
9(a + 3¢+ 9w) = (z + 3y + 9e)
3(z 4+ 3y +9e) = 9(b+ 3d + )
Al =a+ 5c+ 25w
IN\s =2+ 3y + e
(9)(5)A2 = 9(ba — b — 25v) — 5(z + 3y),

Ejemplo 20 Tiene polinomio minimo \* + 6X2 — 9\ — 14 y satisface las
siguiente condiciones

—T7(a —7c+49w) = (b — 7d + 49v)
(x — Ty + 49¢) = 49(a — 7c + 49w)
(a—cH+w)=(r—1y+e)
—l(x—y+e)=(b—d+v)
A =a—Tc+ 49w
AM3=x—y-+e

(7)Y (D)o = 1(=Ta — b — 490) + 7(z — y),

Ejemplo 21 Tiene polinomio minimo X3 — 13)\? + 22\ y satisface las sigu-
tentes condiciones

11(a+ 11c+ 121w) = (b + 11d + 121v)
(x + 11y + 121e) = 121(a + 11c + pw)
4(a + 2¢ + 4w) = (x + 2y + 4e)
2(z + 2y + 4e) = 4(b + 2d + 4v)
Al=a+ 1llc+ 121w
4 3 == + 2y + 4de
(11)(4)As = 4(11a — b — 121v) — 11(z + 2y),

Ejemplo 22 Tiene polinomio minimo X\ — TA%2 + 4\ + 12 y satisface las
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siguientes condiciones

36(a + 6¢ + 36w) = (b+ 6d + 36v)
(x + 6y + 36e) = p(a + 6¢ + 36w)
4(a + 2¢ + 4w) = (x + 2y + 4e)
2(x + 2y + 4e) = 4(b+ 2d + 4v)

A = a+ 6¢ + 36w
A 3 = o + 2y + 4de
(6)(4) A2 = 4(6a — b — 36v) — 6(x + 2y),

Ejemplo 23 Tiene polinomio minimo X3 — 3\? — 22\ + 24 y satisface las
siguientes condiciones

(a+c+w)=(b+d+v)
(x+y+e)=(a+c+w)
36(a + 6¢ + 36w) = (z + 6y + 36¢e)
6(x + 6y + 36¢) = 36(b + 6d + 360)
AM=a+c+w

363 = x + 6y + 36e
36y = 36<(l —b— U) - (I + 6y)?

los ejemplos anterios verifican que las condiciones dadas por Gilber R., son
sastisfechas en este trabajo.

En los siguientes ejemplos se fijan dos valores propios y dos vectores pro-
pios y se construye matrices basados en las condiciones establecidas en la
proposicion 2.

Ejemplo 24 Dados los valores propios Ay = 1, A\3 = 2, y los vectores vy =
(1, 1, 1) , U3 = (1, 2, 4) que satisfacen las siguientes condiciones
(a+c+w)=(b+d+v)
(x+y+e)=(a+c+w)
4(a + 2¢+4w) = (z + 2y + 4e)
2(z + 2y +4e) = 4(b+ 2d + 4v)
(a+c+w)
(x + 2y + 4e)

1
8,
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se construyen a partir de estas condiciones una serie de matrices, veamos

algunas
MATRICES
MATRIZ VALORES PROPIOS VECTORES PROPIOS
6 -8 3 1 —10 1
—2 3 0 )\1:1,)\2:8,)\3:2 1 2 2
-2 1 2 1 2 4
2 -2 1 1 1 1
0 0 1 )\1:1,)\2:3,)\3:2 1 1 2
2 -5 4 1 3 4
2 =21 1 —1 1
2 -3 2 AM=1A=-3X =2 1 -2 2
—4 4 1 1 1 4
0 1 0 1 —31 1
-4 6 -1 AM=1, =9 A3=2 1 -9 2
6 —-11 6 1 31 4
8 —11 4 1 -5 1
2 —3 2 )\1:1,)\2:5,)\3:2 1 —1 2
0 -2 3 1 1 4
Ejemplo 25 Dados los valores propios Ay = 3, \3 = —1, y los vectores vy =
(1, 3, 9) , U3 = (1, —1, 1) que satisfacen las siguientes condiciones
3(a+ 3¢+ 9w) = (b+ 3d + 9v)
(z + 3y 4+ 9¢) = 9(a + 3¢ + Jw)
(b—d+v)=—(x—y+e)
(x—y+e) = (a—c+w)
)=
) =

(a —3c— 9w
(x—y+e

se construyen a partir de estas condiciones una serie de matrices, veamos

algunas
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MATRICES

MATRIZ VALORES PROPIOS VECTORES PROPIOS
3 3 —1 1 =7 1
6 4 -1 /\1:3, /\2:8, /\3:—1 3 —11 -1
-3 1 3 (9 2 1
-3 -1 1 1 =7

3 =2 2| [ M =3 do=-TA=—1| (3] [-11] -1
6 7 0 9 17 1
-6 =3 2 1 3 1
0 0 1 )\1:3, )\2:—37 )\3:—1 3 —1 —1
-9 -3 5 9 3 1
-3 -1 1 1 1 1

0 0 1 AM=3, A=-3 A3=-1 3 0 —1
0 3 3 9 0 1

3 3 —1 1 b} 1
6 4 —1 M =3 d=6N=—1 3 9 ~1
3 5 1 9 12 1

Fijemos ahora dos valores propios y dos vectores y utilicemos las condiciones

dadas en la proposicién 2

Ejemplo 26 Dados los valores propios \y = 1, 3 = 2, y los vectores vy

(17 1, 0) , U3 = (1, 2, 1) que satisfacen las siguientes condiciones

(a+c)=(b+4d)

(z+y)=0
(b+2d+v)=2(x+2y+e)
(x4+2y+e)=(a+2c+w)

(a+c)=1
(x4+2y+e)=2

asi se generan matrices a partir de estas condiciones, veamos algunas



MATRICES

MATRIZ VALORES PROPIOS | VECTORES PROPIOS

2 —1 2 N\ /1\ /1
-1 2 1 M=1 =4\ =2 1] o] (2

1 -1 3 0/ \1/ \1
—2 3 -2 N\ /17\ /1

1 0 3 M=1,d=—4 Ny =2 1] [-8] |2
11 1 0/ \ 5 1)

2 —1 2 N\ /o0\ /1
-1 2 1 M=1 =5 \=2 1] o] (2

1 -1 3 0/ \1/ \1

3 —2 3 1\ /5\ /1

2 —1 4 M=1 D=5 \y=2 1) (7] (2
4 —4 6 (0 8 1)
-1 2 -1 N\ /=3\ /1
1 0 3 M=1 =0\ =2 1) [-1] (2
2 -2 4 0/ \ 1 1
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En el capitulo 2, se muestran resultados mas generales que los presentados
en los articulos estudiados. Por una parte se hace una caracterizaciéon mas
general sobre las condiciones de la matriz que los mostrados por Gutierrez
A, Poveda Y y Prieto L.[1], ademds que se estable matrices diferentes a las
elaboradas por Gilbert R.[2].



Capitulo 3
Diagonalizacion

En este capitulo se toman algunas matrices de 3 x 3 estudiadas en el capitulo
1 y se determinan condiciones para que estas sean diagonalizables.

m
Dados m,n, p,t, q, s enteros tales que m 7é 0,s 7£ Oentoncesvy = | n | ,v3 =
p
t Ay
q | son vectores propios de A = | Ay | con A} = (a, c, w), Ay =
S A3

(b, d, v), Az = (x, v, e) y valores propios A1, Ao, A3 tal que mA; = Ajvy,
snAy = s(na —mb — pv) — n(tx + qy),sA\3 = Agzvs si y sélo si

nAiv; = mAyv;.

pAiv; = mAsvy.

sAsvs = qAzvs.

sAjv; = tAsvs.

Si se quiere estudiar condiciones de diagonalizacién, es necesario partir de
condiciones como A\; = A3 6 A} = A9, Ao = A3 6 A} = Ay = A3 y verificar en
que casos los valores propios no generan vectores linealmente independientes
que construyan una base para las matrices estudiadas.

Dada A una matriz de tamano 3 x 3 con valores propios A1, Ao, A3, i A} = A3
entonces

40
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mA = Ajv;
m)\g = A1U1
msis = sA v,
mA3U3 = SA1U1,

asi,

nAjv; = mAyv,.

pAll)l = mA3v1.

qu’Ul = mAgvg.

tAl?)l = mAlvg.

mAsvg = sAjv;.
Verifiquemos estas condiciones en los siguientes ejemplos

Ejemplo 27 Dados los siguientes vectores (m, n, p) = (1, 1, 0),
(t, q, s) = (0, 0, 1) y la siguiente matriz

a ¢ w
A=1|b d v
x oy e

Las condiciones que se obtienen para la matriz A son:

a+c = b+d
Tty = 0
a+c = e
v =w= 0.
Los valores propios son
)\1 =a-+c= )\3 (301)
A =a—b. (3.0.2)

(3.0.3)

1 0
y los vectores propios | 1| y | 0| asociado a ;.
0 1
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La matriz A que satisface las condiciones establecidas anteriormente se puede
representar como

a c 0
A=1|b a+c—-b 0
T —T a+c
El primer valor propio A\; = a+ c tiene multiplicidad algebraica 2 y el espacio
1 0
nulo de A\, denotado E), estd generado por £ 11,10 , entonces se
0 1

debe estudiar el caso Ay = a — b con el objeto de determinar condiciones de
diagonalizacién para la matriz A.

Si Ay # A1 entonces a — b # a + ¢ implica que b+ ¢ # 0 en cuyo caso A es
diagonalizable.

Se estudia el espacio propio de A para Ay, denotado FE), y se concluye que:

1
Sib+c#0yx=0=0, F,, estd generado por £ 0
0

—c
Sib+c#0,2=0,b+#0, E), estda generado por £ b
0
—(c+0b)
Sib+c#0,b=0,x#0, E), estd generado por £ 0
x

Si b+c = 0 entonces Ay = Ay = A3 y la matriz A es diagonalizable sic = 0 = b.

La siguiente tabla establece las condiciones sobre las entradas de A para que
sea diagonalizable.

MATRICES
| #0 [ =0 | DIAGONALIZABLE |
c+b ST
c,c+bx ST
c c+b NO
c,b NO




CONCLUSION:

MATRICES
| #0 [ =0 | DIAGONALIZABLE |
c+0b SI
c,c+b,x ST

A es diagonalizable si y solo sib—i—c:ny:O:céb—l—c;&O‘

EJEMPLOS
MATRICES

MATRIZ VALORES PROPIOS | VECTORES PROPIOS
1 2 0 N\ /-1\ /0
4 =1 0] | M =3 do=-3 A3=3 1] (2110
2 —2 3) 0/ \ 1 1
2 5 0 1\ /=5\ /0
4 3 0] [ M=Tdo=-2A=7 1|l 4]0
6 —6 7 o/ \6/ \1
3 -2 0 N\ /2\ /0
4 5 0| M=L =T \=1 1] 1-4] (o
3 -3 1 o/ \ 3/ \1

3 30 N\ /3\ /0

5 10| [ M=6 X =-2X=6 1] (=51 1o
-1 1 6 0/ \ 1 1
2 7 0 N\ /=7\ /0
4 5 0] [ AM=9do=-2X=0 1|l 4]]o
3 -39 o/ \ 3/ \1

43

Las siguentes matrices satisfacen ¢ + b = 0, en estos casos las matrices pre-
sentadas no son diagonalizable.
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MATRICES

MATRIZ VALORES PROPIOS VECTORES PROPIOS
1 5 0 1 0
-5 11 0 AM =6, =06 A3=06 1 0

2 -2 6 0 1

2 3 0 1 0
-3 8 0 A =5, =5 A3=5 1 0

1 -1 5 0 1

2 -1 0 1 0

1 0 O M=1 =1 =1 1 0

3 =3 1 0 1
2 —4 0 1 0
4 -6 0 A ==2, ) =—-2, A3=-2 1 0
5 —5 =2 0 1

Ejemplo 28 Dados los siguientes vectores (m, n, p) = (1, 2, 0),

(t, q, s) = (O, 0, 1) y la siguiente matriz

a ¢ w

b d wv

T oy e

Las condiciones que se obtienen para la matriz A son:

2(a + 2¢) = b+ 2d

T+ 2y = 0
a+ 2c =

e
v =w= 0.

A:

Los valores propios son

)\1 =a+2c= /\3 (304)

2Xo = 2a — . (3.0.5)

(3.0.6)
1 0
y vectores propios | 2] y | 0
0 1

La matriz A con entradas enteras que satisface las condiciones establecidas
para este ejemplo se representa de la siguiente manera:
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a c 0
A=1[2(a+2c—d) d 0
—2y Yy a-+2c

El polinomio caracteristico de A esta dado por

P(\) = (2\ — (2a — b)) ((a + 2¢) — \)2.

Como A\; = )3, valor propio de multiplicidad algebraica 2 genera el espacio

1 0
propio E, = £ 21,10 , entonces si A} # A\ la matriz A es diagona-
0 1

lizable.

Se determinan condiciones sobre Ay con el objeto de obtener una matriz A
que sea diagonalizable, esto es, si A\; = Aq, implica que a +4c—d # 0

Sta+4c—d=0,c=0yy#0, E), estd generado por £

—c
Sia+2c—d # 0,y # 0y a+4c—d # 0, E, esta generado por £ a+2c—d
)
1
Sta+2c—d#0,y#0yc=0, F), estd generado por £ 0
0
—c
Sta+2c—d#0,c#0yy=0, FE,, esta generado por £ a+2c—d :
0
1
Sia+4c—d =0y c =0 =y, I, esta generado por £ 0], , N
0

Sta+4c—d=0,y=0y c#0, E), estd generado por £

O = O - OO
_ 00O kOO~ OO

La siguiente tabla establece las condiciones sobre las entradas de A para
que sea diagonalizable.
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MATRICES
#0 \ =0 | DIAGONALIZABLE |
a+4c—d,a+2c—d,y ST
a+4c—d,a+2c—d,y c ST
a+4c—d,a+2c—d,c Y ST
a+4c—d,cy ST
Y a+4c—d,c NO
c a+4c—d,y NO
Y, C a+4c—d NO

CONCLUSION:

A es diagonalizable si y sélo sia+4c—d:0yy:0:céa—|—4c—d7é0‘

La siguiente tabla muestra algunas matrices con entradas enteras que satis-
facen las condiciones dadas, dichas matrices tienen valores y vectores propios
enteros y son diagonalizables.

MATRICES
MATRIZ VALORES PROPIOS | VECTORES PROPIOS
1 N\ /3\ /0
6 M=T do=-2M3=7 2] (-3] (o
4 o/ \ 2/ \1

M=5 =1 \=5

o

M =6, =2 A3=06

o
WO R Ot RN W
oSO oo o~1o o

—_— o Ol O O
WO N~ O N

|
o

330 1\ /1\ /0
09 0 A =9 Ad=3 A=09 2] (o] (o
0009 o/ \o/ \1
1 0 0 0\ /0Y\ /0
2 —1 0| [ M=1 =—1 =1 o] [-2] (o
—2 1 1 1/ \1/) \u
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Ejemplo 29 Dados los siguientes vectores (m, n, p) = (1, 1, 0),
(t, q, 3) = (1, 1, 1) y la siguiente matriz

a ¢ w
A=1|b d v
Ty e

Las condiciones que se obtienen para la matriz A son:

at+c = b+d

r+y = 0
at+c = e€
v=w =
Los valores propios son
)\1 =a+c= )\3 (307)
do=a—b—x—uy. (3.0.8)
(3.0.9)
1 1
y vectores propios | 1] v |1
0 1

Como x+y = 0, entonces Ay = a—b lo que conlleva a las mismas condiciones
de diagonalizacion estudiadas en el ejemplo 27.

EJEMPLOS



48

MATRICES
MATRIZ VALORES PROPIOS | VECTORES PROPIOS
I 2 0 N /—2\ /1
~5 8 0 M =3 =6 A\=3 1] [-5] (1
3 -3 3 0/ \ 3 1
5 2 0 1 1 1
4 30 M=T d=1 =7 1] [=2] (1
(2 2 7) 0 1 1)
4 -2 0 0N /2\ /1
1 1 0 M =2 D=3 A\=2 1] (1] 1
5 —5 2 0/ \5/ \1
6 —3 0 1 3 1
-1 4 0 M=3 =7 A\ =3 1) {=-1] (1
7 -7 3 o/ \ 7/ \1
10 1 0 1 1 1
110 0] [M=11, =1 \=11 1] [-11] |1
~1 1 11 0 1 1

OBSERVACION 1: La matriz es diagonalizable siempre que ¢ # —bé c+b =0

yc=0=b.

Ejemplo 30 Dados los siguientes vectores (m, n, p) = (17 1, 0),

(t, q, s) = (1, 2, 1) y la siguiente matriz
a ¢ w
A=1b d v

T Yy e

Las condiciones que se obtienen para la matriz A son:

at+c = b+d

r+y = 0
20a+c) = b+2d+v
—c = w

at+c = x+2y+e.
Los valores propios son

AM=a+c= )3

M=a—b—x—2y.

(3.0.10)
(3.0.11)
(3.0.12)



y vectores propios

1

Nad
— N

0
MATRICES

MATRIZ VALORES PROPIOS | VECTORES PROPIOS

L -2 2 N\ /—2\ /1

3 -1 3 M =2 =0 A\=2 1] [=3] (2
-1 1 1 0/ \ 1 1
-1 -1 1 N\ /2 /1
—4 2 4] MN==2 =5 N\ =2 1) (-4 (2
—2 2 0 o/ \ 2/ \1
2 5 -5 N\ /=5\ /1
4 3 4 M=T d=1A=7 1) [ 4]]2
3 -3 10 0/ \ 3/ \u

3 —1 1 N /1\ /1

1 1 1 M =6, =2 X=6 1] (1] (2

4 —4 6 0o/ \4/ \1
—3 6 -6 N\ /-6\ /1
2 1 2 M =3 Ad=—4 \3=3 12112
1 -1 4 0) 1 (1

OBSERVACION 2: Si \; = ), implica que

a+c=a—b—x—2y
c+b=—(x+2y)

la matriz no es diagonalizable.

CONCLUSION

A es diagonalizable si y sélo sic—l—b:—yyy:O:c:béchb#—y‘
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MATRICES
MATRIZ VALORES PROPIOS | VECTORES PROPIOS
2 —1 1 1 1
3 -2 3 M=1L =1 A=1 1 2
2 =2 3 0 1
3 2 =2 1 1
-3 8 -3 Al=D50, =5 A\3=05 1 2
-1 1 4 0 1
1 1 -1 1 1
2 0 2 AM=2, =2 A3=2 1 2
3 =3 5 0 1
-1 4 -4 1 1
-2 5 =2 AM=3 =3 =3 1 2
2 =2 5 0 1
Ejemplo 31 Dados los siguientes vectores (m, n, p) = (1, 1, 1),
(t, q, E) = (1, 0, 1) y la siguiente matriz
a ¢ w
A=|b d v
x Yy e
Las condiciones que se obtienen para la matriz A son:
a+c+w = b+d+v
at+c+w = xz+y+te
0 = b+4w
at+c+w = at+w
a+c+w = x+e.
Los wvalores propios son
M=a+c+w=MA; (3.0.13)
=a—b—v—uzx. (3.0.14)
(3.0.15)

1 1
y vectores propios | 1],
1 1
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La matriz A que satisface las condiciones establecidas para este ejemplo se
representa como

a 0 w
A=1|b a+w —-b
T 0 at+w—=x

El polinomio caracteristico de A esta dado por
PN =M—(a—b—v—2)((a+c+w)— N>

Se estudia el espacio generado por ), denotado por E), para establecer las
condiciones que debe cumplir A para que sea diagonalizable.

MATRICES

| #0 | =0 [DIAGONALIZABLE |
w+x,T b ST
w4+ b, x ST
w+x,b x ST
w+x,b,x ST
w+x,b,x ST
w w+x,b NO
b w+ T, w NO
b, x w4+ T NO

CONCLUSION: Con la tabla anterior se concluye que:

Aesdiagonalizablesiysélosiw+x:Oyb:O:wo’x+w7éO‘.

Los siguientes ejemplos muestran matrices que satisfacen las condiciones es-
tablecidas para que los valores y vectores propios sean enteros, ademéds de
ser diagonalizables
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MATRICES
MATRIZ VALORES PROPIOS | VECTORES PROPIOS
10 4 N\ /—4\ /1
15 -1 M =5 A=-2 X\=5 1 1 0
30 2 1 3 1
2 0 6 1\ /=6\ /1
—4 8 4 A =8, Ay =—3, A3 =38 1] [=4] (o
5 0 3 1 5 1
30 2 N\ /-1\ /1
6 5 —6 M =5 d=—1 =5 1 31 1o
40 1 1 2 1
10 1 1\ /—1\ /1
32 -3 M =2 A =—3 A3=2 1 31 (o
40 -2 1/ \4) 1
—5 0 4 1 2 1
2 -1 2| | M=-1, =1 N=-1 1] [=1] (o
6 0 5 1 3 1

OBSERVACION 3: Dadas las condiciones anteriores, se contruyen matrices
con A\ = Ay, esto implica que w = —x, con b # 0y w # 0, asi
la matriz no es diagonalizable,

MATRICES

MATRIZ VALORES PROPIOS | VECTORES PROPIOS

1 0 3 1\ /1
2 4 2] [ M=4 =4 N =4 1] {o
307 1/ \u
2 0 1 1\ /1
5 3 =5| | A =3 A=3 A\=3 1| {o
10 4 1/ \u
—1 0 5 1\ /1
2 4 2| [ A =4 =4 N =4 1] o
~5 0 9 1/ \1
7 0 2 1\ /1
1 9 =1 [ A=9X=9X=09 1] (o
—2 0 11 1/ \u
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Los ejemplos anteriores suponen las condiciones dadas en la proposicién 2 y
A1 = A3, veamos el caso de Ay = A3, esto es

snXy = s(na — mb — pv) — n(tx + qy)
nsis = s(na — mb — pv) — n(tx + qy)
nAsvy = s(na — mb — pv) — n(tz + qy),

asi, se tienen las condiciones originales dadas en la proposiciéon 2 mas esta
c w

a
nueva condicion, estudiemos criterios para que una matriz A= [ b d v
r Yy e

sea diagonalizable.

Ejemplo 32 Dados los siguientes vectores (m, n, p) = (1, 1, 1), (t, q, E) =
(17 0, 1) y la siguiente matriz

A:

8 o2
< Q0
o < &g

Las condiciones que se obtienen para la matriz A son:

at+c+w = b+d+v
atct+tw = x+yte

b+v = 0
at+w = xT+e
r+e = a—b—v—ux.
1 1
con Ay = A3 y vectores propios | 1| y |0
1 1

La matriz A que satisface las condiciones anteriores se representa por

a c w
A= b a+c+w —b ,
—w c a+ 2w

el polinomio caracteristico de A esta dado por



Donde \{ =a+c+w; s =a+ w = ;.

Notese que el polinomio caracteristico de A es sencillo de encontrar, debido a
que las condiciones conllevan a determinar los valores propios sin necesidad

de usar la técnica clasica que utiliza determinantes.

MATRICES
MATRIZ VALORES PROPIOS | VECTORES PROPIOS
1 2 -3 N\ /1
10 —1| [ M=0dg=—-2 N3=-2 1] (o
32 -5 1/ \1
43 -1 N\ /1
2 6 —2 M =6, =3 A\=3 1] (o
13 2 1/ \1
2 1 -2 1\ /1
31 -3 M=1 =0 \=0 1] (o
2 1 -2 1/ \1
15 —2 1\ /1
34 =3 1 M=4=—1=—1 1] [o
2 5 —3 1/ \1
3 2 —1 1\ /1
4 4 —4 M=4, A=2 A\y =2 1] (o
12 1 1) 1

CONDICIONES DE DIAGONALIZACION

Si ¢ # 0 tenemos dos valores propios repetidos Ay = a + w = A3, es decir de
multiplicidad algebraica 2 y A\; = a 4+ ¢ + w de multiplicidad algebraica 1.
Veamos que condiciones sobre las entradas de la matriz se deben dar para

que A sea diagonalizable.

la siguiente tabla muestra matrices que satisface las condiciones pero no son

diagonalizables
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MATRICES
MATRIZ VALORES PROPIOS VECTORES PROPIOS
3 0 0 1 0
2 3 —2 M =3 Q=3 A=3 ol [1
00 3 1 0
20 0 1 0
12 —1 M=2 A=2 A3=2 ol [1
00 2 1 0
1 0 3 1 0
0 4 0 M=4 =4, N\g=4 of |1
-3 0 7 1 0
1 0 2 1 0
0 3 0 AM=3, =3 A3=3 0 1
-2 0 5 1 0
2 0 —1 1 0
11 -1 M=1 =1 =1 of |1
1 0 0 1 0
2 0 -5 1 0
5 =3 -5 )\1 — —3, /\2 — —3, )\3 =-3 0 1
5 0 =8 1 0
2 3 0 1 1
15 —1 M =5 =2 A3 =2 1] (o
03 2 1 1
31 0 1 1
2 4 =2 AM=4, =3 =3 1 0
(0 1 3 1) \1
1 3 -2 1 1
—2 2 2 M=2 d=—1 A3=—1 1] o
2 3 -3 1 1
4 2 -1 1 1
—1 5 1 )\1:5,)\2:3,)\3:3 1 O
1 2 2 1 1

la siguiente tabla muestra matrices que satisface las condiciones del ejemplo
32 y son diagonalizables.



MATRICES
MATRIZ VALORES PROPIOS VECTORES PROPIOS
500 1\ /0\ /0
050 M=5 =5 N=5 ol 1] (o
00 5) 0/ \o/ \1
1 3 2 1\ /0\ /3
—2 6 2 M=6 =3 \=3 (1] |2
-2 3 5 1/ \o/ \o
4 21 1\ /0\ /2
-1 71 M=T, d=5X=5 (1)1
-1 26 1/ \o/ \o
-1 2 0 1\ /1\ /0
0 1 0 M=1d=—1 A\3=—1 1l{o] (o0
0 2 —1 1/ \o/ \1
2 10 1\ /1\ /0
030 M=3 =2 N\=2 1l{o] (o
(0 1 2 1/ \o/ \1
MATRICES
| CASOS| #0 | =0 | DIAGONALIZABLE |
1 w b, c NO
2 b c,w NO
3 c,b,b+w NO
4 b,b+w c NO
5 c b+ w ST
6 c,b,w ST
CONCLUSION.

A es diagonalizable si y sélo sic—l—w:wyb:O:w:céchw;éw‘.

o6

NOTA: se puede observar que la tabla anterior es cerrada, es decir cuan-
do no se cumple una condicion, se cumple una de las otras condiciones, la

verificacion se deja al

lector.
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