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CALCULO DEL FACTOR DE CONCENTRADOR DE ESFUERZOS EN PLACAS
PLANAS VARIANDO LAS ECUACIONES DE FORMA POR MEDIO DEL METODO
DE ELEMENTOS FINITOS

OBJETIVOS

OBJETIVO GENERAL
Calcular la variacién del factor de concentrador de esfuerzos de una placa plana por
medio de un software en Matlab, realizando calculos de diferentes elementos de

aproximacion de elementos finitos.

OBJETIVOS ESPECIFICOS

A continuacién se plantean los objetivos especificos para el desarrollo del proyecto:

e Seleccionar el tipo de material y los concentradores de esfuerzos a emplear
en el célculo.

e Seleccionar los elementos diferenciales y discretizar por nodos las placas a
analizar.

e Desarrollar el codigo en Matlab para generar las matrices de esfuerzos y
deformacion de la placa para cada tipo de elemento de aproximacion.

e Analizar el comportamiento del concentrador de esfuerzos variando el
namero de nodos en cada elemento diferencial.

e Comparar los resultados arrojados por el cédigo desarrollado en Matlab
con otro programa de simulacién de elementos finitos (Comsol Multiphysics)
y la literatura (Pilkey! o Norton?).

1 PILKEY, Walter D., Deborah F. “Peterson’s Stress Concentration Factors”. 32 Ed. Wiley Inc, 2008.
2NORTON, Robert L. “Disefio de maquinas un enfoque integrado” 42 Ed. Prentice hall, México 2011.
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INTRODUCCION

“La mecénica de materiales es la rama de la mecénica que se encarga del estudio
de los efectos internos del esfuerzo y la deformacion en un cuerpo soélido que esta
sometido a una carga externa. El esfuerzo se encuentra asociado con la resistencia
del material del que est4 hecho el cuerpo, mientras que la deformacion es una
medida de la elongacién (cambio en tamafio y forma) que experimenta éste”
Hibbeler3.

Temas como el esfuerzo, la deformacion, propiedades mecanicas, concentradores
de esfuerzo, carga axial, elementos finitos, etc. Son, entre otros, los que
desarrollaremos en este proyecto investigativo, acogiendo los postulados
enunciados en los manuales de ingenieria. La generacion de disefio de nuevas
tecnologias de la informacion y la comunicacién en la estructuracion y seleccion de
los modelos matematicos computarizados que agilicen los calculos y la solucién de
problemas sobre manejo a placas, mediante el andlisis de elementos finitos, son
basicos en la aplicacion de materiales de ingenieria. De ahi la importancia de
conocer la incidencia de los factores que se han de tener en cuenta al realizar un
estudio ingenieril, y las aplicaciones tecnolégicas que coadyuvan a la celeridad y

eficiencia en los célculos y disefios metodoldgicos.

En el primer capitulo se desarrollan los conceptos basicos de la estatica y los de la
resistencia de materiales que son fundamentales en el estudio de elasticidad,
ademas, se presenta una introduccion de los principales aspectos necesarios para

el estudio de los concentradores de esfuerzos.

El siguiente capitulo se dedica al estudio del método de elementos finitos que es un

método numérico por el cual se pueden resolver problemas cientificos e ingenieriles

3HIBBELER Russell C, “MECANICA DE MATERIALES”, 82 Ed. Pearson Education, México, 2011.
12



muy complejos; este método esta basado en la representacién de un cuerpo por un
ensamblaje de subdivisiones llamados elementos finitos y estos elementos estan
conectados por nodos. En éste capitulo se expondré: una resefia historica sobre el
MEF, el desarrollo del método para elasticidad bidimensional, el desarrollo para

diferentes elementos de aproximacion y una introduccion a la integracion numérica.

El tercer capitulo expone los aspectos y funciones principales de los programas

computacionales utilizados para desarrollar el proceso de elementos finitos.

En el capitulo cuatro se expondra lo concerniente a la generacion de mallados para
las placas, empezando con algunos de las principales caracteristicas del mallado;
Continuando con los principales aspectos de Comsol para realizar mallados

triangulares y cuadrilateros.

En el capitulo cinco se realiza un andlisis mas profundo del elemento cuadrilatero
cuadréatico serendipito Qs, donde se introduce a la convergencia, integracion

reducida y completa.

Las pruebas y simulacion se desarrollan en el capitulo seis, donde se mostrara el
planteamiento del problema, la metodologia utilizada para llegar a la solucion, los

métodos de validez esperados y las tablas de mallados base.

Finalmente en el capitulo siete se muestran y analizan los resultados de las pruebas

planteadas en el capitulo seis.

13



CAPITULO 1

MARCO TEORICO

Este capitulo introductorio se subdivide en dos grandes secciones, la primera es un
repaso de estética y resistencia de materiales donde la segunda introduce los
aspectos mas importantes de los concentradores de esfuerzos. En este capitulo se
repasan factores como resistencia, fuerza de masa, fuerza de superficie, tensiones,
esfuerzos, deformacion, elasticidad y concentradores de esfuerzos, que son entre
otros factores, aspectos fundamentales para la comprensién de calculos vy
elaboracion de disefios metodoldgicos, para el estudio de la mecéanicay la dinamica

de materiales utilizados por la ingenieria.

1.1 RESISTENCIA DE MATERIALES

1.1.1 Esfuerzo

Para comprender mejor el concepto de esfuerzo, revisaremos analiticamente las
Figura 1y Figura 2. La Figura 1 representa los efectos resultantes de la distribucion
de fuerzas verdaderas que actla sobre el area seccionada y la Figura 2 nos induce
a entender la idea de esfuerzo. Se considera que el area seccionada esta
subdividida en areas pequefias tal como el area AA de la Figura 2. Para el analisis,
se sustituye AF por sus componentes: AF, AF, y AF, que se toman normal para la
componente z y tangente para las componentes x y y . Cuando AA se aproxima a
cero, tanto AF como sus componentes hacen lo mismo; sin embargo, el cociente de
la fuerza y el area tenderan al limite infinito. Este cociente se llama esfuerzo y
describe la intensidad de la fuerza interna sobre un plano especifico (area) que pasa

a través de un punto.

14
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Figura 1. HIBBELER Russell C, “Mecanica de materiales” (2011). Octava edicién. Pearson Educacion de

México, pag. 9.

Es importante tener en cuenta que existen dos formas de esfuerzo:

a) Esfuerzo normal (Sigma), que es aquel en el cual la intensidad de la fuerza
actuante es perpendicular a AA. Como AF es normal al &rea, entonces:

i OF
0z = Al}g}o AA (1)

Si la fuerza o el esfuerzo normal "hala" al elemento AA, como se muestra en
la Figura 2.a, se le denomina esfuerzo de tension, mientras que si "empuja”

a AA, se llama esfuerzo a compresion.

b) Esfuerzo cortante (t), que es aquel en el cual la intensidad de la fuerza
actia tangente a AA. A continuacidon se muestran las componentes del

esfuerzo cortante:

— Tim AFx

tzx = AIAI—I}O AA (2)
_ ARy

Tzy = o4 2a (3)

El subindice z indica la orientacion del area AA, x y y se usan para especificar

los ejes a lo largo de los cuales actia cada esfuerzo cortante.

15
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Figura 2. Cargas internas resultantes, Hibbeler®
Para analizar placas planas se debe definir el esfuerzo plano, el cual se produce
cuando el material en un punto infinitesimal estd sometido a dos componentes de

esfuerzo normal o, y o, y una de esfuerzo cortante z,,, como se puede observar en

la Figura 3, Gere*.

1.1.2 Tension plana
La tension plana se define como un estado de esfuerzos en el que la tensién normal
y la tension cizallante dirigidas perpendicular al plano se supone que son cero. Por

lo tanto existe una deformacion unitaria €, que no es nula en dicha direccién.

A oy

Ox

/82
T Txy
Oy

Figura 3. Estado de tensiones plano.

X

4 GERE James M., GOODNO Barry J., “Mecanica de materiales”. Séptima edicion. Cengage
Learning 2009
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1.1.3 Deformacion

Otro aspecto fundamental de la ingenieria, es la deformacion de un cuerpo, la cual
se especifica mediante los conceptos de deformacién unitaria y cortante. Cuando
se aplica una fuerza a un cuerpo, éste tiende a cambiar la forma y el tamafio del
cuerpo. Estos cambios se conocen como deformacion y pueden ser visibles o casi

imperceptibles.

Para describir la deformacién de un cuerpo, considere un segmento de linea corto
imaginario AB dentro de un cuerpo de referencia Figura 4.a, donde su longitud es
As; al cuerpo se le aplican cargas externas de tal forma que la linea imaginaria tiene
un cambio en su tamafio y direccion, contrayéndose o estirandose adquiriendo una
nueva longitud As’ (ver Figura 4.b). La deformacion unitaria € es el cambio que
presenta la linea As y se define como la diferencia de la longitud inicial con respecto

a la final, dividido la longitud inicial (ecuacién 4), Bedford®.

AS'—AS
== (4)

"
'] /

Ax Ax'
AT -

.l".-

(@) (b)

Figura 4. Cuerpo no deformado (a) y cuerpo deformado (b), Hibbeler?
También es importante analizar la deformacion angular causada por el esfuerzo
cortante. Ahora considérese dos lineas AB y AC perpendiculares entre si en el

cuerpo de referencia (Figura 5.a), por efecto de las fuerzas externas el angulo de

5 BEDFORD Anthony, LIECHTI Kenneth M. “Mecanica de materiales”. Primera edicién. Prentice Hall
2002
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90° o /2 que hay entre las dos lineas cambia, disminuyendo o aumentando en un
angulo y. El &ngulo y se define como la deformacién angular causada por los
esfuerzos cortantes que se presentan en el cuerpo con referencia a las direcciones
ny t (Figura 5.b). Por consiguiente, la deformacion angular es la medida del cambio

del angulo entre dos lineas que eran perpendiculares.

Figura 5.Lineas de referencia para la deformacién angular en un cuerpo, Hibbeler?
Tomando un elemento infinitesimal cubico del cuerpo en el estado de referencia, la
deformacion angular es igual en todos los vértices del cubo y su estado final se

muestra en la Figura 6.

Figura 6. Deformacién angular, Gere*

1.1.3.1 Deformacion plana

La deformacion plana se define como un estado en donde la deformacién e, normal
al plano x —y y las deformaciones de cizallamiento y,, Y y,, S€ suponen que son
cero. Si el sentido del espesor del sélido no da posibilidad de deformacion, o sea

que €, = 0, se genera un esfuerzo en dicha direccién g, no nula.

18



1.1.4 Diagrama esfuerzo-deformaciony ley de Hooke

En el siguiente punto nos ocuparemos de las propiedades mecanicas de los
materiales, las cuales relacionan esfuerzo y deformacion, mediante el uso de
métodos experimentales que permiten determinar diagramas de esfuerzo-
deformacion, en materiales especificos usados en ingenieria y en la mecanica de

materiales.

o

E
_.®
Esfuerzo—, | P,_/’ﬁ’
dltimo F
Esfuerzo de fluencia X
s Sl B (& Fractura
Limite - A

de proporcionalidad

° -
Plasticidad 'Endurecimiento  Estriccién
Regién o fluencia por deformacion
lineal perfecta

Figura 7. Diagrama de esfuerzo deformacién unitario para un acero estructural sometido a tension, Gere*

Mediante el diagrama de esfuerzos convencional, se puede determinar el esfuerzo
nominal o de ingenieria de una probeta sometida a una prueba experimental de
traccion; al dividir la carga aplicada P entre el area A, de la seccion transversal
original de la probeta, suponiendo un efecto constante en dicha seccion y en toda

la longitud calibrada. Se tiene entonces:
o=— (5)

Del mismo modo, la deformacién nominal o de ingenieria se determina directamente
al leer el medidor de deformacion o al dividir el cambio § en la longitud calibrada de
la probeta entre la longitud calibrada original L, de la probeta. Aqui se supone que
la deformacién es constante a lo largo de la region entre los puntos marcados. Por

lo tanto:
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e=2 6)

En la grafica de la Figura 7, se puede observar que desde el origen 0 hasta el limite
de proporcionalidad, el diagrama esfuerzo-deformacion es un segmento rectilineo,
de donde se deduce la relacion de proporcionalidad entre el esfuerzo y la
deformacion (ley de Hooke), en la seccion elastica. En consecuencia un aumento

en el esfuerzo ocasiona un aumento proporcional en la deformacion. De donde:
o =Ee (7)

Los experimentos hechos con diversos materiales sometidos a traccion han puesto
de manifiesto que dentro del margen de comportamiento elastico del material, el
alargamiento § es directamente proporcional a la fuerza de traccion P y a la longitud
de la barra L; a su vez es inversamente proporcional al area de la seccion recta A
de la barra, donde E es una constante para cada material y se le llama modulo de

elasticidad o médulo de Young del material a traccion.

PL
6=1F (8)
Donde:
P
g = Z (9)
5
€ = ? (10)

1.1.5 Relacion de Poisson
La relacion de Poisson afirma que las deformaciones laterales que se producen
tienen una relacion constante con las deformaciones axiales. Mientras que el

material se mantenga dentro del rango elastico de esfuerzos, esta relacion es
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constante. La relacion de Poisson tiene un Unico valor para cada material particular

que sea homogéneo e isotrépico Fitzgerald®. Su expresion es:

Deformacion lateral

9 = (11)

Deformacion axial

1.1.6 Ley de Hooke en el plano

La ley de Hooke se puede generalizar para los estados bidimensionales, de tal
manera que los esfuerzos normales se pueden hallar en términos de las
deformaciones del elemento para cada eje por separado y posteriormente
sumandolos algebraicamente. Para realizar este procedimiento se deben cumplir

dos condiciones del principio de superposicion:

a) Cada efecto estéa relacionado linealmente con la carga que lo produce.
b) El efecto de la primera carga no cambia significativamente al efecto de la
segunda carga.

Cuando un elemento se encuentra bajo el efecto de la tension o,, existe una
deformacion unitaria o, /E para el eje coordenado x y una compresion unitaria 9o, /E
para el eje coordenado y. Cuando se producen estas deformaciones en el elemento
infinitesimal se genera un estiramiento en una cantidad (o,/E)dx en direccion x y

una contraccién (9o, /E)dy en direccion y.

Las deformaciones por efecto de los esfuerzos se representan paso a paso en la

Figura 8, y sus expresiones de célculo se determinan en las ecuaciones 12 a 17.

d8, = exdx = Zdx — 2 dx (12)

€y = %(O’x — ﬁay) (13)

8 FITZGERALD Robert W. “Mecanica de materiales”. Edicion revisada. Alfaomega. 1996
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€y = - (Uy - 19Gx) (14)

E
— Y 1
€z —E(Ux+ay) (15)
== 9 16
Oy = 1—92 (Gx + Ey) ( )
0, = —— (€, + 9€y) (17)
y 1—92 y X
A
YA\ y
dx s = = s
) [ [o3o ,
¢ —>
] i | .
Y Oy 2 I < Oy
X; <« —> x:
Ox
VA YT
oy gy
A ﬂ A A 1 ? A A Iy w A A 4 4 A A
%dy o %dy < :
T T T Tle - T 7 | ox
— — — _' el w— _I oﬁ P — — — _l — — —
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c) d)
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Figura 8. Superposicién de la deformacion bajo carga biaxial

1.2 CONCENTRACIONES DE ESFUERZOS

Dado que en la realidad, las barras y elementos mecéanicos tienen agujeros, ranuras,
muescas, chaveteros, filetes, entallas y otros cambios bruscos en su geometria, (ver

Figura 9), los cuales crean perturbaciones en el patron uniforme de esfuerzos y
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complican los célculos. Dichas discontinuidades en las piezas generan aumentos
en los costos, y hacen aumentar el tamafio y masa de las piezas que se disefan.
Ademas causan altos esfuerzos en regiones muy pequefias de la barra y se
conocen como concentraciones de esfuerzos; que hacen que se presenten cambios
en el flujo de esfuerzos en el elemento sometido a carga. Las discontinuidades se

llaman elevadores de esfuerzos.

=

r (¢) chavetero

(b) cambio de seccion (d) cambio de seccion

Figura 9. Discontinuidades comunes en elementos de maquina. VANEGAS, Libardo, (19/11/2012). “Carga
estatica simple”, Pag. 34. Disponible en: http: //blog.utp.edu.co/lvanegas/files/2011/08/Cap3.pdf, (29/05/2013).

Los concentradores de esfuerzos pueden o no ser significativos, todo depende de
la geometria, tipo de concentrador y de las cargas a las que serd sometido. En el
caso de los materiales fragiles, si en algunas de las fibras con la mayor carga se
alcanzara el esfuerzo ultimo, estas se romperan, aunque la intensidad del esfuerzo
promedio quede por debajo del esfuerzo ultimo. Las fibras rotas forman una grieta
diminuta que disminuye el area neta de la seccion. Esta reduccion de area hace que
mas fibras se sobrecarguen hasta fallar. Produciendo rapidamente una grieta

progresiva haciendo que se fracture todo el miembro.

1.2.1 Principio de Saint - Venant

El cientifico francés Barré de Saint-Venant en 1855 establecid, que el esfuerzo y la
deformacion que se producen en los puntos de un cuerpo lo suficientemente
alejados de la region donde se aplican las cargas seran iguales al esfuerzo y la
deformacion producidos por cualesquiera cargas aplicadas que tengan la misma

resultante estaticamente equivalente, y que se apliquen al cuerpo dentro de la
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misma region. El esfuerzo maximo directamente debajo de la carga puede ser
varias veces mayor al esfuerzo promedio calculado con la seccién transversal,

dependiendo del area donde se aplica la carga.

La ecuacioén 4 define los esfuerzos axiales sobre una seccion transversal de la barra
s6lo cuando la seccién esta alejada al menos una distancia b de cualquier carga
concentrada o discontinuidad en su forma, donde b es la dimension lateral mas

grande de la barra (como el ancho o el diametro). Ver Figura 10.

En tanto que el principio de Saint-Venant permite reemplazar una carga dada por
una mas sencilla con el propésito de calcular los esfuerzos en un elemento

estructural, deberan recordarse dos puntos importantes al aplicar este principio:

1. La carga real y la utilizada para calcular los esfuerzos deben ser

estaticamente equivalentes.

2. Los esfuerzos no pueden calcularse, de esta manera, en la cercania
inmediata de los puntos de aplicacion de las cargas. Deben utilizarse
métodos tedricos o experimentales avanzados para determinar la distribucién

de esfuerzos en estas areas.

lp

b

Figura 10. Distribuciones de esfuerzos cerca del extremo de una barra con seccion transversal rectangular
(espesor t) sometida a una carga concentrada P que actla sobre un area pequeiia. Gere*.
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1.2.2 Factores de la concentracion de esfuerzos

En la practica de ingenieria, las distribuciones de esfuerzo reales no tienen que
determinarse. La resultante P debe actuar a través del centroide de cada volumen.
Solo es necesario conocer el esfuerzo maximo en las secciones y se disefia el
elemento para resistir dicho esfuerzo, aplicando la carga axial P y los valores
especificos de este esfuerzo normal maximo. Se usa un factor de concentracién del
esfuerzo k, definido como una relacion entre esfuerzo maximo y esfuerzo normal
promedio que actda en la seccion transversal y se puede determinar mediante
meétodos experimentales o técnicas matematicas avanzadas utilizadas en la teoria
de la elasticidad.

ko= Tmix (18)

Oprom

Siempre que k se conozca y que el esfuerzo normal haya sido calculado a partir de
orom = P/A, donde A es el area mas pequefa de la seccion transversal, en la
Figura 11.c, el esfuerzo normal maximo en la seccion transversal sera una
Omax = k(P/A). Los resultados obtenidos son independientes del tamafio del

elemento y del material utilizado.

a

P < —>Pr P q—{ g I

il
Sin distorsiones

(
e . H_{ g

Distorsionada Distribucién del esfuerzo promedio

) ©

Distribucion del esfuerzo real

b)
T prom

Figura 11. HIBBELER Russell C, “Mecanica de materiales” (2011). Octava edicion. Pearson Educacion de
México, pag. 158
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Los factores de concentracion de esfuerzo pueden calcularse de una vez por todas
en términos de las razones de los parametros geométricos involucrados, y los
resultados obtenidos pueden ser expresados en la forma de tablas o graficas. Como

se puede ver Figura 12.

La intensidad de las concentraciones de esfuerzos se puede reducir si las partes
tienen una proporcidon adecuada. Los filetes de buen tamafio reducen las
concentraciones de esfuerzos en las aristas reentrantes. Las superficies lisas en
puntos de esfuerzo elevado, como en el interior de un agujero, inhiben la formacién
de grietas. Hay muchas otras técnicas para uniformar las distribuciones de los
esfuerzos en un elemento estructural y debido a esto se puede reducir el factor de
concentracion de esfuerzos. En la Figura 13 se pueden observar los cambios en la

seccion transversal de las fibras.

4 4 !
:2 L_%M_@j,r}f)_i H\ I : I
10 1 RITAY
" 24 | I Did =2
2 5 _
y J AN o
2 [~ — 4 \ \ ::
— 2
K22 K 22
20 = 0 \ 1\{ M\\H -
1.8 L5 — :‘“__ ::q_‘__ —
16 16 ™ li S
14 14 = —::
12 12

L0
) 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0 002 004 0.06 0.08 0.10 0.12 0.14 0.16 0,18 0.20 0.22 024 0.26 0.25 0.30
rid rid

a) Barras planas con agujeros b) Barras planas con filetes

Figura 12. Factores de concentracion de esfuerzos para barras planas bajo carga axial. BEER Ferdinand,
JOHNSTON Russell, “Mecanica de materiales” (2009). Quinta edicién. McGraw-Hill México, pag. 108

En este orden de ideas, podemos destacar ideas como:

e Las concentraciones de esfuerzos se producen en los segmentos donde el
area de la seccidén transversal cambia de manera subita. Cuanto mas grande
es el cambio, mayor sera la concentracion de esfuerzos.

e Para el disefio o andlisis, solo es necesario determinar el esfuerzo maximo

gue actua sobre la seccion transversal con el area mas pequefia. Para ello
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se emplea un factor de concentracion de esfuerzos k& que se determina

mediante experimentacion y es solo funcion de la geometria de la probeta.

=l —
(a) (c)

Esor

= =

(b) (d)

Figura 13. HIBBELER Russell C, “Mecanica de materiales” (2011). Octava edicion. Pearson Educacion de
México, pag. 160
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CAPITULO 2

METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS

El uso del método de elementos finitos (MEF) pretende efectuar un analisis
minucioso y confiable sobre sistemas modelados, siendo lo suficientemente versatil
y flexible para aplicarlo a diversas geometrias y campos. Igualmente las
caracteristicas de facil modelado de cuerpos con formas irregulares, condiciones de
carga, diversidad de materiales, condiciones de frontera, tamafio de los elementos,
ademas del manejo sencillo y econdmico del método, permiten soluciones muy

aproximadas para un amplio rango de problemas.

El método de elementos finitos implica el modelado de la estructura utilizando
pequefios elementos interconectados llamados elementos finitos. Una funcion de
desplazamiento estd asociada con cada elemento finito. Cada elemento
interconectado esta vinculado, directa o indirectamente, a cualquier otro elemento
a través de interfaces comunes (o compartidos), incluyendo nodos y/o lineas de
contorno y/o superficies. De acuerdo con estas relaciones de adyacencia se
relaciona el valor de un conjunto de variables incégnitas definidas en cada uno. El
conjunto de relaciones entre el valor de una determinada variable entre los nodos

se puede escribir en forma de sistema de ecuaciones lineales.

Este capitulo se desarrollara en varias secciones, comenzando brevemente con el
desarrollo que hatenido el MEF desde su inicio en los afos 50’s. Luego, se mostrara
una introduccién al MEF aplicado a problemas de elasticidad bidimensional. Para la
tercera seccion, se relaciona las ecuaciones a utilizar en un elemento linear
triangular. En las ultimas secciones del capitulo se muestra un resumen de
ecuaciones para analizar el elemento cuadratico triangular, cuadrilatero bilineal,

cuadrilatero cuadratico y ademas una corta introduccion de integracion numérica.
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2.1 RESENA HISTORICA DEL MEF

El concepto de elementos finitos fue utilizado desde la época de los egipcios, como
una ayuda para la construccion de las piramides, valiéndose de métodos de
discretizacion, obtenian un valor aproximado del volumen total de las piramides, la
técnica empleada consiste en dividir un cuerpo total en pequefios cuerpos de
dimensiones conocidas para obtener un resultado cercano del volumen real de las

piramides.

Luego en 1909, Ritz presenta sus trabajos en el area de la mecéanica del continuo.
En este método, se asume la “forma” de las variables desconocidas que intervienen
en el problema, en términos de unos parametros a determinar y unas funciones de
aproximacion conocidas. La principal limitacion del método de Ritz radica en que las
funciones de aproximacion deben verificar unas condiciones de contorno

especificas, lo cual restringe el método a problemas de geometrias simples.

En 1943 el matematico Courant’ plante6 una solucion a la limitacién del método de
Ritz, introduciendo funciones seccionalmente continuas definidas sobre areas
triangulares, de la mano del principio de minima energia potencial, para el posterior
analisis de los problemas de torsion. Después afiadi6 la aplicacién del método de
funciones interpolares sobre sub-regiones triangulares que conformaban una region

entera obteniendo resultados numéricos aproximados.

Los esfuerzos empleados en la solucion de problemas continuos de elasticidad
dieron sus frutos cuando en los afos 50’s, el uso de pequefos elementos para
describir el comportamiento de una barra elastica arrojaron resultados favorables.
El método de rigidez y desplazamiento, vio luz cuando en 1953 fuera publicado por
Levy® como consecuencia de sus trabajos anteriores sobre el método de flexibilidad
y fuerza, siendo una alternativa del analisis estatico hasta ahora planteado y

desarrollado; sin embargo, debido al laborioso procedimiento para su solucion a

7 Hughes, Thomas “The Finite Element Method”. Prentice Hall, United Stated.1987
8 Levy, S. “Structural Analysis and Influence Coefficients for Delta Wings”. Journal of aeronautical
Sciences, Vol. 20, No. 7, pp449.454, July 1953.
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mano, debid esperar unos afios mas hasta la llegada de las computadoras digitales

de alta velocidad para ser un método realmente aplicable.

Los primeros intentos para analizar los cuerpos en 2 dimensiones fueron realizados
en el afo de 1956 por Turner, en su trabajo introdujo las matrices de rigidez
empleando elementos bidimensionales como rectangulos y triangulos sometidos a
esfuerzo simple, para la determinacion de armaduras y elementos conformados por

vigas.

A lo largo de esta década la evolucion del método continud, y no fue hasta el afio
1960 donde Clough® sugirié el nombre en una publicacion como “Método de

elementos Finitos”.

La aplicacion de las técnicas de elementos finitos dejo de ser de uso exclusivo para
problemas estructurales y sus afines, cuando Zienkiewicz y Cheung?'® publicaron el
meétodo de elementos finitos aplicado a problemas de campo, en €l se expuso que
las ecuaciones de los elementos finitos pueden obtenerse utilizando un método de
aproximacion de pesos residuales como son el método de Garlerkin y el de minimos

cuadrados.

Luego de los afios 60 se empez6 a hacer modelacion matematica a través de
meétodos energéticos, su principal aplicacién se fundamenta en las fallas de material,
tomando como ejemplo el criterio de falla Von Misses, o también conocido dentro

de la literatura como, "criterio de méxima energia de distorsion".

Hoy en dia este método se localiza en una fase de gran expansion: es ampliamente
utilizado en la industria para reducir los costos, elaborar productos mas confiables
y eficaces. Por esto continlan apareciendo cientos de trabajos de investigacion en
este campo. Los ordenadores han aportado el medio eficaz de resolver la multitud

de ecuaciones que se plantean en el MEF, cuyo desarrollo practico ha ido

°Turner, Clough, Martin, “Stiffness and deflection analysis of complex structures”. Journal of
Aeronautical Sciences, 23, 805-824. 1956.

10 Zienkiewicz y cheung “The Finite Element Method in Structural and Continuum Mechanics”, Mc
Graw-Hill, London. 1967
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caminando parejo de las innovaciones obtenidas en el campo de la arquitectura de
los ordenadores. Entre éstas, ha contribuido a favorecer su uso a través de
sofisticados paquetes gréficos que facilitan el modelado y la sintesis de resultados.

2.2 MEF EN ELASTICIDAD BIDIMENSIONAL
Esta seccion trata del analisis estatico a los sélidos bidimensionales, sometidos a

tension plana; lo cual se refiere a problemas donde el espesor o grosor es bastante
reducido en comparacioén con otras dimensiones en el plano de referencia x — y.
Igualmente, las cargas y condiciones de contorno se aplican en la referencia o plano
medio de la estructura. De otra parte, los desplazamientos se calculan en el plano

de referencia.

Los problemas de elasticidad en dos dimensiones son bastante frecuentes en
ingenieria y es en ellos donde se aplico por primera vez el MEF. Para ello se utiliza

el andlisis a través del plano cartesiano en el cual se sitian las coordenadas x — y.

2.2.1 Desplazamiento, esfuerzo y deformacion
La posicion de un punto estd determinada por las coordenadas (x,y) y su
desplazamiento presenta dos componentes u(x,y), v(x,y) en las direcciones x y y

respectivamente. En tal sentido, el campo de desplazamientos es un vector:

w={o ) as)

Para calcular los esfuerzos en funcion de la deformacién se emplea la ecuacion 20
{0} = [DI{e} (20)

La deformacion es todo cambio que se produce en un cuerpo debido a las fuerzas
externas o cualquier fenomeno fisico que altere la geometria original del cuerpo.
Las deformaciones son el resultado de la derivacion de los desplazamientos, lo cual

se expresa asi:
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e(x,y) =

ou

i e

y
Para determinar las tensiones para un material eléstico lineal se aplica la ecuacion:
Ux
w}=[%] (22)
Txy

Asi mismo, para un material elastico lineal e isétropo la matriz elastica D es
constante. Su expresién asume criterios diferentes para resolver problemas de

elasticidad plana.

Para tension plana, es decir g, = 0,7,, =0, 7, =0

1 9
9 1 0 (23)
0 0

Donde E, 9 son el modulo de elasticidad y la relacion de Poisson, que considera las

propiedades inherentes al material.

Para deformacion plana, cuandoe, = 0,v,, =0y v,, = 0:

_ E v 1-9 0
b} = (1-20)(1+9) 1-29 (24)

2.2.2 Funciones de desplazamiento e interpolaciéon

Las funciones de desplazamiento para cada elemento son:
u(x,y) = a, + ax + agy (25)

v(x,y) = a, + asx + agy (26)
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El campo de las deformaciones dentro del elemento se puede aproximar a través

de la expresion:
v=YNV; (28)

Donde N; son las funciones de interpolacion del elemento, que son en general
funciones de las coordenadas x,y. Notese que se emplean las mismas funciones
para interpolar los desplazamientos u y v, y que ambos desplazamientos se

interpolan por separado, el campo u mediante las U; y el campo v mediante las V.

La matriz de funciones de interpolacién [N] posee dos filas y tantas columnas, como
grados de libertad existan entre todos los nodos de un elemento. De ahi que la
estructura de la matriz de interpolacion siempre es la misma:

N, O
0 N

N, 0

N:[ 0 N,

W 0IN, 0
0 |0 Nn] (29)

2.2.3 Definicion de la matriz de rigidez
Familiarizarnos con la matriz de rigidez es el paso esencial para la comprension del
método de rigidez. La matriz de rigidez puede definirse de la siguiente manera, para

un elemento:
{r} = [kl{d} (30)
Donde [k] relaciona el desplazamiento nodal {d} y la fuerza nodal {f}.

La expresiéon obtenida del principio de energia potencial minima para la matriz de

rigidez de un elemento plano cualquiera, por Daryl*! es:

11 DARYL Logan, “A first course in the Finit Element Method”. Fifth edition.
Cengague learding 2012.
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[k] = [,IBI"[D][Bldv (31)

En ésta ecuacion la matriz [B], que se obtiene derivando la matriz de funciones de
interpolacién [N]respecto a las coordenadasx e y. La matriz k se puede
subdividirse en 2n x 2n submatrices, que relacionan todos los n nodos que hay entre

ellos:

kl,l k1,2n
[k] =[ s : ] (32)

k2n,1 k2n,2n

Ahora la matriz de rigidez global [K] relaciona a su vez las coordenadas globales

(x,y) al desplazamiento {d} y a la fuerza global {F}, asi.

{F} = [K]{d} (33)

2.3 ELEMENTOS LINEARES TRIANGULARES “CST”
El elemento triangular lineal es el elemento finito que asume las dos dimensiones

de las coordenadas globales y locales. Su caracteristica es que representa varias
funciones lineales en el plano. Dicho elemento se utiliza para tension plana o
deformacion plana, en problemas de elasticidad. También se le denomina triangulo
de tension constante. Cada triangulo lineal presenta tres nodos, cada uno de estos

posee dos grados de libertad, como se muestra en la Figura 14.

m(x,,y,,)

A

i(x;y;)

J(x)y)
>x

Figura 14. Elemento triangular lineal
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2.3.1 Derivacion de elementos de matriz de rigidez
Partiendo del principio de energia potencial minima segun Daryl'!, se puede obtener
la ecuacion para un elemento triangular tipico de deformacion constante, en el cual,

la energia potencial esta dada por:
m, = U+ 0+ 0, + 0 (34)
Enelcual U: Energia de deformacion

N, Energia potencial de las fuerzas en el cuerpo, esta dada por fuerza

por unidad de volumen

1,: Energia potencial de las cargas concentradas

0. Energia potencial de las cargas distribuidas que se mueven a

través de la correspondiente superficie de desplazamiento

Resolviendo la ecuacion se tiene:

{r} = Ilf, BI"[D1[BldV{d} (35)

Que en el caso de elementos triangulares de espesor constante, resolviendo se

tiene que:
[k] = tA[B]"[D][B] (36)
Donde el &rea del elemento se obtiene por:
24 = x;(y; — Ym) + %O — vi ) + 2 (y: — ¥j) (37)
La matriz gradiente es:

) i 0 B 0 B O
[Bl=—|0 vi 0V 0 Vm (38)
Yi B )4 .Bj Ym Bm

Y los valores de B y y estan dados por

Bi =Y —Ym (39)
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Bj = Ym — Vi (40)

Bm =Yi—Yj (41)
Yi = Xm — X (42)
Vi = Xi — Xm (43)
Ym =X — X; (44)

Es claro que el CST tiene seis grados de libertad. Consecuentemente para una

estructura con n nodos, la matriz de rigidez global [K] tendr& un tamafio de 2n X 2n.

Utilizando las condiciones de frontera para resolver la ecuaciéon 30 se pueden
calcular las reacciones y desplazamientos desconocidos para la placa. Finalmente,
una vez se encuentran los desplazamientos y reacciones desconocidas, el vector

de esfuerzos se obtiene para cada elemento de la siguiente manera:

{0} = [D][B]{d} (45)

2.4 ELEMENTOS CUADRATICO TRIANGULARES “LST”

El elemento triangular cuadrético se caracteriza por funciones de forma cuadréticas.
También se conoce como el tridngulo de tension lineal. Cada tridngulo cuadratico
tiene seis nodos con dos grados de libertad en cada nodo, como se muestra en la
Figura 15. El orden de los nodos en cada elemento debe de figurar en direccion

antihorario a partir de los nodos de esquina y siguiendo con los intermedios.
Las funciones de desplazamiento para cada elemento son:
u(x,y) = a; + a,x + asy + a,x? + asxy + agy? (46)

v(x,y) = a; + agx + agy + a10x? + a1 xy + apy? 47)
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2
> X
Figura 15. Elemento cuadratico triangular

Las funciones de interpolacion para dicho elemento son:

_ ((x23(y—y3)—y23(x—xg))(x46(y—y6)—y46(x—xa)))

N, =
1 (x23Y13—Y23%13) (X46Y16—Ya6X16)
((ra1 =y1)=y31(c=21) (x54 Y -ya)=Ysax-24)))
NZ =
(x31Y21=¥31%21) (X54Y24—Y54%24)
(21 =y1)= Y21 x—2)) (56 (¥-6) - Vs6(x—x6)) )
N3 ==
(x21Y31—Y21%31) (X56Y36—Y56X36)
((x31(y—3’1)—3’31(x—x1))(x23(y—Y3)—3723(x—xs)))
N4_ ==
(x31Y41~Y31%41) (X23Y43—Y23X43)
((X31(y—y1)—y31(x—xl))(xm(y—yl)—ym(x—xl)))
N5 =
(X31Y51=¥31X51)(X21 Y51~ Y21X51)
N. = ((x21(y—y1)—y21(x—xl))(ng(y—yg)—yzg(x—xg)))
6 =

(x21Y61=Y21%61) (X23Y63—Y23%X63)

Donde los términos se calculan de la siguiente manera
xl-j =X; — x]'
Yii = YVi —Y;j

La matriz [B] tiene las siguientes componentes:
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aN, aN, aNs AN, aNs aNg

> 0 5% 0 % w 0 % 0 5 0
Bl=|0 o o W o Mg Moo o oMl

oy oy dy dy dy oy |
ay ax dy Ox dy dx 0Jy x dy Ox ady ox
La matriz de rigidez para un elemento LST esté escrita en términos de la doble

integral de la siguiente manera:

[K] = ¢ fJ, [BI” [D[B] dx dy (57)

El vector de esfuerzos es calculado por medio de la ecuacion 45, de la misma forma
que en el CST.

2.5 ELEMENTOS CUADRILATERO BILINEAL “Q4”
El elemento cuadrilatero bilineal se caracteriza por funciones de forma lineales en

cada una de las direcciones x y y. Cada elemento cuadrilatero bilineal tiene cuatro
nodos con dos grados de libertad en cada nodo como se muestra en la Figura 16.a.
El elemento es mapeado en un rectangulo mediante el uso de las coordenadas
naturales ¢ y n como se muestra en la Figura 16. Las funciones de desplazamiento

para cada elemento son:
u(x,y) =a; + a,x + agy + asxy (58)
v(x,y) = as + agx + a;y + agxy (59)

Las cuatro funciones de forma para este elemento se enumeran explicitamente

como sigue:
N =-(1-HA—-n) (60)
Ny =5(1+8)(1—n) (61)
N; =21+ +7) (62)
Ny=-(1—-8(1+n) (63)
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> X O 'S)
(a) (b)

Figura 16. Elemento cuadrilatero bilineal(a), elemento cuadrilatero de cuatro nodos
En la cual la matriz [B]:

[B]=r[B: B, By Bil (64)

Donde cada una de las componentes de [B] esta dada por

ON; _ %
|[ 3 an 0 ]|
aNi aNl'
ONi _ gONi ONi %J
an I3 a til3 an
Los parametros a, b, cy d son:
R AGE R A C AR IS A I (66)
b==[y,01— 1) + 3,0 =) + y,( + 1) + y,(-1 — )] (67)
c = i[xl(n -1 + x2(1 -n) + x3(1 + 1) + x4(_1 - 77)] (68)
d=1nE - D+ 501 -9 + 0 + 9+ x0 - 9] (69)
El determinante |J|
0 1-n n—=-¢ §-1]1[M
_1 n—1 0 E+1 =&—n||V
|]|—8[x1x2x3x4] f—n —&-1 0 n+1]|V3 (70)

<

1-¢ ¢+n —m-—-1 0 4
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La matriz de rigidez para un Q4 esta escrita en términos de la doble integral de la

siguiente manera:

(k] =t [, [2 (B [D][B] |J|d¢ dn (71)

Luego, el vector de esfuerzos es calculado por medio de la ecuacion 45, de la misma

forma que en el CST.

2.6 ELEMENTOS CUADRILATERO CUADRATICO “Qg”
El elemento cuadrilatero cuadratico se caracteriza por funciones de forma

cuadrética en cada una de las direcciones x y y. Cada elemento cuadrilatero
cuadratico tiene ocho nodos con dos grados de libertad, como se muestra en la
Figura 17. El elemento es mapeado de la misma forma que el Q4 por medio de las
coordenadas ¢ yn. Y el orden de los nodos aplica de la misma forma que en el LST.

Las funciones de desplazamiento para cada elemento son:
u(x,y) = a; + a,x + azy + a,x? + asxy + agy? + a,x*y + agxy? (72)
v(X,y) = a9 + A10X + a1y + apx® + agzxy + any? + agsx%y + agexy?  (73)

Las funciones de forma para este elemento se enumeran explicitamente como

sigue:
M =(1-HA-n(-E-n—1) (74)
Ny =-(1+HA-mME-n—1) (75)
Ny =-(1-HA+ME+n—1) (76)
Ny=-(1=OA+n(=E+n—1) (77)
Ns=-(1-mA+HA-§) (78)
Ne=-(1+HA+nA—n) (79)
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N, ==(1+nA+E(1—8)

T2

1

Ng=-(1-A+n1—n)

T2

1 7_.3
Jj"\ SI \ 6

] ————>H

5

> x

Figura 17. Elementos cuadrilatero cuadratico

La matriz Jacobiano se define como:

axa_y

_|eg ae
m-ax%

on  an
Donde x y y
X = Nyxq + Nyxy + N3x3 + Nyxy + Nsxs + Ngxg + Nox; + Ngxg
Yy = Niy1 + N2y + N3ys3 + Npys + Nsys + Neye + Nyy; + Ngys

La matriz [B]

[B] = [D'][N]
Y [D']y [N]
220 _ 2320 0
[nas‘ 0¢ on
1 axa() o0xa()
M=== 0 gxot) _9x9o0)
[D’] Ul | 9¢ an anafl
Pﬁg_ﬂﬂlﬂﬂLjﬁQ
& an  on 9§ oy 98 9& an
[N]_N10N20N3 0O N, 0O N O Ng¢ O N,
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La matriz de rigidez para un Qs esté escrita en los mismos términos del Q4 por medio
de la ecuacion 65. Finalmente, el vector de esfuerzos es calculado por medio de la
ecuacion 45, de la misma forma que en el CST.

2.7 INTEGRACION NUMERICA

Existen diversos métodos de integracion numérica para dar solucién a funciones
polinbmicas que se deseen integrar, pero es conveniente para el MEF usar el
método expuesto por Gauss y que emplea polinomios ortogonales de Legendre vy,
por consiguiente, lleva por nombre Método de Gauss — Legendre o cuadratura de

Gauss.

La integral definida de la ecuacion 65 se puede expresar de la forma:

k=t [1 [} f&n) dEdny (88)

Donde la funcion f(&,n) representa un polinomio, de tal forma que los métodos
analiticos de integracién actuales no le pueden dar solucién. Dado este motivo es

pertinente plantear un método numérico que permita resolver la integral.

Considérese la integral en el dominio [-1,1] de ¢ de la forma:

I=[1 F()dE = STW,f(E) (89)

Se puede ver que para n puntos deseados habran 2n incégnitas (W, ¢;), con lo cual
se puede obtener un polinomio de grado 2n — 1 y hallar su integral exacta (Figura
18). W, es una funcién de peso que permite eliminar las singularidades en la

integracion; ¢, son las raices del polinomio ortogonal de Legendre.
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Enla Tabla 1 se muestran los coeficientes de peso y las abscisas para la cuadratura

de Gauss.

0
0.577350269189626
0.774596669241483

0
0.861136311594053
0.339981043584856
0.906179845938664
0.538469310105683

0

f(¢2) figs)
f(&1) f&4)
Y
L—b—f 1
0,33998
) 0,86114998 i
Figura 18. Integracion de Gauss

2

1
0.555555555555556
0.888888888888889
0.347854845137454
0.652145154862546
0.236926885056189
0.478628670499366
0.568888888888889

Tabla 1.Abscisas y coeficientes de peso de la formula de la cuadratura de Gauss
Aplicando la cuadratura de Gauss a la ecuacion 89, se deduce una expresion para
dos dimensiones. Inicialmente se resuelve la integral interior para ¢ dejando
constante n, luego, se integra la nueva expresion para n. La ecuacion 90 representa

la integral en dos dimensiones.

[ 2 fEm) dEdn = B, S0 WWif(Em)  (90)
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CAPITULO 3

PROGRAMAS COMPUTACIONALES UTILIZADOS

Este capitulo se encuentra dividido en dos partes de acuerdo a los programas
computacionales que son utilizados en el desarrollo del trabajo de grado. En la
primera parte, se proporcionan un resumen corto de algunas nociones basicas,
comandos y funciones necesarias en la resolucién de un problema de elementos
finitos en Matlab. La segunda seccién del capitulo es un resumen de las
caracteristicas y herramientas que ofrece Comsol Multiphysics para realizar

mallados en dos dimensiones.

3.1 MATLAB

“Matlab es un paquete de software matematico muy utilizado en distintos ambitos
profesionales y cientificos. Matlab, cuyo nombre proviene de MATrix LABoratory
(“laboratorio de matrices”), ofrece un entorno de desarrollo integrado (IDE) e incluye

un lenguaje de programacion propio (el lenguaje M). Web” The MathWorks, Inct?

3.1.1 Manipulacion de matrices
Las operaciones con matrices son frecuentemente utilizadas en el MEF y Matlab
ofrece un entorno de trabajo basado en matrices numéricas rectangulares. La

sintaxis que se emplea para crear matrices se listan a continuacion:

e Los componentes de una fila deben estar separados por espacios 0 comas.

MATLAB OVERVIEW. The MathWorks, Inc. Fecha de revision: 7 de Febrero de 2015.
Disponibilidad web: <http://www.mathworks.com/products/matlab/>
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e En el final de cada fila se emplea punto y coma (;) para separar ésta de la
siguiente.

e El argumento de la matriz debe estar encerrado entre corchetes “[ ]".
Ejemplo: Sea la matriz M

»M = [123;456;789]

1 2 3
M=4 5 6
7 8 9

Los indices entre paréntesis se emplean para llamar a elementos individuales de la

matriz, ejemplo:
» M(3,1)
ans =7

Para referirse a toda una fila 0 a toda una columna se emplean los dos puntos (),

ejemplo, para la segunda columna de la matriz M tenemos:

»vl = M(:,2)
2

vl =5
8

Para afadir una fila a la matriz M se referencia la matriz y se escribe cada dato de
la nueva fila que se afadira al final. Se sigue un procedimiento similar para afiadir

una fila al comienzo de la matriz, como se muestra en el siguiente ejemplo.

» M = [M;10 11 12]

1 2 3
7 8 9
10 11 12
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3.1.2 Operaciones con matrices

Las operaciones aritméticas basicas estan definidas en la Tabla 2. Las operaciones

suma (+) y resta (-) son definidas para las matrices siempre y cuando éstas tengan

la misma dimensién. La operacion de multiplicacion de matrices esta definida

siempre que el nimero de columnas de la primera matriz sea igual al nimero de

filas de la segunda matriz. En la division, si A es una matriz cuadrada, entonces A\B

y B/A corresponden a la multiplicacion izquierda y derecha de B por el inverso de

A, esto es, inv(4A) * By B * inv(A) respectivamente.

Suma +
Resta -
Multiplicacién escalar *
Multiplicacién elemento a elemento X
Divisién elemento a elemento ./
Transposicién ’

A+B
A-B
k*B
A*B
A./B
e

Tabla 2. Operaciones aritméticas béasicas definidas en Matlab

Ademas de las operaciones bésicas, Matlab incluye una amplia

funciones. Algunas de éstas son:

Matriz inversa

Tamafio de la matriz

Integral

Derivada

Sustitucion simbolica

Elemento mds pequefio en la matriz

Elemento mds grande en la matriz

Localizar elementos que cumplan una condicién

Resuelve un sistema de ecuaciones simbdlica

Tabla 3. Funciones Matlab
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size

int
diff
subs
min
max
find

solve
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3.1.3 Conversion de tipos de datos
Matlab incorpora una diversidad de tipos de datos o clases, integrados en su entorno

de trabajo, en total hay 16 clases fundamentales como se muestran en la Figura 19.

Matrix or Array Scalar
(full or sparse)
function
logical char numeric table cell struct handle (@)

\/ abc { } ‘E 8

int8, uint8, single double
intl6, uintlé,
int32, uint32,
int64, uinté64

Figura 19. Tipos de datos Matlab. MATLAB. The MathWorks, Inc. Fecha de revision: 7 de Febrero de 2015.
Disponibilidad web: <http://www.mathworks.com/products/matlab/>

En la Tabla 4 se referencian algunas funciones que fueron utilizadas en el presente

trabajo para analizar los tipos de datos.

‘ Funciones de Matlab Sfmbolo ‘

Determina la clase del objeto ~ class
Convierte a double double
Convierte a caracter char
Compara un string strcmp
Convierte de string a double str2double
Convierte de struct a cell struct2cell
Retorna el nombre del campo de una estructura fieldname
Variable de precisién vpa
Crea un objeto simbdlico sym

Tabla 4. Funciones para manejo de clases de datos.
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3.1.4 Tratamiento de datos
La interaccion de Matlab con otros programas o aplicaciones se hace por medio de
sentencias que permiten la importacion y exportacion de datos, abrir y cerrar

ficheros, escribir, borrar o leer de ellos.

En programacion es comun ordenar todos los archivos en carpetas segun el tipo de
archivo, funciones de una seccion especifica, etc., con Matlab se puede afadir una
carpeta para que ésta quede nativa para la funcién o script sobre el cual se esta
llamando y asi poder usar cualquier funcion que haya en este directorio como si

estuviese en el mismo directorio de la funcion o script. La sentencia es:

addpath NombreDelLaCarpeta;
addpath RutaCompleta;
Comandos principales para abrir y cerrar un fichero:

e Abrir un fichero
Var=fopen (‘fichero’,’atributo’);
e Cerrar un fichero
fclosed(Var)
e Escribir en un archivo:
fprintf (Var,’format’, A,...)
e Leerun archivo
Var2 = textscan (Var,’format’)

3.2 COMSOL MULTIPHYSICS

“Comsol es una plataforma de software de propésito general, basado en métodos
numeéricos avanzados, para el modelado y la simulacion de problemas basados en
la fisica (modela cualquier proceso fisico que se pueda describir mediante
ecuaciones en derivadas parciales). Comsol es capaz de dar solucion a fendmenos

acoplados o multifisicos. Posee una plataforma de simulacién con interfaces
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dedicadas a la fisica y herramientas para el flujo eléctrico, mecanicos, de fluidos y

aplicaciones quimicas” Comsol, Inc. 13

El software se caracteriza por estar dividido en modulos que se definen en base al
tipo de analisis que se pretenda realizar (eléctrico, mecanico, fluidos, quimicos o de
usos multiples); cada modulo incluye una extensa gama de fisicas para realizar
simulaciones multifisicas. Este brinda al usuario una interfaz de facil manejo y
comprension, aparte de acoplar sus fisicas, también puede importar y exportar
elementos indispensables en la simulacion (geometrias, ecuaciones y parametros)

a través de sus modulos.

Las prestaciones de multifisica integradas en Comsol capacitan al usuario para
modelar simultaneamente cualquier combinacién de fendmenos. A través de estas
prestaciones, se integran las dos formas posibles de modelar (a través de
aplicaciones predefinidas que permiten crear el modelo, fijando las cantidades
fisicas que caracterizan el problema, y a través de las ecuaciones que modelan el

problema) y permite combinarlas.

Comsol permite realizar multiples simulaciones mediante el MEF. “El proceso que
se lleva a cabo para realizar un modelado se define a través de los siguientes pasos:
la creacion de una geometria, la creacion de una malla, la especificacion de una
fisica(s), la eleccion del tipo de solucion y la visualizacién de los resultados”

Mendozal4.

En este trabajo de grado se emplea este programa para realizar los mallados de las
placas a analizar, como se podra ver mas adelante en el capitulo CAPITULO 4 y

para calcular los esfuerzos maximos de cada placa analizada.

13 COMSOL Multiphysics, the platform for physics-based modeling and simulation. COMSOL Inc.
Fecha de revisién: 7 de Febrero de 2015. Disponibilidad web: <http://www.comsol.com/comsol-
multiphysics>

1“MENDOZA Adriana “introduccion al uso del software COMSOL Multiphysics” Universidad
Veracruzana. 2013
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CAPITULO 4

GENERACION DE MALLAS

Por lo general, la generacion del mallado es un proceso de alta complejidad y los
pocos codigos que se consiguen se deben de utilizar como si fueran “cajas negras”,
es decir, que no se conoce su funcionamiento interno y que debemos confiar en que

el algoritmo arroja resultados correctos.

La generacion de mallados consiste en discretizar los dominios en elementos de
malla (triangulares, cuadrilateros o tetraédricos), en donde los limites definidos en
la geometria se discretizan (aproximadamente) en los bordes de malla, conocidos
como elementos de contorno, en otras palabras, si el limite es una curva estos

elementos representaran una aproximacion de la geometria original.

Para el analisis del MEF, la discretizacién de piezas no uniformes constituyen un
reto de dificil manejo y de alta complejidad; empero, el mallado ofrece alternativas
de refinamiento en la simetria de los cuerpos, atendiendo a parametros como
tamafo, forma, posicién de cargas, propiedades de los materiales y condiciones de
frontera para lograr mayores aproximaciones en los célculos. Este capitulo se
subdividira en dos partes, comenzando con las principales caracteristicas o
aspectos del modelado del MEF y finalmente se presenta el proceso de mallado

para elementos triangulares y cuadrilateros en Comsol.

4.1 CARACTERISTICAS DEL MODELADO DE ELEMENTOS FINITOS

El proceso de modelado de elementos finitos es una praxis orientada parcialmente
hacia la visualizacién de las interacciones fisicas que ocurren al interior de un

cuerpo. El manejo practico del modelado constituye un verdadero reto para la
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persona que lo asume, ya que a veces se torna dificii comprender el
comportamiento fisico que se genera y entender las variaciones fisicas de los
elementos disponibles para el uso. Es preciso seleccionar los elementos apropiados
gue se ajusten de la mejor manera posible al desarrollo y solucién de los problemas.
Solo asi podra llegar a una solucién efectiva por MEF en la cual se tienen en cuenta

factores que se referencian a continuacion.

4.1.1 Relacion de aspectos AR

La relacién de aspecto establece la razon entre la dimension mayor de un elemento
con respecto a la dimension menor de este. En términos generales, un elemento
puede rendir mayores resultados si su forma es compacta y regular. Cuando se

incrementa la AR, aumenta el margen de error de la solucion.

4.1.2 Simetrias

Las simetrias son la correspondencia que se presenta en tamafo, forma, posicion
de cargas, propiedades del material y condiciones de frontera que se viabilizan en
lados opuestos a una linea o plano que los divide. La simetria favorece la solucion
de problemas, ya que permite minimizar los calculos a partir de finas subdivisiones

de los elementos, reduciendo las tareas y costos de computo.

4.1.3 Tamaiio de elementos y métodos de refinamiento h,py r

El objetivo del analisis sobre el tamafio de cada elemento y de los métodos de
refinamiento es alcanzar la mayor precision posible considerando tantos grados de
libertad como sean necesarios. Tales parametros se usan al revisar o pulir un

mallado de elementos finitos para ofrecer mejores resultados.
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4.1.3.1 Método de refinado h

El método de refinado de h consiste en partir de una malla base para alcanzar una
solucion inicial al problema; esto permite estimar margenes de error y proveer una
guia para la revision del mallado. Después se adicionan nuevos elementos del
mismo tipo para refinar los elementos base. El proceso de refinamiento continda
hasta lograr que los resultados de una malla se equiparen estrechamente a los
elementos de la malla previamente refinada. El elemento de estudio se compara en
funcion de forma para dicho elemento, como se demuestra en la Figura 20.b y la

Figura 20.c.

4.1.3.2 Método de refinado p
Este método consiste en suministrar grados de libertad a los nodos preexistentes,
agregando nuevos nodos entre los elementos de la frontera, y/o adicionando

internamente grados de libertad. (Ver Figura 20.d).

4.1.3.3 Método de refinado r
En el método de refinado de r, los nodos pueden ser reorganizados o reorientados,
sin alterar el nimero de elementos o el grado del polinomio que resulta de la relacion

entre las magnitudes de su propio campo. (Ver Figura 20.e).

4.2 MALLADO CON COMSOL
Como se comentd en el capitulo anterior para realizar un modelado con Comsol se

deben seguir los siguientes pasos:

e El disefio de la geometria

e La creacién (seleccionar y generar) del mallado
e La especificacion de una o mas fisicas

e La eleccion del tipo de solucion

e La visualizaciéon de los resultados

52



;’f - Z1
F
-.:’f
o
)
-
4 : :
;f;
<3 :
7 ’
;f
o P Y’ P
e * - A -
(a) Mallado original (b) hMallade con refinado uniforme de h
o r
s -
<
4 Z
o Y
Z “
& A
] :: !
&
o o
e #1
e &)
] - ~
'y . - i
(c) Posible malldo nouniforme refinando h (d)Posible refinado de p
P
/:"' i
A
/
v
A
/
)
ﬁ' —
A
A
)
a
-
A
= P
-_I'.r" {1 -

(e)Posihle refinado de T

Figura 20. Ejemplos de los métodos de refinado h, p y r. DARYL Logan, “A first course in the Finit Element
Method” Cengague learding 2012

Para este trabajo de grado se considerara de manera global los dos primeros pasos,
gue son necesarios para generar los mallados de los diferentes elementos a
analizar. Luego, estos mallados seran exportados a un archivo de texto (.mphtxt)
para posteriormente importar las coordenadas (p) y los elementos (t) en Matlab de

este archivo de texto.
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4.2.1 Diseiio de la geometria

En Comsol el primer pasé que se debe de generar es el disefio de la figura
geométrica o0 modelo para realizar la simulacion. Esta puede ser creada desde su
entorno de trabajo, o bien, puede importarse desde otro software de CAD. La

geometria posee las siguientes caracteristicas:

e Pardmetros, funciones y variables.
¢ Dimension de la geometria (1D, 2D o 3D).
e Disefio de la geometria. El disefio se establece a partir de todas aquellas

magnitudes que delimitaran a nuestra geometria en una forma especifica.

Las partes del software que se utilizan para agregar, definir y formar el disefio del

modelo se presentan en la Tabla 5.

Permite agregar la fisica, el tipo de estudio y la

Model Wizard
dimension
Model Builder 'f 1 Muestra las carpetas que se adicionan al modelo
o Permite anexar al modelo parametros, variables y
Global Definitions -
= funciones
Define si el modelo se realizara en el programa o sera
Geometry A
SN importado
Bézier Polygon / Sirve para realizar una geometria
Work plane T‘g.. Define el plano de trabajo
Intersection & Sirve para crear objetos nuevos
Mesh1 (8% Crea una malla en la geometria
Form Union ::'-:q Finaliza el disefio de la geometria
Discretization Sirve para seleccionar el orden del elemento

Tabla 5. Lista de carpetas y sub carpetas de la etapa de geometria. Mendoza'4
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4.2.2 Mallado

Las técnicas de mallado utilizadas se pueden dividir en un mallado controlado por
la fisica y en un mallado controlado por el usuario. El primero es utilizado por el
programa de manera predeterminada de tal forma que la malla se adapte a la
configuracion fisica actual en el modelo. Alternativamente, se puede utilizar una
malla controlada por el usuario dependiendo de si el modelo puede contener un
mallado estructurado o un mallado no estructurado. Es entonces posible construir y
editar la secuencia de mallados usando las técnicas anteriores para crear una malla
en 2D y 3D automatica o manualmente, haciendo uso de la carpeta Mesh1, la cual
contiene una lista de opciones para seleccionar la técnica de mallado. En la Tabla
6 se ilustran algunas de las técnicas utilizadas; la eleccién de la técnica depende de
la dimension del plano para la geometria.

Proporciona acceso a los ajustes predefinidos de

Size =1
tamafio y de elementos a medida.
Técnica de generacion de wuna malla no
Free Triangular _ estructurada con elementos triangulares para los
modelos 2D o 3D.
Técnica de generacién de wuna malla no
Free Quad estructurada con elementos cuadrilateros paralos
modelos 2D o 3D.
Refine -3 Para refinar elementos de la malla

Tabla 6. Botones de la barra de herramientas de mallado

El mallado libre es utilizado para resolver problemas no estructurados y esta
disponible en todas las dimensiones, y se puede utilizar para todo tipo de

geometrias, independientemente de su topologia o forma.

Por otra parte, se puede controlar el tamafio de los elementos de la malla generada
por medio de los ajustes del mallado en el botdn size de la barra de herramientas
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de mallado. En la Figura 21 se muestran los pardmetros que se pueden ajustar en

el mallado. Algunos de estos pardmetros son:

La resolucion de curvatura determina el nimero de elementos en los limites de las
curvas; un valor inferior da una malla méas fina. La resolucion de las regiones

estrechas funciona de una manera similar al factor de curvatura.

T Construct = ;_ijTamaﬁo =
< =t =t ¥ Construir seleccionado Construir todo E
= Tamariio de elemento
'3 agujeroCentra.mph .
= Definiciones gle Calibrar para:
il Modell (modl)|| [Fisica general '|
= Definiciones
A\ Geometry1|| © Predefinido Normal -
£ Rectang Definide por el usuario
() Circlel
(& Differers|| + Pardmetros de tamafio de elemento
@] Fo.rm U Tamaric maximoe de elemento:
#E Materiales
55 Mesh1 0.0402 m
éﬂ Tamaric Tamaric minime de elemento:
% Tamafio 18e-4 m

(=i Results o .
Tasa de crecimiento de elementos maxima:

13

Resolucien de curvatura:

03

Resolucion de regiones estrechas:

1

Figura 21. Seccion para elegir los ajustes de tamafio de la malla.

La tasa de crecimiento de elementos maxima determina la velocidad con la que los

elementos deben crecer de pequefio a grande sobre un dominio.

“Para el mallado triangular Comsol posee la opcion Configuracidon avanzada, en
donde se puede especificar el método de triangulaciéon que es utilizado por la
funcién en el momento de crear la malla triangular. Automatico (predeterminado)
para dejar que el software utilice el método mas adecuado, Delaunay (que es una
red de triangulos que cumple la condicion de Delaunay, esta condicidn dice que la

circunferencia circunscrita de cada triangulo de la red no debe contener ningin
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vértice de otro triangulo) para utilizar un método basado en un algoritmo de
Delaunay, o Avance frontal” Comsol*®.

Para terminar, es posible exportar un mallado a un archivo de texto (.mphtext) por
medio de la opcion Export mesh.

15 Comsol Multiphysics, “Introduction to Comsol Multiphysics” Versiéon 4.4 , 2013
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CAPITULO 5

ANALISIS DETALLADO DEL CUADRILATERO CUADRATICO
SERENDIPITO Qs

El elemento Qs merece un estudio exhaustivo por la variedad de resultados y las
diferentes formas de calcular sus variables principales. La principal caracteristica
del elemento rectangular serendipito mapeado en las coordenadas naturales (¢,7n)
se basa en que el polinomio que define las funciones de forma no contiene el término
&2n? del triangulo de Pascal; esta caracteristica permite que la integracion numérica
se pueda dar en menor numero de puntos de Gauss para el célculo de la matriz de

rigidez del elemento.

5.1 TRANSFORMACION GEOMETRICA

El mapeo realizado sobre la geometria del elemento se realiza con el fin de
normalizar las coordenadas de los nodos desde el sistema cartesiano (x,y) al
sistema natural (¢,n7) en los limites [—1,1] para cada eje coordenado natural;

quedando un cuadrilatero cuadrado normalizado (Figura 22).

5.2 CONVERGENCIA

La convergencia de la solucion para problemas desarrollados por el MEF implica
gue a mayor refinamiento de la malla en todo el dominio del problema, la solucion
se aproxima mas a la solucién real del modelo. Para que haya convergencia se debe

cumplir los siguientes requisitos:
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e Complitud: Las funciones de forma son polinomios completos que tienen la
potestad de obtener la solucion exacta para elementos en los que su tamafio
se aproxima a cero.

e Compatibilidad: Las funciones de forma permiten modelizar una solucion
aproximada en la continuidad para elementos adyacentes.

e Estabilidad: Garantiza la unicidad en la solucién, lo que da por entendido que

las ecuaciones del MEF estan bien planteadas.

n A

x
)

Figura 22. Transformacion geométrica del elemento Qs

Asegurar el cumplimiento de los requisitos de complitud y compatibilidad garantizan
la consistencia en la formulacién del modelo discreto con respecto al modelo
continuo. La compatibilidad y la estabilidad no son estrictamente necesarias para
qgue haya convergencia (un problema donde sélo se cumpla la complitud puede
converger), sin embargo, si se cumplen las tres condiciones, se garantiza la

convergencia de la solucion.

5.2.1 Requisitos de consistencia
La consistencia se expresa en las funciones de forma por medio del indice
variacional m, quien es el orden de la mayor derivada de la variable primaria

(desplazamiento, temperatura, etc).
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5.2.2 Complitud

Cualquier polinomio de grado m o menor que define las funciones de forma del
elemento se deben poder expresar de forma exacta. En la modelizaciéon de
problemas mecénicos, la complitud se define como la capacidad que tienen las
funciones de forma de expresar en forma exacta los movimientos de sdlido rigido

(traslacion y rotacion) y los estados de deformacion constante.

5.2.3 Compatibilidad

Considérese el nodo i de un mallado, el cual es compartido por una parcela de
elementos, los elementos tienen geometria y funciones de forma distintas. El
conjunto de funciones de forma se denomina parcela de funciones de formas

correspondientes al nodo i.

Para que haya compatibilidad en los elementos de la parcela para un problema con
indice variacional m, las funciones de forma tienen que ser continuas de clase c™ !
entre los elementos adyacentes al nodo i y continua de clase C™ en el interior del

elemento.

El conjunto de funciones de forma que satisfacen la condicion €™~ se denominan
funciones de forma conformes; las funciones de forma que satisfacen la segunda

condicién de €™ se denominan funciones de forma de energia finita.

5.2.4 Estabilidad
La estabilidad para problemas de elasticidad se cumple cuando la matriz de rigidez
global K es no singular (debe tener suficiencia de rango); asi la solucion de la

ecuacion Kd = F se garantiza.
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5.2.5 Suficiencia de rango
Considérese la matriz de rigidez local de un elemento k¢, la suficiencia de rango
determina que no debe haber mas modos cinematicos de energia nula que los del
sélido rigido de dicho elemento. El rango r de k€ sera:
T = NpeNgar — Nsr (91)
Donde:
Nny,e: NUmero de nodos del elemento
ngq: Grados de libertad de cada nodo
ng,-: Modos de sdélido rigido
La suficiencia de rango para la matriz de rigidez k¢ se define como:
NpgNstr = NpeNgar — Ngr (92)
Donde:
n,4: Puntos de Gauss necesarios para la integracion
n,e: Tamafo de la matriz constitutiva del material

Para el elemento cuadrangular cuadratico de 8 nodos, la suficiencia de rango se

satisface para:
3nyg=8-2-3 (93)

De esta forma, la integracién numérica debe tener al menos 5 puntos de integracion
en la cuadratura de Gauss, asi, la integracion comun de 3x3 puntos suple la

suficiencia de rango, mientras que con 2x2 puntos, el elemento queda subintegrado.

La integracién de la cuadratura de Gauss para el elemento Qs se da para los puntos

del cuadrilatero normalizado que se muestran en la Figura 23, donde los rombos

61



significan puntos de Gauss, los circulos son los nodos del elemento y el rombo

encerrado en el circulo azul es el punto de Gauss que se puede eliminar.

5.3 INTEGRACION COMPLETA
Integra de forma exacta la matriz de rigidez de un elemento con Jacobiano

constante. La integracidbn completa garantiza elementos conformes.

Para Q8: 3x3 en los puntos de Gauss

(-1,1) (

o

(1,1)

>
'
@
N\

PUNTOS DE GAUSS

(-1,0) @«— «— @ (1,0)

NODOS NORMALIZADOS
DEL CUADRILATERO

N
b
7

¢1,1) (0,1) (1,1)

Figura 23. Distribucion nodal y de los puntos de Gauss para Qs

5.4 INTEGRACION REDUCIDA

La integracién reducida emplea menor cantidad de puntos de Gauss para evaluar
la integral, siempre y cuando la cantidad de puntos sea mayor o igual al nimero de
puntos necesario para que la matriz de rigidez tenga suficiencia de rango. Para el
elemento Qs, la cantidad de puntos de Gauss que se pueden emplear para una

integracion reducida ny ;- son:
5 < npgir <9 (94)

Partiendo del hecho que el elemento cuadrangular cuadratico serendipito tiene 8
nodos con distribucion como se muestra en la Figura 22 y la integracion completa
genera una distribucion de puntos de Gauss dentro del elemento como se muestra

en la Figura 23; se interpreta que la mejor integracion reducida que se puede
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obtener se da al eliminar el punto de Gauss central, para que de esta forma, cada
punto de Gauss corresponda con cada nodo del elemento; asi, la integracion se
hace para 8 puntos de Gauss, donde se desprecia la integracién para el punto de

Gauss (0,0) de coordenadas naturales (&,7).

La integracién reducida genera elementos no conformes, se da el caso que los
elementos no conformes converjan mas rapidamente que los elementos conformes.
Los elementos no conformes con insuficiencia de rango son divergentes. En la
Figura 24 se comparan las tendencias de los resultados para elementos conformes,

no conformes convergentes y no conformes divergentes.

Movimientos

-

Solucion

Grados de Libertad

Figura 24. Convergencia para elementos conformes (a), no conformes convergentes (b) y no conformes
divergentes (c).

5.5 ESFUERZO EN EL CENTROIDE DEL ELEMENTO

Dada la expresion para el célculo del esfuerzo de un elemento:
S¢=D-B(&n)-u (95)

Donde:

B: Matriz de derivadas de las funciones de forma en las coordenadas naturales

D: Matriz constitutiva del elemento

u: Vector con los desplazamientos nodales del elemento

El esfuerzo en el centroide del elemento se resuelve para S&.,; =D - B(0,0) - u
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5.6 ESFUERZO EN LOS NODOS DEL ELEMENTO

A partir de la ecuacion 95 para el esfuerzo en el elemento, se calculan los esfuerzos

en los puntos de Gauss:
Spg =D -B(&mj)u (96)

Se extrapolan las funciones de forma evaluando las funciones para las inversas de

los puntos de Gauss:

1 1
Nextrap = N (5_1’ 77_;) (97)

Es importante resaltar que el orden de los nodos del elemento no es el mismo al
orden de los puntos de Gauss, debido a que la extrapolacion en cada punto de
Gauss se realiza para cada nodo correspondiente, tal como se muestra en la Figura

23 finalmente:

T
Snodos = (Nextrap ) (S;;g)T) (98)

Para el procedimiento descrito, se debe descartar de los calculos al punto de Gauss

correspondiente a la coordenada natural (0,0), por varios motivos:

s , . e 11
e La extrapolacion se evalla para valores infinitos: N (6’6)

T
e El producto (Nextmp . (Sgg)T) no se puede obtener por las dimensiones de

las matrices:

(DIM(Nextmp) - (DIM(S,g’g))T>T = ((9x8) - 3x9)T)" = ((9x8) - (9x3))"  (99)

El centroide del cuadrilatero cuadrado normalizado es el mismo para el cuadrilatero
“cartesiano”, siendo innecesaria la extrapolacién, ya que el punto de Gauss en las
coordenadas naturales (0,0) es el centroide del elemento y el esfuerzo se calcula

con la ecuacion 95.
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5.7 SIMULACIONES PARA LAS PLACAS DE ESTUDIO

Con el objetivo de determinar cual es el mejor comportamiento con respecto a la
teoria que puede brindar el elemento cuadrilatero cuadrético serendipito, se simulan
todas las placas de estudio para integracion completa e integracion reducida en el
calculo de las matrices de rigidez elemental. Ademas, se hallan los esfuerzos en el
centroide y en los nodos, tomando el esfuerzo maximo en todo el dominio para cada
uno (en los nodos y en el centroide). Finalmente se calcula el factor de

concentracion de esfuerzo.

Desde la Tabla 7 a Tabla 16 se tabulan los coeficientes de concentracion de
esfuerzo k para cada esfuerzo obtenido por integracion completa e integracion

reducida, para el centroide y para los nodos.

5.7.1 Factor k en placa plana

. Integracion reducida Integracion Completa
Numero k Comsol

elementos k Centroide k Nodos k Centroide k Nodos

43 1,005 1,093 0,810 1,039 0,960
55 1,000 1,302 0,806 1,178 0,942
67 1,182 1,288 0,910 1,098 1,079
75 1,157 1,277 0,895 1,181 1,125
87 1,124 1,225 0,880 1,097 1,184
98 1,101 1,238 0,890 1,135 1,221
112 1,117 1,170 0,901 1,040 1,259
122 1,132 1,192 0,912 1,078 1,280
138 1,108 1,148 0,893 1,023 1,333
157 1,106 1,129 0,891 1,008 1,398

Tabla 7. Factor k para placa plana utilizando Qs

Los resultados obtenidos para una placa plana con Qs (ver Figura 25) alcanzan la
estabilidad a partir de 70 elementos, desde este punto comienza la convergencia

con respecto al factor k teérico demostrando que a mayor cantidad de elementos,
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mas aproximada es la solucion. La mejor tendencia se produjo utilizando integracion

completa extrapolado a los nodos.

Factor de concentracidn de esfuerzos en placa plana para el
elemento Qs

1,500
1,400

1,300
1,200 =t Comsol
—— Int reduc centro
1,100
= @ = Int comple centro
1,000

—— Int reduc nodos

0,900 — B - Int comple nodos

0,800 —@— Factor tedrico

0,700
0 20 40 60 80 100 120 140

Factor de concentracidn de esfuerzos

Numero de elementos

Figura 25.Relacion entre el factor k y el nimero de elementos en una placa plana con Qs

5.7.2 Factor k en placa con acanaladuras

5.7.2.1 Refinado uniforme

72 1,662 1,636 1,266 1,345 1,887
82 1,752 1,744 1,357 1,395 1,857
96 1,726 1,735 1,353 1,359 1,919
105 1,714 1,690 1,312 1,350 1,876
116 1,784 1,804 1,359 1,385 1,888
128 1,772 1,715 1,382 1,377 1,953
151 1,769 1,735 1,375 1,363 1,931
171 1,743 1,758 1,330 1,359 1,861
187 1,767 1,723 1,373 1,365 1,937
202 1,734 1,699 1,397 1,342 1,924

Tabla 8. Factor k para placa plana con acanaladura, usando Qs de tamafio de arista uniforme
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2,200
2,100
2,000
1,900
1,800
1,700
1,600
1,500
1,400
1,300

Factor de concentracion de esfuerzos

1,200
30

Factor de concentracion de esfuerzos en placa con
acanaladura y refinado uniforme para Qs

*r—o—0—0—0—0 *—@ @ ®

%3

50 70 90 110 130 150
Numero de elementos

170

——+— Comsol

—— Int reduc centro
= @ = Int comple centro
—— Int reduc nodos
- B - Int Comple nodos

—@— Factor tedrico

Figura 26.Factor k para placa con acanaladura, refinado de malla uniforme empleando Qs

5.7.2.2 Refinado medio

36
53
66
72
80
90
103
127
144
169

1,638 1,720 1,260
1,731 1,724 1,339
1,727 1,761 1,334
1,776 1,704 1,448
1,852 1,825 1,441
1,737 1,697 1,354
1,792 1,688 1,454
2,155 2,051 1,687
2,316 2,054 1,835
2,326 2,023 1,837

1,410 1,778
1,367 1,949
1,367 1,895
1,342 1,963
1,440 1,927
1,346 1,934
1,326 1,966
1,630 1,979
1,597 2,046
1,604 2,043

Tabla 9. Factor k para placa plana con acanaladura, usando Qs de tamafio con refinado medio
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Factor de concentracion de esfuerzos

2,300

2,100

1,900

1,700

1,500

1,300

1,100
30

Factor de concentracion de esfuerzos en placa con
acanaladura con refinado medio para Qs

50

70 90

110 130 150 170

Numero de elementos

190

——+— Comsol

—#— Int reduc centro
==} =-Int comple centro
—— Int reduc nodos
« =i} =- Int comple nodos

—@— Factor tedrico

Figura 27. Factor k para placa con acanaladura, refinado de malla medio empleando Qs

5.7.2.3

Refinado fino

72
82
96
105
116
128
151
171
187
202

2,099
2,240
2,271
2,244
2,433
2,603
2,581
2,753
2,642
2,781

1,971
1,986
1,984
1,994
2,104
2,099
2,190
2,162
2,228
2,205

1,678
1,791
1,804
1,793
1,947
2,080
2,065
2,204
2,117
2,236

1,615 1,980
1,586 2,034
1,605 2,040
1,602 2,027
1,718 2,024
1,681 2,044
1,762 2,038
1,741 2,045
1,802 2,039
1,778 2,017

Tabla 10. Factor k para placa plana con acanaladura, usando Qs de tamafio con refinado fino
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Factor de concentracion de esfuerzos en placa con
acanaladura con refinado fino para Qs

2,900
2,700

2,500
et Comsol

2,300 —@— Int reduc centro

2,100 = @} =Int comple centro

—— Int reduc nodos
1,900
= 4 =Int comple nodos

1,700 —@— Factor tedrico

Factor de concentracion de esfuerzos

1,500
60 80 100 120 140 160 180 200 220

NuUmero de elementos

Figura 28.Factor k para placa con acanaladura, refinado de malla fino empleando Qs

5.7.3 Factor k en placa con agujero centrado

5.7.3.1 Refinado uniforme

48 1,825 1,767 1,436 1,435 1,996
61 1,799 1,725 1,440 1,432 2,046
74 1,739 1,743 1,358 1,420 1,995
88 1,841 1,843 1,454 1,446 2,087
110 1,930 1,783 1,535 1,441 2,085
123 1,852 1,785 1,475 1,447 2,090
151 1,957 1,765 1,564 1,465 2,151
172 1,880 1,752 1,510 1,447 2,134
200 2,062 1,827 1,655 1,464 2,179
230 1,993 1,806 1,591 1,483 2,133

Tabla 11. Factor k para placa plana con agujero, usando Qs de tamafio de arista uniforme
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Factor de concentracion de esfuerzos en placa con agujero y
longitud de arista uniforme para el elemento Qs

2,700

2,500

2,300

——— Comsol
2,100 —— Int reduc centro

= [@ =Int comple centro

Factor de concentracion de esfuerzos

1,900
—— Int red nodos
1,700 - I - Int comple nodos
S0=J -

T~ s a —@— Factor tedrico
1,500 O\ -7 o ~a” -
' i g ¥ -a-F--0-_g - -m-"

’
o
1,300
40 90 140 190 240

Numero de elementos

Figura 29. Factor k para placa con agujero, refinado de malla uniforme empleando Qs

5.7.3.2  Refinado medio

37 1,898 1,713 1,468 1,462 2,080
55 1,728 1,772 1,329 1,440 2,022
73 2,030 2,127 1,618 1,722 2,050
91 2,274 2,111 1,791 1,689 2,119
114 2,259 2,144 1,772 1,716 2,075
128 2,307 2,095 1,836 1,679 2,145
144 2,392 2,087 1,902 1,685 2,144
158 2,412 2,093 1,933 1,693 2,164
164 2,371 2,092 1,900 1,665 2,164
180 2,657 2,201 2,123 1,778 2,160

Tabla 12. Factor k para placa plana con agujero, usando Qs con refinado medio
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Factor de concentracion de esfuerzos en placa con agujero
refinado medio para el elemento Qs

2,800

2,600

2,400

2,200

2,000

1,800

1,600

Factor de concentracion de esfuerzos

1,400

1,200
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-

110 130 150 170
Numero de elementos

190
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—— Int reduc centro
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—— Int reduc nodos
- I - Int comple nodos

—@— Factor tedrico

Figura 30. Factor k para placa con agujero, refinado de malla medio empleando Qs

5.7.3.3  Refinado fino

58
81
110
132
150
173
187
199
212
223

2,299
2,205
2,654
2,757
2,658
2,726
3,000
2,964
2,969
2,891

2,037
2,084
2,200
2,200
2,210
2,241
2,288
2,305
2,307
2,335

1,837
1,771
2,109
2,183
2,119
2,183
2,395
2,354
2,365
2,317

1,696 2,134
1,721 2,111
1,765 2,164
1,750 2,181
1,780 2,166
1,773 2,178
1,826 2,187
1,825 2,188
1,831 2,180
1,888 2,172

Tabla 13. Factor k para placa plana con agujero, usando Qs con refinado fino
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Figura 31. Factor k para placa con agujero, refinado de malla fino empleando Qs

5.7.4 Factor k en placa con cambio de secciéon

5.

7.4.1  Refinado uniforme

30
41
51
65
77
85
97
110
121
148

1,684
1,731
1,899
1,799
1,802
1,823
1,789
1,823
1,809
1,817

1,480
1,421
1,436
1,321
1,320
1,348
1,321
1,348
1,299
1,351

1,299
1,339
1,456
1,421
1,435
1,467
1,439
1,467
1,457
1,448

1,327 1,405
1,367 1,444
1,118 1,450
1,116 1,511
1,135 1,480
1,100 1,518
1,154 1,512
1,100 1,502
1,078 1,496
1,077 1,558

Tabla 14. Factor k para placa plana con cambio de seccion, usando Qs de tamafio de arista uniforme

72



Factor de concentracion de esfuerzos en placa con cambio
de seccidn y longitud de arista uniforme para el elemento Qs

2,000
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g 1,200 —@— Factor tedrico
O
* 1,100
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Figura 32. Factor k para placa con cambio de seccién, refinado de malla uniforme empleando Qs

5.7.4.2  Refinado medio

54 1,955 1,544 1,561 1,284 1,595
70 1,925 1,547 1,545 1,355 1,574
89 1,896 1,692 1,506 1,341 1,581
104 1,918 1,666 1,551 1,337 1,559
116 2,019 1,677 1,615 1,378 1,621
139 2,011 1,659 1,645 1,365 1,622
152 2,009 1,659 1,613 1,475 1,613
166 2,046 1,668 1,636 1,317 1,619
182 2,025 1,672 1,618 1,319 1,613
213 2,022 1,642 1,630 1,430 1,614

Tabla 15. Factor k para placa plana con cambio de seccion, usando Qs con refinado medio
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Factor de concentracion de esfuerzos en placa con cambio
de seccidn refinado medio para el elemento Qs

2,100
2,000
1,900
1,800
1,700
1,600
1,500

1,400

Factor de concentracion de esfuerzos

1,300

1,200
40

90

140

190

Numero de elementos

et Comsol

—— Int reduc centro
= @ = Int comple centro
—— Int reduc nodos
- I - Int comple nodos

—@— Factor tedrico

Figura 33. Factor k para placa con cambio de seccion, refinado de malla medio empleando Qs

5.7.4.3 Refinado fino

78
96
115
128
139
158
172
190
201
232

1,882
1,901
1,975
2,148
2,013
2,008
2,014
2,089
2,102
2,109

1,759
1,753
1,704
1,626
1,687
1,714
1,713
1,752
1,722
1,716

1,509
1,532
1,627
1,766
1,642
1,616
1,632
1,680
1,687
1,694

1,381 1,587
1,375 1,584
1,385 1,501
1,431 1,656
1,418 1,630
1,384 1,621
1,382 1,629
1,374 1,642
1,375 1,644
1,373 1,644

Tabla 16. Factor k para placa plana con cambio de seccion, usando Qs con refinado fino
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Factor de concentracion de esfuerzos
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1,300

Factor de concentracion de esfuerzos en placa con cambio
de seccion refinado fino para el elemento Qs
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Figura 34. Factor k para placa con cambio de seccion, refinado de malla fino empleando Qs

5.7.5 Anaélisis de curvas

La integracion reducida con el célculo del esfuerzo en el centroide del elemento

converge para las placas con elementos uniformes y diverge cuando la degradacion

de los elementos aumenta.

La integracion completa con el célculo del esfuerzo en los nodos para los tres tipos

de refinado se aleja del factor tedrico, por ende no se recomienda utilizarla para

ningun problema de elasticidad.

La integracion reducida con célculo del esfuerzo en el centroide presenta buenas

aproximaciones para elementos uniformes.

La integracion completa con el calculo del esfuerzo en el centroide y en los nodos

del elemento para placas con elementos uniformes presenta las aproximaciones

mas alejadas del factor tedrico entre los casos de estudio.
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La integracion reducida con célculo del esfuerzo en los nodos presenta el resultado
mas cercano al factor tedrico, ademas tiene estabilidad en el rango estudiado. Este
comportamiento es debido a que al realizar la integracion sin el punto de gauss
central, la geometria del elemento queda mejor representada; y al calcular los
esfuerzos en los nodos se asimila de forma 6ptima la variacién nodal a lo largo del

dominio. Se selecciona para el estudio de este proyecto.

La convergencia se garantiza para un buen nivel de refinamiento en la geometria y

a mayor cantidad de elementos.
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CAPITULO 6

PRUEBAS Y SIMULACION

El modelamiento numérico asumido en la etapa de disefio parte de ideas previas
que se van refinando a través de ensayos y procedimientos, hasta obtener una
forma definitiva. Asi, el disefiador puede realizar pruebas mecanicas virtuales de

modelos preliminares con el fin de reducir costos totales en el disefio final.

Como se habia planteado anteriormente, se desea conocer la variacion del valor de

los concentradores en placas planas bidimensionales con:

e Agujero centrado
e Acanaladuras semicircular

e Cambios de seccion

Haciendo uso del MEF bidimensional para elasticidad utilizando tensién plana, con

cuatro tipos de elemento de aproximacion del mallado:

e Elemento triangular de 3 nodos CST, Figura 14.
e Elemento triangular de 6 nodos LST, Figura 15.
e Elemento cuadrilatero de 4 nodos Qa, Figura 16.

e Elemento cuadrilatero de 8 nodos Qs, Figura 17.

Ademas sera factor de estudio, si el refinamiento de las aristas en las cercanias al

concentrador afecta el valor del factor de concentrador de esfuerzos.

Para alcanzar este objetivo se empieza por plantear la geometria y se realiza un
mallado del modelo, luego un analisis de MEF y finalmente se calcula el valor del

factor de los concentradores de esfuerzos. Un objetivo es exhibir la variacion de los
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factores de concentracion de esfuerzo partiendo del método de elementos finitos a

través de los programas computacionales Matlab y Comsol.

En este capitulo se exponen los tipos de concentradores, las condiciones de la
placa, los pasos generales para resolver un problema estructural, la validacion de
los métodos, las pruebas a realizar y finalmente las caracteristicas de los mallados

que se utilizaran.

6.1 PASOS GENERALES DEL METODO DE ELEMENTOS FINITOS
A continuacion se presentan los pasos, que se utlizan en la formulacién de

elementos finitos y la solucion de un problema estructural.

Discretizacion del dominio.

2. Seleccion de la funcion de desplazamiento.
Definicibn de las relaciones entre deformacién/desplazamiento y
esfuerzo/deformacion.

4. Derivacion de los elementos de la matriz de rigidez y ecuaciones.
El montaje de las ecuaciones de cada elemento para obtener las ecuaciones
globales.

6. Laimposicion de condiciones de contorno.
Solucién de la ecuacién global para hallar las fuerzas y los desplazamientos.

8. Calculo de los esfuerzos.

El analista debe tomar decisiones con respecto a la division de la estructura en
elementos finitos y seleccionar el o los tipos de elementos que se utilizaran en el
analisis (paso 1), ademas de las cargas que han de aplicarse, y las condiciones de

contorno o apoyos para ser aplicados (paso 6).

El primer paso consiste en la seleccion de los elementos del mallado y su
construccion en todo el dominio; la numeracién de los elementos se debe hacer en

sentido antihorario para cada elemento y de cada nodo se debe obtener sus

78



respectivas coordenadas, asimismo, en el proceso de construccion se debe de tener

presente si existen zonas criticas donde se requiera refinar el mallado.

En este trabajo se utilizan cuatro tipos de elementos de aproximacion con el fin de
observar como se ve afectado el cambio del valor de k en placas planas variando
las ecuaciones de forma empleando el MEF. Como se plante6 en las secciones
anteriores se usan dos tipos de elementos triangulares (CST, ver Figura 14 y LST,

ver Figura 15) y dos elementos cuadrilateros (Qa, ver Figura 16 y Qs, ver Figura 17).

Con el fin de conocer cudl es la variacion del factor k al refinar el mallado en las
cercanias del concentrador de esfuerzos, se realizan tres tipos de pruebas o
simulaciones para cada placa teniendo como parametro el refinamiento de las

aristas en las cercanias del concentrador:

e Mallado uniforme, donde la longitud de arista es aproximadamente la misma
a través del dominio.

e Mallado con refinado medio, donde se realiza una reduccion de las aristas en
las zonas criticas a nivel medio.

e Mallado con refinado fino, donde se realiza una reduccion de las aristas en

las zonas criticas a un nivel mas fino.

Los pasos restantes comprenden el analisis en elasticidad por el MEF (éstos fueron
descritos en el capitulo CAPITULO 2) para cada elemento de aproximacion, los
cuales son desarrollados con un algoritmo en Matlab (ver Anexo 1 Cdédigos) y

simulaciones realizadas en Comsol.

En la Figura 35 se presenta el diagrama de flujo utilizado para resolver problemas
estructurales en placas planas mediante el MEF bidimensional, empleando la
tension plana. Se utiliza Comsol para discretizar la placa con los elementos de
aproximacion lineal CST y Q4, y para los elementos cuadraticos LST y Qs se recurre
a las ecuaciones de punto medio para definir los nodos intermedios de cada
elemento. El analisis por elementos finitos, el calculo de los esfuerzos maximos y la

determinacion del factor de concentracion de esfuerzos se realiza con Matlab.
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nicio

Establecer las condiciones de la placa a analizar
(geometria, material y concentradores) y calcular la
matriz [D]

Definir los pardmetros para realizar la malla ( longitud
de arista minima y maxima, resolucién de curvaturay
la tasa de crecimiento de elementos maxima)

Generar el mallado base (CST 0 Q,) usando Comsol
(p contiene las coordenadas de los nodos y t los indices
de los elementos)

Importar los parametros (p, t,numero de nodos n y de
elementos NE del mallado) a Matlab

i=1

Calculo de los nodos intermedios si el elemento de
aproximacion a utilizar es cuadratico

Calcular la matriz [B]

i=i+1

Calcular la matriz de rigidez local [k]

Ensamblar [k] dentro de la matriz de rigidez global

No

Si

Introducir las condiciones iniciales (fuerzay
desplazamientos)

Resolver {F} = [K]{d}. Para el célculo de los
desplazamientos y reacciones desconocidas

Calcular los esfuerzos

Fin

Figura 35. Diagrama de flujo para resolver un problema de elasticidad utilizando MEF
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6.2 CONDICIONES INICIALES
Para la seleccién de los concentradores de esfuerzos se acude a elementos de

maquinas y piezas estructurales que sean de uso comun en el proceso de disefio,
por lo anterior, en este trabajo investigativo se analizan placas planas con los

siguientes concentradores:

e Cambio de seccion.
e Agujero centrado.

e Acanaladura semicircular.

El comportamiento del factor de concentrador de esfuerzo se ve reflejado en la
literatura mediante curvas (ver Pilkey!, Norton? entre otros). Estos factores de
concentracion dependen directamente de la geometria, el tipo de carga aplicada y
el tipo de concentrador. En la Tabla 17 se encuentran contenidas las condiciones
de contorno y del material que se utilizan para realizar las simulaciones. Las
dimensiones se pueden referenciar en la Figura 36 y las propiedades del material

corresponden a un acero AlSI 4340.

Espesor h 0.0250 m
Largo 0.6000 m
Ancho H 0.2000 m
Radio r 0.0231m
Médulo de Young E 205 GPa
Relacién de Poisson 9 0.28

Tabla 17. Condiciones iniciales

La condicion de frontera para la placa en las simulaciones es la siguiente:

e La placa a analizar es empotrada en el extremo izquierdo.
e El extremo derecho es sometido a una carga tensionante de 100N.
e La carga tensionante se divide en

T =100/(Num nodoSge; extremo derecho — 2-5)
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e Lacarga es distribuida para todos los nodos del extremo derecho que forman
parte de H como se muestra en la Figura 36; tomando un cuarto de T para
los nodos superior e inferior, un medio para los nodos siguientes y el resto

de nodos que pudiesen existir se dividen en T.

-

Largo

Figura 36. Placa plana sometida a tensiéon

6.3 VALIDACION DE RESULTADOS
La validacién de resultados del analisis de MEF empleando Comsol y Matlab se

realiza a través de la comparacion de los resultados con el método analitico. Para
esta validacion se utiliza una placa plana (ver Figura 36) sometida a tensién

empleando los parametros de la Tabla 17.

Con el fin de validar los resultados se realizan diez (10) simulaciones para cada
elemento de aproximacion (CST, LST, Q4 y Qs) en Matlab y de igual forma para
Comsol, generandose asi 80 datos los cuales se agrupan en ocho curvas. La Tabla
18, referencia las caracteristicas del mallado para una placa plana utilizando el
mallado de Comsol para elementos triangulares, mientras la Tabla 19 ilustra los
parametros obtenidos del mallado para una placa con elementos cuadrilateros, con
diez cantidades de nodos diferentes utilizando elementos cuadrilateros. Los

paradmetros del mallado son:

e La calidad de un elemento es un valor entre 0 y 1, donde 0.0 representa un
elemento degenerado y 1.0 representa un elemento completamente
simétrico.

e Larelacién de aspecto AR
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e Latasa de crecimiento maxima

Numerode Numerode Calidad Calidad AR Tasacrec Tasacrec
Nodos elementos min prom max prom

4 2 0.4619 0.4619 1.0000 1.000 1.000

6 4 0.6855 0.7097 0.8365 1.000 1.000

10 10 0.6137 0.6900 0.4998 1.999 1.996

17 20 0.7263 0.8649 0.2858 2.061 1.671

21 26 0.8709 0.9365 0.3245 1.545 1.394

28 38 0.8700 0.9265 0.5737 1.624 1.246

32 44 0.8873 0.9483 0.5905 1.576 1.239

40 56 0.8666 0.9534 0.3951 1.612 1.257

45 66 0.8812 0.9391 0.5552 1.519 1.186

50 74 0.9090 0.9689 0.6442 1.440 1.115

Tabla 18. Placa plana con elementos triangulares
Numerode Numerode Calidad Calidad AR Tasacrec Tasacrec
Nodos elementos min prom max prom

8 3 1.0000 1.0000 0.9950 1.000 1.000

18 10 0.9570 0.9663 0.9290 1.035 1.027

36 24 0.9721 0.9857 0.9550 1.016 1.009

44 30 0.9860 0.9931 0.9715 1.004 1.001

60 44 0.9800 0.9923 0.9655 1.010 1.005

70 52 0.9860 0.9942 0.9748 1.007 1.001

84 65 0.9582 0.9824 0.9413 1.017 1.006

96 75 1.0000 1.0000 1.0000 1.000 1.000

119 96 0.9707 0.9895 0.9517 1.015 1.004

160 133 0.9773 0.9937 0.9571 1.013 1.003

Tabla 19. Placa plana con elementos cuadrilateros

De estas tablas se puede concluir que al ser un dominio sin discontinuidades la
calidad de los elementos tiende a ser uno para los elementos cuadrilateros mientras
gue para los elementos triangulares a medida que aumenta la cantidad de
elementos se mejora la calidad minima, por otra parte, Comsol para cada mallado
genera un histograma de calidad de los elementos como se puede observar en la
Figura 37. La Figura 37.a, muestra el histograma para una placa plana de elementos
cuadrilateros con 96 nodos y la Figura 37.b para una placa con elementos
triangulares con 40 nodos. En el primer histograma se puede ver un comportamiento
ideal en el cual los mallados son uniformes de calidad uno, mientras en el segundo

se puede ver una distorsion de los elementos triangulares a través del dominio.
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A

Figura 37. Histogramas de calidad de mallados con elementos cuadrilatero ideal (a) y triangulares (b)

(@) (®)

Una vez obtenidos los resultados del analisis de los concentradores de esfuerzos
de Matlab y Comsol se procede a realizar la comparacion de dichos resultados con
los obtenidos por el método analitico. Asi, para una placa plana con las condiciones

de la Tabla 17, se tiene que el esfuerzo nominal es:

T 100N
Inom = 24 = 0.2m x 0.025m

N
=20 000 —;
m

Empleando la ecuacién 16 en una placa plana por medio del método analitico se

debe cumplir que k debe ser igual a 1, es decir que €l 6,4 = Fnom

Numero kCST k LST kCST k LST
elementos Matlab Matlab Comsol Comsol
2 1,023 1,007 0,858 1,099

4 1,006 1,027 0,894 1,090

10 1,025 1,077 0,914 1,008

20 1,055 1,040 0,940 0,936

26 1,045 1,463 0,935 0,928

38 1,038 1,433 0,930 0,958

44 1,034 1,481 0,923 0,984

56 1,054 1,373 0,912 1,039

66 1,051 1,349 0,912 1,027

74 1,058 1,196 0,913 1,041
Tabla 20. Resultados para placa plana utilizando elementos triangulares y Matlab y Comsol
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Numero k Qs k Qs k Qs k Qs

elementos Matlab Matlab Comsol Comsol
3 1,029 1,093 0,928 0,960

10 1,043 1,302 0,933 0,942

24 1,066 1,288 0,921 1,079

30 1,074 1,277 0,916 1,125

44 1,131 1,225 0,932 1,184

52 1,164 1,238 0,937 1,221

65 1,116 1,170 0,961 1,259

75 1,121 1,192 0,963 1,280

96 1,141 1,148 0,994 1,333

113 1,166 1,129 1,020 1,398
Tabla 21. Resultados para placa plana utilizando elementos cuadrilateros y Matlab y Comsol

En la Tabla 20 se pueden observar los factores k obtenidos por la solucion de MEF
en Matlab y en Comsol, para elementos de formas triangulares y en la Tabla 21 se

presentan los cuadrilateros, lineales y cuadraticos al variar el nimero de elementos.

Con el fin de hacer la comparacion y validacion entre las curvas del coeficiente
tedrico de concentracién de esfuerzo y las curvas realizadas con la ayuda del
método de elementos finitos por medio de Comsol y Matlab, se sobreponen en una
misma grafica los resultados obtenidos como se puede ver en la Figura 38 para
elementos triangulares y la Figura 39 para los elementos cuadriladteros. Estas se
construyen a partir de los datos consignados en la Tabla 20 y Tabla 21
respectivamente. La linea verde representa el resultado obtenido de k tedrico, las
lineas continuas los resultados obtenidos a través de Matlab, las discontinuas los
resultados de Comsol y las curvas de un solo color hacen referencia al mismo tipo

de elemento.

En la Figura 38 se puede observar que los resultados de Matlab se encuentran los
dos por encima del factor teérico, dando mejores resultados en CST llegando a una
tendencia de 1.05, Por otra parte el resultado de CST simulado en Comsol da por
debajo del factor tedrico con una tendencia de 0.9 mientas que el resultado de LST
para los primeros resultados no muestra un comportamiento definido sin embargo

a medida que se aumenta la cantidad de nodos tiende a 1.4.
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Factor de concentracion de esfuerzos en placa plana
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Figura 38. Relacion entre el factor k y el nUmero de elementos en una placa plana con elementos triangulares

De la Figura 39 se puede observar que el resultado méas cercano al tedrico es el Q4
simulado en Comsol con una tendencia a 1, mientras el resultado de Qs aumenta
de forma parabdlica sin mostrar una tendencia fija. Por otro lado el resultado de Qa4
programado en Matlab tiende a 1.15 y el resultado de Qs muestra una tendencia a
1.2.

De ambas curvas se puede observar que el comportamiento tanto tedrico como el
arrojado por Matlab y Comsol tienen comportamientos similares, por ende el método

se puede validar.

Una vez obtenidos los resultados del anélisis de los concentradores de esfuerzos
de Matlab y Comsol (esfuerzo maximo) se procede a realizar la comparacion de
dichos resultados con los resultados que se encuentren en Norton?, con este fin se
emplean las curvas mostradas en la Figura 40, Figura 41y Tabla 42 como referencia

para validar los métodos de solucion.
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Factor de concentracion de esfuerzos en placa plana en
Comsol y Matlab
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Figura 39. Relacion entre el factor k y el nUmero de elementos en una placa plana con elementos cuadrilateros

6.3.1 Factor k placa con acanaladuras
Utilizando los parametros de la Tabla 17 y haciendo uso de la curva en la Figura 40

se calcula el k para una placa con acanaladuras semicirculares:

7‘_0.0231m_015
d 0.1538m
D_ 0.2m ~13
d 01538m

En la Figura 40 se obtiene el valor de k = 2.15 para los resultados hallados.
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Figura 41. Factor de concentracion de esfuerzos kpara una placa con cambio de seccién. Norton?
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6.3.2 Factor k placa con cambio de seccion
Haciendo uso de la Figura 41 se calcula el k para una placa con cambio de seccion

tomando las condiciones de la Tabla 17 se tiene que los parametros:

7”_0.0231m_015
d 0.1538m
D_ 0.2m —13
d 01538m

Y empleando la Figura 41 en la curva H/d=1.3 y la relacion r/d = 0.15 se obtiene

un valorde k = 1.7.

6.3.3 Factor k placa con agujero centrado

Finalmente para la placa con agujero centrado mostrada en Figura 42 se tiene que:

d _0.0462m 0231
w  02m

Empleando la curva de Figura 42 con este parametro se tiene que el valor de k =
2.45.

0 0.10 020 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70
dfW

Figura 42. Factor de concentracién de esfuerzos k para una placa con agujero centrado. Norton?
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6.4 PRUEBAS
Las pruebas a realizar se dividen de acuerdo al tipo de concentrador, el refinado y

el tipo de elemento de aproximacion, asi para cada concentrador (acanaladura,
agujero centrado y cambio de seccion) corresponden tres tipos de refinamientos
(uniforme, medio y fino) y a su vez, cada refinado conlleva cuatro tipos de elementos
(CST, LST, Q4 y Qs). En total se realizan diez pruebas variando el numero de
elementos de aproximacion para cada elemento, generando cuarenta resultados
para cada refinado y ciento veinte para cada concentrador estudiado. Este proceso
se realiza paralelamente en Matlab y en Comsol con las condiciones previamente

definidas en el capitulo.

6.5 CARACTERISTICAS DE LOS MALLADOS
Para la construccion del mallado influyen los siguientes parametros: la longitud de

arista minima y maxima, la resolucion de curvatura y la tasa de crecimiento de
elementos maxima (definidos previamente en el capitulo CAPITULO 4). Ademas se
debe de tener presente que para la construccion del mallado los elementos
cuadraticos LST y Qs poseen nodos intermedios entre sus aristas y el orden de los
nodos en cada elemento debe figurar en direccion antihorario. Para realizar el
mallado de estos elementos se utiliza una malla base en CST o Q4 dependiendo de
si es un elemento triangular o cuadrilatero, ésta es realizada en Comsol y mediante
la ecuacion de punto medio son generados los nodos intermedios para cada arista

en Matlab.

En el mend mesh de Comsol se obtienen las caracteristicas del mallado y un
histograma de calidad (los histogramas de calidad mostrados en las figuras de esta
seccion hacen referencia a la séptima simulacion de cada grupo de simulaciones,
los histogramas (a) analizan elementos triangulares y los (b) cuadrilateros). Las
caracteristicas del mallado estan tabulados de la Tabla 22 a Tabla 39 y los

histogramas de la Figura 43 a Figura 51.
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6.5.1 Mallado para placa plana con acanaladura semicircular

6.5.1.1 Refinado uniforme

141 234 0.7198 0.9531 0.0962 2.243 1.300
162 272 0.8293 0.9600 0.1113 1.846 1.243
167 282 0.7963 0.9562 0.1501 1.805 1.267
170 286 0.7623 0.9595 0.1487 2.356 1.271
176 298 0.7632 0.9566 0.1372 2.144 1.268
181 308 0.7023 0.9563 0.1160 2.037 1.266
188 318 0.8019 0.9614 0.1356 2.059 1.265
192 326 0.7692 0.9674 0.1567 1.814 1.215
195 332 0.8509 0.9679 0.1950 1.845 1.206
213 364 0.8419 0.9760 0.1747 1.870 1.189

Tabla 22. Placa plana con acanaladura, con elementos triangulares de tamafio de arista uniforme

60 43 0.3564 0.6419 0.0819 3.091 1.613

76 55 0.5004 0.7899 0.0671 2.643 1.482
90 67 0.4263 0.7732 0.1169 2.340 1.359
98 75 0.5147 0.8292 0.1464 2.222 1.293
113 87 0.4391 0.8241 0.1835 2.379 1.185
126 98 0.4966 0.8679 0.1871 2.238 1.196
141 112 0.4514 0.8628 0.2291 2.172 1.149
154 122 0.5271 0.8665 0.1869 2.243 1.207
170 138 0.4484 0.8533 0.1666 2.637 1.262
192 157 0.4255 0.8256 0.1462 2.230 1.191

Tabla 23. Placa plana con acanaladura, con elementos cuadrilateros de tamafio de arista uniforme
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Figura 43. Histogramas de calidad del mallado de una placa plana con acanaladura empleando un refinado
uniforme y elementos triangulares (a) y cuadrilateros (b)
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6.5.1.

2  Refinado medio

Numerode Numerode Calidad Calidad AR Tasacrec Tasa crec
Nodos elementos min prom max prom
52 80 0.5661 0.8387 0.0057 2.656 1.856
68 108 0.7377 0.8818 0.0086 2.100 1.598
74 120 0.6319 0.8871 0.0085 2.019 1.562
85 136 0.7468 0.9188 0.0255 2.294 1.572
94 154 0.7353 0.9022 0.0209 2.036 1.524
114 190 0.8141 0.9351 0.0263 2.059 1.460
122 206 0.8100 0.9529 0.0264 1.718 1.355
140 238 0.7500 0.9571 0.0291 2.080 1.327
171 294 0.8768 0.9683 0.0536 1.728 1.260
211 368 0.8837 0.9742 0.0741 1.548 1.238
Tabla 24. Placa plana con acanaladura, con elementos triangulares con refinado medio
Numerode Numerode Calidad Calidad AR Tasacrec Tasa crec
Nodos elementos min prom max prom
54 36 0.4040 0.7908 0.1044 2.536 1.608
72 53 0.3686 0.6298 0.0459 3.695 1.598
88 66 0.4068 0.7804 0.0761 2.170 1.341
94 72 0.4259 0.7623 0.0604 2.143 1.337
103 80 0.4536 0.8173 0.1113 2.065 1.315
116 90 0.4651 0.8109 0.1236 2.569 1.311
131 103 0.4612 0.8168 0.1313 1.834 1.201
157 127 0.4616 0.8348 0.0759 2.055 1.284
177 144 0.4086 0.8096 0.0731 2.171 1.233
202 169 0.4540 0.8428 0.0761 2.359 1.232
Tabla 25. Placa plana con acanaladura, con elementos cuadrilateros con refinado medio

(a)

LAl

Figura 44. Histogramas de calidad del mallado de una placa plana con acanaladura empleando un refinado
medio con elementos triangulares (a) y cuadrilateros (b)
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6.5.1.3  Refinado fino

Numero de Numero de

Nodos elementos
82 132
96 158

136 230
157 268
173 300
201 352
230 404
260 458
281 498
367 566

Numero de Numero de

Calidad Calidad AR Tasa crec
min prom max
0.5197 0.8601 0.0038 2.705
0.5225 0.8511 0.0047 3.269
0.6931 0.8984 0.0106 2.307
0.7483 0.9276 0.0103 2.177
0.7715 0.9394 0.0054 2.255
0.7722 0.9419 0.0110 2.141
0.8639 0.9565 0.0199 1.705
0.7242 0.9396 0.0157 1.797
0.7316 0.9175 0.0055 2.173
0.7151 0.9196 0.0136 2.127

Tabla 26. Placa plana con acanaladura, con elementos triangulares y refinado fino

Calidad Calidad AR Tasa crec

Nodos elementos min prom max

97 72 0.5446 0.8877 0.0661 1.942
107 82 0.4999 0.7369 0.0291 2.444
123 96 0.4630 0.8322 0.0478 2.030
134 105 0.5434 0.8798 0.0308 2.080
143 116 0.4818 0.8260 0.0448 2.439
160 128 0.4741 0.7943 0.0238 2.224
185 151 0.5507 0.8633 0.0237 2.528
207 171 0.4941 0.8668 0.0127 2.390
225 187 0.4755 0.8868 0.0209 2.589
242 202 0.7696 0.9479 0.0183 1.657

Tabla 27. Placa plana con acanaladura, con elementos cuadrilatero y refinado fino

(a)

(b)

Tasa crec
prom
1.770
1.860
1.552
1.482
1.426
1.385
1.308
1.365
1.413
1.414

Tasa crec
prom
1.414
1.489
1.380
1.392
1.371
1.385
1.293
1.361
1.284
1.265

Figura 45. Histogramas de calidad del mallado de una placa plana con acanaladura empleando un refinado
fino con elementos triangulares (a) y cuadrilateros (b)
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6.5.2 Mallado para placa plana con agujero centrado

6.5.2.1 Refinado uniforme

103 166 0.6695 0.9332 0.9910 2.196 1.446
120 198 0.7898 0.9420 0.0610 2.332 1.414
126 208 0.5853 0.9395 0.0857 2.373 1.381
128 212 0.7400 0.9419 0.0743 2.416 1.382
135 224 0.8048 0.9453 0.1302 2.132 1.344
144 240 0.8124 0.9535 0.1248 1.999 1.295
149 250 0.6920 0.9387 0.1036 2.004 1.349
156 262 0.7769 0.9524 0.1421 1.847 1.289
167 282 0.8122 0.9543 0.1767 1.876 1.311
174 294 0.7654 0.9542 0.1162 1.918 1.281

Tabla 28. Placa plana con agujero, empleando elementos triangulares de tamafio de arista uniforme

66 48 0.3769 0.7744 0.0973 2.350 1.448

79 61 0.3261 0.6691 0.0856 3.634 1.673
97 74 0.4741 0.9031 0.2434 2.032 1.142
112 88 0.4381 0.8278 0.1020 2.408 1.225
135 110 0.3959 0.8104 0.1413 2.646 1.267
151 123 0.4905 0.9066 0.2075 1.961 1.145
182 151 0.4431 0.9186 0.2698 1.788 1.128
205 172 0.4801 0.9081 0.3528 1.885 1.088
235 200 0.4607 0.8885 0.1952 2.173 1.140
268 230 0.3931 0.8965 0.2863 2.052 1.088
Tabla 29. Placa plana con agujero, empleando elementos cuadrilateros de tamafio de arista uniforme
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Figura 46. Histogramas de calidad del mallado de una placa plana con agujero centrado empleando un
refinado uniforme con elementos triangulares (a) y cuadrilateros (b)
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6.5.2.2

Refinado medio

Numerode Numerode Calidad Calidad AR Tasacrec Tasacrec
Nodos elementos min prom max prom

39 58 0.5441 0.8227 0.0110 3.042 2.086

49 74 0.6383 0.8597 0.0327 2.836 1.824

65 100 0.5841 0.8648 0.0191 3.012 1.859

91 146 0.6386 0.9150 0.0582 2.332 1.577
111 182 0.7214 0.9231 0.0451 2.545 1.502
128 214 0.5990 0.9329 0.0552 2.475 1.435
150 252 0.5767 0.9489 0.0993 2.144 1.344
171 292 0.7309 0.9401 0.0793 2.162 1.363
185 318 0.7578 0.9571 0.0955 1.809 1.305
219 382 0.7549 0.9625 0.1135 1.705 1.257

Tabla 30. Placa plana con agujero, empleando elementos triangulares con refinado medio
Numerode Numerode Calidad Calidad AR Tasacrec Tasa crec
Nodos elementos min prom max prom

52 37 0.3633 0.6420 0.0603 2.940 1.679

74 55 0.3864 0.8004 0.0782 2.601 1.437

95 73 0.3769 0.7628 0.0614 2.372 1.423
116 91 0.3923 0.8058 0.5457 2.264 1.357
139 114 0.3572 0.7448 0.0621 2.293 1.432
153 128 0.4567 0.7577 0.0451 2.576 1.458
171 144 0.4171 0,7724 0.0482 2.574 1.404
185 158 0.4148 0.7493 0.0466 2.674 1.417
193 164 0.4585 0.8159 0.0464 2.764 1.378
212 180 0.4655 0.8249 0.0276 2.339 1.301

Tabla 31. Placa plana con agujero, empleando elementos cuadrilateros refinado medio

(a)
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Figura 47. Histogramas de calidad del mallado de una placa plana con agujero centrado empleando un
refinado medio con elementos triangulares (a) y cuadrilateros (b)
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6.5.2.3

Numero de
Nodos

75

91

113

133

156

173

193

205

238

280

Refinado fino

Numero de Calidad

elementos
118
146
188
224
268
300
338
360
422
502

min
0.6072
0.6386
0.6113
0.6076
0.6426
0.632
0.6521
0.6797
0.7378
0.7587

Tabla 32. Placa plana con agujero, empleando elementos triangulares y refinado fino

Numero de
Nodos

75

101

136

159

178

202

220

232

245

262

Numero de Calidad

elementos

58

81
110
132
150
173
187
199
212
223

min

0.3828
0.4261
0.6155
0.5275
0.4897
0.4158
0.4212
0.4920
0.4202
0.3998

Calidad AR Tasacrec Tasacrec
prom max prom

0.8938 0.04344 2.115 1.56

0.915 0.05826 2.332 1.577
0.9208 0.06057 2.674 1.51
0.8977 0.02268 2.992 1.608
0.9071 0.01379 2.686 1.548
0.9188 0.01919 2.345 1.49
0.9235 0.01546 2.264 1.457
0.9344 0.02123 2.089 1.421
0.9363 0.02528 2.21 1.39
0.9464 0.02292 2.199 1.346

Calidad AR Tasacrec Tasa crec
prom max prom

0.7133 0.0136 2.530 1.657
0.7299 0.0253 2.701 1.576
0.8827 0.0158 1.974 1.398
0.8112 0.0126 2.154 1.392
0.8184 0.0165 2.449 1.382
0.8155 0.0148 2.573 1.341
0.7737 0.0083 3.145 1.384
0.8046 0.0095 2.423 1.356
0.7964 0.0089 2.577 1.357
0.8709 0.0264 2.493 1.297

Tabla 33. Placa plana con agujero, empleando elementos cuadrilateros y refinado fino

T |
(a)

(&)

Figura 48. Histogramas de calidad del mallado de una placa plana con agujero centrado empleando un
refinado fino con elementos triangulares (a) y cuadrilateros (b)
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6.5.3 Mallado para placa plana con cambio de seccion centrado

6.5.3.1 Refinado uniforme

101 161  0.7838 0.9507 0.1006 1.813 1.296
110 177  0.7594 0.9445 0.0834 1.976 1.301
117 190 0.7592 0.9528 0.0815 1.920 1.306
122 199  0.7705 0.9451 0.1035 2.318 1.327
129 211 0.8016 0.9515 0.1282 1.707 1.282
133 219  0.8141 0.9563 0.1563 1.807 1.261
141 233 0.8176 0.9562 0.1605 1.999 1.270
150 251 0.7893 0.9535 0.1441 1.960 1.296
156 266 0.7616 0.9589 0.1939 1.662 1.251
172 289  0.8516 0.9686 0.2631 1.785 1.212

Tabla 34. Placa plana con cambio de seccion, usando elementos triangulares de tamafio de arista uniforme

46 30 0.5425 0.8601 0.1060 2.444 1.402
59 41 0.5131 0.8477 0.1365 2.198 1.245
70 51 0.4487 0.8547 0.1166 2.486 1.274
87 65 0.5296 0.8767 0.1634 2.216 1.185
100 77 0.6114 0.9220 0.2879 2.310 1.128
138 85 0.5000 0.8828 0.1888 2.142 1.177
123 97 0.6141 0.9455 0.3180 2.029 1.084
138 110 0.5771 0.9205 0.4202 1.727 1.063
150 121 0.6658 0.9600 0.3895 2.033 1.067
179 148 0.5865 0.9405 0.3511 1.750 1.059

Tabla 35. Placa plana con cambio de seccion, usando elementos cuadrilateros de tamafio de arista uniforme
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Figura 49. Histogramas de calidad del mallado de una placa plana con cambio de seccién empleando un
refinado uniforme con elementos triangulares (a) y cuadrilateros (b)
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5.5.3.2

Numero de
Nodos

43

47

53

73

87

98

112

134

156

178

Refinado medio

Numero de Calidad

elementos

62

70

81
117
142
162
190
230
271
313

min
0.6821
0.6432
0.6178
0.7057
0.6018
0.5799
0.6148
0.555
0.5854
0.6422

Calidad
prom
0.8888
0.8626
0.8878
0.9147
0.8935
0.8909
0.9107
0.8977
0.9099
0.9133

AR

0.08006
0.005787
0.01334
0.01913
0.02254
0.02918
0.02402
0.01778
0.03987
0.04607

Tasa crec
max

2411
2.429
2.264
1.942
1.97
2.012
1.973
1.979
1.764
2.049

Tasa crec
prom
1.826
1.836
1.701
1.481
1.505
1.459
1.416
1.462
1.384
1.361

Tabla 36. Placa plana con cambio de seccidn, usando elementos triangulares y refinado medio

Numero de
Nodos

73

91

110

129

142

165

179

198

218

241

Numero de Calidad

elementos

54

70

89
104
116
139
152
166
182
213

min

0.4117
0.3413
0.3255
0.4492
0.3017
0.2347
0.3950
0.4848
0.4071
0.2639

Calidad
prom
0.7209
0.6408
0.6438
0.8119
0.7612
0.6951
0.8034
0.8428
0.8391
0.7609

AR

0.0241
0.0186
0.0088
0.0285
0.0138
0.0138
0.0132
0.0265
0.0670
0.0083

Tasa crec
max
3.519
4.170
4.192
2.203
2.959
3.785
2.531
1.985
2.029
3.277

Tasa crec
prom
1.643
1.616
1.685
1.319
1.380
1.448
1.376
1.229
1.171
1.358

Tabla 37. Placa plana con cambio de seccién, usando elementos cuadrilateros y refinado medio

(a)

b

Figura 50. Histogramas de calidad del mallado de una placa plana con cambio de secciéon empleando un
refinado medio con elementos triangulares (a) y cuadrilateros (b)
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5.5.3.3  Refinado fino
Numerode Numerode Calidad Calidad AR Tasacrec Tasacrec
Nodos elementos min prom max prom
99 159 0.6581 0.9156 0.0312 2.796 1.524
118 193 0.7723 0.9376 0.0267 2.059 1.446
139 231 0.6795 0.9205 0.0147 2.481 1.496
155 261 0.7269 0.9278 0.0153 2.350 1.476
177 299 0.7024 0.9342 0.0247 2.070 1.392
195 333 0.6978 0.9301 0.0257 2.423 1.396
211 363 0.7352 0.9471 0.0235 1.970 1.353
221 385 0.8241 0.9547 0.0438 1.968 1.300
242 427 0.8368 0.9620 0.0260 1.790 1.274
272 477 0.7410 0.9399 0.0083 1.953 1.373
Tabla 38. Placa plana con cambio de seccion, usando elementos triangulares y refinado fino
Numerode Numerode Calidad Calidad AR Tasacrec Tasa crec
Nodos elementos min prom max prom
99 78 0.3920 0.7003 0.0144 4.095 1.682
120 96 0.4168 0.7883 0.2242 2.546 1.430
139 115 0.3452 0.7133 0.0088 4.013 1.536
153 128 0.2622 0.7059 0.0060 4.844 1.643
164 139 0.3308 0.7461 0.0097 2.692 1.436
189 158 0.3983 0.7739 0.0301 3.239 1.356
201 172 0.4172 0.8029 0.1292 2.512 1.360
221 190 0.3779 0.8331 0.0117 2.631 1.312
235 201 0.4836 0.8836 0.8831 1.956 1.234
270 232 0.4551 0.8813 0.0376 1.941 1.196

Tabla 39. Placa plana con cambio de seccién, usando elementos cuadrilateros y refinado fino

AVAY

(a)

enddd

Figura 51. Histogramas de calidad del mallado de una placa plana con cambio de seccién empleando un
refinado fino con elementos triangulares (a) y cuadrilateros (b)
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1.5.4 Analisis de mallas
En las Figura 43, Figura 44 y Figura 45, se presentan los histogramas de calidad

para una placa con acanaladura y diferentes refinados.

En los elementos triangulares la calidad promedio se encuentra por encima de 0.9
y la calidad minima es de 0.7242 para un refinado fino. Asi, al tener mas del 90%
de calidad, los mallados triangulares presentan homogeneidad en sus elementos

con la variacion del refinamiento.

La menor calidad promedio de los mallados en elementos cuadrilateros es de 0.83
y la calidad minima es de 0.4616, lo cual demuestra elementos mas degenerados

en el dominio.

Los histogramas para placas planas con agujero centrado son presentados en las
Figura 46, Figura 47 y Figura 48; las placas planas con cambio de seccidén son

presentados en las Figura 49, Figura 50 y Figura 51.
Un analisis similar se realiza para los histogramas faltantes, obteniéndose:

Agujero centrado: Calidad promedio de elementos triangulares por encima de 0.9 y
teniendo una calidad minima de 0.6797 en el refinado fino y para elementos
cuadrilateros calidades promedio de 0.8493, y calidad minima de estos elementos
es de 0.4148.

Cambio de seccion: Calidad de los elementos triangulares por encima de 0.9 y
teniendo una calidad minima de 0.555 en el refinado medio. Para elementos
cuadrilateros la menor calidad promedio es de 0.8332, y calidad minima 0.3779.

Esto demuestra que los elementos triangulares representan un mejor acoplamiento

a geometrias complicadas.

Se puede observar que la calidad de los elementos con refinado uniforme es mejor

gue la del refinado medio y, a su vez, ésta es mejor que la del refinado fino.
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1.6 Determinacion del esfuerzo maximo usando Comsol
En la Figura 52 se puede observar un mallado con elementos triangulares para la

placa de cambio de seccion con un refinado fino en las cercanias del concentrador,
utilizando Comsol. En la Figura 53 se puede observar los esfuerzos calculados en
este programa, en donde se puede observar que el esfuerzo maximo se encuentra
en el concentrador y se ve en la leyenda al lado derecho representado en color rojo

oscuro.
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Figura 52. Mallado con elementos triangulares para placa plana con cambio de seccion con refinado fino
sometido a traccién

Superficie: Tensién von Mises (N/m?)
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Figura 53. Esfuerzo maximo para placa plana con cambio de seccién con refinado fino sometido a traccion
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De la misma forma en la Figura 54 se puede observar un mallado con elementos
cuadrilateros para una placa con acanaladura empleando un refinado fino en las
cercanias del concentrador. En la Figura 55 se puede observar los esfuerzos
calculados correspondientes al mallado de la Figura 54, en donde se puede
observar que el esfuerzo maximo se encuentra en el concentrador y se ve en la

leyenda al lado derecho representado en color rojo oscuro.
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Figura 54. Mallado con elementos cuadrilateros para placa plana con acanaladura con refinado medio
sometido a traccion

Superficie: Tensién von Mises (N/m?)
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Figura 55. Esfuerzo maximo para placa plana con acanaladura con refinado medio sometido a traccion
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CAPITULO 7

ANALISIS DE RESULTADOS

En este capitulo se presentan las soluciones del factor de concentracion de
esfuerzos arrojados por Matlab y Comsol. Los resultados se tabulan desde la Tabla
40 a Tabla 57; las tablas y figuras pares hacen referencia a elementos triangulares
y las impares a elementos cuadrilateros. EI comportamiento de los factores de
concentracion se presenta mediante graficos desde la Figura 56 a la Figura 73 que
son las representaciones de los datos tabulados en las tablas anteriormente

mencionadas.

7.1 PLACA PLANA CON ACANALADURA SEMICIRCULAR

7.1.1 Refinado uniforme

Numero kCST Kk LST kCST k LST
elementos Matlab Matlab Comsol Comsol

234 1,832 1,616 1,467 2,030
272 1,876 1,640 1,512 2,063
282 1,877 1,608 1,463 1,975
286 1,908 1,629 1,493 1,969
298 1,899 1,635 1,502 1,997
308 1,908 1,641 1,506 1,995
318 1,907 1,623 1,517 1,982
326 2,092 1,811 1,711 2,055
332 2,181 1,937 1,753 2,057
364 2,257 2,012 1,759 2,062

Tabla 40. Resultados para una placa plana con acanaladura empleando un refinado uniforme con elementos
triangulares utilizando Matlab y Comsol
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Factor de concentracion de esfuerzos en placa con
acanaladura y longitud de arista uniforme

2,200

r———00—0—0—0—00——9

2,000

1,800
—#&— CST Matlab

1,600 = & = CST Comsol

—a— ST Matlab

1,400
- & = LST Comsol

1,200 —@— Factor tedrico

Factor de concentracion de esfuerzos

1,000
220 240 260 280 300 320 340 360

Numero de elementos

Figura 56. Factor k para placa con acanaladura, refinado de malla uniforme empleando elementos triangulares

43 1,259 1,636 1,321 1,887
55 1,227 1,744 1,471 1,857
67 1,242 1,735 1,476 1,919
75 1,247 1,690 1,345 1,876
87 1,305 1,804 1,495 1,888
98 1,328 1,715 1,498 1,953
112 1,268 1,735 1,498 1,931
122 1,285 1,758 1,352 1,861
138 1,262 1,723 1,492 1,937

157 1,269 1,699 1,360 1,924
Tabla 41. Resultados para una placa plana con acanaladura empleando un refinado uniforme con elementos
cuadrilateros utilizando Matlab y Comsol
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Factor de concentracion de esfuerzos

30

Factor de concentracion de esfuerzos en placa con
acanaladura y longitud de arista uniforme
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Figura 57. Factor k para placa con acanaladura, refinado de malla uniforme empleando elementos

cuadrilateros

7.1.2 Refinado medio

e Mot i Coml Coml

80 1,619 1,450 1,305
108 1,664 1,415 1,321
120 1,668 1,422 1,334
136 1,595 1,376 1,300
154 1,679 1,420 1,376
190 1,655 1,404 1,360
206 1,674 1,417 1,330
238 1,659 1,396 1,333
294 1,651 1,388 1,345
368 1,650 1,372 1,343

2,008
1,989
1,990
1,958
1,972
1,985
1,912
1,941
1,942
1,952

Tabla 42. Resultados para placa plana con acanaladura refinado medio utilizando elementos triangulares
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Factor de concentracion de esfuerzos en placa con
acanaladura con refinado medio

2,200
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o S e e e A === A
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1,800 —— CST Matlab

= # = CST Comsol

M — A
1,600 —&— LST Matlab

= #& = LST Comsol

Factor de concentracion de esfuerzos

1,400 ra—— —_— —@— Factor tedrico
a2 N -k -k -—— =
1,200
50 100 150 200 250 300 350 400

Numero de elementos

Figura 58. Factor k para placa con acanaladura, refinado de malla medio empleando elementos triangulares

En la Figura 58 se observa que a mayor cantidad de elementos los resultados tanto
de Comsol como de Matlab se acercan entre si, ademas el factor teérico también

mejora.

e ot M comil Comel

36 1,208 1,720 1,422 1,778
53 1,273 1,724 1,395 1,949
66 1,273 1,761 1,361 1,895
72 1,266 1,704 1,366 1,963
80 1,280 1,825 1,478 1,927
90 1,289 1,697 1,372 1,934
103 1,286 1,688 1,369 1,966
127 1,648 2,051 1,666 1,979
144 1,696 2,054 1,715 2,046

169 1,737 2,023 1,716 2,043
Tabla 43. Resultados para placa plana con acanaladura refinado medio utilizando elementos cuadrilateros
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Factor de concentracion de esfuerzos en placa con
acanaladura con refinado medio

2,300
wv
o
N
§ 2,100
(%]
(0]
S 1,900
S —— Q4 Matlab
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g 1,700 ==} =-Q4 Comsol
C
5] —— Q8 Matlab
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o == --Q8 Comsol
[0}
-g 1,300 —@— Factor tedrico
i3]
[
L

1,100

30 50 70 90 110 130 150 170 190

Numero de elementos

Figura 59. Factor k para placa con acanaladura, refinado de malla medio empleando elementos cuadrilateros

7.1.3 Refinado fino

e ot i Coml comel

1,832 1,832 1,616 1,467 2,030
1,876 1,876 1,640 1,512 2,063
1,877 1,877 1,608 1,463 1,975
1,908 1,908 1,629 1,493 1,969
1,899 1,899 1,635 1,502 1,997
1,908 1,908 1,641 1,506 1,995
1,907 1,907 1,623 1,517 1,982
2,092 2,092 1,811 1,711 2,055
2,181 2,181 1,937 1,753 2,057
2,257 2,257 2,012 1,759 2,062

Tabla 44. Resultados para placa plana con acanaladura refinado fino utilizando elementos triangulares
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Factor de concentracion de esfuerzos en placa con
acanaladura con refinado fino

2,300
3
N 2,200
(O]
=}
% 2,100
(]
3 2,000
S —&— CST Matlab
‘5 1,900
g = # = CST Comsol
c 1,800
3 —— LST Matlab
5 1,700
(8] — & = LST Comsol
(]
_g 1,600 —@— Factor tedrico
S 1,500
©
(N

1,400

100 200 300 400 500 600

Numero de elementos

Figura 60. Factor k para placa con acanaladura, refinado de malla fino empleando elementos triangulares

En la gréfica de la Figura 60, se ve que a partir de los 400 elementos existe un
escalon que genera un cambio que mejora la tendencia de todas las placas, lo que
significa que a partir de esta cantidad de elementos, se produce convergencia.

Numero k Qq k Qg k Qq k Qs
elementos Matlab Matlab Comsol Comsol

72 1,622 1,971 1,620 1,980
82 1,681 1,986 1,684 2,034
9% 1,681 1,984 1,679 2,040
105 1,810 1,994 1,692 2,027
116 1,607 2,104 1,740 2,024
128 1,864 2,099 1,795 2,044
151 1,932 2,190 1,787 2,038
171 1,978 2,162 1,819 2,045
187 1,991 2,228 1,806 2,039
202 2,028 2,205 1,851 2,017

Tabla 45. Resultados para placa plana con acanaladura refinado fino utilizando elementos cuadrilateros
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Factor de concentracion de esfuerzos en placa con
acanaladura con refinado fino

2,300
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o
o
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g 1,900 —&— Q8 Matlab
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S 1,700
o
©
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60 80 100 120 140 160 180 200 220

Numero de elementos

Figura 61. Factor k para placa con acanaladura, refinado de malla fino empleando elementos cuadrilateros

Para la Figura 61, las curvas tienen un comportamiento ascendente que se
aproxima al factor teorico en la medida que aumenta la cantidad de elementos; la
Unica curva que presenta estabilidad es la obtenida de las simulaciones en Comsol
con Q8. En Q4 programado en Matlab se presenta un escalon a 130 elementos que
aumenta la tendencia de k al punto de comportarse de forma similar al Qs simulado
en Comsol. Q8 simulado en Matlab obtiene los valores mas aproximados al tedrico,

aungue su comportamiento es oscilatorio.
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7.2 PLACA PLANA CON AGUJERO CENTRADO

7.2.1 Refinado uniforme

166
198
208
212
224
240
250
262
282
294

1,655

1,429

1,403

2,039

Tabla 46. Resultados para placa plana con agujero refinado uniforme utilizando elementos triangulares
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1,800
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Factor de concentracidn de esfuerzos

1,200

200
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260

280
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Factor de concentracion de esfuerzos en placa con agujeroy
longitud de arista uniforme

—&— CST Matlab
= #& = CST Comsol
—&— LST Matlab
= & = LST Comsol
—@— Factor tedrico

Figura 62. Factor k para placa con agujero, refinado de malla uniforme empleando elementos triangulares
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a8 1,312 1,767 1,484 1,996
61 1,251 1,725 1,559 2,046
74 1,251 1,743 1,498 1,995
88 1,388 1,843 1,549 2,087
110 1,456 1,783 1,563 2,085
123 1,394 1,785 1,588 2,090
151 1,366 1,765 1,602 2,151
172 1,353 1,752 1,576 2,134
200 1,557 1,827 1,649 2,179
230 1,489 1,806 1,550 2,133

Tabla 47. Resultados para placa plana con agujero refinado uniforme utilizando elementos cuadrilateros
En las Figura 62, 65 y 66, el comportamiento de las curvas es lineal
(aproximadamente) para todas las simulaciones con todos los tipos de elementos,

anicamente las curvas de la figura 66 presentan picos para segunda simulacion.

Factor de concentracion de esfuerzos en placa con agujero y
longitud de arista uniforme

2,600
S
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3 1,800 —— Q8 Matlab
o
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9 1,400
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1,200
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Figura 63. Factor k para placa con agujero, refinado de malla uniforme empleando elementos cuadrilateros
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7.2.2 Refinado medio

100
146
182
214
252
292
318
382

1,710

1,477

1,441

2,051

Tabla 48. Resultados para placa plana con agujero refinado medio utilizando elementos triangulares
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1,000
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refinado medio
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Numero de elementos
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—&— CST Matlab
= # = CST Comsol
—&— LST Matlab
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—@— Factor tedrico

Figura 64. Factor k para placa con agujero, refinado de malla medio empleando elementos triangulares
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37 1,262 1,713 1,504 2,080
55 1,235 1,772 1,486 2,022
73 1,599 2,127 1,623 2,050
91 1,605 2,111 1,716 2,119
114 1,624 2,144 1,708 2,075
128 1,699 2,095 1,737 2,145
144 1,793 2,087 1,813 2,144
158 1,804 2,093 1,829 2,164
164 1,775 2,092 1,823 2,164
180 1,908 2,201 1,863 2,160

Tabla 49. Resultados para placa plana con agujero refinado medio utilizando elementos cuadrilateros
Para la Figura 65 se observa que entre los mismos tipos de elementos para las

simulaciones de Comsol y Matlab, el comportamiento y los resultados son muy

similares.

Factor de concentracion de esfuerzos en placa con agujero
refinado medio

2,600
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Figura 65. Factor k para placa con agujero, refinado de malla medio empleando elementos cuadrilateros
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7.2.3 Refinado fino

118
146
188
224
268
300
338
360
422
502

2,000

1,727

1,618

2,091

Tabla 50. Resultados para placa plana con agujero refinado fino utilizando elementos triangulares
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Figura 66. Factor k para placa con agujero, refinado de malla fino empleando elementos triangulares
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Numero k Qq k Qs k Qa k Qs
elementos Matlab Matlab Comsol Comsol

58 1,717 2,037 1,757 2,134
81 1,670 2,084 1,706 2,111
110 1,919 2,200 1,856 2,164
132 1,968 2,200 1,893 2,181
150 1,963 2,210 1,882 2,166
173 1,994 2,241 1,889 2,178
187 2,000 2,288 1,950 2,187
199 2,083 2,305 1,947 2,188
212 2,101 2,307 1,960 2,180
223 2,104 2335 1935 2,172

Tabla 51. Resultados para placa plana con agujero refinado fino utilizando elementos cuadrilateros

El gréfico de la Figura 66 muestra un escalén que genera un cambio que mejora la
tendencia de todas las placas a partir de los 200 elementos.

Las curvas construidas con los esfuerzos obtenidos de Comsol en la Figura 67 son
estables a partir de 110 elementos, las curvas obtenidas por Matlab tienen tendencia

lineal aproximandose al k tedrico a medida que aumentan la cantidad de elementos.

Factor de concentracion de esfuerzos en placa con agujero
refinado Fino
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Figura 67. Factor k para placa con agujero, refinado de malla fino empleando elementos cuadrilateros
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7.3 PLACA PLANA CON CAMBIO DE SECCION CENTRADO

7.3.1 Refinado uniforme

161 1,312 1,349 1,144 1,622
177 1,273 1,337 1,140 1,639
190 1,598 1,322 1,141 1,646
199 1,595 1,322 1,142 1,647
211 1,593 1,323 1,112 1,586
219 1,596 1,322 1,106 1,589
233 1,582 1,314 1,112 1,603
251 1,580 1,313 1,118 1,583
266 1,580 1,312 1,109 1,591
289 1,467 1,295 1,104 1,556

Tabla 52. Resultados para placa plana con cambio de seccién refinado uniforme con elementos triangulares

Factor de concentracion de esfuerzos en placa con Cambio
de seccidn y longitud de arista uniforme
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Figura 68. Factor k para placa con cambio de seccion, refinado de malla uniforme con elementos triangulares
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Numero k Qq k Qs k Qa k Qs
elementos Matlab Matlab Comsol Comsol

30 1,094 1,480 1,143 1,405
41 1,163 1,421 1,123 1,444
51 1,135 1,436 1,131 1,450
65 1,424 1,321 1,133 1,511
77 1,449 1,320 1,110 1,480
85 1,488 1,348 1,115 1,518
97 1,502 1,321 1,125 1,512
110 1,488 1,348 1,124 1,502
121 1,474 1,299 1,121 1,496
148 1,377 1,351 1,147 1,558

Tabla 53. Resultados para placa plana con cambio de seccion refinado uniforme con elementos cuadrilateros

Figura 68. Se observa un escalén en CST programado en Matlab que mejora los
resultados hasta comportarse de forma similar al LST simulado en Comsol, siendo
la Gnica curva con comportamiento anormal, ya que las demas tienen tendencia

lineal.

Figura 69. EI mismo escalén observado para el elemento lineal triangular, se
presenta para el elemento cuadrangular lineal simulado en Matlab y, en ambos

casos los valores se acercan a los simulados por el elemento cuadratico de Comsol.
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Figura 69. Factor k para placa con cambio de seccion, refinado de malla uniforme con elementos cuadrilateros
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7.3.2 Refinado medio

117
142
162
190
230
271
313

1,356

1,465

1,162

1,636

Tabla 54. Resultados para placa plana con cambio de seccion refinado medio con elementos triangulares
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Figura 70. Factor k para placa con cambio de seccion, refinado de malla medio empleando elementos
triangulares
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54 1,292 1,544 1,267 1,595
70 1,302 1,547 1,259 1,574
89 1,400 1,692 1,292 1,581
104 1,382 1666 1,325 1,559
116 1,426 1677 1,360 1,621
139 1,460 1,659 1,396 1,622
152 1,402 1,659 1,349 1,613
166 1,434 1668 1,360 1,619
182 1,432 1672 1,349 1,613
213 1,474 1,642 1,387 1,614

Tabla 55. Resultados para placa plana con cambio de seccién refinado medio con elementos cuadrilateros

Figura 71. Los elementos cuadraticos para los dos programas tienen un
comportamiento lineal mas aproximado al valor teérico, mientras los valores para
los elementos lineales generan curvas con tendencia lineal ascendente a medida

gue aumenta la cantidad de nodos.

Factor de concentracion de esfuerzos en placa con Cambio
de seccidn refinado medio
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Figura 71. Factor k para placa con cambio de seccion, refinado de malla medio empleando elementos
cuadrilateros
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7.3.3 Refinado fino

159 1,413 1,340 1,175 1,561
193 1,429 1,340 1,193 1,563
231 1,566 1,430 1,325 1,606
261 1,519 1,397 1,270 1,583
299 1,660 1,400 1,282 1,586
333 1,619 1,419 1,315 1,599
363 1,594 1,422 1,319 1,606
385 1,666 1,351 1,228 1,605
427 1,460 1,350 1,256 1,612
477 1,658 1,538 1,319 1,609

Tabla 56. Resultados para placa plana con cambio de seccidn refinado fino utilizando elementos triangulares

Factor de concentracion de esfuerzos en placa con Cambio
de seccion refinado fino
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Figura 72. Factor k para placa con cambio de seccidn, refinado de malla fino con elementos triangulares
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78 1,413 1,759 1,339 1,587
9% 1,436 1,753 1,331 1,584
115 1,510 1,704 1,382 1,501
128 1,563 1,626 1,456 1,656
139 1,476 1,687 1,385 1,630
158 1,502 1,714 1379 1,621
172 1,478 1,713 1,38 1,629
190 1,507 1,752 1,401 1,642
201 1,511 1,722 1,408 1,644
232 1,511 1,716 1,410 1,644

Tabla 57. Resultados para placa plana con cambio de seccion refinado fino utilizando elementos cuadrilateros

Factor de concentracion de esfuerzos en placa con Cambio
de seccidn refinado fino
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Figura 73. Factor k para placa con cambio de seccion, refinado de malla fino con elementos cuadrilateros
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Curva mas % error
Concentrador | Refinado aproximada al Curva mas lejana
factor tedrico al factor tedrico min | max
Uniforme | 1,7 CST Matlab 1,4 CST Comsol | 20,9 | 34,9
: Medio 2 LST Comsol 1,4 CST Comsol | 7,0 | 34,9
koo = 2,15 Fino 2,05 | LST Comsol | 1,75 | CST Comsol | 4,7 18,6
Uniforme | 2,1 | LST Comsol 1,4 CST Comsol | 14,3 | 42,9
O Medio 2,1 LST Comsol 1,4 CST Comsol | 14,3 | 42,9
koo = 2,45 Fino 2,15 | LST Comsol | 1,65 | CST Comsol | 12,2 | 32,7
Uniforme | 1,6 | LST Comsol 11 CST Comsol | 5,9 35,3
Medio 1,65 | LST Comsol 1,2 CST Comsol | 2,9 29,4
ﬂ Fino 1,65 | LST Comsol 1,3 CST Comsol | 29 | 23,5

Tabla 58. Andlisis de resultados de las curvas para elementos triangulares
En las Tabla 58 y Tabla 59 se presenta un resumen del comportamiento de las
pruebas con mayor cantidad de elementos y la diferencia con el factor tedrico para

elementos triangulares y cuadrilateros respectivamente.

Curva mas % error
Concentrador | Refinado aproximada al Curva mas lejana

factor tedrico al factor tedrico min | max
g Uniforme | 1,9 | QsComsol 1,3 QaMatlab | 11,6 | 39,5
N Medio 2,05 | QsComsol 1,7 Qs Matlab 4,7 | 20,9
kieo = 2,15 | Fino 2,05 | QsComsol 1,8 Qs4Comsol | 4,7 | 16,3
Uniforme | 2,2 | QsComsol 15 Qs Matlab | 10,2 | 38,8
o Medio 2,2 | QsComsol 1,8 QaMatlab | 10,2 | 26,5
Koo = 2,45 Fino 2,3 Qs Matlab 1,95 | QsComsol | 6,1 | 204
Uniforme | 1,6 Qs Matlab 1,15 | Qs Comsol 59 | 32,4
Medio 1,65 | QsComsol 1,4 Q4 Comsol 2,9 | 17,6
kioo = 1,7 Fino 1,72 | QsComsol 1,4 Q4 Comsol 12 | 176

Tabla 59. Analisis de resultados de las curvas para elementos cuadrilateros
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CAPITULO 8

CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

El elemento CST programado en Matlab representa una buena aproximacion
al factor tedrico, este elemento de discretizacion mejora los resultados al
refinar el mallado y utilizar una mayor cantidad de elementos.

El elemento CST programado en Matlab utilizando refinado fino y una
cantidad amplia de elementos, presenta un comportamiento similar que el
elemento LST programado en Matlab.

El elemento cuadratico LST programado en Matlab presenta buenas
aproximaciones cuando se realiza un refinado fino en las cercanias del
concentrador y se trabaja con grandes cantidades de elementos.

El elemento que més se aleja de los resultados tedricos en los elementos
triangulares es CST simulado en Comsol, sin embargo, el proceso de
refinamiento en las cercanias del concentrador y utilizar grandes cantidades
de elementos mejora el comportamiento de éste.

El elemento LST simulado en Comsol presenta los resultados mas proximos
al factor tedrico para los elementos triangulares. Ademas, los resultados no
se ven afectado al aumentar la cantidad de elementos (presenta estabilidad)
y el grado de mejoramiento al realizar el proceso de refinado es minimo.
Los resultados obtenidos de la programacion en Matlab (CST y LST) se
encuentran intermedios entre los resultados obtenidos de la simulacién de
Comsol (CST y LST), lo cual valida los resultados simulados en Matlab.

El elemento cuadratico triangular simulado en Comsol arroja resultados mas
aproximados al factor tedrico que el lineal. Al contrario de lo que se encuentra
en la programacion en Matlab donde elemento lineal arroja mejores

resultados que el cuadratico.
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Los elementos Q4 programado en Matlab y el Q4 simulado en Comsol
mejoran los resultados al refinar el mallado y utilizar una mayor cantidad de
elementos. Para el caso de Q4 programado en Matlab se hace mas préximo
hasta el punto de comportarse de forma similar al elemento Qs simulado en
Comsol.

En el elemento Qs simulado en Comsol no existe una variacion significativa
al realizar el proceso de refinado y es el elemento de aproximacion que
genera los resultados mas cercanos con respecto al factor tedrico.

Como se estudié en el capitulo 5, los elementos serendipitos cuadraticos
pueden generar diferentes curvas de esfuerzos siendo unas mejores para
unos refinados o placas y otras para otras configuraciones. Se optd por
escoger un solo tipo de resultados, aungque por conveniencia se pudo
escoger la curva que mejor se asemejase al factor tedrico segun la
configuracion de la placa. Finalmente se decidi6 seleccionar la curva con mas
estabilidad independiente de la configuracion de la placa y aproximacion al
resultado teorico.

El elemento Q8 programado en Matlab (con integracion reducida y esfuerzos
en los nodos) presenta resultados inferiores a los simulados por el elemento
cuadratico de Comsol en placas con arista de tamafio uniforme y refinado
medio, sin embargo, para los refinados finos, la curva es mas aproximada al
factor tedrico y mejor que la generada por Comsol.

El comportamiento de los resultados obtenidos en Matlab es muy similar a
los de Comsol, encontrandose ambas curvas de Matlab contenidas entre las
de Comsol para elementos triangulares, lo cual valida el proceso realizado
para el célculo de los factores de concentracion.

Para placas donde el esfuerzo es constante en todo el dominio, alcanzar la
convergencia requiere una menor cantidad de elementos que para
geometrias mas complicadas.

Cuando se hace un refinamiento en las cercania de los concentradores, las

curvas a cierta cantidad de elementos presentan un cambio de tendencia
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(que se puede representar como un escalén) que mejora el resultado
haciéndolo mas préximo al factor tedrico.

El error minimo de los elementos cuadrilateros siempre es menor o igual al
error minimo de los elementos triangulares, por lo que se recomienda
seleccionar elementos cuadrilateros.

El error maximo tiene mucha variacion entre elementos triangulares y
cuadrilateros, el cual se puede mejorar partiendo de una cantidad base de

elementos.
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RECOMENDACIONES PARA TRABAJOS FUTUROS

En el transcurso del desarrollo del proyecto, surgieron diversas interrogantes sobre
conceptos, extension de temas, posibles mejoras en resultados o ampliacion a otras
ramas de la ingenieria que no abarcaban los objetivos del presente trabajo, y que
constituyen un interés especial en el area de los elementos finitos, especificamente

en la mecanica computacional.

Se propone como estudio el desarrollo de algoritmos de elementos finitos basados
en Matlab para diversas areas de la ingenieria, para aprovechar un entorno
especializado en operaciones de matrices que simplifica y optimiza la memoria de

calculo y, por ende, es ideal para el método de elementos finitos.

La generaciéon de mallados es el primer paso para abordar un problema
discretizado. Actualmente los pocos programas que existen se consideran “cajas
negras” debido a que su funcionamiento no es conocido por el usuario, y éste debe
confiar en que la malla final cumple con todas las condiciones para una buena
simulacion del dominio. Para Matlab existen librerias de mallados triangulares que
cumplen con las condiciones béasicas, sin embargo, obtener un mallado cuadrilatero
gue represente de forma correcta la geometria, es una labor que da lugar a futuros

trabajos investigativos.

La seleccion del tipo de elemento de analisis del mallado incide directamente en la
solucion final del problema discreto, donde elementos de orden superior obtienen
una mejor aproximacion a la respuesta real que los elementos lineales; por este
motivo se pone en consideracién el estudio de problemas de elasticidad para

elementos cubicos, cuarticos y quinticos.

También se puede profundizar en la integracion de la matriz de rigidez, haciendo
comparativos entre elementos integrados completamente y elementos con
integracion reducida hasta la minima cantidad de puntos de Gauss permitidos;

inclusive, elementos integrados selectivamente.
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Configuraciones de mallas con tipos de elementos combinados (triangulares con
cuadraticos) practicamente son inexistentes, ya que son muy escasos los
programas computacionales que lo permiten hacer. El desarrollo de este tipo de
mallados, con elementos de transicion y funciones de forma especiales para estos
nodos exige un estudio detallado, donde posiblemente la convergencia a la solucion
exacta se dé para muy pocos elementos (o grados de libertad) con errores muy
pequefios.
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