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Resumen

Se presenta una revisión a la teoŕıa de gravedad modificada la cual consiste básicamene
en adicionar una función f(R) que depende únicamente de la curvatura escalar a la acción de
Einstein-Hilbert. Se discuten tres modelos en espećıfico inspirados en teoŕıas de cuerdas M,
donde la función f(R) está compuesta por términos logaritmicos y polinómicos del escalar
de Ricci. Los modelos en consideración satisfacen de antemano las condiciones de estabilidad
impuestas en los modelos de gravedad f(R).
Al considerar un universo con curvatura constante y libre de campos de materia (de-Sitter)
se solucionan las ecuaciones de campo a partir de la métrica plana FRLW, para obtener la
dinámica que rige cada modelo. La métrica es transformada del marco de Jordan al marco de
Einstein para determinar la evolución del parámetro de escala a(t) y el parámetro de estado
asociado; donde principalmente se trata de verificar la posibilidad de predecir una etapa de
inflación temprana para curvaturas muy grandes y una etapa actual de expansión acelerada
dominada por enerǵıa oscura para curvaturas pequeñas.



Introducción

En 1998, dos equipos de cient́ıficos estudiaron las lejanas supernovas tipo Ia, presentando
de una manera independiente evidencias de que el universo se expande con aceleración positi-
va [5, 6]; un resultado sorprendente y controversial, ya que la teoŕıa general de la relatividad
predice que un universo dominado por mateŕıa ó radiación acelera de manera negativa debido
a la atracción gravitacional1. La fuente de esta aceleración es atribuida a la enerǵıa oscura
[7, 8], un misterioso flúıdo cósmico, el cual presenta una distribución de densidad uniforme
y una presión negativa, cuya ecuación de estado es ωDE = −1.
Distintos datos y observaciones astronómicas procedentes de la radiación cósmica de fondo
(CMBR), supernovas SN Ia y las oscilaciones acústicas bariónicas (BAO), revelan que la
densidad de enerǵıa del universo está distribuida de la siguiente manera: 4 % corresponde a
la materia bariónica (u ordinaria), 20 % a la materia oscura y el 76 % a la enerǵıa oscura
[9]. El término de materia oscura se refiere a una forma de materia desconocida que posee
propiedades similares a la de materia ordinaria, sin embargo ésta no ha sido detectada aún
en los laboratorios.
Tanto la materia ordinaria como la materia oscura satisfacen la condición fuerte de enerǵıa
(ρ + 3P > 0) por ende generan una atracción gravitacional; por otro lado, la enerǵıa oscu-
ra no cumple dicha condición, por consiguiente, genera una repulsión gravitacional (lo cual
puede generar una aceleración positiva del universo, ya que la enerǵıa oscura predomina en
la actualidad).

Los datos astronómicos recopilados de las diversas observaciones y los distintos desarrol-
los teóricos, indican que después de la gran explosión (Big Bang) el universo debió pasar
por cinco eras cosmológicas. La primera es la era de la inflación [10], en donde el universo se
expande aceleradamente de forma muy rápida; debido a la inflación se predice que el universo
es espacialmente plano. La segunda era cosmológica corresponde a la era de la radiación en
donde el universo se expande con aceleración negativa y en donde se produce el Bin Bang
Nucleosynthesis (BBN) [11, 12]. La tercera era, es la correspondiente a la materia, en donde
se forman las diversas estructuras que existen en el universo actual, en ésta era también hay
una expansión desacelerada del universo. La cuarta era corresponde a la era actual, en la
cual ocurre una expansión cósmica acelerada del universo. La última era es la era futura, en
la que se trata de evadir la singularidad del Big Rip (la cual indica que śı el universo contiene

1ver Marco Teórico, ecuación (1.7)



6 Introducción

suficiente enerǵıa oscura, podŕıa acabar en un desgarramiento de toda la materia), o bien, se
busca una solución del universo tipo atractor de Sitter.

Una primera solución al problema, es considerar la enerǵıa oscura como un efecto de las fluc-
tuaciones asociadas al vaćıo cuántico, denominada constante cosmológica Λ, cuya ecuación
de estado obedece a un párametro de estado (EoS) ωDE = −1; esto es, una enerǵıa del vaćıo
con presión negativa, y por ende con efectos antigravitacionales. Si la constante cosmológica
proviene de estas fluctuaciones, su escala de enerǵıa es por un gran número de ordenes de
magnitud mayor a la densidad de enerǵıa oscura actual (ρ

(0)
DE ' 10−47GeV 4), lo que es un

grave problema para la f́ısica de part́ıculas actual [13].

Otra manera de abordar el problema, es considerar la enerǵıa oscura como efectos puramente
geométricos del universo [3]. Este supuesto es estimado como punto de partida para este
trabajo, y genera una alternativa gravitacional para la enerǵıa oscura, denominada gravedad
f(R); basada fundamentalmente en considerar términos no lineales de la curvatura escalar.
Por simplicidad no se considerarán términos del tipo RµνRµν

2, de hecho, las funciones que
sólo dependen de R, son lo suficientemente generales para envolver algunas de las carac-
teŕısticas básicas de la gravedad de orden superior; además de que es la única de las teoŕıas
de orden superior de gravedad que evitan la inestabilidad de Ostrogradski [14]. Por otro
lado, los términos de orden superior en la curvatura pueden ser predichos en el proceso de
compactificación de Teoŕıa de Cuerdas M [3].

Cronologicamente se estudiaron términos no lineales de la curvatura en la acción gravita-
cional para el estudio de campos gravitacionales fuertes en escalas cercanas a la escala de
Planck; esto es, en el universo temprano y en cercanias a singularidades tipo agujeros negros,
uno de ellos, el escenario de inflación temprana de Starobinsky [15]. Empero, no se esperaba
que dichas estimaciones afectaran la fenomenoloǵıa gravitacional a bajas enerǵıas, esto es, a
grandes escalas del universo. Además es de destacar que para obtener una teoŕıa normalizable
de la gravedad, necesariamente la acción de Einstein-Hilbert (2.1) debe involucrar términos
de orden superior en la curvatura [16].

En los modelos f(R) de gravedad modificada la aceleración cósmica es obtenida sin la necesi-
dad de incluir términos complejos en el tensor momentum-enerǵıa, por esta razón, se puede
aseverar que las teoŕıas de gravedad modificada, ofrecen de manera natural una alternativa
gravitacional para la enerǵıa oscura, ya que la aceleración cósmica es explicada por el simple
hecho de que el universo se expande.
En las teoŕıas de gravedad modificada se presenta de manera natural la unificación de la in-
flación y la aceleración cósmica, gracias a los roles gravitacionales que juegan los términos en
pequeñas curvaturas (potencias negativas del escalar de curvatura) y en grandes curvaturas
(potencias positivas del escalar de curvatura).
Las teoŕıas de gravedad modificada pueden servir de base para la explicación integral de la

2ver apéndice A



Introducción 7

enerǵıa oscura y la materia oscura, ya que algunos efectos cosmológicos (como la rotación de
galaxias) pueden ser explicados en el marco de dichas teoŕıas.
Asumiendo que el universo está entrando en la fase fantasma, esto es ωDE < −1, las teoŕıas
de gravedad modificada pueden explicar satisfactoriamente la transición de la fase no fantas-
ma ωDE > −1 a la fantasma sin necesidad de introducir materia exótica representada por
campos escalares con términos cinéticos negativos o fluidos ideales con ω < −1; además de
evitar la singularidad Big Rip [17].
Es por esto, que la descripción de la transición desaceleración - aceleración en la evolución
del universo y el dominio de la enerǵıa oscura, son fenómenos que puede ser asistidos por las
teoŕıas de gravedad modificada. Por otra parte, se espera que dichas teoŕıas sean utilizadas
y puestas a prueba en la f́ısica de altas enerǵıas, principalmente para explicar el problema de
Hierarchy.

No obstante, este tipo de teoŕıas afrontan problemas tales como, inconsistencias a restric-
ciones provenientes de los tests de gravedad local [18], inestabilidades por perturbaciones de
densidad de materia [19], y la ausencia de la época dominada por la materia [20]. Es por
esto, que se han establecido ciertas condiciones para construir modelos satisfactorios f(R),
las cuales son:

1. f,R > 0 para R > R0

2. f,RR > 0 para R > R0

3. f(R) −→ R− 2Λ para R� R0

4. 0 < Rf,RR/f,R < 1 cuando se satisface Rf,R = 2f

Donde R0 es la curvatura escalar observada actualmente. Aparte de exhibir una dinámica
cosmológica correcta, el modelo debe tener la capacidad de reproducir las eras intermedias,
es decir, generar perturbaciones cosmológicas compatibles con las restricciones provenientes
de la radiación cósmica de fondo, el Big Bang Nucleosynthesis, las estructuras a gran escala
y las ondas gravitacionales.
Para el desarrollo de este trabajo, se adoptará un espacio vaćıo (ρ = 0) con curvatura
constante de-Sitter, lo cuál ha sido corroborado experimentalmente (R0 = cte). Este escenario
es importante, ya que de por si un universo deSitter predice una etapa de inflación, y en virtud
de la similitud de la expansión actual con el peŕıodo de inflación temprana, el rol de esta
solución es imprescindible para ambas etapas.
Con este propósito, se estudian tres tipos de modelos f(R) [2, 21, 22], los cuales no presentan
las inestabilidades anteriormente mencionadas. En este sentido, se considera una solución en
el punto de-Sitter3 y una transformación conforme al marco de Einstein4, para evaluar bajo
qué parámetros la inflación temprana y la expansión acelerada actual son predichas.

3ver ecuación (2.6)
4sección 2.2



Caṕıtulo 1

Marco Teórico

1.1. Cosmoloǵıa Newtoniana

Partiendo de los conocimientos de la f́ısica clásica, fue establecido un modelo simple del
universo, en el cual se tuvo en cuenta que la masa o la enerǵıa están distribuidas de una
manera uniforme en todo el universo, por consiguiente, éste está caracterizado por una cierta
densidad de masa o de enerǵıa ρ. El principio cosmológico se introduce cuando se tiene en
cuenta que el universo tiene una simetŕıa esférica desde cierto punto (origen) y por lo tanto,
cualquier porción de masa de éste, puede ser distinguida por un vector posición radial r.
También se establece que entre estas porciones de masas existe una presión P , originada por
la interacción gravitacional entre éstas.
Para la descripción de este modelo es necesario establecer una relación entre la presión P , la
densidad de masa o de enerǵıa ρ y su variación con el tiempo ρ̇, partiendo de la primera ley de
la termodinámica, la cual expresa la conservación de la enerǵıa de un sistema macroscópico
(en este caso el universo) cuya expresión es:

dU + dW = dQ,

donde U es la enerǵıa interna; W es el trabajo y Q el calor transferido. Al tener en cuenta la
relación del trabajo en función del volumen y la presión:

dW = Fdr = PdV

donde F es la fuerza, dr el desplazamiento, P la presión ejercida por la materia y V el volumen
que ocupa el universo, que en este caso es proporcional a r3.
Al expresar la enerǵıa total en forma de su distribución volumétrica

U = ρV,
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y al considerar que el universo es un sistema cerrado, es decir, no intercambia calor con
ningún medio externo (dQ = 0); se obtiene la siguiente relación

ρ̇ = −3(ρ+ p)
ṙ

r
, (1.1)

la cual representa la ecuación de estado y permite a su vez considerar diferentes tipos de
densidad de enerǵıa; como se realiza a continuación.

1.1.1. Materia

Es posible establecer una ecuación de estado para un universo el cual esté sustancialmente
ocupado de materia, al considerar una densidad de materia de la forma,

ρ =
M

4
3
πr3

;

donde M representa la masa total de universo. Inmediatamente se sigue que,

ρ̇ = −3ρ
ṙ

r

Al comparar la expresión anterior con (1.1), se concluye que la ecuación de estado para la
materia se satisface para una presión nula P = 0; este resultado coincide con el caso de la
ley de un gas ideal a temperatura cero.

1.1.2. Radiación

Al asumir un universo esencialmente dominado por radiación (fotones), es posible estable-
cer una ecuación de estado; para esto se consideran los modos de vibración en una cavidad
resonante análoga a una cuerda de vioĺın. Una onda estacionaria sobre una cuerda fija en sus
extremos satisface la siguiente relación,

L =
nλ

2
;

siendo L la longitud de la cuerda, λ la longitud de onda y n un número entero (n = 1, 2, 3, ...).
Usando el hecho de que la radiación se propaga a la velocidad de la luz c en la expresión
anterior, se obtiene la ecuación para las frecuencias propias de vibración de la cavidad ν = n

2L
c,

a su vez empleando ésta en la ley de radiación de Planck (U = hν), se satisface que:

U =
nhc

2

1

L
∝ V −

1
3

Śı se considera el trabajo de expansión dU = −PdV y la relación U = ρV , la presión se
transforma en P = 1

3
U
V

; por lo tanto se concluye que la ecuación de estado para la radiación
es:

P =
1

3
ρ (1.2)
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Se puede obtener una ecuación que represente ambas ecuaciones de estado (materia y ra-
diación) de la forma

P =
γ

3
ρ; (1.3)

donde γ = 1 corresponde al caso de la radiación y γ = 0 al caso de la materia.
Estas ecuaciones de estado son necesarias para la distinción entre las épocas de dominio de
la radiación y de la materia, que dan lugar a la evolución del universo.

1.1.3. Velocidad y ecuaciones de aceleración

Es de vital importancia establecer la dinámica del sistema f́ısico en consideración [23], por
ende es necesario determinar las ecuaciones que describan la velocidad y la aceleración del
universo. Para obtener dichas expresiones se parte de la enerǵıa total del universo; es decir,
la suma de la enerǵıa potencial y las enerǵıa cinética debida a la interacción mutua , cuya
expresión está dada por:

E = T + V =
1

2
mṙ2 − 4πGρr2m

3
=

1

2
mr2

(
H2 − 8πG

3
ρ

)
, (1.4)

donde H ≡ ṙ
r

es llamada constante de Hubble (la cual indica la rapidez de expansión del
universo), m es la masa de una part́ıcula de prueba en un campo de enerǵıa potencial grav-
itacional rodeado por un gas de polvo (que no interactúa) de masa M y r es la distancia
desde el centro hasta la part́ıcula de prueba (radio del universo). La ecuación (1.4), se puede
reescribir como,

H2 =
2E

mr2
+

8πG

3
ρ. (1.5)

Al definir k ≡ − 2E
ms2

, la distancia r en términos de un factor de escala a (proporcional al
radio del universo) y una constante de longitud s como r(t) ≡ a(t)s, se sigue ṙ/r = ȧ/a y
ä/a = r̈/r; por consiguiente la ecuación de Friedmann es obtenida,

H2 ≡
(
ȧ

a

)2

=
8πG

3
ρ− k

a2
(1.6)

Esta ecuación determina la rapidez de recesión; el factor escala es introducido porque en
Relatividad General el espacio mismo se expande. A pesar de que esta ecuación se obtiene
para la materia, también es válida para la radiación. (En efecto también es valida para el
vaćıo). K puede ser reescalado de tal manera que en lugar de tomar valores negativo, cero
ó valores positivos tome los valores de −1, 0 ó +1. Desde el punto de vista Newtoniano,
ésto corresponde a trayectorias infinitas, cŕıticas ó finitas. La aceleración del universo (válida
tanto para la materia como para la radiación) se obtiene al derivar respecto al tiempo la
ecuación de Friedmann (1.6), de tal manera que,

ä

a
= −4πG

3
(ρ+ 3P ) = −4πG

3
(1 + γ)ρ. (1.7)
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1.1.4. Constante cosmológica

Tanto en la cosmoloǵıa de Newton como en la relativista, el universo es inestable ante un
colapso gravitacional. Newton como Einstein créıan que el universo era estático, para esto,
Einstein introdujo una fuerza gravitacional repulsiva, llamada constante cosmológica, la cual
corresponde a la adicción de un término positivo (convencionalmente se considera de la forma
Λ
3

[24] ) a la ecuación (1.7)
ä

a
= −4πG

3
(ρ+ 3p) +

Λ

3
(1.8)

(esta ecuación aparacerá de nuevo en la solución de las ecuaciones de campo de Einstein);
siendo totalmente equivalente a adicionar una fuerza gravitacional repulsiva a la 2da Ley de
Newton, de la forma,

ä

a
=
r̈

r
≡ Frepulsiva

mr
≡ Λ

3
,

Frepulsiva =
Λ

3
mr ≡ −dU

dr
;

donde la enerǵıa potencial es

Urepulsiva = −1

2

Λ

3
mr2,

la cual representa un oscilador armónico simple repulsivo. Al sustituir en la ecuación de
conservación de la enerǵıa (1.4) se tiene,

E =
1

2
mr2(H2 − 8πG

3
ρ− Λ

3
);

por lo tanto, se obtiene,

H2 ≡

(
Ṙ

R

)2

=
8πG

3
ρ− k

R2
+

Λ

3
. (1.9)
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1.2. Cosmoloǵıa relativista

Como su nombre lo indica la cosmoloǵıa relativista se basa en la teoŕıa general de la
relatividad para plantear modelos f́ısicos del universo. En esta sección se estudiará la métrica
de Friedmann-Lemâıtre-Robertson-Walker (FLRW), la cual, al ser introducida en las ecua-
ciones de campo de Einstein proporciona información sobre el parámetro principal que rige
la dinámica del universo en consideración (a(t)).

1.2.1. Métrica de FLRW

En virtud de satisfacer el principio cosmológico se considera un espacio-tiempo de la forma
R× Σ [25], donde R representa la dirección del tiempo y Σ una tres-variedad homogénea e
isótropa. La utilidad de homogeneidad e isotroṕıa implica que Σ sea un espacio máximamente
simétrico ( isótropa en el sentido de que es invariante bajo rotaciones y homogénea en el
sentido de que es invariante bajo traslaciones). Por lo tanto se adopta una métrica de la
forma,

ds2 = −dt2 + a(t)2γijdu
iduj, (1.10)

donde t representa la coordenada temporal (tipo tiempo), (u1, u2, u3) son las coordenadas en
Σ y γij es la métrica máximamente simétrica en Σ. La función a(t) es el factor de escala que
representa la medida en la variedad, el cual se considera dependendiente del tiempo. Una
métrica máximamente simétrica satisface,

(3)Rijkl = k(γikγjl − γilγjk), (1.11)

donde k es una constante y el supeŕındice (3) en el tensor de Riemann, indica que éste,
está asociado con la tres-métrica γij, y no a la métrica de todo el espacio-tiempo; aśı, el
tensor de Ricci es entonces [1],

(3)Rjl = 2kγjl. (1.12)

Un tipo de espacio máximamente simétrico es el esféricamente simétrico [26], donde la métrica
puede tomar la forma

dσ2 = γijdu
iduj = e2β(r)dr2 + r2(dθ2 + sin2(θ)dφ2) (1.13)

Al hallar las componentes del tensor de Ricci y emplear la ecuación (1.12); se obtiene,

β = −1

2
ln(1− kr2), (1.14)

que proporciona una métrica en el espacio-tiempo de la forma

ds2 = dt2 − a(t)2

[
dr2

1− kr2
+ r2(dθ2 + sin2(θ)dφ2)

]
, (1.15)

llamada métrica de Freidmann-Lemâıtre-Robertson-Walker.
Las siguientes sustituciones dejan la ecuación (1.15) invariante,
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k −→ k
|k|

r −→
√
|k|r

a −→ a√
|k|

Es por esto que se puede reescalar el parámetro k por k
|k| ; donde se presentan tres casos de

interés: k = −1, k = 0 y k = +1. El caso k = −1 corresponde a una curvatura negativa
constante en Σ y es llamado abierto, el caso k = 0 corresponde a un espacio plano en Σ,
es decir, con curvatura nula; el caso k = +1 corresponde a una curvatura positiva en Σ y es
llamado cerrado.
Al calcular el escalar de Ricci para la métrica FLRW se obtiene

R =
6

a2
(aä+ ȧ2 + k). (1.16)

El universo no es vaćıo, por lo tanto las soluciones vaćıas de la ecuaciones de campo de
Einstein no son consideradas; por este motivo y como primera aproximación, se considera
el universo constituido por un fluido perfecto. El tensor momemtum-enerǵıa para un fluido
perfecto está descrito por,

Tµν = (p+ ρ)UµUν + pgµν , (1.17)

donde ρ y p corresponden respectivamente a la densidad de enerǵıa y presión del fluido
medidas en un marco de referencia en reposo respecto al fluido (sistema coordenado comóvil)
y Uµ es la cuadri-velocidad del fluido. Es claro que, śı Uµ es un tensor, por el principio de
equivalencia éste es invariante en cualquier sistema de referencia inercial o no inercial. La
cuadri-velocidad es entonces [27]

Uµ = (1, 0, 0, 0), (1.18)

y el tensor momemtum-enerǵıa es

Tµν =


ρ 0 0 0
0
0 gijp
0


Donde la traza está dada por

T µµ = −ρ+ 3p; (1.19)

la ecuación de conservación de la enerǵıa del elemento de fluido adquiere su forma tensorial
por T µν ;ν = 0, de donde se obtiene,

−∂tρ− 3
ȧ

a
(ρ+ p) = 0. (1.20)

Lo que se trata de buscar, es una ecuación de estado que relacione la densidad de enerǵıa ρ
y la presión p; esencialmente todos los fluidos perfectos relevantes en cosmoloǵıa obedecen a
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la simple ecuación de estado p = ωρ [28], donde ω es un parámetro independiente del tiempo;
es por esto que (1.20) está dada por

ρ̇

ρ
= −3(1 + ω)

ȧ

a
; (1.21)

esta expresión puede ser integrada para obtener lo siguiente,

ρ ∝ a−3(1+ω) (1.22)

Los dos ejemplos más populares de fluidos cosmológicos son los compuestos por polvo y
radiación. El fluido de polvo (presión nula) obedece a ω = 0 [29]; por ejemplo, las estrellas y
galaxias ordinarias para las cuales la presión es despreciable en comparación con la densidad
de enerǵıa. El flúıdo de polvo se puede asociar con el comportamiento de la materia y los
universos para los cuales la densidad de enerǵıa es en su mayoŕıa debida a este flúıdo se
les denomina universos dominados por materia. La densidad de enerǵıa en la materia
decae como ρpolvo ∝ a−3, esto se interpreta como el decremento en la densidad del número
de pat́ıculas a medida que el universo se expande.
El otro tipo de fluido, la radiación, puede ser empleado para describir la radiación elec-
tromágnetica o part́ıculas masivas moviéndose a velocidades suficientemente cercanas a la de
la luz, que son indistinguibles, para propósitos practicos de los fotones; por lo tanto, el tensor
momemtum-enerǵıa puede ser expresado en términos del tensor de Maxwell, donde la traza
está dada por [30],

T µµ =
1

4π

[
F µηFµη −

1

4
(4)F ησFησ

]
= 0; (1.23)

pero, (1.23) también es igual a (1.19), por tanto la ecuación de estado, es

p =
1

3
ρ. (1.24)

Un universo, en el cual, la mayor parte de la densidad de enerǵıa está compuesta por radiación,
se le denomina universo dominado por radiación y cuya densidad de enerǵıa decae como
a−4. La enerǵıa del vaćıo también se puede considerar, ello implica que en las ecuaciones de
campo de Einstein se introduzca la constante cosmológica, por lo tanto,

Gµν = 8πGTµν − Λgµν (1.25)

De donde, se obtiene que el tensor momentum-eneǵıa para el vaćıo es,

T (vac)
µν = − Λ

8πG
gµν ; (1.26)

éste posee la forma de un fluido perfecto con

ρ = −p =
Λ

8πG
. (1.27)
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Por lo tanto, se obtiene que ω = −1 y la densidad de enerǵıa del vaćıo es independiente del
parámetro de escala a. Ahora, śı la densidad de enerǵıa y de radiación decaen a medida que
el universo se expande, la densidad del vaćıo tenderá a crecer, si ésto sucede, se dice que el
universo se encuentra dominado por el vaćıo.
Al solucionar las ecuaciones de Einstein con la métrica FLRW, la ecuación para (µ, ν) = (0, 0)
es igual a:

−3
ä

a
= 4πG(ρ+ 3p). (1.28)

La ecuación con (µ, ν) = (i, j), viene dada por,

ä

a
+ 2

(
ȧ

a

)2

+ 2
k

a2
= 4πG(ρ− p). (1.29)

Al sustituir (1.28) en (1.29) se obtiene,

ä

a
= −4πG

3
(ρ+ 3p), (1.30)

(
ȧ

a

)2

=
8πG

3
ρ− k

a2
, (1.31)

denominadas ecuaciones de Friedmann. Se establecen 3 parámetros cosmológicos, los cuales
pueden ser incluidos en las ecuaciones de Friedmann; estos son: El parámetro de Hubble,

H =
ȧ

a
, (1.32)

el cual indica la tasa de expansión del universo. El parámetro de desaceleración

q = −aä
ȧ2
, (1.33)

el cual indica la tasa de cambio de la expansión del universo y por último el parámetro de
densidad

Ω =
8πG

3H2
ρ =

ρ

ρcrit
, (1.34)

cuya densidad cŕıtica se define como

ρcrit =
3H2

8πG
. (1.35)

La ecuación de Friedmann (1.31) puede ser reescrita como

Ω− 1 =
k

H2a2
, (1.36)
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Figura 1.1: Parámetro de escala a vs. t, para ä = 0 (ĺınea punteada), ä < 0 (ĺınea continua)

donde, el signo k determina si Ω es mayor, igual ó menor a uno y se describen a continuación
[7]:

ρ < ρcrit ↔ Ω < 1 ↔ k = −1 ↔ abierto

ρ = ρcrit ↔ Ω = 1 ↔ k = 0 ↔ plano

ρ > ρcrit ↔ Ω > 1 ↔ k = +1 ↔ cerrado

Por consiguiente, el parámetro de densidad, indica la geometŕıa del universo (abierto, plano,
cerrado). Ahora, al considerar el valor de la constante cosmológica Λ igual a cero y el universo
como un fluido bien comportado, es decir, con una enerǵıa positiva (ρ > 0) y una presión
no negativa (p ≥ 0); debido a (1.30), se obtiene que ä < 0, lo cual significa que el universo
se encuentra desacelerando; un resultado esperado, ya que la atracción gravitacional de la
materia en el universo es contraria a la expansión de éste. El hecho de que el universo sólo
pueda desacelerar, significa que en el pasado éste se expandió de una manera más rápida que
en la actualidad. Entonces, si se traza una evolución hacia atrás en el tiempo, inevitablemente
se llega a una singularidad a = 0. Śı ä = 0 entonces a(t) es una ĺınea recta y por lo tanto la
edad del universo podŕıa ser H−1

0 ; en el tiempo actual, para el tipo de densidad de enerǵıa
en consideración, ä, es negativa; por ende la edad del universo es sorpresivamente, menor al
tiempo en el que ocurrió esta singularidad [31].
La singularidad en a = 0 se denomina Big-Bang, la cual representa el surgimiento del
universo; es de aclarar que las teoŕıas de singularidades predicen que universos con densidad
de enerǵıa ρ > 0 y presión p ≥ 0 , deben surgir a través de una singularidad [32]; por otro
lado, a medida que a tiende a cero, la densidad de enerǵıa crece indefinidamente, algo que no
puede ser explicado por la relatividad general clásica. En ciertos casos, vale la pena considerar
las soluciones exactas de las ecuaciones de Friedmann, las cuales describen diferentes modelos
de universos. Para el caso en que k ≤ 0 y ρ > 0, la ecuación (1.31) implica que,

ȧ =
8πG

3
ρa2 + |k|; (1.37)
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Figura 1.2: Parámetro de escala a(t) para un universo abierto(k = −1), plano(k = 0) y
cerrado(k = +1) [1]

el término de la derecha siempre será positivo, lo cual indica que ȧ nunca pasará por cero;
ésto tiene como significado, que un universo abierto ó plano se expandirá por siempre. Por
la ecuación de conservación de la enerǵıa (1.20) se tiene,

d

dt
(ρa3) = a3

(
ρ̇+ 3ρ

ȧ

a

)
= −3pa2ȧ; (1.38)

el término de la derecha siempre es cero o negativo; por lo tanto,

d

dt
(ρa3) ≤ 0 (1.39)

e implica que ρa2 → 0; ésto determinará una expansión constante del universo cuando a(t)→
∞. Para el valor de k = −1 y al tener en cuenta (1.37), a(t) → ∞, se obtiene la expansión
con ȧ→ 1; mientras que para el valor de k = 0, el universo se sigue expandiendo, pero de una
forma cada vez más lenta. Para un universo cerrado k = +1 con (ρ > 0), (1.31) se convierte
en,

ȧ2 =
8πG

3
ρa2 − 1; (1.40)

el argumento de que ρa2 → 0 cuando a(t) → ∞ también es válido, pero en este caso (1.40)
puede ser negativo, algo que no puede suceder; por lo tanto el universo no se expande in-
definidamente y a tiende a un valor máximo amax y (1.30) implica que,

ä −→ 4πG

3
(ρ+ 3p)amax < 0; (1.41)

por consiguiente ä es finita y negativa en amax. Cuando el parámetro a supera a amax, éste
empieza a decrecer (con ä < 0) hasta llegar a ser cero, esta fase es denominada (Big Crunch).
Para un universo dominado por la materia y abierto, las soluciones de las ecuaciones de
Friedmann son [1],

a =
c

2
(coshφ− 1)

t =
c

2
(sinhφ− φ). (1.42)



18 1. MARCO TEÓRICO

En un universo plano y dominado por materia, las soluciones de las ecuaciones de Friedmann
son,

a =

(
9c

4

) 1
3

t
2
3 ; (1.43)

y para un universo dominado por materia y cerrado estas ecuaciones quedan de la forma,

a =
c

2
(1− coshφ)

t =
c

2
(− sinhφ+ φ), (1.44)

donde C está definida como,

C =
8πG

3
ρa3 = constante. (1.45)

Para un universo dominado por la radiación y abierto, las soluciones de las ecuaciones de
Friedmann son,

a =
√
C ′
[(

1 + t√
C′

)2

− 1

] 1
2

. (1.46)

Para un universo plano, dominado por radiación, se obtiene,

a = (4C
′
)
1
4 t

1
2 . (1.47)

Para un universo cerrado dominado por radiación, éstas toman la forma,

a =
√
C ′
[
−
(

1− t√
C′

)2

+ 1

] 1
2

, (1.48)

donde C
′

está definida como

C
′
=

8πG

3
ρa4 = constante (1.49)

En un universo dominado por el vaćıo ρ o p pueden ser negativos; si se considera Λ < 0
implica que Ω sea negativo y esto solo ocurre cuando k = −1; por lo tanto, en este caso las
soluciones son:

a =

√
−3

Λ
sin

(√
Λ

−3
t

)
. (1.50)

Para un universo dominado por el vaćıo, abierto y con Λ > 0 las soluciones son [28]:

a =

√
3

Λ
sinh

(√
3

Λ
t

)
(1.51)
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para un universo dominado por el vaćıo, plano y con Λ > 0 las soluciones son [1]:

a ∝ exp

(
±
√

Λ

3
t

)
(1.52)

y para un universo dominado por el vaćıo, cerrado y con Λ > 0 las soluciones son [1]:

a =

√
3

Λ
cosh

(√
3

Λ
t

)
(1.53)

Las soluciones para Λ > 0 representan un mismo espacio, pero en diferentes coordenadas;
este espacio es máximamente simétrico y es denominado espacio de-Sitter; la solución para
Λ < 0 también es un espacio máximamente simétrico denominado espacio anti-de Sitter
[25].



Caṕıtulo 2

Estado del Arte

2.1. Acción de Einstein-Hilbert

Existen gran variedad de sistemas f́ısicos cuyas ecuaciones dinámicas pueden ser derivadas
a partir del principio variacional, el cual expresa que para cierto funcional de variables dinámi-
cas, la acción no cambia con respecto a pequeñas variaciones de dichas variables.
En relatividad general el principio variconal procede con la especificación de una densidad
lagrangiana L, la cual se asume como un funcional dependiente de la métrica y sus derivadas;
es decir,

L = L(gµν ,∇ρgµν ,∇σ∇ρgµν , ...).

Se requiere que L sea una cantidad escalar de peso +1, tal que se pueda construir la acción
en forma integral

I =

∫
Ω

LdΩ,

sobre una región Ω de cierta variedad. El principio de mı́nima acción establece, que al realizar
una variación arbitraria de la métrica, gµν → gµν + δgµν la cual es nula en la frontera ∂Ω
de Ω, entonces I debe ser estacionaria; es decir δI = 0. El tensor que posee a la métrica y
a sus derivadas, es el tensor de curvatura Rλ

σµν , donde la única cantidad escalar posible de
construir a partir de éste es el escalar de Ricci Rµνg

µν [26]. Por lo tanto, se establece la acción
de Einstein-Hilbert [33],

SEH =
1

2κ2

∫ √
−g(R + Lm)d4x, (2.1)

donde g es el determinante de la métrica gµν , R es el escalar de Ricci, κ2 = 8πGc−4 (G es
la constante gravitacional y c es la velocidad de la luz en el vació ) y Lm es la densidad
lagrangiana correspondiente a los campos de materia integrados sobre la variedad espacio-
temporal.
Al variar (2.1) respecto a la métrica gµν y a través del principio de mı́nima acción (δgµν = 0)
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se obtienen las ecuaciones de campo de Einstein,

Rµν −
1

2
gµνR = κ2Tµν . (2.2)

2.2. Teoŕıas de gravedad modificada f (R)

Las teoŕıas de gravedad modificada o teoŕıas f(R) como se les conoce, consisten en modi-
ficar o generalizar la acción de Einstein - Hilbert (2.1) por una función f(R) de la curvatura
escalar R, por lo tanto dicha acción toma la forma,

S =
1

2κ2

∫
d4x
√
−gf(R) + Sm. (2.3)

Donde Sm es la acción correspondiente a los campos de materia.
Al variar (2.3) respecto a la métrica gµν1 se obtiene :

f ′(R)Rµν −
1

2
f(R)gµν − [∇µ∇ν − gµν�]f ′(R) = κ2Tµν (2.4)

Donde f ′ = ∂f
∂R

y como es usual

Tµν =
−2√
−g

δSm
δgµν

Es interesante notar que para el caso part́ıcular cuando f(R) = R + 2Λ, (2.4) describe las
ecuaciones de campo de Einstein con constante cosmológica dadas por (1.25) de la forma,

Rµν −
1

2
gµνR + Λgµν = κ2Tµν . (2.5)

Multiplicando (2.4) por la métrica gµν

f ′(R)gµνRµν −
1

2
f(R)gµνgµν − gµν [∇µ∇ν − gµν�]f ′(R) = κ2gµνTµν

f ′(R)R− 4

2
f(R)− [�− 4�]f ′(R) = κ2T

Se obtiene la traza de dicha ecuación, la cual esta dada por:

f ′(R)R− 2f(R) + 3�f ′(R) = κ2T (2.6)

Donde T = gµνTµν = −ρm + 3Pm es la traza del tensor momentum - enerǵıa; ρm y Pm, son
la densidad de enerǵıa y la presión de la materia respectivamente. Cuando la solución de la

1ver Apéndice A.
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ecuación (2.6) es una constante [8], es decir R = cte ( lo cual implica que �f ′(R) = 0 ) y
Tµν = 0 ( que indica que el universo está vaćıo o sin materia ) ésta se reduce a:

f ′(R)R− 2f(R) = 0 (2.7)

Śı R = 0 es una ráız de (2.7), la ecuación (2.4) se reduce a Rµν = 0, por lo tanto la solución
es el espacio - tiempo de Minkowski [34]. Por otro lado, cuando la ráız es R = C en donde C
es una constante [34], (2.4) se reduce a Rµν = C

4
gµν , por lo tanto la solución es un espacio

de Sitter (śı C > 0) ó anti-de Sitter (śı C < 0) .

Al introducir la métrica espacialmente plana FLRW (k = 0) en las ecuaciones de cam-
po (2.4) se obtienen las ecuaciones que rigen la dinámica del universo en consideración, estas
son2:

3f ′H2 = κ2ρm +
Rf ′ − f

2
− 3HṘf ′′, (2.8)

−2Ḣf ′ = κ2(ρm + Pm) + Ṙ2f ′′′ + R̈f ′′ −HṘf ′′ (2.9)

Una motivación importante en los modelos de las teoŕıas f(R), es explicar la expansión
acelerada del universo sin necesidad de incluir términos de enerǵıa oscura (o un campo
inflatón); una forma faćıl para realizar ésto, es definir una densidad de enerǵıa efectiva ρeff
y una presión efectiva Peff de la geometŕıa como [8, 34] :

κ2ρeff =
Rf ′ − f

2f ′
− 3HṘf ′′

f ′
, (2.10)

κ2Peff =
Ṙ2f ′′′ + 2HṘf ′′ + R̈f ′′ + f−Rf ′

2

f ′
(2.11)

Donde ρeff tiene que ser estrictamente positiva , al inspeccionar la ecuación (2.8).

Śı se considera un universo vaćıo, las ecuaciones (2.8) y (2.9) toman la forma estándar de
las ecuaciones de Friedmann

3H2 = κ2ρeff , (2.12)

6
ä

a
= κ2(ρeff − 3Peff ) (2.13)

Por lo tanto, la correción de la curvatura puede ser vista como un fluido efectivo. La ecuación
de estado ωeff para dicho fluido es:

ωeff =
Peff
ρeff

=
Ṙ2f ′′′ + 2HṘf ′′ + R̈f ′′ + f−Rf ′

2
Rf ′−f

2
− 3HṘf ′′

(2.14)

Notesé que para un espacio de - Sitter (R = cte ) ωeff = −1; para que suceda lo anterior
se debe cumplir

f ′′′

f ′′
=
ṘH − R̈
Ṙ2

2ver Apéndice C
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En términos de la cantidad φ(R) ≡ f ′(R) la ecuaćıon (2.14) se puede escribir como:

ωeff = −1 +
κ2(φ̈−Hφ̇)

3φH2
(2.15)

Las cantidades ρeff y peff están relacionadas mediante la siguiente ecuación de continuidad:

ρ̇eff + 3H(ρeff + peff ) = 0 (2.16)

Al tomar una solución vaćıa (Tmat = 0) y la ecuación(2.16), se obtiene la siguiente relación
para el parámetro de estado [8],

ωeff = −1− 2Ḣ

3H2
, (2.17)

el cual será importante para determinar el tipo de fluido presente en un universo vaćıo, nótese
que cuando ωeff = −1 la enerǵıa oscura es considerada.

Los modelos f(R) que se estudian [2, 21, 22], están determinados por una acción que
tiene la siguiente forma:

S =
1

κ2

∫
d4 x
√
−gf(R) (2.18)

Sin embargo las ecuaciones dinámicas resultantes son complicadas; por este motivo es nece-
sario reescribir la acción (2.18) introduciendo los campos auxiliares A y B [2, 35] de la forma:

S =
1

κ2

∫
d4x
√
−g{B(R− A) + f(A)} (2.19)

Con la ayuda de las ecuaciones de Euler- lagrange, esto es,

∂

∂xµ

(
∂L

∂(∂µφ)

)
− ∂L
∂φ

= 0 (2.20)

Variando (2.19) con respecto a B, da como resultado R = A, al reemplazar ésto en (2.19) se
reproduce la acción (2.18). Al variar (2.19) con respecto a A se obtiene:

B = f ′(A) (2.21)

que al resolver con respecto a A se llega a:

A = g(B) (2.22)

(2.19) se puede escribir como:

S =
1

κ2

∫
d4x
√
−g{f ′(A)(R− A) + f(A)} (2.23)

La acción (2.23) es llamada acción en el marco de Jordan con campos auxiliares. Sin embargo,
resulta más conveniente trabajar en el marco de Einstein. Bajo la transformación conforme
[25]

gµν −→ Υgµν = e−σgµν = (gµν)E
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La cual implica que :

R = Υ[RE + 3�E(ln Υ)− 3

2
(gµν)E∂µ ln Υ∂ν ln Υ]

eσds2 = (ds2)E = −(dt)2
E + (a)2

Eδijdx
idxj

(dt)E = e
−σ
2 dt

(a)E = e
−σ
2 a

√
−g =

√
−(g)Ee

3σ
2

σ = − ln f ′(A)

Donde el sub́ındice E en las variables, indica que éstas forman parte del marco de Einstein [36].
Aśı, la acción (2.23) se puede reescribir como:

S =
1

κ2

∫
dtd3x

√
−gE e

3σ
2

[
e−2σ(RE − 3�Eσ −

3

2
(gµνE )∂µσ∂νσ)−Ae−σ + f(g(e−σ))

]
S =

1

κ2

∫
(dt)Ed

3x
√
−gE e2σ

[
RE − 3

2(gµν)E∂µσ∂νσ −Ae−σ + f(g(e−σ))e−2σ

e−2σ

]

dando como resultado la acción SE , la cual está dada en el marco de Einstein como:

SE =
1

κ2

∫
d4x
√
−g
[
R− 3

2
gµν∂µσ∂νσ − V (σ)

]
(2.24)

En donde, V (σ) corresponde a :

V (σ) = eσg(e−σ)− e2σf(g(e−σ)) =
A

f ′(A)
− f(A)

(f ′(A))2
(2.25)

Lo anterior muestra la relación entre las teoŕıas f(R) y la teoŕıa escalar-tensor [37]. Para obtener las
ecuaciones dinámicas se vaŕıa respecto a la métrica gµνE la acción (2.24); al considerar la métrica
FRLW las componentes (µ, ν) = (t, t) y (µ, ν) = (i, j) 3 de dichas ecuaciones son como sigue,

3H2
E =

3

4
σ̇2 +

1

2
V (σ) ≡ κ2

2
(ρ(σE)), (2.26)

(ρ(σE)) =
1

κ2

(
3

2
σ̇2 + V (σ)

)
, (2.27)

1

κ2
(2ḢE + 3H2

E) +
3

4
σ̇2 =

V (σ)

2
; (2.28)

el campo escalar σ satisface la ecuación de Klein Gordon 4

3(σ̈ + 3HE σ̇)− V ′(σ) = 0 (2.29)

3ver Apéndice C.
4ver Apéndice D.
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Donde HE es el parámetro de Hubble en el marco de Einstein, definido por HE ≡ ȧE
aE

. Finalmente,
combinando (2.26) y (2.28) se obtiene una ecuación diferencial la cual, una vez es obtenida la
solución para el campo σ, se usa para obtener la solución del parámetro de escala a(t), que viene
dada por:

2
ḢE

κ2
= −3

2
σ̇2 (2.30)



Caṕıtulo 3

Modelos de Teoŕıas f (R)

Existen diversos modelos de teoŕıas f(R) [7, 3, 38, 17, 18, 4, 8, 39]. En este trabajo se consideran
algunos de los más exitosos, inspirados en los modelos de cuerdas M.

3.1. Primer Modelo

Considérese la función f(R) [2]

f(R) = R− a

(R− Λ1)n
+ b(R− Λ2)m (3.1)

donde los coeficientes n,m, a, b > 0, pero n,m pueden tomar valores fraccionarios. Dependiendo
de los valores Λ1 y Λ2, se puede observar en (3.1) que para grandes curvaturas los términos con
potencias positivas dominan; por otro lado para curvaturas pequeñas los términos dominantes son
aquellos que poseen potencias negativas.

Usando la ecuación de movimiento (2.7) se obtiene:

0 = −R+
(n+ 2)a

(R− Λ1)n
+ (m− 2)b(R− Λ2)m (3.2)

Cuando n = 1 y m = 2 (3.2) se convierte en:

R2 −RΛ1 − 3a = 0 (3.3)

Solucionando (3.3) se llega a:

R = R± =
Λ1 ±

√
Λ2

1 + 12a

2
(3.4)

Śı a > 0, la solución R+ corresponde a un espacio deSitter y R− corresponde a un espacio anti-
deSitter. Por otro lado si se considera
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Λ2
1 + 12a > 0 Λ1 >

√
Λ2

1 + 12a

a > −Λ2
1

12
a < 0

Las dos soluciones corresponderán a un espacio deSitter śı −Λ2
1

12 < a < 0. Al examinar el caso cuando
n = 1, m = 3 y Λ1 = Λ2 = 0 la ecuación (3.2) se convierte en:

0 = −R+
3a

R
+ bR3 (3.5)

Para a y b positivos , la ecuación (3.2) tiene dos soluciones en general [2]. Existe una solución cuando
la curvatura, a y b toman valores pequeños; por lo tanto (3.5) se transforma en:

0 = −R+
3a

R
(3.6)

cuya solución que expresa un espacio deSitter es Rs =
√

3a. La otra solución se obtiene cuando la
curvatura es grande , por ende (3.5) se transforma en:

0 = −R+ bR3 (3.7)

cuya solución, la cual representa un espacio deSitter es Rl = b−
1
2 . Ya que la ráız cuadrada del escalar

de curvatura corresponde a la tasa de expansión de un universo deSitter (R = 12H2), la inflación
podŕıa ser generada por la solución Rl, mientras que la aceleración actual podŕıa ser generada por
Rs [2].

El potencial (2.25) para este caso esta dado por:

V (A) =

a{(n+1)A−Λ1}
(A−Λ1)n+1 + b{(m− 1)A+ Λ2}(A− Λ2)m−1{

1 + an
(A−Λ1)n+1 + bm(A− Λ2)m−1

}2 (3.8)

Cuando A→ ±∞
V (A)→ m− 1

bm2
A−m+2 (3.9)

Por consiguiente śı m < 2 , V (A)→∞, śı m = 2 , V (A)→ 1
4b y śı m > 0,V (A)→ 0. Por otro lado

cuando A→ Λ1

V (A)→ Λ1

an
(A− Λ1)n+1 → 0 (3.10)

Ya que el potencial (3.8) es complicado, considérese el caso en donde n = 1 , m = 2 y Λ1 = Λ2 = 0,
por lo tanto se encuentra que:

V (A) =
2a
A + bA2

(1 + a
A2 + 2bA)2

(3.11)

Cuando A→ ±∞, V (A)→ 1
4b . Śı V (A) = 0 se obtiene

A = 0 , A = −
(

2a

b

) 1
3

(3.12)
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El potencial diverge cuando el denominador es igual a cero, esto es:

1 +
a

A2
+ 2bA = 0 (3.13)

Al denominar la solución de (3.13) como A0, se puede notar que A0 < 0 śı a, b > 0. La derivada del
potencial está dada por:

V ′(A) =
2(− a

A2 + bA)(1− 3a
A2 )

(1 + a
A2 + 2bA)3

(3.14)

V (A) tiene puntos estacionarios, donde V ′(A) = 0, estos son:

A =
(a
b

) 1
3

, A = ±
√

3a (3.15)

El análisis anterior fue un simple bosquejo del potencial. Este es cero cuando A = 0 y A = −
(

2a
b

) 1
3 ,

tiene un valor asintótico dado por 1
4b . El potencial es singular cuando A toma un valor negativo

A = A0. El potencial tiene tres puntos extremos, dos de estos estan dados cuando A toma los valores

positivos de A =
(
a
b

) 1
3 y
√

3a, el otro extremo esta dado por el valor negativo A = −
√

3a.

Cuando A es pequeño, se tiene que:

e−σ =
a

A2
+ 2bA ∼ a

A2
(3.16)

de lo anterior se concluye que:

A =
√
ae

1
2
σ (3.17)

Śı A es pequeño, el potencial (3.11) toma la forma:

V (A) ∼ 2

a
A3 ∼ 2

√
ae

3
2
σ (3.18)

En la región donde A es pequeño, el universo evoluciona según la ley de potencias para la inflación, lo
cual se demostrará mas adelante. Se puede considerar el siguiente escenario cosmológico: Supóngase
que el universo comienza con un grande pero finito valor de A, debido a que A corresponde f́ısica-
mente al escalar de curvatura R. Entonces el universo se expande rapidamente porque

√
R es la

tasa de expansión del espacio deSitter. Cuando A llegue a valores pequeños , la tasa de expansión
se vuelve pequeña; en este momento el universo empieza a expandirse según la ley de las potencias
[2].

A continuación algunas formas t́ıpicas de V (A) son consideradas. En la figura 3.1, cuando

A → ±∞, V (A) se aproxima a el valor constante 1
4b ; V (A) es cero en A = 0 y A = −(2a

b )
1
3 < 0.

Cuando A→ A0 < 0 el potencial diverge. Existe un mı́nimo negativo en A = −
√

3a. En la figura 3.2
se muestra la región en donde A ∼ 0,5, en ésta existen dos puntos extremos, los cuales corresponden
a A = (ab )

1
3 y A =

√
3a ((ab )

1
3 <
√

3a). Śı el universo comienza con A =
√

3a, el cual es un valor

localmente estable, éste estaŕıa en una fase deSitter. El universo puede comenzar con A = (ab )
1
3 en

donde es inestable [2].

Con base en la ecuaciones (2.26, 2.28, 2.29), las cuales, expresan la dinámica del campo σ y
considerando el potencial V (σ) para curvaturas pequeñas dado por (3.18), es posible obtener una
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Figura 3.1: V (A)b versus Ab para ab2 = 1
10 . Figura tomada de [2]

solución para σ recurriendo a la simetŕıa Noether para las teoŕıas f(R) [40], la cual reduce la
no-linealidad de las ecuaciones; una solución es:

σ = −4

3
ln
tE
t0

(3.19)

Resolviendo (2.30) se encuentra que:

aE = aE0

(
tE
t0

) 4
3

(3.20)

tE es la coordenada temporal en el marco de Einstein, la cual está relacionada con la coordenada
temporal en el marco de Jordan mediante e

σ
2 dtE = dt, por lo tanto:

3t
1
3
E = t (3.21)

Aśı la ley de potencias para la inflación ocurre en el marco de Jordan

a = e
σ
2 aE ∝ t

2
3
E ∝ t

2 (3.22)

Por consiguiente en pequeñas curvaturas, la aceleración cósmica es prevista por términos que con-
tienen potencias negativas de R [2], y el universo presente podŕıa evolucionar según la ley anterior
(3.22).

Al considerar el caso cuando la curvatura es grande, el potencial tiende a un valor constante
V (A)→ 1

4b . Entonces de (2.26) se puede estimar que σ̇ es pequeño, por lo tanto la ecuación (2.30)
se convierte en:

Figura 3.2: V (A)b versus Ab para ab2 = 1
10 para la región Ab ∼ 0,5. Figura tomada de

[2]
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3H2
E ∼

κ2

8b
(3.23)

HE =

√
κ2

24b
(3.24)

Lo cual muestra que el espacio-tiempo es deSitter y por lo tanto el universo se expande exponen-
cialmente. Examinando el caso general R = A ∼ Λ1, se obtiene que:

e−σ ∼ an(A− Λ1)−n−1 (3.25)

Cuando e−σ → +∞
V (σ) ∼ −(an)

1
n+1

(
1 +

1

n

)
e
n+2
n+1

σ (3.26)

Solucionando las ecuaciones de movimiento (2.26, 2.28, 2.29), con el potencial dado por (3.26) se
llega a:

aE = aE0

(
tE
t0

) (n+1)(2n+1)

(n+2)2

, σ = −2(n+ 1)

(n+ 2)
ln
tE
t0

(3.27)

La coordenada temporal en el marco de Jordan está dada por:

(n+ 2)t
1

n+2

E = t (3.28)

Por consiguiente la ley de potencias para la aceleración cósmica ocurre en el marco de Jordan:

a ∝ t
(n+1)(2n+1)

n+2 (3.29)

Por otro lado cuando la curvatura R = A es grande

e−σ ∼ bm(A− Λ2)m−1 (3.30)

Cuando e−σ → +∞
V (σ) ∼ −(bm)−

1
m−1

(
1 +

1

m

)
e
m−2
m−1

σ (3.31)

Ahora se solucionan de nuevo las ecuaciones dinámicas para el potencial dado por (3.31), donde se
obtiene:

aE = aE0

(
tE
t0

) (m−1)(2m−1)

(m−2)2

, σ = −2(m− 1)

(m− 2)
ln
tE
t0
, (m− 2)t

− 1
m−2

E = t (3.32)

Aśı en el marco de Jordan el universo se contrae mediante la ley de potencias, śı m > 2

a ∝ t−
(m−1)(2m−1)

m−2 (3.33)

Por supuesto, si se cambia el tiempo t por t → t0 − t, la inflación ocurre con el inverso de la ley
de las potencias y en t = t0 el tamaño del universo diverge [2]. Por último se analiza el parámetro
de estado ωeff para tener alguna idea sobre el comportamiento de la enerǵıa oscura. Śı el universo
está en fase deSitter el párametro de estado toma el valor ωeff = −1, por lo tanto se tiene un
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universo dominado totalmente por enerǵıa oscura. Cuando el factor de escala está dado por (3.22),
el párametro de estado ωeff está determinado por:

ωeff = −2

3
(3.34)

Considerando lo anterior se propone el siguiente escenario cosmológico. Supóngase que el universo
empieza con una gran curvatura, el cual está dominado por la enerǵıa oscura (puede ser un espacio
deSitter); cuando la curvatura se vuelve pequeña el universo empieza a evolucionar según la ley de
potencias (3.22); debido a (3.34) se infiere que el campo escalar σ es del tipo de quinta-esencia.
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3.2. Segundo Modelo

Considerese la función [21]

f(R) = R+ α′ ln(
R

µ2
) + βRm, (3.35)

donde los coeficientes α′ y β pueden tomar valores en todos los reales. Se asume una solución tipo
de-Sitter (R = R0 = cte) que de acuerdo con la ecuación (2.7) se obtiene:

0 = R+ 2α′ ln
R

µ2
− α′ ≡ F (R) (3.36)

Si se considera α′ = 0, es decir, no se tiene en cuenta el aporte de lnR; la única solución es para
R = 0; por lo tanto, si el punto de partida es una solución para R grande correspondiente a la
inflación temprana, R decreceŕıa hasta estabilizarse en el punto de-Sitter, deteniendose la inflación.

Para m = 2, (3.36) se simplifica y se obtiene

F (R) = R+ 2α′ ln
R

µ2
− α′. (3.37)

Si α′ > 0, F (R) incrementa monótonamente, esto es,

ĺım
R→0

F (R) = −∞, ĺım
R→+∞

F (R) = +∞,

es decir, sólo existe una solución de (3.36), la cual podŕıa coincidir con el peŕıodo de inflación
temprana [10].
Si ahora α′ < 0,

ĺım
R→0

F (R) = +∞, ĺım
R→+∞

F (R) = +∞.

El punto cŕıtico de F es,

F ′(R) = 1 +
2α′

R
= 0→ R = −2α′;

si F (−2α′) > 0, entonces no existe solución alguna para el punto de-Sitter. Para F (−2α′) = 0, existe
sólo una solución. Si F (−2α′) < 0 existen dos soluciones con la restricción de que −2α′

µ2
> 4,48,

donde posiblemente la solución grande para R corresponda a la inflación en el universo temprano y
la más pequeña a la aceleración actual.
Ahora bien, es necesario realizar una transformación conforme a la métrica para analizar los re-
sultados desde otro marco, que en nuestro caso es el marco de Einstein (2.24), con el propósito de
verificar los resultados que se obtuvieron y obtener mayor información sobre el factor de escala a(t)
puesto que (3.36) es una ecuación trascendental. Continuando con m = 2 y deacuerdo a (2.21),

B = e−σ = 1 +
α′

A
+ 2βA; (3.38)

se resuelve para A,

A =
−(1− e−σ)±

√
(1− e−σ)2 − 8βα′

4β
. (3.39)
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el potencial (2.25) toma la forma

V (A) =
α′(1− ln A

µ2
) + βA2

(1 + α′

A + 2βA)
(3.40)

el cual puede ser expresado usando a (3.39) en términos de σ, como sigue:

V (σ) = e2σ

{
α′
(

1− ln
−(1− e−σ)±

√
(1− e−σ)2 − 8βα′

4β

)
+

β

(
−(1− e−σ)±

√
(1− e−σ)2 − 8βα′

4β

)2}
(3.41)

Si se considera A pequeño, de (3.38) se obtiene que A ' ±α′eσ; donde +(−) corresponde al caso
α′ > 0(α′ < 0). Por lo tanto cuando A→ 0 corresponde a σ → −∞ y

V (A) ∼ −A
2

α′
ln
A

µ2
, V (σ) ∼ −α′σe2σ

Por otro lado, cuando A es grande, se obtiene

V (A)→ 1

4β

(
1− 2

βA

)
, (3.42)

donde V (A) es una función que incrementa monótonamente si β > 0 y tiende a estabilizarse en
1/4β. Para hallar los extremos de V (A), se deriva (3.40) y se iguala a cero, esto es,

V ′(A) =

(
2β − α′

A2

)(
−α′ + 2α′ ln A

µ2
+A

)
(

1 + α′

A + 2βA

)3 = 0; (3.43)

donde

−α′ + 2α′ ln
A

µ2
+A = 0, (3.44)

corresponde a la ecuación del punto de-Sitter (3.36). Además si α′ y β son positivos, se obtiene que

2β − α′

A2
= 0→ A =

√
α′

2β
≡ A0. (3.45)

La solución A0 podŕıa ser producto del reescalamiento de la métrica, debido a que no es una solución
propia de (3.36). De hecho, A0 corresponde a el punto en que el mapping (3.38) es degenerado, esto
es,

de−σ

dA
= 0 = − α

′

A2
+ 2β → A0 (3.46)

Se encuentra para el caso de α′, β > 0, que si A0 < A1 (A0 > A1) la solución A1 es localmente
estable (inestable), donde A1 es la solución de (3.44).
Por otro lado, si α′ < 0 y β > 0, existe una singularidad en V (A) cuando 1 + α′

A + 2βA = 0, que de
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-

6
V (A)

A = R

x

A1 = R0

�

x

A0 Rinicial

1
4β
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Figura 3.3: Potencial V (A) con α′ > 0.

(3.38) equivale a σ → +∞.

Para α′ > 0, se mencionó anteriormente que sólo exist́ıa una solución, la figura 3.3 representa
el potencial V (A) el cual inicia con una curvatura A = R = Rinicial grande, donde el potencial
V (A) se hace máximo, representando el escenario de inflación temprana. Después, la curvatura de-
crece suavemente con el potencial y se detiene en el punto estable R0, el cual puede corresponder
a la aceleración actual en (3.36). Se puede notar que el potencial V (A), juega el rol de constante
cosmológica, siendo el encargado de conducir el universo por sus diferentes etapas.

Se procede ahora con la solución de las ecuaciones dinámicas para el campo σ, a partir de las
ecuaciones (2.26, 2.28, 2.29), y el campo V (σ) para cuando A → 0 (σ → −∞), puesto que es
la solución de mayor interés ( época correspondiente al peŕıodo actual que atraviesa el universo).
Es aśı, donde al tener en cuenta la no-linealidad de las ecuaciones para σ, se recurre a métodos
autosimilares, cuyas soluciones son expresadas en términos de una variable auto-similar t̂ = tE

t0
, de

la siguiente manera [21]:

σ ∼ − ln
tE
t0

+
1

2
ln ln

tE
t0

+ ... (3.47)

Obtenida la solución para σ, se recurre a (2.30) para hallar la respectiva forma del parámetro de
escala en el marco de Einstein âE , esto es,

aE ∝ t
3
4
E + ... (3.48)

La coordenada temporal tE en el marco de Einstein está relacionada con el tiempo t en el marco de
Jordan (que corresponde al marco f́ısico), por la relación e

σ
2 dtE = dt; por lo tanto, el tiempo f́ısico
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es t ∝ t
1
2
0 t

1
2
E , obteniendo para el factor de escala la siguiente ley de potencias [37]

â = e
σ
2 âE ∝ t

1
4
E ∝ t

1
2 . (3.49)

Por lo tanto, se obtiene que ˙̂a > 0 con ¨̂a < 0, lo que produce una desaceleración en el parámetro de
escala. Del resultado anterior se infiere que, en un universo sin materia, a medida que la curvatura
R (R→ 0) decrece, justo después del peŕıodo de inflación donde la curvatura es infinita, se produce
una etapa de expansión acelerada; es aqúı donde el campo escalar σ domina en la solución a razón
en que el tiempo tE transcurre y se acerca al tiempo t0 y produce la desaceleración de la expansión.
Por lo anterior, se considera el tiempo t0 pertenenciente a la variable auto-similar de la solución del
campo escalar, como el tiempo transcurrido entre la inflación y la etapa actual del universo.

Resulta de interés conocer el tipo de densidad de enerǵıa asociado al campo escalar σ, de mo-
do que pueda conducir al universo de una época acelerada a una época de desaceleración; para esto,
primero se calcula el valor de H y Ḣ en el marco de Jordan,

H =
˙̂a

â
=

1

2t
→ Ḣ = − 1

2t2
;

con lo anterior, se recurre a (2.17) donde se obtiene ω = 1
3 , el cual es el correspondiente a un fluido

en forma de radiación (1.2), a pesar de no haber considerado campos de materia en las ecuaciones
de campo.
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3.3. Tercer Modelo

El tercer modelo a considerar está determinado por una función, f(R) [22], de la forma,

f(R) = R+ fHS(R) (3.50)

Donde, fHS(R) está definida como:

fHS(R) = − m2c1(R/m2)n

c2(R/m2)n + 1
(3.51)

La cual satisface las siguientes condiciones:

ĺım
R→∞

fHS(R) = const; (3.52)

ĺım
R→0

fHS(R) = 0 (3.53)

Los coeficientes c1, c2,m y n son positivos. Para ser consistentes con la condición (3.52) se asume
que:

ĺım
R→∞

fHS(R) = −Λi (3.54)

Cuando la curvatura R es muy grande, la ecuación de movimiento (2.7) toma la forma:

0 = 2(R− Λi)−R (3.55)

R = Λi (3.56)

La solución anterior expresa un espacio deSitter solo śı Λi > 0. A su vez Λi podŕıa ser una constante
cosmológica del universo temprano con la cual se puede generar la inflación [22]. Ahora consideremos
que la función fHS(R) toma un valor muy pequeño en el universo actual (para ser consistentes con
(3.53)), esto es:

fHS(R0) = −2R0; f ′HS(R0) ∼ 0 (3.57)

R0 representa la curvatura actual del universo. Cuando la curvatura es pequeña la ecuación (2.7)
toma la forma

0 = 2(R− 2R0)−R (3.58)

R = 4R0 (3.59)

La solución anterior puede expresar la aceleración actual y representa un espacio deSitter. Con-
siderando las estimaciones realizadas en [38], en donde m2/R → 0 (lo cual no significa que R sea
grande), la función (3.51) se puede expandir como:

ĺım
m2/R→0

f(R)HS ≈ −
c1

c2
m2 +

c1

c2
2

m2

(
m2

R

)n
(3.60)

Cuando el valor de m2 es muy pequeño comparado con el valor de R, (3.60) toma la forma:

f(R)HS = −c1

c2
m2 (3.61)
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Por lo tanto la función f(R) es:

f(R) = R− c1

c2
m2 (3.62)

Para el caso anterior el potencial (2.25) es:

V (σ) =
c1

c2
m2 (3.63)

Al resolver las ecuaciones de movimiento (2.25, 2.27, 2.28) se obtiene que:

H2
E ∼ κ2 c1

c2
m2 (3.64)

Por lo tanto
R ∼ κ2 c1

c2
m2 ∼ R0 ∼ (10−33eV )2 (3.65)

Lo cual es consistente con [22]. Aśı se puede considerar el valor κ2 c1
c2
m2 como una constante cos-

mológica, con la cual se puede generar la aceleración cósmica actual. Además, se puede considerar
una época intermedia en donde la densidad ρ de materia es más grande que dicha constante cos-
mológica,

ρ > κ2 c1

c2
m2 (3.66)

por lo tanto, aparece la etapa en donde domina la materia y el universo comienza a desacelerar.
Cuando la curvatura es muy grande el potencial toma la forma:

V (σ) = Λi (3.67)

Resolviendo las ecuaciones de movimiento, se obtiene:

R ∼ Λi (3.68)

Considerando la curvatura pequeña, el potencial es:

V (σ) = 2R0 (3.69)

De nuevo se resuelven las ecuaciones de movimiento, donde se encuentra que:

R ∼ R0 (3.70)

Del anterior análisis, se puede considerar el siguiente escenario cosmológico:
El universo se inicia con inflación, la cual es impulsada por la constante cosmológica Λi; en esta
primera etapa, la curvatura es muy grande. Como la curvatura se vuelve pequeña, dicha constante
cosmológica tambien se vuelve pequeña; posteriormente la etapa de dominio de la materia aparece
y el universo empieza a desacelerar; cuando la densidad de materia se vuelve pequeña y la cur-
vatura tiende a R0, aparece una pequeña costante cosmológica dada por (3.64), produciendo aśı la
aceleración cósmica.



Caṕıtulo 4

Conclusiones

El análisis realizado a los modelos cosmológicos estudiados en este trabajo, conducen a una
explicación de la evolución del universo y a una interpretación acerca de la naturaleza de la enerǵıa
oscura; por lo tanto, se concluye:

En el régimen de pequeñas curvaturas, los tres modelos presentan un universo con geometŕıa
de-Sitter.

Al considerar un universo vaćıo domina un tipo de enerǵıa de la forma de enerǵıa oscura,
cuya densidad y presión son determinadas por términos puramente geométricos. Esto sugiere,
que de acuerdo con los modelos estudiados, la enerǵıa oscura está intimamente ligada a la
geometŕıa del universo. Esto es sustentable por el hecho de que para curvaturas grandes, el
parámetro de estado ω = −1, sin embargo, a medida que la curvatura empieza a decrecer, el
párametro de estado ω empieza a aumentar.

Universos vaćıos con curvatura constante, son dominados completamente por la enerǵıa os-
cura.

En el marco de Einstein las teoŕıas f(R) toman la forma de las teoŕıas escalar-tensor, en
donde surge un potencial V (σ) el cual sólo depende de la geometŕıa y la función f(R).

Para el primer modelo, las etapas de inflación y expansión acelerada son predichas; donde
la inflación es obtenida para potencias positivas de la curvatura escalar R y la expansión
acelerada para potencias negativas. El segundo modelo predice una etapa de desaceleración
para curvaturas pequeñas, siendo antecedida por una época de expansión acelerada. El tercer
modelo predice la etapa de inflación temprana que es conducida por una constante cosmológica
Λi, seguida a esta etapa se pronostica una época intermedia dominada por materia y la etapa
actual de aceleración es predicha mediante una pequeña cosmológica. Es importante recalcar
que el tercer modelo confirma la hipótesis de que la constante cosmológica es una fuerte
candidata para ser la enerǵıa oscura.

Al realizar una transformación conforme en los modelos f(R) se llega a al marco de Einstein,
donde surge un campo escalar σ; dicho campo escalar es del tipo de quinta-esencia. Cuando el
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potencial V (σ) es mayor que el término cinético σ̇2 ocurre la aceleración o inflación temprana
como se puede notar en el modelo 1; por otro lado, el segundo modelo predice una etapa de
desaceleración en el instante en que σ̇2 > V (σ).



Apéndice A

Variación de la acción
Gauss-Bonnet-f (R)

Dada la acción:

S =

∫
d4x
√
−g(F (G,R) + Lm) (A.1)

Donde G es el invariante Gauss-Bonnet: G = R2 − 4RµνR
µν + RµνξσR

µνξσ. Variando A.1 respecto
a gµν se tiene:

δS =

∫
d4xδ(

√
−g(F (G,R) + Lm))

δS =

∫
d4xδ(

√
−gF (G,R)) +

∫
d4xδ(

√
−gLm)

δS =

∫
d4xδ(

√
−gF (G,R)) +

∫
d4x
√
−gTµνδ(gµν)

Tomando la primera integral se tiene:

δS =

∫
d4xδ(

√
−gF (G,R))

δS =

∫
d4xδ(

√
−g)F (G,R) +

∫
d4x
√
−gδ(F (G,R))

δS =

∫
d4xδ(

√
−g)F (G,R) +

∫
d4x
√
−g{FGδ(G) + FRδ(R)}

δS =

∫
d4x

1

2

√
−gF (G,R)gµνδ(gµν) +

∫
d4x
√
−gFGδ(G) +

∫
d4x
√
−gFRδ(R)

Aqúı Tµν es el tensor momentum-enerǵıa y

FG =
∂F (G,R)

∂G
FR =

∂F (G,R)

∂R
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Al considerar la expresión:∫
d4x
√
−gFGδ(G) =

∫
d4x
√
−gFG(δ(R2)− 4δ(RµνR

µν) + δ(RµνξσR
µνξσ))

Estimando el término:∫
d4x
√
−gFGδ(R2) = 2

∫
d4x
√
−gFGRδ(R)

= 2

∫
d4x
√
−gFGRδ(gµνRµν)

= 2

∫
d4x
√
−gFGR[Rµνδ(g

µν) + gµν{∇λδ(Γλµν)−∇νδ(Γλµλ)}]

= 2

∫
d4x
√
−gFGR[−Rµνgµρgνσδ(gρσ) + gµν{δ∇λ(Γλµν)−∇νδ(Γλµλ)}]

= −2

∫
d4x
√
−gFGRRµνδ(gµν) + 2

∫
d4x
√
−gFGRgµν∇λδ(Γλµν)

−2

∫
d4x
√
−gFGR∇νδ(Γλµλ)

Teniendo en cuenta la expresión,

2

∫
d4x
√
−gFGRgµν∇λδ(Γλµν) =

∫
d4x
√
−gFGRgµν{gλη∇λ(∇νδ(gµη) +∇µδ(gνη)−∇ηδ(gµν))}

Usando integración por partes y asumiendo que en los ĺımites de integración δ(gµν) es cero se tiene:∫
d4x
√
−gFGRgµνgλη∇λ∇νδ(gµη) =

∫
d4x
√
−ggµνgλη(∇ν∇λFGR)δ(gµη)

=

∫
d4x
√
−g(∇µ∇νFGR)δ(gµν)∫

d4x
√
−gFGRgµνgλη∇λ∇µδ(gνη) =

∫
d4x
√
−ggµνgλη(∇µ∇λFGR)δ(gνη)

=

∫
d4x
√
−g(∇µ∇νFGR)δ(gµν)

−
∫
d4x
√
−gFGRgµνgλη∇λ∇ηδ(gµν) =

∫
−d4x

√
−ggµνgλη(∇η∇λFGR)δ(gµν)

=

∫
−d4x

√
−ggµν(∇2FGR)δ(gµν)

Tomando la expresión,

−2

∫
d4x
√
−gFGR∇νδ(Γλµλ) = −

∫
d4x
√
−gFGRgµν{gλη∇ν(∇λδ(gµη) +∇µδ(gλη)

− ∇ηδ(gµλ))}
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Se sigue que:

−
∫
d4x
√
−gFGRgµνgλη∇ν∇λδ(gµη) =

∫
−d4x

√
−ggµνgλη(∇λ∇νFGR)δ(gµη)

=

∫
−d4x

√
−g(∇ν∇µFGR)δ(gµν)

−
∫
d4x
√
−gFGRgµνgλη∇ν∇µδ(gλη) =

∫
−d4x

√
−ggµνgλη(∇µ∇νFGR)δ(gλη)

=

∫
−d4x

√
−ggµν(∇2FGR)δ(gµν)∫

d4x
√
−gFGRgµνgλη∇ν∇ηδ(gµλ) =

∫
d4x
√
−ggµνgλη(∇η∇νFGR)δ(gµλ)

=

∫
d4x
√
−g(∇ν∇µFGR)δ(gµν)

Por lo tanto,∫
d4x
√
−gFGδ(R2) =

∫
d4x
√
−g{−2FGRR

µν + 2(∇µ∇νFGR)− 2gµν(∇2FGR)}δ(gµν)

Considerando el término:

−4

∫
d4x
√
−gFGδ(RµνRµν) = −4

∫
d4x
√
−gFG[δ(Rµν)Rµν + δ(Rµν)Rµν ]

= −4

∫
d4x
√
−gFG[δ(Rµν)Rµν + δ(gρµgξνRρξ)Rµν ]

= −4

∫
d4x
√
−gFG[δ(Rµν)Rµν +RµνRρξδ(g

ρµgξν) + gρµgξνRµνδ(Rρξ)]

= −4

∫
d4x
√
−gFG[2δ(Rµν)Rµν +RµνRρξg

ξνδ(gρµ) +RµνRρξg
ρµδ(gξν)]

= −4

∫
d4x
√
−gFG[2δ(Rµν)Rµν −RξµRρξgρβgµαδ(gβα)−RρνRρξgξβgναδ(gβα)]

= −4

∫
d4x
√
−gFG[2δ(Rµν)Rµν − 2RνρRµρδ(gµν)]

Tomando la expresión:

−4

∫
d4x
√
−gFG2δ(Rµν)Rµν = −8

∫
d4x
√
−gFGRµν{∇λδ(Γλµν)−∇νδ(Γλµλ)}

se sigue que:

−8

∫
d4x
√
−gFGRµν∇λδ(Γλµν) = −4

∫
d4x
√
−gFGRµνgλη∇λ(∇νδ(gµη) +∇µδ(gνη)

−∇ηδ(gµν))
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De la expresión anterior se deduce:

−4

∫
d4x
√
−gFGRµνgλη∇λ∇νδ(gµη) = −4

∫
d4x
√
−ggλη(∇ν∇λFGRµν)δ(gµη)

= −4

∫
d4x
√
−g(∇η∇νFGRµη)δ(gµν)

−4

∫
d4x
√
−gFGRµνgλη∇λ∇µδ(gνη) = −4

∫
d4x
√
−ggλη(∇µ∇λFGRµν)δ(gνη)

= −4

∫
d4x
√
−g(∇η∇µFGRνη)δ(gµν)

4

∫
d4x
√
−gFGRµνgλη∇λ∇ηδ(gµν) = 4

∫
d4x
√
−ggλη(∇η∇λFGRµν)δ(gµν)

= 4

∫
d4x
√
−g(∇2FGR

µν)δ(gµν)

8

∫
d4x
√
−gFGRµν∇νδ(Γλµλ) = 4

∫
d4x
√
−gFGRµνgλη∇ν(∇λδ(gµη) +∇µδ(gλη)

− ∇ηδ(gµλ))

4

∫
d4x
√
−gFGRµνgλη∇ν∇λδ(gµη) = 4

∫
d4x
√
−ggλη(∇λ∇νFGRµν)δ(gµη)

= 4

∫
d4x
√
−g(∇ν∇ηFGRµη)δ(gµν)

4

∫
d4x
√
−gFGRµνgλη∇ν∇µδ(gλη) = 4

∫
d4x
√
−ggλη(∇µ∇νFGRµν)δ(gλη)

= 4

∫
d4x
√
−ggµν(∇λ∇ηFGRλη)δ(gµν)

−4

∫
d4x
√
−gFGRµνgλη∇ν∇ηδ(gµλ) = −4

∫
d4x
√
−ggλη(∇η∇νFGRµν)δ(gµλ)

= −4

∫
d4x
√
−g(∇ν∇λFGRµλ)δ(gµν)

Por lo tanto :

∫
d4x
√
−gFGδ(RµνRµν) =

∫
d4x
√
−gδ(gµν)[8FGR

νρRµρ − 4(∇η∇νRµηFG)

− 4(∇η∇µRνηFG) + 4∇2(FGR
µν) + 4gµν∇λ∇η(FGRλη)]
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Tomando el término∫
d4x
√
−gFGδ(RµνξσRµνξσ) =

∫
d4x
√
−gFG[δ(Rµνξσ)Rµνξσ + δ(Rµνξσ)Rµνξσ]

=

∫
d4x
√
−gFG[2δ(Rµνξσ)Rµνξσ + δ(gµαgνβgξκgση)RαβκηRµνξσ]

=

∫
d4x
√
−gFG[2δ(Rµνξσ)Rµνξσ +RαβκηRµνξσg

σηδ(gµαgνβgξκ)

+ RαβκηRµνξσg
µαgνβgξκδ(gση)]

=

∫
d4x
√
−gFG[2δ(Rµνξσ)Rµνξσ +RαβκηRµνξσ{gσηgξκgνβδ(gµα) + gσηgξκgµαδ(gνβ)

+ gσηgµαgνβδ(gξκ) + gµαgνβgξκδ(gση)}]

Se sigue que:∫
d4x
√
−FGRαβκηRµνξσgσηgξκgνβδ(gµα) = −

∫
d4x
√
−FGRαβκηRµνξσgσηgξκgνβgµρgαλ

δ(gρλ)

= −
∫
d4x
√
−gFGRµρσβRνρσβδ(gµν)∫

d4x
√
−FGRαβκηRµνξσgσηgξκgµαδ(gνβ) = −

∫
d4x
√
−FGRαβκηRµνξσgσηgξκgµαgνρgβδ

δ(gρδ)

= −
∫
d4x
√
−gFGRµρσβRνρσβδ(gµν)∫

d4x
√
−gFGRαβκηRµνξσgσηgµαgνβδ(gξκ) = −

∫
d4x
√
−gFGRαβκηRµνξσgσηgµαgνβgξρgκϕ

δ(gρϕ)

= −
∫
d4x
√
−gFGRµρσβRνρσβδ(gµν)∫

d4x
√
−FGRαβκηRµνξσgµαgνβgξκδ(gση) = −

∫
d4x
√
−FGRαβκηRµνξσgµαgνβgξκgσϕgηδ

δ(gϕδ)

= −
∫
d4x
√
−gFGRµρσβRνρσβδ(gµν)

Por lo tanto:∫
d4x
√
−gFGδ(RµνξσRµνξσ) =

∫
d4x
√
−gFG[−4RµξσβRνξσβδ(gµν) + 2Rµνξσδ(Rµνξσ)]

=

∫
d4x
√
−gFG[−4RµξσβRνξσβδ(gµν) + 2RκνξσR

µνξσδ(gµκ) + 2gµκR
µνξσδ(Rκνξσ)]

=

∫
d4x
√
−gFG[−2RµξσβRνξσβδ(gµν) + 2gµκR

µνξσδ(Rκνξσ)]
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Tomando el término:

2

∫
d4x
√
−gFGgµκRµνξσδ(Rκνξσ) = 2

∫
d4x
√
−gFGgµκRµνξσ[∇ξδ(Γκνσ)−∇σδ(Γκνξ)]

2

∫
d4x
√
−gFGgµκRµνξσ∇ξδ(Γκνσ) =

∫
d4x
√
−gFGgµκRµνξσ∇ξ[gκη(∇σδ(gνη)

+ ∇νδ(gση)−∇ηδ(gνσ))]

=

∫
d4x
√
−gFGRηνξσ∇ξ[∇σδ(gνη) +∇νδ(gση)

− ∇ηδ(gνσ)]

De la anterior expresión se tiene que:∫
d4x
√
−gFGRηνξσ∇ξ∇νδ(gση) =

∫
d4x
√
−g(∇ν∇ξFGRηνξσ)δ(gση)

=

∫
d4x
√
−g(∇η∇ξFGRµηξν)δ(gµν)

−
∫
d4x
√
−gFGRηνξσ∇ξ∇ηδ(gνσ) =

∫
−d4x

√
−g(∇η∇ξFGRηνξσ)δ(gσν)

=

∫
d4x
√
−g(∇η∇ξFGRµηξν)δ(gµν)

Tomando la expresión:

−2

∫
d4x
√
−FGgµκRµνξσ∇σδ(Γκνξ) = −

∫
d4x
√
−gFGgµκRµνξσ∇σ[gκη(∇ξδ(gνη)

+ ∇νδ(gξη)−∇ηδ(gνξ))]

= −
∫
d4x
√
−gFGRηνξσ∇σ[∇ξδ(gνη)

+ ∇νδ(gξη)−∇ηδ(gνξ))]

De la expresión anterior se tiene que:

−
∫
d4x
√
−gFGRηνξσ∇σ∇νδ(gξη) = −

∫
d4x
√
−g(∇ν∇σFGRηνξσ)δ(gξη)

=

∫
d4x
√
−g(∇η∇ξFGRµηξν)δ(gµν)∫

d4x
√
−gFGRηνξσ∇σ∇ηδ(gνξ) =

∫
d4x
√
−g(∇η∇σFGRηνξσ)δ(gξν)

=

∫
d4x
√
−g(∇η∇ξFGRµηξν)δ(gµν)

Por lo tanto se tiene que:

2

∫
d4x
√
−gFGgµκRµνξσδ(Rκνξσ) =

∫
d4x
√
−g[4(∇η∇σFGRµησν)δ(gµν)

+FGR
ηνξσ{∇[ξ∇σ]δ(gνη)}]
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Aplicando la propiedad:

∇[ρ∇σ]Aµ = RβµσρAβ

Se obtiene que:

2

∫
d4x
√
−gFGgµκRµνξσδ(Rκνξσ) =

∫
d4x
√
−g[4(∇η∇σFGRµησν)δ(gµν)

+FGR
ηνξσ{Rβνξσδ(gβη) +Rβηξσδ(gβν)}]

=

∫
d4x
√
−g[4(∇η∇σFGRµησν)δ(gµν)]

Por lo tanto se puede deducir que:∫
d4x
√
−gFGδ(RµνξσRµνξσ) =

∫
d4x
√
−g[4(∇η∇σFGRµησν)− 2RµξσβRνξσβ]δ(gµν)

Por ende se llega a que:∫
d4x
√
−gFGδ(G) =

∫
d4x
√
−g[−2FGRR

µν + 2(∇µ∇νRFG)

−2gµν(∇2FGR) + 8FGR
νρRµρ − 4(∇η∇νRµηFG)

−4(∇η∇µRνηFG) + 4(∇2FGR
µν + 4gµν(∇λ∇ηFGRλη)

+4(∇η∇σFGRµησν)− 2RµξσβRνξσβ]δ(gµν)

Ahora calculando el término:∫
d4x
√
−gFRδ(R) =

∫
d4x
√
−gFRδ(Rµνgµν)

=

∫
d4x
√
−gFR[δ(Rµν)gµν) +Rµνδ(g

µν)]

Se sigue que: ∫
d4x
√
−gFRRµνδ(gµν) = −

∫
d4x
√
−gFRgµρgνβδ(gρβ)

= −
∫
d4x
√
−gFRRµνδ(gµν)

Tomando la expresión:∫
d4x
√
−gFRδ(Rµν)gµν =

∫
d4x
√
−gFRgµν [∇λδ(Γλµν)−∇νδ(Γλµλ)]
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se tiene que: ∫
d4x
√
−gFRgµν∇λδ(Γλµν) =

1

2

∫
d4x
√
−gFRgµνgλη∇λ[∇νδ(gµη) +∇µδ(gνη)

−∇ηδ(gµν)]

1

2

∫
d4x
√
−gFRgµνgλη∇λ∇νδ(gµη) =

1

2

∫
d4x
√
−ggµνgλη(∇ν∇λFR)δ(gµη)

=
1

2

∫
d4x
√
−g(∇µ∇νFR)δ(gµν)

1

2

∫
d4x
√
−gFRgµνgλη∇λ∇µδ(gνη) =

1

2

∫
d4x
√
−ggµνgλη(∇µ∇λFR)δ(gνη)

=
1

2

∫
d4x
√
−g(∇µ∇νFR)δ(gµν)

−1

2

∫
d4x
√
−gFRgµνgλη∇λ∇ηδ(gµν) = −1

2

∫
d4x
√
−ggµνgλη(∇η∇λFR)δ(gµν)

= −1

2

∫
d4x
√
−ggµν(∇2FR)δ(gµν)

Considerando la expresión:

−
∫
d4x
√
−gFRgµν∇νδ(Γλµλ) = −1

2

∫
d4x
√
−gFRgµνgλη∇ν [∇λδ(gµη) +∇µδ(gλη)

−∇ηδ(gµλ)]

−1

2

∫
d4x
√
−gFRgµνgλη∇ν∇λδ(gµη) = −1

2

∫
d4x
√
−ggµνgλη(∇λ∇νFR)δ(gµη)

= −1

2

∫
d4x
√
−g(∇ν∇µFR)δ(gµν)

−1

2

∫
d4x
√
−gFRgµνgλη∇ν∇µδ(gλη) = −1

2

∫
d4x
√
−ggµνgλη(∇µ∇νFR)δ(gλη)

= −1

2

∫
d4x
√
−ggµν(∇2FR)δ(gµν)

1

2

∫
d4x
√
−gFRgµνgλη∇ν∇ηδ(gµλ) =

1

2

∫
d4x
√
−ggµνgλη(∇η∇νFR)δ(gµλ)

=
1

2

∫
d4x
√
−g(∇ν∇µFR)δ(gµν)

Por lo que se concluye que:∫
d4x
√
−gFRδ(R) =

∫
d4x
√
−g[−FRRµν + (∇µ∇νFR)− gµν(∇2FR)δ(gµν)]

Tomando los términos:∫
d4x
√
−g[2(∇µ∇νRFG)− 2gµν(∇2FGR)− 4(∇η∇νRµηFG)− 4(∇η∇µRνηFG)

+4(∇2FGR
µν) + 4gµν(∇λ∇ηFGRλη) + 4(∇η∇σFGRµησν)]δ(gµν)
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Se tiene: ∫
d4x
√
−g[2(∇µ∇νFG)R+ 2∇νFG∇µR+ 2∇µFG∇νR+ 2FG(∇µ∇νR)

−2gµν(∇2FG)R− 2gµν∇λFG∇λR− 2gµν∇λR∇λFG − 2gµν(∇2R)FG

−4(∇ρ∇µFG)Rνρ − 4∇µFG∇ρRνρ − 4∇ρFG∇µRνρ − 4FG(∇ρ∇µRνρ)
−4(∇ρ∇νFG)Rµρ − 4∇νFG∇ρRµρ − 4∇ρFG∇νRµρ − 4FG(∇ρ∇νRµρ)
4(∇2FG)Rµν + 4∇λFG∇λRµν + 4∇λRµν∇λFG + 4(∇2Rµν)FG

4gµν{Rρσ(∇ρ∇σFG) +∇σFG∇ρRρσ +∇σRρσ∇ρFG + FG(∇ρ∇σRρσ)}
4{Rµρσν(∇ρ∇σFG) +∇σFG∇ρRµρσν +∇σRµρσν∇ρFG
+FG(∇ρ∇σRµρσν)}δ(gµν)]

Usando las identidades de Bianchi

∇ρRρτµν = ∇µRντ −∇νRµτ

∇ρRρµ =
1

2
∇µR

∇ρ∇σRµρνσ = ∇2Rµν − 1

2
∇µ∇νR+RµρνσRρσ −RµρRνρ

∇ρ∇µRρν +∇ρ∇νRρµ =
1

2
[∇µ∇νR+∇ν∇µR]− 2RµρνσRρσ + 2RµρRνρ

∇ρ∇σRρσ =
1

2
�R

En la expresión anterior se obtiene:∫
d4x
√
−g[2(∇µ∇νFG)R+ 2∇νFG∇µR+ 2∇µFG∇νR+ 2FG(∇µ∇νR)

−2gµν(∇2FG)R− 2gµν∇λFG∇λR− 2gµν∇λR∇λFG − 2gµν(∇2R)FG

−4(∇ρ∇µFG)Rνρ − 2∇µFG∇νR− 4∇ρFG∇µRνρ

FG(−2∇µ∇νR− 2∇ν∇µR+ 8RµρνσRρσ − 8RµρR
νρ

−4(∇ρ∇νFG)Rµρ − 2∇νFG∇µR− 4∇ρFG∇νRµρ

4(∇2FG)Rµν + 4∇λFG∇λRµν + 4∇λRµν∇λFG + 4(∇2Rµν)FG

4gµν{Rρσ(∇ρ∇σFG) +
1

2
∇σFG∇σR+

1

2
∇ρR∇ρFG +

1

2
FG�R}

4FG(−∇2Rµν +
1

2
∇µ∇νR−RµρνσRρσ +RµρR

νρ) + 4∇ρFG(∇µRρν −∇ρRνµ)

+4(∇ρ∇σFG)Rµρσν − 4∇σFG(∇σRνµ −∇νRσµ)]δ(gµν)
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Lo cual se reduce a:∫
d4x
√
−g[2(∇µ∇νFG)R− 2gµν(∇2FG)R− 4(∇ρ∇µFG)Rνρ − 4(∇ρ∇νFG)Rµρ

+4(∇2FG)Rµν + 4gµνRρσ(∇ρ∇σFG) + 4(∇ρ∇σFG)Rµρσν − 4FGR
µρσνRρσ

−4FGR
µ
ρR

νρ]δ(gµν)

Por lo cual se llega a la conclusión de que:

δ(S) =

∫
d4x
√
−g[Tµν +

1

2
gµνF (G,R)− 2FGRR

µν + 4FGR
µρσνRρσ

−2FGR
µρστRνρστ − 4FGR

µρσνRρσ + 2(∇µ∇νFG)R− 2gµν(∇2FG)R

−4(∇ρ∇µFG)Rνρ − 4(∇ρ∇νFG)Rµρ + 4(∇2FG)Rµν + 4gµνRρσ(∇ρ∇σFG)

−4(∇ρ∇σFG)Rµρνσ − FRRµν + (∇µ∇νFR)− gµν(∇2FR)]δ(gµν)

Como δ(S) = 0 y en general
√
−g y δ(gµν) son diferente de cero se tiene que:

0 = Tµν +
1

2
gµνF (G,R)− 2FGRR

µν + 4FGR
µρσνRρσ

−2FGR
µρστRνρστ − 4FGR

µρσνRρσ + 2(∇µ∇νFG)R− 2gµν(∇2FG)R

−4(∇ρ∇µFG)Rνρ − 4(∇ρ∇νFG)Rµρ + 4(∇2FG)Rµν + 4gµνRρσ(∇ρ∇σFG)

−4(∇ρ∇σFG)Rµρνσ − FRRµν + (∇µ∇νFR)− gµν(∇2FR)

En el anterior cálculo se tuvieron en cuenta las siguientes identidades:

δ(gµν) = −gµρgνσδ(gρσ)

δ(
√
−g) =

1

2

√
−ggµνδ(gµν)

δ(Rµν) = ∇λδ(Γλµν)−∇νδ(Γνµλ)

δ(Rαβµν) = ∇µδ(Γαβν)−∇νδ(Γαβµ)

δ(Γλνσ) =
1

2
gλη[∇σδ(gνη) +∇νδ(gση)−∇ηδ(gνσ)]



Apéndice B

Identidades de Bianchi

Se procederá a realizar la demostración de las siguientes identidades:

∇ρRρτµν = ∇µRντ −∇νRµτ (B.1)

∇ρRρµ =
1

2
∇µR (B.2)

∇ρ∇σRµρνσ = ∇2Rµν − 1

2
∇µ∇νR+RµρνσRρσ −RµρRνρ (B.3)

∇ρ∇µRρν +∇ρ∇νRρµ =
1

2
[∇µ∇νR+∇ν∇µR]− 2RµρνσRρσ + 2RµρR

νρ (B.4)

∇ρ∇σRρσ =
1

2
�R (B.5)

1. Demostración de la identidad B.1
Dada la identidad de Bianchi

∇ηRρτµν +∇νRρτηµ +∇µRρτνη = 0 (B.6)

Al multiplicar B.6 por gηρ se tiene:

∇ρRρτµν +∇νRµτ −∇µRντ = 0

∇ρRρτµν = ∇µRντ −∇νRµτ (B.7)

2. Demostración de la identidad B.2
Multiplicando B.6 por gρη se obtiene

∇ηRητµν +∇νRητηµ +∇µRητνη = 0 (B.8)

Al multiplicar B.8 por gτµ se obtiene

∇µRµν −
1

2
∇νR = 0 (B.9)
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Multiplicando B.9 por gλν

∇µRλµ =
1

2
∇λR

gλαgµβ∇µRαβ =
1

2
∇λR

gλα∇βRαβ =
1

2
∇λR

∇βRαβ =
1

2
∇αR

∇ρRρµ =
1

2
∇µR (B.10)

3. Demostración de la identidad B.3
Usando B.1 se obtiene que:

∇ρ∇σRµρνσ = ∇ρ[∇ρRµν −∇µRρν ]

= ∇2Rµν −∇ρ∇µRρν −∇µ∇ρRρν +∇µ∇ρRρν

(B.11)

Usando B.2 en B.11 se obtiene:

∇2Rµν −∇ρ∇µRρν −∇µ∇ρRρν +∇µ∇ρRρν = ∇2Rµν − 1

2
∇µ∇νR

+gµαgρδgνσ(∇[α∇ρ]Rδσ)

(B.12)

Por lo tanto se deduce que:

∇ρ∇σRµρνσ = ∇2Rµν − 1

2
∇µ∇νR+ gµαgρδgνσ(∇[α∇ρ]Rδσ)

= ∇2Rµν − 1

2
∇µ∇νR+ gµαgρδgνσ[RξσR

ξ
δρα +RδϕR

ϕ
σρα]

= ∇2Rµν − 1

2
∇µ∇νR+RµρνσRρσ −RµρRνρ

(B.13)

4. Demostración de la identidad B.4
Considerando la expresión

∇ρ∇µRρν +∇ρ∇νRρµ = ∇ρ∇µRρν −∇µ∇ρRρν +∇µ∇ρRρν +∇ρ∇νRρµ −∇ν∇ρRρµ

+∇ν∇ρRρµ

(B.14)
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y al aplicar B.2 en B.14 se obtiene

∇ρ∇µRρν +∇ρ∇νRρµ = gµαgρβgξν [∇[ρ∇α]Rβξ) +
1

2
(∇µ∇νR+∇ν∇µR)

+gναgρβgξµ[∇[ρ∇α]Rβξ ]

= gµαgρβgξν [RδξR
δ
βαρ +RδβR

δ
ξαρ] +

1

2
(∇µ∇νR+∇ν∇µR)

+gναgρβgξµ[RδξR
δ
βαρ +RδβR

δ
ξαρ]

=
1

2
[∇µ∇νR+∇ν∇µR]− 2RµρνσRρσ + 2RµρR

νρ

(B.15)

5. Demostración de la identidad B.5
Usando B.2 en B.5 se obtiene

∇ρ∇σRρσ =
1

2
∇ρ∇ρR

=
1

2
�R (B.16)



Apéndice C

Solución de las ecuaciones de
movimiento

Consideremos la siguiente acción:

S =

∫
d4x
√
−g
[
R

2κ2
+ F (R)− η

2
∂µ∂

µφ− V (φ)− ξ(φ)G+ Lmatter
]

(C.1)

Variando con respecto a gµν (C.1) se obtiene:

0 =
1

2κ2
(−Rµν +

1

2
gµνR) + η

(
1

2
∂µ∂ν(φ)− 1

4
gµν∂ρφ∂ρφ

)
+

1

2
gµν (−V (φ)− ξ(φ)G)

+ 2ξ(φ)RRµν − 4ξRµρR
νρ + 2ξRµρστRνρστ + 4ξRµρσνRρσ − 2(∇µ∇νξ)R+ 2gµν(∇2ξ)R

+ 4(∇ρ∇µξ)Rνρ + 4(∇ρ∇νξ)Rµρ − 4(∇2ξ)Rµν − 4gµν [∇ρ∇σξ]Rρσ + 4[∇ρ∇σξ]Rµρνσ

+
1

2
gµνF (R)− FRRµν +∇µ∇νFR − gµν∇2FR +

Tµν

2
(C.2)

Donde FR = F ′(R), y G = R2 − 4RµνRµν +RµνρσRµνρσ.
Asumiendo la métrica FRLW espacilamente plana,

ds2 = −dt2 + a(t)2
3∑
i=1

(dxi)2; (C.3)

donde

Γtij = a2Hδij , Γijt = Γjit = Hδij , Ritjt = −a2(Ḣ +H2)δij,

Rijkl = a4H2(δikδlj − δilδkj), Rtt = −3(Ḣ +H2), Rij = a2(Ḣ + 3H2)δij ,

R = 12H2 + 6Ḣ, G = 24(ḢH2 +H4), otras componentes = 0

Asumiendo que φ sólo depende del tiempo, la componente (µ,ν) = (t,t) en la Eq.(C.2), se obtiene
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de la siguiente forma:

1

2κ2
(−Rµν +

1

2
gµνR) =

1

2κ2
(−Rtt +

1

2
gttR) =

1

2κ2
[3(Ḣ +H2)− 1

2
(6Ḣ + 12H2)] =

=
1

2κ2
(−3H2)

η

(
1

2
∂µ∂ν(φ)− 1

4
gµν∂ρφ∂ρφ

)
=
η

2

(
φ̇2

2

)

1

2
gµν (−V (φ)− ξ(φ)G) =

V (φ)

2
+ 12ḢH2ξ(φ) + 12H4ξ(φ)

2ξ(φ)RRµν = 2ξ[6Ḣ + 12H2][−3(Ḣ +H2)] = ξ(−36Ḣ2 − 108ḢH2 − 72H4)

−4ξRµρR
νρ = −4ξgρβR

µβRνρ = 4ξ(Rtt)2 = 36ξ(Ḣ +H2)2 =

= ξ(36Ḣ2 + 72ḢH2 + 36H4)

2ξRµρστRνρστ = 2ξRµρστRβρστg
νβ = −2ξgµλgαρgησgδτRλαηδRtρστ

= −2ξgttgijgttgmnRtitmRtjtn − 2ξgttgijgttgmnRtimtRtjnt

= −4ξgttgijgttgmnRtitmRtjtn = −4ξδijδmn(Ḣ +H2)2δimδjn

= −12ξ(Ḣ +H2)2 = −12ξ(Ḣ2 + 2ḢH2 +H4)

4ξRµρσνRρσ = −4ξgµωgαρgησgνδRωαηδRρσ = −4ξgαρgησRtαtδRρσ

= −4ξgimgjnRitjtRmn = 4ξδimδjn(Ḣ +H2)δij(Ḣ + 3H2)δmn

= 12ξ(Ḣ2 + 4H2Ḣ + 3H4)

−2(∇µ∇νξ)R = −2gµβgνα(∇β∇αξ)R = −2gµβgνα(∇β∂αξ)R
= −2Rgµβgνα(∂β∂αξ − Γλαβ∂λξ) = −2Rξ̈ = 12ξ̈Ḣ − 24ξ̈H2

2gµν(∇2ξ)R = −2(∇ρ∇ρξ)R = −2gρβ(∇β∇ρξ)R = −2gρβ(∂β∂ρξ − Γλβρ∂λξ)R

= −2[gttξ̈ − gijΓtij ξ̇]R = −2[−ξ̈ − δijHδij ξ̇]R = (2ξ̈ + 6Hξ̇)R

= ξ̈(12Ḣ + 24H2) + ξ̇(36ḢH + 72H3)
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4(∇ρ∇µξ)Rνρ + 4(∇ρ∇νξ)Rµρ = 4(∇ρ∇tξ)Rtρ + 4(∇ρ∇tξ)Rtρ = 8(∇ρ∇tξ)Rtρ

= 8Rtρ[∂ρ∂
tξ + Γtρη∂

ηξ] = −8Rttξ̈ = 24ξ̈Ḣ + 24ξ̈H2

−4(∇2ξ)Rµν = 4Rtt(ξ̈ + 3Hξ̇) = −12(Ḣ +H2)(ξ̈ + 3Hξ̇)

= −12ξ̈Ḣ − 12H2ξ̈ − 36ḢHξ̇ − 36H3ξ̇

−4gµν [∇ρ∇σξ]Rρσ = 4(∇ρ∂σξ)Rρσ = 4Rρσ(∂ρ∂σξ − Γλρσ∂λξ) = 4Rttξ̈ − 4RijΓλij∂λξ

= 4Rttξ̈ − 4Rija2Hδij ξ̇ = −12ξ̈(Ḣ +H2)− 4gimgjnRmna
2Hδij ξ̇

= −12ξ̈(Ḣ +H2)− 4(Ḣ + 3H2)δmnHδ
mnξ̇ = −12ξ̈(Ḣ +H2)

− 12H(Ḣ + 3H2)ξ̇ = −12Ḣξ̈ − 12H2ξ̈ − 12ḢHξ̇ − 36H3ξ̇

4[∇ρ∇σξ]Rµρνσ = 4[∇ρ∂σξ]gtαgρβgtγgλσRαβγλ = 4[∂ρ∂σξ − Γτρσ∂τξ]g
ρβgλσRtβtλ

=
4

a2

[
∂i∂jξ − Γtij∂tξ

]
δikδjl[−(Ḣ +H2)]δkl = −4[−Hξ̇δij ](Ḣ +H2)δij

= 12HḢξ̇ + 12H3ξ̇

1

2
gµνF (R) = −1

2
F (R)

−FRRµν = −FRRtt = 3FR(Ḣ +H2)

∇µ∇νFR = gµαgνβ∇α∇βFR = gtαgtβ(∂α∂βFR − Γλαβ∂λFR) = ∂2
t FR

−gµν∇2FR = −(∂2
t FR + 3H∂tFR)

Sumando todos los términos arriba desarrollados obtenemos:

0 =
1

2κ2
(−3H2) +

η

2

(
φ̇2

2

)
+
V (φ)

2
+ ξ[36Ḣ2 + 72ḢH2 + 36H4 + 12ḢH2 + 12H4

− 36Ḣ2 − 108ḢH2 − 72H4 − 12Ḣ2 − 24ḢH2 − 12H4 + 12Ḣ2 + 48ḢH2 + 36H4]

+ ξ̇[−36ḢH − 36H3 − 12ḢH − 36H3 + 12ḢH + 12H3 + 36ḢH + 72H3] + ξ̈[12Ḣ

− 24H2 + 12Ḣ + 24H2 + 24Ḣ + 24H2 − 12Ḣ − 12H2 − 12Ḣ − 12H2]− F (R)

2

+ 3(Ḣ +H2)F ′(R)− 3H∂tFR +
T tt

2

Organizando términos y sustituyendo −3H2 = 3(Ḣ +H2)−R/2, y Ṙ = 6Ḧ + 24ḢH; se llega a lo
siguiente:

0 =
1

2κ2
(−R+ 6(H2Ḣ))− F (R) + 6(Ḣ +H2)F ′(R)− 36(4ḢH2 +HḦ)F ′′(R) +

φ̇2

2

+ V (φ) + 24H3dξ(φ)

dt
− ρmatter

(C.4)
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La componente (µ,ν)=(i,j) de la Eq.(C.2), se desarrolla como sigue:

1

2κ2
(−Rµν +

1

2
gµνR) =

1

2κ2
(−Rij +

1

2
gijR) =

1

2κ2
(−giagjbRab +

δij

2a2
(6Ḣ + 12H2))

=
1

2a2κ2

[
−δiaδjb(Ḣ + 3H2)δab + δij(3Ḣ + 6H2)

]
=

δij

2a2κ2
(2Ḣ + 3H2)

η

(
1

2
∂µ∂ν(φ)− 1

4
gµν∂ρφ∂ρφ

)
= η

δij

a2

(
−1

4
gρa∂aφ∂ρφ

)
= η

(
1

4
φ̇2

)

1

2
gµν (−V (φ)− ξ(φ)G) =

δij

a2

(
−V (φ)

2
− 12ξ(ḢH2 +H4)

)

2ξ(φ)RRµν = 2ξ(6Ḣ + 12H2)giagjba2(Ḣ + 3H2)δab =
δij

a2
ξ(12Ḣ2 + 60ḢH2 + 72H4)

−4ξRµρR
νρ = −4ξgiaRaρg

jbgρcRbc = − 4

a2
ξδiaδjbδdc(Ḣ + 3H2)2δadδbc

=
δij

a2
ξ(−4Ḣ − 24ḢH2 − 36H4)

2ξRµρστRνρστ = 2ξgiagρβgσλgτγRαβλγg
jbRbρστ = 2ξ[giagttgcdgttgjbRatctRbtdt

+ gjbgiagttgttgcdRattdRbttc + giagcdgefghkgjbRadfkRbceh]

=
2

a2
ξ[δiaδcdδjb2(Ḣ +H2)2δadδbc + δjbδiaδcdδefδhkH4(δafδdk − δakδfd)

× (δbcδch − δbhδcd)]
(C.5)

Desarrollando la siguiente expresión,

δjbδiaδcdδefδhk(δafδdk − δakδfd)(δbcδch − δbhδcd) = δjbδiaδcdδhk[δafδdkδbeδch − δafδdkδbhδce
− δakδfdδbeδch + δakδfdδbhδce] = δieδchδjeδch − δieδchδ

j
hδce − δ

ihδceδjeδch + δihδceδjhδce

= 3δij − δij − δij + 3δij = 4δij ,

e introduciendola en la Eq.(C.5) se obtiene:

2ξRµρστRνρστ =
δij

a2
ξ(4Ḣ2 + 8ḢH2 + 12H4)

4ξRµρσνRρσ = 4ξgµβgαρgησgνδRβαηδRρσ = 4ξ[gimgjnRmttnRtt + gimgabgcdgjnRmacnRbd]

=
4

a2
ξ[−δimδjn3(Ḣ +H2)2δmn + δimδabδcdδjnH2(Ḣ + 3H2)δbd

× (δmcδan − δmnδac)] =
δij

a2
ξ(−12Ḣ2 − 32ḢH2 − 36H4)
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−2(∇µ∇νξ)R = −2R∇µ∂νξ = −2gµβR∇β∂νξ = −2gβνR(∂β∂
νξ + Γνtβ∂

tξ)

= 2R
δim

a2
Γjtm∂tξ = 2

δim

a2
δjmHξ̇R =

δij

a2
ξ̇(12ḢH + 24H3)

2gµν(∇2ξ)R = −2gij(ξ̈ + 3Hξ̇)R =
δij

a2
[ξ̈(−12Ḣ − 24H2) + ξ̇(−36ḢH − 72H3)]

4(∇ρ∇µξ)Rνρ + 4(∇ρ∇νξ)Rµρ = 8(∇ρ∇µξ)gανgρβRαβ = 8gmjgpn(∂p∂
iξ + Γitp∂

tξ)Rmn

= − 8

a4
δmjδpnHξ̇δipa

2(Ḣ + 3H2)δmn

= −δ
ij

a2
ξ̇(8ḢH + 24H3)

−4(∇2ξ)Rµν = 4(ξ̈ + 3Hξ̇)giagjba2(Ḣ + 3H2)δab =
δij

a2
[ξ̈(4Ḣ + 12H2)

+ ξ̇(12ḢH + 36H3)]

−4gµν [∇ρ∇σξ]Rρσ = −4
δij

a2
(∂ρ∂σξ − Γλρσ∂λξ)g

ραgσβRαβ = 4
δij

a2
(−4∂t∂tξ + 4Γλtt∂λξ)Rtt

+
δij

a2
(−4∂k∂lξ + 4Γλkl∂λξ)δ

lnδkmRmn

=
δij

a2
[12ξ̈(Ḣ +H2) + 4Hξ̇δmnRmn]

=
δij

a2
[ξ̈(12Ḣ + 12H2) + ξ̇(12ḢH + 36H3)]

4[∇ρ∇σξ]Rµρνσ = 4[∂ρ∂σξ − Γλρσ∂λξ]g
iagραgjbgσβRaαbβ =

4

a4
∂2
t ξδ

iaδjbRatbt −
4

a2
δiaδceδjbδdf

× δcdH3ξ(δabδef − δafδeb) = − 4

a2
ξ̈δiaδjb(Ḣ +H2)δab −

4

a2
ξ̇H3(δijδcdδcd

− δidδcjδcd) =
δij

a2
[ξ̈(−4Ḣ − 4H2) + ξ̇(−8H3)]

1

2
gµνF (R) =

1

2

δij

a2
F (R)

−FRRµν = −δ
ij

a2
F ′(Ḣ + 3H2)

∇µ∇νF ′ = gµβ∇β∂νF ′ = gia(∂a∂
jF ′ + Γjat∂

tF )′ =
δia

a2
Hδja

(
−d

2F

dR2
Ṙ

)
=
δij

a2
F ′′(−6ḦH − 24ḢH2)
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−gµν∇2FR = −δ
ij

a2
(∂ρ∂

ρF ′ + Γρtρ∂
tF ′) =

δij

a2
(∂t∂tF

′ + 3H∂tF
′) =

δij

a2

(
d2

dt2

(
dF

dR

)
+ 3H

d2F

dR2

dR

dt

)
=
δij

a2

(
d

dt

(
d2F

dR2

dR

dt

)
+ 3HF ′′Ṙ

)
=
δij

a2
(F ′′R̈+ F ′′′Ṙ2 + 3HF ′′Ṙ)

=
δij

a2
[36F ′′(Ḧ + 4ḢH)2 + F ′′(6

...
H + 42ḦH + 24Ḣ2 + 72ḢH2]

Tµν

2
= gµβgνα

Tβα
2

= gibgja
Tba
2

= gibgjagba
pmatter

2
=
δij

a2

pmatter
2

Sumando los términos anteriormente desarrollados obtenemos:

0 =
1

κ2
(2Ḣ + 3H2) +

η

2
φ̇2 − V (φ)− 16

dξ(φ)

dt
(ḢH +H3)− 8H2d

2ξ(φ)

dt2
− F ′(2Ḣ + 6H2)

+ 12F ′′(
...
H + 6ḦH + 8ḢH2 + 4Ḣ2) + 72F ′′′(Ḧ + 4ḢH)2 + pmatter



Apéndice D

Ecuaciones de movimiento para el
campo escalar φ

Al variar la acción C.1 respecto al campo escalar φ, con ayuda de las ecuaciones de Euler-
Lagrange (2.20) se obtiene:

η∇2φ− V ′(φ) + ξ′(φ)G = 0 (D.1)

Debido a que el campo escalar φ solo depende del tiempo, la componente temporal de (D.1) esta
dada por:

−η(φ̈+ 3Hφ̇)− V ′(φ) + 24ξ′(φ)(ḢH2 +H4) = 0 (D.2)
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