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Introducci On

El disého y sintonizadn del reguladobptimo cuadaticoLQR se hace buscando los elementos de las matrices
Qy Rque lo caracterizan. Normalmente lasgueda de los pametros de dichas matrices se hace a pruebay
error de modo que encontrar un punto de opéraeidecuado para este controlador se vulve tedioso y en la
mayoiia de las veces ineficiente. Surgé lasnecesidad de implementar una metod@aterativa autnoma

gue sea capaz de entregar los valores de las ma@igeR en forma apida y que cumplan con condiciones de
diseio impuestas. Debido a lo anterior se propone @iogho llamado algoritmos géticos.

Los algoritmos gegticos son unaécnica de bsqueda y optimizaén basada en la selebai natural de las
especies, expuesta por Darwin. Gracias a la robustez gsenas estos algoritmos son aplicados a un sin fin
de problemas con tiempo de respuesta muy competitivos cas Btnicas de optimizagn, Sin dar mucha
importancia que tan compleja sea la fubrca optimizar.

Por lo anteriormente expuesto se decide orientar estgdraplicando los algoritmos géticos a la sintoniza-
cion del reguladobptimo cuadatico LQR

Capitulo 1: se realiza el modelo matético de la planta (puente (ga), se obtiene adeam, las ecuacio-
nes de espacio de estados tanto en tiempo continuo comonepotidiscreto. Por ultimo se obteiadta
respuesta en lazo abierto de la planta ante una entradarescetario para el sistema.

Capitulo 2: en este capitulo se mostéael desarrollo del controlador LQR, porque debe ser simtoni
do, indices de desemfe, su descripéin por medio de las matrices Q y R y por ultimo la forma de ser
implementa tanto en tiempo continuo como discreto.

Capitulo 3: se da conocer los conceptos generales de los algoritmd@dicms) su forma de operar, por-
que son eficientes comédnica de optimizabn y lo que se debe tener en cuenta al momento de implementar
estos algoritmos, para hacer de ellesricas eficientes y que las respuestas halladas 6pimas”.

Capitulo 4: se aplica la sintonizagh del controlador LQR. Primero se haa prueba y error, propio de
las €cnicas de dig® LQR para la determinami de las matrices de peso Q y R., luegdagdos algoritmos
gereticos que sustituyen al procedimiento de prueba y errdnateuna descripbin de la forma en la cual el
algoritmo gektico encuentra los mejores valores que componen las ema@iy R.

Capitulo 5: se mostrax los resultados con la sintonizani del LQR dada por los algoritmos géficos.
Se haa una comparaén de los diferentes resultados y se conéldie acuerdo a estos.

X1



indice de tablas

X1V



1. MODELO MATEM ATICO DE LA PLANTA F iSICA (PUENTE GRUA)

En la figura 1.1 se muestra una foto del modelo a escala y en la figuPse presenta un esquema del sistema
real del puente gra, en el cual se llevan a cabo las pruebas de sintonibacilel controladoL QR por medio
de los algoritmos gefticos y se ham las pruebas sobre el sistema real.

Figura 1.1.: Foto del sistema real

placa de montaje
de motor Rueda

Punto de dentada

1 ‘ FAl.
(—)—‘ ElFeedback
Brazo del péndulo
Ajuste de tension. Cinta de datos
de la banda

wan Soportes
ajustables

Figura 1.2.: Esquema sistema real.



1. Modelo materatico de la plantaisica (Puente @)

1.1. Informacion general del fabricante del puente gha

El modelo a escala del puentdigres la unidad de la empresa FeedBack Instruments Ltd.iEsima consiste
en una barra montada en un carro que a su vez se desplazasoiglecuando es impulsado por un motor de
corriente continua a tré&s de una banda. Para controlar la osdladle la carga el carro es impulsado hacia
adelante y hacia &is a traes del riel el cual contiene finales de carrera para limitan@limiento horizontal
del carro.

El modelo del puente ga hace uso de encoders incrementales de naturéfgiza para determinar la
posicibn del carro y ebngulo del pendulo. Esta lectura de la pdsicse realiza por medio de dos ases de luz,
emitidos desde las fuentes (A y B) a tesvde un disco con ranuras. Las ranuras tienen una diferdméése,

de modo que las #ales edctricas de los receptores (A y B) son ondas rectangularesr@diferencia de fase.
El signo de la diferencia de fase permite conocer la diéecde movimiento del carro.

Fuente Receptor
infrarroja Infrarrojo

Divisiones

Disco de
codigos

k4

v

Figura 1.3.: Sensor de posion.

La sdial de control se efia desde el computador hacia el conversor de la tarjeta désacign de datos.
La salida del conversdd/A va a la entrada de amplificador que impulsa el motor de cderieontinua. La
interfaz del amplificador y codificador se encuentran en@jjit de control delgndulo. Que eétequipada
con dos interruptores: el interruptor principal de alinaeiin y el interruptor para cortar la potencia de motor
de corriente continua. En los extremos del riel hay dos findéecarrera que cortan la alimentactidel motor
cuando el carro alcanza estos puntos.



1.2. Modelo no lineal del sistema

Banda
; _I r Limite

Final de s Carro /

carrera
Riel

Péndulo _/'r

Figura 1.4.: Sensores de puntdsrlite.

1.1.1. Paémetros entregados por el fabricante

Los padmetros dados en la tablal son los encontrados en el manual de la unidad 33-200 (DRgadlulum
Mechanical Unit), son dichos pgametros los usados para el modelado matam del sistema y posteriores
simulaciones y sintonizaciones para la implemegtadiel controlador.

| Parametro | Valor |
Limites del riel +0.5 [m]
Gravedad (g) 9.81 3
Distancia del eje de rotamn al centro de mas&)(| 0.3434[m|
Masa del carroNlc) 1.12[Kg
Masa de la cargarg) 0.11 [Kg
Magnitud de la fuerza de control 17.0 [N]
Momento de incercial] 0.0136[Kgn¥]
Coeficiente de fricéin de rotadn (fp) 0.007 ['ﬁf—;‘z]
Coeficiente de fricéin del carro §¢) 0.05 [Nms]

Tabla 1.1.: Paametros del puente @a dados por el fabricante.

1.2. Modelo no lineal del sistema

El siguiente modelo mateatico representa la damica del sistema (Puentelig) por medio de un conjunto de
ecuaciones diferenciales que con un detalle lo bastantarceial modelo exacto describen el funcionamiento
de la planta. Dichas ecuaciones se obtienen aplicandoylas fsicas que rigen los diferentes componentes,
para el sistema de la figurd.5 planteado en este trabajo se emgdarsegunda ley Newtory F = ma). Se
realiza un aalisis de diagrama de cuerpo libre. Separando para estetdsgrama de fuerzas del carro del
diagrama de fuerzas de la carga. Esta descompadiigl sistema se puede apreciar en las figuréy 1.7.



1. Modelo materatico de la plantaisica (Puente @)

Mc

[ I JL ]

....-»/
o

Figura 1.5.: Diagrama del sistema (puentdig).

La figura 1.6 muestra el diagrama de cuerpo libre del carro

T——>x he— —> U0
vV
e O O
Y
Mc*g

Figura 1.6.: Diagrama de cuerpo libre del carro.

Realizando suma de fuerzas»een el carro se tiene

+

iFX:ma

Ut)—F —H = M

La figura 1.7 muestra el diagrama de cuerpo libre de la carga

(1.1)



1.2. Modelo no lineal del sistema

ml*g

Figura 1.7.: Diagrama de cuerpo libre de la carga.

Realizando suma de fuerzas»en la carga se tiene

+

> Fc=ma
d2
H :mw(x—lserﬂ) (1.2)

Realizando suma de fuerzasyen la carga se tiene

+1YR=ma
d2
V-mgR=m a2 (IcosB) (1.3)
Donde

2

%(x— Iserf) = x—8cosh + | 6%serd

2 . .
%(Icos@) = —1@serf —16%cos

Haciendo suma de momentos en el centro de masa de la cargaese ti

ZM:JQ

J8+Dp—Hlicos +Vliserf =0 (1.4)



1. Modelo materatico de la plantaisica (Puente @)

DondeDy, es la friccbn rotacional

Despejanddd de las ecuacioned (1) y (1.2) e igualando se tiene:

U(t) —F = (Mc+m)%+ml(62serd — Bcoh) (1.5)
DondeF; es la friccbn rotacional

Fr = fex
Despejanddd de las ecuacioned Q) y (1.3) y reemplaandolas en la ecudmni (1.4) se tiene:

J6+ fp0 —mylcosd (X — | Bcosd + 6%serd) +Iserd [mg+m| (Bserd + 6%co)| =0 (1.6)

Las ecuacionesl(5) y (1.6) describen el modelo del sistema, el cual es claramentenealldebido a las
multiplicaciones entre las variables de estados y8awminos al cuadrado que tienen las misma. Para plantear
un esquema de control lineal es necesario linealizar ersstalrededor de un punto de opedacies decir,
utilizando el controladotQRY ad obtener las respuestas deseadas.

1.3. Modelo linealizado del sistema

El sistema se puede linealizar reemplazasihgf) y cog60) de las ecuacioned ) y (1.6), por el primer
término que se obtiene de la serie de Taylor de estas funcibagseries de Taylor para las funciones seno y
coseno alrededor de cero son:

93
92
cosB:lfiJr...

Suponiendo que &lngulo® no es mayor a 15 se puede decir que:

serf =~ 0
serf =0
coh =1
62~0

Las ecuaciones que se obtienen del sistema linealizadas@clacioned (7) y (1.9):

U(t) — fox= (Mc+m)%—ml8 1.7)

30+ fp6 — mls+ml20+16mg=0 (1.8)



1.4. Modelo lineal del sistema en ecuaciones de estadorapdieontinuo

Despejanda de la ecuadn (1.7) se tiene:

U(t) fe . ml

= - 1.9
Mc+m Mc+m Mc+m (1.9
Despejandd de la ecuadin (1.8) se tiene:
. f ;
oM _Img P (1.10)

= X— —
J+ml2” J4+ml? J+ml2
Se simplifica las ecuaciones con las siguientes constantes

a1
~ Mc+m

fc
b:
Mc +my

c= m
Mc+m

m
d= —+
J+ml?

_Img
~J+ml2

_ fp
~ J+ml2

Renombrando las ecuaciondsd) y (1.10 a partir de las constante anteriormente nombradas se tiene

%= aU(t) —bx+ch (1.11)

f=dx—e—f0 (1.12)

De las ecuacioned (11) y (1.12 se obtiene:

., a b . cf . ce
Xil—cdu(t)fl—cdxf 1—cd671—cd6 (1.13)
.. ad bd . fo. e
6):l—cdu(t)fl—cdxfl—cdefl—cde (1.14)

1.4. Modelo lineal del sistema en ecuaciones de estado en tEmtontinuo

A partir de lo expuesto en el @pdiceA.9.1se puede representar las ecuaciones diferenciales expaestrior-
mente en un sistema de ecuaciones en el espacio de estadosipgalificar en gran medida la representaci



1. Modelo materatico de la plantaisica (Puente @)

matenatica de los sistemas de control.
Definiendo las variables de estado para el sistema del pgarde

X1 =X
X1=5(=X3
X3 =X
X2=9
X2=é=X4
X4 =0

Lo cual corresponde a tener:

X1 X Posicior{Carro)
X2 6 AngulgPendulg

= . 1.15
X3 Vpuente - VelocidadCarro) ( )
X4 Wpendulo VelocidadAngular)

Se obtiene el sistema en ecuaciones de estad6)(

% 0o o0 1 0 x1 0
' 0o o 0 1 0
Cl=lg _ee o ot || 2]+] & VO (1.16)
o T ThE o | T
X4 0 T 1-cd 1-cd ~ 1-cd X4 1-cd
X1
100 0]| % 0
- Ut 1.17
y {0100] Xa +{o] ®) (¢.17)
X4

1.4.1. Ecuaciones de estado a partir de los datos del manual

De la ecuadin de estadosl(16) y los valores de los pametros de la tabldl.1 se obtiene las ecuaciones de
espacio de estados en su valor @uito.

X1 0 0 1 0 X1 0
X2 | |0 0 0 1 Xo 0
% | ~| 0 —04473 —00425 —00085 || x | 7| 08501 |V (1.18)
% 0 —145813 —0.0604 —02758 ) | xs 1.2084
X1
100 07| x 0
y_{o 10 o] Xa +[0]U(t) (1.19)
Xa



1.4. Modelo lineal del sistema en ecuaciones de estadorapdieontinuo

Los polos del sistema en lazo abierto se muestran en la figl8a los cuales presentan la inestabilidad del
sistema, por estar ubicados sobre le eje imaginario.

Polos del sistema en lazg abierto (Datos manual)

6 i
w *x Plano s
4 - .
2 L .
i)
g
5 of X—> >
£ Re
_2 - .
_4 - 4
X
-6
-5 0 5
Real

Figura 1.8.: Polos del sistema en lazo abierto continuo (Datos manual)

Los valores de los polos de la figuda8son: Y de las ecuaciones en el espacio de estados se puenerdase
funciones de transferencia del sistema:

Funcbn de transferencia de la poginicon respecto a la entradds):

X(s) 0,8132%+1,0943
U(s) s*+0,040%3 +1,34652 +0,054%

Funcbn de transferencia dahgulo con respecto a la entrddés):

0(s) 0,11165
U(s) s*+0,0407%3 +1,34652 +0,054%

w

Aungue en la ecuadn salida del sistema en espacio de estados se tienen dimssalay que aclarar que la
salida sef la variable posiéin y elangulo es una variable que aeegulada en este caso.

1.4.2. Ecuaciones de estado a partir de los datos del realegustados)

De la ecuadn de estadosl(16) y los valores de los pametros de la tabldl.2 se obtiene las ecuaciones de
espacio de estados en su valor @uito. Los valores nuevos de los paretros se muestran en la taldl&



1. Modelo materatico de la plantaisica (Puente @)

| Parametro | Valor |
Limites del riel +0.5 [m]
Gravedad (g) 9.81 3
Distancia del eje de rotamn al centro de masa)( 0.3434[m|
Masa del carroNlcarro) 61925(g]
Masa de la tapaMapa) 90.55[g]
Masa de los posicionadored fosicionadore} 134.05g]
Masa del carro Total) 0.84385[K(]
Masa de la cargarg) 0.013[Kg]
Magnitud de la fuerza de control 17.0[N]
Momento de incercial] 0.00001[Kgnr]
Coeficiente de fricén de rotadn (fp) 0.0000093] fgdf}
Coeficiente de fricdn del carro ;) 0.67 1]
Tabla 1.2.: Paametros del puente @a reales.
Xl 0 0 1 0 X1 0
X2 0 0 0 1 X2 0
. = t 1.2
% 0 -01501 -07939 0 xs | 7| 11849 |V (1.20)
Xa 0 —288497 —2.2995 —-0.0061 Xa 3.4322
X1
[1 00 0]| % 0
y{o 10 0] Y +[O]U(t) (1.21)
X4

Los polos del sistema en lazo abierto se muestran en la figudalos cuales presentan la inestabilidad del
sistema, por estar ubicados sobre le eje imaginario.

10



1.5. Modelo lineal del sistema en ecuaciones de estadorapdidiscreto

Polos del sistema en lazp abierto (Datos Reales)
6 —
jw
X Plano s
4 - u
2 - u
e
g
? O —_ < %
£ e
_2 - 4
_4 - .
X
-6
-5 0 5
Real

Figura 1.9.: Polos del sistema en lazo abierto continuo (Datos Reales)
De las ecuaciones en el espacio de estados se puede obseineclanes de transferencia del sistema:

Funcbn de transferencia de la poginicon respecto a la entradds):

X(s) 1.185* 4+ 0.00715&
U(s) s*+0.8s%+28.85¢2+ 22565

Funcbn de transferencia dahgulo con respecto a la entrddés):

0(s) 3.43%2
U(s) s*+0.8s%+28.8582+ 22565

w

Aungue en la ecuatn salida del sistema en espacio de estados se tienen dimssaly que aclarar que la
salida sefi la variable posi@in y elangulo es una variable que aeegulada en este caso.

1.5. Modelo lineal del sistema en ecuaciones de estado en tpniscreto

Dado que el control se realizara mediante un computadoregspe 6lo puede operar con datos discretos, es
necesario discretizar el sistema continuo expuesto erctoseanterior.

A partir de lo expuesto en el apdiceA.9.2 podemos mateaticamente describir el sistema discreto con base
al sistema continuo, de modo que utilizando las ecuaciones fpansformar el sistema a tiempo discreto,

obtendremos lo necesario para poder realizar un contridhdig

Matlab permite realizar el procedimiento deléapice A.9.2 de manera dcil utilizando el toolbox de
control, el cual discretiza el sistema a partir de la ecuacionesampty continuo mostradas anteriormente.

11



1. Modelo materatico de la plantaisica (Puente @)

Por lo tanto, lo primero que hay que hacer es convertir eérsigtde ecuaciones de continuo a discre-
to.

Para ello, utilizaremos la funmn de Matlab c2dm. La funch c2dm convierte las matrices que definen un
sistema continuo en variables de estado, en uno discretmjiersdo una frecuencia y unatodo de muestreo
determinado.

Para usar c2dm, se debe especificar seis argumentos: cugtioes de variables de estagaB,C, D], el
periodo de muestred, en sec/muestra), y el@odo de muestreo.

Periodo de muestreo

La selecabn apropiada del periodo de muestreo es una decision muytiamp® en sistemas controlados por
computador.

Los tiempos cuando lasfales medidas se convierten a la forma digital son llamamtoisstantes de muestreo;
el tiempo entre las muestras sucesivas se llarparf@do de muestreo

Un peiiodo de muestreo demasiado largoghianposible reconstruir la &al en tiempo continuo. La opm del
peliodo de muestreo depende en gran medida delygitipdel sistema.

Es (til caracterizar el péodo de muestreo con una variable que sea de libre dig®ensique tenga una
buena interpretaon fisica. Para los sistemas oscilatorios, es natural noraratian respecto al pedo de
oscilacbn; para los sistemas nonoscillatorios, el tiempo de suésdan factor natural de la normalizawi
Ahora introducimosN, como el imero de péodos de muestreo por tiempo de subida, donde el tiefppo
sera el periodo de muestreo, se tiene la ecmegue determina la seleéci del periodo de muestreo.

_ Tm

N=h

(1.22)

De lo anteriormente expuesto surge el criterio de Shannauat expresa que es conveniente elegir una fre-
cuencia de Shanndifsh=fn/2) entre 5y 10 veces superior a la frecuencia de corte del fifttialasing.

A su vez, el filtro antialiasing debe tener un ancho de banda @6 veces mayor que el ancho de banda del
sistema para no alterar significativamente el margen deltssgstema comprometiendo la oscifato incluso

la estabilidad.

Entonces utilizando la ecudci (1.22 y corroborando el criterio de Shannon, se supargire el tiempo de
establecimiento en lazo cerrado es muy cercano al proppestl diséio, se obtenda un tiempo de muestreo
deTy,=50ms

M étodo de muestreo

El método que se usara &egl retenedor de orden cero “zoh” (zero-order hold). Es&d osado en la fcti-

ca; recibe como entrada unaiséanabgica y mantiene dicha 8el en un valor constante durante un tiempo
especifico, es decir mantiene la salida constante entaniiestde muestreo.

12



1.5. Modelo lineal del sistema en ecuaciones de estadorapdidiscreto

0.75F-----

0.5F-----

0.25F-----

|

L D R
o F-—--

— -

Figura 1.10.: Retenedor de orden 0

La respuesta impulsional, figura. 10 puede descomponerse en un gstahenos un esaah retrasadd,. Su
transformada de Laplace es la fumide transferencia:

1-e s

Ro(s) =~

Su respuesta en frecuencia, corresponde a un filtro pasadajque ni mucho menos ideal. La ganancia
eshtica esTm y la fase vaia linealmente con la frecuencia: “retardo de griipg2”.

El resultado dec2dm sei&n cuatro matrice$F, G,H,J] que definen el sistema introducido pero en tiem-

po discreto.
Definiendo las variables de estado para el sistema del pgerie

Lo cual corresponde a tener:

x1(K) X Posicior{Carro)

xo(k) | _ 6 AngulgPendulg

xa(k) | ~ | Vpueme |~ VelocidadCarro) (1.23)
(k) Wpendulo VelocidadAngular)

Se obtiene el sistema en ecuaciones de estadd){(

xu(k+1) 0o o 1 0 X (K) 0
1
(k) | 10 0 0 L e 110 Ty (1.24)
X3(K+1) 0 —1c T T T—cd x3(K) ¢
Xa(k+1) 0 %@ —Ta —1Tal Lk T cd

13



1. Modelo materatico de la plantaisica (Puente @)

x1(K)
xo(K) 0
x3(K) - [ 0 }U(t)
x4(K)

1.5.1. Ecuaciones de estado a partir de los datos del manual

De la ecuadin de estadosl(24) y los valores de los pametros de la tablal.1 se obtiene las ecuaciones de

espacio de estados en su valor @uito.

xq(k+1) 1 —0006 Q0499 0 %1 (K)
Xo(k+1) | _| 0 09819 —0.0001 00494 || (K |
xa(k+1) | ~ | 0 00221 09979 —0.0010 | | xa(k)
xa(k+ 1) 0 —0.7196 —0.0030 09683 | | x4(K)
x1(K)
_ 1 0 0 O x2(K) 0
=101 0 o) | |*lo]u®
xa(K)

Los polos del sistema en lazo abierto se muestran en la fifjukd los cuales presentan la inestabilidad del

sistema, por estar ubicados sobre el circulo unitario.

De las ecuaciones en el espacio de estados se puede obseneclanes de transferencia del sistema:

Polos del sistema en lazp abierto (Datos manual)

0.0011
0.0015
0.0424
0.0596

Plano z

Imaginario

0
Real

Figura 1.11.: Polos del sistema en lazo abierto discreto (Datos manual)

Funcbn de transferencia de la poginicon respecto a la entrad4s):

14




1.5. Modelo lineal del sistema en ecuaciones de estadorapdidiscreto

X(z)  0.00106% —0.001012% — 0.00102%+ 0.001047
Uz 7 +0,04072 + 1,34622 40,0547z

Funcbn de transferencia dahgulo con respecto a la entrddéS):

6(z)  0.00149&*—0.001506° —0.001482+ 0.00149
U(z)  7#-39488+5.882—3917z+0.9842

Aungue en la ecuagn salida del sistema en espacio de estados se tienen dizssadicordando que la salida
sei la variable posiéin y elangulo es una variable que aeegulada en este caso.

1.5.2. Ecuaciones de estado a partir de los datos reales (sjados)

De la ecuadn de estadosl(24) y los valores de los pametros de la tablal.2 se obtiene las ecuaciones de
espacio de estados en su valor @uito.

xq (k+1) 1 —0.0002 00490 0 x1 (K) 0.0015

X(k+1) | | 0 09642 -00028 00494 || so(k) | | 00042 | (1.28)

Xa(K-+ 1) 0 —00073 Q9611 —0.0002 | | xs(k) 0.0581

Xa(K+ 1) 0 —14246 —0.1113 09639 Xa(K) 0.1662
x1(K)

[1 0 0 07| x(k) 0

y{o 1 0 0] xa(K) +{O}U(k) (1.29)
X4(K)

Los polos del sistema en lazo abierto se muestran en la fifjra, los cuales presentan la inestabilidad del
sistema, por estar ubicados sobre el circulo unitario.
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1. Modelo materatico de la plantaisica (Puente @)

Polos del sistema en Iaz? abierto (Datos Reales)

A

Plano z

Imaginario

0
Real

Figura 1.12.: Polos del sistema en lazo abierto discreto (Datos Reales)

De las ecuaciones en el espacio de estados se puede obsdfueclanes de transferencia del sistema:

Funcbn de transferencia de la poginicon respecto a la entraddz):

X(zZ)  0.001462° —0.001377 —0.00132%+0.001442
U(z 7438898457422 —3.81%+0.9608

Funcbn de transferencia déhgulo con respecto a la entrddéz):

6(z)  0.00420& —0.004264° —0.00409Z+ 0.004153
Uz Z-3.88%3+57422—-3.813%+0.9608

Aunque en la ecuagn salida del sistema en espacio de estados se tienen dizssaticordando que la salida
sei@ la variable posicin y elangulo es una variable que &eegulada en este caso.

1.6. Respuesta en lazo abierto frente a una entrada impulso

Estas respuestas son usadas para analizar el comporifsert real del sistema ante una determinada entra-
da, en este caso un impulso. Adesrpuede ser de gran ayuda como uiars inicial al sistema de control que
se quiere implementar.

1.6.1. Respuesta a partir de los datos del manual

La respuesta del puentelgr ante un impulso teniendo en cuenta los valores de I@srmdros dados en la
tabla 1.1entregados por el manual, se muestra en las figlira8y 1.14 Esta entrada impulso ocasiona un

16



1.6. Respuesta en lazo abierto frente a una entrada impulso

Posicién del Carro
0.6 T T

Posicién [m]
o
w

6 8 10 12 14 16 18
Tiempo [s]

Figura 1.13.: Salida de la posiéin ante la entrada impulso.

movimiento del carro el cual puede ser visto en la figdra3 al tiempo que en elgndulo (carga) se genera
oscilacbn como se ve en la figura.14

La saturaddn de la figura 1.13 se debe a los limitesisicos del modelo a escala del puentéagrEn la
figura 1.14 se observa una osciléci que se atdra a medida que pasa el tiempo debido al coeficiente de
friccibn angular que posee la polea en el eje de rotaci

1.6.2. Respuesta a partir de los datos reales (ajustados)gsldel modelo a escala del puente grua

La respuesta del puentelgr en lazo abierto ante un impulso en el modelo real era difeigue la respuesta
anteriormente mostrada, en consecuencia se debe repazamlets valores de los pametros entregadas por
el manual para poder tener respuestas similares entre elonaal y el simulado.

Los valores de las masas fueron obtenidos pesando cada memeadvil del puente giia “El carro” y “El
pendulo” por separado.

Los valores del momento de inercia dédnglulo, la friccon para el carro y delgndulo se obtuvieron a
partir de simulaciones hasta obtener un comportamiengazjolar al del modelo real. Lo cual entrega un sistema
de ecuaciones en el espacio de estado diferente del sisees@udciones obtenidos a partir de los datos del
manual, tanto para el caso continuo como para caso el casetdis

Este nuevo sistema de ecuaciones se muestra en las ecgadid@®® y (1.28. Las respuestas obtenidas

del modelo simulado reparametrizado y del modelo real, sstraien las figurad.15y 1.16para el sistema
simulado y en las figurag.17y 1.18para el sistema real.
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1. Modelo materatico de la plantaisica (Puente @)

Oscilacion del Péndulo
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Figura 1.14.: Salida defangulo ante la entrada impulso.
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Figura 1.15.: Salida de la posiéin ante la entrada impulso con paretros ajustados.
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1.6. Respuesta en lazo abierto frente a una entrada impulso

Oscilacion del Péndulo
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Figura 1.16.: Salida delangulo ante la entrada impulso con @aetros ajustados.
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Figura 1.17.: Salida de la posiéin ante la entrada impulso del modelo a escala del Puefite Gr
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Modelo materatico de la plantaisica (Puente @)
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Figura 1.18.: Salida delangulo ante la entrada impulso del modelo a escala del Puetite Gr



2. CONTROL OPTIMO CUADR ATICO LQR

2.1. Control 6ptimo

Los Ingenieros eéh capacitados para resolver problemas que resultanrdente en la industria, los cuales

son variantes de soluciones ya encontradas de modificaciouee surgen para los diferentes procesos. De
manera que las nuevas soluciones deben ser mejoées efitientes y menos costosas que las anteriores,
para que de esta forma puedan superar las anteriores y asolweinnar los nuevos problemas que se presenta.

Con la utilizacon de herramientas matéticas, y simulaciones se pueden encontrar las soluciomes b
cadas de manera interactiva de evaloiagi error, hasta encontrar una sofutgue se ajuste a la buscada. Pero
esto tamk&n se ha vuelto un problema en el camino deladueda de las soluciones, por el alto esfuerzo
matenatico que se debe realizar, el tiempo que demoran ealoslos debido a que hay que evaluar y descartar
un gran espacio de soluciones y volver a retomar el problersilir acotando este espacio y al final decidirse
por una solu@n que cumpla con lo deseado, aunque no se tenga conocirs@nosi esta saladptima. Por
esta ragn el ingeniero se ha preocupado por buscatatios mateiticos que puedan usarse para encontrar
las mejores soluciones entre muchas a escoger sin tenerngueeir y evaluar exitamente todas las
alternativas que se le presenten, resultanddaasécnicas de optimizagn, las cuales, adeéis de entregar
resultados buenos, estos@etos ‘Optimos” para un problema especifico.

La necesidad de optimizar los sistemas de control fue sudgielebido a que los problemas queisen
estos sistemas eran solucionados de forma interactivarsen terteza si la respuesta encontrada aunque fuera
buena y cumpliera con la soldci del problema (especificaciones de diefuera labptima. El principio de
optimizacbn nacb en el siglo XVII cuando se vio la necesidad de determinal, @ntre todas las trayectorias
posibles, era la que llevaba a una parfa (sin rozamiento) en el menor tiempo posible, desdeuwmopA

a un puntoB en el mismo plano vertical y sujeta a la dotide la gravedadgste fue llamado el problema
del Braquistocrono, el cual tamk&n dio paso al nacimiento d&IONTROL OPTIMO . Cuando se desea
optimizar un resultado que hace parte de un sistema, emheprique se debe pensar es en tener una ‘Ganci
objetivo”, la cual ayuddr a encontrar el resultado queasnse ajuste a las necesidades defidiseomo lo
pueden ser: el costo, el tiempo de disgla rapidez en la respuesta de un sistema, etc., tal quarables

A

M \ B

Figura 2.1.: Braquistocrono.
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2. ControlOptimo CuadaticoLQR

asociadas a este sistema, expresadas en forma de ecuacioeesaciones algebraicas, relacionadas mediante
expresiones matemticas que describen el comportamiento de un sistési@f minimicen o maximicen esa
funcion objetivo.

El control optimo es una te@ que tiene como pr@gito la maximizacion o la minimizacion de un
indice de desempe que tenga que ver con alg proceso. Es decir, lo que se pretende es encontrar unas
condiciones de funcionamientiptimas para el sistema, la cual este sujeta a determinad@rfude costo
(indice de desempe) y que debe cumplir con un conjunto de restricciones diiprdo del sistema a optimizar.

Una de las grandes ventajas del contbptimo es la capacidad que tiene para ser implementado en la
solucbn de problemas con modelos que poseéittipies entradas y salidas, adasnde condiciones iniciales
diferentes de cero.

La finalidad que tiene el contr@lptimo en los sistemas de control aufttino es poder determinar gsdiales

de control van a causar que el proceso satisfaga ciertascasies fsicas, y al mismo tiempo alg criterio de
desempio, donde la bsqueda de estasfEdes puede ser descrita por una curva o trayectoria, yaséaua o
discreta, la cual sara solucbn 6ptima bajo un determinadodice de desempe J descrito de la forma de una
funcion real definida sobre un determinado dominio de funcion&sgcyal optimiza una determinada fumi

gue normalmente estefinida por medio de una integral. De manera que la apbicats las mateaticas a la
teoria de control, se convierte en un pilar fundamental paraifgbeda de soluciones a problemas diversos,
donde lo primero que se debe tener en cuenta al momento darks@uaciones, es analizar una situeci
determinada la cual permita identificar el problema y lashpes variantes que se pueden plantear para la
blsqueda de una soldci que conlleve un buen deserfipalel proceso o planta a controldt1]22,23]

2.2. Modelado

En este punto, los @iodos matedticos permitian encontrar un modelo del sistema o de la planta estudiada y
analizar sus propiedades, para poder compararlo con idaéajl ver q& tan preciso es con respecto al ver-
dadero comportamiento de esta planta. Pero, existe elgmabile que, en cuantcasirealista sea un modelo,
mas complicado sary por consiguiente los medios de estudic@aeansuficientes y se dificultaresolver las
ecuaciones matemticas que lo describen.

Cominmente, para cualquier sistema controlado se puede @squgecamino se desea seguir para pa-
sar de un estado inicial hasta otro, mediante dispositieosoditrol. Para elegir entre los diferentes caminos,
se puede asignar dlg valor para pasar por cada uno de ellos, tal como el tiensmscurrido en alcanzar el
objetivo, el gasto de combustible y la cantidad de eiaanglizada. De esta forma loas bgico, es seleccionar
el camino por el que se deba incurrir con el menor precio pmsilse cumpla con las restricciondsias e
impuestas por el di$®. Lo cual da la propiedad de los problema<Caatrol C)ptimo.

Para la utilizadin de las écnicas de controbptimo, primero se debe tener un modelo mdteoo en la
forma de variables de estado, el cual dispone de una infuaésta adecuada para el estudio de sistemas
lineales y no lineales, y que a su vez describa el sistemaaa. tt#ilizando medios mateaticos lasicos, es
imposible tratar de solucionar un problema de control aatan, cuando este es de tipo MIMO (iMiples
entradas, riltiples salidas), asjue se debe delimitar el problema para tratar de obté@hecierta informadn
acerca de su comportamiento, lo suficiente para que se poefitamar un modelo mateatico fiable y sencillo
gue reduzca losadculos y escoger unéctnica de contrabptimo apropiada.

22



2.3. Optimizaddn en sistemas de control autatico

El estado de un sistema es un conjunto de valeg€s),x(t)---X,(t) los cuales son determinados para

t > tg conociendo sus valores inicialesten tg y especificando las entradas del sistema paréy; y ad tener

las herramientas con las cuales se patiscribir el sistemadico en forma mateética, donde hay que tener en
cuenta, el incluir en el modelado y en el disadel controlador todas las variables que afectan las cpees

del sistema; ya que al dejar de lado las variables impogaesto puede llevar a solucionesbeas contrarias

al sistema real. El prdysito del control autotico esta dato por el deseo de llevar un proceso, mediact@lel

se ejerza una influencia sobre su comportamientandico (que varia con el tiempo) de un estado a otro, para
alcanzar un prapsito previamente fijado. Una clase importante de modelasstiemas diamicos controlados,

se representan maté@bttamente por una ecuaaidiferencial erR” de la forma:

X(t) = f(x(t),u(t) (2.1)

Donde la diamicaf es una fund@n que satisface condiciones adecuadas yflalsge controlu pertenece a
una familia especidll de funciones con valores en un subconjunto R8eUna vez elegido un contrai, el
sistema de la ecudm (2.1) determina una trayectoria o estadoon condicbn inicial Xo en el momentdy. Lo
cual se representa para sistemas de control lienal pobleside estado de la forma de las ecuacio8e3 y

(2.3:

X(t) = Ax(t) + Bu(t) (2.2)
Y = Cx(t) + Du(t) (2.3)

2.3. Optimizacion en sistemas de control autor@tico

Despies de obtener el modelo matatico bajo las especificaciones de la represeditade sistemas en el
espacio de estados, el cual da una desd@nipaproximada del modelo real, y teniendo en cuenta lasgutages
gue esta representacitiene, la cual se planteo enfatexq se entra a describir de gfiorma el controbptimo
entra a hacer parte de la forma deshueda de nuevas soluciones para el control de sistenémsidos, donde
ya no solo se desea controlar dichos sistemas, si no queastiames de control se vuelvan lagtimas,
es decir, que laMedida de rendimiento sea un pametro para el disedor dondeéste debe escogerlo a su
criterio para optimizar un sistema. De manera quecantrol Optimo se define como aquel que minimiza
(6 maximiza) la medida de rendimiento.

Entonces los sistemas de contigtimo se basan fundamentalmente en &micas de optimizagn, las
cuales consisten en laibqueda del espacio de los @auetros variables del controlador “Que para este caso
es el LQR” en fundn de algin indice de desemjie, con el objetivo de minimizarlo o maximizarlo; donde la
mayoiia de los problemas de control autatico en los que se aplica urechica de contrabptimo consisten en
encontrar un control admisiblé que cause una trayectodatimax® que minimice la medida de rendimiento
J. y que a su vez se mantengan las condiciones necesarias igrdeficpara la existencia de un control
adecuado, con unicidad, y estabilidad para el sistema.

La forma mas utilizada para obtener una fuiici objetivo, es ajustar en el sistema real o utilizando un

modelo, las entradas y los pametros de los controladores. EI modelo a construir tamliebe poseer
ecuaciones de equilibrio, relaciones de g ecuaciones de propiedadesdas que describan los famenos
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2. ControlOptimo CuadaticoLQR

fisicos que tienen lugar en el sistema.

En tal caso, se requiere que el estado final se de en un tiefmpmany con el ninimo uso de enefg,
es decir, se desea minimizar una funrcgue depende del estado del sistempaéel controlu; la cual es llamada
la funcion de desemp#o:

tf
340 (to,x0) = £(X(t1)) + [ L(X(t),u(t))dt (2.4)
fo
Dondel y ¢ son funciones que satisfacen condiciones adecuadas. tétfiunrepresenta el costo incurrido
por el desplazamiento dey por la fuerza realizada dg mientras que la funon| representa la penalizaci
por la desviadin del estada; en el instante finak de un estado deseasp.

Los tipos de sistemas que se trabajan en problemas de caentimiratico eshn caracterizados por ser
sistemas diamicos, es decir, que sus respuestas son variables coimelotieEntonces lastnicas funda-
mentales de optimizaln que trabajan para sistemasagisbs “optimizaddn exacta” impiden que puedan ser
aplicadas para sistemas @inicos, ya que es imposible de obtener respuestas que es@gertemporalmente

el 6ptimo en una funéin objetivo. La optimizaéin diramica, en cambio, resuelve este problema al obtener
trayectorias temporales de cada variable en uogerpreviamente definido.

Uno de los netodos mas utilizados por los investigadores para estanigpiton, es el rdtodo de Pro-
gramacbn Dinamica desarrollado por Bellman en 1957. La preferencia gtar etodo ha sido determinada
por su facilidad para incorporar a los modelos la influeneigerturbaciones estasticas.

Desafortunadamente no siempre los problemas de controtepldos tienen una soléci cerrada, en ge-
neral, debido a las formas funcionales habitualmentezatihs para modelar la evolani del sistema, esto
presenta una falencia en la utilizénide este tipo deetnicas de optimizagn, resultando &da necesidad de
buscar nuevas soluciones para este problema.

Una forma de resolver esta dificultad es utilizar los algw# gegticos, los cuales sorédnicas de
blsqueda y optimizach para resolver problemas dmicos en donde no existeBchicas matesticas
especializadas para resolverlos y donde &sitas de optimizaoh clasicas “exactas” no funcionaran de
manera apropiada.

La utilizacion de estasécnicas nuevas de optimizani requieren un tipo espico de funcon a opti-
mizar “indice de desempe” el cual tenda padmetros que san hallados a partir de dichaschicas de
optimizacbn diramica, debido a naturaleza variable de las salidas dehmst8urgiendo ada llamada
aproximaodn lineal cuadatica, la cual hace parte de imdice cuadatico de desemp®, que da inicio a un
tipo de control denominadwontrolador lineal 6ptimo cuadratico (LQR).

Que fundamentalmente consiste en evaluar la smhudie una expansn cuadatica de la fund@n objeti-

vo en un entorno del estado estacionario del modelo, lresadio aders la ecuaéin de movimiento del
problema.

De manera que la vinculdai de un criterio de desemipe para los sistemas dmicos de control autoatico,

con el cual se busca sujetar el sistema a un criterio de @gataibn que entreguen respuestgtimas, consiste

en poder implementar un tipo de controlador que tenga uriandaa parecida a la déhdice de desempe
propuesto y haga parte de la ley de control de realimémai® variables de estado, el cual permita hacer uso de
las €cnicas de optimizagn diramica para encontrar “Sintonizar” los paretros que lo conforman, y devuel-
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2.4. Funcbn objetivo {ndice de desemjpi®)

va los valores del vector de ganancias de realimeinate estadols pertenecientes a la ley de control utilizada.

La forma de obtener los valores d& desp@és de haber conseguido los @aretros del controlador me-
diante las écnicas de optimizagh diramica que para el problema de este trabaj@rsdos algoritmos
gereticos; esta dada por la utilizaci de una fundn objetivo cuadatica y el uso de la ecudri de movimiento
lineal del sistema, en donde dicha fultj por medio del problema de optimizacidinamica para horizonte
infinito, tiene soludn cerrada (dada por la soldai de una ecuagn algebraica de Ricatti). Se habaproxi-
mado de esta forma el problema del controldd@R a otro de soludin relativamente sencilla, dependiendo de
los pametros del mismo, obtenidos por los algoritmoségiens.

Adicionalmente, el problema lineal-cuadco tiene la propiedad de cumplir con el principio de eguiv
lencia cierta. Por lo cual resulta sencillo resolver protae esto@sticos que se presenten en forma adecuada,
por ejemplo como una perturbéai aleatoria aditiva en la ecuaoi de movimiento.

2.4. Funcbn objetivo (indice de desempé@o)

La formulacbn del controloptimo anteriormente descrita, se ha definido para satisfacindice de de-
semp@o en el tipo de controlador a utilizar y el cual hace partead&ey de realimentaéh de variables
de estado. Por la naturaleza del problema a tratar se haooptada utilizacon de un controlador multiva-
riable, el cual tiene como caradtgica principal la minimizaéin de una funén cuadatica, y es llamado
Regulador Lineal Cuadratico (LQR).

El indice de desempe utilizado por elLQR puede tener diferentes formas de represedmasin salirse
de su objetivo principal que es determinar una trayectiptana para la variable de contna(t), que garantice
la regulacdn de los estados o el seguimiento de los mismo para uia de referencia, y al mismo tiempo
comprometa ebptimo de la fundn objetivo.

Estosindices de desempe definen la medida de la desviaci del comportamiento del sistema contro-
lado real con respecto al ideal. Esta medida determinalaialata del contrabptimo resultante, el cual puede
ser lineal, no lineal, estacionario o variable en el tiengegjin la forma deindice de desempe, en general,
la eleccon de et indice se hace desps de haber delimitado el sistema (modelo mat&m), y de haber
definido un criterio sobre el cual basar la evaloadiel dis@o. Resultando &sarios criterios para basarse, por
ejemplo, criterios de minimizaoh de tiempo, criterios engxtjicos y de producon, criterio de minimizadén

de la suma de los esfuerzos de control y las desviacionessdidide salida de su valor deseado. Sin embargo,
es imposible poder seguir todos los criterios al mismo tiengs que lo nas contin es escoger uno de los
criterios como primario y el resto como secundarios, creamabitos aceptables estableciendicehsiséio. En
este trabajo se escogeglindice de desempe cuadatico que hace parte del controlad@R como primario,

y el que hace parte del algoritmo gdito como secundario, para de esta forma involucrar un camipo entre
una evaluadn del comportamiento del sistemay el correcto des@mpgel algoritmo geético.

Algunos de los posibletndices de desempe que se introducen en el problema de confaiimo LQR

se exponen en este trabajo como parte de la @umobjetivo del controlador y como fur@si objetivo del
algoritmo getico, sean los siguientes:
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2. ControlOptimo CuadaticoLQR

2.4.1. Problemas de tiempo fimimo

Esteindice tiene el objetivo de encontrar el contuodjue conduce el sistema desde un estado inicial dgdo
hacia un estado finak en el menor tiempo posible y tiene la forma de la eca@.5).

t
j=ti—to= "t (2.5)
to

2.4.2. Control terminal

Esteindice tiene el objetivo de minimizar el error incurrido alsar de un estado inicial a otro y tiene la forma
de la ecuadin (2.6).

e’ (t1)Qe(tr) (2.6)

Dondee(t)=x(t)-r(t) y Q es una matrin x n simétrica real definida positiva.

2.4.3. Esfuerzo nnimo

Esteindice tiene el objetivo de minimizar la en@aaitilizada en el control para llegar de un estado iniciaha u
estado final y tiene la forma de la ecu@ti2.7).

J :/UTRudt @2.7)

2.4.4. Problema del seguimiento (Tracking Problem)

Esteindice sea el utilizado por el tipo de controlador que se aplicara eéa #abajo. Tiene como objetivo
principal, seguir lo ras &pido posible el cambio en la entrad&) de un sistema en el intervalp<t <t;. Y
tiene la forma de la ecuami (2.8).

t1
J=[ (e'Qe)dt (2.8)
fo
DondeQ es real, sirdtrica y semidefinida positiva. Si las funciongs) son no acotadas entonces la minimi-
zacbn delindice de la ecua6n anterior puede conducir a un vector de control con comgeseénfinitas. Este
hecho es inaceptable en problemas cotidianos. Por tamygstringir el esfuerzo total del control, se puede
utilizar una combinaén de @.7) y (2.8) para obtener la ecuaai (2.9).

ty
J= [ (e'Qe+u'Ru)dt (2.9)
fo
Entonces para la parte del controlad®R lo mas importante sarminimizar el error que se presente en las
variables de estado ante una referencia y el esfuerzo dédaamtrol. Es decir, si lo s importante son los
estados, se debe ele@rgrande, mientras que si es esencial que la éaempleada en el control sea pefie
entonces debe tomarse grande el valoRde

2.4.5. ITAE

Este es ufindice de desemjpe cuantitativo del sistema, el cual tiene como objetivoilgimizacion del error a
medida que varia en el tiempo, es decir, se hace una mutgidic del error por el tiempo con el fin de reducir
la contribucon del error en el intervalo [0]. Es unindice necesario para la oper@tide sistemas en control
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2.5. Regulador lineal cuadlticoLQR

moderno. Y tiene la forma de la ecuaei(2.10. [17]
T
I— / (Je(t)[t) dt (2.10)
0

2.5. Regulador lineal cuadatico LQR

Como se describe en el @apdice A, los mdtodos de control basados en realimei@acie estados son
mas flexibles y potentes que los correspondientes a l&atel@l control chsico. En particular, permiten la
asignaaddn de los polos en lazo cerrado a “voluntad”. Taembse ha discutidoeno estos ratodos pueden ser
complementados coBenicas de optimizagh de estados para mejorar el desefigpde los mismos, a partir de
algunos cuestionamientos enunciados a contidnaci

Ni en los netodos de dideo de control dsico, ni en los de realimentaci de estados para la asigna-
cion de polos, se expone elgtamente el compromiso que existe entre las especificasidiramicas y el
“costo” para poder cumplirlas (por ejemplo, entre el tiemdpaespuesta de la variable controlada y la@tci
de control necesaria).

Las restricciones en el control pueden imposibilitar urefiisde polos dominantes. Esto puede dificul-
tar seriamente la seleéci de los polos de lazo cerrado para cumplir determinadaifispciones de dis®
(como las que vinculan el sobrepaso, el tiempo de estakiktion etc). Adicionalmente, si existe un espacio
no controlable, 8lo algunos valores propios pddn ser asignados, y por consiguientejaidihente pueda
hacerse un dig® con polos dominantes.

En sistemas MIMO no existe una correspondencia entre lauestp temporal y la localizawi de los
polos. Efectivamente, en estos sistemas, la misma as@nade polos puede hacerse con distintos juegos
de ganancias, y de hecho, dan lugar a distintas respuesipsries. Con las ganancias de realimedtaci
obtenidas, se puede mejorar la respuesta de seguimientosiltema, al asociarlas a la amplitud del error.

De estos cuestionamientos se da la motivMagdara el desarrollo de la téarde controléptimo, expues-
ta en la secdin inicial de este capitulo.

La configuraddn del modelo del puente @a presentado en el capitulo de modelado del sistema presen-
tado en este trabajo es multivariable, por tener una enyratts salidas; aunque una de las salidas sea para
regulacén.

Ademas, este modelo es no lineal, debido a que las variables aldoesthn multiplicadas entre ellas, por sus
derivadas y multiplicaciones por funciones seno y coseeomB@nera que por lo anterior, resulta un sistema a
controlar multivariable y no lineal.

Para la realizadn de este trabajo se empleara un controlador lineal mriéthia@ con realimentatn de
estado, y se propone el denominado corfipiimo lineal cuadatico (Linear Quadratic Regulador). La eldmti
de este tipo de control se basa en su relativa sencillez ntedautilizacon de la herramienta computacional
MatLab. Al ser un controlador lineal, sialculo se efedta sobre el modelo, previamente linealizado, y
como las écnicas lineales para modelos de estados, propone unadeytlel (u=—KAx), muy robusta, tanto
en tiempo continuo como para tiempo discreto, lo que pemsnitenplementadin en sistemas de control digital.

El controlador permite la soluzn del problema conocido comoQR el cual es un problema de regula-
cion. Este controlador trata de mantener al sistema en urodstaths cercano al de repoge0, haciendo uso
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2. ControlOptimo CuadaticoLQR

minimo de la sial de controb.. El problema de regula@n se resuelve a partir de la optimizacide urindice
de desemp®o cuadatico, usando la ecudni algebraica de Ricatti, dando lugar a una sdindineal, la cual es
considerada como el vector de ganancias de realiméntae estadoK. El indice de deseme cuadatico
que caracteriza dlQRse presenta en la ecuani(2.11). [17]

tf
3= X7 (t)Pox(te) + / (X" Qx+ u"Ru) dit 2.11)
fo
En muchos problemas se considgra- «, en este caso @hdice de desemje se reduce a la ecuaai(2.12).

= [ (x"Qx+u"Ru) dt (2.12)

fo

Los terminos que hacen parte detlice de desempe se interpretan de la siguiente manera:
X -[Q]-[X: es una medida de la desvianide los estados respecto los estados deseados.

[u]" - [R]- [u]: es una medida del esfuerzo del control.

[X(ts)]T - [Po] - [X(t5)]: es una medida de la desvianide los estados respecto los estados deseados en ekinstant
final del intervalo de optimizaon.

Este indice de desempe esta compuesto por dos parted7][una trata de transferir al sistema (El
puente gha para este trabajo) desde un estado inigia un estado deseadg (normalmente el estado de
equilibrio o reposo del sistem@=0) con un costo fimimo del valor cuadatico medio del error, es decir, que la
relacbn x-x¢ se puede considerar como el error insiaeb del sistema. Peroxgi=0 (regulacbn del estado),
entoncesg es el mismo error. De manera que el costo correspondiensede$axiaciones del estado de reposo
se expresa por @hdice de la ecuaoh (2.13.

;
3= /O (xTQx) dit (2.13)

DondeQ es una matriz hermitica definida positiva (0 semidefinidatipa} y simétrica real; donde sus ele-
mentos penalizan respectivamente el error del estabe modo que el producto déx es un escalar de valor
X2 =x¢+x3---+ %, que representa la enéagrormalizada de; el sutindicen indica el rimero de estados.
La forma nés simple d& es diagonal.

i O O O

0 0 0
Q= |

0 0 .0

0 0 O dm

Dondeg; representa el peso que se le da al estado al momento de estatiantribuddn alindice de desempe
Jy el producto de<" Qx queda de la forma2(14).

X' QX = QuXg + Qo3 + ...+ Gi X (2.14)

Cuanto mayor es el valor dgi, mayor es la penaliza@ o peso que se le daal estado; para regularlo
(llevarlo a cero). Dado qu® es diagonal, esta penalizanise hace para cada variable de estado de forma
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2.5. Regulador lineal cuadlticoLQR

independiente. Pero cuando la matriz Q esta de la forma etanpl

i1 Q12 -+ Qi
Q=™
Qj1 Gij

Se hace la penalizam a cada una de las variables de estado, y a su vez a lasmekgiae existen entre ellas.

El segundo &rmino que compone éhdice de desempe de la ecuadin (2.12 hace parte del esfuerzo
de control que se aplica al sistema; el cual trata de transfezstado de un sistema desdgehastaxs con un
gasto ninimo de ener@, y una buena medida para este gasto de enegta dado por @hdice.

b= /OT (UTRu) (2.15)

DondeR es una matriz hermitica definida positiva y imica real. Esta matriz determina el costo eatcg

de la acdbn de control y los valores que se le dan a esta; represenp@s@lque se asigna a cada variable de
control en el gasto de enégg Las dimensiones de la matfzdependen delmero de variables de control,
gue para este caso esumco valor; debido a que solo se tiene undadele control proveniente del motor DC.

Si los valores deR son mucho mayores que los valores @e La contribucon del controlu es muy
grande comparada con la contribizidel estada. Pero esto hace empeorar el comportamiento de los estados.
Si los valores d&) son mucho mayores que los valoresRIeMejora la respuesta del sistema. El vector de
variables de estado sepenalizado, pero lasfs&es de contral pueden ser muy grandes.

En general, cuanto mayor sean los coeficiente®s s& optimiza la variable que corresponda. En la ma-

yoria de las aplicaciones, las matrié@y R son matrices diagonales, por lo que los funciondjgsJ, adoptan
la forma .16 y (2.17).

;
Jh= /O (@+ a3+ -+ ) dt (2.16)

T
b= /o (raUé +rou3+ - - +rpud) dt (2.17)

Para un sistema canvariables de estadom seiales de entrada. Si el sistema posee una sola entradagemnton

la matrizR se convierte en un escalar, como es el caso del sistemactettagste trabajo. Luego, si se suman

las ecuacione2(16 y (2.17) , se obtiene la ecudm (2.12 que describe dlQR [17,20,21]

A continuacon se has una descripéin del controladolQR en tiempo continuo y discreto. Para darle
una mejor continuidad en la lectura y comprénsile este capitulo.

2.5.1. LQRContinuo

Dado el sistema lineal deternngtico en tiempo continuo

% = AX(t) + Bu(t) (2.18)
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2. ControlOptimo CuadaticoLQR

y = CX(t) 4+ Du(t) (2.19)

u(t) = —Kx(t) (2.20)

Se usad el segundo &todo de Lyapunov para resolver el problema del codjptimo formulado.
Primero se fijan las condiciones de estabilidad y luego sfidisl controlador dentro desas condiciones. El
método supone que el sistema es controlable. Si se reemplazaddn (2.20 en la ecuadn (2.18 se tiene

x = Ax(t) — BKx (t) = (A — BK)x(t) (2.21)
Retomando la ecuam (2.12) delindice de desempe deLQRque tiene la forma:
J :/ (x"Qx+u"Ru) dt (2.22)
0

y asumiendo que (A-BK) es estable, es decir, tiene todosdmson parte real negativa, se sustituge0()
en .22 para obtener

00

= [ (e xTKTRKx) dt= 3= [ (xT(Q+KTRK) xal (2.23)
JO JO
Usando las condiciones, para que la candidata
V(x) =x"Px (2.24)

dondeP es una matriz hermitica definida positiva, si se verifica cgia matriz es definida positiva el sistema
es estable.

sea Fundn Lyapunov, entonces su derivada temporal debsgr definida negativa. Derivando en el
tiempo a la fundn candidatd/ (x),

V(x) = X' Px+x" Px (2.25)
reemplazando la ecudxi (2.21) en la derivada temporal de se tiene que
V(x) =x"(ATP+PA)x—x" (KTBTP+ PBK)x (2.26)

El primer €rmino entre pa@ntesis requiere que sea definido por una matriz negatigeqo@rla candidatd (x)
propuesta sea furtm de Lyapunov. Por lo tanto debe cumplirse que

—Q=ATP+PA (2.27)

dondeQ debe ser definida positiva. Para verificar la existenci®,dee hace el estudio sobfa” P+PA)=—1,
igualando a la matriz identidad. Obteniendd las relacbn existente entre la furfm Lyapunow (x) y su
derivada temporal de la forma de la ec@ac{2.28

%(XT Px) =X (ATP+PA)X = —x' Qx (2.28)
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2.5. Regulador lineal cuadlticoLQR

Retomando la ecuam (2.26) el segundoérmino, debe ser definido positivo, y seééa igualdad

KTRK =KTBTP+PBK (2.29)
teniendo en cuenta la ecuani(2.22), la derivada temporal dé(x) debe& cumplir con la relaéin

V(x) = —x"(Q+ KTRK)x (2.30)
Igualando las expresiones, se tiene que

%( TPx) = —x"(Q+ KTRK)x (2.31)

Derivando respectota se tiene

X"Px+x"Px=xT (A —BK) Px+x"P(A —BK)x

X" [(A—BK)TP+P(A-BK)]x=—x"(Q+KT'RK)x (2.32)

gue debe resolverse @simétrica y definida positiva. Como la condici (2.32 debe cumplirse para todoc
R", se resuelve la ecudxi igulando las matrices de pondefacie la forma cuadtica. Por lo tanto,

—[(A—BK)"P+P(A-BK)| =Q+K'RK (2.33)
corresponde al argumento del funcional de costos a minimjiziefiniendo a la funéin { como
{ =Q+KTRK 4 (A —BK)"P+P(A —BK) (2.34)

Para hallaK, se minimiza la expreén (2.34) respecto d&, teniendo en cuenta las reglas de derivacnatri-
cial e igualando a 0 el resultado verificando que la derivadarsda deZ.34) sea positiva para que el extremo
sea un rmimo. Dada una matriX y dos vectoreg, y se verifica
X X X
O0TXY) _ g OTXY) 7 9CTXX)

ox oy o 2XX; (2.35)

pero la tercera propiedadls es \alida siX es singétrica. Derivando la ecuam (2.34) respecto &, se tiene

Z—i =B"P+BTP+2RK (2.36)

y la derivada segunda de la ecuati2.34) es

027 T
9% — 2R (2.37)

que es definida positiva, lo que indica que el extremo de laabk primera es un mimo. Por lo tanto, igua-
lando a cero la derivada primera y despejakdse tiene que

K=R1BTP (2.38)
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La ley de control sér, entonces
u(t) = —RBTPx(t) (2.39)
Reemplazando el valor déen la igualdadZ.38 se obtiene el valor mimo de la fundbn implicita. AS:
0=KTRK +(A—-BK)"P+P(A-BK)+Q=K'RK — (BK)"P+ATP+PA-PBK +Q
reemplazando, entoncds por la ecuadn (2.38), se tiene
0=(RB"P)'TRR!B"P— (BRB"P)’P+ATP+PA-PBR B"P+Q
0=B"P)TRYHB'"P-B™P)'BRY)TP+ATP+PA-PBR B"P+Q
que operando, se llega a
ATP+PA—PBR BTP+Q=0 (2.40)

que es la Ecuath de Riccati reducida2p, 21,22, 21]

2.5.2. LQRDiscreto

La formulacbn del problema de control para el Regulaémtimo lineal en tiempo discreto es la siguiente.
Dado el sistema lineal determigtico en las ecuacione®.41) y (2.42

X(k+ 1) = Ayxk + Bgug (2.41)

Yk = CiXk + DyUk (2.42)
Se desea encontrar una ley de contragjue haga evolucionar al proceso des@® # 0 ax(N)=0 minimizando
el funcional de costo de la ecuani(2.43.
N-1
J(x,u) = ; [Xg QX + U Rui] + X\ Sxn (2.43)
=0

conSy Q simétricas y semidefinidas positivas y R &irica y definida positiva.

Para encontrar la ley de contro|, existen diversos &todos, entre los &s difundidos e&éin los basados
en el principio de optimalidad de Bellman y los que empleamhailtiplicadores de Lagrange. Para el caso en
queN tienda a infinito en la definion del funcional 2.43), se tiene una formulatn del problema conocida
como de estado estacionario donde pierde sentidoritox] SxNya que al ser estable el sistema controlado
este siempre samulo, la cual admite un procedimiento daputo basado en la Téarde Lyapunov.

Formulacion del problema de estado estacionario

Se propone formular el problema de contoptimo para emplear la Tearde Lyapunov, que considera un
sistema diamico en estado estacionario. Dado el model@uiiico de las ecuacione®.41) y (2.42), se desea
encontrar una ley de controj [15,16,18,24]

Uk = —K - Xk (2.44)
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2.5. Regulador lineal cuadlticoLQR

gue haga evolucionar el sistema plra 0 hastak = o, minimizando el funcional de costos
Iou) = 5 xg Qxic+ ug Rug (2.45)
K=o

dondeQ es singtrica y semidefinida positiva, g es singtrica y definida positiva. Para resoh@ste problema,
se empleax el Teorema de estabilidad de Lyapunov.

Estabilidad en tiempo discreto

El aralisis de estabilidad en el sentido de Lyapunov sirve patarsias lineales o no lineales de tiempo discreto,
variantes o invariantes en el tiempo. Se basa en el seguattmlonde Lyapunov.

Teorema:
Sea el sistema en tiempo discreto

X(k+1)T = f(XkT) (246)

dondex € R", f(x) e R", f(0) =0, y T es el peiodo de muestreo. Se emplea una foncgue contempla la
enerda del sistema, y desta funaddn se calcula la diferencia temporal, es decir, que dada

V (xyx1) = Funcion candidata
y la funcion diferencia para dos intervalos de muestreo se define como
AV (xcr) =V (Xger 1) =V (XkT) (2.47)
Si existe una funén escalar continue(x) tal que:
1. V(x)>0¥x#0
2. AV (x) <0,AV(x) =V (f (%)) =V (X%T)
3.V(0)=0
4. V(x) — oo con||x|| — o
entonces el estado de equilibke= 0 es asiritica-globalmente establey(x) es una fundn de Lyapunov.

Notese que 2 puede ser reemplazado pd(x) < 0 VX, y AV(X) no se hace cero para toda secuencia
X1 solucbn de @.46).

Suponiendo que en el sistema de la ecuacio@etl)(y (2.42 se haceuy = 0, se propone la siguiente
funcion candidata de Lyapunov

V(%) = X Px¢ (2.48)
donde P es sitrica y definida positiva. Entonces, se calcula

AV (Xk) =V (AXk) — V(Xk)
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Reemplazando er2(48 se tiene

AV (x) = (Axk) T PAXy — X P

AV (xi) = Xg (ATPA—P) x¢ (2.49)
Para asegurar estabilidad aéimta, se impone que la furto en @.49 sea definida negativa, y se puede escribir

AV (x) = —X} Qxy (2.50)
donde Q es definida positiva, da la conditsuficiente para estabilidad agitita

—Q=ATPA-P (2.51)

Es conveniente especific@simétrica y definida positiva, y luego verificar gite determinada por 1a2(51)-
es definida positiva 0 no. S es definida positiva, entonces \&x) propuesta por2.48 es funcon de
Lyapunov y se demuestra estabilidad.

Por otro lado, btese que de la ecuéci (2.48), al calcular su diferencia temporal como

AV (X)) =V (X+1) =V (X)
resulta

AV (k) = X 1PXicr 1 — Xk PXe (2.52)
y a su vez al igualar al lado derecho de la ecora¢2.48), resulta

— Xp QX = X1 PXir1 — Xg PXi (2.53)

Problema de control6ptimo discreto estacionario

Reemplazando la ley de contr@.44) en la expregin del funcional de costo2 45, se obtiene

o0

J(x,u) :; X (Q+KTRK) xi (2.54)
=0

Ahora se busca la solum al problema de control en tiempo discreto en estado estin, que se basa en la
ecuacbn (2.44), pero si la acd@n de control no es nula, aparece la modifiéadile incorporar el controlador.
Asi, para el caso en qug # 0 en .42, se reemplaza la ley de contr@l.44), y se tiene que la ecudsi (2.53

se transforma en

=Xk (Q+KTRK) xic = X 1PXks 1 — X P« (2.55)

si se hace coincidir a la matri en 2.53 con el argumento de ponderagide la forma cuadtica de la
ecuacbn (2.59).

De aqu que minimizando Z.54) con respecto &K, se encuentra la ley de contréptima @.44). Para
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2.5. Regulador lineal cuadlticoLQR

ello, se opera en la igualdad.b5 que puede escribirse como:

— % (Q+KTRK) x« = xg ((A—BK)TP(A —BK) —P) x¢ (2.56)
Estatltima igualdad debe cumplirse para todo valoxgepor lo tanto, se tiene que minimizar

Q+K'RK =—(A—BK)"P(A—BK)+P (2.57)

con respecto & es lo mismo que hacerlo en la ecuati2.54). Para ello, se define una fubai a partir de la
ecuacbn (2.57) como

¢=Q+K'RK+(A-BK)'"P(A—BK)-P (2.58)

Se procede minimizando a la ecu@ti2.59 respecto a K, derivando miembro a miembro, se tiene:

T
0 (F(x)-XF(X)) _ OFy OFT(x)-X-Fy

ax ax ax (2:59)

Para minimizar a la exprdsi de la ecuadin (2.59, se deriva respecto a K, se iguala a cero y se degpeja
el extremo. Para demostrar que es unimo, se hace la derivada segunda de la ebna@.58 respecto K,
gue debei ser positiva. Entonces, derivando respecto a K a la gnu&tb8), se tiene

J¢

> —=2RK + (-B)".2P(A — BK
K +(-B) ( )

La derivada segunda ser

02¢ 0 [2RK —2BTPA+2BTPBK]
K2 K

—2RT+2(BTPB)"

cuyo resultado es una matriz definida positiva. Por lo tagltextremo en cuegth es un rimnimo. Operando
para despeja de la derivada primera

RK =B"PA—BTPBK
es decir
RK +BTPBK =BTPA
y de aqu
K =(R+B"PB) 'BTPA (2.60)

Reemplazando el valor deo6ptimo encontrado en la ecuani(2.57), se llega a la Ecua@n de Riccati de estado
estacionario. Para ello, se reemplaza entonces @) (en la @.58. Entonces, operando primero a la ecoaci

(2.58:
Q+ATPA+KTRK —ATPBK — (BK)TPA+ (BK)"PBK =P (2.61)

donde el lado derecho y los primeros desinos del lado izquierdo no dependenkdepero $ los €rminos
desde el tercero hasta el sexto.
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Reemplazand& de la ecuadin (2.60 en el tercerérmino, se tiene
_ T _
K'RK = ((R+B'PB) "BTPA) R(R+B'PB) 'BTPA
Tpa) ' Tpr 1) Tpp) 1pT
~ (8"PA)" ((R+BTPB) ') R(R+B"PB) 'BTPA

Haciendo lo mismo con el cuartérmino:

ATPBK = (BTPA)' (R+BTPB) 'BTPA
Con el quinto

(BK)"PA= (B(R+B'PB) BTPA)T PA= (BTPA)" (B(R+ BTPB)*)T PA
- (87PA)" (B(R+ BTPB)*l)T PA

_INT
— (B"PA)" ((R+BTPB) ') BTPA
y con el sexto&rmino, se tiene

(BK)TPBK = (B (R+ BTPB)_lBTPA)T PB(R+BTPB) "BTPA
—(PA) (B(R+ BTPB)‘lsT)T PB(R+BTPB) 'BTPA
~(8"PA)" (B(R+ BTPB)’)T PB(R+B'PB) 'BTPA

~(B7PA)" ((R+ BTPB)’l)T B"PB(R+B"PB) 'B"PA

Notese que todos logtminos se expresaron como una forma catic deB" PA, por lo tanto, se puede hacer
la suma de los&rminos y agruparlos reempblazolos en la ecuam (2.61), entonces operando se tiene

1 1

P=Q+ATPA+ (BTPA) (((R+BTPB)‘1)T R(R+BTPB) '~ (R+B"PB) '~ (R+B"PB)"
+(8 (R+BTPB)‘1)T + ((R+BTPB)_1)T BTPB(R+BTPB) 'BTPA

que operando con el primer y cuarérrnino dentro del p&ntesis, para agrupar como forma céida, se tiene

((R+BTPB)*1)T (BTPB+R) (R+B'PB) '~ (R+B™PB) ' - ((R+BTPB)*1)T
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2.6. Control y estimaéin de las variables de estados

y ahora se puede simplificar ya que las inversas existen

((R+BTPB)*1)T — (R+BTPB) - ((R+BTPB)*1)T — —(R+B"PB) "

que sed el rmino medio de la forma cudatica enB' PA, finalmente, la ecuadh (2.61) queda
P=Q+ATPA—(B"PA)T(R+B"PB)'BTPA (2.62)
que es la ecuatn de Riccati de estado estacionario en tiempo discreto.\v&zswperando se llega a
P=Q+ATP(I+BTRIBTP)) A (2.63)
0 equivalente
P=Q+AT (P 1+BTR18T) ‘A (2.64)

Para el disBo del controlador, debe resolverse la Ecoade Riccati erP. [18,21,22,23]

2.6. Control y estimacbn de las variables de estados

Cuando se utiliza la representagide variables de estados para controlar un sistema, dacticoador es el
llamado control por realimentam de variables de estada, el cual tiene como cabulicidispensable que el
sistema tenga las propiedades de ser completamente etdrglpara usar obsevador.

La controlabilidad es la propiedad que indica si el compoigato de un sistema puede ser controlado
por medio de sus entradas, mientras que la observabilidéd repiedad que indica si el comportamiento
interno del sistema puede detectarse en sus salidas.

Estos conceptos describen la interaccientre el mundo externo (entradas y salidas) y las vasable
internas del sistema (estadog)5,[16]

2.6.1. Controlabilidad

La controlabilidad tiene que ver con la posibilidad de lleafssistema de cualquier estado inicié,) a cual-
quier estado finak(t¢) en un intervalo de tiempo finito, no importando que trayeatse siga. Un sistema
exhibe controlabilidad completa si todos los estados sotr@ables.

Caso en tiempo continuo

Considerando el sistema en tiempo continuo defino por

X =Ax+Bu (2.65)
y =Cx+Du (2.66)

La condicbn para que el sistema dado por la ecuacioBe&(y (2.66 sea completamente controlable, es que
la matriz de controlabilida@ sea de rango completo, es decir, el rang€ds igual an; el nimero de estados.
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2. ControlOptimo CuadaticoLQR
C se construye de la siguiente manera:
C= |B:AB:A%B:.--:A"1B (2.67)

Caso en tiempo discreto

Considerando el sistema en tiempo discreto defino como

x(k+ 1) = Fx(K) + Gu(K) (2.68)

y(k) = Cx(k) + Du(K) (2.69)

Se asume que(k) es constante pata<t < (k+ 1). Se dice que el sistema muestreado dado por la émuaci
(anterior) es controlable de estado completo si existruencias de control continuo a trozg&) definida
sobre un imero finito de periodos de muestreo, iniciando desde cigalgstadx(k), este pueda ser transferido
a el estado deseade enn periodos de muestreo. Puede probarse que la candgara la controlabilidad
completa del estado es que la matrizndéas y nr columnas (matriz de controlabilidad).

C= |GFGF?G:---:)F"'G| sea de rango completo (2.70)

2.6.2. Obsevabilidad

Hay que s@alar que la fund@n principal de un observador es la de estimar las varialdlesthdo con base en
las mediciones de las variables de salida y del control deistemas.

Ya que, en la pctica, no todas las variables @stdisponibles para su realimentati Entonces, se ne-
cesita estimar las que no astdisponibles. Es importantefidar que se debe evitar diferenciar una variable
de estado para generar otra que se necesita para cumpla tatalidad de todas las variables de estado. La
diferenciacdbn de una d@al siempre decrementa la reldeiséial a ruido. En ocasiones, la relawiséal a
ruido se decrementa varias veces mediante un praggso de diferenciadin. Entonces por lo anterior se ha
buscado otros &todos para estimar las variables de estado que no searés d&wn proceso de diferencia-
cion. La estimadn de las variables de estado por lo general se denominavabiger. Un dispositivo (o un
programa) que estima u observa las variables de estadosedlaservador de estado o simplemente observador.

El problema es que no teniendo acceso a todos los estados, posible conocer todas sus condiciones
iniciales. Entonces la fun@n del observador es ir reduciendo a medida que avanza gidjdm diferencia
entre los estados reales y los estados estimados produesa di&ferencia en las condiciones iniciales.

Si el observador de estado capta todas las variables demmsistsin importar si algunas ast disponi-
bles para una medion directa, se denomina observador de estado de orden ¢ompéra cuando no hay
necesidad de hacer obsengtide todas las variables de estado, si no solo de las que nidleg. I@omo por
ejemplo, dado que las variables de salida son observabkeseglaxzionan en forma lineal con las variables de
estado, no se necesita observar todas las variables de,estami®lo lasn-m variables de estado, en donade

es la dimendgin del vector de estadorges la dimengin del vector de salida. Un observador que estima menos
den variables de estado, se denomina observador de ordendeduci

Este Gltimo se&d el empleado en este trabajo. Debido a que dos de las varidbleestados son medi-
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bles, las cuales son la pogiai (carro) y elangulo (@ndulo). La estimadin se realizara para las otras dos
variables, las cuales son la Velocidad del puente (carra)glocidad angularl[15,16,17,18,24,7]

Caso en tiempo continuo

La condicbn para que el sistema dado por las ecuacioh&$)(y (2.66 sea completamente observable, es que
la matriz de observabilida@ sea de rango completo, es decir, el rang®@dss igual an; el nimero de estados.
O se construye de la siguiente manera

o=| CA (2.71)

CA.nfl

Observador de orden reducido continuo

En el modelo de espacio de estados de las ecuacipris}y (2.19 es posible conocer algunas de las variables
del vector de estade directamente. Por tanto, se puede daeun observador de estado de orden reducido,
donde se estimeimicamente las variables de estado restani&Sean

X1: vector de estado que se puede medir directamente.

Xo: vector de estado que no se puede medir directamente.
se puede dividir el modelo de espacio de estados de las enead@.18 y (2.19como
X1 Aur A } { X1 } { B1 }
. = + u 2.72
[ X2 } { A1 A X2 B2 272)

y con la ecuadin de salida:

— X1
y=[Cs 0][)(2} (2.73)
dondeC; es cuadrada y no singular, por lo que se puede obigrdirectamente con la reldm

x1=Cply (2.74)

y si las variables de estado corresponden directamentesalidas del sistema, se tiene dquig=|. A partir de
la ecuaddbn (2.72 se pueden escribir las ecuaciones parg x, como

X1 = A11X1 +A12X2 +Biu (2.75)
Xo = A21X1 + ApoX2 + Bou (2.76)

y de la ecuadin (2.75 se puede obtener la ecuacide salida dada por

X1 —A11X1 — Biu = A1xp (2.77)
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donde los&rminosx; — A11X3 — B1u corresponden a cantidades conocidas. La eong2i94) se puede rees-
cribir como

X2 = AoXs +An1X1 + Bou (2.78)

donde losé&rminosA21x1 + Bou son cantidades conocidas. La ecoaci2.94) describe la diamica de cambio
de las variables que no pueden ser medidas directamengeeflas variables se puede formular un observador
como

o = Ao+ Azxa +Bou+L (y — C'%p) (2.79)
dondey’ son las variables conocidas de la ec@aci2.77) dadas por

y = X1 —A11x1 — Biu = Axo (2.80)
y conC’ = A1,. Se tiene entonces la ecuacipara el observador de orden reducido como

Ko = Ago%o + Ag1xy + Bou + L (X1 — A11xg — Biu — Ago%z) (2.81)
Reescribiendo la ecudni (2.81) se tiene

K2 = (Az2— LA 12) %o + A21x1 + Bou+ L (X — Apaxy — Byu) (2.82)

donde losérminosA21x1 + Bou + L (X1 — A11X1 — B1u) son conocidos. Sin embargo, en la ecaad®.82) se
tiene el Erminox;. Para eliminarlo, se reescribe como

%o —LX1 = (Ap2— LA12) %2+ (A21— LA11) X1 + (B2 — LBy)u (2.83)
se le suma elErmino(A2; — LA 12) Lx; a la ecuadn (2.83 y se reescribe como

%o —LX1 = (A2 — LA 19) (%2 — LX1) + [(A21 — LA 11) + (Aza — LA 12) L] X1 + (B2 — LB1)u (2.84)
y si se considerg§ = (X, — Lx1) se puede plantear la ecuaei (2.84) como

N =(Az2—LA1) A+ [(Aar— LA11) + (Azz— LA 12) L] X1 + (B2 — LB1)u (2.85)

La ecuaddn (2.85 describe la diamica del observador de orden reducido. En la fig@r2 se muestra el
esquema del observador de orden reducido para el caso daciégypor realimentadin de variables de estado
de acuerdo a la ecu&ci (2.85.
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Ref=0 Q? uct) T X X(— Yo,
B + | p C

Sistema o Planta

>
5 12
A

H
X1

Observador de Orden Reducido

Transformacién

Figura 2.2.: Sistema con realimentaxi de estado observado, con un observador de orden reducitttucon

El vector de estados estimadse construye como
o I 0.
X = X1+ X2 (2.86)
0 I
Si se define el error como
e=Xo—Xo=nN-1 (2.87)
se tiene que la damica del error eatdada por:

e=(An—LAp)e (2.88)

y dondeL se calcula en el sistema dus}, — ALLT igual que para el observador de orden completo.

Caso en tiempo discreto

La condicbn para que el sistema dado por las ecuacich€8)(y (2.69 sea observable de estado completo, es
verificar que la matriD den x mfilas y n columnas es de rango Si es posible determinar el estax{®) a
partir de las observaciones yg) sobre un aimero finito de periodos de muestreo. El sistema es obsersabl
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cada transid@n de estado afecta eventualmente a la salid. [

C
CF

o= | CF? (2.89)
CFn1

Observador de orden reducido discreto

En el modelo de espacio de estados de las ecuacidr}y (2.42) es posible conocer algunas de las variables
del vector de estaddk) directamente. Por tanto, se puede fageun observador de estado de orden reducido,
donde se estimeimicamente las variables de estado restantéf. [

Xl(k+l) o Gll GlZ Xl(k) Hq
[ X2(k+1) } - [ G G2z ] [ x2(K) }Jr[ Ha }u(k) (2:90)
y con la ecuadin de salida
yk)=[C1 0] { 283 ] (2.91)

dondeC; es cuadrada y no singular, por lo que se puede obtardirectamente con la reldm
x1(k+1) = Cly(k) (2.92)

y si las variables de estado corresponden directamentesalidas del sistema, se tiene dhig=|. A partir de
la ecuaddn (2.90 se pueden escribir las ecuaciones pal&+ 1) y xa(k+ 1) como

X1(k+ 1) = Gllxl(k) +612X2(k)+H1U(k) (2.93)
Xa(K+1) = Ga1x1(K) + G22x2(k) + Hau(k) (2.94)

y de la ecuadn (2.93 se puede obtener la ecuacide salida dada por:
X1(K+1) — Garxa(k) — Hau(k) = Gix2(K) (2.95)

donde losérminosxy(k+ 1) — G11x1(k) —Hyu(k) corresponden a cantidades conocidas. La eonggi95 se
puede reescribir como:

Xz(k+ 1) = ngXz(k) + 621X1(k) + HzU(k) (2.96)

donde los &rminosG21x1(K) + Hou(k) son cantidades conocidas. La ecoac2.95 describe la diamica de
cambio de las variables que no pueden ser medidas diredaniara estas variables se puede formular un
observador como

Ko(k+1) = Goo%2(K) + Garxa (k) + Hau(k) + L (y'(k) — C'%z(k)) (2.97)
dondey’ (k) son las variables conocidas de la ecaadR.93 dadas por:

Y =x1(k+1) — G1ax1(k) — Hyu(k) = G1ox2(k) (2.98)
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2.6. Control y estimaéin de las variables de estados

y conC’ = G1. Se tiene entonces la ecuaipara el observador de orden reducido como:

X2(k+1) = GaoXa(K) + Gaaxa(K) +Hau(k) + L (X1 (k+ 1) — G1axa(K) — Hiu — G12X2(K)) (2.99)
Reescribiendo la ecudni (2.99 se tiene:

Xa(k+1) = (Ha2— LH12)Xa(K) + H21x1 (k) + Hau(k) + L (x1(k+ 1) — Guaxa (k) — Hau(k))  (2.100)

donde los&rminosGz1x1 (k) +Hau(k) +L (x1(k+ 1) — G11x1(k) — B1u(k)) son conocidos. Sin embargo, en la
ecuacdn (2.100 se tiene elérminoxs(k+ 1). Para eliminarlo, se reescribe la ecé@aci2.10Q como:

f(z(k+ 1) — LX1(|(+ 1) = (Gzzf LG 12) f(z(k) + (621 — LG 11) Xl(k) + (H2 —LH 1) U(k) (2.101)
se le suma eErmino(Gaz2 — LG 12) Lx1(k) a la ecuadin (2.10]) y se reescribe como:

Xo(k+1) —Lx1(k+1) = (G22— LG 12) (X2(k) — Lx1(K)) + [(G21 — LG 11) + (G22— LG 12) L] x1(K) 4+ (H2 — LH 1) u(Kk)
(2.102)

y si se considerg = (X, — Lx1(k)) se puede plantear la ecuagi (2.109 como:
N(k+1) = (G2 —LG12) (k) +[(G21— LG 11) + (G22 — LG 12) L] Xa(K) + (G2 —LG1)u(k) ~ (2.103)

La ecuaddn (2.103 describe la diamica del observador de orden reducido.
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Ref=0 C 3 u(h G N X(kH Z_ll % L(k)
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Transformacién

Figura 2.3.: Sistema con realimenta®i de estado observado, con un observador de orden reducidetalisc

En la figura 2.3 se muestra el esquema del observador de orden reducidol pasoale reguladin por reali-
mentacbn de variables de estado de acuerdo a la eonaf@.103, y donde el vector de estados estimadse
construye como:

%(K) = [ (') ]x1+ [ ? } %(K) (2.104)

Si se define el error como:

e=x2(k) —%2(k) = (k) ~ i (K) (2.105)
se tiene que la damica del error eatdada por:

e(k+1) = (Ga2— LG 1) e(k) (2.106)

y dondeL se calcula en el sistema dlﬁ{z— GIZLT igual que para el observador de orden completo.
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3. ALGORITMOS GEN ETICOS

Tomando como ejemplo la seleoni natural de las especies, que dice, la supervivencia deleteaminada
especie depende en gran medida de la addptacun ambiente natural que no siempre es amigable, se hace
necesario que los individuos ‘as fuertes” o mejor adaptados hagan parte fundamental deliec®n de dicha
especie y dgjarantizar la existencia de la misma. La supervivenciasle$pecies se lleva a cabo haciendo que
el material geético de los individuos @s aptos sea heredado por su descendencia y a su vez gueezbrde

hijos de estos individuos sea alto en l@xima generadin.

Fue Darwin quien plantela teofa sobre la selecon natural y la expone en su libro “Sobre el origen de las
especies por medio de la evolaginatural” (1859). Estos trabajos fueron complementadosviendel, con
sus aportes acerca de @éoa introduciendo conceptos claves como: gen, cromogdmeaencia. Permitiendo
aclarar y darle fuerza a la téarde la selecéin natural de las especies, explicando como se transmiten y s
preservan los mejores cromosomas entregados a sus destesdisegurandoida preservadn de su especie.

Los algoritmos ge@ticos fueron desarrollados por John Holland en 1965. Sgoriahos de fisqueda y
optimizacbn usados para resolver problemas maiens en los cuales no existechicas especializadas para
solucionarlos. Estos algoritmos imitan la seléccnatural de las especies, adaptando los conceptos de la
evolucbn natural al desarrollo de programas de optimizagor medio de un computador. Para implementar
los algoritmos gegticos se deben tener en cuenta varios conceptos funddeseque hacen que el desarrollo
del algoritmo sea muy aceptable, es decir, aunque la $olusncontrada no es la mejor es una s@nci
“Optima” del problema tratado.

Los algoritmos gegticos se hacen fuertes debido a que se trata de @amicé robusta, es decir, -
mente quedan atrapados enaptimo local, son muy flexibles; pueden ser aplicados a unigirero de tareas

y en diversasareas. Trabajan con un conjunto de puntos, no cof@inico punto y su entorno (sédnica de
blsqueda es global). Utilizan un subconjunto del espacal,tpaira obtener informamn sobre el universo
de Hisqueda, a traéds de las evaluaciones de la fuintia optimizar. Aunque se debe tener en cuenta que
el algoritmo ge#tico no garantiza la solum mas 6ptima al problema, se tiene evidencia érnga de que

la solucbn hallada es muy aceptable en un tiempo competitivo conséb ide algoritmos de optimizari
combinatoria9,10,11,12].

3.1. \entajas

= La mas importante ventaja de los algoritmos gficos se debe al paralelismo imseco que ellos poseen;
lo que les posibilita realizar unaibqueda multidireccional, es decir, le permite explorasphcio de so-
luciones en raltiples direcciones al tiempo. Este paralelismo le pegraialgoritmo realizar evoluciones
explicitas a un imero pequigo de individuos mientras realiza una evaldacimplicita a un grupo de
individuos mas grande. Esto es argumentado por el teorerus @ésquemas del cual se fundamenta los
algoritmos geaticos para su funcionamiento.

= Permiten realizar isquedas y evaluaciones en donde (eharo de soluciones es bastante grande, lo
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3. Algoritmos Ge@ticos

suficiente como para que urétoedo de Bisqueda exhaustiva no lo haga en un tiempo razonable, asentr
gue de los algoritmos geéticos lo hatan en un tiempo relativamente peoe

= Otra ventaja notable de los Algoritmos @eicos es que se desenvuelven bien en problemas con urepaisaj
adaptativo complejo; a@lios en los que la funén objetivo es discontinua, ruidosa, cambia con el tiempo
o tiene mucho$ptimos locales. Los algoritmos evolutivos han demostsadiacilidad de escapar de los
maximos locales y encontrar @ptimo global incluso en espacios de soluciones muy cowglej

= Otra caractéstica por la que se destacan los algoritmosgiens es su habilidad para manipular muchos
patametros simuéineamente.

= Pordltimo los algoritmos gegticos pueden ser implementados sin que se sepa nada dehpacdd cual
se enfrenta, lo que les permite tener un panorama muy alieré@uerdo al iimero de soluciones que
pueden encontrar. En compai@ticon otrasécnicas que necesitan un punto de partida o inforomaci
especifica conocida a priori, que de entrada descartaraimasugue pueden llevar a soluciones de muy
buena calidad o que posiblemente les de s6hual problema tratado.

3.2. Desventajas

= Se debe tener en cuenta una muy buena represemtdeilas soluciones candidatas, esta tiene que ser
robusta; es decir, debe ser capaz de tolerar cambios @bsagoie no produzcan constantemente errores
fatales o resultados sin sentido.

= El problema de @mo escribir la funén objetivo debe considerarse cuidadosamente para quesda pu
alcanzar una mayor aptitud y verdaderamente signifique w@jarmolucén para el problema dado. Si
se elige mal una funén objetivo 0 se define de manera inexacta, puede que eltalgogeretico sea
incapaz de encontrar una soldicial problema, o puede acabar resolviendo el problema@zpdo.

= Tambén deben elegirse cuidadosamente los otroarpairos de un algoritmo getico; el taméo de la
poblacbn, el ritmo de mutaéin y cruzamiento, el tipo de seleobai

= Un problema muy conocido que puede surgir con un algoritnm@tgE se conoce como convergencia
prematura. Si un individuo que esamapto que la maym@ de sus competidores emerge muy pronto
en el curso de la ejecum, se puede reproducir tan abundantemente que merme Iaidac: de la
poblacbn demasiado pronto, provocando que el algoritmo convegateloptimo local que representa
ese individuo, en lugar de rastrear el paisaje adaptativeaiante a fondo para encontrarogtimo
global.

= Finalmente, varios investigadores aconsejan no utililggoréimo gerético en problemas resolubles de
manera andica. No es que los algoritmos g&itos no puedan encontrar soluciones buenas para estos
problemas; simplemente es que loétodos andlicos tradicionales consumen mucho menos tiempo y
potencia computacional que los algoritmos gf&os Yy, a diferencia de estos, a menuda esimostrado
maten@ticamente que ofrecen lmica soluddn exactall].

3.3. Terminologa

La terminoloda empleada por los algoritmos g@ditos, procede de la getica y la evoludn natural. Entre los
términos nas empleados se encuentran los siguientes:
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Cromosoma

Constituye una posible soludxi al problema, codificada de una forma adecuada.

Gen

Son los elementos de los que&@stompuestos los cromosomas.

Alelo

Valor adoptado por un gen determinado dentro del cromosoma.

Poblacion

Conjunto de cromosomas que representan soluciones palesal problema, y que son tratadas de forma
simultanea por el algoritmo.

Generacbn

Conjunto de cromosomas que componen la pobiaen un instantedeterminado.

Aptitud

Tambien conocida como adecuéani Es una medida de que tan bueno es un cromosoma comoobsoalci
problema a resolver.

Individuo

Es empleado en ocasiones representando el mismo concepébtgumino cromosoma.

Funcion de evaluacbn o adecuaaddn

Funcibn encargada de medir la aptitud de los distintos cromosomas

Operadores geleticos

Se encargan de realizar transformaciones oportunas en los cromaspates, para obtener la descendencia.
Los mas empleados son los operadores de maiagicruce.

Los pasos generales de un algoritmo&jeo pueden resumirse en:
1. Creaobn, de forma aleatoria, de la poblasiinicial de cromosomas.
2. Evaluacddn de la aptitud de cada cromosoma de la poblaci

3. Si se cumplen las condiciones de finalibagise detiene el algoritmo y se toma el mejor cromosoma
como soluddn al problema. Si no, el proceso coiiitin

4. Selecaddn de las parejas de cromosomas que foama&t conjunto de padres de la nueva genéraci

5. Aplicacibn de los operadores de cruce y mubacpara obtener una nueva genedacile cromosomas
hijos.
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6. Se vuelve al paso 2.

A continuacén se dai a conocer los conceptos que se deben tener en cuenta enldaangacdn de un
algoritmo getico [10].

3.4. Representadn o codificacbn

Desde sus inicios los algoritmos @titos han usado generalmente codifiaddinaria para los cromosomas,
esto se debe a su creador John Holland; quien dio una explicebrica basada en el teorema de los esquemas
que hacen que el paralelismo irffgilo de estos algoritmos se alto, y de esa manera permgimgantras se
evalia la aptitud de un individuo se estima de forma iicigd la aptitud de un grupo mayor en la pobéaci

Se debe tener en cuenta que dependiendo de la naturalezaollnma la codificadin binaria se hace
poco eficaz, lo que hace necesario el uso de otras represaegcomo o son: la representatientera y la
representadin real.

En general, una representaci ha de ser capaz de identificar las caréstiens constituyentes de un
conjunto de soluciones, de forma que distintas representsx dan lugar a distintas perspectivas y por tanto
distintas soluciones.

Ejemplos de los diferentes tipos de representaciones:

= Representadn binaria: Cada gen es un valobD.
101101

= Representabn entera: Cada gen es un valor entero.
103-104

= Representadi real: Cada gen es un valor real.
1,782,670-1,26,5

3.5. Tamdio de la poblacbn

El tamdio de la pobladin es un pametro importante. Un tarfia demasiado peqfie traea consigo una
convergencia demasiadapgida y questa se produzca hacia@ptimo local, mientras que un tafmdemasiado
grande requerdr un enorme costo computacional.

3.6. Poblacon inicial

Esta pobladn esta conformada pd cromosomas que ham parte de un conjunto de posibles soluciones
al problema, codificadas de forndil para el algoritmo. Normalmente esta se hace creandgdnss de los
cromosomas de forma aleatoria, haciendo que estos tonmesall azar.

Los cromosomas delfar contener la informagn correspondiente a todas las Ggaitas del problema,
teniendo asociado cada una de dicha®gmitas un aimero de genes del cromosoma, dependiendo dicho

nimero de la precién deseada.

La poblacon tambén puede ser generada partiendo de écaita heustica o de alguna otra qué& d¢omo
punto de partida ubptimo local del problema, esto con el fin de acelerar la cgerecia del algoritmo.
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3.7. Funcbn objetivo o de adaptacbn

La funcion de adaptabn sea la funcbn a optimizar por medio del algoritmo. Mediante la funrcide
adaptadn se obtiene una medida de lo adecuadas que son las disbhte®nes al problema. Esta medida se
conoce coma@ptitud.

El diséio de una fundn objetivo depende del conocimiento del problema que se kes@ver, tenien-
do como regla general que esta fuircide adaptadin refleje el valor del individuo en una forma “rea8;9,10].

Al evaluar la funcbn de adaptadin se debe prestar atedoia los individuos 0 cromosomas que violen
las restricciones que pueda presentar el problema, ya giiesqgosible encontrar soluciones factibles y otras
no factibles, dependiendo si violan o no dichas restri@spto cual conlleva a plantear una serie de formas de
tratar el problema:

= No permitir la presencia de cromosomas no factibles, eimilo de la pobladn a aquellos cromo-
somas que no satisfagan las restricciones. Tiene el inn@mnte de eliminar posibles caminos para la
convergencia, no permitiendo la presencia en la palrtede individuos que, si bien no cumplen las res-
tricciones, pueden contener genes con cariatiteas beneficiosas que aritrasmitidas a la descendencia
durante la fase de reproducni Adends, en algunos casos puede ocurrir que el algoritmo no sea cap
de obtener solucionesaiidas al problema, pues &stas presentan una probabilidad de ocurrencia baja,
no se dispondr de una forma de hacer converger las soluciones hacia esgiavorables del espacio de
blsqueda.

= Permitir la presencia en la pobléaide los cromosomas que infrinjan las restricciones, pagréndoles
una penalizadin en la funddbn de evaluadin. Este netodo soluciona los problemas mencionados en el
punto anterior, presentando a cambio un incremento deb @ashputacional, ya que se puede perder
mucho tiempo en evaluar soluciones radidas al problema. La forma habitual de aplicar la peneiara
seia mediante la incluén de un &rmino aditivo en la funéin de evaluaéin. Ad la funcion de evaluaéin
f(x) original, se transform&a en otra fundn de la forma:

F(x) = f(x)+Q(x)
Donde el érminoQ(x) representa la penalizéei.

= Diseflar esquemas de representacy operadores espéicos, de forma que todas las posibles soluciones
al problema que se generen sean factibles. El problemaealegido es que no es de aplidgatigeneral.
El tipo de representaon y los operadores dependerdel problema a resolver. Se deébeomenzar
generando una poblawi inicial de soluciones factibles.

= Convertir la solu@n no \alida en otra queido sea, por medio de un algoritmo reparador. Esétotio
también puede requerir un alto costo computacional & feertemente dependiente del problema particu-
lar a resolver. El buen funcionamiento de esttado depende de encontrar una Istiga de reparaén
adecuada. Habrproblemas en los que no resulte viable la reparegée soluciones no factibles.

3.8. Selecdn

Este operador es el encargado de llevar las cafstiters de los mejores cromosomas aégaste las siguientes
generaciones, basdose especialmente de la fuortide adaptadn para hacer la seleéei. Los individuos
con mayor aptitud son quienes tienen mejor probabilidacdedsealeccionados para reproducirse y darle paso
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a la siguiente generduni. Aunque se debe tener en cuenta algunos cromosomas quedanpconsiderar
menos aptos (funoh de adaptabn baja) para esta seleén; ya que pueden contener alguna carastiea
beneficiosa para generaciones siguientes; por esia sezdebe mantener algunos, aésmes una buena forma
de conservar la diversidad dentro de la polilaca traes de la evoluéin de la misma y a su vez evitar la
convergencia prematura del algoritmo.

A continuacon se vean los dos ratodos de seled@n mas empleados.

3.8.1. Meétodo de la ruleta o selecéin proporcional

Este neétodo es aleatorio en donde la probabilidad que tiene umidchai de reproducirse es proporcional al
valor de su fund@n de evaluadin. Al aplicar este procedimiento durante varias genenasicse @n eliminando
las caractésticas de los cromosomas menos aptos, permitiendo queeiiahgerético de aquellos miembros
de la pobladn con una aptitud mayor se conserve.

El método de la ruleta consist@sicamente en lo siguiente:

1. Se suman logndices de aptitud de todos los miembros de la pobilgdiamando al resultado aptitud
total.

2. Se genera, un mamero real aleatorio comprendido entre 0 y la aptitud total.

3. Se selecciona el primer miembro de la polilactuya aptitud, @adida a las aptitudes de los miembros
precedentes de la poblaai sea mayor o igual que

4. Se repite el procedimiento desde el paso 2, hasta obtememero de padres deseados.

Este netodo de selecén tiene problemas al momento en el cual la poBlagiresenta un alto grado de
dispersbn en la aptitud de los miembros de la misma; un individuo cary tvuena fun@n objetivo hace
que la probabilidad de seleéci del resto de menor valor de aptitud se haga remota, oeaslonuna
rapida convergencia de la poblacihacia las caracfisticas de este supercromosoma, que por otro lado no
sel necesariamente @ptimo global buscado.

Para solucionar este problema, se jpmdnodificar la fundn de evaluaén o adaptaén, de forma que
diera lugar a resultados aa homogneos y evitando de esta forma el dominio ejercido por un@®g0
cromosomasl0].

3.8.2. El metodo del torneo o selecéin por concurso

Este neétodo es écil de implementar y el recurso computacional que usa asvanente bajo, adems al no
estar basado directamente en las aptitudes de los cromssEmavitan algunos inconvenientes que con el
método de la ruleta se presentaban. El procedimiento eswetsig:

1. Se elige de forma aleatoria uimero de concursantes de entre los cromosomas que comaoueala-
cion.

2. Se selecciona como padre ésmapto de todos los concursantes.
3. Se vuelve al paso 1 hasta completar la poblade padres.

El nimero de concursantes es ungraetro importante a tener en cuenta al aplicar éstaida, pues un
aumento en el imero de concursantes hace aumentar la probabilidad deogumeéjores cromosomas
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sean seleccionados, con el consiguiente incremento deesprselectiva. Lo ras habitual es utilizar dos
concursantes por torneo.

Esta selecdn permite cierto grado de elitismo, es decir, los mejoras &atener una posibilidad muy
alta de reproducirse con la ventaja de evitar una conveig@nematura del algoritmo, permitiendo a su vez
tener dentro de la pobldm un grado de diversidad en los cromosomas que la conforBnad].[

3.9. Operadores geaticos

Los operadores géticos son los encargados de obtener los descendientetiralpdos cromosomas padres.
Los dos operadores principales son: el cruce o recomifingdia mutaddn.

Los operadores géticos pueden aplicarse en forma conjunta, es decir, hataruce y despes sobre
los cromosomas resultantes realizar mutaciones. O en fodivedual; decidiendo de alguna forma&apera-

dor aplicar sobre un cromosoma y apliG@aicamente ese. La aplicaci por separado presenta algunas ventajas
como: es ras fcil de implementar y se puede ampliar la lista de operadmesicos cuando se trabaja con
codificacbn real.

3.9.1. Operador de cruce

Este es el operador getico principal, permite realizar una explomacide toda la informadn almacenada
hasta el momento en la poblaniy combinarla para crear mejores individuos.

El operador de cruce consiste en elegir dos individuos celeados aleatoriamente y generar a partir
de ellos dos nuevos individuos donde que parte de los dosbs@mas originales (padres).

Generalmente, cada operador ggco tenda asignado un pametro con el valor de la probabilidad de
ser utilizado. Suponiendo qu& es la probabilidad de un determinado operador de crudeeytamdio de

la poblacon, el rimero esperado de cromosomas que safriruce séx pc.N. Para cada cromosoma de la
poblacbn se generarun rimero aleatorio & r < 1, sir < p; el cromosoma sufré cruce 8,10, 25).

Cruce en un punto

Es la forma nas sencilla de cruce y consiste en elegifiaito punto para realizar el cruce. Este operador puede
ser aplicado a cromosomas con codifiGaddinaria o real, funciona de la siguiente manera:

1. Se seleccionan dos padres de la poblaci

2. Se obtiene, de forma aleatoria, ummero entero comprendido entre 1y la longitud del cromosoerzos
1.

3. Se intercambian los genes de los cromosomas padresasiteadas posiciones siguientes ahmero
aleatorio obtenido en el paso anterior. Los cromosomasiglie sean los cromosomas hijo8,[10, 25].

Cruce de n puntos

Es una generalizain del nétodo anterior. Se seleccionan varias posiciones (n) esatéanas de los padres y
se intercambian los genes a ambos lados de estas posi@oh@25)].
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Cruce uniforme

El operador de cruce uniforme targhi es aplicable tanto a cromosomas con codiftcadinaria, como a
aquellos codificados en forma démeros reales. Trabaja de la siguiente forma:

1. Se seleccionan dos padres de la poblaci
2. Se obtienen, de forma aleatoria, variésneros enteros entre 1y la longitud del cromosoma.

3. Seintercambian los genes de los cromosomas padresositeiadhas posiciones de lomeros aleatorios
obtenidos en el paso anterior. Los cromosomas obtenidas ker cromosomas hijo4 ().

3.9.2. Mutacibn

En los inicios se consideraba a la mutacicomo un operador secundario pero al pasar del tiempo se ha
consolidado y ahora se tiene tan en cuenta como el operadoude. Este operador aporta diversidad a la
poblacbn permitiendo la explora@h de nuevas regiones en el espacio ikgneda.

Este operador es aplicable tanto a cadenas de bits como @esecte imeros reales. En el caso de la
codificacbn binaria el proceso consiste en reemplazar algunos declmssgde forma aleatoria handolos
igual a 1 si su valor original era 0 y viceversa. Por otro ladoel caso de la codificam en forma de iimeros
reales, el procedimiento consiste en seleccionar de foleadogia los genes a cambiar y asignarles un nuevo
valor tambén aleatoriamente3[10, 25)].

Las probabilidades de mutéci p,, de un cromosoma se consideran entre el 0,1% y el 5%, siendo es-
tas probabilidades bastante menores a las probabilidadgsedse produzca un cruce. La mubacfunciona
de la siguiente manera:

1. Se elige una tasa de mutcipy,.

2. Se hacen pruebas pasando por todos los genes de todamhamsomas, generando uamero aleatorio.
Si este numero es menor que la probabiliggadentonces se ejecuta la mui@tien ese gen.

Se debe tener en cuenta que esta forma de implementar laigmutaquiere un costo computacional muy
alto para espacios ddibqueda grandes. Aunque se ha desarrollado una fapidary péactica de realizar
la mutacon, esta es teniendo en cuenta el total de los genes de lajgoblaa forma pactica de realizar la
mutacbn es la siguiente:

1. Se elige una tasa de mutacipy,.

2. Se multiplica la tasa de mutaai por el imero de cromosomas de la pobaciy por la cantidad de
genes de cada cromosoma. Bhmero obtenido indica cuantas mutaciones se debe realizar.

3. Se generanimmeros aleatorios entre 1y el total de genes de toda la pobjaesto me indica los genes
que deben ser mutados. La cantidad @imeros aleatorios generados debe ser igudimano obtenido
en el paso 2.

El coste computacional aplicando el operadorégien de la forma anteriormente descrita es bastante bajoy e
poblaciones grandes no existe diferencia entre las dosfod®a realizar la mutam [8, 10, 25].
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3.10. Criterio de parada

Estos criterios indican en que momento se debe dar por tedmiia evoludn del algoritmo gegtico, en otras
palabras, la solubn encontrada es l@ptima” para el problema tratado. Estos criterios son lgsisntes:

= En muchos casos se da por terminado el algoritmo al habé&aealun fimero espédéico de generacio-
nes.

= Otra opcon de parada se da en el momento en el cual la diferencia aeatseluciones obtenidas es muy
pequédia, es decir, la pobla@n de soluciones es muy hon@tea y las posibilidades de evoloicison
minimas.

= También puede emplearse uretodo interactivo, en el que el usuario compruebe la evintudel algorit-
mo tras un imero de generaciones y decida si debe seguir &edase por haber posibilidad de nuevas
mejoras.

3.11. Pa@metros de un algoritmo gertico

El conjunto de pa&ametros de un algoritmo gefico define en gran parte el comportamiento de este. Los
pa@metros a tener en cuenta son: el thmde la pobladin, la tasa de cruce y la tasa de mutaci

Algunos valores recomendados por estudios y experimergobol, indican que los valores recomenda-
dos para estos pametros son los siguientes:

= Poblacon: entre 30 y 200 individuos siendo 100 un valéptimo”.

= Tasa de cruce: entre 50% y 100 %.

= Tasa de mutadn: entre 0,1% y 5 %.

3.12. Teorema de los esquemas

Es la justificaddn tedrica del funcionamiento de los algoritmos g&oos. Se debe tener en cuenta la Gonde
esquema. Los esquemas se construyen fragiael caacter comoth (x) al alfabeto de los genes (0 y 1). Un
esquema representa a todas las cadenas que tienen, tooits dpee son distintos de iguales. Por ejemplo, las
cadenas 10100011 y 0110011 1aestepresentadas por el esquema **100*11 y el esquema ****fépresenta

a todos los esquemas de longitud 8.

3.12.1. Orden de un esquema

El orden del esquem@es el rumero de caracteres con valor 0 0 1, que aparecen en la caderampone
el esquema, es decir, elimero de caracteres del esquema que son diferentes del icorRod ejemplo, el
esquem&l = x01x01x 1 posee orden 5.

La nocbn de orden editil para el @lculo de las probabilidades de supervivencia de los esagiaiu-
rante las mutaciones.

3.12.2. Longitud de definicon de un esquema

La longitud definida de un esquer8as la distancia entre el primero ylétimo de los caracteres no comodines.
Por ejemplo, el esquen® = x10x 10« 1 tiene longitud 8- 2 = 6.
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La nocbn de longitud definida etil para el @lculo de las probabilidades de supervivencia de los es-
quemas durante los cruces.

Esquemas con elevado valor de la funmtide adaptadn y pequéa longitud de definiéin crecen expo-

nencialmente de una gener@eia la siguiente. Los cromosomas con excelentes esquemésssarincipales
participantes en la conformaci de la nueva generaxi [8,9, 10,25].
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4. SINTONIZACI ON DE LOS PARAMETROS DEL LQRPOR MEDIO DE LOS
ALGORITMOS GEN ETICOS

El desarrollo del modelo del puentdigrpresentado en el capitulo de modelado de la planta, dénupst esta
clase de sistemas son no lineales; lo cual compromete unarrdéigultad en la fisqueda de una estrategia
de control, teniendo que recurrir a la simplifigatidel modelo del sistema mediante la linealidacdel
mismo, alrededor de un punto de opebaciy de esta forma poder utilizar estrategias de contrgbipso
de los sistemas lineales multivariables. La estrategigiddepara el control del Puente @r fue la ley por
realimentadn de variables de estados, y el tipo de control que enfidgarvalores de las ganancias de rea-
limentacbn que caracteriza esta ley de control fue el LQR expuestboapiulo del controladorl5,16,18,24]

El procedimiento para el calculo del controlador propuesioel presente trabajo, esta sujeto a la deter-
minacibn de algunos pametros del mismo, donde se padrer mas adelante que el criterio del diselor
se@ esencial en la determinaai de estos pametros.

La verificacbn de la efectividad del controlador, una vez calculado, res de los pilares claves para el
procedimiento de di§®. Esta tarea se realiza mediante simdlactuyos resultados aportan la infornaci
necesaria para que se pueda recalcular el controlador camegos modificados y mejorar su efectividad. En
sucesivas simulaciones, se corrigen y ajustan loapetros del controlador a partir de los datos suministrados
por las s@ales de salida de la posiai y delangulo dadas por el modelo, las cuales selmrakn el Algoritmo
Gergtico encargado de las condiciones defilisg de entregar los valores de los gaetros del controlador
gue mejoren las respuestas hasta llegar a la mejor éalpaisible, sujeta a los siguientes criterios deftbse
(tss < 49); (Ess < 10%); 0 < 3°); (Mp=0).

De acuerdo a lo anterior, se puede decir, que el procedimigatdis@o contiene una componente itera-
tiva. La figura 4.1 muestra el diagrama de flujo del proceso defitise

El controlador se basa en kchicaLQR, y el aporte importante del Algoritmo Getico esta en la eledmn de
las matriceQy R.
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4.1. Procedimiento de diBe del controladot QR

4.1. Procedimiento de disio del controlador LQR

El esquema de un sistema de realimeidtacie variables de estado en tiempo continuo y discreto esados
en la figuras4.2y 4.3

Ref=0 @ u(®) 5 X (9 i x(t) c y(t)

A <

K &———

Figura 4.2.: Diagram de bloques del sistema continuo.

Ref=0 u(k) x(k+1) x(K y(K)
—» G —»z > C —»
F [
K 1

Figura 4.3.: Diagram de bloques del sistema discreto.

El esquema obedece al sistema de ecuaciones lineales gndsartadin de variables de estado.
Para tiempo continuo

X = AX(t) + Bu(t) (4.1)

y = Cx(t) + Du(t) 4.2)

La ley de realimentadin de variables de estado tiene como edwacaractdstica

u(t) = —Kx(t) (4.3)
en donde si se reemplazamos la ecoia¢#.3) en la ecuadin (4.1) queda de la siguiente forma:
x = Ax(t) — BKx(t) = (A — BK)x(t) (4.4)

Para tiempo discretoConvirtiendo las ecuaciones para tiempo continuo, en émues para tiempo discreto,
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se obtiene la ecuam (4.5):

x(k+1) = Fx(k) + Gu(k) (4.5)

y(k) = Cx(k) + Du(k) (4.6)

Las matriced y G dependen del periodo de muest(@g,), el cual se determino en el capitulo de modelado
de la planta, al igual que dichas matrices; mientras que &sgaesC y D no cambian respecto al modelo en
tiempo continuo.

La ecuaddn que describe la ley de realimentatide variables de estado, es la misma, tanto para tiem-
po continuo, como para tiempo discreto.

u(k) = —Kx (k) 4.7)
Si se reemplaza la ecuaai (4.7) en la ecuadn (4.5), se obtiene:
x(k+1) = Fx(k) — GKx (k) = (F — GK)x(k) (4.8)

En la figura 4.2y 4.3 representa la $al de referencia (posimn deseada del carro), que para este caso es
cero, debido a que solo se esta haciendo regauaante una condién inicial deXp=—0.5m. u es la s@al de
control que se introduce al sistema definido por las matfi&ds C, D] para el sistema en tiempo continuo, y
para el sistema en tiempo discreto, se tienen las mafiic€H, J|. K es la matriz de controk el vector de
variables de estado y el vector que contiene las salidasstiefrs.

El paso a seguir es encontrar la matriz de contkol, pero antes se debe cumplir con las dos condicio-
nes exigidas para poder aplicar la ley de realimeatadie variables de estados. Las condiciones son que el
sistema sea de estado completamente controlable y complet observable.

Como en el caso de aplicaci de este trabajo, el sistema solo tiene dos variables feedies necesario
observar las otras dos variables, debido a que el modelopdarita consta de cuatro variables de estado. Para
poder cumplir con la condion de observabilidad, es indispensable utilizar un obsende estado, pero como
solo se necesita observar dos de las variables de estadiizegauun observador de orden reducido, el cual se
diseéiaa mas adelante, a partir de la té@expuesta en el capitulo del controlador.

4.1.1. Controlabilidad y Observabilidad para el modelo depuente gria

La prueba para determinar la controlabilidad del sisteragg flempo continuo y discreto, se realiza a partir de
las ecuacione2(67), y (2.70; las cuales entregan la matfizy de esta forma verificar que el sistema cumple
con la condiddn de controlabilidad.1[5, 16]

Se utilizd la funcbn ctrb del toolbox de control de Matlab y luego se evalel rango de la matriz de
controlabilidad a partir de la fun@n rank, el cual da igual al tmero de variables de estadoj esnfirmando
que el sistema es de estado completamente controlable.

RangdClcontinua= 4 RangdClyiscreta= 4 (4.9)
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Para la prueba de conditi de observabilidad del sistema, para tiempo continuo gretis, se hace uso de
las ecuacione2(71), y (2.89, que entregan la matri@ con la cual se puede verificar que el sistema cumple
con la condidbn de observabilidad. Se hizo uso de la fiamabbs del toolbox de control de Matlab y luego
se evald el rango de esta matriz de observabilidad a partir de ladarrank, el cual da igual al amero de
variables de estado,ianfirmando que el sistema es de estado completamentevabiser

RangdO]continua= 4 RangdOlgiscreta= 4 (4.10)

4.1.2. Obtencon de la matriz K(t)

Para encontrar los valores d& se usara urRegulador Lineal Cuadratico (LQR). Este es un tipo de
controlador que utiliza la minimiza@n de unindice de desemjpe, el cual resulta de balancear los errores del
sistema y el esfuerzo de control, para poder obtener uneigoloptima.

Una matrizQ de peso para los estados y una matndice de controlR, hacen parte delndice de
desempio.

)
J=x"Mx +/ (x"Qx+ uTRu) dt (4.11)
0

Esteindice de desemppe tiene la caractestica de ser cuadtico, de manera que una de las soluciones de
optimizacbn para esta clase dledices se desarrolla por medio del segundato de Lyapunov, el cual busca
una matrizP que lleve el sistema de un estado inicial a un estado fina pianjactoriabptima, convirtendose

la demostradn final del nétodo de Lyapunov en una ecuatialgebraica, denominada ecuacalgebraica

de Ricatti. [17,20,21,22]

A partir de la ley de realimentami de variables de estados d&l1@), se puede encontrar un vector de
control 6ptimo @); el cual requiere de la realimentanidel vector de estados a tesvde la ganancia variable
en el tiempdK(t).

La determinadin de la matriz de ganancias de realimeritadptima K de la ecuadn (4.13 se puede
obtener resolviendo la ecuaai de Ricatti para una matr definida positiva y teniendo la matrz de peso
para los estados y la matrimdice de controR, las cuales se obteriia partir del algoritmo geico. (La
solucbn de la ecuabin de Ricatti se demosten el capitulo (2)).

u(t) = —Kx(t) (4.12)
K =RTBTP(t) (4.13)

4.1.3. Indice de desemp@o del LQR continuo y discreto o digital

indice continuo
Al considera que el intervalo de optimizéani es infinito, el tiempo T en la ecuaai 4.11) es infinito. De
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manera que la matriz solei de la ecuadn de RiccatiP es constante y, por tanto, la matriz de coniol
también es constante. El controladoptimo es invariante frente al tiempo ekgimen estacionario como se
expresa en la ecudni (4.12).

La solucbn de la ecuabn de Riccati ené&gimen estacionario es independiente de la mafrizEs de-
cir, si se desea calcular la matkzde control paraggimen estacionario, se puede reducir la exprede la
funcion de costd de la ecuadin (@4.11) a la ecuadn (siguiente), al poder prescindir detmino[x(T)]TMx(T).

En este casodo es necesario definir las matric@y R. [17]

T T T
J:/O (x"Qx+u'Ru)dt (4.14)

El calculo de la matriz de contrd{, a partir del modelo en el espacio de estado y una vez defilaislasatrices
QvVy R, es muy sencillo al emplearse el toolbox de control paradhatl

indice discreto

La planta a controlar en este trabajo es agiala y, en consecuencia, se ha optado por el desarroll@dabt
LQRen tiempo continuo que, adésde resultar &s familiar e intuitivo, facilita su comprei@si. No obstante,

el control se realiza sobre una plataforma digital. Por estan, es necesario detallar las expresiones y el
disdio del controladoLQRen tiempo discreto.

Convirtiendo la ecuadn del sistema en el espacio de estado en tiempo continueciéocud.l) a tiempo
discreto, se obtiene la ecuani(@.5). [16]

La expresbn general de funbn de costel en tiempo discreto se muestra en ecoaci.15, la cual se
simplifica en la ecuadn (4.16) si se consideraégimen estacionarid\(— ), donde adess se verifica que
las matrice€Qy=Q, Ry=R, y M=0

N-1

I= X NMX(K) £33 (7 (Qx(K) + " (K)Rau(K) (4.15)
k=0
J= % ki (X (K)Qux(K) +u" (K)Ru(k)) (4.16)

Al igual que el controladobptimo es invariante en tiempo continuo é&gimen estacionario, para tiempo
discreto se cumple de la misma forma, por lo tanto, la matizahtrol Kq4(k)) es constante. De manera
similar que en el caso continuo, para el calculold@R, Matlab incorpora una funan que permite calcular el
controlador_QR discreto a partir del modelo en tiempo discreto, las marizpesof y R, y el periodo de
muestreoT), haciendo el alculo del controlador discreto igualmente sencillo quaa@ara el caso continuo.

4.1.4. Determinacon de las matricesQy R.

El calculo presentado para el controlad@R no considera ninguna restriéci en los valores de las variables
de control ni las variables de estado. De manera que cuanderigerio del dis@ador se desea introducir
restricciones para una o varias variables de estado o dekta@ih necesidad de aumentar la complejidad del
problema, se pueden tener en cuenta estas restriccionepgngr las matrice® y R apropiadas para que en
ninglin caso, se alcancen Idsnites permitidos de di$® o saturadn fisica de las variables de estado y de
control. La determinadn de estas matrices puede ser intuitiva en mayor o menordmel@pendiendo del
control que se quiera sobre cada variable; pero la magnéudsdvalores asignados influye decisivamente en
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la respuesta de las acciones de control y de los estados.

Seia necesario, por tanto, proponer diferentes valores paran&ricesQ y R, simular el comportamien-
to del sistema y escoger aquel control para el cual las Jasae control y de estado se mantengan dentro de
los limites permitidos de dig®.

Lo primero que se debe tener en cuenta para determinar lagesdd y R consiste en decidir la confi-
guracbn que tendan dichas matrices, esta configutactdepende principalmente del orden del sistema, el cual
determinara el tanf de la matriZQ y de la cantidad de $ales de control se determinara el téfimaara la
matrizR

Las dos configuracionesas importantes para estas matrices tanto para la nqat@mo para la matriR son:

Q diagonal

s O O O
Q= o .0 0 (4.17)
0 O .0
0 0 O g
R diagonal
rrqi 0 0 O
R | © _0 0 (4.18)
0O o0 . 0
0 0 0 rj
Q completa
Oi1 Qi2 -+ G
Q=| ™ _ (4.19)
q'ji | i
R completa
fa rig -+ Tjj
R=| ® | (4.20)
i Fii

en dondey; representa el peso que se le da al estagio;; representa el peso que se le da a faasde control.

A partir de las configuraciones expresadas anteriormern lpamatrizQ y R se escogér la configura-
cion deseada por el disador dependiendo de las variables que desea minimizar.

Para el caso de este trabajo las configuraciones que se igmkan sém las siguientes:
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Q teniendo en cuenta solo posion, angulo yR

g 0 0O
{0 g 00
0 0 0O
(R = [r4]
Q con los elementos de la diagonal R
g 0 O O
10 g 0 O
0 0 0 o4
(R = [r4]

Q con los elementos de la diagonal, las relaciones de poéitivelocidad yangulo-velocidad angular, y,R

¢ 0 g5 O
| % & 0 o
Q= ® 0 g O (4.23)
g 0 0
(R = [r4]
Q con todos los elementos R
g1 05 Qs 7
s G2 Qs Jo
= 4.24
< Js Gs 03 Cio ( )
07 Qo Qo Oa
(R = [r]

Los valores d&Q y R deben ser siempre positivos 0 cero. El conocimiento que seapdel sistema resulta
fundamental en la seledsi de estas matrices. Auniass conveniente calcular diferentes matrices de control
K, con base en distintos valores para las mati@g<R, y verificar su efectividad mediante simulaai

Una ventaja importante del contrbQR es que, independiente al valor de las matri@ey R, se preser-
va la estabilidad asiftica y la robustez del controlador.

Para la determinagh de las matrice® y R despés de tener en cuenta lo anterior, no existegtatios

analticos simples que ayuden al dislor a definir los valores que karparte de dichas matrices, las cuales
estn en funddn del sistema, del control que se desee realizar y de losresiude las variables de control.
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De modo que no existe &Is opcdbn que proponer unas matric€sy R, calcular el controlador y comprobar
el comportamiento del sistema en lazo cerrado mediantelaiion. Luego verificando los resultados, se
modifican los valores de las matrices, se recalcula el dawlivoy se simula de nuevo. Este proceso se repite el
nimero de veces necesario hasta llegar al comportamientisei® especificado del sistema. En condiusi

se trata de un proceso iterativo, en donde el conocimientia géanta, por parte del diGador puede ser
decisivo a la hora de reducir elimero de iteraciones. El proceso de simulacefectuado con una herramienta
informatica (Matlab), es simple pero puede ser extenso y tedioseratinos de tiempo cuando es necesario
realizar un fimero elevado de simulaciones. Este es probablementéneipal inconveniente que presenta el
diséio del control LQR.

Se buscaron nuevas alternativas para volver el procedioni@mterior mas efectivo tanto en tiempo co-
mo en dis@o; y que a su vez, acotara el espacio dedueda de los pametros del controladdwtQRen funcbn

de suindice de desemppe. Resultando un#&tnica de bsqueda y optimizadh llamada algoritmos géticos,

la cual podia ser programada en fuibci de unindice de desemjie propio ITEA asociado a las respuestas
obtenidas de la planta; y a partir de esta optimi@adr evaluando diferentes valores @ey R, los cuales
entregaran mediante simuléni los valores de realimentaci con los cuales se comprueba el comportamiento
del sistema en lazo cerrado. Se realizara la verificade estos resultados ante las restricciones daaiséa
minimizacin delindice de deseme propio del algoritmo gettico. Si los resultados no cumplen en conjunto
con los criterios de dis® y la minimizacbn delindice ITAE se vuelven a evaluar otros valoresQlg R pero

ya acotados por la iterdm anterior, hasta que se cumplan con todos los criteriasestps.

La implementadn del Algoritmo Gebtico para la bsqueda de los pametros del controlador, aunque
sigue siendo una forma interactiva, ya no es fanaiel dis@ador, buscar los valores @@y Ry evaluar.
Ahora el Algoritmo Gegtico se encarga de esta fubitiy a la vez minimiza una funan objetivo que permite
acotar el espacio delbqueda internamente de los gnaetros del controlador; evaluando al mismo tiempo el
desempio de la planta y parar lalisqueda en el momento que se cumpla con todos los criteridsdm®
propuestos, y con la minimizasi de la funddn objetivo del Algoritmo Gegtico que es dependiente de las
respuestas obtenidas de la planta.

Es mas sencillo hacer las simulaciones del sistema a controldfeepo continuo. Sin embargo, la im-
plementaddn del control se realiza sobre un sistema digital, dondeatasones de control discretas se
actualizan cada periodo de muest(@am). Con el objetivo de que las simulaciones respondan de larmejo
forma al sistema real en lazo cerrado, es conveniente iacrpl efecto del control digital en las simulaciones,
haciendo la discretiza@n del sistema y del controlador como previamente se hala#o, para adecuar el
sistema de control en la simulaai. Adenas, es mejor calcular el controlador en tiempo discreto para
momento en que se va hacer la implemer@a@n el sistema real, debido a que un controlador calculado e
tiempo continuo, con simulaciones que no consideran efalodigital, puede resultar inapropiado cuando se
aplica sobre el sistema real. Porque el tiempo de muestmaakke utiliza para controladores digitales hace
responder al sistemaas lento que en tiempo continuo.

4.1.5. Diséio del observador de orden reducido

El objetivo del control es mantener el valor 8eentre -5< 6 < 5°, partiendo de un determinado vector de
condiciones iniciales. Para realizar el control se éligiley de realimentacn de estados y la utiliza@m del
controladoiLQR para la obtendin de los valores de la matrik

La evolucbn temporal de las variables de estado y laasede control, ante un vector de condiciones
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4. Sintonizaddn de los paametros delLQR por medio de los algoritmos géticos

iniciales dado, sé@n las que muestren las respuestas del sistema. Como seararest capitulo del controla-
dor, es necesario tener acceso a todos los estados paragaioeentar y cerrar el lazo de contrd5[16,18,24]

En el modelo a escala solo se miden la pasicdel carro y del @ndulo, por lo que es necesario cons-
truir un observador de estados que estime el resto de leblesi Pero como solo es necesario estimar dos
(2) de las cuatro (4) variables de estado. Se utilizara efidislel observador de orden reducido, el cual se
describd en el capitulo del contrd@ptimo.

Se dis@am el estimador y se incldren el lazo de control. Se deben obtener las curvas de ewoluci
temporal de las variables de estado y sus estimaciones. #deendebe comparar el funcionamiento sin y con
observador y la influencia del valor inicial del error de msttion.

Este dis@o del observador de estados, debe tener unandea tan apida como sea posible, pero sin que
resulten valores demasiado grandes para la mhatrjzues ello implicaa amplificar el ruido del sensor de
medida de la posion.

Para ello se debe elegir una distancia entre los polos denamor y los del controlador entre 2 y 10.
Los polos del estimador deben permitir que el error de estiimaenga un tiempo de asentamiento menor
gue 0.5s, con una sobreelongatirinima. Sin importar las condiciones iniciales en los estadternos del
observador, con el tiempo, los estados estimados que argtegismo debém converger a los reales del
sistema.

Un observador que es capaz de llevar el estado de las variaslinas del sistema a cero en umero
finito de pasos igual al orden del sistema es denominado “Beatl’, o de tiempo de establecimiento finito.
el cual permite llevar los polos del sistema en tiempo disaikecentro del circulo unitario, donde esto permite
gue la ganancia de realimentawcidel observador lleve las variables estimas a tener un igal a cero en
un tiempo minino. Por consiguiente este fue el tipo de métgim que se utilizo para obtener las ganancias
de realimentaéin para el observador de orden reducido en tiempo discréizadb en este trabajo para la
estimacdn de las dos variables restantes.

4.2. Contribucion del Algoritmo genético para la sintonizacbn del LQR

El algoritmo ge#tico es el encargado de encontrar losapaatros de las matricéd y R que componen al
controlado.QR Los valores que obtiene el algoritmo smotimos para el funcionamiento del controlador. El
uso de los algoritmos géticos para este trabajo se llevo a cabo debido a que se ¢rata sistema diimmico

o variable con el tiempo, adérs, no se sabe el punto al cual se debe llegar, es decir, eldealas variables
de estado no se conoce y varia con cada nuevo valor de lamptaps de&Q y R. A continuacon se da una
descripcbn del funcionamiento del algoritmo getico en la consecuen de los paametros de las matrices
nombradas anteriormente, en otras palabras, la correttaiziacon para el controlador.

4.2.1. Configuracdn de los individuos de la pobladn

Cada individuo o cromosoma de la pobfatiesta conformado por los valores de la matri@eg R. La
longitud del individuo variaga sed@in el rimero de elementos que constituyan la mafjzes decir, si solo
se tiene en cuenta las primeros dos elementos de la diagealsd se considera toda la diagonal de dicha
matriz, si esh conformada por todos los elementos de la diagoréa has relaciones posisi-velocidad y
angulo-velocidad angular o si la matfzcontaé con todos sus pametros.
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4.2. Contribuadn del Algoritmo geatico para la sintonizagn delLQR

En este trabajo se opto por implementar la codifivadd representagn real para los cromosomas de la
poblacbn; por la naturaleza del problema tratado resulis eficiente dicha codificam, adenas, los valores
de los elementos de las matric®@y R son valores reales en algunos casos “grandes”, los que éitacidn
binaria requerian de muchos bits para ser representados incrementanel@asto computacional.

Q con dos elementos:

Para este caso el cromosoma tiene una longitud de tres gesesyrrespondientes a los elementos de la matriz
Qy uno que representa @hico valor que tiene la matrR. El individuo queda definido coma{ g ri].

Q con los elementos de la diagonal:

El tamdio del cromosoma que se tiene en cuenta en este punto es dg@eires, cuatro para represeriay el
quinto gen que le da valorR El individuo queda definidocoma@{ d» g3 gz ri].

Q con todos los elementos

Se tiene un tanfo del individuo de once genes, diez que representan tod@aimetros de la matri@, y el
tltimo gen que representa el valor BeEl individuo queda definidocoma{ 02 g3 g4 05 Os G7 Os Qo
Quo 1.

4.2.2. Poblacbn

La poblacon inicial estad conformada por 100 cromosomas creados cada uno en foratare@eEl taméo
de la pobladn permanece constante a &awel paso y la evolu@n de las distintas generaciones.

Cada individuo de la poblamn se encuentra definido por la siguiente eduaciomando como ejemplo
el caso para el cual la longitud de los cromosomas es mayodeos los individuos tenén un taméo de once
genes.

ind, =rand(1,11) - (1000— 0.0001) + 0.0001
La matriz que contiene a todos los individuos de la corredigoite generadin se define de la siguiente forma:
ind1
il’ldz
Poblacion= . (4.25)
ind100
4.2.3. Funcbn objetivo

La funcion objetivo o de adaptamn del algoritmo ge@tico esh basada en éhdice de desempe ITAE,
contemplando en ella los errores de la pd@sicelangulo y la sBal de control.

En la funcbn de adaptabn se suma los valores de los tres errores obtenidos de ldasibny dandoles

peso a cada uno de los errores; con el fin de que los tres tengafieato semejante al momento de evaluar
dicha funcon. La funcon objetivo para el algoritmo es la que se muestra en la dnugt26).

t t t
Jne=Kp [ lea|tdt+Ka [ fesltatKy [ Jey|tot (4.26)
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4. Sintonizaddn de los paametros delLQR por medio de los algoritmos géticos

El algoritmo geigtico se encarga de encontrar los valores de I@npetros de las matric€sy R del controlador
LQR logrando que el valor de la furtm objetivo sea iimimo.

4.2.4. Evaluacdn

Se hace a cada uno de los cromosomas que componen una@olcretodo para llevar a cabo la evaluati

es sencillo; con cada individuo se construyen las mat@og®, con los valores de dichas matrices se obtiene el
vector de realimentagn de variables de estadiigpor medio de la ecuawmn de Ricatti, se evah el desemp®

del LQRde acuerdo al vectdf, se obtiene las $iales se salida y de control del sistema, se calcula laGanci
objetivo (aptitud) de acuerdo a la ecuati4.26). Al terminar el recorrido por todas las generaciones dgi-al
ritmo la solucon seé dada por el cromosoma cuya aptitud sea & maja, siendo este individuo la sofuti
optima al problema.

4.2.5. Restricciones

Ademas de tener una aptitud o valor de fumtibbjetivo pequiga, los individuos deben cumplir algunas restric-
ciones. Estas restricciones@steterminadas por: los limites dsi€os de la planta entregados por el fabricante
del puente dgira y, adicionalmente se debe tener en cuenta las restrsctindiso impuestas, como lo son:

Repuesta transitoria:

Es el tiempo requerido por lafal de salida para alcanzar y mantenerse dentro de un deéelonrango
alrededor del valor final. Este rango generalmente se d&geen porcentaje absoluto del valor final. Para este
caso el tiempo de establecimiento fue fijado en cuatro segud< 4s).

Error de estado estable:

Este error es especificado como un porcentaje del valor fensd@l de salida con respecto a una referencia. El
error de establecimiento fue impuesto en diez por cidijg<{ 10%).

Oscilacion:

La oscilacon es el movimiento de un lado a otro de un cuerpo alrededon geinio de equilibrio. Este punto
es uno de los objetivos de este trabajo, la os@lade la barra esta limitada a tres grad®s<(3°).

Sobrepaso:

El sobrepaso es el valor picaaximo de la curva se respuesta, medido a partir de la unidativ&lor final en
estado estable de la respuesta es diferente de la unidamnés asar el porcentaje de sobrepasaximo. El
valor de sobrepaso para este @ises cerol,=0).

4.2.6. Selecdn

Para el proceso de selegoide los cromosomas se es@gl metodo de selecén por torneo; ya que el coste
computacional asociado a est@todo es muy bajo comparado con la ruleta, amenpermite cierto grado
de elitismo y de diversidad en la poblani Los individuos seleccionados &erlos padres del proceso de
reproducabn.

En el netodo del torneo se escogen dos individuos aleatoriamkistesuales compiten entré, £l gana-
dor sea el que tenga menor valor de aptitud que es determinada ecudabn (4.26). El grupo de ganadores
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4.2. Contribuadn del Algoritmo geatico para la sintonizagn delLQR
conforman los individuos seleccionados.

El nUumero de torneos realizados es igual amero de individuos que conforman la pobfati garanti-
zando akque dicha pobladin se mantenga constante.

4.2.7. Cruce

Este es el operador que en gran parte ayaudala reproducoin de los padres anteriormente seleccionados.
Debido o que los cromosomas son de longitud relativamentgigdae, se ogi por implementar cruce
en un solo punto; ya que un cruce anpuntos 0 un cruce uniforme no proporcioar buenos resul-
tados. La tasa o probabilidad de crugeaplicada en el algoritmo gético es del 90 %, esto quiere decir,
que de los cien individuos que conforman la poblacion 98@rseruzados para darle paso a una nueva pdllaci

Para realizar el cruce, se eligen dos padres al azar de lescErlados previamente, se genera Umero
aleatorio si estemero es menor que la probabilidad de crpgse continua con el proceso de reprodangi

se crea un iimero entero aleatorio que se&sntre 1y la longitud del cromosoma menos 1y a partir de ese
punto se realiza el cruce de los dos padi@sdible paso a dos cromosomas hijos. Este proceso se readtza h
gue se tiene de nuevo elimero de individuos de la poblaci. Las figuras4.4y 4.5muestra como se hace el
cruce de los dos padres.

[6py 9 Gps %o %5 Gps %7 CGpg Gpe Upyo '] —— Cromosoma padre

[9m1 Amz Ams Ama A A A7 Amg Amo Imio 'md ~ —— Cromosomamadre

Figura 4.4.: Cromosomas padres.

Suponiendo que el cruce se hace a partir del cuarto gennse tie

[qml qm2 qm3 qm4 qp5 qu qp? qp8 qp9 qp10 rpl] \

___» Cromosomas hijos

[qpl qp2 qp3 qp4 qm5 qm6 qm? qms qm9 qmlO I’mlz|

Figura 4.5.: Cromosomas hijos.

4.2.8. Mutacibn

La mutacon es aplicada como un operador de respaldo al cruce, lailmzibde mutaddn pr, aplicada es del
10%. Todos los cromosomas resultantes luego de realizhorace sean sometidos a la posibilidad de ser
mutados.

Para realizar la muta@n se has un barrido por toda poblduoi, se genera unimero aleatorio, si ese
nimero es menor que la probabilidad de muiagd,, se ejecutdr el proceso de mutam al cromosoma
correspondiente, se crea uinmero entero al azar que corresponde al gen q@ensetado, se obtiene un nuevo
nimero al azar comprendido entre (1000 y 0.0001) y este nuavero reemplazarel gen correspondiente a
la mutacén. Las figuras4.4y 4.5muestra el proceso de mutaoide los cromosomas.
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[@y; Ay Gyg Gps 95 Gpg Gy Gpg Apg Gpyo'py] —  Cromosoma a mutar

C, —— Nuevogen

Figura 4.6.: Cromosoma a mutar.

Suponiendo que el cromosoma sufrima mutadin en el gen nueve, se obtiene la figuta.

[qpl Op2 Yoz 9pa Yps Yps 9p7 Yps C, qplorpl] ——» Cromosoma mutado

Figura 4.7.: Cromosoma mutado.

4.2.9. Criterio de parada

Para aplicar este criterio se opto por tomar wmsero determinado de generaciones el cual fue fijjado en
cincuenta (50), desjas de experimentar con diferentes valores de di¢hoano, se concluye que con este se
obtiene los mejores resultados del algoritmo.

Las matricesQ y R seleccionadas por el algoritmo gdito sean las matrices que al ser evaluadas en-

tregue un valor de funén de adaptabn menor descrita en la ecuani (4.26, adenas, no viole las
restricciones de dig® impuestas. En la Figurd.8 se muestra un diagrama de flujo del algoritmoéjeo.
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Poblacion inicial

Poblacion de la

generacion
Evaluacion de la Evaluacién de
aptitud restricciones

Seleccion por torneo

Cruce

v

Mutacién

Nueva generacién

i

Numero de No
generaciones

lSi

Cromosoma 6ptimo

Figura 4.8.: Diagrama de flujo del algoritmo gético.
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5. RESULTADOS

Los resultados siguientes fueron obtenidos a partir dalisie anterior, con la utilizadon del modelo presen-
tado en las ecuacione$.18 y (1.19 para el caso continuo y de las ecuaciore2®) y (1.29 para el caso
discreto, el cual fue obtenido a partir del manual del modedd a escala del “Digital Pendulum Unit 33-200”
desarrollado por Feedback Instruments Ldt.

Este capitulo busca probar la eficiencia y eficacia de Iétodos previamente mencionados, y permite
exponer las simulaciones del control para el sistema dehtpugia ante una condign inicial. Tambén

se expondan los diversos aculos, respuestas y aisis de los diferentes casos de penali@agpara las
variables de estado, a fin de apreciar las ventajas que ofsecke elaborar una comparéani general pa-

ra determinar cual es el mejor enfoque defigsen cuanto a desenfpeante las diversas variaciones expuestas.

El calculo de las ganancias utilizadas por la ley de realimémade estados, se rediznediante la
sintonizacbn del controladoL QR expuesto en etapitulo (2) con la ayuda de un algoritmo dgaito, el cual
fue acondicionado en ehpitulo (4) para que por medio de la sintonizawwieste entregara las matric@y R, las

cuales serian evaluadas por la ecaade Ricatti perteneciente al controladl @R, obtenéndose ddos valores
optimos del vector de realimentaaide estadol, y ad poder cumplir con las especificaciones de fiisgéadas.

Realizando varias ejecuciones del algoritmo &@mo para las diferentes penalizaciones, es decir, para
las distintas matrice® expuestas en las ecuacioné2(), (4.22 y (4.24), donde se le dan pesos a los estados
y teniendo en cuenta el valor de la mafRzse han obteniendo valores diferentesiddice ITAE, escogiendo

ad el indice “optimo” (menor), que a su vez entre@afos valores d&) y R que hacen que la salida sea la
mejor ante las restricciones de diseimpuestas al algoritmo gético. Las matrice® y R obtenidas son las
siguientes:

5.1. Respuestas del sistema en tiempo continuo

A partir de las ecuaciones en el espacio de estado contibtenemos el diagrama abgico necesario para
realizar la simuladin enMatlab™™-Simulinkfigura 5.14
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Real
Salida de Variable de d;tos
- |:| Posicién y angulo para el genetico
. ; =
Senal de control w
180/pi
L~ a| X' = Ax+Bu N | |:|
» » » »
y = Cx+Du
Saturacion Ecuaciones Saturaticion Salida de todos
sefal de de estado posicion los estados
control (17N) (continuo ) (0.5m)

o

Matriz de
Realimentacion (K)

Figura 5.1.: Diagrama andlgico para el sistema continuo en Matlab-Simulink.

Los resultados muestran regufatide la posién del puente y dehngulo ante una condim inicial de la
posicbn del carro de-{£0.5m).

Las diferentes ejecuciones del algoritmo gico entregaron los valores deldice de desempe (ITAE) que
se muestran en las tabl&sl, 5.3, 5.5, para los diferentes tipos de penalizaciones. Estos \wadom®elos mismo
para tiempo continuo como para tiempo discreto. Luego segéstos resultados del proceso que tuviera el

menor valor de estindice, y en consecuencia la que tenia los valores de lasces@ y R optimos para el
controlador.

5.1.1. Qteniendo en cuenta solo posion, angulo yR

| Jag | Corl | Cor2 | Cor3 | Cor4 | Cor5 | Cor6 | Cor7 | Cor8 | Cor9 | Corl0 |
J | 1176 | 1205 | 1556 | 1391 | 929 | 1207 | 1205| 1275| 851 972

J | 1090 | 1091 | 823 | 1095| 841 | 968 | 898 | 921 | 758 573
J | 1042 | 965 | 754 | 841 | 582 | 889 | 754 | 781 | 706 553
J| 788 | 728 | 605 | 688 | 513 | 792 | 647 | 626 | 616

J| 736 | 601 | 596 | 578 638 | 634 | 568 | 599

J 586 | 531 | 545 575 | 601 | 557

J 546 537 567 543

Tabla 5.1.: Resultados de diez ejecuciones del algoritmcétien para posiéin y angulo.

La tabla 5.2 muestra elndice de desemfie 6ptimo y en que generdm suced.

| Jag | Cor5 | Generadn | Individuo |

J | 929 1 1

J| 841 1 22
J | 582 1 65
J | 513 13 27

Tabla 5.2.: Resultado®ptimos para posion y angulo.
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Los siguientes pametros de las matric€dy R penalizan solo dos de las variables de estado: la jposycen
angulo

32.80 0 00
0| § S
0 0 00
R = [5.07]
Los polos del sistema en lazo cerrado son
—1.9335+ j4.2664 —1.9335— j4.2664 —0.8050+ j0.8521 —0.8050- j0.8521

El vector de realimentagn K se obtiene a partir de la evaluanide la ecuadin de Ricatti aplicada por €QR
K= [ 25433 99635 33301 19265 } (5.2)

Y el valor delindice de desempe del gektico, ecuadn (ITAE) que entrego estos valores Qey R fue
Jrnc=513 0634.

Las respuestas obtenidas son las figuag 5.3y 5.4 De la figura 5.2 se observa un peqiie sobre-
paso, ya que al momento de colocar la restbicaile sobrepaso en el algoritmo géno en donde se quar

que este fuera nulo, el algoritmo g&ito no conver@, es decir, no encontraba soluciones para el problema,
teniendo en cuenta esta restr@ti De manera que se @ppor incrementar el sobrepaso hasta el 5%. Dando
como resultado una respuesta muy aceptabe. El tiempo delegstaiento cumpb con los paametros
expuestos en la sintonizédi, al igual que el error de establecimiento. La figgt8 muestra la osciladn de la
carga, la cual no excede los iBnpuestos por el dig®. Los objetivos se cumplieron sin que l@akde control
realizara un esfuerzo fuera de los limitesdos establecidos por el fabricante.
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Figura 5.2.: Posicbn del carro en tiempo continuo penalizando 2 estados

Posicion del Pendulo

15 b

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
Tiempo [s]

Figura 5.3.: Posicbn Angular en tiempo continuo penalizando 2 estados



5.1. Respuestas del sistema en tiempo continuo

Sefial de Control

251 b

15 b

Fuerza [N]

0.5 b

_0-5 Il Il Il Il Il
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
Tiempo [s]

Figura 5.4.: Sehal de Control en tiempo continuo penalizando 2 estados

5.1.2. Qcon los elementos de la diagonal R

| Jag | Corl | Cor2 | Cor3 | Cor4 | Cor5 | Cor6 | Cor7 | Cor8 | Cor9 | Corl0 |
J | 607 | 1489 | 1489 | 1489 | 1118 | 705 | 1761 | 1215 | 541 1619

J | 550 | 1079 | 1079 | 1079 | 709 | 640 | 914 | 672 | 506 644
J| 544 | 899 | 899 | 899 | 628 | 631 | 550 | 544 | 504 608
J| 541 | 521 | 521 | 521 | 531 | 570 | 547 | 503 573
J | 533 | 491 | 491 | 491 | 480 | 515 | 504 | 488 534
J | 498 | 464 | 464 | 464 | 461 | 469 | 494 | 483 448
J | 473 947 | 462 | 481 | 476

Tabla 5.3.: Resultados de diez ejecuciones del algoritmacggien para posicin, angulo , velocidad del carro y velocidad
angular.

La tabla 5.4 muestra elndice de desemfie 6ptimo y en que generdmi suced.

| Jag | Corl0 | Generadn | Individuo |

J | 1619 1 10
J| 644 1 14
J | 608 1 36
J| 573 1 64
J| 534 1 79
J | 448 1 97

Tabla 5.4.: Resultado®ptimos para posion, angulo , velocidad del carro y velocidad angular.
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Los siguientes valores en las matri€gy R penalizan todas las variables de estado.

46229 0 0 0
0 12090 O 0
Q=1 o 0 31234 0 (5-3)
0 0 0 92887
R = (314§

Los polos del sistema en lazo cerrado son, en este caso

—4.6833 —1.3625 —1.7050+ j2.0524 —1.7050— j2.0524

El vector de realimentaon K se obtiene a partir de la evaluaside la ecuaéin de Ricatti aplicada por €QR
K= 38323 124697 53440 38023 | (5.4)

Y el valor delindice de desempe del gektico, ecuad@n (ITAE) que entrego estos valores Qey R fue
Jac=4487612.

Las respuestas obtenidas se presentan en las fighras 5.6y 5.7. De la figura 5.5 muestra la res-
puesta de la regulam de la posi@n del puente ante la condixi inicial de (0.5m), las cuales se obtuvieron

a partir de los valores d®@ y R mostrados en la ecu#ci (5.3) donde solo se penaliza las cuatro variables de
estado. Estos valores ey R fueron entregados por el algoritmo @tico, y de la evaluadn de estos valores
en elLQR se calcub el vector de ganancids los resultados cumplen con las cardistizas propias del di§e
impuesto; como lo es el sobrepadtd=0), un tiempo de establecimientiyy de 4y asociado a este, el error
de establecimiento menor al (10%). Adasnlogrando que la oscila@ei delangulo no sea mayor a{8como

se obeserva en la figura.6.
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Posicion [m]

Angulo [°]

5.1. Respuestas del sistema en tiempo continuo

Posicion del Carro
0-2 T T

0.1} b

-05 i i i i i
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Tiempo [s]

Figura 5.5.: Posicbn del carro en tiempo continuo penalizando 4 estados

Posicion del Pendulo

15H . . . . i

0.5 b

_2 L L L L L L L L
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Tiempo [s]

Figura 5.6.: Posicbn Angular en tiempo continuo penalizando 4 estados
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5. Resultados

25

Fuerza [N]

0.5

Figura 5.7.: Sehal de Control en tiempo continuo penalizando 4 estados

Sefial de Control

15f

5.1.3. Qcon todos los elementos R

8

10

Tiempo [s]

12

14 16

18

| Jag | Corl | Cor2 | Cor3 | Cor4 | Cor5 | Cor6 | Cor7 [ Cor8 | Cor9 | Corl0 |

J | 1606 | 522 | 1854 | 1687 | 1915 | 1112 | 947 | 1219 | 1040 | 837
J| 784 | 492 | 1071 | 1427 | 1281 | 892 | 712 | 713 | 565 683
J| 720 | 489 | 637 | 644 | 716 | 749 | 639 | 610 | 539 670
J| 592 | 947 | 512 | 563 | 638 | 541 | 544 | 518 | 522 643
J| 511 | 947 | 486 | 511 | 509 | 484 | 512 | 477 | 519 552
J | 488 | 947 | 477 | 486 | 487 | 479 | 475 514 487
J 947 | 462 | 481 | 474 457 504 468

Tabla 5.5.: Resultados de diez ejecuciones del algoritmcegjen para posiéin, angulo y todas las relaciones.

La tabla 5.6 muestra elndice de desemje 6ptimo y en que generdm suced.
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Tabla 5.6.: Resultado$ptimos para posion, angulo y todas las relaciones.

| Jac | Cor7 | Generadin | Individuo |
J | 947 1 1
J 712 1 7
J | 639 1 53
J 544 1 92
J | 512 4 27
J | 475 36 57
J | 457 47 71




5.1. Respuestas del sistema en tiempo continuo

Estos paametros d&) penalizan las variables de estado y los productos entre ella

50950 16590 26706 25323
16590 98785 94686 57,28

Q= 267,06 94686 42547 5724 (5.5)
25323 5728 5724 98440
R = [29 48

Los polos del sistema en lazo cerrado son, en este caso

—6.0403 —1.2099 —1.5517+j2.0823 —1.5517—j2.0823

El vector de realimentaon K se obtiene a partir de la evaluagide la ecuaéin Ricatti aplicada por élQR
K= 41571 141506 59087 41478 | (5.6)

Y el valor delindice de desempe del gektico, ecuadn (ITAE) que entrego estos valores Qey R fue
Jnc=457,2944.

Las respuestas obtenidas se muestran en las figbr8s 5.9y 5.10 De la figura 5.8 muestranla res-
puesta de la regulam de la posi@n del puente ante la condixi inicial de (0.5m), las cuales se obtuvieron

a partir de los valores d® y R mostrados en la ecudri ecuadn (5.5 donde se hace penalizani de
todas las variables de estado y las relaciones que se estaldatre ellas, estos valores Qey R fueron
entregados por el algoritmo g&tito, y de la evaluabn de estos valores en EQR se calcub el vector

de ganancia¥, los resultados cumplen con las carastizas propias del dife impuesto; como lo es el
sobrepasoN] p=0), un tiempo de establecimientg de 4y asociado a este, el error de establecimiento menor
al (10%). Adenas, logrando que la oscila@xi delangulo no sea mayor a{Bcomo se obeserva en las figuse.

Tambin se puede observar que las figuras tiene un comportamiamntoparecido aunque se halla pe-
nalizado en un caso, solo cuatro estados y para en el otrg todestados y sus relaciones; de lo que se

puede concluir que lo &s importante es la penalizanide los cuartro estados $egas restricciones impuestas.

Las figuras5.4, 5.7y 5.10muestran la g&al de control dentro de logites expuestos por los @ametros del
fabricante.
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5. Resultados

Posicion del Carro
0.2 T T

0.1f . . : : : 4 1

Posicion [m]

-0.4+1 . . . . . . -

05 i i i i i
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Tiempo [s]

Figura 5.8.: Posicbn del carro en tiempo continuo penalizando 4 estados y sus productos

Posicion del Pendulo
3 T T T T

251 b

1.5H b

0.5 b

Angulo [°]

2 i i i i i i i i
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Tiempo [s]

Figura 5.9.: Posicbn Angular en tiempo continuo penalizando 4 estados y sus relaciones
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5.1. Respuestas del sistema en tiempo continuo

Sefial de Control
3 T T

25f . . : : : 4 1

=
ul
L

Fuerza [N]
N

05 i i i i i
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Tiempo [s]

Figura 5.10.: Sdial de Control en tiempo continuo penalizando 4 estados y sus relaciones

5.1.4. Evolucdn del gerético para la matriz Q completa yR

A continuacdn se muestra gficamente la evoluén que tuvo el algoritmo gé&tico para encontrar los valores
de Qy R con los cuales se llega a las mejores respuestas en el tieagpuéstaptima), mostradas en las
figuras 5.11, 5.12y 5.13para el sistema planteado.

\ | Jag | Iteracin |
J1 | 947.34| 1
J | 712.15| 7

J | 592,73| 83
Js | 503,47 334
Jsopt | 457,29 4671

Tabla 5.7.: indices de evoluéin del algoritmo gedtico para la soluéin penalizando los estados 4 y sus relaciones.

La figura 5.11muestra como mejora la respuesta de la posidel carro por medio de la evolaci que realiza

el algoritmo geitico por el paso de las diferentes generaciones y en la édagle la respueségptima, tanto

en tiempo de respuesta como en minimigaaiel error. De la figurab.12 se aprecia que lo que es respuesta
Optima para la posion no lo es para €lngulo, aunque este cumple con la restéingue dice que dichangulo

no sea mayor a tres grados)d.a sdial de control en todo momento de la evobrcdel algoritmo se encuentra
dentro de los limites de difie entregados por el fabricante del puenteagesto se observa en la figusal 3
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5. Resultados

Evolucion de la posicion del carro

0-2 T T T T
J1
J2
0.1t J3
J4
J 5 Optimo
0 L
E -0.1} ;
c
§e]
i3]
3 L i
g 02
_03 - .
-0.41 E
_0-5 Il Il Il Il Il Il Il Il
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Tiempo [s]

Figura 5.11.: Evolucion de la posidin del carro en tiempo continuo para penaligadie los 4 estados y sus relaciones.

Posicion del Pendulo

J1
J2
J3
J4
J 5 Optimo

Angulo [°]

8 10 12 14 16 18
Tiempo [s]

Figura 5.12.: Evolucion de la oscila@n en tiempo continuo para penalizatide los 4 estados y sus relaciones.
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5.2. Respuestas del sistema en tiempo discreto

Evolucion de la sefial de control

2.5 T T T T
J1
J2
ol J3
J4a
J 5 Optimo
15 . -
=
81 1
[<5]
>
LL
0.5 i
0 L
_0-5 Il Il Il Il Il Il Il Il
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Tiempo [s]

Figura 5.13.: Evolucion de la SBal de Control en tiempo continuo para penaliaadie los 4 estados y sus relaciones.

5.2. Respuestas del sistema en tiempo discreto

A partir de las ecuaciones en el espacio de estado discietenamos el diagrama abgico necesario para
realizar la simuladin enMatlab™-Simulinkfigura 5.14

Salida de
Posicién y angulo 1
E l
4 > Real
w I Variable de datos
Sefial de control 1 180/pi 1 para el genetico 1
P y(n)=Cx(n)+Du(n) JlL D
x(n+1)=Ax(n)+Bu(n)
Satujacion Ecuaciones Saturgti.cién Retenedor de Salida de todos
sefial de de estado posicion orden zero 1 los estados 1

control (17N)1 (discreto) 0.5m)1

Matriz de
Realimentacion (K)1

@“*

Figura 5.14.: Diagrama analogico para el sistema discreto en Matlab-Simulink.

Los siguiente resultados son para el sistema en tiempcethsg@or consiguiente se toma el modelo de la planta
discretizado de las ecuacionds28 y (1.29), el tiempo de muestreo definido encalpitulo (1)al igual que
el controlador discreto de la ecuani(4.7) el cual nos entregara los valores del vector de realimamdc
discretos. Teniendo en cuenta que la robustez del controfexd permite tener los valore de las matriQesR
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5. Resultados

en tiempo discretos iguales que en tiempo continuo, no e&saEo que estas se discreticen yasdas mismas
que las utilizadas en el apartado anterior para los difesetdsos. Estos resultados muestran regiaite la
posicbn del puente y deingulo ante una condim inicial de la posidn del carro de-{0.5m).

5.2.1. Qteniendo en cuenta solo posion, angulo yR

Los siguientes pametros de las matric€3y R ya mostrados erb(1) penalizan solo dos de las variables de
estado: la posiéin y enangulo.

El vector de realimentaon K se obtiene a partir de la evaluanide la ecuabin de Ricatti aplicada por
el LQR

K =[ 22359 80463 29791 18976 ] (5.7)

Y el valor delindice de desempe del gektico, ecuadn (ITAE) que entrego estos valores Qey R fue
Jac=5130634.

Las respuestas obtenidas son las figuad5 5.16y 5.17 De la figura 5.15 se observa un peqiie
sobrepaso, ya que al momento de colocar esta resimi@tialgoritmo geético en donde (se gquarque este
fuera nulo), el algoritmo no encontraba soluciones paraadlpma. De manera que se dftor incrementar

el sobrepaso hasta el (5%). Dando como resultado una réapueg aceptabe. El tiempo de establecimiento
cumplio con los paametros expuestos en la sintonizaxial igual que el error de establecimiento. La figura
5.16 muestra la oscilabn de la carga, la cual no excede lo8)(Bnpuestos por el dig®. Los objetivos se
cumplieron sin que la $&l de control realizara un esfuerzo fuera de los limitegds establecidos por los
patametros dados por el fabricante.
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Posicion [m]

Angulo [°]

5.2. Respuestas del sistema en tiempo discreto

Posicion del Carro
0-2 T T

0.1} b

_0-5 L L L L L L L L
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Tiempo [s]

Figura 5.15.: Posicbn del carro en tiempo discreto penalizando 2 estados.

Posicion del Pendulo

25f : : ' ' 1

15H b

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
Tiempo [s]

Figura 5.16.: Posicbn Angular en tiempo discreto penalizando 4 estados.
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5. Resultados

Sefial de Control

251 b

15 b

Fuerza [N]

0.5 b

_0-5 L L L L L
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Tiempo [s]

Figura 5.17.: Seial de Control en tiempo discreto penalizando 4 estados.

5.2.2. Qcon los elementos de la diagonal R

Los siguientes valores en las matri€gy R mostrados eny3) penalizan todas las variables de estado.

El vector de realimentagn K se obtiene a partir de la evaluagi de la ecuadin de Ricatti aplicada por
elLQR

K = 3.0531 86138 43294 32601 | (5.8)

Y el valor delindice de desempe del geitico, ecuadn (ITAE) que entrego estos valores Qey R fue
Jnc=4487612.

Las respuestas obtenidas son las figusals3 5.19y 5.20
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Posicion [m]

Angulo [°]

5.2. Respuestas del sistema en tiempo discreto

Posicion del Carro
0.2 ‘

0.1}

_0-5 Il Il Il Il Il Il Il Il
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
Tiempo [s]

Figura 5.18.: Posicbn del carro en tiempo discreto penalizando 4 estados.

Posicion del Pendulo

_2 Il Il Il Il Il Il Il Il
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
Tiempo [s]

Figura 5.19.: Posicbn Angular en tiempo discreto penalizando 4 estados.
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5. Resultados

Sefial de Control

251 b

15} b

Fuerza [N]

0.5 b

_0-5 L L L L L
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Tiempo [s]

Figura 5.20.: Seial de Control en tiempo discreto penalizando 4 estados.

5.2.3. Qcon todos los elementos R

Estos paametros d€Q mostrados en5(5) penalizan las variables de estado y sus relaciones corefessd
variables de estado.

Los polos del sistema en lazo cerrado son

0.7418 09413 09202+ j0.0964 09202— j0.0964

El vector de realimentaon K se obtiene a partir de la evaluagide la ecuadin Ricatti aplicada por élQR
K = 32397 96035 46818 34927 | (5.9)

Y el valor delindice de desempe del geitico, ecuadn (ITAE) que entrego estos valores Qey R fue
Jac=457,2944.

Las respuestas obtenidas son las figumgl, 5.22y 5.23 Las géficas 5.18y 5.21 muestran la res-
puesta de la regulamn del puente ante la condci inicial de (-0.5m), las cuales se obtuvieron a partir de los
valores deQ y R mostrados en la ecuaxi (5.3) donde solo se penaliza las cuatro variables de estado y en la
ecuacdbn (5.5 donde se hace penalizanide todas las variables de estado y las relaciones queaddeesn
entre ellas, estos valores ey R fueron entregados por el algoritmo @ico, y de la evaluadn de estos
valores en eLQR, se obtuvo el vector de ganancksdonde este permite obtener las figufad8y 5.21las
cuales muestran caradtgicas propias del dige impuesto; como lo es el sobrepasbp=0), un tiempo de
establecimientot{=4s) y asociado a este, el error de establecimiento menor al (188enas, logrando que

la oscilacén delangulo no sea mayor a¥Bcomo se obeserva en las figur&sl9y 5.22 TambEén se puede
observar que las gficas tiene un comportamiento muy parecido aunque se talklipado para unas, solo los
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5.2. Respuestas del sistema en tiempo discreto

estados y para las otras todos los estados y sus relaciom@gllda a entender que lo mas importante es la
penalizaddn de los estados como tal.

Las figuras 5.17, 5.20y 5.23 muestran la d&al de control dentro de los limites expuestos por los
parametros del fabricante.

Posicion del Carro
0.2 T ‘

0.1 : : ' ' 1

Posicion [m]

-0.5 i i i i i
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Tiempo [s]

Figura 5.21.: Posicbn del carro en tiempo discreto penalizando 4 estados y sus relaciones.
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5. Resultados

Posicion del Pendulo

251

Angulo [°]
o
(8]

Figura 5.22

2 4 6 8 10 12 14 16 18
Tiempo [s]

.. Posicbn Angular en tiempo discreto penalizando 4 estados y sus relaciones.

Sefial de Control

251

15f

Fuerza [N]

0.5

Figura 5.23
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.. Sehal de Control en tiempo discreto penalizando 4 estados y sus relaciones



5.3. Respuestas del sistema en tiempo continuo con obseaarden reducido

5.3. Respuestas del sistema en tiempo continuo con obsergade orden reducido

En esta secbn se mostrara los resultados, a partir de los datos mosteadia secén Respuestas del sistema
en tiempo continugpero utilizando el observador de orden reducido, a paatididdio expuesto en el capitulo
de sintonizadn, de manera que la ganancia de realimeatasé hallo corriendo los polos del sistema en lazo
cerrado 10 veces hacia la izquierda en el pl8nobteniendo dslas respuestas para los diferentes caso de
penalizaddn de los estados.

A partir de las ecuaciones en el espacio de estado para emsiston observador reducido en tiempo
continuo, se obtiene el diagrama agito necesario para realizar la simuacenMatlab™™-Simulink(figura

5.24)

» Real

Senal de control

Salida de

Posicién y angulo Obs

180 /pi

A

Vector
Concatenate

] Jxemes | T
i~ y = Cx+Du ™ g
Saturacion Ecuaciones Saturaticion
sefial de de estado posicion
control (17N)1 (continuo ) (0.5m)
Matriz de
uveg Realimentacion  (K)1 ﬂ-’@
» -
L
Add error de
la estimacion
:@
B2-L2"B1
1
Hham®
|- P Integrator
<
- +
[ D O

T T A22-L2"*A12

Salida de todos
los estados

A21-L2"A11

5.3.1. Qteniendo en cuenta solo posion, angulo yR

Estos paametros d&) penalizan solo dos de las variables de estado: la gosjcenangulo.

Los polos se ubica en:

—8.0504+ j8.5209

—8.0504— j8.5209

Figura 5.24.: Diagrama analogico para el sistema discreto en Matlab-Simulink.

Variable de datos
para el genetico
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5. Resultados

La matriz de realimentacn del observaddr es

8.0079 84604

~ | —85203 77746 (5.10)

Las respuestas obtenidas son las figusad2h, 5.26y 5.27. En la figura5.25se nota un sobrepaso mayor que

el obtenido al realimentar las variables de estado diremtéentaml@n se debe tener en cuenta la satammen

la séhal de control. Este sobrepas@sngrande es debido al error de estirbadle las dos variables estimadas
variables. La figurab.26 muestra que la oscilamn de la carga, es mayor que la mostrada sin el observador, de
igual manera esto es debido al error de estigradPero este incumplimiento de los criterios de filises de
duracbn muy corta ya que el dife del observador se hizo de tal manera que este respondigrar®s de 4

para obtener las respuestas muy similares a las obtenideksafiservador.

Posicion del Carro
0.2

Posicion [m]

2 4 6 8 10 12 14 16 18
Tiempo [s]

Figura 5.25.: Posicbn del carro en tiempo continuo penalizando 2 estados para el otfeereducido.
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5.3. Respuestas del sistema en tiempo continuo con obseaarden reducido

Posicion del Pendulo
15

10r b

Angulo [°]

-10 i i i i i
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Tiempo [s]

Figura 5.26.: Posicbn Angular en tiempo continuo penalizando 2 estados para el obsereadaido.

Sefial de Control
20

Fuerza [N]
i
o

)]
T
]

-5 i i i i i
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Tiempo [s]

Figura 5.27.: Sdial de Control en tiempo continuo penalizando 2 estados para el adsereducido.
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5. Resultados

5.3.2. Qcon los elementos de la diagonal R

Estos paimetros d&) penalizan todas las variables de estado.
Los polos se ubica en:

—17.0501+ j20.5244 —17.0501- j20.5244

La matriz de realimentagch del observaddr es

| 17.0076 204640
| —205329 167744

Las respuestas obtenidas son las figus&28 5.29y 5.3Q

Posicion del Carro
0.2

Posicion [m]

_0-5 L L L L L L L L
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Tiempo [s]

Figura 5.28.: Posicbn del carro en tiempo continuo penalizando 4 estados para el otfeereducido.
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5.3. Respuestas del sistema en tiempo continuo con obseaarden reducido

Posicion del Pendulo

Angulo [°]

-3 i i i i i
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Tiempo [s]

Figura 5.29.: Posicbn Angular en tiempo continuo penalizando 4 estados para el obsereadaido.

Sefial de Control
20

10 b

Fuerza [N]

_10 - . . . . m

-15 i i i i i
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Tiempo [s]

Figura 5.30.: Sdial de Control en tiempo continuo penalizando 4 estados para el adsereducido.
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5. Resultados

5.3.3. Qcon todos los elementos R

Los siguientes pametros d&) y R penalizan las variables de estado y sus relaciones conrassdariables
de estado.

Los polos se ubica en:

—15.5166+ j20.8227 —155166— j20.8227

La matriz de realimentacn del observaddr es:

154741 207623

L= _208312 152408 (5.12)
Las respuestas obtenidas son las figusa&l, 5.32y 5.33 Las figuras5.28y 5.31muestran la respuesta con
el observador de orden reducido que cumplen con el critetisabrepasoM p=0). pero para las figuraS.29
y 5.32se observa una violami del criterio de disgo delangulo, debido al error de estimani lo cual se da
solucbn en menos de.Bs correspondiente al difie impuesto para el observador.
Observando adas respuestas con el observador y&jrentro de lo estipulado por el dise Las figurasb.27,
5.30y 5.33muestran la gl de control sobre pasando el limite, pero en un tiempo nagugo, el cual
corresponde a tiempo de establecimiento del error de estmagpor lo tanto con un esfuerzo mayor debido a
dicho error.

Posicion del Carro
0.2

Posicion [m]

-0.5 i i i i i
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Tiempo [s]

Figura 5.31.: Posicbn del carro en tiempo continuo penalizando 4 estados y sus relacanzes| pbservador reducido.
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5.3. Respuestas del sistema en tiempo continuo con obseaarden reducido

Posicion del Pendulo

Angulo [°]
N

-3 i i i i i
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Tiempo [s]

Figura 5.32.: Posicbn Angular en tiempo continuo penalizando 4 estados y sus relaciorzeslmdrservador reducido.

Sefial de Control
20

10 b

Fuerza [N]

_15 L L L L L L L L
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Tiempo [s]

Figura 5.33.: Posicbn Angular en tiempo continuo penalizando 4 estados y sus relaciorses|mdoservador reducido.
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5. Resultados

5.4. Respuestas del sistema en tiempo discreto con obsereade orden reducido

En esta secbn se mostrara los resultados, a partir de los datos mosteadia secén Respuestas del sistema
en tiempo discretppero utilizando el observador de orden reducido discsetmn el diséo propuesto en el
capitulo de sintonizabn, donde la utiliza€in del observadddead-Beagentrega un error de estimaaiigual a
cero 0, lo cual permita observar respuestas sin retardo entacde control.

La ganancia de realimentaci se hallo corriendo los polos del sistema discretos endamado al centro del
circulo unitario, lo cual indica que los polos para las difées penalizaciones &en 0. Pero esto no quiere
decir que la matriz de realimentaai del observaddr sea cero, esta tiene un valor de:

19.9788 —0.0302
L=1 00117 196188 (5.13)

Para todas las penalizaciones de los estados.

A partir de las ecuaciones en el espacio de estado para emsiston observador reducido en tiempo
discreto, se obtiene el diagrama @wito necesario para realizar la simutacenMatlab’M-Simulinkfigura
5.34

Salida de
Posicién y angulo »  Real

> ] Variable de datos
Senal de control » w » para el genetico

180/pi2

V y(n)=Cx(n)+Du(n) D
ti xX(n+1)=Ax(n)+Bu(n) = JlL

Saturacion Ecuaciones Saturaticion Retenedor de alida de todos
sefial de de estado posicion orden zero los estados
control (17N) (0.5m)

v

%)

(discreto)

HA -1 RXuve

Matriz de
uveg Realimentacion  (K) o
A
Error de

;J\ estimacion
VI‘U/

G2-L.2*G

e

F‘
L‘
Vector
Concatenate

Figura 5.34.: Diagrama analogico para el sistema discreto en Matlab-Simulink.

5.4.1. Qteniendo en cuenta solo posion, angulo yR

Estos paametros d&) penalizan solo dos de las variables de estado: la @osjcenangulo.
Las respuestas obtenidas son las figusa35 5.36y 5.37 La figura 5.35se observa un sobrepaso mayor
que el mostrado en la sebai sin el observador. Este sobrepaso mas grande es debidorali@ estimadn
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5.4. Respuestas del sistema en tiempo discreto con obsed@drden reducido

de las dos variables estimadas variables. La figu@6 muestra que la oscilam de la carga, es mayor que la
mostrada sin el observador, de igual manera esto es deladmabe estimadin. Pero este incumplimiento de
los criterios de dis&o es de durabin muy corta ya que el dife del observador se hizo de tal manera que este
respondiera en menos defara obtener las respuestas muy similares a las obtenidasaiservador.

Posicion del Carro
0.2 T ‘

0.1 : : ' ' 1

Posicion [m]

-0.5 i i i i i
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Tiempo [s]

Figura 5.35.: Posicbn del carro en tiempo discreto penalizando 2 estados para el aieergducido
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Posicion del Pendulo

Angulo [°]
N

-4 i i i i i
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Tiempo [s]

Figura 5.36.: Posicbn angular en tiempo discreto penalizando 2 estados para el obseeddcido
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Figura 5.37.: Seial de control en tiempo discreto penalizando 2 estados para el alsereducido
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5.4. Respuestas del sistema en tiempo discreto con obsed@drden reducido

5.4.2. Qcon los elementos de la diagonal R

Estos paametros d&) penalizan todas las variables de estado.

Las respuestas obtenidas son las figus&88 5.39y 5.4Q

Posicion del Carro
0.2 T ‘

Posicion [m]

-05 i i i i i
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Tiempo [s]

Figura 5.38.: Posicbn del carro en tiempo discreto penalizando 4 estados para el oteergducido.
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Posicion del Pendulo

Angulo [°]
N

-3 i i i i i
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Tiempo [s]

Figura 5.39.: Posicbn Angular en tiempo discreto penalizando 4 estados para el obsereddoido.
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Figura 5.40.: Sdial de Control en tiempo discreto penalizando 4 estados para el absereducido.
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5.4. Respuestas del sistema en tiempo discreto con obsed@drden reducido

5.4.3. Qcon todos los elementos R

Estos paametros d&) penalizan las variables de estado y sus relaciones conrf@sdariables de estado.

Las respuestas obtenidas son las figuadl, 5.42y 5.43 Las figuras 5.38y 5.41 muestran la res-
puesta con el observador de orden reducido que cumplen auitezlo del sobrepasdp=0). pero para las
figuras 5.39y 5.42se observa una violam del criterio de diséo delangulo, debido al error de estiméani

lo cual se da soludbin en menos de.Bs correspondiente al diie impuesto para el observador.

Observando adas respuestas con el observador y&jrdentro de lo estipulado por el dise

Las figuras 5.37, 5.40y 5.43muestran la deal de control sobre pasando el limite, pero respondiendo de
forma instardinea debido a la utiliza@mn del observaddbead-Beatlo cual corresponde a que el esfuerzo de la
seial de control no se incremento como suogukra el caso del observador de orden reducido continuo.

Posicion del Carro
0.2 T ‘

Posicion [m]

-0.5 i i i i i
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Tiempo [s]

Figura 5.41.: Posicbn del carro en tiempo continuo penalizando 4 estados y sus relacanzes| pbservador reducido.
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Posicion del Pendulo

Angulo [°]
N

-3 i i i i i
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
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Figura 5.42.: Posicbn Angular en tiempo continuo penalizando 4 estados y sus relaciorzes|drservador reducido.
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Figura 5.43.: Posicbn Angular en tiempo continuo penalizando 4 estados y sus relaciorees|mdoservador reducido.
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5.5. Comparaén de las respuestas del sistema en tiempo continuo antédeeites penalizaciones

5.5. Comparacbn de las respuestas del sistema en tiempo continuo ante lagedentes
penalizaciones

Los siguiente resultados son la compabaaentre la diferentes penalizaciones presentadas enmasigot y de
los cuales se podn observar que tan importante puede ser lo pesos de cada estarespecto a los otros.
Tambien se observara la efectividad de dichas penalizaciones.

[ | Estados Penalizados |
Q(2) yR(1) | 2 estadosy 1 Sl de control

Q(4) yR(1) | 4 estados y 1 Sml de control
Q(4 conR) y R(1) | 4 estados, las relaciones y 1fiaéde control

Tabla 5.8.: Comparadin entre las penalizaciones.

La figura 5.44 muestra la respuesta del carro penalizando los diferestada de la cual se observa que la
penalizaddn de solo dos estados presenta menor efectividad que ceanmimaliza todos los estados, aunque
la respuesta entre la penalizacide todos los estados y la penalibacile todos los estados y sus relaciones son
casi iguales el costo computacional si es mayor para laiganéh de la matriZQ completa, observando que
esto es innecesario debido a lo parecida de las respuestm)| imdica que lo mas importante es la penalizaci
de todas las variables de estado que hagan parte del sistema.

Posicion del Carro

0.2
Q@ yR(®)
Q(4) y R(1)
0.1 Q(4 con R) R(1)
0 L
E -0af .
c
Re]
o
8 o2l i
g 0.
-0.31 b
_04 - 4
05 i i i i i i i i
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
Tiempo [s]

Figura 5.44.: Posicbn del carro para las diferentes penalizaciones.

La figura 5.45muestra la respuesta deigulo penalizando los diferentes estados, obselvse que la penali-
zacbn de solo dos estados genera una respuesta con un tiempalle@siento mayor debido a la oscilani
que produce el carro al momento de regular su posjgiero las respuestas para las penalizaciones Qe la
diagonal y laQ completa muestran respuestas con un tiempo de establetingie@nangulo entre los limites
impuestos por el dis®
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Posicion del Pendulo

Q(2) yR(1)
Q4 yR(1)
Q(4 conR) y R(2)

3
251 n

0.5} b

Angulo [°]

-2 i i i i i
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Tiempo [s]

Figura 5.45.: Posicbn Angular para las diferentes penalizaciones.

La figura 5.46muestra la sgal de control la cual para las diferentes penalizacionexoede los limites de los
patametros entregados por el fabricante, y en donde se pueeevabgue a medida que se incrementa el grado
de las variables de penalizanicrece el esfuerzo de control, aunque para el sistemddrataeste trabajo este
incremento no es muy significativo para otros sistema de nagen si lo puede ser.

Sefial de Control
2.5 \ T

— Q@) yR()
Q(4) yR(1)
2 Q(4 conR) y R(2)
1.5H b
z |
8 1] 1
(4]
>
L.
05 b
0 L
05 i i i i i i i i
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Tiempo [s]

Figura 5.46.: Seial de control para las diferentes penalizaciones.
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5.6. Respuestas y validaci del vector de realimentaui obtenido en simulaciones, para el modelo a escala deteogiéa

5.6. Respuestas y validadn del vector de realimentacbn obtenido en simulaciones,
para el modelo a escala del puente ga

La respuestas obtenidas con el modelo discretizado comvalolee de orden reducido, permiten observar el
comportamiento del puenteigr ante la condiéin inicial de (-0.5m) para el carro. Ahora en esta satGe
pretende ilustrar los resultados correspondientes paudifierentes penalizaciones de los estados, utilizando el
modelo real a escala. Es necesario tener en cuenta que dbndeflenotor DC que hace parte del sistema de
control del modelo real no se incluyo en el modelado delmiaten lazo cerrado, por consecuencia se presenta
en este unaona muertade operadn, lo que hace que antefisdes pequias de control no se generen voltajes
considerables para que el motor DC responda. Causamndm atesplazamiento de la referencia del sistema
(condicbn de equilibriox=0).

5.6.1. Qteniendo en cuenta solo posion, angulo yR

Las figuras 5.47y 5.47 muestran las respuestas de pdsicy angulo respectivamente, en ellas se puede
observar que el desplazamiento del carro y la oséitade ndulo que se asemejan a las respuestas simuladas.
De la figura5.47se nota que el carro no es llevada a la péside referencia debido a la zona muerta definida
anteriormente, aunque el tiempo de respuesta cumple caspesificadn de dis@o. De la figura 5.48 se
puede ver que éngulo al empezar el movimiento de regutaccieste excede el limite de°(5pero en poco
tiempo es llevado al rango de oscilaciimpuesto, aunque esta dentro del intervald-d&@< 6 < 3]. Pese a

que elangulo se encuentra dentro los limites este no puede sdadegd=0), a causa de la zona muerta por lo
tanto quedax oscilando siendo atenuad@spor la fricobn rotacional que por la propia abaidel controlador.

Posicidn del Carro
01 ! ! ! ! !

005 |-rrr oo b

1) S NN NS SIS NS S S -
A7) SR S N U R R S—

NI RE] N onemnneees foremeeennns formeennnas fonmeennnns -

Posicidn [m]

i R R boooneoaeee e beeeenooaaa beeeeeeoaas -

B S s S S s
T
035 preeeeaaeees O bemosenonaas beoosenonias beooseoonaas beooaeoaas =
0 | i | i i
o 5 10 15 20 25 30
Tiempo [s]

Figura 5.47.: Posicbn del carro penalizando 2 estados para el modelo real.
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Oscilacidn del Péndulo
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Figura 5.48.: Posicbn angular del ndulo penalizando 2 estados para el modelo real.

5.6.2. Qcon los elementos de la diagonal R

Las figuras5.49y 5.49muestran las respuestas de pd@sicy angulo respectivamente, en ellas se puede ob-
servar que el desplazamiento del carro y la osd@lacie @ndulo que se asemejan a las respuestas simuladas.
De la figura 5.49se nota que el carro no es llevada a la pasicle referencia debido a la zona muerta defi-
nida anteriormente, aunque el tiempo de respuesta cumples@specificabn de dis@o, tambén se puede
apreciar un pequ® sobrepaso debido a las diferencias existentes entredalo@alizado con los pametros
entregados por el fabricantes y el modelo real del sisteradabigura 5.50 se puede ver que éngulo al
empezar el movimiento de regulanieste excede el limite de°(5pero en poco tiempo es llevado al rango de
oscilacbn impuesto, aunque esta dentro del intervalp-de< 6 < 2]. Pese a que @ngulo se encuentra dentro

los limites este no puede ser reguladeQ), a causa de la zona muerta por lo tanto quedacilando siendo
atenuado ras por la fricabn rotacional que por la propia abaidel controlador.
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5.6. Respuestas y validaci del vector de realimentaui obtenido en simulaciones, para el modelo a escala deteogiéa

Posicidn del Carro
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Figura 5.49.: Posicbn del carro penalizando 4 estados para el modelo real.
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Figura 5.50.: Posicbn angular del ndulo penalizando 4 estados para el modelo real.
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5.6.3. Qcon todos los elementos R

Las figuras 5.51y 5.51 muestran las respuestas de pd@sicy angulo respectivamente, en ellas se puede
observar que el desplazamiento del carro y la oséifade @ndulo que se asemejan a las respuestas simuladas.
De la figura5.51se nota que el carro no es llevada a la pésicle referencia debido a la zona muerta definida
anteriormente, aunque el tiempo de respuesta cumple coesfzcificadn de dis@o, tambén se puede
apreciar un pequ® sobrepaso debido a las diferencias existentes entredglon@alizado con los pametros
entregados por el fabricantes y el modelo real del sisteradabigura 5.52 se puede ver que éngulo al
empezar el movimiento de regulani este excede el limite de°(5pero en poco tiempo es llevado al rango
de osciladdn impuesto, aunque esta dentro del intervalg-e2< 6 < 2|. Pese a que €lngulo se encuentra
dentro los limites este no puede ser regula@e), a causa de la zona muerta por lo tanto queedacilando
siendo atenuado &s por la friccdn rotacional que por la propia adai del controlador.

Posicidn del Carro
0 ! ! ' ! !
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Fosicidn [m]
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Figura 5.51.: Posicbn del carro penalizando 4 estados y sus relaciones para el moalelo re
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Qzcilacidn del Péndulo

Angula [7]

'E ------------ Fm========== Er ------------------------------------------- =
Bmemee e beneneooes beerneoaaaes
A0 | | | '
a 4 10 15 20 24 an
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Figura 5.52.: Posicbn angular del @ndulo penalizando 4 estados y sus relaciones para el modelo real.

Al igual que en las respuestas obtenidas en las simulacle@sndo penalizagh de cuatro (4) estados y
de cuatro (4) estados y sus relaciones de la matriz Q, sevabser respuestas muy similares, tanto para la
posicibn como para ehngulo. En las pruebas hechas en el sistema real se obterselidhs iguales que las
descritas anteriormente cunfgiidose dda validacbn de las ganancias de realimenbecobtenidas a partir de
las simulaciones.
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CONCLUSIONES

En este trabajo se ha conseguido el objetivo principal, yt@oio se ha implementado c@xito un
controlador sobre un modelo real de puenigagr escala que permite regular la pdsicy elangulo en
funcion de la sdal de control “La fuerza entregada por el motor”.

Los sistemas de contrd@lptimo se basan en lagdnicas de optimizagn las cuales determinan los
parametros variables del controladéstas se encuentran en furtide algin indice de desemjpe, las
cuales pretenden la minimizéci o maximizadn de este.

Los métodos para determinar el punto de funcionamigdbmo, son hsicamente los de prueba y
correccon. Es importante destacar como ventaja detado de controbptimo es queeste no presen-
ta restricciones a la planta, es decir, puede ser no linédtiphes entradas y salidas, variable en el tiempo.

La teoiia del controloptimo es aplicabléinicamente en sistemas realimentados. Puede ser clasificad
sedin elindice de costo esperado y puede ser de tiemponmo, esfuerzo fimimo, y problemas de
seguimiento.

El efecto del tiempo de muestreo tamiiconlleva una perdida de rapidez en la respuesta del Gmtiro

Asi, si la entrada de control es proporcionada cada T segumidmante ese intervalo se mantiene
constante y por tanto con un valor diferente de los que tasifuera tiempo continuo y sin retraso. Esta
pérdida de rapidez, de predsi, afecta al comportamiento del sistema en bucle cerrataimliiyendo la
rapidez de la acén. Claramente cuantoam grande es el tiempo de muestreo y el retraso, mayor es el
efecto deestos.

Al concluir este trabajo se han podido obtener importanteglasiones, como el desarrollo de algo-
ritmos para la sintonizagn de los paametros de un tipo de controlador, el cual es utilizado para |
automatizadn de un proceso, y donde este permite hacer comparacionesuatmuier aplicaén de
control existente en la industria, logrando una sdnodptima en comparagn con las implementadas,
proporcionando aun facil manejo y siendo flexible a modificaciones.

Una caractdsticas importante de los algoritmos evolutivos son subjibdad y adaptabilidad al tipo de
problema a resolver. La metodolagdesarrollada permite trabajar directamente con lacEs@eiones

de diséo e incluir en la fund@n de evaluaén todos los pametros que se consideren oportunos.
Para obtener los pametros del controladdrQR, Gnicamente hubo que incluirlos en el desarrollo del
algoritmo y ser evaluados a partir de el calculo de las gaasrde realimentaén obtenidas con la
evaluacdbn del controlador a partir de la ecuacide Ricatti.
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= La metodologa desarrollada fue aplicada a un problema de control ctmadapindose el algoritmo

114

geretico al problema en cueéti. Esta vez se utilz para la determinagn de las matrices de peso
Q vy R propias del ratodo LQR, obtenidas normalmente por procedimientos de prueba y. éros
algoritmos evolutivos probaron su flexibilidad al ser agiios a cualquier tipo problema, en este caso
realizar la sintonizaéin completa del controlador, sin apoyarse en aimgtro nétodo. Se trabajo con
una estructura de controlador predeterminada y el algosgrencargo de la obtebaide los paametros

de dicha estructura.

Dado que un sistema de contrgptimo basado en uindice de comportamiento cudtico es una
funcion lineal de sus respectivas variables de estado, se reemesitnentarlas todas. Por lo tanto, estas
variables deben estar disponibles para realimentarseel®eaVitar derivar una variable de estado para
generar otra, pues la derivaoi de una sgal siempre disminuye la reldri entre la s@al y el ruido,

ya que este generalmente fluatmas @pido que la séal de mando. Siempre que sea posible, es mejor
evitar estos procesos de derivati Si se desea obtener cierta acelénacie un determinado proceso, es
mejor medir directamente esta acelepacittiizando un instrumento apropiado, que derivar faatee

la velocidad, pero cuando es imposible de medir esta vargbpuede utilizar l&tnica de estimagn

de las variables a tré&g de el procedimiento de observabilidad el cual nos entasgariables estimadas
con la propiedad de que el dismdor puede actuar sobre la rapidez de respuesta de esésighsaninuir

el error de las variables observadas y que esto no afecte@bhamiento de la planta en lazo cerrado.

Se escogieron los algoritmos @gitos por sus caracisticas intinsecas. El hecho de trabajar de for-
ma simultanea con un conjunto de posibles soluciones algmal) permite explorar a la vez distintas
regiones del espacio déisqueda, de esa manera acelerar el proceso y encontragstespmasapido.

Se comprob varias de las ventajas de los algoritmoséi@ws, ya que se implemento en un problema
sin un conocimiento previo acerca de este, alilalgoritmo encont valores para las matric€py R
gue optimizaban las salidas de poSiti angulo en un tiempo de respuesta pémue

El disdiador juega un papel importante en la implemetacie un algoritmo gegtico, ya que depende
de este escoger la codificaniadecuada para el problema a tratar, édgmna definién correcta de la
funcion objetivo del algoritmo, pues ya que si esta no es corresttardefinida las respuestas obtenidas
no sean las deseadas o éneas en la solugn del problema a tratar.

No es recomendable implementar algoritmoségiens en problemas en donde ya se conozca otras
técnicas para optimizarlas ya queasentregan las soluciones exactasptimas y posiblemente en un
tiempo mejor a lo que lo pueden hacer los algoritmosgeaos.



A. GENERALIDADES DE CONTROL

A.1. Un poco de historia

El control autonatico ha ido evolucionando desde el comienzo de nuestrariaisSe comeriz de forma
emdrica, en los tiempos en donde el control no se consideralgaaade la ingenié y los aportes al control
eran $lo espoadicos y nat@an con la intendn de solucionar algunos problemaagirco.

Con el pasar del tiempo el progreso de la i@atel control realimentado, se dio a partir de algunas ten-
dencias principales y avances claves, convirtiendo en isc#plina de la ingeniéa; por lo tanto, su progreso
estaba sujeto a los problemaggticos que tuvieron que ser solucionados en su momento.

Teniendo en cuenta la ubicéai en el tiempo, se pueden resaltar algunos aportes impestajue se
dieron para que el control se convirtiera en una rama de laniega y c©mo este solucian problemas
como respuesta a las diferentes necesidades que surgigamtedcad@&poca. Como lo fue el periodo de la
Revolucbn Industrial, en el cual se inicio la aplicanidel control a procesos industriales, y en donde se dieron
los mayores avances en las investigaciones y desarrollaseeia en control.

En 1922 se presento lo valioso de un controlador PID Para miralode los procesos industriales, el
cual halla sido mostrado por Minorsky. La fur@ci proporcional se conge desde el comienzo del &lSin
embargo, la parte integral se conpbiasta los @os 1920s y la derivativa en lof@s 1930s.

El periodo posterior a La Segunda Guerra Mundial se le bawt@mo “el periodo dsico de la teda

de control” en el cual se utilizaban como herramientas matieas los rétodos de Transformami de Laplace

y Fourier y la descripéin externa de los sistemas. Y donde elmsto para los avances que se dieron lo
constituyeron las guerras, debido a la necesidad daatiservomecanismos que prestaran funciones de ataque
y defensa para el hombre.

De la mano con el desarrollo de la teode control estaban las computadoras las cuales fuerndabri

do contribucdbn durante el progreso de alguna funtique era parte del control de procesos. Pero @ungi
inconveniente, los computadores son elementos que trapajaiclos. No trabajan en tiempo continuo sino en
tiempo discreto, es decir estos necesitan un tiempo pararadgs entradas, evaluar las acciones, entregar las
soluciones sobre el sistema, y realizar el proceso de csiometigital-anabgico. Por lo tanto estos trabajan en
un intervalo de tiempo o pedo de muestreo y el control expuesto hasta ese momentestalloa propuesto
de manera continua.

Las bases para los sistemas muestreados fueron establ@cidddurewicz, quien desarrélluna exten-
sibn apropiada del criterio de estabilidad de Nyquist paratgsd de sistemas.

Salzer en 1954 introduce la transformadala cual permite que los resultados obtenidos en el estudio

de los sistemas continuos se puedan aplicar a los sistema®tdiados en el tiempo. Mediante esto, los
desarrollos hechos en tiempo continuo puedan ser trasladadiempo discreto, para ser implementados y
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utilizados en el computador.

La teofia moderna tiene como fundamento la teode control dsico. Esta un permitb extender las
tecnicas d@sicas del dominio de la frecuencia y el lugar de lases para resolver sistemas multivariables.
Mostrando la importancia del “valor singular” de losaficos versus la frecuencia en el disede sistemas
multivariables robustos. &hdose que con el uso de estoafigos, las écnicas dsicas del dominio de la
frecuencia, potan ser incorporadas hacia el disemoderno. Conviréindose esta udi en el resultado de una
nueva tedia de “control digital”, que mezcla lo mejor de l&schicas del control &sico y moderno.

El control moderno digital tiene sus inicios con el filtro ddéevier Kolmogoroff y sigue con el filtro de
Kalmann. Los cuales continuaron con el desarrol@wit® originalmente propusieron Bode y Shannon, y que
luego preserit en su forma moderna Kailath. Kalmann cofiincon el problema de la linealidad cuaiita
Gaussiana del control eststico, en donde este problema puede ser resuelto separgdanma estimatn

de los problemas de estados y un problema detéstign de controbptimo.

Todos estos avances, desarrollos y trabajos realizadodopodiferentes aifices enunciados anterior-
mente y otros no enunciados durante toda la historia y haststnos ths han formado una tdarde control
muy lida, la cual ha ayudado de gran manera a la industria y ardg® tecnobgico del mundo.

A.2. Teoria de control

Todo proceso industrial esta ligado con la ingeimiefe manera directa, ya que es precisamente esta la que
aporta el desarrollo, dife e implementadn de €cnicas, rétodos y tipos de sistemas de control para las
plantas, que san utilizadas en diferentes campos de la ciencia y la tegralo

A.3. Tipos de sistemas de control
Existen 2 tipos de sistemas de control.
= Sistema de control en lazo abierto.

= Sistema de control en lazo cerrado.

Sefial de Sistema Sefial
—
entrada controlado controlada

Figura A.1.: Sistema de primer orden.

Sefial de /1\ Error | Sistema _ Sefal
entrada NG controlado " controlada

Figura A.2.: Sistema de segundo orden.
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A.4. Servomecanismos y reguladores

Los sistemas de control en lazo abierto constan deflal sk entrada al sistema, el sistema controlado y la
sdial controlada. Pero tienen un gran inconveniente, al nempeaatiar la respuesta del sistema al momento de
presentarse un error de la variable controlada; por esba Is& presento la necesidad de buscar una $oluci

y fue con la llegada del control por realimentati(Sistemas en lazo cerrado) que el estancamiento seria
solucionado.

La principal caractéstica de los sistemas de lazo cerrado, es que cuentan cosdialade realimenta-
cion, la cual séx tomada de la variable controlada a &sde un sensor y secomparada con laBal deseada;
para poder generar lo que se llamaraadele error. Esta $@l seé procesada por el controlador y genéaraira
sdial que es la que provoca un cambio real sobre el sistemappdes lograr que la $al de salida del sistema
seaigual a la deseada.

El control en lazo cerrado es elam utilizado en las diferentes aplicaciones industrialesnyla inge-
niefia, debido a las ventajas que este ofrece frente al contiakzerabierto. Algunas de las caratsticas del
control en lazo cerrado son:

1. Todos los sistemas de control son sistema&amdioos, “cambian con el tiempo”, por lo tanto esto es
una caractéstica muy importante en su deseripey su descripéin se hace por medio de ecuaciones
diferenciales en donde la variable independiente es eptiem

2. Los sistemas de control tienen como anglagn sistema de procesamiento de inforrdacse reciben
una informaaddn, la procesa, se d@n sobre dicha informam y al final la generan la respuesta como
varios tipos de deles.

3. Los sistemas de control éstintegrados por componentes quéianten su comportamiento y estos puede
ejecutar algn proceso que intervenga sobre laalea lo largo del proceso.

4. Los sistemas de control son retroalimentados, en dosd&flales pueden ir por diferentes caminos para
controlar el comportamiento del sistema.

5. La existencia de este lazo de retroalimer@acpermite que el sistema controlado, y robusto ante pertur
baciones.

A.4. Servomecanismos y reguladores

Es de vital importancia denotar que en control existen gostile sistemas aut@ticos. Los servomecanismos
y reguladores.

En la figura A.3 se muestra el diagrama de bloques de estos dos sistemasdimrén cuenta que en

el servomecanismo se encarga del seguimiento de la rei@rBnenientras que en el regulador elimina
condiciondes iniciales y las perturbaciones que puedanteaafal sistema.
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e H o He

. A
Servomecanismo .

[ ]
L]

Regulador

Figura A.3.: Servomecanismo y regulador.

Estos sistemas deben tener un muy buen dedempeliséio para responder ante diferentes perturbaciones
u otros tipos de Smles. Para los sistemas @inicos es el aisis del comportamiento en el tiempo el que
permite dis@ar un buen control sobre el proceso antdialgvento inesperado. Ya que este comportamiento
es la respuesta dimica del sistema, dado por la maniputecgue se le da a la Bal de entrada “s&l de
referencia o forzada” para los servomecanismos y regudadpoen donde la respuesta importante es el valor
real de la variable controlada. Lafsg forzada y la respuesta son funciones del tiempo gnestlacionadas
Unicamente por las caracigticas del sistema y por el dis@de control.

El estudio de problemas para sistemasadiitos tiene como objetivo definir las caratdticas del siste-
ma a controlar por medio de la respuesta&dte, a partir de cierto tipo de entradas. De manera que sampue
determinar las caracfsticas del controlador a instalar en el sistema y el cuahjerlevar la s@al de salida
del proceso a una respuesta deseada, con base en las entvadates que el se puedan presentar y
buscando una respuesta satisfactoria ante perturbaciones

A.5. Sdiales de entrada
Para esto es necesario conocer la respuesta del sistentigpardipo de entradas, y determinar en cuanto esta

variando el valor deseado al valor observado,iypasceder a sintonizar el controlador dependiendo del erro
mostrado entre la entrada (valor de referencia) y la salidai(real).

Funcion escabn

Figura A.4.: Escabn de magnitudh dondef =0 parat <0y f = Aparat > 0.
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A.6. Funcbn de transferencia

Funcion rampa

0 t

Figura A.5.: Funcbn rampa dondé = 0 parat <0y f =kt parat > 0.

Funcion pulso

0o T t
Figura A.6.: Funcbn pulso de magnitudy duracdn T, dondef = Apara0<t < Ty f = 0 para cualquier otro tiempo.

Funcion senoidal

H-{"

Figura A.7.: Funcibn senoidal de magnitully de frecuencia angulao (%) dondef = Aserfwt).

A.6. Funcion de transferencia

Para representar la planta y el controlador, matemamente existe la furtmn de transferencia de un sistema
lineal dada por la tedm de control dsico como herramienta a utilizar, para trabajar sisternamiejos de
manera ras fcil. Con la ayuda de la transformada de Laplace se puediérargaocedimientos matefticos,

solo algebraicos, para cuando la represeatade los sistemas han quedado en forma de ecuaciones integro
diferenciales. El cociente entre la transformada de Laptirla salida y la transformada de Laplace de la
entrada, da dos polinomios expresados en el dominio debmamplejo “S” y considerando las condiciones
iniciales como nulas, entrega dicha fumtide transferencia.
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Entrada
incierta
Senfial de ) . Sefial de
> — .
entrada Sistema fisico salida

Figura A.8.: Sistema de primer orden.

_ SMobS _ Y(S) _ Ko(St21)(St2)--(St2m)
5708 U(S)  (S+py)(Stpa)(S+pn)

H(9) (A1)

Las caractésticas de H(s) dependebls de las propiedades de los componentes del sistemaadefiegn
los coeficientes de la ecuéai. Para los sistemas causates m. El denominadol) (s) es llamado polinomio
caracteistico y a la ecuaéin (A.2) se le denomina Ecuam Caractdstica del sistema. Su importancia reside
en gue sus fiaes determinan la estabilidad del mismo y el comportamidimamico del sistema. De manera
que si las reces de la ecuadn anterior ecuadn (A.2) tienen parte real negativa, el sistemasestable.

DenS) =a,S"+a1S-1...an-1S+a =0 (A.2)

A.6.1. Sistema en lazo abierto

Un sistema de control en lazo abierto es denotado de la siguiganera:

Sefial de Sistema Sefial de
P :
entrada Controlador controlado salida

v

Figura A.9.: Sistema de control en lazo abierto, no auhtico.

y su funcbn de transferencia se escribe como la ec@ra@.3).
H(S) = Ge(9)Gp(9) (A.3)

DondeG¢(S) denota la fundn de transferencia del controladoGy(S) denota la fundn de transferencia de
la planta.

A.6.2. Sistema en lazo cerrado

Un sistemas en lazo cerrado, es un sistema aatiom debido que este utiliza lafsd de salida para realimen-
tarse continuamente. Este es menos sensible a las pertumsexternas, peroas complejo de instalar ya que
puede provocar inestabilidad si no se sintoniza adecuatarrién sistema de control en lazo cerrado se denota
de la siguiente manera:
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A.7. Respuesta damica de un sistema

Z(S)

r(S) &©) Ge(S) 6) U Gp(S) > 1(S)

y(S)

Figura A.10.: Sistema de control en lazo cerrado, auktico.

c(s): variable controlada.

e(s): error (diferencia entre el valor deseado y la variabterolada).
Gc(s): funcon de transferencia del controlador.

Gp(s): funcon de transferencia de la planta.

r(s): valor deseado.

u(s): variable actuante.

y(s): séal realimentada.

z(s): perturbaciones del sistema.

Su funcbn de transferencia se escribe como:

_ Ge(9Gp(S Go(S)
Y(§ = 1-|-GC(S)pGp( 1+GCFS)GP(S)

SR(S) + Z(S) (A.4)

De modo que todos los sistemas utilizaran el control en lam@ado, y su funén de transferencia depenédeate
establecer si es un servomecanismos o regulador paraidaeasaddbn anterior tenga o no el segundo termino
es decirg =0).

A.7. Respuesta diamica de un sistema

La estabilidad de estos sistemas de control depanflexdamentalmente del tipo de control y su debida
sintonizacbn, de modo que para determinar la estabilidad de un sisteistaretres tipos de comportamiento
bien definidos: control sub-amortiguado, control con aigoamiento citico y control sobreamortiguado.

Se toma un sistema de segundo orden cuya &mncie transferencia en lazo cerrado se muestra en la
ecuachn.

Kag

H(S) = &+ 28 wnS+ (A-5)
Donde:
&: Coeficiente o factor de amortiguamiento relativo del siste
wyh: Frecuencia natural no amortiguada del sistema.
K: Ganancia.
& wy: Constante de amortiguamiento.
wy=(1— &)Y/2: frecuencia amortiguada.
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La solucbn de la ecuadin caractdstica esta dada por:

S = Eon+ any/E2 1
S = —Ewn—any/E21

Dependiendo del valor que tome el @aretroé las rdces § y $) seian reales o complejas conjugadas:

a. Si& =0; las rdces setin imaginarias conjugadas, el sistema se denomina en esttsiceamortiguar”.
Esta condidn no es recomendable, ya que una pertufitagiinima podra mover las reces hacia el
semiplano positivo, provocando inestabilidad.

jo o)

; Plano s
Jwy
g
+ ~f@ ,

Figura A.11.: Respuesta damica sin amortiguar.

b. SiO< & < 1;las dos rices son complejas conjugadas. El sistema se dice diselesmortiguado” Es
la respuesta as confin en los sistemas damicos.

Jjo Plano s ()
X I j&?n ‘“ = cz
o
_gwn
X —jmp N1 - 2 t

Figura A.12.: Respuesta damica subamortiguada.

c. Si& = 1; existiia una réz doble erS= —wy,. El sistema e&cr iticamente amortiguada”

i o(t)
] Plano s

WA
™
~Lw,

— O

Figura A.13.: Respuesta damica citicamente amortiguada.

d. Si€ > 1, las dos rices son reales y negativas. El sistemé&sebreamortiguado”.
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A.7. Respuesta damica de un sistema

jo
€t + 0,1 <

—X— o
/e |
~Can - NG -1

l Plano s

X -

Figura A.14.: Respuesta damica sobreamortiguada.

A.7.1. Respuesta a esaah unitario de un sistema de segundo orden

of)

0.5 f----

Figura A.15.: Respuesta a escal unitario de un sistema de segundo orden.

Tiempo de Retardo (q)

Es el tiempo requerido para que la respuesta alcance lararirae la mitad del valor final.

Tiempo de Levantamiento ;)

Es el tiempo requerido para que la respuesta pase del 10 gld %al 95 % o del 0 al 100 % de su valor final.
Para sistemas subamortiguados suele usarse un tiempadel@iento de 0 a 100 porciento; y para sistemas
sobéamortiguados del 10 a 90 %.

Tiempo Pico ¢p)

Es el tiempo requerido para que la respuesta alcance eliqpintedel sobrepaso.

Sobrepaso néximo (Mp)

Es el valor pico raximo de la curva de respuesta medido a partir de la unidad v8ior final en estado estable
de la respuesta es diferente de la unidad, esiocamsar el porcentaje de sobre pasaximo.

Tiempo de Asentamiento Ts)

Es el tiempo que se requiere para que la curva de respuesta@len rango alrededor del valor final del téima
especificado por el porcentaje absoluto del valor final y peerca dentro de el.
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A. Generalidades de control

A.8. Tipos de controladores chsicos

Se tiene que determinar la forma de tratar feed€le error para ejecutar las correcciones, de manera gd@la
de salida sea la deseada, para que el sistema funcione ddewrae. Por lo tanto la fur@m principal de un
controlador es la regulam, donde este tiene como objetivo cambiar la salida tas@sswcomo sea necesario
para mantener la variable controlada en el valor deseadodiferentes controladores se mosirade manera
resumida en la tabla\.1.

Tipo de control ‘ Relacion % ‘ Funcion de transferencia ‘
Controlador proporciona u(t)=Kpe(t) %:Kp
Controlador integral u(t) = K; fye(t)dt %zg
Controlador PI u(t) = Kpe(t) +  Jpe(t)dt %:Kp 1+ %)
Controlador PD u(t) = Kpe(t) + KgTq 22U Ee=Kp(1+TuS)
Controlador PID u(t) =Kp (e(t) + T% JSe(r)dr +Td%) % =Kp (1+ %s + TdS)

Tabla A.1.: Tipos de controladoresasicos.

A.9. Espacio de estados

La teofia de control moderno presenta una forma distinta de repm@@seateraticamente un sistema, debido
a que la fundn de transferencia presentada en laiteolsica no permia interactuar con los pametros de

la planta, de modo que solo se tiene acceso a una sola vasiagbletrolar y como los controladoresasicos
solo permiten controlar una variable de salida, entoncess e convierten en una limitante muy grande
para sistemas de varias salidas. Dichos controladoresnertien cuenta la damica de las otras variables
diferentes a la controlada, ya que estadrefigadas directamente al sistema y donde estas afectaietasd
comportamiento del mismo, de manera que los controladti&sikos hacen un sacrificio en el comportamiento

satisfactorio de unas variables del sistema para podezrsyseél comportamiento deseado en la variable a
controlar.

Debido a estos inconvenientes surge el conceptesiado del sistemeel cual, si permite la interadm
del controlador directamente con los @@uetros de la planta.

El aporte que realizo R. Kalman en 1960 al introduciralgdebra lineal y los modelos con variables de
estado en la teta de sistemas, perntia solucon a problemas lineales o no lineales, invariantes o vasant
en el tiempo, con una o varias entradas y una o varias sdlidaise en la teda de control dsico esta limitado

y solo esta permitido para sistemas lineales, invariamtes tempo, con una entrada y una salida.

Los diferentes tipos de sistemas se clasifican siempre anadgle las siguientes alternativas:

1. Eshttico/ Diramico: Un sistema es édico si la salida en el tiemgasblo depende del valor de la entrada
en el mismo tiempa, y es diramico si la salida depende del valor de la entrada en esedigndp la
historia de la entrada, es decir, de lo queggaeviamente al tiempb

2. Escalar / Multivariable: Se dice que un sistema es essid@rtrata de un sistema que posee una entrada
y una salida. Y se habla de un sistema multivariable &i @sfinido para varias entradas y varias salidas.

3. Lineal / No Lineal: Un sistema es lineal si cumple con eteeta de superposim. Este dice que dado
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A.9. Espacio de estados

el sistema cuya salid@t) esta descripta por una fulci de la entradal(t) de la formay(t)=f(u(t))
entonces sy1(t)=f(ul(t)), ey2(t)=f(u2(t)) entonceyl(t) +y2(t)=f (ul(t) + u2(t)).

Variante en el tiempo / Invariante en el tiempo: El sistamavariante en el tiempo si sus paretros

varian con el tiempo. Si los pametros son constantes en el tiempo, el sistema es inadar tiempo.

Luego de tener la clasificam del sistema, se puede hablar de espacio de estado, estaidibado directa-
mente con la derivaon, y donde esta usa el Lagrangiano o el Hamiltoniano, lakesudependen directamente
de las enefgs cirética y potencial del sistema, para la identifiéacy descripdn del modelo enérminos de
variables de estado.

Entonces, esta nueva represeritacile los modelo démicos basada en los estados del sistema, se pue-
de exponer de manera general en la figiras.

Entrada
incierta
Sefial de Sistema Sefial de
I — > ‘
entrada controlado salida

——® Estado

Figura A.16.: Sistema diamico con salida en espacio de estados.

Dicha representagn la componen diferentes elementos, los cuales son defiaidontinuadn:

Estado: el estado de un sistemaatinico expone las condiciones pasadas, presentes y fuagasiales
describen el comportamiento del mismo, en cualdguietO

Variable de Estado: Son las variables que componen el conjeirs pequio de variables que determinan
el estado diamico del sistema en un instante dado. Ténlse puede decir que las variables de estado
pueden ser medibles o0 no, representar magnitidies$ o solo mateaticas. Pero sin olvidar que deben
ser equivalentes a los n elementos de almacenamiento dgaepara sistemas damicos fsicos de orden

n.

Vector de Estado: Es el vector que contiene como componkEsesvariables de estado necesarias para
describir el comportamiento de un sistemaadhitico en un instante dado.

Espacio de Estado: Es el espacio n-dimensional cuyos ejgsodedenadas em formados por las varia-
bles de estado. eja , el ejexz , --- , el ejexy. De manera que cualquier estado se puede representar por
un punto en el espacio de estado.

Estado Inicial: Es definido por las variables de estadty); X2(to); - - , Xn(to) para cualquier tiempo ini-
cialt =to.

Punto de Equilibrio: se define como punto(S) de equilibriodos aquellos valores de x para los cuales
f(t,x,u) =0.
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= Salidas del Sistema: son las variables que pueden ser reedioi@ra los sistemas de control, son las
variables seleccionadas para ser controladas. Estaasalictden representarse como la combamaci
lineal de variables de estado.

= Ecuaciones de Estado: Son ecuaciones diferenciales derpoittlen utilizadas para modelar sistemas
dinamicos.

A.9.1. Espacio de estados en tiempo continuo

El sistema en ecuaciones de espacio de estados queda comesizatas ecuacioneA.@) y (A.7).

X(t) = Ax(t) +Bu(t) (A.6)
y(t) = Cx(t) +Du(t) (A7)
Donde:

X(t) =vectorn (vector de estado).
y(t)=vectorm (vector de salida).
u(t) = vectorr (vector de entrada).

A =matrizn x n (matriz de estado o del sistema).
B = matrizn x r (matriz de entrada o de control).
C = matrizn x n (matriz de salida o de medan).

D = matrizn x r (matriz de transmi$in directa).

En la figura A.17 se muestra el sistema de control en tiempo continuo defin@olas ecuaciones
(A.6)y (A.7).

u(t) B —»@ﬁ> f X c y(t)

L r

Figura A.17.: Sistema lineal en espacio de estados continuo.

Partiendo de las definiciones anteriores y la desd@ipde un sistema damico de control, se puede introducir

el concepto de control por medio de la realimertinale variables de estado, y el cual tiene como diagrama de

bloques la figuraA.18.
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Entrada
incierta
Entrada de
Entrada qle Controlad control Planta o » Salida
referencia ontrolacdor proceso g
A
Medicién

Figura A.18.: Esquema de un sistema realimentado de control.

El diagrama de bloques ofrece la sofutia los inconvenientes y limitaciones que se presentan eonglol
clasico, y asreducir el problema de control al encontrar y selecciodanegor sistema de medion, el
cual tambén se describe por medio de las ecuaciones de estado. Bodist controlador busca definir la
relacbn funcional nas adecuada para generar la entrada de camtdg manera que el modelo del sistema,
sometido a entradas de referencia y probablemente a partonies, entregue una respuesta del estéjo

0 unarespuestas en |dis¢de salidg(t) con caractdsticas espéficas (deseadas) o comportamiento aceptable.

El enigma principal para la soldm de problemas de control en el modelo de espacio de esteuits,

ta en la transferencia de estado del sist&(hjga otros valores definidos o cercanos (pasar de un estado) a otro
Si el valor definido es constante (localizatipermanente) este problema es llamado control de regnolesii

por lo contrario el valor es variante en el tiempo el probl@mdamado control de seguimiento.

A.9.2. Espacio de estados en tiempo discreto

Los sistemas en tiempo discreto, los cuales involucrdiales de datos muestreados @iaes digitales y
posiblemente swles en tiempo continuo, se pueden describir medianteieces en diferencias desmide

la apropiada discretizamn de las siales en tiempo continuo.

El muestreo de $®mles, reemplaza laial en tiempo continuo por una secuencia de valores en pdistgtos
de tiempo. esto se realiza siempre que un sistema de comimdlicra un controlador digital, puesto que es
necesaria una operéci de muestreo y una de cuantifigatipara ingresar datos a ese controlador. Tamtse
da un proceso de muestreo cuando las mediciones necesadasoptrol se obtienen en forma intermitente.
El proceso de muestreo es seguido por un proceso de cuandifican donde la amplitud aggjica muestreada
se reemplaza por una amplitud digital (representada miedisenrumero binario). Entonces lafsa digital se
procesa por medio de un computador. La salida de la compuésdana séal muestreada que se alimenta a
un circuito de retendin. La salida del circuito de reteidci es una el en tiempo continuo que alimenta al
actuador.

El termino “discretizadn” en lugar de “muestreo” se utiliza con frecuencia en dlliais de sistemas con
entradas y salidasitiples, aunque ambos significaadicamente lo mismo.

En la figura A.19 se muestra un diagrama de bloques de un sistema de contr@tdis
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CONTROL
Sefial de error DIGITAL PLANTA  Sefial de salida
Ris) Ej: , C(s)
2 L,0=E) up ’ | Du | G i
Sefial de
referencia +

ELEMENTO DE MEDIDA (sensor)

Figura A.19.: Diagrama de bloques de un sistema de control discreto.

= Control digital o discreto: Sistema procesador d&io para que el sistema de control logre las especifi-
caciones requeridas. Este sistema trabaja u opera entestitiempo predeterminadosiliiplos del
periodo de muestreo y es, por tanto, un sisteimersno. La operatividad del sistema o su funcionamiento
de procesado queda caracterizada plenamente medianteesibr@n diferencias.

= Necesidad de interfaces A/D y D/A para convertiiaes continuas enBales discretas y Bales discre-
tas en sBales continuas, respectivamente. Taénkes el elemento encargado de muestrear, mantener y
codificar la s@al continua para lograr unafsa digital que actu@ como sal de entrada del controlador
digital. Su estructura se muestra en la figéx20.

S4AMFLE CODIFTCADOR

— 4D |— <— — —=— || HoILD | — W biis

Figura A.20.: Estructura interna del bloque A/D.

El circuito de muestreo y reter@ri (S/H, del ingbs Sample-and-Hold) y el convertidor abgito-digital (A/D)
convierten la sal en tiempo continuo en una secuencia de palabras bicadi#tadas nu@ricamente. Dicho
proceso de convei@ A/D se conoce como codificaci. La combinadin del circuito S/H y el convertidor
anabgico-digital se puede visualizar como un interruptor giggra instardneamente en cada intervalo de
tiempoT y genera una secuencia dienmeros en @digo nunérico. La computadora procesa dich@sneros en
codigo nunérico y genera una secuencia deseadaloeenos en @digo nunérico. El proceso de convesi
digital-anabgico (D/A) se denomina decodificaci.

La mayoifa de los conceptos de Espacio de estados para sistemaledimemtinuos puede trasladarse
directamente a sistemas discretos, descriptos por ecuegcen diferencia. En este caso la variable temporal
sblo asume valores en un conjunto denumerable (cuyos elempnéden “contarse”).

Cuando el sistema discreto se obtiene a partir de un muedéram sistema continuo, vamos a conside-
rar 0lo el caso de muestreo regular, dodkT, k=0,+1,+2..., dondeT es el peiodo de muestreo. En este

caso se denotara las variables discretas(secuencias)ufidnmu(kT).

Los conceptos de dimerasi finita, causalidad, linealidad y el principio de supeigiés de las respues-
tas debido a condiciones iniciales y entradas, son exaotamemo en el caso continuo.
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A.9. Espacio de estados

Nota: a diferencia del caso continuo, retardos puros no dagal a un sistema de dimebsi infinita si
el retardo es un riltiplo del peiiodo de muestreo,

Todo sistema discreto lineal finito-dimensional puede rileisse mediante Espacio de estados (en dife-
rencias)

x((k+1)T) = f(x(KT),u(kT))
y(KT) = g(x(KT), u(kT))

dondex(kT), u(kT) ey(kT) son los vectores de estado, de entrada y de salida respeetita

A partir de estas ecuaciones vemos que, dado el estadd x(i@jay los valores de las entradag0), u(T),
u(2T),..., u(kT), se puede deducir ivocamente la evoludn del estadx(T), x(2T),...,x((k+1)T) y la
evolucbn de la salidg(0), y(T),...,y(kT).

La forma general del modelo de estado para un sistema de diglispreto queda como la muestra las
ecuacionesA.8) y (A.9).

X(k+1) = Fx(k) + Gu(k) (A.8)
Y (k) = Cx(k) + Du(k) (A.9)
Donde:

x(k) = vectorn (vector de estado).
y(k) = vectorm (vector de salida).
u(k) = vectorr (vector de entrada).

F = matrizn x n (matriz de estado o del sistema).
G = matrizn x r (matriz de entrada o de control).
C = matrizn x n (matriz de salida o de medan).
D = matrizn x r (matriz de transmisin directa).

En la figura A.21 se muestra el sistema de control en tiempo continuo definmolgs ecuaciones
(A.8)y (A.9).

D
u(k) X(k+1 x(k) * y(k)

+

G — B )—» 7L | — > ¢ ) —
T F

Figura A.21.: Diagrama de bloque de un sistema en tiempo discreto

Se presentara un procedimiento para la discretimade las ecuaciones en el espacio de estado en tiempo
continuo.
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Las matricegF] y [G] dependen del periodo de muestieoPero una vez fijo el periodo de muestréoy G
son matrices constantes.

Para determindf (T) y G(T), se utiliza la ecuadn (A.10), solucbn (A.6).
t
x(T) = eMx(0) +/ A-DBu(T)dr (A.10)
0

Se supone que la entradét) es muestreada y alimentada a un retenedor de orden cerontedae todos los
componentes de(t) sean constantes en el intervalo entre dos instantes dersmeshsecutivo cualesquiera,
es decir:

u(t) =u(kT), para KT<t<kT+1 (A.11)

En vista de que:
(k+1)T

X((k+1)T) = ATy (0) 4 kDT /O e ATBu(T)dT (A.12)

X(KT) = &KTx(0) + AT /o(km TBu(T)dr (A13)

al multiplicar la ecuadin (A.13) por e y restarla de la ecuamn (A.12) se tiene:
(k+1)T
X((k+1)T) = ATX(KT) + Akt DT / e ATBu(T)dT
KT

Dado que la ecuadn (A.11), se puede sustituirr=u(kT)=constante en esfdtima ecuadn. (Se observa que
ut puede tomar un valor eérkT + T, es deciru(kT + T), que puede ser distinto d&T. Este valor et con
1=Kt + T, que es el limite superior de la integraej no afecta el valor de la integral en egléma ecuadn,
ya que el integrando no incluye funciones impulso). Pormbaae puede escribir:

X((k+1)T) = LTx(KT) + T /0 T e MBy(KT)dt

— ATX(KT) + /o " M Bu(KT)dA (A.14)

dondeA =T —t. Si se definen:

G(T)=¢€'T (A.15)

T
H(T) = (/ eMd/\> B (A.16)
0
entonces la ecuamn (A.14) se convierte:

X((k+1)T) =G(T)x(KT) +H(T)u(kT) (A.17)
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Entonces de las ecuacionds15) y (A.16) dan las matrices deseadaéT ) y H(T). Se puede notar qu&(T) y
H(T) dependen del periodo de muestiecCon referencia a la ecuaéci (A.7), la ecuaddn de salida se convierte
en:

y(KT) = Cx(KT) + Du(kT) (A.18)

donde las matrice€ y D son matrices constantes y no dependen del tiempo de mu@st&da matrizA es
no singular, entonced(T) dada por la ecuagn (A.16) se puede simplificar a:

H(T) = (/OTe‘\T>B:A1(eAT—|)B=(eAT—|)A1|3 (A.19)
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