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GENERALIZACION DE LOS PUNTOS DE BIFURCACION ZIP EN UN MODELO DE
PREDADOR PRESA
Generalization of the zip bifurcation points in anpredator prey model

RESUMEN

En este articulo se muestra una clase originalistensa dindmico del tipo
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exponencial algebraico que modela la competencitie eB especies de Profesor Asistente, Magister en
predadores por una presa singular que se regelnewalees una generalizacion Matematicas
del modelo tratado por Farkas [1984] y otros astoHallamos una expresiéon Ingeniero Civil

analiticas que extiende los puntos de bifurcaeidestos modelos.
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ABSTRACT

In this article is showa class original of dynamic systewf algebraic
exponential type that models to the competitiombeh 2 species of predator by
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a singular prey that regenerates which is a gerieatilon of the model treated Profesor Auxiliar, Ph.D
by Farkas [1984] and other authors. We found youmidate analytical who Matematico

extend the bifurcation points in these models
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1. Introduccién

En el estudio del problema concerniente a la valitid
principio de la exclusién competitiva en ecologiara el

caso de dos especies predadoras compitiendo por una
presa que se regenera, el siguiente modelo ha sido
ampliamente considerado por varios autores [Hulbel
Walman 1978 a,b; Koch, 1974 a,b].

& y1-)s-Y ms 2
k = a+s
(1.1)
_ % o
= - =1,2,...,
& msa—JrS dx i n

Aqui Xy S son, el tamafio de la poblacion de los

predadoresi y el de la presa que se regenera,
respectivamente. Un crecimiento logistico de laspree
supone en ausencia del predador; la respuesteofiaci
es saturada de acuerdo con la cinética de Michaelis

Menten, ) >0 es la rata de crecimiento intrinseca de la
presa, K >0es la capacidad de carga del medio con
respecto a la presay} >0, d. >0y a >0son la rata

de nacimiento maximal, la rata de muerte y la @onist

de saturacion media, respectivamente, del predador
(i =1,..,n). En este modelo las constantes:
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se introducen teniendo el siguiente significadqg:se
incrementa si y solo sS>/1i, segun seaX positivo,
llegando a ser cero e = /1i . Hsu, Hubbel y Waltman

[1978a] y [1978b] han mostrado en el ca3a 3, que

las soluciones del sistema (1.1) correspondientdaes
iniciales positivos son acotados y permanecen en el
octante positivo y que la especie predadora i-épumeae

sobrevivir tnicamente € < A <K, lo cual implica que

m>d.
con A, # A,, Koch [1974a] y Hsu, Hubbel and Waltman

[1978b] demuestran que, para algunos valores de los
parametros, algunas soluciones peridédicas pueden
obtenerse en el octante positivo significando gae |
coexistencia es posible. Smith [1982] ha probadar{do

teorfa de bifurcacion) que, en el casd<A <A,
existen soluciones periddicas en el octante posjtara
valores suficientemente pequefios (1e11—/]2| y
k-(a +2A4,). Wiken [1982] y Farkas [1984] ha

tratado el casol, = A, = A . Ellos han establecido, en el

También ellos han estudiado el caso genérico

casod, = &, = a, que sk< a+24, entonces hay un

segmento de linea de equilibrio estable, mienttes i,
k > a—2Aentonces "todas las tres especies sobreviven
en un ciclo limite permanentemente”. El también ha
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probado que; en el casyy > a,sik > a+ 24, entonces
X,va a cero,Sy X permanecen en un ciclo limite; si
k=4a +24, entoncesx, va a ceroS y X, tienden al

equilibrio; si k<@ +2/4, entonces todas las tres

especies sobreviven y la solucién tiende a un pdeto
equilibrio del segmento de la linea de equilibrio.
Nosotros consideramos un modelo original del tipo
Exponencial Algebraico el cual generaliza el modelo
(1.1) y hallamos una expresion analitica explipdaa los
puntos de bifurcacion, que extiende la ya conocida
k =a+2A4, en la bifurcacion de zip hallada por Farkas
[1984].

2. Modelo Original

algebraico.

A continuacion se estudia los puntos bifurcaciérude
clase de modelo en dinamica de poblaciones del tipo
(1.3) el cual es una generalizacion del modelcadat
(1.1), éste parte de la hipétesis, de que el deosss
consiste de tres especies; dos predadores y usa pre
singular, la cual se regenera. En este modelo &eeaio
punto encima de la letra como diferenciacion con
respecto al tiempo.

8= ya(sR-D 15 A X

del tipo Exponencial

X=p(sa)x-dx FL2..,n

[, (sY"
o(s k)—{l (kj ]

[ AS N cqs
p(s,a)—(Bar+D (@ + P(osr a)j' (1.3)

m>0,k>0,s20,a> 0,A~ 0, O
B>0,F>0v<00=0,Gkns1 )
donde p(S 4)representa la tasa de nacimiento o

respuesta funcional del predadar g(S, K) significa la
resistencia ambiental del medio al crecimientoaderésa

y a representan los parametros de escala en la régpues
funcional del predadori. Las demas variables y
pardmetros tienen idéntico significado que en stbmia

(1.1). Se presume ademés que en el modelo se ha
mostrado [5] que la tasa de desarrollo de la p@yda

respuesta funcional del depredad@r son funciones

arbitrarias que satisfacen ciertas condiciones ralats
denominadas de Butler- Farkas:
La funciébn ¢ satisface condiciones:

g C*((0,%0)x (0,0),R), g0 C ([0 }x (0g ), R)

las

9(0,k)=1 d(sk<0< ¢, 20k 0 (149
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limyg(s W=y, 0. (1.5)

A la funcion g se le impone condiciones de uniformidad
en [0,s)]para cualquier,0<J<S§)y, la integral

%
posiblemente  impropia Ig'(s, K}  debe ser
0

uniformemente convergente [dg, ©), para cualquier
valor k, > 0. Por dltimo se tiene la condicién siguiente
sobreg :

(k=99gsRkR>0, =0, k0 & | (1.6)

La funcién que representa la respuesta funcional de
predador i, p(s a@)con a, constante,

(i =1,...n ,)satisface las siguientes condiciones:

pOCH(0,20)x (0,2),R), p C ([0g0 }x (Op0 ), R)

p(0,3)=0, p(sa)>0, s 0,2~ 0 (17
p.(s 8)<p(—“:6°, $>0,a 0 (1.8)
p.(s 8 <0, s> 0,a 0. (1.9)

Las condiciones de (1.4) a (1.9) son condiciones
apropiadas para el modelo. A continuacién se eni@len
para el sistema (1.3) los puntos de bifurcacion que
exhiben bifurcaron de zip y que extienden el valer
bifurcacion en el sistema (1.1) dada por

k,=a+24. (1.10)
En Escobar [2003] se demuestra que los valores de
bifurcacion del sistema (1.3) coinciden con lodatedel

sistemas degenerado asociado por lo cual
restringimos al analisis de estos modelos.

nos

2.1 Resultados del modelo degeneradd,€ 1,= 2,
a=a,=a).

2.1.1 Planteamiento del sistema

Se considera el sistema de ecuaciones diferencial
tridimensional (1.3) que describe la competicibndde
depredadores con idéntica respuesta funcighador una

presa singular que se regenera, bajo el supuestpeae
existe una cantidad de presa comin a ambos prexador
bajo la cual sus tasas de nacimiento y muerterilagser
iguales, es decir, existen un parametro umbraluny

parametro de escala a tales qud =A vy

p(4,8)=d = dTal es el caso de la competicion de

especies similares o también, de la competicion
intraespecifica entre la misma especie predadardoE
que sigue se considera el sistema (1.3) satisfase |
condiciones Butler [1983] y Farkas [1987]. A traws
este numeral se supone que la siguiente desiguaklad
tiene:
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0<A<k. (1.11)

Esta desigualdad (1.11), conjuntamente con lastds
adoptadas, implican que el sistema (1.3) tomartado

&= yo(s k)-i fsax

(1.12)
X=p(sa) x-dx F12,..,n
2.1.2 Equilibrios del sistema
Los equilibrios del sistema (1.12) son

Q.(0,0,0),Q,(k,0,0), y los puntos del segmento de

linea rectal, en el octante positivo del espacipX, %:

:{m,@m R 2 6, 3=4 6, }} o1

s=A,%=0,%=0.
Los puntos que pertenecen &, se denotan con
(A4,€,,£,) . Los puntos extremos del segmento de linea,
es decir, los equilibrios en los planas =0y X, =0,

respectivamente, son:

P=(A,0¢,)= A,o,M ,
1 =(4,0,6,)=¢( p(/l,a))

P,=(4,6,0= 0 291N o)
> = (4,41,0)= ( o(1.3) )

Es facil ver por linealizacién qué), es inestable, YQ, es

(2.2)

asintéticamente estable pala<A, e inestable para
k>A. Se conoce (Hsu y otros, 1978a; Butler, 1983)
que sik > A la desigualdad (1.11) es una condicion
necesaria para la supervivencia de cada predadotaP
condicion (1.6), si k es menor qué entoncesl, es

vacio, y sik =4, entoncesL, consta solo del origen
Q,. Por lo tanto nos limitaremos al estudio de lostps

sobre el segmento de linea retta

Al dividir la tercera ecuacion por la segundaazion
del sistema (1.12) se obtienen las ecuaciones sle la
trayectorias que satisfacen la ecuacion diferencial

% _ X%

—=. Asi, se consigue que la funcigls?— sea una
dx X X
integral primera del sistema (1.12).
consecuencia se tiene que, los planos:

X

—2=¢c,c20,

Xl
son superficies invariantes del sistema (1.12)ddanes
una constante arbitraria no negativa; es claro eptas
superficies particionan completamente el octante

positivo, s= 0, X > 0, %, = 0, es decir a través de cada

punto en este octante pasa unay sélo una supeatficia
familia (2.3). Se fija el valor de cc y se consalda

Como una

(2.3)
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restriccion del sistema (1.12) a la variedad irarag
(2.3) paramétrizada p@ y X

&= Ags R- x5 & ox.s) 2
&=xps3- B, ax
Los equilibrios del sistema (2.4) son
(s, %)=1(0,0);(s, %)= (kO)y el punto singular en
el cual la lineal, intercepta (1.5). Asi el punto de
interseccion se denota cqd, &;,¢,) dondeé, =Cé&;,
y &, es la solucion dada por:
£ = M90.K)
(c+1)p(A,a)

Es igualmente facil ver que los equilibrid®,0) y

(2.5)

(k,0)son inestables. Si se estudia la estabilidad del
equilibrio P(K) = (A,£,) del sistema (2.4), dondé,

es la solucion positiva de (2.5), la capacidadatgak
puede ser considerada como un parametro de bifarcac
tal que sik > A es variada, la linea de equilibrio, se
mueve paralelamente y corta los planos (1.5) en
diferentes puntos (¢,(C, k),&,(C, K)). Se usa la

notacion abreviadaé, = &,(C, K) en algunas ocasiones.

El siguiente teorema esté relacionado con el ses{@)
sobre la variedad definida por (2.3).

Teorema 2.1.1 Existe un Unicl, >A tal que si

A <k <k, el equilibrio (A, &, (C, K)) del sistema (2.4)

es asintéticamente estable con regién de atractivid
{(S, X):s>0, x> q ; en K, el sistema esta bajo una
bifurcacion de Hopf supercritica o subcritica,

dependiendo del signo de la constante de Poincaré-
Liapunov. Si la bifurcacion de Hopf es supercritica

existe und >0 tal que parak, <k<k,+0, en el
sistema (1.6) tiene una Unica trayectoria cerra@stto
de una vecindad d¢/, ¢ (C,K)) rodeando este punto

de equilibrio. Esta trayectoria cerrada es orbital
asintoticamente estable. Para el modelo considergldo

punto de bifurcaciork, viene dado por
Al ogi(m) M m

arB+D+(a_VB(a+ on_/1 i D+( LR & 4

k=4 A o JutE! vl - (2.6)

MY _/]( r Y 2)

ap+p @ Fata) \aBrD (aFl(a 4)

Prueba: Se mueve el origen al punto de eqailibr
(s, %) =(A,& ) del sistema (2.4) por la transformacion

n vl
g

de coordenaday, = S—A; Y, = % —¢,, por lo tanto:
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FEHENL YA B Hp) A )
%=+ HY*A 3 10 A y+é) |

donde &, ha sido expresado en funcion de cc, en la
expresiéon (2.5). El sistema (2.4) tiene (0,0) coum
punto de equilibrio pardf, 20 y k > A. Si se linealiza

el sistema (2.4) en el origen, el polinomio cardstieo
del sistema linealizado seré:

2 YAgA KW (4, 9
D(u k)= +u(—yg(/1, K-yA g, k)+]
pA, &) (2.8)
+yAgA K (A, 3.
Aqui el término constante del polinomio caractergst
(2.8) es positivo como consecuencia de la desigdald

(1.11), la propiedad (1.6) de la funciog(s K)y la
propiedad (1.7) de la funcién(s, @, por lo tanto, la

estabilidad depende basicamente del signo deloieetd
lineal en el polinomio caracteristico.
En lo que sigue, se muestra que existe un punto

singular k, > A, para el cual se cumple que el
coeficiente de en (2.8) es positivo, si y sOlksk k;.

Asi que el origen es asintéticamente estable para
A<k<k,, e inestable sik>k;. La actractividad

global se sigue de Hsu [1978a] y Wilken [198k],'es
independiente de cc; por lo tanto, toda superfildela
familia (2.3) bifurca en el mismo puntg,, en particular
los planos coordenadog =0,i =1,2. A continuacion
se halla el valor de bifurcaciork,para el modelo

propuesto.
El siguiente argumento muestra la existencia y

unicidad dek, para las funciones propuesta(s, K) y

p(s, 8@ en el modelo:
Sea la funcionb(K) la cual define el coeficiente de
MU en el polinomio caracteristico como una funcion de

k, es decir:

N2 (X 1 U,
9 =g B-yA 900 B+

se ve en primer lugar québ(k)es una funcion
estrictamente decreciente, en efecto:

I§+ y/l gk(k) ps(/l’ a)
p(4,4)

,» (2.9)

b (K) ==y g (K -yA g

Agrupando términos:
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_ Ap,(A, @)
K) = - 1+ 25T ) .
b (K) ygk(k)( + o013 j M g, (K

Como g, (4, k) >0, ya queg, (4, K) es igual a

(Ej ((-1+e)m+ & k)
94 k)= (-1+€)k
el signo deb, (k) depende basicamente del signo del

_14+2P(4,8)
P(4,2)

1.4) Mgsk(/L k) >0; pero (—1+Mj <0,
p(4, @)

por la condicién (1.7) pargd; por lo tanto, se puede
concluir que:

>0, (2.10)

término ( ] ya que por la condicién

b (k) <O0. (2.12)
Adicionalmente a la desigualdad anterior, se maegie
b(k) cambia de signo por la condicion (1.4) y (1.6)par

la funcién g . Se tiene en primer lugar qiA) > 0:

_ MgAKRA, 3
A==y, K-AqA, R+————=—"—=
b=yeh K-Mg@d g mmes

=yA9,(A,K>0.

En segundo lugar, aplicando la condicion (1.5)
conjuntamente con la propiedad antes mencionada par

g que Lim gd(s K =1 y la condicién (1.9) pargd y
(1.5) parag, se tiene que:
yA kIimoo g(A K (4, 3

—

im0 =Y G By, oA b

p(A, a)
= y(—1+yA ps(A, a)j <-y+ yﬂ =0,
p(4, a) A
0 lim b(K) <O0. (2.13)

De la condicién (2.11), (2.12) y (2.13) se deduae |
existencia y unicidad delk0 gue satisface las

condiciones del teorema 2.1.1. A continuacion se
verifican las condiciones del teorema Andronov-Hop
[1942] para la existencia de la bifurcacién de H&ubre

la linealizacion del sistema (2.4) d#(0, 0), los valores

propios U, ,(K,) llegan a ser de la forma:
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u o= a(k £ 8K

Y

e (UL UL LULACUR LGN RS

a(k) =

N~

AR AR A, 3

A,
2P| L2 (21 gk s A o B (A o1, & 4, 3)

BK) =

Claramente de las propiedades (1.4), (1.70gdey (1.8)

de p, se tiene qued <K <k,. En k;, se satisface las
ecuaciones

_ _ (k) |
b(k,) =0, a(k,) 2000.2)°
por lo tanto se tiene que:
a(k,) =0. (2.14)
Ademas (K, ) se puede escribir como:
1
L [wr00.06° 0.9 A, 92
Bl = , 2.15)

2PA.3)| 2 ((ig)?)

sustituyendo el valor deb(k,) =0 en la expresion
anterior se tiene:

1

Blk) =(Mg(A, k) p(4, @)z >0.
Por otro lado la condiciomr (K,) = 0 implica que:
AgA k) A3

200k)

Diferenciandoa (K) queda:

N (L BZ U A
a =a(k) = )

2pA,a) yAgy A KA 9

factorizando algunos términos de la expresion emtee

obtiene:

o1 (v K(-rA. a1y R, §
K™ 2p0,a) #Agg AR A 9 |

sustituyendo la expresion (2.17) en la igualdadraont

AGAK) @A,

qlg=t| 7% S|,
2PA3) +y1g (AW A3

Las condiciones (1.4), (1.5) y (2.10) implican que

a,(k,)es mayor que cero; asi, las condiciones

(2.14),(2.16) y (2.18) del teorema de bifurcaciéa d
Andronov Hopf se cumplen segun Hassard [1981].

(2.16)

A a- A, 9= (2.17)

(2.18)

Se puede obtenekO explicitamente, lo cual resulta de
resolver la siguiente ecuacion algebraica:

b(k) = —1+(%)m (A +1)
A{l_(jjm}( AnAmt . quﬂ j
k aB+D (dF+)(at+t i)’ 0
* A" co o

aB+D (a'Fat o)
La ecuacion anterior es una ecuacion resoluble por
radicales en la variablk, . Resolviendo ésta pai, , se
tiene finalmente la expresion (2.6) del teoremal2.lla
existencia y unicidad del vald{0 para los valores de los

parametros del modelo ya ha sido probada por to tam

se hace necesario constatar el signo de la expresio
dentro del radical, ya que éste es siempre posjtige
termina la prueb¥\.

La expresion para el valor de bifurcacik@ =a+24

obtenida por Farkas [1984a] resulta ser un cadplar
de la expresion (2.6) bajo los siguientes valoredod
parametros del modelo:

a>0,A=0,C=1B> 0,g=":
F=0,0cn<s1v=0m= 1.

3. CONCLUSION GENERAL
Se ha generalizado el modelo tratado varios autores
[Hubbel y Walman 1978 a,b; Koch, 1974 a,b] y Farkas
[1984] y obtenido una expresién explicita de lositps

de bifurcacion que extiende la obtenidakje= a+ 241 ,

en la literatura por los autores antes mencionados.
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