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∂ α1ρ1( )
∂t

+
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∂ α1ρ1u1( )
∂t
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2 +α1 p1( )
∂x
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− λ u1 − u2( ) + Γ1uI
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⎡⎣ ⎤⎦
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�

�

#�������	��&�"�������������������	�����!��	����	��

�

  

∂α 2

∂t
+ uI

∂α 2

∂x
= μ p2 − p1( ) + Γ2

ρ I

∂ α 2ρ2( )
∂t

+
∂ α 2ρ2u2( )

∂x
= Γ2

∂ α 2ρ2u2( )
∂t

+
∂ α 2ρ2u2

2 +α 2 p2( )
∂x

= pI

∂α 2

∂x
− λ u2 − u1( ) + Γ2uI

∂ α 2ρ2E2( )
∂t

+
∂ α 2 ρ2E2 + p2( )u2
⎡⎣ ⎤⎦

∂x
= pIuI

∂α 2

∂x
− μ ′pI p2 − p1( ) − λ ′uI u2 − u1( ) + Γ2EI

�

�

$����&�#���$���	���&�������"���)��!��#�	"�����-�	����"	��������!��	��������
������

�	���	����"�������α1 +α 2 = 1 ���%������������	��$���	)���������
��"�������������

��##����"�����	��"	���������	��������������	��)��)��"�������$����������	���&���
��/001&���

���������#	"����������##�"�����%����#���������������	�����������	��'��	�������	��"��

�����������##����"���	���������������������������������������"	���������	�������������
����"�������"�#�
��	����#�������	������ �����	������	���##�"���"	���������	�����	��

���	�����	���E������#��)�����	����)��!��#�	"�����)������������������	��#�"���	�	�"���

"	����"!��	��	�
���	�"�"���������	��������"�������������##����"���"	������	�����

	""!!�	���&�	��	������	��&�$����!��#�"	����#�����)��!��#�	"�����)������

�-�	����	������������#	"������������3����������������!!����!�	�������
���-�	�������

%����
��"�����������!�������#��"�	�����#��������	����	������	�����������#	������

����!���	!�"	�����-��������!����!����+���$���	���&�����������	��Γ1 + Γ2 = 0 ������
	����������-�	�����#���	���#���	"����	���"���������	�����#������������!���-���������

�����!��	����#4�

 
•  ��������#	"��)��"����uI �	������������ pI ������������
�����)��"����	�����������&�

�����"��)���&���	��	����3������	����������	���#�	�"����#������������������&�
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•  ���	)��	
�������#	"��)��"���� ′uI �	������������ ′pI ���	��	����3������������������#�	�
�$'��	���"�����)��!�&�

•  ������	3	�����	�	!������λ �	���μ ���	��"����������	���	��$��"��)��"������	���
���������&������"��)���&����	3������	
���
�������������

 �����$'��	���!�3�����!�����	�����������##������� ���!����"	�������##�"��������)��

��!���"	���&�����	���"��	��$����!�����	�
����!���	�������������!	��������!��������

�����/01�	���������#����"�����������������"��	�����	��#������$����,��'����������#	"��

����)��
�"	�"��	����4�

�

•  ����!������)�)����$�����������	����$�)��"�����&�

• ���	�������#	"������9�!��"�������"�����������"����������!	��)��"������	���

"�����������������&�

• ����������#��#���������"�������$��"	�����	3������$�����������	���)��"��������

���-����-��������!�)	������

 ������������"	���������)����������
����"�#�"����	3	������)���&�$�����"	������#������

���	3	�����	�	!�����&�����)�������#	"�������!��	���!������	���!�3������$�����$�

)��"�������

%���������>'�-�	����!���&�����"���!�����	�����	������	���	���&�"�	�	"����(������

����	��	������-��������!&������	3	���&��
��	�������"	��������$�������������&�)��"�����&�

��!���	�����&�	���F���������
������� ����!	����������	��#��"�����
�����!�����"���&�

B��
	"�C�"���&���"������������"��������!�����!�����$����	������	���#��#	�����

�3�"�����������������������>'�-�	����!����$����	���#�!������	����#�������$����&�

.55�6'�	���&��6��2'>��%���	#����	�	������"����

�

�

��������	%���	������������������
���	��������������&����
�

 �����""����#������!����'�"	��&�!������	���!�������������4�

�

• G���#�	����"������	������������"�!����#���$'��	���"!����������!�3�����&�

• �""��	������"���(	����#�������"����)	��)�����!��	����-�	����&�	���

• G���#����������	3	������"�������������������������	���)��"���������#	"��

"���������	�������	�
�����	3	�����	�	!�������

*���-������&�	�
��	��'������#�$�����
�	����!���������������#���$'��	���#�$����

��"	����
�#�!���������!���	!�"�����������#��$'��	���!�3��������	���##�"��)�������

�����������$'��	���!�3������"	�����	���$�	��	�#�$�#����������"��&��##�"��)��.	"��

��!������	�
��
�#�!���	����D���
��	������	��0D�"	���	�������������
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 �����
������	�����#���	���������!�����	����&�#�!�!������"��������	��&�����"���	���!��

���##�������	��"��	�������������!���"	����##�"�������������������##��������!���"	������+��

�3	!����������������	���&�#	�����	����������"��	������"������#�	����
&��������"��	���&�

	���$	)�����	!�"����-�������!���"	����!���������	����������#	��������
�	���������#�����

�����!���5������������	�����
����	���&���$���	����������-�����!�"����
�����!��������

��)�����)��	��������#�!	
��������������##�"������� �������	�����!��������	���!����)���#�

�!���"�����!������
�	��������!��������	"���)�������	�
�����!�����������	���	����!	�������

���	����������������!�����##����&��$�������"!����������#�$��"	���3������	�"�����
�

$��"������"���	������#�B���������������C�$���������������������
�������������
����
������������������������������������������������ ����""������"	����������!���"	��#��3�
#��"����!����!�!�"�����	��!����"����	)���#�����"���������-�	�����#�� 0Mach → ���

*�	���"	�����!	���	���	���3�!	������!	���	���	"���&�$��"��#�!����������#�!�����

"!���	���	��#��������	!�"���*+,��#��"!����������#�$�&�������	)���������������	���

�����#�����##���#�!�������$�.	"����!���������!&�����"�	����#��"!������������-�����

 ��������	��"	������������	����$����	�!�"����!��������"�!	��������!���	�����"�#��������

	����
��'��	��&�"!����������#�$���%��"��������������"�!	��������!&�"�����"����

��
��	����#���$'��	���#�$����/081&�#���	�������"!����������#�$����	�"�)��
��
'

��)��
��
��((����� ���#�$�"	�������	�����$������	����	�����	��������	��"�������&�	#����

$��"������#�$������
���	��	������	�������$	)��������&�������	����	�����	��������	"�����

 ���"�)��
��
'��)��
��
��((����	��	�"���'��"���	��	��	�$��"��������"�#����	��	�"�����

#��"����#��������	��
�����	3���#������((��&���

( ) ( )
0

cos 2
1

2
x

A x A
π⎡ ⎤

= +⎢ ⎥
⎣ ⎦ �
�

$�����0 1.0x≤ ≤ ������!������	������	��������#�����
 &��
 &��� &���"����� �����!	��(���
"���'��"���	��	��	������$���������#�
�������$��� ���������	���������	��	��	����-�	���

 ���������"�����������#������	����$�������"�#����	����	
�	����"��������#��

�

!��H�0�"!�
#��H�<I:�$%�

�

 �����	��"����������������"�������$	�����"�#����#��������"�#�$����
�������	����	��

�

���H�D�I�"!%�
�
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�
�

������	���!�����	����������!���	!�"�����������#��"!����������$	�����������)	����	���


�)�������������##�����
	���-�	����#���	�����F65���

�

  

e p, ρ( ) = p +γ p∞

γ −1( )ρ + q

ρ p, T( ) = p + p∞

γ −1( )cvT

h T( ) = γ cvT + q

g p, T( ) = γ cv − ′q( )T − cvT ln T γ

p + p∞( ) γ −1( ) + q
�

�

$�����	�	!������
�)����������#��$��
��	���4�

�

��!���'(����������	�������������������������������������������	�����)����
*��
���+��%�����(%�,--./�
 
%	���� kγ � ( )1

kq J kg−⋅ � ( )1 1
kq J kg K− −′ ⋅ ⋅ � ( )kp Pa∞ � ( )1 1

vkc J kg K− −⋅ ⋅ �

��-����

�

8�:I� '00@>J0D:� D� 0D=� 0?0@�

K	��� 0�<:� 8D:DJ0D:� '8:J0D:� D� 0D<D�

�

x (m)

cr
os
s-
se
ct
io
na
la
re
a

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Normalized nozzle cross-sectional area distribution (cosine function)  
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2�	���"�	�
��������	��$������������
�����	���&����"	������������!	����"!����
	��)��

$��"��������!��������$���������F65�&�	����	���	����
�	����!���	�����	�������������!	���

�����)�������"����	��#�� p p∞� �����#������������	�����
��������������&�	���
����������
$����	��$���� p ����#������	!�������	�� p∞ ����#��������"!�������������������	�����	��

������������������	��������	�������	����"	�����$�������	������"!��������������������

�	!��	����"!�����������

+�!������$��"��	����$���$���	������������!��$������������������"������!�&�$��"��	���

��"�	�����������	���"���������

�

2����!�0�

�

 ���������"�����������#������	����	������"�#����	����	
�	����"��������#��

!��H�0�"!�

#��H�<I:�$%�

����	��"����������������"�������������"�#����#��������"�#�$����
�������	����	��	���$���

)	����
�#��"����#���!��

0.5 0.1sin
10b

tp MPaπ⎛ ⎞= + ⎜ ⎟⎝ ⎠
&�

$�������!�����������"�#�������������#���"������ �������"�#������	��"������������������	"��
�������������������"�)���8D���"��������!��	���	���
������!���	��������������	��"��������

!����������"�#�������&������������"	���#�����������!&������$�����	)����
��
�������#����"��

��������
������!���	�������������#�$�)	��	�����#�����B��	���C����	����������$����)	���

��$���	��������	��"���������������������$���)	������ � �

�

2����!�8�

�������������
�)	��	���#�2����!�0�	�)��������"�#�������!	���	����
�������	��"�������

������������
����	��

���H�D�I�"!�
�

	������"�#���
���	��������������	
�	����"�����������
����)	���������"	����	��
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p0 = 1.0+ 0.25sin π t
43200

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

MPa

T0 = K̂ 1.0+ 0.25sin π t
43200

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
+ p∞

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

γ −1
γ

K

where

K̂ = 453

1+ p∞( )
γ −1
γ

�

�

%������������$���)	����
���	
�	�����������	�	!�������������H�8�3�<:8DD�H�?@<DD�

��"����H�0��	��&��������������������������#�����B��	���C����	����������$�������)	���	��

	��������������
����!�&��$�)������������)	��	�����$�����������"�	�
����$���� � �
�

 �
	��������������
����������������!���������	�"���	��#"������������#��$��
�	��	�4�

�0���$�.	"����!�������"��������
&��8���$�.	"����!�������!	�����)���&��:���.6L�

��!�'�!���"���!�����&�	����<��2�����!���"���!��������6	"��#�������$���������!!	��(���

���������-�����

�

�

���
����0��!��� ����	��������
�

%���3	!�����	��	���"��	�������#��$�.	"����!�������"��������
�/0:1�#���	"����	������

"�9��"����$�������0',�)	��	����	��	�,6.��$'��	���!�����/081��������	����	�)�&�����

"�)�����	��F���)�!�����"�)��
����������3	"���$�.	"����!����������������#�	�

)����#������3"����)�������!����������������"��!������	����!��	"��"	��#��!�����	�����

��	"����!��������+����	����"�����
��.	"����!����#�$�&�"����)	��)��#�!��	�����#�

�����-�	�����	��������	������!	��������!��	�����������!������$���$������M$�)��&�

��##�"�����	������$����"����)	��)��#�!��	�����$��������.	"����!������������(���$����

������"!������������!������	���	"���������	���	�����	������"���������
����!	�����)����


�)������##�"�����	"����"�������	������#������)��!��!������	���#	�������)����	��

	""��	���	���3�!	����#�������"!�����������-�	���������"	�����	�����!	�����)����	���

�	����������	��(	����&�����
��������$���������	���	"����"�$	)����� ������	���������$�

.	"����!�������"��������
������!	�	
��������!���"	��������	���������������!��)��

������!���"	��"�)��
��"��	���$�.	"����!������ ������/0<1������������#�"�����������

��!����)	��	�"�������.	"����!�����-�	����#��"��	�����$�������������#�	����	��(	����

!������� �������	��(	�������	�"	������������!��#���������!	��������!��������$�����

���	����
�����"����)	��)��#�!��	����	��
�$����������	���-�	����#���	����

%��#�����������	����������$�.	"����!������!��&�������������#�6������-�	�����	����������

#�!�

   f = f0 x, t( ) + ′f x,τ( )  
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where f  is any variable of the flow, 0f  the dominant order, and f ′  its fluctuations.  The 
dominant order of the solution, with a “long” time which is denoted t , is related to the material 
transport, while the fluctuations, related to acoustics, evolve with the fast time, denoted τ .  The 
relationship between these two times can be written as 
 
   τ = M 2t  
�

$�����M ������������	���#����"��.	"����!���&�$��"��"	�����"����&�#���3	!���&�	������

	)��	
��.	"����!���&�!	3�!�!�.	"����!���&����"	��.	"����!���&���"�������#��&�����
�

��������	��#�!	����&�#���	"����	�������
��'��	��������0',�6������-�	���������!���)��

#�!��	����������	��#�!�����

�

 

  

∂ρ
∂t

+ u ∂ρ
∂x

+ ρ ∂u
∂x

= 0

∂u
∂t

+ u ∂u
∂x

+ 1
ρ
∂p
∂x

= 0

∂p
∂t

+ M 2u ∂p
∂x

+ M 2ρc2 ∂u
∂x

= 0

 

�

$����������	����-�	����"!���#�!��������������#�!�#�����������	������
���-�	������

 ���������!������������"�$����$	)���������   u, u + �c+ , and u − �c− �$�����

�

 

   

�c− =
1− M 2( )u + M 2 −1( )2

u2 + 4M 2c2

2

�c+ =
M 2 −1( )u + M 2 −1( )2

u2 + 4M 2c2

2

 

�

 �����$	)���������	��������������������M��*���)���#�����,6.�!�����#�/081��� ��������

�������!	��������!�#������6����������!����,6.������!�����!��#������ ���#��3���	���

"!������$��������M��*���)���	�������F���)�!�������������$��������"����)	��)��

#�!��	����#�����6������-�	������,6.��-�	������	���������!��#�����-�	����#���	�����

 ����!�����
�	�	������"����)	����	���"���"��9�!���	"����$	)���E��������	"���������

��!���"	��������	������ ���.	"����!����M �	�)�����"�����	��	���#����"�&��������	��	�


��	�����"	��!	3�!�!&��������"����	������	���
�����)	����	��0�D�������!��#�����-�	�����

������&�������!��������	���	������"!�����#	���#�$����%����	����������$�.	"��

"!������������-����#�$�&������!�����
�)����3"�������	
���!����$�����3	"���������&��)���

$����"	����!������	����!�������

 ��������	���	$�	"�&��$�)��&�$����������$�.	"����!�������"��������
�	���	"���� ���

��	�������������"����#�������"��!�����!���������"��)����	������"�)�����	��*+��"��������

#��"!����������#�$���� �����!�������!����	�����
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 ( )max
xt M
u c

ΔΔ ≤
+

 

�

��"	���������$�������)��"����#�����#�$&������$���M �!�������#��"�)��
��"�&�����

"���������
�F���)��"��!��$�����$�.	"�����"��������
���������	""��	�������������

�3�����)��������������!�������������"��������������������"���	���������)��	���!���"���

�"��!������������9��"����&�$����!��	��������������!�����	�����#���	������"������	����

$����	������	����!���"�����!������
�	�����

�

�

���
����0��!���1���������)���
�

 ���F���)�!�����#��#������)��!������$������)������#��������!��	����#����	���	���

�����	���"!����������#�$��#�!���	���	�����
��.	"����!����#�$��	��$����	��#������

��)����
	����#�$	)�����	
	��������!��	����"�����
���	���	���	""��	�����"��

"	������
���������	���#�$�����%����	���������"����)	��)���-�	���������!�&�����

��!���"	��!������	���	���"����)	��)�����"�����"����	����������	�����##�"�������!��

������������!��	�������F���)������!�����&��$�)��&�"	��#	������������!���#��$�.	"��

��!����#�$���� ������-�����!��#�"	������)��"!������������!�$�����������	""��	"��

	�������"�)��
��"��#�����F���)�	���3�!	������
��#�"	�������"��	�����#�����.	"��

��!��������������$�	����"!������������
�!�&���
���� 0.1M ≤ ��� ������$�"�)��
��"��

�������-����!����#��3"����)����!	�����	��	��"����&���B��	��	�����##����C&�!��������

���)�������""������"	����#������	�
����##����"�����$��������	"����"�$	)�������� u c+ �

	�������"�)�"��)��������u ����#�$����#�����������##�������"���������!����C �	�������	���

#������	�
������
��)	����#����������!��������!	��������&�

�

 11
u c

C
u M
+

= = + , 

�

	�������!	3�!�!���!������������!������������#	������$	)�������� u c+ &�	��	�
���"�������

��!����� 0M → ������"�������"�)��
��"���	���#�������!���"	���"��!���� �����"��	���#�

	""��	"��""������"	����#�������"���"������!	����#�������!���"	��������	������������$�

.	"����!������!��;�����"�	����#��"!������������-�����$����&���������������
��	"����"�

�!���	�"�&�������"��	���#�	""��	"������)���!����������#������ ����#	������"	���������)���

�������
�#���3	!����	������"����#	"��)	�����#�)��"����	��������������������"��	�������

"������
��#��3������#������)��!��!�������������!��
���	��������	���)	��	�����	����!��&�

	���!������	������"!�	������������	������!�����#�"�	�	"�������"��������	�����'

M�
�������	�����$������	���������#	"��"�������"!�	�	������

�
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63	!��	����#�������"����-�	������$����	��� *p ����������������������)��"����

��##����"��	"��������"����#	"��$����	�)�����	�
��"�##�"����&�����	)��	
��	"����"��!���	�"�&�

cρ≈ �&�$��"�����"������	�"���	���)	�����#�����.	"����!������!	�����!	���$����������#�$�

#�������� �������!�	���	������������!���"	��������	�������������!���"	���"��!�������

	""����	���
���-����#�$'#���������"	���	�����""�����	�� *p ����������������� Lp �	��� Rp �

�����������!�������)����#���&�!	���
������##�"������"	�"��	���������!���"	��B���������#��3C�#��

	��!���$	����#�$�����"	����F���)�	���	"�������	��	���)	��	�����	�����"�����9�!��&�

����"	�"��	���������#	"����������� *p �����3���!�����������)�����!	���)	��	������������

)��"����#������

 �����$�.	"����!���������!���������#������	��������"������������!���"	��

	���3�!	����#����������#	"����������� *p ��� ��������!	���	���3�!	������	)�������

��)����
	����/0I1&�	������$	��#������	��������!���"	������������������"��
�$����)�������

�������	��������.	"����!����M �	����
�	��������!����#�"�����N ���������"���	�����

 �������������������������-�	��������$������-�����	�#	"���#�� 1N M −� �!��������������

�	"������"����#��!����'��!�����	��#�$�&�$��"��������	���������	"��"	���� �)��"!�������

�$�.	"����!���������!�#��"	)��	���
���-����#�$&�	���!����!��#������!���"	��#��3�$	��

��)������/0I1�#��"!������������-����#�$�����
�	��	��!����"	����"������������������

#��3���#�������

 *

2
L Rp pp += . 

 
 ���"���������
�"������
��)��"������!	���������	!��	��	�)���� ������!����!��#�"	����

$	����!����	�����������0',�)	��	����	��	�,6.��$'��	���"���/081���������)����
��

"�)��
��"�;��-��)	�����"�)��
��"��$	����	"����$����	�����$�������#�!	
�������

#�$���!����"����������"����	����������������#��3���#��������������"��	�������"�����
�#�

���������	���)��"������	��"	����������$�.	"����!���������!���6)������
�������

��#�����������N��"��	�������"�����
�#��������!	��������!�	�)��	�����������

������	��)����	��������	��	���	���3�!	������!	���	���	"���&�������!���"	����	�������

$	��$����������)������������!��	�������6)�������&�������#�������#�� *u �	�)����"������

��##�"�����"�����
�#����������	���)��"�����

�

�

�

�

�
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+����!���"�����	��&��	�������	��"��������
�����"!�����������$'��	���#�$��-�	�����

$����������	������	��"!���3�����&�������������	��"�����������0',�6������-�	�����#��	�

"!�������������
��'��	���#�$�

�

 

( )

( ) ( )

( )

2

0

0

0

u
t x

u pu
t x

u E pE
t x

ρρ

ρρ

∂∂ + =
∂ ∂

∂ +∂
+ =

∂ ∂
⎡ ⎤∂ +∂ ⎣ ⎦+ =

∂ ∂

 

�

$�����
  
E = ρe+ 1

2
ρu2 ����������	������
��	��� e ��������������	������
������
!��������������!�

$�����������##�����
	���-�	����#���	���
�)������)�������������������������	�
	�����

��	�����	�"!������������-������	�����������	��!����&�$����!	���)	��	����&����������

����������������!!����!��-�	����	�������)��"��������������3�)��"��������"���������

!	���"����)	�����-�	����	��������$'��!����)�����"��	���	���!�'�!���"������"���(	������

 ���!!����!�	���!	����-�	�����	������!�!	�����	���������!��	���������$'��!��

!!����!�)	��	����&���	)��
�	�2������-�	������������������ ����2������-�	�������

�������)���#����$'��!����������&�	�������	"�����������������������)	��	�����	���#����

	��������$���!����)����� ����!�����������	����"	���������������������������

+������$'��	���#�$�!����$�����$����������&����#���	"����	��&�	���$����!���

"!���"	����"�����
&���"��	��	���	"��$��"��$���&�	��	�!���!�!&�����"���$�"������

2������-�	�����	��
�$����	������"�����
�����
������)��!��#�	"�����-�	���&������

	���	"��!	�����������!	���� �	)��������"!���"	����	��������!��	����������	����

""�����"��#�	���������
������$�����������
��
	����!����&�	��	�����	��)��	���	"�&�����

�.6L���!�'�!���"���!����&�������"�������

*�������������!����#��3�)�"�����������
�#�����0',�6������-�	���������!�	�)��

�
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∂U
∂t

+ ∂F
∂x

= ∂U
∂t

+ ∂F
∂U

∂U
∂x

= ∂U
∂t

+Q
u 0 0
0 u + c 0
0 0 u − c

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
Q−1 ∂U

∂x

= ∂U
∂t

+Q
u 0 0
0 u 0
0 0 u

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
Q−1 ∂U

∂x
+Q

0 0 0
0 c 0
0 0 −c

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
Q−1 ∂U

∂x

= ∂U
∂t

+ ∂C
∂x

+ ∂P
∂x

= 0

 

 
�

$�����

�

 

  

U = ρ, ρu, E( )T
F = ρu,ρu2 , E + p( )u( )T

C = u ρ,ρu, E( )T
P = 0, p, pu( )T

c2 = ∂p
∂ρ

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ s

isentropic sound speed

F = C + P

 

�
5�)�����&�������
��)	�����#�����O	"��	��#�C �	��� P �	��� ( ), ,u u u �	��� ( )0, ,c c− ��� ���

��#�!	����#�����"�)�"��)�����!�����	
	�������#�!�����������	!������"����	������

)��"����u ��� �����#�!	����#�����������������!��
���$��������"�)�"��)�����!��	������
������u �	������	
	�������	�������"�����	������������ c ����������)���&�����!)������	"����"�
��	���������!��&�	��	�!���!�!�$��������"�������	��	�
����!����$��"��C �����)	��	����

�3���"����������!��	���P �����)	��	�����!���"����������!�������"����	���������������
�	���������

�����	������	"����"���#�!	�������	
	�����""�������������"�����
�#�����!!����!�

	�������
���-�	������	�������	������!!����!�	���!	����-�	�����	�������#��!���

��
��
	����	���	"������ �����	!������)	����$	���������
�	
�/0@1�	���	���!��	���	���

�	���������"������#��$���/0>&�0?1��� ����#�����#��$�����������#���	����
&�$��"	��

��)�����	������"��'"���"����������������
�	��#��$�4�

�

�

�

�
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∂ρ
∂t

+ ∂(ρu)
∂x

= 0

∂(ρu)
∂t

+ ∂(ρu2 )
∂x

= 0

∂E
∂t

+ ∂(uE)
∂x

= 0

 

Implicit step 

 

  

∂ρ
∂t

= 0

∂(ρu)
∂t

+ ∂( p)
∂x

= 0

∂E
∂t

+ ∂(up)
∂x

= 0

. 

 
We now recast the implicit step (for an ideal gas) to 
 

 

  

∂ρ
∂t

= 0

∂u
∂t

= − 1
ρ
∂p
∂x

∂p
∂t

= −(γ −1) p ∂u
∂x

. 

  
 ���"�	���"	��#�	"���	�������!���������)���������$�������$�������	���#����������������

#������3���"��������

�

 

  

ρ n+1 = ρ n − Δt (ρu)n

(ρu)* = (ρu)n − Δt (ρu2 )n

E* = En − Δt (uE)n

 

�

������"�������������)�"���
  
ρ n+1( ) , u∗, p∗( )T

������"����	��  ρ
n+1( ) = ρ∗ �����3�������!���"��������

�����)���

�

 

  

u(n+1) = u* − Δt 1
ρ (n+1) (∂p

∂x
)(n+1)

p(n+1) = p* − Δt (γ −1) p(n+1) (∂u
∂x

)(n+1)

 

�
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��)����
�����"!�������������������
  
ρ n+1( ) , u n+1( ) , p n+1( )( )T

&�	����$���"��!	��"	����������

�

���������������������������� �
�

�

 ����-�	�����#�������!���"��������"	������������"!��������#�!�	�2������-�	������

��)���	��	������!������	"��)������ �����	����!���������	��"�	����$���������"�	���"	��

	���	"�4�

�

•  ����3���"���	����!���"���������	����3�"�����������������#��	"�������

�

•  ���������&�����!����&���#����"�����$���������3���"���	����!���"������������

 �����	�������!	������"��#���!��������������������	����!��	������	�����������	��"	��

��"!��!����!���	��&�����"�	����$�����������-�	�����	�����)������	�!����'�����"��

������
4�

�

• ��"����������!�����"����(	��������������"����"����������!��"�)��
����

�����������!�����������"���������

�

• ������	������������"�)��
��"!��������$����"�����
���##�����������"���

%�������#�����"!!���������������#��������-�	�����$����	����#'"����������.6L�

	���	"����%���������	���	"�������!���"�����"�������)����	����������O+���!����&�	���

�����3���"�����������"	�����$������������!���"������	���	���#�����������	��#��"����

�)	��	����/0=1&���$���"��!	��"	����������

�

����������������� �

�

5���������$����"!����������#�$�&�
	��	�����-���&���!����	������������	���
��#�"	���

	�)	��	
����	�����
	�����$�����������$�	���	"���� ��������"�������������	"�������$����

�����3���"���	����!���"����������� ����!�	��&�#���	"��������	������	���&���	�����	����

�!���"�����#�!	��������!!���	�����#������������3���"��������	�������!���	""��	����3���"���

Execute the 
explicit step 

Iterate the 
implicit step 

Implicit Block based  
on the JFNK method 

Explicit step is called within the 
implicit loop as part of the 
nonlinear function evaluation 
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�������"������	��
�$����!������������������-�	��������	�!������	�
��#�$	���	���
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	����	���	"��#������>'�-�	�����$'��	���!�����

�	����&�������	����##�"���"��
	������	��"	�������	"��"	������	��(���$�����������$�	���	"����

,����
�	���	������&�#�����.6L�"	������!������$����������"��	������	�������#���"�	�����������

*��	���"��������	������!	����	��)��"�����	������������������	���*��	���
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