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TRO ciclo anual de ensefianza inauguramos con este
O acto, presididos y alentados por las autoridades,
representantes de corporaciones, entidades y cen-
tros oficiales e intelectuales y distinguidas personas de todas
clases, amantes de la cultura que manifiestan su simpatia

por el cultivo de la inteligencia dando brillantez a la fiesta
que celebramos. :

Lamento que mi pobre voz no sepa elevarse al nivel y
tono que exige esta solemnidad en correspondencia con la
altura de vuestras mentalidades y de vuestra adhesién uni-
versitaria. Pero si el cumplimiento del deber eleva a los
humildes al plano de los poderosos y borra las diferencias
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entre los pobres de espiritu y los espiritus selectos, confio
en él y en vuestra benevolencia, para disculpar mi discurso,
comenzando por saludaros cordialmente a todos en nombre
de la Universidad, que os agradece esta muestra de interés
por la cultura nacional.

El sentimiento y el afecto dictan mis primeras palabras
en memoria de los que rindieron tributo a la muerte des-
pués de una larga vida de colaboracion en las tareas do-
centes. '

D. Fermin Villarroya, Doctor en Filosofia y Letras, Ar-
chivero y Bibliotecario desde sus 26 afos, auxiliar numera-
rio de esta Universidad desde 1912, Profesor de Latin en la
Facultad de Filosofia y Letras y Director de la Biblioteca
General de esta Universidad en sus dltimos 10 afios de
vida era un apasionado del Latin, que cultivaba con pro-
fundo dominio, dejando impresas su inspiracién y la erudi-
cién de sus conocimientos en innumerables ldpidas con-
memorativas de fastos, fundaciones y homenajes, repartidas
por toda la poblacidn. Era D. Fermin un sibarita de las
delicadezas del pensamiento almacenado en los cldsicos.

No es extrafio que de su magisterio emanase aroma de
intelecto depurado, tan limpio como las mismas fuentes en
que bebia sin contaminacién. Con un corazén desbordante
de ternura para el desvalido y el pobre, practica la caridad
como una satisfaccién interior de su conciencia cristiana,
todo amor. Este fué D. Fermin Villarroya (q. e. p. d.).

Otro tributo a la muerte lo rindid el auxiliar jubilado
de la Facultad de Ciencias, D. Casimiro Lopez Chavarri.
Representa D. Casimiro toda una vida austera regida por

una idea firme que le hizo desdefiar una posicién econd-

mica, al renunciar al ejercicio de la Medicina que para ¢l
hubiera sido segura fuente de ingresos por sus dotes intelec-
tuales, afable trato y sus muchas relaciones. Pero prefirié a
esto el estudio y la ensefianza de la Quimica, a la que se
entregd por completo oficial y privadamente, como uno de
tantos pedagogos que en silencio cultivan la ensefianza.
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FUNDAMENTOS DEL CALCULO

Sirvan estas pocas lirieas de ferviente homenaje a la me- .
moria del profesor que supo cumplir sus deberes con en-
tusiasmo hasta el Gltimo momento en que la enfermedad y
la vejez rindieron la entereza de su cardcter fuerte para la
lucha y condescendiente en el trato con sus discipulos.

La Universidad conservard vivo el recuerdo de tan be-
neméritos profesores que a ella dedicaron sus afanes y su
carifio.

Y cumplido este piadoso recuerdo debiera hacer, como

_es de rigor, el elogio del catedrdtico Dr, Bartual Moret, que

por una disposicién legal ha cesado, oficialmente, en la re-
gencia de su citedra de Histologia y Anatomia patoldgica,
que ha desempenado por espacio de 45 afios. Pero ni reuno
condiciones para analizar una vida cientifica como la del
Dr. Bartual, ni considero oportuno hablar del cese de un

- compaiiero que en la plenitud de su vitalidad fisica y

mental estd en condiciones de rendir sus mejores frutos.
Su - consejo, el amplio dominio de la ciencia médica en .
que durante tantos afios se ha movido su poderosa inteligen-
cia, quedan como siempre, al servicio de la Universidad.
No hay, pues, razén para hablar en realidad de una ter-
minacidn en sus actividades universitarias. Homenaje, si, al
maestro y al sabio y el mejor que podria tributdrsele, si mis
condiciones y las dimensiones del discurso lo, permitieran,
serla un recuerdo de su vida cientifica, de su prestigio y de
sus triunfos de todas clases. Alumno predilecto de Cajal,

llega, por oposicidn, en plena juventud a desempeiiar, en la
Universidad de Sevilla, la cdtedra del mismo nombre que
después, dia tras dia, ha venido explicando en esta Univer-
sidad durante toda su vida académica con celo y claridad-
insuperables. De inteligencia sutil, palabra ficil y percep-
cidn rdpida y con la claridad peculiar de las grandes men-
talidades para la exposicidn de las teorias bioldgicas, que
tanto se prestan a la sugestion de la fantasia, no es de ex-
trafiar que el Dr. Bartual haya sabido dar a sus discursos,
prefiados de conviccidn filosdfica, un atrevido ajre de po-
sitivismo. Afio tras afio va encaneciendo en la Facultad de
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Medicina, dejando una legién de discipulos, que le recuer-
dan con admiracién y carifio. En otros aspectos, preside la
ponencia del estatuto que esta Universidad elabord para su
régimen autonémico y todos recordamos aquellas sesiones
en que el Dr. Bartual, con tanto entusiasmo como acierto,

rebatia las impugnaciones que se haclan a la obra de la po-

nencia. Como Decano de la Facultad de Medicina, destaca
su figura de gran seiior, a pesar de la democracia de sus ideas,
aconséjando, en todo momento, prudencia y calma a los
alumnos. Como médico y especialmente como Otorrino-
laringSlogo, su nombre y fama han pasado al dominio pu-

blico. A la Universidad le cabe el honor de contar entre sus

miembros una mentalidad de su altura.

Muy sentida ha sido por la Universidad, la baja en el
pasado curso del prestigioso catedrdtico de Derecho civil
Dr. Castan Tobefas, por nombramiento de Magistrado del
Tribunal Supremo. Aparte su gran capacidad demostrada en
‘notables publicaciones, de su tacto y acierto indiscutibles
- como Presidente de comité paritario y como Decano de la
Facultad de Derecho, por su ecuanimidad y espiritu Uni-
versitario y por su compafierismo y afabilidad de trato,
tiene mucho que sentir la Universidad de que el azar de la
vida le haya separado de nuestro lado. '

Cﬁmplerﬁe manifestar ahora, la satisfaccién con que
todos hemos visto la incorporacién a-este claustro de los
catedraticos Doctores: D. José Vifias Mey, que viene a sus-
tituir en la cdtedra de Derecho civil a D. Jos¢ Castdn; don
Carlos Sanz Cid, sucesor en la cdtedra de Derecho politico
de D. Mariano Gémez; D. Ddmaso Alonso y Fernindez de
las Redondas, que en la Facultad de Filosofia y Letras es el
nuevo titular de la catedra de Lengua y Literatura Espafiola,
desempefiada hasta su jubilacién por D. José Ventura Tra-
veset; D. Luis Urtubey Rebollo, que por traslado desde la
Facultad de Medicina de Cédiz, ha venido a sustituir en la
de Valencia a D. Juan Bartual. La mds cordial bienvenida a
tan queridos compafieros que sabrdn poner al servicio de la
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Universidad su alto prestigio, hasta ahora mantenido por
“sus especiales dotes.
Un indice de la valia cientifica y profesional de los-

auxiliares temporales de esta Universidad es la brevedad de
su paso por ella a causa de su rdpida elevacién a Catedra-
ticos numerarios y otros cometidos mediante oposicién. A

ello es debido que en el pasado curso hayan sido nombra-’

dos nuevos auxiliares temporales en las vacantes produci-

das. D. Pedro Alvarez Rubiano y D. Julio Feo Garcia, de la

Facultad de Filosofia y Letras; D. Juan Campos Pérezy don -

Juan José Lépez Ibor, de la de Medicina; D. Modesto Quilis
Pérez y D. Octavio Foz Gazulla, de la Facultad de Ciencias.
Con la cordial bienvenida que a todos damos en nombre

de la Universidad, espera ésta un intenso y fructifero tra-

bajo que, sirviéndoles de preparacion para luchas definitivas,

les estimule en la investigacién en sus respectivas especia-

lidades, contribuyendo a una de las finalidades perseguidas
por este centro. De su entusiasmo y de las condiciones
estimadas para sus nombramientos, esperan las respectivas
Facultades un éptlmo rendimiento docente.

Muy especialmente debo dirigir el saludo de bienvenida
a.todos los estudiantes y en particular al nuevo plantel de
jovenes bachilleres que llegan a estas aulas pletéricos de
vida, de ilusiones y esperanzas puestas en un porvenir pro-
metedor de triunfos y glorias sin cuento y de nobles emula-
ciones de las grandes figuras histdricas.

La Universidad, madre eternamente joven, porque cual
los dioses de la fibula, también se alimenta de la ambrosia,
pero de la ambrosia de las teorias puras y de la abstraccidn
del espiritu, os acoge con todo amor, puestas también sus
ilusiones y esperanzas en el porvenir que vuestra juventud
le da derecho a esperar.

Lo tinico que os pide es fe en el ideal y constancia en
el trabajo, con el lema de un sabio por norte: «Cualquier
hombre, decia el lema de Young, puede llegar a hacer o
que haga otro cualquiera». Y tened presente que supo hacer
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g honor al lema, venciendo en cuantas actividades acometid
‘como musico, poliglota, médico, fildsofo, egiptdlogo, fi-

Galileo

Newton 13

Alembert

sico... en fin, en todo lo que se propuso *. ,
- Hay que elevar la vista hacia los genios'de la ciencia, ya

que no para emular sus altos vuelos, que esto es don de

pocos escogidos, para imitarlos en la sencillez y modestia
de sus vidas, en general, en el entusiasmo por la investiga-

cién, en la preocupacién por la verdad cientifica, y, sobre .
" todo, en la constancia y actividad en el trabajo, que mds '

que nunca exige el ritmo acelerado actual de tantos descu-
brimientos. Tened presente que el tiempo no espera, que
el camino es largo y que los afios de la juventud tienen un
valor inapreciable para desperdiciarlos inconscientemente.
Casi todos los progenitores de la Ciencia actual comenzaron
a realizar sus grandes descubrimientos en edades como las
vuestras. jPero qué ejemplos de afdn investigador! Ved a
Galileo a sus 19 afios clavada la vista en las oscilaciones de
la ldmpara de la catedral de Pisa controlando la igualdad
ritmica de las mismas y concibiendo en el péndulo el
instrumento ideal para medir el tiempo. Ved a Newton a

vuestra ‘misma edad que, ciego ante la inmensidad que la

Geometria de Descartes le.descubre, no le queda tiempo

para satisfacer el ansia de ordenar, deducir, enlazar, sus’

ideas en tropel, contruyendo a borbotones teorias analiticas.
Baste deciros que esta fiebre de estudios’ comenzada a sus
18 afios, da como fruto a los 21 la famosa fédrmula del
binomio que todos conocéis; a los 23 la teoria de las fluxio-
nes o cdlculo infinitesimal con todas sus investigaciones
de andlisis matemadtico; a los 24 descubre la gravitacién uni-
versal y la teoria de la descomposicién de la luz, y ast sigue.

A los 22 afios comienza D’Alembert (que para resolver
el problema de la vida se habla hecho perito, abogado
y médico), a presentar memorias y mds memorias a la

Academia de Ciencias de Paris sobre el’ movimiento de

sélidos y sobre el cdlculo integral; a los 23 le abre sus
puertas la Academia; a los 25 publica su tratado de Din4-
mica; a los 27 su gran tratado de fluldos. ‘
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De los 17 alos 19 afios se hace Lagrange con todo el Lagrange

caudal cientifico de su época. No es extrafio que se lamen-
tase de haber llegado tarde para la explicacién del sistema
del mundo del que decta con cierto dejo de tristeza hablan-
do del descubrimiento de la gravitacién universal por
Newton ™: «esta suerte no se encuentra todos los diase. A
los 26 afios habia escrito su Mecdnica Analitica que es el
instrumento actual de la Fisica Matemadtica.
Y asi podriamos continuar con lista interminable pasan-
do por Laplace, por Galois, que muere a sus 19 afios dejan-
do escrita la noche antes de su muerte en pocas lineas la
concepcién moderna del Algebra con la teoria de grupos;
por Abel, que muere a los 27 afios, por Cauchy, por Rie-
man que a sus 27 afios lanza las ideas madres de tanta
actualidad hoy en- las teorias del campo tnico de: la fisica,
etcétera, etc. '

Pero los campeones de la precocndad son Pascal y Gauss.
Se dice de Gauss que comenzada su historia cientifica a los
3 afos y teniendo como profesor a sus 8 afios a Bartells,
que solo tenia 16, es calificado por Laplace como «el mayor

matematico del universo (cuando solo contaba 20 afios),

porque Bartells, era, el mayor matemitico, de Europar. Ahi
tenéis un buen ejemplo de actividad estudiantil.

Se disputan a Gauss el emperador de Rusia, el Observa-
torio y la Universidad de Goetingen, optando por no salir
de su patria. Bartells pasa a la Universidad de Kazan donde
habia de tener otro discipulo predilecto: Lobatchewsky.

Espiritu selecto y estético, hace desaparecer Gauss de
sus escritos el proceso. seguido en -ellos.para llegar al fin,
pues segln su lema «pauca sed matura» impreso en su sello
bajo un 4rbol con algunos frutos maduros, los monumen-
tos: deben presentarse al piiblico ‘acabados y limpios de an-
damiajes. y manchones que oculten su belleza; prurito de
perfeccion que nos impide a los mortales que vamos al ras

del suelo seguir con facilidad sus escritos por la dificultad

de lectura que la excesiva condensacién ¢contiene. A este
prurito es debido, a no dudarlo, el hecho de no haber dado
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a luz la Geometria no Euclidiana mucho antes que Lobat-
chewsky y Bolyay, indirectamente discipulos suyos por
intermedio de Bartells el primero, y por medio de su padre,
intimo amigo de Gauss, el segundo.

:Qué he de deciros de Pascal, que no conozcdis por la
divulgacién de la biografia escrita por su hermana Mad.
Perier, sobre su pequefio tratado acerca del sonido, escrito
a los 11 afios con motivo del choque producido por un
cuchillo con un plato, ni de la construccidn de los principios
basicos de la Geometria, acerca de la cual no tenia noticia
alguna por el cuidado que ponia su padre en ocultarle todo
lo referente a esta ciencia temiendo una polarizacion en un
sentido abstracto, ni del asombro producido por tan pro-
fundo descubrimiento que termind con su incorporacidn,
de hecho, a los 12 afios, a la Academia libre del P. Mersena,
la que con el tiempo habia de ser la actual Academia de
Ciencias de Paris? Gracias a esta inteligencia privilegiada,
aunque se hubiera perdido la ciencia de los egipcios y de
los griegos, tan cuidadosamente recogida en el Euclides, y
sobre cuyo conocimiento hizo inscribir Platén en el frontis
de su Academia la famosa frase «Nadie entre que no sepa
Geometria» como condicién indispensable para el ingreso
en ella, este nifio de 12 aflos nos la hubiera restituido.
A sus 16 de edad escribe el Ensayo sobre las conicas, en el
que aparece el notable teorema del exdgono, germen de la
teorfa proyectiva de dichas curvas, trabajo que nunca pudo
hacerse creer a Descartes que pudiera ser obra de un mu-
chacho, atribuyéndolo al padre que se despoja de la gloria en
favor del hijo. A los 19 inventa una maquina calculadora
de la que son hijas las actuales maquinas registradoras.
Después es el que da el primer paso en la fundacidn siste-
matica del Célculo de Probabilidades.

Un acontecimiento feliz para la historia de esta Univer-
sidad seria que los que escuchdis fuerdis mentalidades cum-
bres como estas pocas que acabo de citar; pero los genios
solo aparecen esporddicamente, de vez en cuando, entre las
grandes masas de colectividad y en el transcurso del tiempo.
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La inventiva y potencia de digestidn de ideas ajenas del
intelectual medio no puede medirse con el mismo metro
que los cerebros prlvxleglados en que nacieron las grandes
concepciones cientificas; ni siquiera en la intensidad del es-
fuerzo podemos compararnos con ellos los de mediana in-
teligencia. El ascenso a las cumbres del conocimiento huma-
no, la llegada a los ultimos peldafiosde la investigacidn exige
la cooperacién de capacidad, penetracién aguda, e intensi-

~dad en el trabajo. La subida a las altas cumbres inexplora-

das, segiin un hermoso stmil de Balmes en «El Criterio», se
presenta lleno de asperezas y dificultades capaces de des-
alentar al mds esforzado; sdlo al llegar a lo alto se descu-
bren de golpe los caminos ficiles, se perciben, con detalle,
los precipicios y las bellezas del panorama divisindose

nuevas perspectivas. Lo incomprensible se ve sencillisimo, .

lo confuso queda iluminado con claridad meridiana, surgen
ideas nuevas y el espiritu se conforta. La hermosura de las
teorfas desconocidas no es de baladi adquisicién; no se
trata de discusiones ni esparcimientos ficiles de tertulia’sin
importancia. Los sutiles hilos de la red que une las verda-
des cientificas son mis dificiles de percibir y los enlaces de
mds dificil comprensién que las reglas y entrenamientos de
los juegos. Es. preciso acostumbrarse al medio cientifico
(por algo se llaman disciplinas cientificas a las teorlas), para
llegar a respirar con facilidad y gusto en él. Pero no hay
que desanimarse por las dificultades, manteniendo la con-
fianza de que la constancia todo lo vence, sustituyendo los
ambientes ficiles y poco a poco atrofiadores de la inteligen-
cia por los del seminario, la Biblioteca, el coloquio, sin
pretensiones de ser los primeros en la discusidn, sino con
el afin de penetrar cada vez mds en los conceptos, todo
con sencillez y siempre en plano de discipulos de cualquie-
ra. Sin la constancia, ni Bernouilli nos hubiera legado la
ley de los grandes nameros, eje alrededor del cual gira la

. Economia, la}Politica, y toda la ciencia experimental, ni

Gauss ni Lobatschewsky hubieran descubierto, quizd, las
geometrias no euclidianas, ni nuestro compatriota La Cierva
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hubiera llegado al camino de la solucidn, al parecer defini-
tiva, de la locomocién aérea dando lustre y gloria a su
nombre y a su patria.

jCudntas mentalidades ]dvenes se desvian del camino
que corresponde a su capacidad por impaciencias e 1nsigni-
ficantes molestias que, vencidas con un poco de voluntad,
hubieran sido de gran provecho!

Y aqui debiera dar por terminado este discurso, después
de haber fatigado bastante vuestra atencidn, si el deber de
llevar la voz de la Facultad de Ciencias en la forzosa rota-
cién de Facultades no coartara mi voluntad exigiéndome la

- exposicidén de algun tema de cardcter general universitario

Prevision

o, por lo menos, lo que es més sencillo para mi, propio de
las disciplinas que en ella se cultivan. Para salir del paso
me acojo a lo dltimo, esbozando a continuacién algunas
consideraciones sobre EL Azar Y Los FUNDAMENTOS DEL
CALcuLo DE PROBABILIDADES.

¢Qué no darfamos por una visién del porvenir? En él
estdn nuestras esperanzas, ilusiones, desengafios, aciertos,
dolores, descubrimientos, evolucién de nuestras ideas... El
porvenir es el enigma que, excepto a los inconscientes,
mds interesa a todo sér humano. La previsién nos hace
trabajadores, econdmicos, buenos... La imprevision puede
decirse que representa la inconsciencia, la ineptitud, la de-
jadez, la ignorancia...

Pero la providencia sabia nos ha cubierto la visién del
porvenir con espeso velo a través del cual nada percibimos,
si no es alguna confusa silueta mds adivinada que percibida
por algunos sagaces privilegiados. Todo son obscuridades
y confusién. El Unico auxiliar que tenemos en el buceo de
ese obscuro caos es la experiencia de lo ocurrido a los que
pasaron por este mundo antes que nosotros. Experiencia
que no viene a ser otra cosa que un recuento de desenga-
fios, equivocaciones, desaciertos, sufrimientos... La previ-
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sion es la encargada de recoger la tradicion, de ordenarla
en normas y reglas de conducta conducentes a evitar, en lo
posible, lo espinoso y amargo de la vida, dentro de limites
discretos.

Para la ciencia cldsica el porvenir es una consecuencia
del principio de causalidad. Si las causas de los fendmenos
fisicos existen, deberdn producirse éstos en un sentido de-
terminado y Unico. En dicha concepcidn estd la base de las
ciencias deductivas que explican los fendmenos naturales.

Pero la fantasia humana, abusando de esa chispa que la
divinidad ha puesto en nuestro cerebro, sale de su cauce y
se hace fatalista. Para los fatalistas no tiene el futuro mas
que un solo camino en el panorama de la existencia. Haga-
mos lo que hagamos no podremos salirnos de él. La fatali-

dad nos lleva de la mano y nos fuerza, seguin ellos, a seguir’

dicha senda. La voluntad no cuenta, estd inconscientemente
sujeta a una trayectoria. En términos matemiticos, la tra-
yectoria del Universoen su evolucidn es andloga a la de una
particula dotada de una velocidad inicial a partir de una
posicion sometida a un campo de fuerzas. Y en apoyo de
esta tesis sacan a relucir la concepcién determinista de
Laplace. Si las leyes de la dindmica son ciertas (y hay que
contar con que estin basadas en postulados innegables para
nuestra comprension), si en un instante determinado un sér
omniscente conociese las posiciones y velocidades de todos
los corpusculos (electrones, fotones...), con las fuerzas a que
estdn sometidos, podria predecir, para una época futura
cualquiera, las posiciones y velocidades de todos los elemen-
tos constitutivos del Universo. Pero, es mds todavia: supo-
niendo que el pensamiento y la voluntad no fuesen otra

~ cosa que un fendmeno fisico resultante de los ciclos ultra-

microscdpicos descritos por dichos elementos puntuales en
las células, el estado de todo el Universo con el pensamien-
to, los dolores, los goces, etc. de todos los seres bioldgicos
y no bioldgicos, en una época futura cualquiera estaria pre-
viamente determinado. Concebido asi el Universo, hay que
reconocer que el fatalismo serfa un dogma incontrovertible.
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Pero la misma realidad fisica, la que estd al alcance de
nuestros sentidos en los laboratorios, es la que en sus len-
tos avances por las obscuridades que rodean el misterio de

la materia ha llegado, paso a paso, a la necesidad de intro- "

ducir entes .nuevos y modificar concepciones arraigadas,
creando primero los quantos de enérgia, después los fotones
y electrones para llegar, finalmente, a la imprescindible ne-
cesidad de modificar la concepcién determinista del mundo
fisico, viniendo a afirmar la improcedencia de dicha visién
fatalista. El enigma que parecia empezar a descubrirse en-el
ritmo acelerado de la evolucién de las ideas ha vuelto a
quedar, puede decirse que definitivamente por ahora, en el
misterio de la obscuridad.

Fué en el V Congreso del Instituto internacional de
Fisica de Solvay ™ reunido en Bruselas del 24 al 29 de Oc-
tubre de 1927 donde los orientadores del pensamiento fisico,
Lorentz, Born, Heissenberg, Bhor, de Broglie, Schroedinger,
Einstein, Dirac, Compton..'. discutieron las nuevas ideas e
interpretaciones resultantes de la teoria de los quantas en su
conexién con las ondas clisicas del éter. Sirven de base a la
discusidn trabajos, a modo de ponencias, de Bhor sobre ¢l
postulado de los quantas; de Born y Heissenberg sobre la
mecdnica de los quantas; de Schroedinger sobre la mecdnica de
las ondas; de Broglie sobre la nueva dinamica de los quantas;
de Compton sobre la discordancia entre la experiencia y la
teoria electromagnética de la radiacion. '

Desde la introduccién de los quantas por Planck en 1905
en que comienza la demolicidn del antiguo apotegma natura

no facit saltus, va aduenandose del pensamiento de los fisicos -

la necesidad de una revisién de los fundamentos. Las no-
ciones fisicas aplicables a los fendmenos atémicos experi-
mentan una limitacién como consecuencia de la teoria de
los quantas, cuyo postulado afirma que todo proceso atémaco
leva en si un sello de discontinuidad o de individualismo carac-
terizado por el quantum de accién de Planck.

La descripcidn causal en el tiempo y en el espacio de
los fendmenos atémicos, se funda, segiun Bhor, en la hipd-
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tesis de que éstos puedan ser observados sin que influyamos
sobre ellos por el hecho de la observacidn. Mas, por el con-
trario, la accidén reciproca entre el objeto observado y el
instrumento de medida no puede despreciarse, o bien, no
existe independencia en la realidad fisica entre los medios de -
observacién y los fenémenos observados. Por otra parte, no
es posible dar una definicién no equivoca del estado de un
sistema si admitimos la existencia de interacciones eventua-
les con los instrumentos de medida exteriores al fendmeno.

¢Qué parte del estado subsiguiente se debe atribuir a las
causas propias y cudl a la perturbacién introducida? No es
posible separar unas de otras. El principio de causalidad y la
representacién del fendmeno en el espacio tiempo deben
considerarse como partes complementarias, que mutuamente
se exc'luyen, de la descripcién simbolizada en la definicidn y
en la idealizacidn de las posibilidades de observar. ’

Puede decirse que el descubrimiento de la teoria de los
quantas ha puesto en evidencia que nuestra concepcidén
causal en el espacio tiempo no estd regida mas que por la
pequeiiez del quantum de accidn que viene a ser upa espe-
cie de invariante absoluto frente a las acciones que entran
en consideracion por nuestras sensaciones ordinarias.

El postulado de los quantas nos enfrenta con el proble-
ma de construir una teoria complementaria en la que la
ausencia de contradiccién no pueda juzgarse mas que por
una estimacién de las posibilidades de definir y observar,
posibilidades que se presentan en la naturaleza de la luz y
en los elementos constitutivos de la materia.

En el afin natural de dar interpretacién real a los sim-
bolos matemdticos y ante el desconcierto de los resulta-
dos tedricos con las posibles interpretaciones, imagina de
Broglie el corpisculo como una singularidad de la onda

-asociada o como un centro de condensacién de energia

arrastrado en el movimiento ondulatorio; concepcidn que

‘hay que desechar por incompatibilidad con los movimien-

tos no uniformes. Por otra parte, Schroedinger sustituye el
corptisculo por un tren de ondas de frecuencias muy proxi-
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mas; pero las confirmaciones experimentales de la difrac-
cion de los electrones obtenida por Davison 'y Germer
obliga a abandonar. esta hipétesis por la necesidad de con-
servar el postulado de la estabilidad y de la existencia del
electrén. Para conciliar los dos aspectos de propagacion,
seglin la teoria electromagnética y el principio de conserva-
cion de la energia y de la cantidad de movimiento en las
interacciones entre la radiacion y-la materia, se llega a la
conclusién que para estudiar las leyes de propagacién de la
luz hay que recurrir a consxderacxones estadisticas. Y en
este camino aparece por vez primera el concepto de onda
de probabilidad lanzado por Max Born; como tltima trin-

servir de guia al corpisculo mévil. Segtin Bom las funcio-
nes continuas no permiten decidir dénde se encuentra el
corpusculo. Las ondas no dan més que una visién de con-
junto o bien una representacidn estadistica de los hechos.
El principio de causalidad es atacado a fondo por esta

. atrevida concepcién. En lo sucesivo ya no se hablard de

Relaciones de
incertidiimbre

movimientos de corpusculos individuales, sino de movi-
mientos y trayectorias de elementos de probabilidad, lo
que equivale a hablar de grados de verosimilitud acerca de
afirmaciones relativas a celdillas mdviles en el espacio en
el transcurso del tiempo. Hay que desistir del empeiio de
dar interpretacidn real fisica al simbolismo matemitico
que define la onda cldsica para dejarle un significado mds
abstracto y no por eso menos real. Nada de ondas efectivas
sugeridas por la deformacion eldstica de ese éter sutil en

imagen copiada de los circulos concéntricos descritos en la-

superficie tranquila del agua cuando en ella cae una piedra.
El concepto abstracto ha sustituido a la imagen fisica.

En su memoria sobre la mecdnica de los quantas per-
siguen Born y Heissenberg formar «una teorfa intuitiva y
completa de los procesos micromecénicos» introduciendo
nociones nuevas en Cinemdtica y en Mecdnica en sustitucion
de las cldsicas mediante un andlisis de lo que esencialmente
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es observable. El elemento abstracto nuevo serdn las ma-
trices que sintetizan el conjunto de todos los posibles
estados de un sistema atémico.

Una parte esencial de las bases de la mecdnica del dtomo
es el elemento estadistico introducido por la disconti-
nuidad; resultando que los estados subsiguientes a condi-
ciones iniciales determinadas no pueden deducirse sino
de una manera estadistica. Parece, pues, que no haya
ninglin argumento de orden empirico que se oponga a que

~ se admita en principio la indeterminacién’ del microcosmos.

«Como puede conservarse el orden determinista a que
estamos acostumbrados en vista de la determinacién tnica-
mente estadistica de los procesos individuales?» Esta es la
pregunta qie se hacen Born y Heissenberg; y siguen: «El
paso m4s importante para la verificacién del nuevo sistema
de conceptos consiste en la fijacién de los limites en los
cuales es licita la aplicacion de los términos y conceptos
antiguos como lugar, velocidad, impulsién, energia, etc.,
de una particula. Estas magnitudes tomadas separadamente
pueden ser medidas y definidas con precisidn, como en la
teoria cldsica; pero cuando se quiere medir simultineamente
magnitudes conjugadas no se puede pasar de un limite de
indeterminacidn caracteristico». Puede partirse del dualismo

empiricamente establecido entre ondas y corpusculos.

De la reduccién de un tren de ondas a un grupo, -me-
diante la condicién de que las dimensiones del tren y la
duracién del tiempo considerado sean grandes, respecto de
la longitud de onda'y del perfodo, se llega a la consecuencia
que para poder llegar a tal representacidn es preciso impo-
ner a los intervalos de integracidon limitaciones determina-
das que en esencia no son otras que las llamadas relaciones
de incertidumbre de Heissénberg. Si W es la energia, p la

~ componente de la cantidad de movimiento o impulsoy ¢ la

correspondiente coordenada, dichas relaciones son:
. dW.dt;b - Sdp . dq/h
en las que b es la constante o invariante universal de la in-
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determinacién. Resulta de estas desigualdades que si dg se
reduce tendiendo a cero, lo que significa que se determina
la posicién del corplsculo cada vez con mds precisidn
tendiendo al conocimiento exacto de la misma, como el
producto del error dg por el dp ha de ser superior a b, resul-

tard que al tender dg a cero crecerd dp y, reciprocamente;

por lo que es tedricamente imposible tener simultdneamen-

-te la posicién y velocidad iniciales del corpusculo para poder

fijar, en consecuencia, la trayectoria que éste ha de describir

‘en lo futuro. A medida que consiga fijarse con mds precisidén

la posicién inicial quedard mds imprecisa e ignorada la
velocidadinicial y reciprocamente. Es decir, que si levan-
tamos el velo del arcano que nos descubre uno de los datos
necesarios para el planteo del problema cubrimos automa-
ticamente con el mismo velo otro de los datos indispensa-
bles para la resolucidn del mismo. El enigma se burla de
nuestra prevision. La trayectoria tinica con que contdbamos
queda oculta entre las de una madeja complicadisima de
una multiplicidad 3 veces infinita. Hemos llegado a una
mayor obscuridad de lo que esperdbamos. La frase s¢ fijamos
la posicion y velocidad inicial... en que se apoya el determinis-
mo de la Mecdnica Racional no tendrd ya sentido mas que
en el campo de la abstraccidn matemdtica, pero sin conexién
con el mundo de los electrones y fotones, si éstos tienen
existencia real.

Pero no es ficil abandonar ideas engendradas en nuestro
cerebro a través del transcurso de nuestra formacién con-
ceptual y arraigadas con clara evidencia en nuestra mente.
Frente a la negacién del determinismo cientifico de Laplace
se encuentran al lado del mismo otras figuras de su talla,
como Einstein, Lorentz, Langevin y otros. Lorentz, que con
su famosa transformacién did el golpe de gracia al -absolu-

tismo del tiempo, es el que en la famosa discusidn afirma

que sin las nociones de espacio y tiempo no podria hacerse
a una idea fisica ™; «si el electron, dice, ocupa en una

época una posicién y otra en fecha posterior, siendo un .

corpusculo necesita describir una trayectoria; en los nuevos
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principios ésta se esfuma. Si se me prohibe investigar en
qué ocasion se produce esto, invocando un principio, senti-
ré contrariedad. Me parece que se puede siempre esperar que

llegue a hacerse mds tarde lo que no podemos hacer ahora.

¢Es que un espiritu més profundo no podria darse cuenta de
los movimientos de estos electrones? ;No podria conservar-
se el determinismo haciéndole objeto de una creencia? ¢Es
preciso erigir el determinismo como principio?»

A lo que contesta Bohr con un non posumus exponiendo
su punto de vista expresado en su trabajo sobre el postu-
lado de los quantas que niega la conservacién del principio
determinista. Por su parte Heissenberg y Born se expresan
asi: «El determinismo que hasta aqul ha sido admitido
como base de las ciencias exactas parece no poderse admitir
sin debate. Cada nuevo progreso en la interpretacion de las
férmulas de la mecdnica de los quantas no puede ser ‘inter-

~ pretado sin contradiccidn mas que desde el punto de vista

de un indeterminismo fundamental, pero también que el
conjunto de los hechos que pueden ser establecidos por la

experiencia pueden obtenerse por el sistema de la teoriax.

Para Einstein la cuestion es si el corpisculo puede ser
localizado o si no es localizable, y la dificultad estd en
separar el punto de vista estadistico del individual, separa-
cién en las antiguas teorias pero no en las nuevas. Para
Langevin se trata de una cuestién de representacién y la
actual parece insuficiente para decidir.

En la extrema izquierda de los indeterministas estd
Dirac que al opinar que un sistema aislado es inobservable
(porque observar es perturbar), concluye que «como la fisica
no se ocupa sino de magnitudes observables, la teoria de-
terminista cldsica es indefendibles. Por ahora puede decir-
se que para la prevision humana ha quedado el azar como
duefio y sefior en el problema de la evolucién del Cosmos.

- ¢Qué es el azar? ;Puede formarse una teoria cientifica
acerca de la sistemacidn del azar? ;No es el azar la antitesis
de toda ley, dice Bertrand en su discurso-acerca del mismo?

«
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¢Puede el capricho de una persona estar sometido a leyes?
¢Es que la aparicién de un nimero en un juego de dados,
el sexo de un sér antes de nacer, la estatura del mismo en
su mayor edad, si llega a ella, la historia de la vida de un
microorganismo o de un sér cualquiera puede preverse?
¢Quién afirmaria, por otra parte, que las cifras decimales de
un numero irracional como 4/ 2 o del nimero = estén sem-
bradas al azar cuando es indudable que la cifra de cierto
lugar es una perfectamente determinada, y no puede ser

otra? Y si esto es asi, ;qué intervencién puede tener el azar
en las ciencias abstractas deductivas en las que reina el

determinismo mds absoluto?

Evidentemente que ni un capricho aislado, ni el sexo,
ni la estatura, ni un solo detalle de la vida futura de un sér,
podré predecirse nunca. Todos estos accidentes no dudamos
en atribuirlos al azar. En cambio, todo el mundo afirmari
que las cifras decimales del nimero = o0 de 4/ 2, asi como
la teorfa de los numeros, la de conjuntos, la de funciones,
donde todo esta precisado con la rigidez inmutable de la
matematica, nada tiene que ver con el azar. No obstante la
distribucién de cifras-de los niimeros irracionales, asi como
la clasificacién de éstos, la teoria de conjuntos, y, en gene-
ral, toda cuestién en que intervengan infinitos elementos o
un numero grandisimo de ellos con caracteres de diversas
clases, puede decirse que tiene tanto que ver con el azar
como el juego de la loteria. La teoria de conjuntos esté tan
intimamente unida al azar que puede decirse que viene a
ser la teoria de la sistematizacidn del azar.

M4ds adelante nos ocuparemos del concepto para preci-
sarlo; por ahora nos limitaremos a indicarlo como elemento
de enlace entre el individuo, el caso concreto, aislado, el
detalle insignificante y la colectividad de individuos; entre
las propiedades individuales y las propiedades y lineas
generales que delinean esta colectividad. Aunque los hechos
aislados no puedan preverse, sea por la causa que fuere, su
conjunto viene a constituir un ente colectivo sujeto a leyes
que suelen llamarse leyes del azar.
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Asi, un nimero muy grande de caprichos de una per-
sona, de jugadas, de nacimientos, de estaturas, de enferme-

dades, de observaciones, en general, servirin para fijar

ciertos caracteres especificos del ente colectivo que vendrin
a determinar ciertos detalles de la personalidad psicoldgica
del individuo en relacién con su voluntad; o nos definirdn
la configuracién geométrica del dado; o nos descubrirdn
ciertas leyes bioldgicas que la medicina o la agronomia o la

economia pueden aprovechar. Y se da el caso que la distri- -

bucidn de las cifras de los ntimeros irracionales como el x es

andloga a la de los numeros obtenidos en un sorteo; es
decir, que obedece a las mismas leyes, habiéndose utilizado
como argumento ldgico dicha distribucién de cifras por
Borel y Pertin para el estudio de la evolucidn de los siste-
mas gaseosos hacia los estados de maxima entropia

De estadisticas formadas con estaturas de hijos en rela.
cién con las de los padres dedujo Galton la ley de regresion de
lasestaturas,sin la cual existirian razas de gigantes yde enanos.

¢Hay nada mds complejo que la asociacidén de dos colec-
tividades bioldgicas de incontables individuos de distinta
especie que viven mezclados en un mismo .medio a expen:
sas unos de otros? La historia de un individuo de tal colec-
tividad no interesa, como tampoco interesa la trayectoria
seguida por una molécula de aire que atribuimos al azar.

Sin embargo, ese cios de pardsitos o insectos que se repro-.

ducen, luchan y mueren con asombrosa rapidez, obedece a
leyes estadisticas estudiadas con auxilio del Célculo de Pro-

babilidades por W. T. Thomsom, Ross, Lotka, y, prmc1pal-‘

mente, por Volterra, mediante la aplicacién de las ecuaciones
integrales, en las que se hace intervenir no sélo el estado
del sistema en la época inicial, sino la historia de los
estados anteriores que tiénen intervencién en la multiplica-
cién o destruccién de la aglomeracién de individuos. Y no
hay que esperar fantasias matemdticas de la aplicacién de
este complicado instrumento matemitico, sino leyes con-
cretas confirmadas por los resultados estadisticos de la pesca
en el Adridtico, previstos por el Cdlculo *.
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Imaginad una multitud de gaviotas volando, de cuya
banda se saca una fotografia o varias instantdneas. Aparecen
en ellas muchas-aves con las alas en la misma posicidn:
"unas en actitud de posarse en el agua, otras iniciando el
vuelo; otras con las alas completamente extendidas. Nume-

radas todas ellas y sacado un niimero a suerte es un hecho

casual la fase del vuelo en que se encuentra dicho numero.

:Qué consecuencia podemos sacar de este capricho de la

suerte que podriamos imaginar producido por tantas foto-

 grafias como aves en épocas distintas sin relacion unas con

otras? Pues bien; de esta multitud de casos elegidos al azar
puede deducirse todo el proceso cinemitico del vuelo. And-
logo resultado puede obtenerse con una o varias fotografias
de un bosque para estudiar el proceso del crecimiento de
una especie determinada.

Teoria de los Supone Bernoulli que las moléculas gaseosas son esfe-

gases

ras elasticas dotadas de movimientos rectilineos rapidisimos
que cual enjambre de locas abejas vuelan chocando innu-
merables veces unas con otras, describiendo al azar lineas
quebradas de complejidad imposible de prever. La energia
cinética del sistema de tales moléculas no es otra cosa que
la energia calorifica; y la temperatura observada con el ter-
mometro estd en intima correspondencia con la velocidad
media de este enjambre molecular. Descompuesto el espacio
en celdillas pequeiiisimas concluye la ldgica que deben
existir diferencias de calor y temperatura de unas celdillas a
otras; y si el termdmetro mis sensible no las registra al
variarlo de posicién es porque las dimensiones del termd-
metro son inmensamente grandes respecto de las de las
celdillas. El termdmetro viene a ser un juez imparcial que

compensando extremismos resume la opinién de la mayo-

ria en un justo término medio. ‘

Las leyes de los gases, presién, densidad, calor especifico,
ley de accién de masas, etc., de las reacciones quimicas
observadas en los laboratorios no son sino leyes de colecti-
vidades que no sirven para.los individuos aislados, ni
siquiera para agrupaciones poco NUMErOsas de éstos. El
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desorden en el comportamiento de los individuos entre sf,
y-particularmente considerados, obedece a leyes que definen
el modo peculiar de actuar el azar en los individuos y que
se resumen en las leyes observadas por la experiencia.

. L’esprit de finesse °” de Pascal, es el don que algunos
economistas, directores de masas, politicos de talla, hom-
bres de negocios, industriales, comerciantes, etc., poseen y
que les permite distinguir en las colectividades complejas
esas propiedades y caracteres de conjunto que los demids
necesitamos que se nos pongan en la mano por estadis-
ticas pacientes.

Maxwell, el descubridor de esas ondas eléctricas que
nos reproducen la voz y los conciertos dados a miles de
kilometros, fué el primero de los fisicos tedricos que par-
tiendo de la hipdtesis de simetria en las velocidades posi-
bles de las moléculas encuentra la ley de distribucién de
velocidades que lleva su nombre. Después se crea la-Meci-
nica Estadistica por Gibs, Boltzman y Jeans, en la que
partiendo del choque de esferas eldsticas y de la perturbacidn
introducida por una inapreciable variacién en los choques,
se demuestra la evolucidn de los sistemas gaseosos hacia un
estado de mdxima probabilidad que corresponde a la dis-
tribucién uniforme u homogénea del gas, siendo enton-
ces la distribucién de velocidades la obtenida por Maxwell.
Hay, pues, una tendencia expontdnea hacia el desorden y la
confusidn en los comportamientos de sus individuos entre
si y aisladamente considerados, y, precisamente a este caos
de comportamientos microscépicos corresponde una maxi-
ma uniformidad u homogeneidad macroscépica. A la ten-
dencia expontdnea hacia este caos microscépico ya se con-
sideren dotadas las moléculas de velocidades iguales, o no,
es a lo que suele llamarse el Postulado del Caos molecular.
Precisando mds los conceptos diremos que este principio,
que viene a ser el de irreversibilidad, es consecuencia a su
vez del de indeterminacion de los datos fisicos en el que se
admite la alta improbabilidad, que equivale a una negacién,
de que en la prictica puedan considerarse dos posiciones y
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velocidades de una molécula tedricamente iguales. Basta
una variacién infinitesimal para que la evolucion del sis-
tema dindmico haya variado por completo.

Puntualizando mds los conceptos se sustituye el prin-

- cipio de irreversibilidad por el de la improbabilidad de la

reversibilidad.

En la construccién de una teoria cientifica, cuyo objeto
sea la explicacion de hechos observados, tras un periodo de
experiencia o descriptivo mds o menos largo, el espiritu
humano procede a ordenar las observaciones agrupdndolas
dentro de leyes empiricas que la experiencia subsiguiente se
encarga de seguir confirmando o de rectificar; las causas
productoras quedan en el misterio. La experiencia sdlo nos
da .impresiones que registran nuestros sentidos. Despues,
mediante la admisién de un pequeio niimero de principios
basicos, lo més sencillos posibles, se pasa a un segundo
plano en el que por via deductiva se infieren los hechos ex-
perimentales. El manantial de la verdad no estd ni en los
principios bisicos, aunque metaforicamente se diga a veces
que la verdad estd.en ellos, ni en el instrumento matemdtico
que deduce de los mismos consecuencias ldgicas, sino en la
experiencia; seglin frase de Duhem, 2® estd «en los extremos
de las wltimas consecuencias resultantes de la teorfa y de las
leyes experimentales». La matemdtica nada tiene que ver
con la verdad, o mejor dicho, nada tiene que ver con el
acuerdo o desacuerdo que pueda existir entre los principios
de que se parte y entre las conclusiones a que se llega
y los resultados experimentales. Su papel queda reducido
a deducir consecuencias ldgicas de las premisas sen-
tadas. - ‘

La verdad es la realidad de las cosas, dice Balmes 2 en
El Criterio; y Einstein ?%: «Con la palabra cierto entendemos
expresar la correspondencia de una afirmacién con un ente
real, siendo por tanto dicho concepto ‘inaplicable a las pro-
posiciones de la Geometria pura, que no se ocupa de la co-
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rrespondencia entre sus conceptos y los objetos|de la experien-
cia, sino solamente de la dependencia légica de dichos con-
ceptos entre si». Por lo mismo dice Russell que la matema-
tica pura es una ciencia «en que no se sabe si lo que
se dice es verdad».

Sin embargo, de las conclusiones de las geometrias
euclidianas y no euclidianas, como de toda afirmacidn que
sea consecuencia forzosa de las premisas de una proposicién

'y, en ultimo extremo, del sistema de poStulados bésicos,

suele decirse que es una afirmacidn cierta o verdadera y, por
el contrario, si dicha afirmacidn estd en contradiccion con
los postulados se dice que es falsa. Pero conviene advertir
la impropiedad del adjetivo verdadero o falso, si no se re-
fiere a una concordancia con hechos o fendmenos del
mundo sensible, que es a lo que se refieren Balmes, Einstein
y Russell. .

Repetimos, que la matemdtica no tiene por qué buscar
concordancia o desacuerdo de sus conclusiones con el
mundo real y, por esto, las ciencias deductivas, cuya base
es un sistema de postulados, son inmutables mientras la
légica quede en pie; la experiencia nunca podrd ponerlas en
peligro de derrumbamiento. La teoria de las écuaciones di-
ferenciales y toda la mecénica racional cldsica, relativista y
ondulatoria quedan incélumes a pesar del principio de in-
determinacién de Heissenberg que niega la posibilidad de
fijar, simultdneamente, la posicidn y velocidad inicial del
corpusculo con la exactitud supuesta en la dindmica y a
pesar de todas las modificaciones que el progreso exija in-
troducir en nuestra concepcion del universo de la materia.
Una cosa es que en la realidad no pueda hablarse de un
movimiento determinado de un electrén y otra que en el
campo de la abstraccidn no existan tales movimientos; lo
mismo que en la realidad no existen el sdlido rigido ni

la linea ni superficie abstracta de la Geometria.

Hay que distinguir, pues, la ciencia abstracta desligada
del mundo sensible, de la ciencia deductiva que, construida
a base de axiomas, tiene por objeto dar una explicacién de
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los fenémenos naturales sin perder nunca el contacto con la
realidad.

En esta tltima, si la contradiccidn con los principios o
axiomas fundamentales surge como consecuencia de hechos
nuevos, se presenta el dilema y, o se amplian los postula-
dos de modo que después de la ampliacién comprendan a
los anteriores, como ha ocurrido con los postulados de Ia
emisién y de las ondulaciones en la concepcién de la luz
que han debido modificarse concibiendo en el corpusculo
dos aspectos distintos, o se abandonan, como ha tenido
que hacerse con la hipdtesis del éter, cuya inutilidad
se ha hecho patente en la nueva interpretacién de las in-
terferencias.

Para la elaboracion axiomdtica de una ciencia pura, se
exige: ‘

1. Que a todo objeto o hecho de Ia disciplina en
cuestién corresponda un concepto Unico.

2. Que a un estado de hechos corresponda una relacién
l6gica entre los conceptos. '

La base o fundacién de todo el edificio ha de consistir
en un pequeflo numero de proposiciones, llamadas axiomas
o postulados, que deben cumplir estas dos condictones:

Ser independientes unos de otros.
" Que no exista contradiccion entre dos cualquiera de ellos.

El cdlculo de Probabilidades, como disciplina ma-
temdtica, puede construirse axiomdticamente prescindiendo
de la experiencia, con titulos andlogos a los de cualquier
otra rama de la matemdtica, como la Geometria o la Me-
cdnica racional; pero la aspiracién es que el enlace con la
realidad sea tan intimo como el que existe entre la Geo-

_metria Euclidiana y nuestra concepcién del espacio fisico.

El centro alrededor del cual han girado todos los des-
velos de los matemdticos por dar una base firme a este
Calculo es el concepto de probabilidad del que vamos a
ocuparnos repasando las diversas fases del mismo y exa-
minando los principios ldgicos en que se funda.
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En la construccidn cientifica del cdlculo de probabilida-
des, se da el caso paraddjico de comenzar por el segundo
perfodo, que Du Pasquier ** llama el periodo matemitico,

una ciencia «sin raices en el pasado y del mas brillante por-

venir», segtin frase de Gouroud, *° para retroceder, decimos
nosotros, al periodo experimental con la creacién de la Es-
tadistica como consecuencia de la demografia, los seguros,
la economia y, finalmente, la biometria.

Aparte de algunos trazos sueltos relativos a cuestiones
del azar que aparecen en la Divina Comedia y de otras tra-
tadas por Cardano y Tartaglia y algunos problemas sueltos
vistos por Galileo, no aparece el comienzo de la sistema-
tizacion de la teoria de los juegos de azar hasta el verano
de 1654, en que M. de Meré, amigo de Pascal, hubo de con-
sultar a éste sobre los.dos problemas siguientes:

1.0 ;Cudntas jugadas hay que hacer para apostar con
ventaja I contra I de obtener al mismo tiempo dos caras
con el 6 con dos dados jugados al mismo tiempo?

2.° ‘Problemas de las partidas.—Dos jugadores, A y B,
igualmente hdbiles, o sea, sin que en el juego haya ventaja
de uno por su mayor destreza sobre el otro, han comenzado
por hacer una misma puesta antes de empezar las partidas,
conviniendo en que el primero que gane cierto nimero de
ellas, 3 en el caso propuesto por de Meré, serd el duefio de
las dos puestas. Ahora bien; antes de haber llegado ninguno
de los dos jugadores a ganar las tres partidas necesarias, se
ven en la precision de suspender el juego y distribuir las
dos puestas. ;En qué proporcion deberd hacerse la dis-

" tribucidn si se suspende el juego antes de haber llegado uno

de los jugadores a ganar tres partidas? ;Qué parte de; las
puestas corresponde en justicia a cada jugador?

«Ningun precedente, dice Du Pasquier *°, autorizaba a
pensar que fuese posible emplear la Aritmética para un uso
tan atrevido» como la medida del grado de verosimilitud
de una afirmacidn que habia de ser decidida por el azar.

-Pascal resuelve los problemas razonando asi en el segundo:

Si yo llevo un punto mds (una partida ganada mds) que
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mi contrario y pierdo la siguiente, en la hipdtesis de que
continuase el juego, tendremos igual nimero de partidas '
ganadas, correspondiéndonos a cada uno la mitad de la
puesta; luego cualquiera que sea el resultado de la cuarta
partida me corresponde, ya, desde luego, la mitad de la
puesta (32 pistoles de las 64, dice en la carta de 29 de Julio
a Fermat). Falta distribuir la otra mitad de la puesta; pero
‘como la cuarta partida lo mismo puedo ganarla yo que mi
contrario de basar est égaly, dice, nos corresponde a cada uno
la mitad de dicha mitad o sea 1/4 de la puesta total. Luego
me corresponde a mi 3/4 y a mi contrario 1/4. La contesta-
cion de Fermat a la carta en que le comunica el problema y
la solucidn no se hace esperar. En ella da la siguiente
: solucidn:
Solucion Si tengo dos partidas ganadas y mi contrario una, en

de Frmat otras dos partidas, a lo sumo, quedara decidido el juego.
Sélo son posibles estos cuatro casos: a4, ab, ba, bb, signifi- '
cando la letra @ el caso de ganancia y la b el de pérdida.
~ Cualquiera de los tres primeros que se verifique ganaré
y solo si se verifica el ultimo perderé. Mi probabilidad de
ganar es 3/4 y la de perder 1/4. Luego la distribucién debe
hacerse proporcional a estas probabilidades, o sea 3 partes
para mi y una para mi contrario.

Generalizacion .~ Lanzada la idea se generaliza ficilmente el razonamiento.
Pascal lo acepta pero hace objeciones respecto de la validez
para el caso de tres jugadores, quedando por fin convencido
contestdndole en 27 de Octubre la famosa frase en que le
dice que no puede sentir por sus invenciones numéricas
mas que admiracion. El resultado de estas investigaciones
es la creacidn de la Coordinatoria, pero no se publica nada
de ellas. Entre los cultivadores de la teoria en esta primera
época figuran Huygens, Sauveur, Motte, y por los afos

Ars Conjectandi® de 1685 prepara Bernoulli en silencio su Ars Conjectands
que no habla de publicarse hasta el 1713 después de la
muerte del autor. Esta obra constituye una de las piedras
angulares del edificio, viéndose en la ley de los grandes
ntimeros una ley natural a la que, segun frase que creo de

N
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Poison, «debian obedecer las grandes colectividades con la
misma rigidez que los astros obedecen a la de la gravitacion
Universal». Prescindiendo del apasionamiento y de la mania
a que condujo en aquella época, es indudable su capital
transcendencia, tanto en Estadistica como en la actual
orientacién del Cdlculo de Probabilidades.

Contribuyen a la teoria por estos afios Montmort y
Moivre el que, con métodos distintos de los anteriores, dala
probabilidad compuesta como producto de las independien-
tes simples. El problema de las partidas es la preocupacion

. a que dedican atencidn preferente los matemdticos de pri-

mera fila, «Todos los grandes hombres del siglo XVIII, dice
Pasquier, descienden a la arena y llenan no sélo en la
teorla, sino en la del pensamiento humano, una pagina que
el tiempo no borrard jamds». Moivre, Bernoulli, d’Alembert,

Bufon, Euler, Lagrange, Laplace, etc., acuden al torneo y
forman una ciencia que asombra por los resultados positi-

vos que obtiene en las ciencias experimentales y en la
astronomia.,

Laplace escribe su célebre Theorie Analytique des probabi-
lités, en la que une los trozos sueltos hasta entonces for-
mando un cuerpo de doctrina admirable, completado mas
tarde con una magistral leccién dada en 1795 sobre Essa:
philosophique sur les probabilités. De la importancia de esta
obra dice Pasquier: «El éxito de este essai philosophique fué
muy grande...; por este ensayo Laplace ha influldo poderosa-
mente sobre la corriente filosdfica... sus profundos estudios
han comunicado a la corriente sociolégica un impulso que no
ha cesado de aumentar». Puede decirse que el comienzo del
siglo XIX es una de las épocas de mania comparable a la
que siguid al Ars Conjectandi. Se aplica el Cilculo de pro-
babilidades a la economia, la politica y las ciencias sociales,
considerando a Laplace como el precursor de la Psicofisica.
«Las cuestiones de la vida, dice Laplace, 'no son en su
mayoria mas que problemas de probabilidad. Hablando
con rigor, puede decirse que casi todos los conocimientos no

son mas que probables; y en el pequefio numero de las
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cosas que podemos saber con certidumbre, en las ciencias
matemdticas mismas, los principales medios de llegar a la
verdad, la induccidn y. la analogia estin fundadas en las
probabilidades, de modo que el sistema entero de conoci-
mientos humanos estd ligado a esta teorfa».

Pero el soberbio edificio construido se apoya en el prin-
cipio de indiferencia relativo a la equiposibilidad contenido
en la frase de Pascal le basar est égal fundado, a su vez, en
el que Du Pasquier llama principio de la ausencia de razon jus-
tificante, rey y sefior del Universo de lo desconocido. Laplace
se expresa asi: ecasos igualmente posibles, es decir, que es-

“temos igualmente indecisos sobre su existencia» cuya «justa

apreciacion es uno de los puntos mds delicados de la teoria
del azar». Nuestro subjetivismo'es el que decide esta igual-
dad o indiferencia, que en realidad estd cubierta por la
ignorancia. De aqui el que se haya calificado dicho prin-
cipio como el «principio de la distribucidn uniforme de
la ignorancia» *® y al cdlculo de probabilidades como una
ametodizacion de la ignorancia». El cdlculo de probabilida-
des asi construido «es un coloso con pies de barro», como
dice Rey Pastor ! en un discursode la Academia de Ciencias.

He afirmado antes que este calculo ha comenzado su
historia por su segundo perfodo con el estudio de los jue- .
gos de azar en los que nuestra experiencia acepta sin difi-
cultad la equiposibilidad de casos. Pero la gran amplitud
contenida en las frases de Laplace no pueden aceptarse sino
como una sugestidn sin valor absoluto en el terreno con-
quistado mientras la experiencia no nos informe més con-
cretamente. (

Ya hemos dicho, antes de ahora, que para la construc-
cidn axiomdtica es indiferente que exista o no acuerdo con
la realidad; pero para la sistematizacion deductiva de los -
resultados experimentales es fundamental el acuerdo con la
misma. Hay que sustituir el Principio de la ausencia de razon
justificante por el Principio de la razdn’ perentoria *° de Juan de
Kries. Los casos equiposibles han de estar fundados en rea-
lidades que nos permitan considerarlos asi; como dice Rey
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Pastor hablando de las ciencias positivas en una conferencia
en el Ateneo de Madrid, «hay que interrogar a la naturaleza
en vez de razonar sobre ella sin preguntarla»; hay que apo-
yarse en conocimientos que excluyan la “arbitrariedad de
modo que no estaremos autorizados a decir que es igual-
mente posible el que salga una bola blanca o una negra de
una urna mientras no sepamos que existe el mismo niimero
de cada clase ademds de reunirse otras condiciones relativas
a la distribucién de las mismas, igualdad de volumen, calor
especifico, peso, etc. Y es que tratindose de aplicaciones
tedricas a problemas concretos el enlace entre la teorla y
los hechos concretos exigen la determinacion de las circuns-
tancias ontoldgicas que no vienen a ser sino las leyes saca-
das de la experiencia. ’

Ninguna compaiia de seguros decidird operar sobre acci-
dentes de un tipo determinado mientras no cuente con €s-
tadisticas que la informen suficientemente del fenémeno en
cuestion. Y este es el camino seguido por los iniciadores de
la estadistica en Inglaterra y en Holanda.

El periodo empirico y descriptivo se inicia en 1662 con
la_publicacién por J. Graunt de una tabla cuyo objeto era
calcular la mortalidad probable a cada edad. '

Las anualidades y las rentas vitalicias de las que se
ocupa Witt exigen el conocimiento de las leyes de la
mortalidad humana estudiadas por Haley basdndose en los
registros de Breslau que estima preferibles a los de las
grandes ciudades, como Londres, por considerarlos mds
exentos de espireos, como dicen los estadisticos de hoy, a
causa de las perturbaciones producidas por la afluencia de
personas extrafias y por la aglomeracién de seres humanos,
utilizando listas de § afios sucesivos. Halla la probabilidad
de vida dentro del afio de cada edad, en intervalos de varios

" anos; la mortalidad de grupos de varias personas y las

rentas vitalicias, deduciendo utiles consecuencias para la
economia politica. '

De las mismas tablas de Haley deduce de Moivre la ley
empirica de extincion de la vida humana fuera de los extre
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mos de la misma en una progresién aritmética, aproxima-
damente, y deduce férmulas sencillas para los valores de
las rentas de supervivencia. ’ '

' Se estudian, comparindolos, la vitalidad y la mortalldad
de nifios en las grandes poblaciones y del campo, dirigién-
dose la investigacion experimental al descubrimiento de la
ley empirica de mortalidad en condiciones diversas del
medio social, higiene, alimentacién, morbosidad de enfer-
medades, etc. Se hacen al efecto por Dupre de Saint Maur
trabajos referentes a nifios combinando las listas de tres
parroquias del centro de Paris con 12 del campo, para
llegar a una ley compensada que se publica en la Historia
Natural de Bufdn.

Se estudian relaciones entre los sexos, matrimonios,
viudedades, con las vitalidades de viudosy viudas, super-
vivencia de matrimonios, ntimero de hijos en relacion con
la poblacidn, etc. Euler se ocupa de la ley empirica de mul-
tiplicacidn del género humano #, etc., tendiendo todos los
esfuerzos a la creacion de una nueva ciencia: la Prevision so-
cial. Keersebon en Holanda; Deparcieux, Douvillard, Sipm-
son y Dormoy en Francia; Vargentin en Suecia; Lexis en
Alemania...... figuran entre los colaboradores en este primer
periodo.

Pero no sdlo las leyes de mortalidad y supervivencia
son las unicas que apasionan a tantos investigadores. Los
astronomos por su parte, obtienen resultados en sus tablas
astrondmicas que no se adaptan exactamente a los cdlculos
tedricos, necesitando rectificar y corregir errores. Los geodes-
tas chocan con la imprecisién de sus medidas discordantes
de una a otra vez, como los fisicos y quimicos que buscan
comprobaciones de leyes en la concordancia exacta de sus
experiencias. Nace asf la teoria de errores de observacién que
Laplace y Gauss culminan en la ley exponencial, creindose
ademds la teorfa de los minimos cuadrados, confirmada por .
€xitos tan resonantes como el descubrimiento de Neptuno
encontrado en el punto preciso del Cielo que Leverrier
habia senalado aplicando el método de minimos cuadrados.
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En el mismo plano del descubrimiento de leyes empiri-
cas por el camino de la estadistica 31guen Quetelet y Fech-
, que se preocupan de formar estadisticas relativas a
caracteres somdticos del hombre, encontrando para muchos
la ley normal de Gauss. De esta labor y de la critica de los
errores en que incurren nace la Biometria de Galton y Pear-
son, que no es sino la estadistica aplicada al estudio de los
fendmenos vitales, y, finalmente, la Estocastica que es la
teoria de las colectividades basada en el Calculo de Pro-
babilidades. :

En el concepto cldsico de probabilidad hay cierta parte
abstracta ligada al principio de ausencia de razdn justificante
y otra objetiva en la que interviene el de la razdn perento-
ria. La equiposibilidad de casos se apoya en el primero,
pero el examen de esta equiposibilidad no puede hacerse
sin el concurso del segundo :

Abstractamente considerado un fendmeno o cuestidn
queda reducido ** a uma proposicién de la que se dan cierlas
premisas (Que pueden estar completamente desligadas de la
realidad fisica) y se sientan una o mds concluszones o0 afirmacio-
nes (que también pueden ser abstractas).

En las ciencias deductivas, construidas con ciertos pos-
tulados, las proposiciones suelen ser de consecuencias for-
zosas, como las de los teoremas de la Aritmética o Geome-
tria. Mas, por el contrario, el conocimiento perfecto de los
antecedentes o premisas de los fendmenos del mundo fisico
no existe y por esto mismo las proposiciones relativas a fend-
menos naturales no ofrecen la rigidez légica de los teoremas
de la matematica, sino la incertidumbre de lo fortuito.

Los teoremas de la matematica constituyen ejemplos de
proposiciones en que se dan como premisas las hipdtesis
hechas y los postulados bésicos, definiciones y teoremas
anteriores ligados a la proposicién enunciada. La tesis suele
ser forzosa, aunque hay casos en que no lo es. En cambio
en los fenémenos fisicos, bioldgicos, sociales, etc., tienen
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las proposiciones un ntimero limitado de antecedentes con
desconocimiento de otros, por cuyo motivo las conclusiones
sélo pueden tener cierto grado de verosimilitud sin ser for-
zosas. Y esto mismo ocurre en toda proposicién en que
solo se conocen ciertas premisas pero se desconocen otras,
por lo que la afirmacion que se haga sdélo podrd ser vero-
simil sin que pueda graduarse el grado de veracidad o asig-
nar un numero a la verosimilitud de la afirmacion. '

He aqui algunos ejemplos:

Primer ejemplo. a) Premisas. —Tenemos un dado de
6 caras. En cada cara hay anotado un niimero desde el 1 al 6.
Se lanza al aire, cae al suelo, y al detenerse presenta un
numero en la cara opuesta a la de apoyo.

Afirmacion.—El niimero que resulte va a ser entero.

Esta conclusidn es forzosa. La proposicidn es equivalente
a un teorema de geometria.

b) Premisas.—Las mismas anteriores.

Afirmacién.—El nimero que resulte va a ser par.

Esta conclusion no es forzosa pero tampoco 1mp051ble
puesto que puede resultar par o impar.

c) Premisas.~——Las mismas anteriores.

Afirmacién.—Va a salir el nimero 1.

Tampoco es forzosa pero si menos verosimil que la an-
terior.

d) Premisas.—Las mismas.

Afirmacién.—Va a resultar un nimero superior a 6.

Esta conclusién es imposible.

Segundo ejemplo. a) Premisas.—Tenemos una bolsa
con bolas blancas y negras (cuyo tamafio y otros detalles es
indiferente siempre que nuestra informacién no alcance a
saber cudles sean de un color y cudles de otro). Tomamos
una y la sacamos.

Afirmacién.—La bola elegida va a resultar blanca.

No es forzosa la conclusidn, pero si verosimil. Pero ges
mis verosimil esta afirmacion que la de que va a resultar
negra? Nada podemos decir porque la informacion es insufi-
ciente. No podremos hablar de la probabilidad de salida de
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la bola blanca, aun cuando sepamos que hay en la urna sélo
tres o cuatro bolas.

b) Premisas—A las anteriores afladimos esta nueva:
Hay mds bolas blancas que negras.

Afirmacion.—La bola ha de resultar blanca.

Aunque tampoco es forzosa la conclusidn si es mds ve-
rosimil que la afirmacién contraria. Pero no podremos gra-
duar la verosimilitud asignandole un ntimero. Unicamente
podremos decir que la probabilidad de que aparezca bola
blanca es probablemente mayor que la de que salga
negra. : ’

Y anadimos el, probablemente, porque entre las premi-
sas no figura la hipdtesis de indiferencia en la eleccion.
¢Podremos afirmar que si la eleccidn se hace siempre en el
mismo rincén de la urna serfa igualmente posible que en
este rincon puedan encontrarse una cualquiera de las bolas?
¢O podré influir en la distribucién de las mismas pequefiisi-
mas diferencias, inapreciables:para nosotros, de pesos, roza-
mientos, etc.?

¢) Premisas.—Las mismas anteriores afiadiendo la indi-
ferencia en la eleccidn.

Afirmacion.—La misma anterior.

Ahora podremos suprimir el probablemente y decir ro-
tundamente que la probabilidad de resultar bola blanca es
mayor que la de que aparezca bola negra.

d) Premisas. — Las mismas anteriores afiadiendo esta
nueva. Por cada bola blanca hay § negras.

Afirmacién.—La de los casos anteriores.

No sdlo podremos decir en éste que la conclusidn es
menos verosimil que la contraria, sino que es § veces menos
verosimil, y también que la- probabilidad de la afirmacidn
es 1/6 y la de la contraria es §/6. ,

c) Premisas.—Las anteriores del caso c) anadiendo esta:
Por cada bola negra hay 10.000 blancas.
- Afirmacién.—La misma anterior.

Aunque la conclusidn no es forzosa tiene tan grande el

grado de verosimilitud, que no dudaremos en decir que la

39




ANALES DE LA UNIVERSIDAD DE VALENCIA

afirmacién estd muy proxima a la certeza; diremos que

~estamos casi seguros de acertar.

Endeblez del prin-
cipio de indiferen-
cia

Para un fisico en un laboratorio este grado de verosimi-
litud es la certeza inconcusa. Pero para otra persona para la
cual la aparicién de bola negra se tradujese en una gran
desgracia apreciaria dicha casi seguridad de muy distinta
manera. Todo depende de la importancia que. tenga para
nosotros la realizacién del hecho fortuito. Al fisico.le ciega
la gloria de un descubrimiento y al otro le ciega el temor de
la desgracia. _

1) Premisas—Ademis de las del caso anterior ) ésta:
Las bolas blancas son todas de mayor tamafio que las

‘negras y esto se distingue al tacto.

La Afirmaciéon.—Ha de resultar bola blanca, depende
de nuestra voluntad, de modo que estamos seguros de
acertar si nos lo proponemos.

La importancia del principio de indiferencia aparece mds-

claro en el ejemplo de la ruleta de Poincare.

Premisas.—Se tiene un disco circular horizontal con un
eje vertical en un centro y una aguja que gira alrededor de
dicho eje como en la caja de un barquillero. El disco estd di-
vidido en sectores blancos y negros. Damos un impulso a la
aguja que, después de dar varias vueltas, se detiene con una
de sus puntas, previamente marcada, en uno de los sec-
tores. :

Con estas premisas no podremos graduar la verosimili-
tud de la Afirmacién que ha de quedar en un sector de color
determinado. Es mis; aunque anadiésemos la condicién de
ser iguales todos los sectores y estar alternados los blancos
con los negros, seguiremos en la ignorancia del valor de
una afirmacién concreta. Porque aparte los pequefios roza-
mientos de la aguja con el eje o pequeiios desniveles del
aparato entra en juego la sensibilidad del jugador, de la cual
no podremos-afirmar que en sus diversas tiradas no ha de
dejar la aguja en unos sectores del circulo con mds frecuen-
cia que en otros.

Lo unico que se permite hacer Poincaré es suponer que
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la probabilidad de detenerse en una posicién es una funcidn
continua del 4dngulo de giro. El postulado de indiferencia
consistirfa en ‘suponer constante la funcién. Demuestra
Poincaré que si los sectores son de 4ngulo suficientemente
pequefio y su nimero muy grande y estin alternados
la probabilidad de detenerse en blanco es 1/2. Pero esta
conclusién no puede hacerse mas que en dicha hipdtesis,
a menos que sea constante la funcidn.

En el segundo delos ejemplos anteriores se ve la impor-
tancia del conocimiento de los antecedentes o premisas de
la proposicidn; la verosimilitud o veracidad de la afirmacion
va dibujdndose con mds precisién a medida que aumenta el
numero de los antecedentes, desderla imposibilidad de emi-
tir juicio cuando nada se sabe de los mismos hasta la
afirmacidn rotunda cuando no falta ninguin dato.

Hay muchas cuestiones entre las que pueden incluirse
todas las de orden moral y afectivo y muchisimas de orden
fisico en que no se puede hablar de probabilidad o se habla
de ella sin que pueda graduarse por un ntmero.

Si un médico tiene un caso de cierta enfermedad y
afirma que el enfermo no llegard a tal dia, aunque el pro-
nostico es verosimil no es medible el grado de veracidad
del mismo. La comparacién numérica entre esta afirmacidén
y la opuesta'de un compafiero suyo no es posible. Unica-
mente cabe dar cierta importancia probable a la opinidn de
uno respecto de la del otro basada en la capacidad cientifica,
experiencia, etc., pero no puede expresarse por un ntimero
el resultado de la comparacién mientras no se apoye en una
estadistica que traduzca 'la competencia profesional de cada
uno en relacidn con la enfermedad considerada.

Estas consideraciones nos hacen comprender cudn lejos

estaban de la realidad los que sugestionados por el Ars

Conjectandi de Bernoulli y por el Essai philosophique des pro-
babilités de Laplace tenian una fe ciega en llegar por con-
ducto del Cdlculo de Probabilidades a un orden social
cientificamente establecido sometiendo a leyes matematicas
la jurisprudencia; la politica, la higiene, asistencia social, et-
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cétera. La preocupacion de Condorcet de llegar a las proba-
bilidades de error y acierto en los juicios graduando las
decisiones de los jurados de un tribunal y reduciendo a
ntmeros los fallos, estaban muy. lejos de traducirse en
hechos aceptables, pues todas las cuestiones de orden moral
distan mucho de poderse someter a medida en el estado

actual de la ciencia. ;Cémo tener la seguridad de haber

reunido todos los antecedentes exactos en cuestiones de
esta indole y cdmo estar seguros de que nuestro juicio
los aprecia en su exactitud cuando tanta parte tiene
la sugestion? De anilisis en analisis se llega al fondo
de las primeras nociones, realidad, ente, etc., para con-
cluir que mientras las- premisas no puedan traducirse
en numeros o caracteres comparables cuantitativamente
a los que pueda aplicarse el principio de indiferencia,
no podrd hablarse de grado de veracidad de una -afir-
macion. -

Cuando la escuela de Laplace define el azar como el
nombre que damos a nuestra ignorancia se refiere a los

fendmenos del mundo sensible, a pesar de que la equiposi-

bilidad por ella manejada es una abstraccion. Esta escuela
determinista parte del principio de causalidad. «Todo fend-
meno por insignificante que sea, dice Poincare, " tiene
una causa y un espiritu infinitamente poderoso e infinita-
mente bien informado de las leyes de la naturaleza, lo
hubiera previsto desde el principio de los siglosy.

Si partimos, pues, de la hipdtesis que el conocimiento
exacto de las causas de un hecho o fenémeno sea suficiente
para prever dicho fendmeno bastard el conocimiento de
aquellas causas para considerar los efectos consecuencia
légica en virtud de los antecedentes o premisas antepuestos.
Asi se admite que un fisico, que conociese en cada posicién
las fuerzas que actian sobre una esferilla de masa conocida
que parte de una posicién determinada con una velocidad
inicial dada, podria fijar con anterioridad al movimiento la
posicion y velocidad en cada época futura. Si en ciertos
instantes del futuro emitiese esta esferilla destellos lumino-
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s0s, como los cohetes de eclipse, se presentaria su posicién
para un observador que no conociera los antecedentes como
un hecho casual. Si al tirar una moneda al aire conociése-
mos de antemano toda la trayectoria con las posiciones en
cada instante hasta que, chocando en el suelo, se detuviese,
nada tendria de casual la dltima posicidn. Pero ante esta
ignorancia el juego de cara o cruz es un juego de azar. Otro
tanto puede decirse si al sacar un ntimero de una urna
pudiéramos percibir todos los contenidos en ella, pues en
la eleccién desapareceria el azar. Pero al ser la urna opaca e
indistinguibles los ntimeros al tacto decimos que el resul-
tado es debido al azar.

En consecuencia, conforme a lo antes expuesto, el cono-

cimiento de todos los antecedentes o premisas o causas del

fendmeno elimina la imprevisién del resultado; imprevisién
que es tanto mayor cuanto mayor sea el desconocimiento
de los antecedentes de la cuestidn.

El azar en este sentido no es otra cosa que el nombre que
damos a nuestra ignorancia. Esta es la escuela de Laplace ™
Y adn precisa mds Poincaré ™ al afirmar: «EI azar no es mas
que la medida de nuestra ignorancia.

Pero esta concepcién determinista del mundo fisico
queda comprendida, como un caso particular, dentro del
campo de la abstraccién, mds amplio, en que se coloca
Cournot. Este es el campedn que se enfrenta con la escuela
de Laplace para negar que el azar no sea otra cosa que nues-
tra ignorancia.

Segtin la escuela de Cournot *, cuyo mantenedor con-
tempordneo es Urban *, la idea de azar va ligada a la de
abstraccion de un cardcter o fendmeno o becho determinado en la
realizacion de un suceso. Segun Urban, todo caricter distintivo
no contenido en la definicién de los elementos de un
conjunto pero perteneciente a uno, por lo menos, y, en
general, a varios, se dice que le pertenece fortuitamente.

Elegir al azar o verificarse al azar un hecho, no significa
nada si no nos referimos a un cardcter o hecho determinado.
Al tomar una bola de una urna no podemos decir ‘que
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elegimos al azar en cuanto nuestra voluntad guia nuestra
mano; pero si nos referimos a que la bola tomada sea blan-
ca o de otro color, podremos decir que la eleccidn la hemos
hecho al azar si en dicha eleccién no hemos tenido en cuen-
ta el cardcter color o, lo que es lo mismo, si al elegir hemos
prescindido voluntaria o involuntariamente del color estan-
do las bolas a la vista o no. ‘
Analogamente, cuando decimos que se ha producido un
accidente casual por el hecho de que al pasar una persona
ha sido atropellada por un vehiculo, nos referimos al hecho
inesperado, sin que esto signifique que de antemano pudié-
ramos conocer las trayectorias y respectivas velocidades del

‘vehiculo y de la persona, lo que equivale al conocimiento

del futuro con todos los encuentros que hayan de ocurrir;
pero si no fijamos nuestra atencion en este tltimo extremo,
se producira el choque que debia producirse, pero en cuyo
detalle no habiamos fijado la atencidn.

En la escuela de Laplace el azar no existe para Dios, lo
cual no deja de ser una paradoja. La concepcidn de'Cournot
es mas amplia. Seglin ella el azar existe para Dios porque
para El existe la abstraccion.

Y es que la ignorancia no es mas que una abstraccion
forzosa, mientras que la abstraccidn es una ignorancia vo-
luntaria. Era muy humana la visién de Laplace al poner el
azar en la ignorancia, porque quizd sea el medio mas per-
fecto de abstraer que tengamos a nuestro alcance.

Dentro del campo de la abstraccién queda comprendldo
el principio de indiferencia en la definicién de un conjunto
discreto. . .

Una colectividad discreta de elementos que poseen un
cardcter comtin, 4, decimos que constituyen un conjunto C.

Ast tenemos el conjunto de las bolas de un sorteo, de los
mozos de una quinta, etc. Si abstraemos de dichos elemen-

tos todos los demds caracteres o atributos fijindonos sélo
en el comun, 4, que los incluye o-excluye en-el conjunto
considerado, nos quedaremos sin elementos de juicio para
distinguir un elemento de otro. Por entenderse asi, todos
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los niimeros de un sorteo son equivalentes antes de realizar-
se éste y tienen el mismo valor en venta. '

El postulado de la indiferencia, de Keynes, *" no es otra
cosa que el enunciado de esta propiedad:

Todos los elementos de un conjunto discreto son indistingui-
bles cuando en ellos no se tiene en cuenta otro cardcter que el que
los define como elementos de dicho conjunto.

Para establecer una distincién hay que considerar otro
cardcter, b, no comtn a todos; como premio mayor, color,
nlimero inscrito, etc., que pertenecerd por lo menos a uno
y podré pertenecer a varios, pero no a todos. Si el nuevo
cardcter, b, pertenece a uno solo, al elegir en C un elemen-
to al azar respecto de b, la posibilidad de que el elemento
elegido posea el cardcter b, se distribuye de modo uniforme
o equitativamente entre todos los elementos de C. Por esto,
si el nimero total de-ellos es n, se dice que la parte de par-
ticipacidn que corresponde @ priori a cada uno es 1/n, o que
la probabilidad de posesion del cardcter b es 1/n.

Si el nuevo carcter b pertenece a v de los #n elementos
de C, la distribucién uniforme de la posibilidad se repite
» veces en cada elemento, por lo que se dice que a cada uno
corresponde »/n de dicha posibilidad o que la probabilidad
de poseer ¢l cardcter b en un elemento elegido al azar respecto
de dicho cardcter es v/n.

Tenemos asi una medida de la posibilidad de posesién
de un cardcter, o lo que viene a ser lo mismo, una medida
del grado de veracidad de una afirmacidn. Si ningin elemen-
to posee el cardcter b, la medida es cero. Si todos los ele-
mentos poseen dicho cardcter b, la medida de la posibilidad
o del grado de veracidad es uno. El cero corresponde a la
imposibilidad y el uno a la certeza, y entre estos dos niimeros
el grado de veracidad es tanto mayor cuanto mds cerca de
uno esté la probabilidad. v

Si en lugar de un nuevo cardcter, b, consideramos varios
b, ¢, d ... por ejemplo tres (o mds) puede ser que dos, tres (o
mds) se presenten simultineamente (caso de compatibili-
dad) o que esto sea imposible. En este tltimo caso en que
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suelen llamarse incompatibles cada dos en un mismo ele-
mento y distintos los tres con el @ comin a todos ellos,
tendremos en C tres subconjuntos relativos a los nuevos
caracteres b, ¢ y d, cuya suma forma a su vez otro sub-
conjunto.

La posibilidad de que un elemento elegido al azar res-
pecto de estos tres caracteres posea uno de los .tres o bien
que pertenezca a uno de los tres subconjuntos parciales se
distribuye uniformemente entre los elementos de C repi-
tiéndose 7 + s + ¢ veces en cada elemento de C, si7, sy ¢,
son los numeros de los elementos contenidos en - los tres
subconjuntos citados. En resumen: que la probabilidad de
que el elemento tomado al azar respecto de estos tres caracteres
posea uno cualquiera de ellos, b, ¢ o d, resultard igual a
r/n—+ s/n -+ t/n; a cuya suma se llama la probabilidad iotal
relativa a los tres caracteres citados.

‘Supongamos que ademds del caricter a tengan » de los
n elementos de C el cardcter b'y que, a su vez, v de éstos v
posean, ademds, el cardcter b'. La probabilidad de que

uno de los v que poseen el caricter b elegido al azar

respecto del b’ tenga también el cardcter b’ es: v/%; y la de
que un elemento de C elegido al azar respecto de b tenga
el b es: v/n. Por otra parte, la probabilidad de que el mismo
elemento de C elegido al azar respecto de b’ posea este ca-
ricter ¥ es: ¥/n, y como ¥/n=(¥[s) (/n) podremos decir
que la probabilidad de que a un elemento pertenezca simul-
tdneamente el cardcter b y el b es igual a la probabilidad de
que tenga el cardcter b prescindiendo del &’ multiplicada por
la de que posea el ¥’ una vez que le pertenezca el b.

A la probabilidad de que el elemento posea el cardcter
bb' formado por la superposicion de dos se le llama la proba-

bilidad compuesta o de simultaneidad o sucesidn de carac-

teres. _

Si el caricter comun a de los elementos del C.es una
magnitud medible, como un peso, un volumen, etc. 0 estd
definida por el concurso de dos o mds numeros, podremos
considerar el elemento, @, como perteneciente a una multi-
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plicidad continua de puntos de una, dos o mds dimensiones.
Por ejemplo: el impacto de un proyectil en un blanco, la
posicién de una molécula en un matraz, la estatura de un
mozo, etc., pueden considerarse como posiciones de un
punto en una 4rea, en una celdilla del espacio o en un seg-
mento rectilineo.

Si se trata de una sola variable, lo que se hace es esta-
blecer distintos grados en la variacién posible, incluyendo
en un mismo grado todos los elementos comprendidos
entre ciertos limites. Asi, en el caso de estaturas los grados
pueden ser los intervalos comprendidos entre’ (n— 0°5) y
(n + 0's) centimetros, siendo # un numero entero. Por
ejemplo incluirlamos en la estatura de 165 cm. todas las
comprendidas entre 164‘5'y 165‘5 centimetros. Si se trata
de 4reas puede formarse un cuadriculado de cuadrados

Grados
del cardcter

iguales trazando paralelas a dos ejes coordenados rectangu-

lares e incluir en cada cuadradito todos sus puntos in-
teriores, mas los de los lados del mismo mds préximo al
origen de coordenadas; y lo mismo si el conjunto continuo
es de tres dimensiones por analogo convenio para las caras
de las celdillas que utilicemos.

El cardcter b puede consistir en que la medida pertenezca
a un cierto grado o a una celdilla determinada. Si se admite
.que pueda aplicarse el principio de indiferencia al hecho de
estar contenido el punto tomado en cualquier celdilla, lo
que viene a reducirse a admitir la equiprobabilidad de todas

las celdillas, estaremos en las mismas condiciones$ de las

probabilidades discretas antes consideradas.

Pero estos conjuntos continuos ofrecen una diferencia
esencial respecto de los discretos a que antes nos hemos
referido regidos por el principio de indiferencia, porque en
los continuos no tiene sentido hablar de la distribucién
equitativa de la posibilidad de participacidn del caricter b
entre todos los elementos del conjunto cuando éste tiene
infinitos, porque el concepto de distribucidn se refiere a un
nimero entero. Cuando sélo hay un namero finito de pun-
tos la equiprobabilidad de las celdillas equivale a una distri-
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bucién uniforme de puntos en todo el campo de variacion.

Mantener la equiprobabilidad al aumentar infinitamente el

nimero equivale a sostener esa distribucién uniforme, con
lo que llegamos a admitir que la densidad del conjunto es
constante en todo el campo. Pero las estadisticas confirman,
precisamente, todo lo contrario. En un blanco se agrupan
los impactos con mayor densidad en el centro que en los
extremos y bordes del mismo. El conjunto de casos some-

tido al azar es andlogo a una nube de polvo que en unas

partes es mds densa que en otras. Descompuesto el espa-
cio en .celdillas iguales, en unas existen muchisimas

- particulas y ‘en otras muy pocas. Si todas las particu-

Ley de probabili-
dades o ley del
' azar

las de polvo pudiesen numerarse y sacisemos a suerte

una en una loterfa ideal, no podriamos decir que la -

probabilidad de pertenecer a una celdilla sea la misma
que para otra cualquiera. La probabilidad de que la par-
ticula aparecida al azar se encuentre en las celdillas mds
densas es mayor que la de que se encuentre en las menos

densas. Un razonamiento sencillo nos conduce a la conclu-

sion de que dicha probabilidad debe ser proporcional a la
densidad y en estos similes fisicos se funda el nombre de
masa de probabilidad dada a la probabilidad de que un punto
elegido al azar pertenezca a una celdilla determinada. Pero
lo que ahora nos interesa es que la probabilidad depende

de la distribucién de puntos. El ntmero llamado moda en
estadistica (el que viene a coincidir con el concepto vulgar .

de moda), se refiere a la parte de dicha distribucion en que
aparece la densidad mdxima, y no es otra cosa que la me-
dida del cardcter que se presenta con mds frecuencia.

Todo fendmeno natural, como la distribucion de pesos
o estaturas en una raza, admitimos que tiene su ley de pro-
babilidad de los infinitos casos fortuitos que se van presen-
tando, definida, precisamente, por una funcidn que no es
mas que la densidad. No es indiferente o igualmente posible
que la estatura de un recien nacido cuando cumpla 20 aiios
pueda estar comprendida en uno cualquiera de los diversos
grados. Pero es que no sélo cuando el hecho es independiente
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de nuestra voluntad sino cuando nuestra actuacion obedezca
a ella el caso fortuito responde a una determinada distribu-
cidn que da mayor importancia a unos casos que a otros.

Se propone Poincairé el siguiente problema:

JCudl es la probabilidad de que un punio M tomado al azar
en un segmento rectilineo AB esté comprendido en otro, PQ, conte-
nido en AB?

No se dice ni se supone nada acerca del modo de obte-
ner el punto M al azar. Lo mismo podria hallarse tirando
bolitas a un blanco rectangular construido sobre 4B apun-
tando siempre a un punto o unas veces a uno y otras a otro,
o disparando con una escopeta de salén proyectando los
impactos sobre el segmento 4B con la unica condicidn de
dar en el rectingulo, o bien ordenando a un nifio que sefia-
lase, a capricho, un punto sobre el mismo segmento, o
haciendo rodar una esferilla eldstica sobre una canal a lo
largo de 4B, retrocediendo al chocar con los extremos, o
determinando el punto por la longitud de un segmento
igual a la de un arco marcado por una aguja de una ruleta
a partir de un punto fijo de la circunferencia del disco de
la misma, o proyectando ortogonalmente el extremo de la
aguja sobre 4B en cada una de sus posiciones finales, etcé-
tera, etc., etc. Hay infinitos procedimientos dependientes de
nuestra voluntad para sefalar un punto en 4B, de modo
que su posicidn resulte un hecho fortuito para nosotros. En
todos los casos hay infinitas posiciones posibles para el
punto M. Elegido un procedimiento, al repetir las pruebas
se apreciard, en general, una distribucion desigual y en unas
partes se acumulardn mds los resultados que en otras. Un
grandisimo ntimero de pruebas hechas en las mismas con-
diciones nos daria una distribucién estadistica de la que
podriamos deducir una -ley empirica del modo peculiar de
actuar el azar en dicho procedimiento; ley empirica que
consideramos como una primera aproximacion de una ley
natural ligada a las causas desconocidas que producen tales
resultados. De dicha estadistica podremos deducir conje-
turas aceptables respecto de la probabilidad buscada.
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Al pasar de una ley, o procedimiento, a otra, variard la
distribucién y la probabilidad dependerd del modo peculiar
de actuar el azar. No obstante, podrdn existir y existen, en
general, diversas leyes en las que se conserva la probabili-
dad, y todas estas leyes tienen un enlace comun; pues todas
pertenecen al mismo grupo. _

Pero en el problema enunciado nada se dice respecto del
procedimiento, que se deja arbitrario, por lo que nada se
puede afirmar respecto de la distribucién. Por esto dice
Poincaré contestando a su pregunta, que «no sabemos nada
absolutamente» de dicha probabilidad. _

Pero hay algo comun a todas las leyes o procedimientos
de actuacién del azar y este algo comun estd en la conti-
nuidad y en los dos principios de las probabilidades totales

"y compuestas que pueden sentarse como postulados:

1.0 La probabilidad de que un punto M tomado al azar
sobre AB pertenezca a PQ, cualquiera que sea el procedimiento
seguido en la eleccion, es una funcion de los extremos Py Q, con
un valor positivo o nulo. '

Es decir, que si p y g son las abscisas de dichos puntos,
se tendrd para esta probabilidad:

f,9 20
20 SiCes un punto de PQ de abscisa c se deberd tener:

fb,q)=Ff(p,e)+flc,q).

Con este postulado afirmamos que la probabilidad es una
funcién aditiva mondtona' y creciente con la amplitud del
intervalo.

30 Si Cy D son dos puntos del segmento PQ, la proba-
bilidad, =, de que perteneciendo M a PQ pertenezca también a CD
cumplira la relacion :

_fe,d)
fto.9)

Si, en particular, se toma como unidad el valor de f(p, q),
tendremos para la probabilidad = el valor de f(c, d).

f(c,d):f(p,q).n ;o0 bien: =
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Del segundo postulado y tomando como origen de abs-
cisas 4 se deduce que es

f,9=f(,9—f(,p

Tomando, ahora, dos puntos muy préximos de absci-
sas x y X -+ dx serd

. f(x,x+dx) =f(o, x + dx) —f(o,x)=4Af(o,x)

en la que af(0, x) es el incremento de f correspondlente
al ax.

Si esta funcion fes derivable en todo el intervalo 4B
podremos escribir: : '

f(x,x—l—dx):idx
dx

y designando la derivada por 9(x)
fx, x+dx) = ¢ (x) dx.

Observemos ahora que la funcién f(0,x) que expresa Disgrama acu-
la probabilidad para que el punto elegido al azar pertenezca ;’:;‘i"‘;j"pfol{:‘;_
“al intervalo (0, x) viene a sustituirse en Estadistica por el ,s,0 0

llamado diagrama acumulativo en que el valor de la ordenada
“en un punto x es proporcional al nimero total de puntos u
observaciones comprendidos en el intervalo (0,x). Luego
a f(0,x) viene a representar indirectamente en dicho dia-
grama el numero de puntos comprendidos en el intervalo ax

localizado su origen en el punto de abscisa x; y la razon

af

T serd la densidad media de la distribucién en dicho inter- -

valo. Si el conjunto de observaciones tuviese la potencia
del continuo, 'y siempre en la hipdtesis de existir la deriva-
da, representaria ésta, que designamos por ?(x), la densi-
dad del conjunto en el pumto de abscisa x, por lo que se llama
también densidad de probabilidad.

Conocida dicha funcidn ¢ (x), tendremos para la f(0, x),
llamada funcién de probabilidad, total una suma de elementos
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de la forma [, ¢ (x) dx; y para la f(p,g) esta otra: f(p,q) =

=J3e (x)dx.

Esta funcidn ¢(x) debe ser tal que sea f(o0,b) =
=" 9 (x)dx = 1 porque expresard la posibilidad de que
aparezca un punto de 4B y esto es forzoso si la eleccidén se
hace en 4B.

La expresion ¢ (x)dx, llamada probabilidad elemenial, ex-

presa la probabilidad de aparicion del punto en el intervalo
dx localizado en la posicién x. Cuando dx tiende a cero esta
probabilidad tiende también a cero, a menos que fuese ¢ (x)

‘infinito en el punto x, en cuyo caso se dice que en dicho

punto hay concentrada una masa finita de probabilidad, lo
que es una excepcidn, puesto que la masa finita de proba-
bilidad estd extendida a lo largo de un segmento pero la
parte correspondiente a un punto es nula. Por esto se dice
que en las probabilidades continuas es nula la probabilidad
de que aparezca un punto determinado, suponiendo factible
la posibilidad de que pueda fijarse un solo punto de un
intervalo, porque, en realidad, lo tnico que podemos fijar
al azar es intervalos pero no puntos. Pero continuando
dentro del campo de la abstraccién resultard nula la de que
aparezca uno cualquiera de un nuimero finito de puntos o
infinito siempre que dicho conjunto de puntos tenga su
medida nula, puesto que esta medida es lo que sustituye al
dx. Podriamos imaginar todos los puntos de AB de abscisa
racional (que forman una red tan tupida que en cualquiera
de sus intervalos, por pequeiio que sea, existen siempre
puntos de la misma red) y como la medida del conjunto
de los niimeros de esta red es nula, resultard igual a cero la
probabilidad de que al azar aparezca un punto de la misma.
Y es que en las probabilidades continuas ni la unidad repre-
senta el simbolo de la certeza ni el cero el de la imposibili-
dad. Para evitar esto proponia Borel en su primer articulo
sobre probabilidades numerables en Rendiconti del Circ. di
Palermo en 1901 que en las probabilidades continuas igua-
les a la unidad y a cero se expresase que son iguales a uno
o cero asintdticamente.
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La densidad de probabilidad ¢(x) nos da distinto valor
para la probabilidad de aparicién del punto-en el intervalo
de amplitud dz localizado en dos posiciones distintas. El
caso mds sencillo es aquel en que es constante ¢(x). Enton-
ces se dice, aunque impropiamente, que todos los puntos
de 4B son equiprobables y la variable x se llama normal o
equiprobable. La probabilidad de que el punto tomado al azar
esté en el intervalo o segmento PQ es proporcional a la
amplitud del intervalo o longitud .del . segmento. Fuera de
este caso la equiprobabilidad no existe mas que en interva-
los de amplitud infinitesimal dx, de modo que la probabili-
dad relativa a un intervalo, kdx, localizado en el mismo
punto que el dx es igual a la relativa a este tltimo multipli-
cada por .

Es interesante sustituir a veces la representacidn de los
hechos por otra cambiando la variable mediante una trans-
formacidn que sustituya la variable, x, por otra, u, ligadas
por una ecuacién x = x(u) que transforma la densidad ¢(z)
en otra ¢(u) definida por esta ecuacidn:

¢ (x)x'(u)du = <I>(u)dﬁ.

Si es ¢ (1) constante serd normal o equiprobable la nueva
variable u determinada por la ecuacidén diferencial

0 () o= () = T

de la que u:kf(p(x) dx.

En esta transformacidn subsiste el procedimiento o
modo o ley de actuar el azar; lo inico que varia es el sistema
de representacidn con otra variable y otros elementos de
referencia. “

Si pasamos a otro procedimiento de actuacidn del azar
conservando la misma variable y los mismos elementos de
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referencia se cambiard la densidad ¢(x) por otra 4, (x). Ahora
lo que cambia es la ley de actuacidn del azar.. Pero como
también podemos cambiar al mismo tiempo de variable con
el sistema de referencia tendremos una relacidn de la
forma '

x=xu) , s (u)du=2 (u)du

para pasar de la ley o procedimiento primero al nuevo en el
sistema de la variable u.

Lo anterior se refiere a caracteres definidos por una sola
variable. Pero si en lugar de una sola se necesitan dos o
mds tendriamos en lugar del segmento rectilineo 4B un
campo de variacidn de dos o mds dimensiones. La probabi-
lidad elemental ¢(x)dx es ahora de la forma ¢ (x,y)dxdy,
0 ¢(x, y, 2)dxdydz, etc. Y si la funcidn e(x, y, z) etc. es
constante en todo el campo de variacion serdn equiprobables
o normales las variables x | y , z...

Ahora el cambio simultineo de sistema de referencia y
de ley de actuacion del azar se traduce en una transfor-
macion

x=x(u,v)
y=3u,v)

que éustituye la probabilidad elemental y(z, y)dxdy por la

o (x (u,v),y(u,v) % dudv — ¢ (u, v)dudv.

Tenemos ahora dos campos de variacidn, distintos, del

cardcter considerado: unoel (x,y) con una densidad de pro-

babilidad ¢ (x , ¥} que define la ley del azar o del procedi-
miento de obtener los casos concretos, y otro el (u, v) con
una densidad ¢ (#, v) que define otra ley o procedimiento
distinto. A cada dominio contenido en el primer campo co-
rresponde otro contenido en el segundo. Suponemos, desde

‘luego, que existe correspondencia.biunivoca entre ambos
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campos, y puede ocurrir que la probabilidad obtenida
para la aparicién de un caso del primer campo sea dis-
tinta de la correspondiente a uno del segundo o que sean
iguales. -

En general, para comparar las probabilidades relativas a
la aparicién de un caso concreto de un cierto dominio hay
que referir los hechos a un mismo sistema de coordenadas, y
entonces es cuando se ve que se trata, o no, de procedi-
mientos distintos de actuacién del azar.

Uno de los ejemplos tipicos que did origen a gran
numero de discusiones en las que se llegé a negar validez a
los resultados del Célculo de Probabilidades por las arbitra-
riedades de los resultados a que conducia fué el llamado
paradoja de Bertrand °.

Se supone dibujada una circunferencia y se traza una
secante al azar. JCudl es la probabilidad de que la cuerda de
esta secante sea mayor que el lado del tridngulo equildtero
inscrito? '

Bertrand da tres soluciones: 1.2 La cuerda estd determi-
nada fijando al azar su punto medio. Los casos posibles son
todos los puntos del circulo dado y se suponen todos equi-
posibles. La medida’ del conjunto que forman, o drea del
circulo es =72,

" Los casos favorables son todos los puntos del circulo de
radio r/2. La razdn de las dos medidas es 1/4. ,

2+ La cuerda puede determinarse fijando al azar los
extremos de la misma mediante dos tiradas sucesivas en
una ruleta.

Fijado uno de los extremos, todos los casos posibles del
otro son los puntos del arco comprendido entre .0 y 2=r.
Los casos favorables corresponden a arcos comprendidos
entre 277/3 Y 4x7/3, y la medida de su conjunto es 2x7/3.
Luego la razén o probabilidad buscada es 1/3.

3.4 La cuerda puede fijarse dando su direccion al azary
“después su distancia al centro. Se encuentra que la razén o
probabilidad es 1/2.

Ademds de estos tres procedimientos podremos afa-
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dir otros infinitos, como, por ejemplb, dos funciones
(«plr , p/r + =) en lugar de las (p, ,) que suponemos son
las coordenadas polares ligadas a la representacién de los
resultados del tercer caso. Con estas ultimas se obtiene
para la probabilidad 0°465... que es distinta a las anteriores,
y asi en infinitos casos. ’

Para comparar unos con otros se refieren las distintas
coordenadas, (z,y) del primer caso,.(s, , 6,) del segundo,
(p, «) del tercero, (u, v) del cuarto, etc. a una misma repre-
sentacion; por ejemplo: a coordenadas polares (p , ).

Las férmulas de transformacién del primer caso son:

X=pcosa)

y = p sen. a S

8y = a — arco-cos p/r

Las del segundo 8, = a 4 arco sen p/fg
U=a plr g

V= plr — «

y las del cuarto

Mediante estas formulas se encuentra que la densidad de
probabilidad es, en el primer caso: kp; en el segundo:

r Ve — (piry 5
y en el cuarto: _
(b/r® =+ afr).

Con estas densidades, que son las que definen las res-
pectivas leyes o procedimientos de actuar el azar, se obtienen

~ los resultados de Bertrand, con lo que ha desaparecido la

La probabilidad
elemental y los
grupos de trans-
formaciones geo-

métricas °

paradoja.
Asi, pues, en el enunciado concreto de un problema de

probabilidades queda fijada la probabilidad elemental, que

podrd expresarse en infinitos sistemas de coordenadas. A cada
uno de ellos va unida una ley del azar caracterizada por la
funcidn de densidad y esta funcidn varia de unas coordena-
das a otras, pero la probabilidad obtenida es la misma. El
hecho es el mismo pero variamos su representacién. En
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- otros términos la probabilidad -elemental estd ligada a un

grupo de infinitas transformaciones geométricas dependien-
tes de cierto niimero de pardmetros. Si éstos son tres y las
férmulas de transformacién son

u=/fy(p, = a,bc)
v=1f (p, a,a, b, c)

tendremos una, dando a (a,b,¢) valores particulares. Cada

terna (a, b, ¢) puede considerarse como coordenadas de un
punto referido a tres ejes cartesianos y todas las infinitas
ternas posibles podrdn considerarse como los infinitos pun-
tos de un dominio de tres dimensiones D,. A cada punto de

“este Dy corresponderd una’transformacidn, y si designamos
por T dicho punto podremos decir que la correspondiente

transformacion es la T, y si, como suponemos, las transfor-
maciones correspondientes a dos puntos distintos. son dis-
tintas, podremos decir que existe una correspondencia
biunfvoca entre el dominio- Dy y el conjunto de trans-
formaciones. _ _ :

En dicho conjunto se consideran lineas de transforma-

ciones y transformaciones infinitamente préximas, lo que

da origen a las transformaciones infinitesimales.
Sélo diremos, por no caber en este lugar mayores des-

arrollos, que la densidad de probabilidad ¢(u, v) debe satis--

facer un sistema de ecuaciones de derivadas parciales y que
la probabilidad de que aparezca el cardcter en un dominio
determinado es un uwarmnte mtegml del grupo de trans-
formaciones.

. Hemos expuesto en lo anterior el concepto de probabi-
lldad en su primer aspecto matemdtico tal como lo conci-

" bieron Pascal y Fermat hasta nuestros dias. Pero esta nocién,

a priori, adolece del defecto de apoyarse en sugestiones
psicoldgicas como las de regularidad y homogeneidad per-
fecta de los cuerpos fisicos (discos y poliedros materia-
les) que idealmente consideramos como sélidos geomé-
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tricos tedricos, uniendo a todo esto la simetrié,‘imparciali-
dad e indiferencia de nuestra actuacién que da como resul-
tado, en nuestra mente, la justificacién del principio de
indiferencia en el sentido de Laplace aplicado a los juegos
de azar de dados, cara y cruz, extraccion de bolas de una
loteria, etc. que no resisten una critica profunda.

No obstante, manejado  este concepto por Gauss y
Laplace les conduce a la ley exponencial que viene a cons-
tituir un dogma de valor universal en el siglo XIX, a cuya
ley debfan obedecer todos los hechos y caracteres sujetos a
la variacién del azar desde los errores de observacidn hasta
los caracteres bioldgicos de los seres vivos, los de la fantasia,
del arte, la moral, etc., en fin, todo el campo de los cono-
cimientos humanos basados en la realidad; y la creencia en
dicha ley era tan firme que algunos como Quetelet, creador
de la que llam¢ Fisica social ™, creen que las desviaciones
denunciadas por la experiencia eran debidas a causas extra-
fias interpuestas accidentalmente. ’

Para demostrar la verdad de la misma acumula Fechner

experiencias y mas experiencias, encontrindose, a fuerza de
datos, precisamente con la demostracién de lo contrario que
esperaba hallar; de la insuficiencia para explicar los fendme-
nios bioldgicos. No obstante la inercia; mantiene la fe aun
en los mismos tedricos. Bravais, discipulo de Gauss, inicia-
dor de la moderna teoria de la correlacidn, es el primero que
duda hasta que Galton y Pearson con su biometria sistema-
tizan las investigaciones ® y concluyen con la formulacién
de otras varias leyes distintas de la ley exponencial de Gauss.
Hoy dia la teorfa de las leyes de Probabilidad es uno de los
capitulos més interesantes y profundos del célculo de Proba-
bilidades gracias a los trabajos de matematicos tan notables
como Tchebycheff, Marcoff, Liapounoff, Romanowsky,
Pearson, Charlier, Lindeberg, Levy, Cantelli... '

Se llega asi a la necesidad de renovar las bases tedricas

del Calculo de Probabilidades abandonando la sugestién de
los casos equiposibles para fundarlo en los colectivos de
Fechner y Bruns ™. - ' T
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Volvemos a repetir que si no se tratase mas-que de
formar un Célculo de Probabilidades puro, como disciplina
matemdtica, seria indiferente el preocuparse de que sus con-
clusiones respondiesen o no a la realidad fisica; pero como
el fin principal perseguido es construir una teoria que venga
a ser, respecto de los hechos fortuttos, lo que la Geometria
Euclidiana y la Mecénica Racional son respecto de los cuer-
pos materiales y sus movimientos y relaciones mutuas, es
preciso apoyarse en postulados de acuerdo con la experien-
cia, que puedan admitirse sin objecidn alguna, exentos de
critica fundada en apreciaciones psicoldgicas.

En el reducido marco de este modesto discurso no es posi-
ble recoger ni menosanalizar los diversos sistemas y trabajos
realizados en dicho sentido por Bolhmann, Broggi, Cantelli,
Borel, Urban, Tornier, -etc., para dar un fundamento axio-
mdtico al Cdlculo de Probabllidades, limitdndonos a resumir
la orientacién dada por Misses ® y Du Pasquier %, que se
apoyan en los métodos de la Estocastica partiendo de la
teorfa de los colectivos de Fechner, pero colocados en el
punto de vista légico que para Cournot tiene el azar.

De un conjunto de_ entes, seres, objetos, hechos.....
pueden formarse o definirse nuevos elementos o ejemplares
(que en general serdn los mismos del conjunto o agrupacio-
nes de varios) atendiendo a algiin cardcter distintivo o
alguna condicidn; y a la sucesidn de estos elementos o
ejemplares se le llama un colectivo empirico.

Asociando a cada elemento uno o varios nimeros (pa-
rdmetros descriptivos o medidas si el caricter es medible)
se forma con el conjunto de dichos nimeros el campo de
variacion o la extension del colectivo. La variable es el argu-
mento y si hay varias son las coordenadas del caricter dis-
tintivo. Si dicho argumento, o las coordenadas, sélo pueden
tomar un numero discreto de valores del campo de variacién
queda reducido éste a un numero finito de puntos (como
el de casos posibles en un juego de uno, dos o mds dados
numerados cada uno de 1 a 6). Pero si la variable o va-
riables representan una medida continua, como una estatura,
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un peso, la posicién de un punto en un plano o en el
espacio, etc..., el campo o extensidn serd continuo; un seg-
mento, drea, volumen, etc. ‘

La definicidn de un colectivo queda incompleta si no se
anade la tabla o diagrama de repeticién de cada caso, a la
que Du Pasquier *° llama la diadose del colectivo, y que en los
que constan de un niimero finito de valores del argumento
se reduce a una lista en que se expresa la frecuencia total de
los casos correspondientes a cada valor del pardmetro 0
argumento y la frecuencia relativa, o cociente de dividir la
total por el nimero total de elementos. Ademiés de esto
interesa la frecuencia acumulada de los casos cuyo argu-
mento es igual o menor que cualquiera de los valores posi-
bles de éste. ,

Asi, por ejemplo, de una lista de soldados del ejército
espafiol puede formarse un colectivo empirico de estaturas
de los mismos del modo siguiente: A la derecha de cada
nimero de la lista se anota la respectiva estatura, no escri-
biendo de las estaturas mas que el nimero exacto de centi-
metros, como se indicé antes al tratar de los diversos
grados de una variable continua. De la tabla asi formada se
deduce otra de cuatro columnas. En la primera se anotan las
estaturas de cm. en cm. desde la menor a la mayor. En la
segunda se inscriben las frecuencias totales correspondien-
tes a cada nimero de la primera columna. En la tercera se
escriben los cocientes de dividir cada ndmero de la segunda
por #, y en la cuarta se anota frente a cada numero de la
primera la suma de todos los de la tercera correspondientes
4 las estaturas menores més la correspondiente al nimero
considerado. Si llamamos z,, z, , Zs , ... los nameros de

la primera columna; n,,%,, "%, ... los de la segunda;
Y15 Y5> Ys» - los de la tercera, serdn los de la cuarta
=y =N+ =)1F YTV

En este colectivo los elementos son las estaturas; el pa-
rdmetro es el nimero z de centimetros de la misma; la ex-
tensién o campo de variacidn se compone de los diversos
NUMEros &, , Ly Ly » -+ Lk -
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Otro colectivo puede formarse con la lista de inscrip-
ciones en el registro civil de los nacimientos entre dos fechas
tomando como elemento las centenas de inscripciones se-

guidas o sea los 100 primeros; los 100 siguientes, etc. El.

atributo descriptivo de estos elementos puede ser el sexo.
El pardmetro correspondiente el niimero, z, de nifios que
hay en la centena, el que puede variar entre o y 100. Ten-
dremos 101 valores distintos para el pardmetro z., que,
como antes, se inscribird en la primera columna. En Ja se-
gunda se anotardn las frecuencias totales /no , My, Ha, Mg ..
de 0,1,2,... nifios existentes en las sucesivas centenas,
etcétera,

La tabla construida puede representarse grificamente
tomando sobre un eje OX los puntos de abscisas z,,%,,%s, ...
y elevando en ellos perpendiculares iguales a y,,¥s, s, -
para la curva de frecuencias relativas; y otras ordenadas
Z1>%2+ %3, - para la curva de frecuencias relativas acumu-
ladas entre el menor valor de  y el del indice considerado.

Este diagrama tiene el campo de variacién de la variable
de una sola dimensidn.

He aqui otro ejemplo en que el campo de variacidn es de
tres dimensiones, y lo mismo puede ser de cualquier nimero
de ellas: Se juegan al mismo tiempo tres dados en cuyas caras
hay inscritos los ntimeros 1, 2, 3, 4, 5, 6. Aparecen cada vez
tres numeros y como pueden combinarse cada uno del pri-
mero con cada uno del segundo y del tercero, se tendrdn en
en total 6 .6 .6 = 216 casos posibles. Cada caso (cardcter
distintivo) est4 representado por 3 niimeros, que podremos
suponer de distinto color para que no haya duda respecto
del lugar que corresponde a cada uno. Grificamente el cam-
po de variacién estard constituido por 216 puntos vértices
de una malla que tendrian por coordenadas (z,y,%). Si se
realizan n tiradas tendremos n resultados distribuidos entre
los 216 puntos con frecuencias relativas fu(a , ¥}, Zi) = /0
que dan la lista de repeticidn.

Si en dicho espacio imaginamos un recinto o celdilla
dentro del cual exista cierto numero de los 216 puntos, po-
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dremos considerar la frecuencia relativa total en esta celdilla
que serd 5(ny/n) extendida a todos indices ¢, j, k, correspon-
dientes a puntos de dicha celdilla.

Andlogo a éste es el caso de que en los entes del conjun-
to se consideren simultdneamente varios caracteres distintos
como estatura, peso, perimetro tordcico, de los soldados de

- la lista anterior.
-Colectivos infini-

Del colectivo empirico anterior se pasa por generaliza-
cidn a una sucesién de infinitos resultantes de aumentar
ilimitadamente los elementos (soldados, grupos de nacidos,
tiradas de dados, repeticion de medidas, etc.) en sucesidn
ilimitada y a esta sucesion infinita de ejemplares que viene

a tener una lista o diadose en la que sdlo se considerard la,
columna de frecuencias relativas y la de totales de caracte-

res entre el menor y cada uno de los datos es lo que llama
Du Pasquier un sylepto *

Abstrayendo ahora’ de este sylepto la naturaleza de sus
elementos y de los caracteres distintivos conservando tini-
camente los niimeros adscritos a dichos caracteres, llegare-
mos a los colectivos abstractos de infinitos términos o ele-
mentos :

E=(g.,,6,...... )

definidos cada uno por uno o varios niimeros.

Si, en general, a cada elemento ¢ corresponden k niimeros
(%1, Xy , X5, ... %), que con el lenguaje de la Geometria abs-
tracta llamaremos punto abstracto de un espacio de k£ dimen-
siones, podremos imaginar la sucesién de infinitos elemen-
tos como una sucesion de infinitos puntos distribuidos en
un espacio abstracto de k£ dimensiones.

Si cada uno de los £ nimeros o coordenadas (%, X3,%;, ...
x.) s6lo pueden tomar valores discretos, por ejemplo el
x; solo puede recibir los valores (x;, x";, ... x{') tendremos
los vértices de una red de k dimensiones en ndmero igual
al producto (si.55.53... 5i); y estos vértices se irdn repitien-
do al crecer n infinitamente. El campo de var1ac1(§n estd redu-
cido a estos $;.54.55... S puntos.
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Pero si cada variable , x, de las (&1, %3, X3, .- %) puede

recibir valores de un intervalo determinado, tendremos un
dominio continuo o celda del espacio abstracto donde se
distribuir4 la sucesién de los infinitos puntos.

Descompuesto el campo en celdillas correspondientes a
‘ descomposiciones parciales de los intervalos de las variables,
cada elemento ¢ dard un punto interior a una celdilla o de
la superficie de la misma, en cuyo caso se le adscribird a la
celdilla que tenga su centro mds préximo al origen de coor-
“denadas. Tendremos asi distribuidos los puntos de la suce-
"sién en celdillas en las que ird aumentando la densidad a
medida -que avanzamos en la sucesidn.

Si, en .particular, es k=1 el campo de variacién tiene
una sola dimensién. Si entonces la variable x sélo toma un
numero infinito de valores (como los numeros de las caras
de un dado), tendremos para uno de estos nlimeros, Z; , por
ejemplo, una sucesidn de frecuencias relanvasf,(x)fZ(z)
fy (&), ... al tomar el primer término ¢, ; los dos primeros
€ ,6s; ... 10S n primeros ¢, ,€s, €5, ..., €a- :

Pero si los valores de « pueden ser cualquiera de un in-
tervalo determinado irdn apareciendo, en general, infinitos
valores distintos que se distribuirdn en todo €l. Por excep-
cién podrd existir, aun en este caso, algdn valor al que co-
rresponda una sucesidn de frecuencias que permanezcan
finitas al crecer el indice n, pero lo general es que estas
frecuencias relativas de valores aislados tiendan 'a cero. La
conservacién finita de la frecuencia relativa no podrd apli-
carse a puntos o valores aislados de # sino a conjuntos de
ellos comprendidos en uno o varios intervalos del campo
de variacién.

El ente matemitico con el cual construyen Misses
y Pasquier el Calculo de Probabilidades abstracto es
el colectivo de infinitos -elementos al que exigen satis-
facer dos postulados para con31derarlo como colectivo mate-
matico.

Pero antes de enunciar los dos postulados recordemos
las cuatro operaciones fundamentales que aplican para deducir
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de un colectivo de infinitos elementos otros de la misma
naturaleza.
Estas cuatro operaciones son:
1.°  La eleccion admisible. . |
2.° La mezxcla de caracieres que se reduce a la’ sustitucién

"de un caricter distintivo por- otro cuyos parémetros sean

funciones de los del primero.
3. La parcelacién del colectivo.
'4.° " La composicién de dos colectivos.
Consiste la eleccién admisible en sacar de un colectivo
E=(¢,, ¢s, ,...) una sucesidn de . infinitos elementos me-

‘diante una eleccién en los mismos sin tener en cuenta el

valor de la variable correspondiente al elegido, es decir,
una eleccidn al azar respecto del cardcter distintivo de los -
elementos. Asf, la sucesidn ¢, ¢ ,¢; , ... cuyos términos son
los de lugares, a partir del primero, que tienen sus indices
en progresidn aritmética; o los de otra ¢, ,¢, ,¢,, ... tales
que &, = f(4,—,) > #,_, en que f(x) es un niimero entero para
valores enteros de x siendo, ademds, f(x) > x; 0, si los tér-
minos ¢, , ¢, , ¢, , .. se eligen mediante sorteos sucesivos
entre # términos que siguen al dltimo obtenido, constitu-
yen nuevos colectivos resultantes de una eleccién admisible

‘porque esta eleccidn se ba becho al azar respecto del caricter
“distintivo fijado ‘por el nimero x, que corresponde al

elemento.

La operac1én llamada mezcla de caracteres conserva el
mismo colectivo ¢, , ¢;, ¢5, ... pero sustltuye el cardcter dis-
tintivo, x, por otro cuyo pardmetro, %, sea.una funcién uni-

forme de z, 4= f(x), con la condicién de que la inver-

sa & == g(u) no sea uniforme. Es decir, que a cada valor de z
corresponda uno de u, pero a uno de u puedan correspon-
der uno o varios o hasta infinitos de z.

El campo de variacidn de z se sustituye ahora por
el de variacién de u, y como a un cardcter distintivo,
u, corresponden en general, varios de z, por ejemplo,
(z',2",2",...2), si atendemos al y, prescmdlendo del x,
quedan indistinguibles o mezclados estos (z', 2", ..., z(7)
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“de . La circunstancia de ser uniforme la funcién u de z
hace que a dos valores distintos de 4 no corresponda uno
mismo de z.

Si en.lugar de ser uno solo el parametro z fuesen varios -

(r,y,z) los que ‘distinguen el atributo, como en el ejemplo
del juego de 3 dados, podria ser el nuevo caricter distintivo
una funcién u=f(x,y,z) uniforme respecto del punto
(x,y,z), con la condicién de que a cada valor de u corres-
pondan varias ternas o puntos (z,y,Z), como por ejemplo
siesu=z-+y—+3.

El resultado de esta operacion es agrupar los caracteres
distintivos iniciales #, 0, (z,y,z) en grupos diversos dis-
tinguibles unos de otros por la correspondiente u, pero in-
distinguibles los del mismo grupo cuando sélo atendemos
al pardmetro descriptivo u. A esta circunstancia es debido
el nombre de mezcla (mischung) con que lo designa
Misses. . ‘
La parcelacidn (tellung) de un colectivo E = (¢,,¢,,¢5,...)
consiste en fijar una parte del campo de variacidn de x y
limitarse a considerar la sucesion. de elementos de E, cuyos
caracteres pertenecen a la parte limitada del campo. Por
ejemplo, en el juego de 3 dados podemos limitarnos a con-
siderar las tiradas que den puntos interiores a una esfera de
radio dado, 6 por ejemplo, con centro en el origen o; o que
la suma de puntos estuviese comprendida entre §y I2, etc.;
o que las abscisas x estuviesen comprendidas entre 2 y.§; 0
que fuese siempré la misma abscisa, etc. Pero si es necesa-
rio que existan infinitos elementos que den puntos' corres-
pondientes a la parte acotada.

Si E, es una parte o parcela del E de dominio A,y Bes
el resto del campo de variacién de E existird otro colectivo
E; de campo B tal que E=E, + E, . Este E, se llama com-
plementario del E,.

Dados dos o mds syleptos, dos, por ejemplo,

E' =(¢y,€s,¢€5,... ), de caricter definido por los b para-
metros (#'y, %'y, 'y, r’h) y. "= ("1, ¢, s, ...) de ca-

ricter definido por (z',,2",,2";, ... 2",) se forma otro que’
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llamaremos compuesto de los E' y E” cuyos elementos son
los del cuadro de dos indices
F!
E" ¢, ey, ey ey ey,
eae’y , €9’y , €3’y , €3’y , L.
e'ge’y , e'al’y , g€’y , gy, ...
eye’y , eyey , gy, ey, oL

<, %g, x5, ... Xy, %y, %y, %y, ... x").

Una eleccidn - admisible en este colectivo compuesto
puede ser la de los elementos de la diagonal principal de
esta matriz infinita, que resulta de considerar sélo los com-
puestos con dos indices iguales.

La repeticidn de una operacion o la aplicacidén sucesiva
de dos da por resultado otro colectivo infinito. En particular
la repeticién de la eleccion admisible en el colectivo E que
nos haya producido, por ejemplo, el E" en la primera y a
continuacidn el E” de la realizada en el E’, puede considerarse
como una eleccién admisible hecha directamente en el E,
puesto que los elementos de E” son del E y se han obtenido
sin tener en cuenta el cardcter distintivo o valor de .

La repeticidn de una mezcla es otra mezcla de caracteres,
pues si la primera aplicada a E sustituye el cardcter z por
otro u, 0 por una agrupacidn de varios # en nuevos carac-
teres u, aplicada otra segunda mezcla al mismo E partiendo
de los caracteres u producird nuevas agrupaciones de u a las
que corresponderdn los valores de otro pardmetro v, y estos

v no son en realidad mas que simbolos representativos de

grupos mds amplios de caracteres .

Andlogamente la parcelacién de una parcelacién produce
una parcelacién de B.
" De un modo mds general podemos decir que el producto

de dos cualquiera de las cuatro operaciones (aplicacidn de_

una y al resultado otra) transforma el colectivo en otro con
los mismos caracteres distintivos u otros.
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Los colectivos abstractos que acabamos de considerar
con infinitos elementos no son todavia los colectivos mate-
maticos de Misses y Du Pasquier. Para llegar a éstos necesi-
tan satisfacer ademds los dos postulados fundamentales
siguientes: uno relativo al limite de las frecuencias, y otro
relativo a la fortuidad o casualidad de la distribucidn de

- caracteres en los sucesivos elementos,

Posturapo 1

St fijamos un recinto cualquiera, A, del campo de variacidn
del cardcter, la frecuencia relativa (na/n) de la aparicion de
dicho cardcter dentro del recinto A al crecer infinitamente el mi-

mero n de la sucesion de elementos e, , ey , €5 , . ..., lende a
, . . - . . . ny
un limite pa , es decir, que existe lim — = p,.
' . n-yo Il

Posturapo 11

Si por una eleccion admisible pasamos del colectivo E = (e,
€,€,...) al E=(ey, ¢e5, €5, ...)los dos colectivos
tienen el mismo campo de variacion, y, st A es una parte de este
campo de variacién del cardcter considerado, las frecuencias rela-

1

Colectivos mate-
mdticos.. Postu- -
lados

. Ny Ny , L
tivas — y — de la aparicién del cardcter; dentro del recinto o

dominio A, al crecer infinitamente los niimeros n y n’ de términos
de la primera y segunda sucesion tienen el mismo limite; es decir,
. Ny .0’y

que lim — = p, = lim —
ayo N /3o 11

=PA-

Los colectivos que satisfacen estos dos postulados se
Haman colectivos matemdticos.

Aplicando las cuatro operaciones y sus productos a uno
o varios colectivos matematicos se deducen otros colectivos
matemadticos. .

La distribucidn irregular o fortuita en la sucesién de
elementos de un colectivo matemadtico queda subsistente por
la eleccién admisible en el nuevo colectivo deducido de ella.

En la mezcla de caracteres viene a estar comprendido el
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principio de las probabilidades totales de la teoria cldsica.

. En la parcelacién estd incluida la definicién de proba-

bilidad ligada; y el teorema o principio de la probabilidad
compuesta estd en uno de sus aspectos y-en la composicion
de colectivos el otro aspecto del mismo teorema.

" Mas para hablar de probabilidades hay que dar el con-
cepto de ésta en la nueva teoria.

En la nueva orientacidn estocdstica del Cdlculo de Proba-
bilidades no se habla para nada de casos equiposibles ni de
equiprobabilidad. Pero hay que reconocer que la sugestion
de las equiprobabilidades cldsicas se sustituye por la relativa
a la irregularidad de la distribucidn de caracteres en los su-
cesivos elementos del colectivo. Tenemos una sucesidn
ilimitada de entes, hechos, casos, ... atributos distintivos
representados por uno o varios numeros. Esta sucesién lo
mismo puede suponerse obtenida por ilimitadas jugadas de
dados, o de extraccion de bolas de una bolsa, que por una
lista interminable de soldados, de nacimientos, de cifras su-
cesivas sin fin, de un nimero irracional comoel =, el /2,
etcétera. La obtencién de elementos no nos preocupa. La
sucesion. ilimitada de frecuencias relativas de un atributo
correspondiente a un valor de x o a valores de un cierto
intervalo o dominio es lo interesante.

Si tiene limite a este limite le llaman Misses y Du Pas-
quier la probabilidad de sér poseido dicho cardcter por un elemen-
to cualquiera de la sucesion tomado al azar respecto del cardcter.

Se llama, pues, probabilidad matematica (en el colectivo
matemdtico E) del cardcter considerado, perteneciente a. un
dominio A del campo de variacion del mismo cardcter, al limite
Pa de la frecuencia relativa de la sucesion de elementos cuyo ca-
rdcter pertenezca a A. '

En particular si el campo de variacion del expresado
atributo es un niimero discreto de valores de x o puntos
aislados, puede reducirse el dominio A a uno de estos
puntos, y entonces tiene sentido hablar de la probabilidad
de un valor particular de x (aparicién de un niimero en un
dado, o de una bola de cierto color en una extraccion de
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bolas, etc.); pero si el campo de variacién de x es continuo
o un conjunto numerable, o no, de infinitos puntos, hay
que considerar la frecuencia relativa a uno de los puntos
por paso al limite de una sucesién de dominios AjLAL A,
cada uno contenido en el anterior y tendiendo a cero la
extension de A, cuando crece r infinitamente. '

- Con esta definicién de probabilidad es inmediata la de-
mostracién de estos teoremas o propiedades:

1.0 La probabilidad es un nimero comprendido entre
cero y 1, incluidos el cero y el 1. '

2.9, Si A es todo el campo de variacién es: py =.1. El
reciproco no es cierto.

3. Si A no contiene ningin punto del campo de varia-
cién es p, = o. El reciproco no es cierto.

4.0 Teorema de adicién. Si A,y A;son dos dominios
del campo de variacién sin puntos comunes es

DA+ Ay = PA, + P

5° Si A y B son dos dominios complementarios del
campo de variacién o sea que su suma compone dicho
campo es
pr+B=par +pp=1.

Podremos suponer que 'en todos los casos es continuo
el campo de variacién de x o del sistema de coordenadas
(%1, Xg 5 X3 5 - Xi) @ condicién de hacer p, = o para todo
dominio que no contenga ningun punto del antedicho
campo de variacién que corresponda a caracteres distintivos ’
de elementos de E. ‘

En particular los dominios A miés interesantes son los
definidos por las desigualdades

x4<x',,x2<x’,, ..... , XK x

en que (x'y,xs,..X,)es un punto dado. Si se trata del
plano (x,%) y son (x;,y:) las coordenadas del punto en
cuestién estard definido A por

x <7’.‘4 ’ }'g Y1
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En tales dominios A puede establecerse una corres-
pondencia entre las probabilidades p, y las coordenadas
(X, , Xy , ... xx) del punto P, siendo en todos los casos

O pa=" (o, %, ... K1

en la que f(x,, x5, ... x; ) es una funcién mondtona crecien-
te y positiva al pasar el punto P a otro .en que todas o
alguna, por lo menos, de las coordenadas crezcan sin que
decrezca ninguna de las otras. "

Esta funcidn que define la distribucién o reparticidn de
probabilidades en todo el campo de variacién de x toma el
valor cero cuando todas las variables se hacen — oo y el
valor 1 cuando todas son + co. :

Partiendo de esta funcidn se llega por el procedlmlento
que anteriormente dejamos consignado al concepto de pro-
babilidad en el entorno de un punto por el producto de la ex-
tensién de-dicho entorno multlpllcado por la funcidn de
densidad.

En la prictica sdlo se conoce un ntimero finito de tér-

‘minos del colectivo E, de modo que el valor de n,/n es un

valor aproximado de ps. Los valores aproximados, que son
los tinicos utilizados en la prictica, estdn, respecto de los
tedricos, en la misma relacién que la existente entre las
figuras dibujadas y las de la geometria abstracta o entre los
nimeros manejados por los técnicos y los que figuran en
las férmulas de las teorlas que aplican. Asi la frecuencia re-
lativa de una estatura, x, definida por 165 < x < 166 cm. en
una lista de 10.000 soldados tiene un valor prictico (que la
Estadistica Matemadtica llama valor presumido del valor

tedrico) de la probabilidad en cuestiones relativas a la talla

de los soldados.

“Mas como en toda esta concepcién se parte de los colec-
tivos matemdticos, en los que se postula la existencia de
limite de la frecuencia relativa, y los colectivos que se pre-
sentan en la realidad no podemos afirmar que sean matems4-
ticos, se ha visto precisado Du Pasquier a ampliar la defini-
cidn de probabilidad en un trabajo presentado al Congreso
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de Bolonia de 1928 sobre «Los Nuevos fundamentos del
Cilculo de Probabilidades». '

En ¢! distingue el caso en que exista el limite de las fre-
cuencias relativas de aquel en que no exista dicho limite.
Cuando éxiste limite se tienen los colectivos matemadticos
si cumplen las otras condiciones. Cuando no existe el limi-
te se inspira en el paso al limite de la funcién de probabi-
lidades totales en un intervalo que tiende a cero. Con31dera
la funcién de acumulacion

8o (%) =fo (%) + fo (%) + .o 4 fu (%)
en la que es Xy <2 < Xy v < %s.

Esta funcién es la suma de las frecuencias de todos los
caracteres de medida x; < x, y tiene como limite al crecer n
infinitamente la funcién de reparticidn o de probabilidad
total. .

4o N
()= ff (x)dx.

Y como es una funcién continua la utiliza para definir
la- probabilidad en un punto (x) por paso al limite de la
diferencia :

x-+€

Jim (a (x+e) —3(x—2) —llm o [ f(x) d

x—-E

.de modo que

p = lim (“u_;nw [GGx+ o —3G —9)]).

Pero aqui se postula que la funcidén f(x) esté¢ determi-
nada en cada punto, con lo cual se resuelve el problema.:

Con esta definicién se da la probabilidad en todos los

casos en que f, (x) no tenga limite en un punto.

No comprendemos cdmo-después de los trabajos '® de
Cantelli acerca del significado de los limites en el sentido
del cdlculo de probabilidades, y de haber el mismo Du Pas-
quier (en la pigina 83 de su magnifico Tratado sobre la
Evolucién Filoséfica del Célculo de Probabilidades) llamado
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la atencidn sobre el limite estocdstico, aunque sin preciSarlo,
cdmo no ha tratado de dar una definicién aritmética para
introducirlo en los postulados en substitucién del ‘limite
aritmético. . '

-Porque en ninguna cuestlén cuyos resultados partlcula-
res se obtienen al azar, podrd hablarse de limite aritmético;
pues la diferencia entre los valores obtenidos en la realidad
y los que la teoria resume en el limite tedrico compensando

las veleidades del azar podré llegar a ser mayor que cualquier

nimero, por grande que sea; en cuya realidad estd basada
la ruina de los jugadores, aun en los juegos equitativos.

Nunca podri decirse que en un juego equitativo pueda
fijarse de antemano, con la rigidez matemdtica que en si
lleva el limite aritmético, un numero de partidas suficiente-
mente grande para que el balance de las ganancias y pérdi-
das de cada jugador arroje un saldo en pro o en contra tan
pequefio como un nlmero ¢, fijado previamente a nuestro
capricho. El limite aritmético exigiria la verdad de esta afir-
macidn pero el azar se encarga, con el tiempo, de agotar
asin conciencia ni memoria» segtn frase feliz de Bertrand,
las disponibilidades econémicas del jugador mds confiado,
por muy agudas que sean sus combinaciones de infalible
seguridad para ganar. Los limites manejados €n la ley de
los grandes niimeros,asi como en los conceptos fundamenta-
les de la Estadistica Matemadtica, valores presumidds, valores
medios o esperanzas matemdticas, etc., no son sino limites
en el sentido del Cdiculo de Probabilidades o de Cantelli,
que después se han llamado limites estocdsticos. Nosotros
creemos que podria darse esta definicion del limite esto-
castico. '

Dada una sucesién de nimeros a, , a5, 2, , ..... diremos
que tiene un’ limite estocdstico, a, si fijados, a capricho, dos ni-

meros € y 3, tan pequerios como queramos existe un nimero n, de.

términos a partir del primero tal ‘que el v’ de todos aquellos que
basta el n-simo queden fuera del intervalo (v —<¢ , a +¢) cum-
ple con la condicion n' < ns.

Si ' permanece ﬁmto al crecer # infinitamente, el limite
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estocdstico es un limite aritmético. Si n’ crece infinitamente
“al mismo tiempo que n no exi;te el li\mite aritmético pero
si el limite estocdstico.
Esta definicidn, msp1rada como la de Slutsky ™ en la
ley de los grandes nimeros de Bernoulli, no contiene el
concepto de probabilidad aunque en esencia viene a ser la
misma de Slutsky. Pues si suponemos equiprobables todos
los términos. de la sucesion hasta el n- simo la razon #'[n
viene a expresar la probabilidad de que queden fuera del
‘intervalo considerado uno cualqulera de los n primeros tér-
minos tomados al azar.

No quiero terminar sin antes recoger una opinidn ge-
neral expuesta repetidas veces relativa a la conveniencia de
introducir las nociones del Cdlculo de Probabilidades en la
ensefianza secundaria y, especialmente, en los primeros_cur-
sos de Facultad para todos los Licenciados Universitarios.

No hay que esforzarse gran cosa para convencer de
esta necesidad por €l gran desarrollo que ha adquirido la
Estadistica en todos los ramos del conocimiento y actividad
humana; Gnicamente cabe justificar el papel que corres-
ponde.a la matemadtica en su divulgacidn.

~ Fl simil que con toda naturalidad se ofrece a los estadis-
ticos frente a ciertos diagramas que se desarrollan en el
transcurso del tiempo es el de un sendero sinuoso a través
de un campo trazado por la ley del minimo esfuerzo. Vista
la senda desde cierta altura pierden su importancia las pe-
queiias sinuosidades, al fijar la atencidn en otras mayores
debidas a grandes obstdculos, barrancos, laderas, etc., que
la direccidn general se ve obligada a bordear. Si aumen-
tamos la altura de visidn desaparece a su vez la impor-
tancia de estas mayores oscilaciones para fijarnos exclu-
sivamente en la marcha general de la senda desde el punto
dé partida al de legada; trazado general que dependerd de

Terminacion

Simil de los dia-
gramas estadis-
ticos

otras causas predominantes sobre las anteriores, en cuya .
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‘amplia visién se pasa por encima de los detalles insigni-

ficantes para atender sdlo a lo principal. Esto equivale a
sustituir o resumir grupos de valores del diagrama estadis-
tico por sus- baricentros, los que en el caso de la senda
sinuosa vendrian a ser como jalones puestos en el

trazado general del camino, de trecho en. trecho. La

linea tedrica marcada por los mismos representard la ley
secular limpia de oscilaciones o perturbaciones y la €cua-
cion de esta linea serd la féormula matemdtica’ de dicha ley,

a la que en realidad no se ajustan los resultados observa- -

dos, sino' que, por el contrario, producirdn oscilaciones

arbitrarias que.irregularizan su trazado, las- cuales vienen’

a constituir esas variaciones episeculares atribuidas al azar
de los obsticulos imprevistos, los que constituyen una
parte principal de la ley natural registrada. Y es que hasta
las leyes naturales que nuestra simplicidad ve como propo-
siciones rigidas pierden, en la actualidad, esa rigidez para
sustituirse por otras mds flexibles. El dogmatismo, seglin
frase vulgar, ha perdido su terreno en el campo de los fe-
némenos naturales para sustituir las afirmaciones rotundas

por la casi seguridad en las afirmaciones. Las leyes actuales -

tienen cardcter de leyes probables que se verifican, en la ma-
yoria de los casos, pero siempre con oscilaciones, cuya
amplitud depende de la potencia visual con que las exa-
minamos.

Las propiedades citadas, que no son privativas de las
lineas estadisticas de una clase determinada; sino comunes
a todas ellas, en general, son consecuencia de la teorfa de

" los baricentros aplicada lo mismo a los diagramas estadisti-

Papel de la mate-
mdtica en la Es-
tadistica

cos que a muchos fendmenos fisicos y quimicos de coagu-

lacién, cristalizacidn, teorias de la mecénica racional, etc.,

Y
y todos ellos se resumen en un teorema general de

los baricentros o de. las medias, en el que la Estadistica’
Matemdtica resume una propiedad abstracta comun a
la infinita variedad de fendmenos experimentales. Este
ejemplo, asi como otros relativos a’ interpolaciones, trans:
formaciones de escalas, conceptos de indices, de pesos,
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etcétera, etc., prueba la necesidad que la Estadistica ha
sentido por la intervencién Matemdtica para la sistemati-
zacidn de su ensefianza.

Pero existe todavia la creencia de que los matemdticos
viven en un mundo de abstraccién ajenos por completo a
las necesidades de la experiencia y de la técnica que exigen
mayor adaptacién que la de las Jucubraciones matematicas;
y quizd se deba a esta creencia, en tiempos pretéritos, la
existencia de las Escuelas especiales de Ingenieros fuera de
la Universidad. '

Muchas razones podrian aducirse, tomadas de congresos
y articulos innumerables, para rectificar el error en que in-
curren los que tal creen, pero los limites de este trabajo
impiden entrar en materia. Unicamente hemos de hacer
constar en el presente caso que no hay que confundir la
construccién y sistematizacién del instrumento matemdtico
de la Estadistica con la aplicacidn e interpretacion del mis-
mo. El progreso exige la colaboracién de todos y de cada
uno dentro de su campo, sin necesidad de invadir el ejeno.
Tan perjudicial e inGtil es el excepticismo de los empiri-
cos por los teoremas de la matematica desprovistos, segun
ellos, de inmediata aplicacién, como la utopia-de los teori-
zantes (que no son precisamente matematicos) que no reco-
nocen valor demostrativo a un resultado experimental por-
que siempre se obtiene con error. Es indudable que para la
aplicacidn concreta de la Estadistica a la Biologia, Economia,
u otra especialidad hay que ser, ante todo, bidlogo, econo-
mista, o especialista. Para un matemdtico dos pendientes
iguales en un diagrama de cotizacién no tienen diferencia;

- en cambio para un economista la igualdad de pendientes
con distintas ordenadas puede significar un desastre finan-

ciero. En general, puede decirse que un matemético que no
conozca el asunto, por muy sagaz y hdbil que sea en la
diseccidn y aplicacidn de los métodos de ajuste e interpola-
cién de series estadisticas, no estard en condiciones de apre-
ciar si cabe considerar. enlaces estocsticos o la independen-
cia de fendmenos, ni tendrd sugestiones que. le puedan
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‘conducir a descubrimientos de alto interés para el asunto

concreto que se estudie. Por el contrario, si Pearson no
hubiera sido matemitico, es casi seguro que no hubiera
descubierto las leyes distintas de la exponencial y la Biome-
tria no hubiera nacido en sus manos.

Al matemitico corresponde la construccidn, desarrollo
y explicacidn de las teorias’estadisticas, desde el punto

" de vista general, con titulo andlogo al de.la Geometria y

el Algebra, y de las aplicaciones se ocupardn los especialis-
tas de ellas. Y éstos, a su vez, en las teorias parciales que
la investigacion plantee, propondrdn postulados y confirma-
ran resultados’ o leyes obtenidas por via deductiva. Asi
vemos a Volterra hacer aplicacidn de las ecuaciones in-
tegrales al estudio de la lucha por la vida en especies
convivientes; pero los postulados en que se apoya y las
conclusiones a que llega en sus formulas necesitan del
concurso de los naturalistas, que son los que deben confir-
mar o negar la concordancia con la experiencia. Claro estd
que esta colaboracidn exige cierta cultura matemdtica general
para todos. Prescindimos, naturalmente, de ciertas discipli-
nas cuya informacidn matemdtica debe ser tan amplia como
la de la especialidad a que se aplique la estadistica, de las
que son ejemplos la Astronomia y la Fisica tedrica. Pero
aparte de estos casos, en el cimulo de las vulgares aplica-
ciones es suficiente un barniz matemdtico del tipo de la se-
gunda ensefianza. Por otra parte, al sustituirse las leyes ri-
gidas por correlaciones més o menos fuertes, en Jas que la
probabilidad ha de ser el principal concepto, hay que anadir
a las intuiciones geométricas mecanicas y fisicas de sélidos,
fuerzas, masas, etc., otras intuiciones y esquemas del pensa-
miento relativos a la parte que el azar tiene en todo fend-
meno real, familiarizando el pensamiento con el margen de
variacion del resultado, con el fendmeno de las frecuencias
de repeticién en las extracciones de bolas, con el significado
de la ley de los grandes nimeros; hay que vulgarizar el
manejo de tablas, etc., etc. Todas estas consideraciones son
suficientes para concluir, como lo hace Borel, que los ele-
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“mentos del cdlculo de probabilidades deben pasar al plano

de la ensefianza secundaria. Por su parte dice M. Boll: «Hoy
el descendiente del hombre honrado del siglo XVII se
distingue por los errores sensacionales incontestables que
emite, cindidamente, en conversaciones y articulos de pe-
riddicos desde que toca las probabilidades ya sea en estadis-
ticas, retiros obreros, critica de testimonios, de reformas
electorales, etc.».-

- Urge, pues, dar cardcter oficial a las exigencias que la
ciencia moderna impone en la formacidn cientifica de nues-
tros alumnos. No se trata sélo de los licenciados en ciencias
sino de todos, en general, etndgrafos, socidlogos, pedago-
gos, politicos, etc.; todos deben conocer e interpretar dia-
gramas, saber determinar las constantes especificas de una
serie estadistica, el significado de las prébabilidades, los
conceptos de desviaciones con sus grados de probabilidad, et-
_ cétera, etc., y todo ello no a modo de recetas sino deducido
por via ldgica partiendo de principios bédsicos. No se trata
en esta enseflanza de someter a torturas de ninguna clase ni
de descifrar geroglificos inutiles sino sdlo de ir adaptando,
desde el principio, en el pensamiento de las nuevas genera-
ciones de estudiantes, los conceptos del cdlculo de conje-
turas, tendiendo hacia la cuantificacién o medida de lesprit
de finesse de Pascal. Todo es sumamente sencillo y nos
atrevemos a decir que distraido para el alumno si el apren-
dizaje se realiza a base de ejercicios convenientemente ele-
gidos. En los Institutos de segunda ensefianza y en los pri-
meros cursos de Facultad debieran implantarse esta clase de
conocimientos lo antes posible con un minimo en los pro-
gramas. No hay que olvidar, segin frase de Laplace en su
Ensayo filosdfico sobre las probabilidades, que «la teoria de
“las probabilidades no es mas que el buen sentido expresado
en el cdlculo» y que «no existe otra ciencia mds digna de
nuestras meditaciones y mds util que deba figurar en la
instruccion publica». ‘

He picno.
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