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1.1. Sistemas de Satélites para la Navegacion Global
y Relatividad

Un Sistema de Satélites para la Navegacion Global (Global Navigation Satellite
System), cuyas siglas en inglés son GNSS, es un conjunto de satélites con movimien-
to conocido en un sistema de referencia casi inercial apropiado. Los GNSS sirven
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para localizar al usuario (detector o receptor) en Tierra o cerca de ella. Trabajarian
idealmente si todos los satélites y el receptor estuvieran en reposo en un sistema de
referencia inercial; pero en casos realistas, dependiendo del nivel de precisién reque-
rido por el posicionamiento, tenemos que incluir los términos correctivos que sean
necesarios, por ejemplo, las perturbaciones gravitatorias debidas a la Luna, al Sol y
a algunos planetas (Venus, Jupiter), los multipolos de la Tierra, sus mareas (solidas
y ocednicas) y su movimiento de rotacion, la presion de la radiacion solar y el albedo
de la Tierra [Gomboc 2013].

Para localizar a los usuarios de un GNSS, algunos algoritmos fueron desarrolla-
dos en [Schmidt 1972|, [Bancroft 1985|, [Krause 1987], [Abel 1991], [Chaffee 1994].
Los métodos usados actualmente son descritos en [Strang 1997] y [Juang 2009]. El
problema del posicionamiento consiste en hallar el lugar e instante en que las senales
electromagnéticas emitidas por los satélites impresionan el detector del usuario; de
hecho, esta idea esta implicita en el algoritmo de Bancroft [Bancroft 1985 y otros
similares [Krause 1987]. Ver también [Abel 1991], [Chaffee 1994].

Actualmente, los sistemas de posicionamiento estan basados en fisica Newtonia-
na, y las correcciones post-Newtonianas relativistas son llevadas a cabo en caso de
ser necesarias. Dicho de otra forma, se utilizan los conceptos Newtonianos del es-
pacio euclideo y el tiempo absoluto, para luego anadir un ntmero de correcciones
dependiendo de la precisién deseada. Sin embargo, los Sistemas de Posicionamiento
Relativista (desde ahora SPR) deberian estar basados en fundamentos relativistas
desde el principio, tal y como es discutido en [Coll 2001], [Bahder 2001], [Coll 2003],
[Rovelli 2002], [Blagojevic 2002], [Bahder 2003], [Coll 2006¢|. En el caso del espacio-
tiempo plano de Minkowski, Coll et al. [Coll 2010a] obtuvieron una formula explicita,
que es la soluciéon del problema de posicionamiento para emisores arbitrarios, cuyas
trayectorias son conocidas en un cierto sistema de referencia casi inercial. Nuestros
SPR estéan basados en esta formula y en sistemas de referencia apropiados. Lo ideal
para tener en cuenta la relatividad, desde el principio, seria trabajar en un sistema
de referencia casi inercial, no ligado directamente a Tierra, que podria ser construido
a base de intercambios de senales, de los satélites entre si y con bases terrestres. Este
tipo de intercambio podria permitir también la realizacién de estudios gravimétri-
cos [Tarantola 2009]. Realizaciones de este tipo —de los SPR— no han sido todavia
implementadas y no seran estudiadas en esta Tesis.

1.2. El concepto Newtoniano: El GPS clasico

En la teoria Newtoniana, el espacio y el tiempo son absolutos, la simultaneidad
tiene un caracter absoluto, y el espacio-tiempo puede ser foliado con las hipersuperfi-
cies de eventos simultaneos (el espacio) al fijar el tiempo coordenado. Esta concepcion
del espacio-tiempo es una aproximacion adecuada para casos en los que:

1. los satélites y los usuarios tienen velocidades suficientemente pequenas frente
a ¢, siendo c¢ la velocidad de una onda electromagnética en el vacio (velocidad
de la luz), y

2. todo el sistema esta inmerso en un campo gravitatorio suficientemente débil
|¢/c?| << 1, donde ¢ es el potencial gravitatorio en la region donde se mueven
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usuarios y satélites.

Para calcular la posicion espacial (espacio-temporal) de un usuario con reloj (sin
reloj) se necesitan tres (cuatro) satélites; es decir, un satélite por cada incognita.
En el caso Newtoniano, un usuario con reloj necesita las senales procedentes de tres
satélites S, (a=1,2,3) para poder saber en qué punto del espacio-tiempo se encuentra.
Asumimos que tanto los relojes a bordo de los tres satélites como el reloj del usuario
han sido sincronizados, son perfectos y marcan un tiempo absoluto. Cada satélite
envia una onda electromagnética al usuario, donde el tiempo de emision ¢, de la
senal es codificado. Como el usuario lleva un reloj, conoce el tiempo de recepcion tg
de la senal. El usuario tiene que recibir las tres senales emitidas por los satélites en
el mismo instante. Entonces la distancia entre el usuario y el satélite a es c(tgr —ta).
Por tanto, el usuario esta situado en las tres esferas de radios ¢(tp —t,) centradas en
cada satélite S,. Estas esferas tienen uno o dos puntos puntos comunes. Para el caso
de dos puntos (bifurcacion), la posicion verdadera del usuario puede ser elegida tal
y como seré explicado en 1.8. Denotamos por (z,y, z) las coordenadas cartesianas
del usuario en el espacio euclideo R% y por (24,4, za) las coordenadas del satélite
S.. Asumimos que las coordenadas del satélite S, en el tiempo de emision ¢, son
conocidas. Por lo tanto, el sistema a resolver, que tiene tres ecuaciones con tres
incognitas (x, y, z) es el siguiente:

(x—xa)2+(y—ya)2+(z—za)2ZCQ(tR—ta)Q, azla 2) 3 (11)

el cual tiene 0, 1 6 2 soluciones. No existe soluciéon cuando el usuario no puede recibir
las tres senales t, simultaneamente para un tg dado. Se requiere sincronizacion entre
los relojes de los satélites y del usuario. Si tenemos dos soluciones, hay dos puntos
del espacio en los que las mismas senales son recibidas a la vez.

Cada una de las ecuaciones (1.1) corresponde a una esfera de radio c(tg — t,) cen-
trada en el satélite S,. Ya que en fisica Newtoniana la luz viaja en linea recta con
velocidad constante c, estas esferas son alcanzadas, por los fotones que parten de Sy,
en el instante tz. Las ecuaciones (1.1) son las mismas que aparecen en relatividad
restringida al expresar que la distancia espacio-temporal recorrida por el foton entre
el emisor y el usuario es nula (la luz se propaga a lo largo de geodésicas nulas).
La solucion de este sistema de ecuaciones es la posicion del usuario. Este método,
para localizar al usuario a partir de sus distancias a los tres emisores, es denominado
trilateracion (|[Thomas 2005] y [Haustein 2009]).

En caso de no conocer el tiempo tr en el que el usuario recibe la senales o de
que su valor sea conocido con poca precision, tomamos el tiempo de recepciéon t
como una incoégnita del problema, y anadimos un cuarto satélite para tener una
cuarta ecuacion. Asi, el sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incognitas x, y, z, t
(posicion del usuario en el espacio-tiempo) que debe ser resuelto numéricamente es:

(x—24)° 4+ (y—ya)’ +(z—za) =32t —ta)?, A=1.4 (1.2)

Lo que hemos descrito en esta seccién es Newtoniano y cabe preguntarse si es
importante tener en cuenta la teoria de la relatividad.
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1.3. Motivos para incluir correcciones relativistas

El posicionamiento de un usuario depende del movimiento de los satélites del
GNSS y de la propagacion de los fotones que llevan la informacion desde los satélites
hasta el usuario. En relatividad sabemos que:

= las lineas de universo de los satélites son geodésicas temporales del espacio-
tiempo configurado por la Tierra, con algunas perturbaciones debidas a masas
proximas, y

= los fotones siguen geodésicas nulas del mismo espacio-tiempo.

Sin embargo, en fisica Newtoniana, los satélites se mueven de acuerdo con la segunda
ley de Newton y los fotones lo hacen en linea recta con velocidad constante. Todo
ello en sistemas inerciales con un espacio Euclideo y un tiempo absoluto. Los efec-
tos relativistas serdn importantes, y las correcciones relativistas necesarias, si hay
diferencias entre las dos descripciones y éstas afectan al posicionamiento.

Como es sabido y explicamos en la seccion 4.3.3, los relojes que viajan en satélites
GPS (GALILEO) se adelantan, 38.40 (40.62) microsegundos por dia, con respecto a
un reloj que esté en reposo en una base terrestre. Ello es debido a que tanto el reloj de
la citada base como los de los satélites se mueven en el campo gravitatorio terrestre.
Si no se tuviera en cuenta este efecto y no se hicieran las correcciones relativistas
correspondientes, el posicionamiento basado en los tiempos enviados por los satélites
(ver 1.1 donde aparecen términos de la forma tp — t,) pronto seria erréneo, ya que
la luz recorre unos 12 km en 40 ps. El movimiento de los satélites requiere un
tratamiento relativista en los SPR y correcciones relativistas en los GNSS clasicos.

Por otra parte, en el capitulo 4, se estudia la importancia de los efectos relativistas
debidos al movimiento de los fotones en el campo gravitatorio terrestre. Adelantemos
ahora que este campo produce un pequeno efecto lente que conduce a pequenos
errores de posicionamiento, cuya importancia sera estudiada en el citado capitulo,
por primera vez y con detalle. Este estudio se realizaré teniendo en cuenta la precision
requerida en el posicionamiento, y dentro de una gran regiéon alrededor de la Tierra
(navegacion espacial).

1.4. Definicién y uso de las coordenadas de emision
y de los sistemas de referencia

Las coordenadas de emision juegan un papel fundamental en los SPR [Coll 2001],
[Rovelli 2002], [Blagojevic 2002]. Conviene dar una definicién precisa de estas coor-
denadas. Sea un sistema de referencia inercial en el que la linea de universo de cada
satélite A (A = 1,2,3,4) es parametrizada por su tiempo propio 74, Se puede elegir
un origen de tiempos propios arbitrario para cada linea de universo. En el momento
de la recepcion de las sefiales de los satélites (para el posicionamiento), el usuario
estara situado en un punto del espacio-tiempo, P, de coordenadas desconocidas. El
cono nulo del pasado del evento P cortard a cada una de las cuatro lineas en los
tiempos propios 7134, que son los tiempos propios en el momento de la emision de las
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sefiales recibidas en P. Los tiempos (75, 73,73, 7p) son las coordenadas de emision
del evento P.

La posicion y el tiempo coordenado asociados al usuario pueden ser calculados, a
partir de sus coordenadas de emision, que permiten hallar donde estaban los satélites
—cuando emitieron las senales detectadas por el usuario— a partir de la parametriza-
cion de sus lineas de universo basada en los tiempos propios. Entonces, en el sistema
de referencia inercial en el que se han parametrizado las citadas lineas, tenemos todos
los elementos necesarios para aplicar la formula analitica obtenida en [Coll 2010a]
y obtener las coordenadas inerciales (posicionamiento) del usuario. Desde aqui en
adelante llamaremos evento de recepcion al suceso que consiste en la recepcion si-
multéanea —con el detector del usuario— de las cuatro coordenadas de emision codifi-
cadas en la senales electromagnéticas que provienen de los satélites. Las coordenadas
espacio-temporales de este evento son las del usuario. Segtun lo dicho manejaremos
dos conjuntos de coordenadas: las de emision y las inerciales (posicionamiento).

Dado que hemos considerado el cono de luz pasado de P, las senales son emitidas
por los satélites y alcanzan al usuario al mismo tiempo. De ahi que las coordenadas
definidas sean denominadas coordenadas de emision del usuario en P. Podriamos
considerar el cono de luz futuro en P. En tal caso, las lineas de universo de los
satélites, parametrizadas por los tiempos propios 74, intersectarfan dicho cono en
cuatro puntos correspondientes a tiempos propios futuros; por tanto, en este caso, que
no es de interés para el posicionamiento relativista, las cuatro senales serian emitidas
por el usuario —al mismo tiempo— y recibidas por los satélites en los tiempos propios
futuros de interseccion; por analogia con lo anterior, estos tiempos propios deberian
ser llamados coordenadas de recepcion. Las coordenadas de emision y las coordenadas
de recepcion son ambas coordenadas nulas.

Las coordenadas de emision de P dependen de la dinamica del conjunto de cuatro
satélites que consideremos; mientras que las coordenadas inerciales s6lo dependen del
sistema de referencia casi inercial elegido. En otras palabras, con cualquier 4-tupla de
satélites debemos obtener las mismas coordenadas inerciales para P, que son tnicas
en el sistema de referencia seleccionado para el posicionamiento. Si dos 4-tuplas dan
diferentes coordenadas inerciales es debido a errores relacionados con el sistema de
posicionamiento. Un detallado estudio de errores de posicionamiento sera realizado
en los capitulos 3 y 4.

1.5. Los sistemas de posicionamiento relativista

En la actualidad, para disenar un SPR operativo, necesitamos:

1. un sistema de referencia casi inercial en el que conozcamos las ecuaciones de
las lineas de universo de los cuatro satélites % = x%(7), los cuales envian —al
espacio— senales electromagnéticas con los tiempos propios de emision codifi-
cados.

2. las coordenadas de emision del usuario, que se obtienen al decodificar las senales
de los satélites que son recibidas al mismo tiempo por éste.

3. La transformacién de coordenadas que nos da las inerciales en funciéon de las
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coordenadas de emision. Las coordenadas inerciales resultantes localizan al
usuario en el sistema de referencia casi inercial elegido.

De momento, mientras no sepamos cémo construir un sistema de referencia pri-
mario a base de intercambios de informaciéon entre un cierto namero de satélites y
usuarios, utilizaremos un sistema de referencia casi inercial para localizar al usuario.
En este texto, la Tierra se supone esférica y el sistema de referencia se liga a su cen-
tro. Esta eleccion sencilla es suficiente para nuestros calculos; sin embargo, en otros
articulos, se usan otros sistema de referencia casi inerciales, es habitual —en ciertos
estudios— situar el origen de coordenadas en el baricentro del sistema solar, que se
mueve con velocidad casi constante durante largos periodos de tiempo en torno al
centro de la galaxia. En cuanto a las direcciones espaciales, suelen elegirse como las
direcciones de observacion de objetos muy lejanos como cuasares y pilsares, que
tienen un desplazamiento despreciable sobre la esfera celeste durante intervalos de
tiempo muy superiores a muchos periodos de los GNSS estandar.

Los pilsares son estrellas de neutrones en rotaciéon que emiten radiacion elec-
tromagnética como lo haria un faro que gira. Lo importante es que el periodo de
la rotacion es extraordinariamente estable (sefiales casi-periddicas). Debido a es-
ta propiedad, los pulsares pueden ser usados como faros, situados a distancias del
orden del kiloparsec, para posicionar naves espaciales en el sistema solar. No entra-
remos en detalles sobre los métodos de navegacion espacial mediante pulsares que
han sido propuestos (ver [Sheikh 2005], [Sheikh 2006a]|, [Sheikh 2006b], [Coll 2009],
[Ruggiero 2011], [Tartaglia 2011] y [Bunandar 2011]). De particular interés son los
pulsares aislados con periodos del orden del milisegundo que son muy estables, un
catélogo de este tipo de pulsares puede hallarse en [Lorimer 2001].

En otros trabajos, como [Tartaglia 2012] y [Delva 2011b|, se usan los cuésares
para definir las direcciones de los ejes de ciertos sistemas de referencia casi inerciales.
Los cuasares, objetos quasi-estelares, son nicleos de galaxias activas. Sus grandes
distancias a la Tierra les hace comportarse como puntos fijos en el cielo. La posicion
de miles de cuésares puede hallarse, por ejemplo, en el Sloan Digital Sky Survey
quasar catalog ([Paris 2014]).

En algunos casos, existen pares de usuarios reales con diferentes coordenadas
inerciales, pero con las mismas coordenadas de emisién. Se dice entonces que hay
bifurcacion o doble posicionamiento. En tal caso, no es posible distinguir un posible
usuario del otro utilizando solamente las coordenadas de emisiéon comunes. Por tanto,
seran necesarias otras medidas para elegir la localizacion verdadera (ver [Coll 2012]).

Varias referencias previas, tales como [Coll 2001]; [Coll 2003]; [Bahder 2001];
[Bahder 2003]; [Rovelli 2002]; [Coll 2006¢]|; [Coll 2006a]; [Coll 2006b]; [Coll 2010a;
[Coll 2010b]; [Coll 2011a], definen una terminologia adecuada para ser utilizada en
el marco del posicionamiento relativista. Algunos conceptos fundamentales que seran
utilizados en este trabajo son los siguientes:

= Region de emision: Dados cuatro satélites, la region de emision es la zona del
espacio-tiempo donde los tiempos propios —procedentes de dichos satélites—
pueden ser recibidos simultaneamente. Quedan excluidos los puntos desde los
que dos satélites se ven alineados (ocultamientos).

» Rejilla: El conjunto de todas las 4-tuplas de tiempos propios (71, 72,73, 7).
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= Co-region: Puntos de la rejilla que pueden ser recibidos como coordenadas de
emision en algin punto de la region de emision;

ver [Coll 2010a]. Otras ideas y definiciones seran expuestas en la proxima seccion.

En el capitulo 2 estudiaremos la estructura de la region de emision y de la co-
region para sistemas de posicionamiento basados en 4-tuplas de satélites de GALI-
LEO (mucho maés realistas que los considerados en estudios previos). Los céalculos
han sido realizados con c6digos numéricos que tuvimos que disenar para hallar las
coordenadas inerciales a partir de las de emisién y viceversa. Buena parte de estos
estudios —realizados por primera vez con nuestros propios codigos— fueron publicados
en [Puchades 2012|. Veremos que la region de emision y la co-region pueden dividirse
en varias partes con distintas propiedades, y compararemos nuestros resultados con
otros previos —basados en un modelo idealizado— en los que tres satélites, simétrica-
mente colocados y en reposo, se utilizan para localizar usuarios en un espacio-tiempo,
de tipo Minkowskiano, con una dimensiéon temporal y dos espaciales (ver [Coll 2012]
y [Pozo 2005]).

1.6. Mas sobre definiciones, conceptos y terminolo-
gia en SPR

Cualquier usuario necesita observaciones simultaneas de los cuatro satélites para
poder determinar su posiciéon en el espacio-tiempo. Ha de recibir los cuatro tiempos
propios, 74, procedentes de los satélites a la vez. Estos tiempos (coordenadas de
emision) le permiten obtener las coordenadas que llamamos inerciales y que vamos a
denotar de la siguiente forma: x = (2!, 2%, 2%, 2%) = (Z,t). Estas coordenadas sitiian
al usuario en el sistema casi inercial de posicionamiento.

Las cuatro coordenadas inerciales del satélite A, en el tiempo propio de emision
74, se denotan v4. Puesto que las lineas de universo de los satélites son conocidas y
estan parametrizadas por sus tiempos propios, las cantidades v4 pueden ser calcula-
das para tiempos propios arbitrarios y, por tanto, también pueden ser obtenidos los
vectores e, = v, —74 (donde el indice a toma valores desde 1 hasta 3). Estos vectores
definen la posiciéon relativa entre los satélites a y el satélite 4, siendo este altimo el
emisor de referencia. La numeracion de los satélites y la eleccion del cuarto satélite
como emisor de referencia son arbitrarios. Los vectores e, definen la configuracion
interna de emision de los cuatro satélites. Como se razona en [Coll 2010a], existen
coordenadas inerciales asociadas a los tiempos propios 74, si y solo si, se cumplen
las condiciones de emision-recepcion, que se pueden escribir de la forma siguiente:

Nagele? >0 (1.3)

a

@ ay(, B B

Uaﬁ(ea - eb)(ea - eb) >0 )
donde los indices a y b toman valores de 1 a 3. Por tanto, sélo si se cumplen estas
condiciones tiene sentido buscar las coordenadas inerciales. Los puntos de la rejilla
que conduzcan a vectores e, que no cumplan estas condiciones no pertenecen a la
co-regién y no pueden constituir las coordenadas de emisién de ningiin usuario.
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Para obtener las coordenadas inerciales a partir de las de emisiéon, hemos de
resolver el siguiente sistema de cuatro ecuaciones cuadraticas:

Naglz® — 25 (74)][a” — 25 (r4)] = 0. (1.5)

Estas ecuaciones expresan el hecho de que las distancias espacio-temporales entre los
satélites (emision) y el usuario (recepcion) son nulas. En [Coll 2010a] se resuelve este
sistema después de convertirlo en otro de tres ecuaciones lineales y una cuadréatica,
que llamaremos sistema principal. La solucidon obtenida es valida para satélites que
se mueven arbitrariamente en el espacio-tiempo de Minkowski. Cuando se resuelve
el sistema principal se obtienen tanto las soluciones que corresponden a fotones
que viajan desde los satélites hacia el usuario, como aquellas en las que los fotones
parten del usuario y alcanzan los satélites. Las primeras de estas soluciones seran
llamadas soluciones de posicionamiento o de pasado y corresponden a coordenadas
de emision (senales emitidas por los satélites en el pasado), mientras que las segundas
no son importantes para el posicionamiento, ya que corresponden a coordenadas de
recepcion (ver seccion 1.4); es decir, a seniales recibidas por los satélites en el futuro.
Es logico llamarlas soluciones de futuro. El sistema principal puede presentar 0, 1 6
2 soluciones de posicionamiento.

Si llamamos vector de configuracion, x, a un vector ortogonal al hiperplano defi-
nido por los tres vectores e,. Se ha demostrado que para x? > 0, el sistema tiene dos
soluciones posibles, que pueden ser, o ambas de posicionamiento (pasado) o ambas
de futuro. Si las dos soluciones son de posicionamiento (coordenadas de emision),
existen dos observadores fisicos verdaderos en posiciones diferentes y con tiempos
coordenados distintos que reciben las mismas coordenadas de emision (bifurcacion).
Para x2 < 0, hay dos soluciones distintas, una de posicionamiento y otra de futuro,
y hemos de quedarnos con la primera. Finalmente, si se cumple la condicién x2 = 0
existe una tnica solucion.

De acuerdo con todo esto, el valor de x? nos permite dividir la region de emision
en varias zonas (ver [Coll 2010a]) que vamos a llamar:

= region de configuracion espacial Cs (x? < 0),
= region de configuracion nula Cy (x? = 0)
= region de configuracion temporal Cy (x* > 0)

= Region central, que es la zona de la regiéon de emisiéon que incluye Cs y Cy, es
decir, C¢ =C, UC,

La co-region es un subconjunto conexo de la rejilla, cuyos puntos son cuatro
coordenadas de emisién que nos permiten obtener y2. Segtn el valor obtenido, el
usuario que recibe estas coordenadas se encontraré en Cs, Cy, 0 Cy.

1.7. Los satélites

Dos GNSSs son considerados en esta tesis: GPS de USA y GALILEO (en cons-
truccion) de la UE. Estos sistemas de satélites permiten conocer las coordenadas
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espaciales y el tiempo universal de cualquier evento sobre la Tierra. Las coordena-
das del punto en el que ocurre dicho evento son calculadas gracias a la informacion
recibida desde los satélites que estan orbitando en torno a la Tierra.

La constelacion de GPS estd compuesta por ngs = 24 satélites distribuidos en
seis planos orbitales diferentes, es decir, hay 4 satélites por cada plano orbital. Cada
uno de dichos planos esté inclinado «;, = 55° con respecto al Ecuador. El periodo
orbital de los satélites de GPS es 12 horas y la altura a la que estan situados es
h = 20200 km.

La constelacion de GALILEO consta de ng = 27 satélites, que estan situados
de forma equi-espaciada en cada plano orbital, habiendo tres planos orbitales. Por
tanto, hay nueve satélites por cada plano orbital. La inclinacién de estos planos es
ain = 56° y la altura de la 6rbita circular es h = 23222 km; asf el periodo orbital es
aproximadamente 14.2 horas.

Para describir el campo gravitatorio de la Tierra en el marco del posicionamiento
relativista, consideraremos que los satélites se mueven bajo la acciéon de una Tierra
ideal esférica y sin rotacion. Este modelo simple es suficiente para nuestros fines y nos
permite trabajar en el espacio-tiempo de Schwarzschild, en el que las trayectorias de
los satélites pueden ser circunferencias de radio R, cuyo centro coincide con el origen
del sistema de referencia casi inercial que esta situado en el centro de la Tierra. En
este modelo relativista, suponemos que los satélites describen circunferencias que son
recorridas con velocidad angular Q = (G Mg /R*)'/? (ver capitulo 4 para la demostra-
cion de esta formula). El factor v obtenido en [Ashby 2003] y [Pascual-Sanchez 2007],
es también deducido en esta Tesis —ver capitulo 4— hasta primer orden en el pardme-
tro adimensional GMg /R (cuyo valor maximo es GMg/Rg ~ 6.94 x 10710). Este
factor viene dado por la siguiente expresion:

_dt 3G Mg

=—~1
dr + 2R

gl (1.6)
Manteniéndonos en este orden de aproximacion, las coordenadas pseudo-cartesianas
de un satélite A que se mueve en su orbita circular; es decir, sus coordenadas en
el sistema de referencia Minkowskiano ligado al centro de la Tierra y asintotico al
referencial estandar del espacio-tiempo de Schwarzschild, pueden ser escritas de la
forma siguiente:

vy = Rcosaa(T)cos + sinaa(7)sin cos O]

4 = —Rcosaa(r)siny — sinas(r)coscos O]

3 = —Rsinaa(r)sin®

Th = 7. (1.7)

El angulo
aa(T) = a0 — 7 (1.8)

determina la posicion del satélite sobre su trayectoria en cada instante. Finalmente,
© y ¢ son los angulos de Euler asociados a los siguientes sistemas de ejes espa-
ciales: el primero de ellos esta formado por los ejes (z!, 2%, 23) del espacio-tiempo
de Minkowski asintotico al de Schwarzschild, mientras que el segundo conjunto de

ejes (', 22, 2'3), es elegido de forma que (2!, 2"?) coincida con el plano orbital que
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contiene la trayectoria del satélite que estemos considerando. Los angulos © y
definen un plano orbital de un GNSS dado. Asi, el dangulo ® = 27 — «;;, es el mis-
mo para todos los satélites de un GNSS, mientras que el angulo ¥ toma los valores
1 = (2m/npo)(j — 1), donde n,, es el niamero de planos orbitales de la constelacion,
y el nimero natural j numera los planos. Evidentemente, el d&ngulo ¢ es el mismo
para todos los satélites de un mismo plano orbital. Para cualquier satélite, los &n-
gulos ©, 1 vy a40 son constantes. El angulo a4 define la posicion del satélite A en
7 = 2* = 0. Dicho angulo debe ser elegido de forma arbitraria para un satélite de
cada plano orbital y, entonces, el &ngulo a.4¢ del resto de los satélites debe ser fijado
de tal forma que todos los de un mismo plano orbital estén equi-espaciados en su
trayectoria circular comun.

1.8. CaAlculo de las coordenadas inerciales a partir
de las coordenadas de emisién en el espacio-
tiempo de Minkowski

Cuando los fotones que provienen de los satélites se propagan en el espacio-tiempo
de Minkowski, la transformacion general de coordenadas de emisién a coordenadas
inerciales viene dada por la siguiente formula (ver [Coll 2010a]):

y2x
(s - X) + EV/ (1 - X)? — 2X2

T =4+ Ys — (1.9)
donde los vectores x y y. pueden ser calculados a partir de eq, es, y e3 (configuracion
interna de los satélites). El vector de configuracion y = #(e; Aea Aes) (el dual de un
producto exterior doble) es ortogonal al hiperplano que contiene los cuatro eventos de
emision 4. El vector y. puede ser calculado a partir de la ecuacion y. = (&, H)/(€-x),
donde (¢, H) representa el producto interior entre el vector arbitrario £, que satisface
la condicién & - x # 0, y el bivector H, que viene dado por H = (1/2)(eq - €q)E4,
siendo E' = x(ex Aeg), E? = x(e3 Ae1), y B3 = x(e1 A e2). Ademas, el parametro
€ puede tomar los valores 1 6 -1 y lo llamaremos pardmetro de orientaciéon por las
razones que veremos mas adelante. La transformaciéon 1.9 fue obtenida al resolver el
sistema principal de ecuaciones descrito anteriormente

En esta Tesis, llamaremos codigo-TX al codigo numérico que utiliza 1.9 para ob-
tener las coordenadas inerciales a partir de las coordenadas de emision. Por supuesto,
para disefiar este codigo hemos tenido que reescribir la ecuacion (1.9) utilizando com-
ponentes, ya que la notacion compacta anterior, que tan ttil es en [Coll 2010a], no es
adecuada para hacer calculos numéricos. Las lineas de universo de los satélites son ar-
bitrarias, por eso, podemos utilizar las ecuaciones (1.7), que han sido obtenidas —con
un método apropiado— suponiendo que los satélites se mueven en el espacio-tiempo
de Schwarzschild. En realidad, las ecuaciones de movimiento resultantes tienen en
cuenta correctamente el campo gravitatorio terrestre, pero estan escritas en funcion
de las coordenadas del espacio-tiempo Minkowskiano asintético al de Schwarzschild,
el mismo espacio-tiempo en el que consideramos que se mueven los fotones.

Para x? # 0, hay dos conjuntos diferentes de coordenadas inerciales, uno de ellos
correspondiente a € = +1 y el otro a & = —1. Ademas, para x? < 0, solamente uno
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de los dos conjuntos de coordenadas inerciales corresponde a una solucién de posicio-
namiento, mientras que el otro conjunto esté asociado a una solucion de futuro. Para
el caso x? > 0, el nimero de soluciones de posicionamiento es dos o cero. El hecho de
que existan dos soluciones de posicionamiento (y? > 0) significa que hay dos usuarios
diferentes, situados en distintos lugares, que reciben los mismos tiempos propios de
emision desde los mismos satélites. Si hay cero soluciones de posicionamiento con
x? > 0, sabemos que hay dos soluciones y que ambas son de futuro. Finalmente,
si x? = 0, las cuatro ecuaciones del sistema principal son lineales (no hay ninguna
cuadratica) y, entonces, existe una tnica solucion.

En el caso x? < 0, es facil distinguir la solucién de posicionamiento de la otra, ya
que la coordenada t de la solucion de posicionamiento satisface la condicion t4 —t < 0
para cualquier satélite A, mientras que en el caso de la solucién de futuro se cumple
la relaciéon t4 —t > 0. Como las lineas de universo de los satélites son conocidas,
podemos calcular la coordenada inercial t4 a partir de su correspondiente tiempo
propio de emision 74 y, entonces, de acuerdo con lo dicho, podemos usar el signo de
t4 — t para identificar la verdadera solucién de posicionamiento.

Cuando —en el caso x2 > 0- existen dos soluciones de posicionamiento, 1
y @2, decimos que hay bifurcacion ([Schmidt 1972], [Abel 1991], [Chaffee 1994],
[Grafarend 1996]). En tal caso, el usuario deberia tener un criterio para seleccio-
nar cual de las dos soluciones le conduce a sus coordenadas inerciales, y cual debe
ser desechada por corresponder a otro usuario. En la proxima secciéon vamos a con-
siderar mas detalladamente dos criterios muy distintos. Uno de estos criterios fue
propuesto en [Coll 2011b, Coll 2012] y, para aplicarlo, el usuario debe ser capaz de
medir angulos para determinar las posiciones de los cuatro satélites en su propia
esfera celeste. El segundo criterio requiere que el usuario posea un reloj apropiado y
debidamente sincronizado, que permita la comparacion del tiempo coordenado z* de
cada una de las soluciones de posicionamiento con el tiempo tr que marca el citado
reloj en el momento de la recepcion de las coordenadas de emision. El usuario ele-
girfa la soluciéon correspondiente al tiempo coordenado x* més préximo a tr. Cada
método tiene ventajas e inconvenientes, y sélo se debe usar cuando sea apropiado.

1.9. Soluciones del problema de la bifurcacién en un
SPR

En todo SPR, cualquiera que sea el espacio-tiempo que consideremos (Minkowski,
Schwarzschild, Kerr ...), aparece el problema de la bifurcacion, que como ya sabemos,
consiste en que existe una pareja de usuarios que reciben los mismos tiempos propios
desde los mismos satélites. Esto ocurre cuando, para los tiempos propios comunes, el
vector de configuracion de los satélites cumple la condiciéon x? > 0; es decir, cuando
ambos usuarios estan situados en lo que hemos llamado la region de configuracion
temporal C;. En tal caso, las coordenadas inerciales de ambos usuarios vienen dadas
por la formula (1.9); pero mientras las de uno de los usuarios corresponden al valor
del parametro de orientacién € = 1, las del otro usuario estan asociadas al valor
€ = —1. El problema es saber cual de los dos signos de € debe elegir un usuario
dado para obtener sus verdaderas coordenadas y no las de su pareja. Este proble-
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ma también se plantea en el posicionamiento estandar basado en un tratamiento
Newtoniano mas correcciones relativistas; de hecho, el problema de la bifurcacion
puede hallarse descrito, por ejemplo, en Schmidt [Schmidt 1972]; Abel y Chaffee
[Abel 1991]; Chaffee y Abel [Chaffee 1994]; y Grafarend y Shan [Grafarend 1996].
Si volvemos al caso de los SPR, es evidente que, ademas de los tiempos propios
que recibe de los satélites, un usuario que debe resolver un problema de bifurcacion
necesita nuevos datos. Una solucién operativa del citado problema requiere que el
usuario haga medidas apropiadas, para obtener los nuevos datos que necesita, y asi
poder elegir el signo correcto de &, que le conducird a sus verdaderas coordenadas
usando la ecuacion (1.9).

Una solucion de este problema fue descrita en [Coll 2012], donde se demostrd
que, para elegir el signo correcto de € que corresponde a un determinado usuario,
éste debe medir angulos para conocer las direcciones en las que observa los cuatro
satélites cuando emitieron sus tiempos propios; o lo que es equivalente, para conocer
las posiciones de los satélites sobre su esfera celeste en los tiempos propios de emision.
Una vez conocida esta informacion, el usuario debe proceder del siguiente modo (regla
préactica):

(1) numerar arbitrariamente los satélites y considerar los tres primeros (A=1,2,3).
Por ellos siempre pasara un cono con vértice en el usuario, que intersectara a la esfera
celeste en una circunferencia que llamaremos C1 2 3. En ella, las posiciones de los tres
satélites son ciertos puntos, como se ve en la Figura 1.1.

o2 4 .2 . o2

al
0

.

-

g=+1 £=0 gE=-1

Figura 1.1: Esquema de las posibles posiciones de los cuatro satélites en la esfera
celeste del usuario. Se representa una distribucion levogira de los satélites 1, 2 y 3
en la circunferencia C 2 3. La posicion del cuarto satélite fija el valor de €.

(ii) ver si la orientacion de los tres satélites que han sido elegidos y ordenados (1 —
2 — 3) es dextrogira o levogira. Para ello, con los vectores unitarios correspondientes
a las direcciones usuario-satélites, podemos calcular el producto mixto (71,72, 73),
ya que en los casos (i1, 72,73) < 0y (7i1, iz, M3) > 0, la orientacion es dextrogira y
levogira, respectivamente.

(ili) determinar si el punto representativo del cuarto satélite sobre la esfera celeste
esta sobre la circunferencia a la que pertenecen los otros tres, fuera de ella, o dentro.

Con toda esta informacion, el signo de € que corresponde a nuestro usuario es:

= si la orientacion de los tres primeros satélites es levogira (iiy,7ia, 7iz) > 0, el
valor de € que debe ser elegido es € = sign(fi1, s, 7i3) = +1 si el punto repre-
sentativo del satélite A = 4 esta dentro de C} 2.3,y € = —sign(iiy, 2, 3) = —1
si esta fuera. Ver figura 1.1.

= si la orientacion de los tres primeros satélites es dextrogira (i1, i, 7i3) < 0, el
valor de € que debe ser elegido es € = sign (i1, s, 7i3) = —1 si el punto repre-
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sentativo del satélite A = 4 esta dentro de C} 2.3,y € = —sign(iiy, 2, T3) = +1
si esté fuera.

= 5i el cuarto satélite esta contenido en la circunferencia C| 3 3, el radicando que
aparece en el segundo miembro de la ecuacion (1.9) es nulo, por tanto no hay
bifurcacién, sino una tnica solucién que, en la practica, podria ser obtenida
suponiendo € = 0. Este caso sera discutido a su debido tiempo con mayor
detalle.

Todo lo anterior se demuestra rigurosamente en [Coll 2012], pero hay que tener
en cuenta que nuestros vectores (71, 72, 73) son los opuestos de los que se usan en
la citada referencia, donde se puede hallar la regla practica anterior para resolver
el problema de la bifurcacion, a la que vamos a llamar criterio observacional de
orientacion.

Podemos resumir la situacion diciendo que un usuario —de la regién de configu-
racion temporal C;— puede determinar su posiciéon espacio-temporal univocamente si
conoce: las coordenadas de emision (tiempos propios) procedentes de cuatro satélites
y las posiciones de los mismos en la esfera celeste —del usuario— cuando emitieron
sus tiempos propios.

Otra forma de resolver el problema de la bifurcaciéon es medir tiempos en vez de
angulos. Cuando los tiempos coordenados de las dos soluciones de posicionamiento
son suficientemente diferentes, el usuario puede seleccionar facilmente su posicion
verdadera usando un reloj. Solamente el tiempo coordenado de la solucién verdadera
sera suficientemente proximo al tiempo medido por el reloj del usuario. Sin embar-
go, en algunos casos, los tiempos coordenados de un usuario y de su pareja —en la
bifurcaciéon— son muy proximos y, en tal caso, no es facil elegir la posiciéon verdadera,
yva que ello requeriria que el usuario tuviera un reloj suficientemente preciso y muy
bien sincronizado. Todo esto se discutira con més detalle en el proximo capitulo.

Para terminar esta seccion queremos senalar que usuarios en Tierra o suficiente-
mente proximos a ella estan en la region que hemos llamado central donde x? < 0
y, por tanto, estos usuarios no tienen problemas de bifurcacion. De modo que tales
problemas so6lo se dan si el usuario a localizar esta en una nave que vuela a una altu-
ra sobre la Tierra suficientemente grande. En el capitulo 2 veremos que el problema
de la bifurcaciéon es importante si tratamos de posicionar un satélite de GALILEO
utilizando cuatro satélites de GPS o viceversa, ya que estos satélites estdn a alturas
de decenas de miles de kilémetros sobre la Tierra.

1.10. Calculo de las coordenadas de emisién a par-
tir de las coordenadas inerciales en el espacio-
tiempo de Minkowski

Dadas las cuatro coordenadas inerciales, x®, de un usuario en el espacio-tiempo
de Minkowski, sus coordenadas de emision, 74, pueden ser calculadas numéricamen-
te. El método para hacer este céalculo esta basado en que la distancia Minkowskiana
recorrida por el foton desde su emision hasta que es detectado por el usuario es nula.
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Esta condicion se expresa mediante el sistema de ecuaciones algebraicas (1.5) (ver
seccion 1.6). Para obtener las coordenadas de emision, 74, a partir de este sistema
de cuatro ecuaciones (una por satélite), las coordenadas inerciales z® se suponen
conocidas, y las lineas de universo de los satélites también [ecuaciones (1.7) y (1.8)]
y, bajo estos supuestos, el sistema puede ser resuelto, considerando las coordena-
das de emisién como incognitas, mediante el método numérico de Newton-Raphson
([Press 1999]). A lo largo de la tesis, denominaremos cddigo XT al que hemos dise-
flado para resolver el sistema 1.5, segtn lo expuesto, y obtener las incognitas 7.

Para comprobar que nuestro codigo XT funciona con alta precision hemos reali-
zado el siguiente test:

= En un primer paso, partiendo de las coordenadas inerciales de un usuario,
calculamos sus coordenadas de emisiéon con el cédigo XT.

= Después, a partir de las coordenadas de emision obtenidas en el primer paso,
el codigo TX, basado en la solucion exacta de posicionamiento dada por la
ecuacion (1.9), nos permite calcular las coordenadas inerciales asociadas.

Es evidente que, en ausencia de errores de calculo, las coordenadas inerciales
finales, dadas por el codigo TX, coincidirian exactamente con las coordenadas de
partida usadas en el primer paso. Si hay errores, la precision del calculo puede ser
medida mediante el error absoluto de las coordenadas inerciales, que seréa calculado
como diferencia entre las coordenadas finales y las de partida.

Los codigos XT y TX utilizan multiple precision, de forma que cada nimero real
contiene un nimero de cifras significativas a especificar; por ejemplo, podemos to-
mar cuarenta cifras significativas. Tomando este nimero de digitos y exigiendo una
precision del mismo orden al método numérico de Newton-Raphson, hemos conse-
guido que los errores absolutos en el test que estamos considerando sean del orden
de 10739,

Estos resultados prueban que nuestros calculos numeéricos son muy precisos, tanto
cuando calculamos las coordenadas inerciales a partir de las de emisiéon como cuando
hacemos lo contrario. Esto lo podemos afirmar porque nuestro test utiliza tanto el
codigo TX como el XT. El segundo de estos consume mas tiempo de calculo porque
usa el método de Newton-Raphson, mientras que el segundo es més rapido por estar
basado en una solucion exacta de posicionamiento (pasado).

Todos los codigos que hemos utilizado en esta Tesis, para realizar diferentes
célculos, utilizan los codigos de miltiple precision TX y XT como subrutinas. La
precision es ajustada en cada caso para conseguir resultados suficientemente precisos
con tiempos de calculo admisibles.

1.11. Tipos de errores de posicionamiento

En cualquier SPR, los satélites y los fotones son particulas prueba que evolucionan
en un cierto espacio-tiempo. Por tanto, hay dos tipos de errores de posicionamiento
de caracter gravitatorio: los de un tipo son debidos a que no conocemos con suficiente
precision las lineas de universo temporales de los satélites, y los del otro tipo se deben
a una descripcion inadecuada de las lineas de universo nulas de los fotones, que son
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los encargados de llevar la informacion desde los satélites hasta el usuario. Ambos
errores son pequenos y el error total es la superposicion lineal de ellos. Finalmente,
hay errores cuyo origen no es gravitatorio, como los debidos a que los fotones inter-
accionan con las diferentes capas de la atmosfera cuando los usuarios no estan fuera
de ella; es decir, cuando estan suficientemente cerca de la superficie terrestre. Estos
errores deben ser corregidos tal y como ya se hace en el posicionamiento estandar
(GPS, GALILEO, etcétera).

A lo largo de toda la Tesis suponemos que las lineas de universo de los satélites
son geodésicas temporales del espacio-tiempo de Schwarzschild con trayectorias cir-
culares. Estas lineas de universo seran llamadas nominales, y son apropiadas para
los estudios que vamos a realizar; si bien, pueden ser generalizadas de varias formas;
por ejemplo, podemos considerar lineas nominales con trayectorias no circulares en
el espacio-tiempo de Schwarzschild, o lineas nominales en otras geometrias mas com-
plejas, que podrian tener en cuenta las deformaciones de la Tierra con respecto a la
simetria esférica, asi como de la existencia de cuerpos celestes que puedan perturbar
el espacio-tiempo asociado a la Tierra.

Para el movimiento de los fotones vamos a trabajar utilizando las dos hipotesis
siguientes:

= Las lineas de universo de los fotones son geodésicas nulas en el espacio-tiempo
de Minkowski asintotico a la geometria de Schwarzschild.

= Los fotones siguen geodésicas nulas en el espacio-tiempo de Schwarzschild

Uno de nuestros objetivos fundamentales es probar que la primera de estas hipotesis
es suficientemente buena en muchos casos, ya que la segunda hipotesis conduce a
resultados de posicionamiento muy parecidos. Intuitivamente, ello es debido a que
los fotones emitidos por los satélites experimentan efectos lente muy pequenos en
el campo gravitatorio que tienen que atravesar para llegar al usuario. Teniendo en
cuenta esto, en los capitulos 2 y 3 vamos a utilizar la siguiente aproximacion al
problema del posicionamiento relativista, que es manejable y suficientemente buena:
las lineas de universo de los satélites (fotones) son geodésicas temporales (nulas) del
espacio-tiempo de Schwarzschild (de Minkowski asintotico a Schwarzschild). Como ya
hemos avanzado, en esta aproximacion, hay dos tipos de errores de posicionamiento
que vamos a considerar ahora con mas detalle pero todavia cualitativamente:

= El primer tipo es debido a incertidumbres en las lineas de universo de los saté-
lites. Si estos siguieran exactamente las lineas de universo nominales, definidas
anteriormente, no habria errores de este tipo. Las lineas nominales elegidas pa-
ra los satélites satisfacen las ecuaciones (1.7)—(1.8). Sin embargo, las verdaderas
lineas de universo de los satélites se desvian continuamente de las nominales,
debido a los multipolos de la distribucién de masa en la Tierra y a otros efec-
tos, y estas desviaciones conducen a errores de posicionamiento. Ello es debido
a que para obtener la posicion del usuario (a partir de las coordenadas de
emision) hay que resolver las ecuaciones (1.5) que dependen de las ecuaciones
de las geodésicas temporales de los satélites. La solucidon correspondiente a las
geodésicas nominales es por tanto diferente a la que se obtiene a partir de las
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verdaderas lineas de universo. Un analisis detallado de este tipo de errores sera
presentado en el capitulo 3.

= El segundo tipo es debido al hecho de que los fotones no se mueven en el
espacio-tiempo de Minkowski, sino que estan sometidos a un campo gravitato-
rio basicamente producido por la Tierra. En la generalizacion més simple de
la aproximacion propuesta anteriormente, sera asumido que los fotones viajan
en el espacio-tiempo de Schwarzschild creado por una Tierra ideal esférica-
mente simétrica. Un estudio detallado sobre estos errores serd presentado en
el capitulo 4. Métricas espacio-temporales més generales que la de Minkowski
~incluyendo la de Schwarzschild- han sido ya consideradas en [Cadez 2005|,
[Bini 2008], [Teyssandier 2008], [Ruggiero 2008], [Delva 2009], [Cadez 2010,
[Bunandar 2011], [Delva 2011a] y [Delva 2011b|, tanto para estudiar el mo-
vimiento de los fotones como el de los satélites. Aprovecharemos ciertos re-
sultados de estos articulos para hacer un estudio general del problema del
posicionamiento relativista, hasta distancias de la Tierra del orden de 10° km.

Los errores de posicionamiento del primer (segundo) tipo seran estudiados en el
capitulo 3 (4). Ambos seran comparados en el capitulo 4.

En el codigo-TX, asumimos que los fotones viajan en el espacio-tiempo de Min-
kowski; por tanto, la posicion del usuario obtenida mediante este codigo tendria que
ser corregida teniendo en cuenta los errores del segundo tipo mencionados anterior-
mente, ya que los fotones, no evolucionan en el espacio-tiempo de Minkowski y, como
minimo, hay que suponer que lo hacen en el de Schwarzschild.

1.12. Errores de posicionamiento debidos a incerti-
dumbres en las lineas de universo de los saté-
lites

A lo largo de la tesis, llamaremos U-errores de posicionamiento, a aquellos que son
debidos a incertidumbres en las lineas de universo de los satélites; o sea a desviaciones
con respecto a las lineas nominales.

Los GNSS tales como GPS y GALILEO (los tnicos considerados en esta Te-
sis) usan constelaciones adecuadas de satélites para obtener las coordenadas de un
usuario -cercano a Tierra- en un sistema de referencia apropiado. Nosotros queremos
estudiar el posicionamiento hasta distancias considerables de la Tierra, para luego
estudiar posibles aplicaciones en sistemas de navegacion espacial.

Los errores de posicionamiento han sido estudiados en varios articulos, tales como
[Langley 1999|, [Puchades 2011], [Saez 2013] y [Saez 2014]. En el primero de estos
estudios, el formalismo es estandar y se aplica directamente a la constelacion GPS.
El resto son trabajos que hemos publicado en el marco de los SPR.

En [Langley 1999], se estudian los errores de posicionamiento debidos a la geo-
metria del sistema satélites-usuario. Langley demostr6 que existe una correlacion
entre la geometria de este sistema y los errores de posicionamiento. Este autor probo
que estos errores dependen del volumen del tetraedro formado por los extremos de
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los cuatro vectores unitarios usuario-satélite, cuyo origen comin esta en el usuario.
Cuanto mayor es el volumen, menores son los errores de posicionamiento. Langley
habla de dilucion de precision.

Nuestros trabajos en este campo ([Puchades 2011], [Saez 2013] y [Saez 2014]),
basados en SPR, demuestran que Langley tenfa razén y justifican los resultados
obtenidos por este autor.

En el capitulo 3, presentamos un estudio en cuatro dimensiones (4D) de los U-
errores. La distribucion espacio-temporal de estos errores es mostrada dentro de
una esfera centrada en un punto de la superficie terrestre que llamaremos E, cuyas
coordenadas seran dadas al final de esta secciéon. El radio de esta esfera sera de
10° km y sera llamada la E-esfera. De esta forma podremos ver cémo la precisiéon
del posicionamiento se va degradando conforme la distancia al punto E aumenta y
el usuario se aleja de la Tierra. Esto es importante para saber qué satélites podrian
ser posicionados como usuarios de GPS y GALILEO, y qué errores se cometerian en
este posicionamiento para distintas distancias entre estos satélites y la Tierra.

Nuestro estudio estd basado en el jacobiano, J, de la transformacion que da
las coordenadas de emision en funciéon de las inerciales. En los entornos de puntos
con jacobiano nulo, los errores de posicionamiento son muy grandes para pequenas
desviaciones con respecto a las lineas de universo nominales de los satélites, de hecho,
estos errores divergen cuando nos acercamos a cualquier punto de jacobiano nulo.
En el capitulo 3 mostraremos que, para cualquier 4-tupla de satélites, los puntos de
jacobiano nulo estén localizados a distancias, D, desde el centro de la Tierra mayores
que aproximadamente 2R/3, donde R es el radio de las orbitas de los satélites, las
cuales se supone que son circunferencias (6rbitas nominales).

Es generalmente aceptado que, a distancias -desde la Tierra- mayores que D, g0 ~
2 x 10* km, los errores de posicionamiento son demasiado grandes y, por tanto, la
navegacion de satélites basada en GNSS no es factible (ver [Deng 2013]). Este topico
sobre navegacion espacial seré revisado en el capitulo 3, ya que nuestros resultados
sugieren que, para distancias superiores a 2R/3 e inferiores a 10° km, podemos
conseguir un posicionamiento bastante bueno si elegimos las 4-tuplas de satélites
para que no haya puntos con J = 0 en la vecindad del usuario. En el capitulo 3,
sugerimos -cualitativamente— posibles métodos para encontrar la 4-tupla adecuada
para un usuario dado, situado a una distancia D < 10° km del punto E. Todo esto
podria ser importante para la navegaciéon espacial no demasiado lejos de la Tierra.

Los U-errores son debidos a desviaciones con respecto a las lineas de universo
nominales de los satélites. Cualesquiera que sean estas lineas, hay unos efectos que
desvian los satélites de la constelacion con respecto a ellas. Algunas veces estas
desviaciones son demasiado grandes y la linea de universo del correspondiente satélite
debe ser corregida; de este modo, las desviaciones espaciales (temporales) de las lineas
de universo verdaderas con respecto a las nominales serian mantenidas menores que
un cierto limite maximo (amplitud de la desviacion). En su momento elegiremos esta
amplitud. Por supuesto, el ritmo al que crecen las desviaciones depende de nuestra
eleccion de las lineas nominales; si estas son calculadas teniendo en cuenta no sélo la
masa de la Tierra, sino también su distribucion espacial asimétrica, la deformacion
de la Tierra ya no nos produce desviaciones entre trayectorias reales y nominales
y, por tanto, las desviaciones creceran méas despacio, y las correcciones ad hoc del
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movimiento de los satélites seran necesarias después de intervalos de tiempo mas
largos. De cualquier modo, como ya hemos afirmado antes, nuestra eleccion de las
lineas de universo nominales es apropiada para lograr nuestros objetivos.

1.13. Errores de posicionamiento asociados a una
descripcion aproximada del movimiento de los
fotones

Los usuarios de sistemas GNSS actualmente operativos como GPS y GLONASS,
en sus posicionamientos rutinarios sobre la Tierra o muy cerca de ella, desprecian
los pequenos efectos de los campos gravitatorios en la propagacion de las senales
electromagnéticas; por tanto, suponen que estas senales se propagan en el espacio-
tiempo de Minkowski y resuelven las ecuaciones de las geodésicas nulas que son de
la forma (1.5). Ademaés, a pesar de su caracter general (lineas de universo arbitrarias
de los emisores), la solucion exacta de estas ecuaciones, obtenida por Coll et al.
[Coll 2010a], no es utilizada en los célculos; por el contrario, estas ecuaciones se
resuelven por métodos numéricos. En [Cadez 2010, puede verse que se utiliza un
procedimiento iterativo que se va acercando a la verdadera solucién; es decir, a
la de Coll et al. [Coll 2010a], la cual es utilizada sistematicamente en esta Tesis.
Evidentemente, al no tener en cuenta la influencia de la gravedad en la propagacion
de los fotones se estan cometiendo pequenos errores de posicionamiento. En este
trabajo se realiza, por primera vez, un estudio sistemético de estos errores para
sistemas de satélites como los de GPS y GALILEO, y para usuarios situados a
distancias de la Tierra que llegan a ser del orden de 10° km.

Hace més de una década, Bahder propuso un método [Bahder 2001] para esti-
mar el efecto de la curvatura del espacio-tiempo (campos gravitatorios) sobre los
fotones que transportan la informacién necesaria para el posicionamiento, y escribio
ecuaciones concretas para el espacio-tiempo de Schwarzschild. Su método se basa
en el uso de la llamada "funcién de universo", que fue introducida por J.L. Syn-
ge y H.S. Ruse hace méas de ocho décadas [Synge 1931], [Ruse 1932], [Ruse 1933] y
[Synge 1960]. Vamos a definir esta funcion, y a comentar su aplicacion en problemas
de posicionamiento. Sean P; y P> dos sucesos correspondientes a los valores uy y us
de un parametro afin de la geodésica a la que pertenecen, la funcién de universo es:

“2 dx® dxP

a3 5 110
Gap— - du (1.10)

Q(Pl,PQ) = l(’U,Q — ul)/
2 ul
donde g,s son las componentes covariantes de la métrica. Si la geodésica es nula y
los sucesos P. y P, son la emisiéon de una senal electromagnética desde un satélite
y su deteccion por el usuario, respectivamente, podemos escribir Q(P,, P,) = 0. Si
escribimos cuatro ecuaciones de este tipo, una para cada satélite A, el sistema

QA(P.,P) =0 (1.11)

generaliza el sistema de ecuaciones (1.5), y se convierte en él cuando trabajamos en
el espacio-tiempo de Minkowski; es decir, para gng = 71a3. Por tanto, para hallar la
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posicion de un usuario, habria que resolver numéricamente las ecuaciones (1.11), que
suelen ser complicadas. En el caso de Schwarzschild, la ecuacién correspondiente a
uno de los cuatro satélites fue numeéricamente resuelta en [Delva 2009]. Los autores
so6lo presentaron un estudio preliminar para un satélite que se mueve en el plano
ecuatorial; en este caso, calcularon las coordenadas de emision, a partir de las iner-
ciales, para unos pocos usuarios con las mismas coordenadas espaciales, pero que
reciben la senal del satélite en tiempos distintos. El mismo problema fue estudiado
mediante otros dos métodos para comparar las precisiones y el tiempo de célculo.
Otro de estos métodos utiliza ciertas soluciones analiticas de las ecuaciones de las
geodésicas que involucran funciones elipticas (ver [Cadez 2005]). Finalmente, el tlti-
mo método esta basado en la llamada "funcion de transferencia del tiempo"que seréa
definida en el Capitulo 4, donde la utilizamos en nuestro estudio detallado de los
errores de posicionamiento debidos a una descripcién Mikowskiana del movimiento
de los fotones.

En [Cadez 2010] se describen métodos, en el espacio-tiempo de Schwarzschild,
para hallar las coordenadas de emision a partir de las inerciales y viceversa. En el
Capitulo 4, algunos aspectos del método descrito en [éadei 2010], para pasar de
las coordenadas de emision a las inerciales (posicionamiento), son utilizados; por
ejemplo, se usa una aproximacion de primer orden, en el pardmetro GMg /7, de la
funcion de transferencia del tiempo [Teyssandier 2008]; sin embargo, otros aspectos
de nuestros célculos, como el uso de la solucion analitica de Coll et al. [Coll 2010a]
en los calculos a orden cero, son muy eficientes y novedosos.

De ahora en adelante llamaremos S-errores de posicionamiento a los que se co-
meten al describir el movimiento de los fotones en el espacio-tiempo de Minkowski
y el de los satélites en el de Schwarzschild. Estos errores se hallan comparando el
posicionamiento que da este modelo, con el que se obtiene al suponer que tanto
satélites como fotones se mueven en el espacio-tiempo de Schwarzschild. Como los
satélites se mueven del mismo modo en ambos modelos, los S-errores son debidos a
la descripcion del movimiento de los fotones, que es mas inadecuada en el espacio-
tiempo Minkowski que en el de Schwarzschild. En el capitulo 4, los S-errores son
presentados, por primera vez, mediante mapas adecuados. Tanto los S-errores como
los U-errores han sido calculados en la misma distribuciéon de puntos, dentro de la
E-esfera definida anteriormente; asi, los dos tipos de errores podran ser facilmente
comparados punto a punto para un cierto nimero de instantes que cubra un periodo
del movimiento de los satélites. Mientras que los U-errores dependen de la amplitud
de las desviaciones con respecto a la lineas de universo nominales de los satélites,
siendo practicamente independientes de como se mueven los fotones, los S-errores
son debidos al efecto lente en el campo gravitatorio de la Tierra, y son casi inde-
pendientes de la citada amplitud; por tanto, el error total de posicionamiento de un
usuario se calculard como la suma de los U-errores y los S-errores.

En los mapas de S-errores, se podra apreciar que estos toman valores de unos
pocos centimetros para algunos usuarios localizados sobre la superficie de la Tierra;
mientras que llegan a ser de unos pocos metros para ciertos usuarios localizados lejos
de Tierra, aunque en el interior de la E-esfera. Nuestros mapas de los S-errores son
una herramienta practica, ya que pueden ser usados para establecer comparaciones
con los U-errores correspondientes a desviaciones realistas con respecto a las lineas
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nominales de los satélites; asi, podriamos saber, si para las desviaciones consideradas,
podemos suponer que los fotones se mueven en el espacio-tiempo de Minkowski, o
si hay que tener en cuenta el campo gravitatorio de la Tierra. Por supuesto, todo
depende también de la precision que necesitemos en el posicionamiento, que no es la
misma para el posicionamiento de un barco sobre la Tierra, que para la navegacion
espacial auténoma de un satélite lejos de la Tierra.

En los estudios numéricos de los capitulos 2 y 3, que fueron publicados en
[Puchades 2012|, [Puchades 2014] y [Saez 2013|, se puede utilizar la aproximacion
descrita en la seccion 1.11, en la que los fotones se mueven en el espacio-tiempo
de Minkowski. Ello es debido a que la distribucién de usuarios con problemas de
bifurcacion (capitulo 2) y la distribucion de U-errores (capitulo 3) apenas se ven
afectadas por la presencia de un campo gravitatorio tan pequeno como el que hay
dentro de la E-esfera. En general, si demostramos que, en un cierto SPR, los S-errores
son suficientemente pequenos frente a los U-errores en alguna zona de la E-esfera, la
aproximacion anterior puede ser usada —en esa situacion— dentro de dicha zona.

1.14. Representaciones basadas en la pixelizacién
HEALPIx

Para representar los resultados que obtenemos en las simulaciones numéricas de
tipo 4D que hemos realizado, hemos de considerar secciones de la regiéon 4D que
estemos estudiando. Si se trata de la llamada co-region (seccion 1.5), tomaremos
4 = cte, mientras que en el caso de la region de emision, las
secciones seran del tipo 2% =t = cte. Pero incluso en estas secciones tridimensiona-

secciones de la forma 7

les 3D, cualquier representaciéon involucra cuatro cantidades, tres coordenadas y la
variable que hemos calculado numéricamente y que queremos representar. Tampoco
en este caso podemos hacer dibujos adecuados sin usar el color como una dimension.
Para hacer esto y resolver nuestro problema, siempre representamos variables apro-
piadas, que son funciones escalares de la direccién cuando se toma como origen el
punto E, el centro de la Tierra O, o cualquier punto apropiado. Entonces, procede-
mos de la siguiente manera: consideramos muchas direcciones correspondientes a una
pixelizacion HEALPIx de la esfera —que vamos a describir a continuacion— y cada
pixel lo pintamos del color que le corresponde al valor de la variable en la direccion
que apunta hacia su centro. Hay un paquete HEALPIx que nos permite hacer una
proyeccion Mollweide de la esfera pixelizada, pintando cada pixel con el color que
le corresponde dentro de una escala de colores que podemos elegir. A lo largo de la
tesis vamos a mostrar muchos ejemplos de este procedimiento, que esta inspirado en
la forma habitual de representar los mapas de temperaturas del fondo césmico de
microondas [Bennett 2013], siendo la temperatura una variable escalar que depende
de la direccion de observacion.

El paquete HEALPIx fue elaborado por [Gorski 1999]. HEALPIx son siglas pro-
cedentes del inglés (hierarchical equal area isolatitude pizelisation), que designan una
pixelizacion jerarquica de la esfera celeste, en la que todos los pixeles tienen la misma
area y aquellos pixeles que tienen la misma latitud presentan la misma forma. Esta
disenada para sustentar eficientemente:
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operaciones de localizacion de los pixeles

el uso de la estructura jerarquica para cambiar de resolucion

El paquete HEALPIx contiene subrutinas IDL y Fortran 90 optimizadas.
La pixelizacion HEALPIx cumple los siguientes requisitos:

Estructura jerdrquica

Se reconoce ésta como esencial para bases de datos muy extensas. La figura
1.2 muestra una particién jerérquica, con estructura de arbol cuadrilateral,
en la que los pixeles se numeran facilmente en base binaria. Al aumentar la
resolucion, se subdivide cada pixel en cuatro pixeles hijos (ver figura 1.2). Cada
uno de estos pixeles hijos hereda todos los bits del pixel padre y se distinguen
entre ellos por dos nuevos bits situados a la derecha que son siempre 00, 01, 10,
11. En la resolucién mas baja se divide la esfera celeste en 12 parches, que luego
se van subdividiendo jerarquicamente de acuerdo con lo anterior. En realidad
se trata de 12 parches, con cuatro lados curvilineos, que cubren toda la esfera
celeste.

Areas iguales para todos los pizeles

Si las areas de los pixeles son todas iguales, estos no pueden tener todos la
misma forma, tal y como se puede apreciar en las figuras de 1.4, 1.5 y 1.3. Los
pixeles son més alargados en las zonas polares.

Distribucion en iso-latitud
Existen conjuntos de pixeles con idéntica forma cubriendo los paralelos de la
esfera celeste.

Una distribuciéon de pixeles con las propiedades anteriores puede verse repre-
sentada en la figura 1.3. Con este tipo de pixelizacion es facil buscar un pixel de
coordenadas conocidas.

15 |13 |7 5
5 . 11115] 11015 01115] 01014
11y 01, 14 |12 | 6 4
mayor | 11105 11002| 01105| 0100,
resolu— 11 9 3 1
5 0 cion 11011, 10015 00115] 0001,
10, 00 10 | 8 2 0
10105| 10005 00105| 00005

Figura 1.2: Estructura de arbol jerarquica cuadrilateral. A la izquierda se muestra
un parche pixelizado groseramente, que consta de cuatro pixeles numerados en base
binaria. En la parte derecha se aumenta la resolucién de este parche, de modo que

cada pixel se subdivide en cuatro pixeles hijos.



Capitulo 1. Introducciéon General a los Sistemas de Posicionamiento
22 Relativista

£ 0.,,
R

Figura 1.3: Proyeccion ortografica de la particion HEALPIx de la esfera. En el panel
superior izquierdo, la zona gris claro muestra uno de las ocho (cuatro Norte y cuatro
Sur) grandes pixeles polares usados en la pixelizacion de minima resolucion, mientras
que la gris oscuro exhibe uno de los cuatro pixeles restantes situados en la region
ecuatorial (para la misma resolucion). Los paneles superior derecho (Ngige = 2),
inferior derecho (Ng;q. = 4) e inferior izquierdo (Ngqe = 8) son tres subdivisiones
jerarquicas sucesivas de los pixeles de minima resolucion (Ngqe = 1). En estos tres
casos, el niimero total de pixeles es Ny, = 12x N2, = 48,192, 768, respectivamente.
Los centros de los pixeles se sitian en Ny, = 4 X Ngqe — 1 anillos de latitud
constante. En el interior de cada panel, las areas de todos los pixeles son idénticas.
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Los 12 grandes pixeles que definen la resolucién més baja estan distribuidos en
tres anillos alrededor de los Polos y del Ecuador de la forma que puede apreciarse
en la esfera superior izquierda de la figura 1.3.

El niimero de pixeles es 12 x N, sQidev donde el parametro libre Ng;q. toma valores

naturales pares e indica la resoluciéon de la rejilla. Para Ngg. = 1 estamos en el
nivel més bajo de resoluciéon y cada vez que dividimos los pixeles en cuatro partes, el
parametro Ng;q. viene multiplicado por 2; de esta forma, el nimero de pixeles total
viene dado por Ny, =12 x N2, =12,48,192, 768.
En nuestros estudios de la region de emision, hemos elegimos Ng;qe = 16, lo que
equivale a considerar 3072 pixeles; mientras que usamos Ng;q. = 32 (12288 pixeles)
en el caso de la co-region. El area angular de cada pixel es ~ 13.43 x 13.43 grados®
para Nyq. = 16, mientras que vale ~ 3.36 x 3.36 grados® si Nyiqe = 32. Por tanto,
dicha area es muy proxima a 64 (16) veces el area angular media de la Luna llena
para Ngjge = 16 (Ngige = 32).

Hay un total de 4 x Ng;4. — 1 anillos (paralelos) sobre toda la esfera celeste.
Los centros de los pixeles estan situados equidistantemente sobre estos anillos. Se
distinguen tres zonas sobre el cielo: una ecuatorial y dos polares. La zona ecuatorial
es la region limitada por los dos paralelos que pasan por los vértices superiores e
inferiores de aquellos pixeles de la base de minima resolucién que tienen su centro
en el Ecuador (ver figura 1.3). Esta zona separa las dos zonas polares. Los anillos
situados en la zona ecuatorial, se dividen en el mismo nimero de pixeles: Ng; =
4 X Ng;qe- El resto de anillos, localizados en las zonas polares, contienen un niimero
de pixeles variado, que crece de anillo en anillo conforme aumenta la distancia a los
Polos.

En la region ecuatorial la ecuacion de las curvas que definen las fronteras de los
pixeles es: cos ) = a + bg, mientras que en los casquetes polares es: cos) = a + b/¢?.

Las propiedades geométricas que caracterizan a HEALPIx nos permiten numerar
los pixeles de dos formas diferentes, tal y como se ilustra en las figuras 1.4 y 1.5.
Los dos esquemas de numeracion admitidos por HEALPIx son llamados: RING y
NESTED. Ambos esquemas transforman la distribucion bidimensional (2D) de ele-
mentos discretos de area (pixeles) sobre la esfera, en una distribuciéon unidimensional,
lo que es esencial para calculos que involucran conjuntos de datos con un niimero de
pixeles total muy grande.

Se elegira el sistema de numeraciéon mas conveniente dependiendo del tipo de pro-
blema numérico a resolver.

Los esquemas de numeracion para pixeles son:

= El esquema RING, en el que se numeran los pixeles de forma creciente, desde
el Polo Norte hasta el Polo Sur a lo largo de cada anillo (iso-latitud).

= El esquema NESTED, en el que los pixeles se numeran en cada una de las
12 estructuras de arbol mencionadas previamente. Antes hemos asignado un
nimero en base 2 a cada uno de los pixeles (ver figura 1.2) y el nimero NESTED
del pixel es el que resulta al escribirlo en base 10.

Nosotros usamos la numeracion RING para todas las figuras.
Finalmente, visualizamos la esfera pixelizada usando la proyeccion Mollweide, en
la cual se divide la esfera en dos partes: el hemisferio frontal es proyectado en la parte
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Figura 1.4: Proyeccion cilindrica de la division HEALPIx de una esfera en el esquema
RING, con Ngige = 2 (Ngige = 4) en el panel superior (inferior). Ambas figuras
muestran que el nimero del pixel aumenta desde el Polo Norte hasta el Polo Sur, a
través de anillos consecutivos.
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Figura 1.5: Proyeccion cilindrica de la division HEALPIx de una esfera en el esquema
NESTED, con Ngjge = 2 (Ngige = 4) en el panel superior (inferior). En las dos
figuras, el namero del pixel crece en subdivisiones jerarquicas consecutivas sobre
una estructura de arbol, generada a partir de los 12 pixeles correspondientes a la
resolucion minima.
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central de la figura y el hemisferio opuesto es representado en las partes laterales.
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1.15. Consideraciones generales

Basicamente, en esta Tesis vamos a estudiar la bifurcacion y ciertos errores que
aparecen en un SPR: los U-errores y los S-errores. Todo ello se estudiard en una
extensa region alrededor de la Tierra, para constelaciones de satélites como las de
GPS y GALILEO. Este estudio bésico, pero detallado y suficientemente realista, sera
el punto de partida para desarrollar un amplio programa de posibles aplicaciones de
los SPR a la navegacién espacial, asi como a la medida de campos gravitatorios
(gravimetria).

Partimos de resultados y métodos previos, pero unos los confirmamos o expli-
camos, y otros los mejoramos y los aplicamos convenientemente. Entre este tipo de
resultados y métodos destaquemos:

= La solucién analitica de Coll et al. descrita en la seccion 1.8

= Las ideas previas sobre la estructura de la region y la co-region sacadas del
estudio de modelos poco realistas (ver la seccion 1.6)

= Los métodos para abordar el problema del posicionamiento en el espacio-tiempo
de Schwarzschild (ver la seccion 1.13)

= Los resultados de Langley sobre los errores asociados a la geometria del sistema
satélites-usuario (ver la seccion 1.12)

= Métodos graficos utilizados en otros contextos como la pixelizacion HEALPIx
y la proyeccion Mollweide.

A lo largo de esta Tesis se ira viendo el uso que se hace de estos elementos, y los
resultados nuevos que de esta forma se obtienen.

So6lo vamos a utilizar dos modelos de SPR, que podemos describir brevemente
del siguiente modo:

= en el modelo 1, las lineas de universo de los satélites son geodésicas temporales
en el espacio-tiempo de Schwarzschild (ET-S), y los fotones siguen geodésicas
nulas en el espacio-tiempo de Minkowski (ET-M), asintotico (r — o) a la
geometria de Schwarzschild

= en el modelo 2, tanto los satélites como los fotones se mueven en el ET-S
que describe el campo gravitatorio, externo, de una Tierra ideal estética y
esféricamente simétrica.

En este trabajo no necesitamos modelos méas complicados que tengan en cuenta
la rotacion de la Tierra, su pequeno cuadrupolo, y otros elementos perturbativos de
caricter gravitatorio. El estudio de estos modelos quedaré como un problema abierto
(ver [Cadez 2005]; [Bini 2008|; [Teyssandier 2008]; [Cadez 2010]; [Bunandar 2011];
[Delva 2011a]). Sencillamente, el modelo 1 es aplicado para estudiar la bifurcacion
y los U-errores, como un método que parece suficientemente preciso y, entonces, el
modelo 2 es usado para valorar la validez del modelo 1 mediante la estimacién de
los llamados S-errores.
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Todo lo realizado ha sido conseguido con c6digos numéricos disenados para desa-
rrollar esta Tesis. Segun verificamos en su dia, algunos célculos requieren alta preci-
sion, por lo que los codigos utilizan multiple precision; asi, podemos decidir cuantas
cifras significativas necesitamos en cada caso.

En ningtin momento trataremos de describir perturbaciones no gravitatorias del
SPR; es decir, aquellas debidas a la precision limitada de los relojes, a la presion de
la radiacién y del viento solar, a la interacciéon de las senales electromagnéticas con la
atmosfera, y otras perturbaciones. No se trata de efectos que requieran un tratamien-
to relativista y pensamos que son bien tratados en los GNSS clasicos. Nuestro punto
de vista es que las propiedades de algunos de estos efectos deben ser utilizadas para
modelizar adecuadamente las desviaciones de los satélites con respecto a sus lineas
de universo nominales, y calcular bien los U-errores; mientras que los efectos que
acttian directamente sobre las senales electromagnéticas emitidas por los satélites,
o son gravitatorios y, entonces, deben ser tratados como S-errores con una métrica
adecuada, o son efectos —de interaccion con la atmosfera— que pueden ser corregidos
como en los GNSS estandar, y que no existen cuando el usuario es un satélite que se
mueve fuera de la atmosfera (navegacion espacial).

Los GNSS han sido disenados para que desde cualquier punto de la Tierra -o
sus alrededores- siempre se puedan detectar las senales emitidas por cuatro o mas
satélites de la constelacion. La situacion mejora, mas lejos de la Tierra, ya que
esta, se verd con menor tamano angular, y ocultard menos satélites. Como este
problema de cobertura ha sido ampliamente estudiado, siempre que tenga sentido,
no tendremos en cuenta las ocultaciones de los cuatro satélites elegidos producidas
por la Tierra. Esto se puede hacer si estamos estudiando la distribuciéon de usuarios
con bifurcacion, para ver la estructura de la region y la co-region (capitulo 2), y
también para presentar la distribucion espacial de U-errores y sus propiedades. A
posteriori, se pueden excluir las zonas de invisibilidad (desde las que no se ve alguno
de los cuatro satélites seleccionados) de los mapas presentados en estos capitulos.
La representacion de estas zonas es considerada, en el capitulo 4, para algunas de
las distribuciones de satélites y usuarios estudiadas en los capitulos anteriores. En el
caso de los S-errores, si nos olvidamos de las ocultaciones, las geodésicas nulas de los
satélites ocultos pasarian por dentro de la Tierra, donde la métrica de Schwarzschild
no es valida y, ademas, algunas de ellas pasarian cerca del centro de la Tierra donde el
término GMg /r seria muy grande, por lo que estarfamos calculando falsos S-errores
muy grandes. No ocurre algo parecido en el caso de los U-errores, de ahi la forma en
la que hemos procedido, olvidando las ocultaciones para considerarlas a posteriori.

1.16. Algunos criterios de notacién seguidos en toda
la Tesis

LLamaremos G, Mg, Rg, t y T a la constante de gravitacion, la masa de la Tierra,
el radio de la Tierra, el tiempo coordenado y el tiempo propio, respectivamente.
Denotaremos 7,5 a las componentes covariantes del tensor métrico de Minkowski.
Nuestra signatura es (+, +, +, —).

En los codigos y en las formulas se usan las unidades siguientes:
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= Elegimos las unidades de modo que el médulo de la velocidad de la luz sea
c=1.

= La unidad de distancia es el kilometro, y por tanto, la unidad de tiempo es
1
3x10° °

El punto central E, que hemos elegido sobre la superficie de la Tierra, tiene las
siguientes coordenadas esféricas: r = rqg, § = 60° y ¢ = 30°.

A lo largo de la tesis, denominaremos E-esfera, a la esfera centrada en el punto E
y cuyo radio es 10° km. En el interior de ella situaremos usuarios. Para un usuario
dado, los resultados del posicionamiento no dependen del punto E fijado, por tanto,
las coordenadas de E podrian ser elegidas de cualquier otra forma.
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2.1. Introduccion

Hemos realizado un estudio numérico detallado de la estructura de la region de
emision y de la co-region. Se ha hecho para varios grupos de cuatro satélites perte-
necientes a las constelaciones de GPS o GALILEO. Los resultados son presentados
en esta seccion. Estas regiones fueron definidas en [Coll 2010a] (ver seccion 1.5).
Haremos énfasis en la distribucion de usuarios con posicionamiento simple y doble
(bifurcacion). Para alcanzar estos objetivos podemos suponer que las senales electro-
magnéticas se propagan —desde los satélites hasta los usuarios— en el espacio-tiempo
de Minkowski; es decir, podemos utilizar el modelo 1 de la seccién 1.15.

Los codigos numeéricos TX y XT que hemos disenado, basados en las transfor-
maciones entre las coordenadas inerciales y las de emision en el espacio-tiempo de
Minkowski, ya han sido descritos en las secciones 1.8 y 1.10.

Tanto la regiéon de emisién como la co-regiéon asociada son espacios de cuatro
dimensiones (4D) y, por tanto, la descripcion gréfica de estas regiones requiere el
estudio de un conjunto de secciones 3D adecuadas. En el caso de la region de emision
(co-region), la ecuacion de las secciones 3D es z = constante (74 = constante).

En el estudio realizado en este capitulo, no se tiene en cuenta que la Tierra oculta
satélites a los usuarios; es decir, se trabaja como si la Tierra fuera transparente. Por
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tanto, las regiones de emision y co-regiones que describiremos -para cuatro satélites
dados- involucran usuarios que estédn en lo que llamaremos zonas de invisibilidad,
desde las cuales, no se pueden ver los cuatro satélites a la vez; de donde se deduce
que los usuarios que estan en estas zonas no tienen suficiente informacién para hallar
su posicién. Para alcanzar los objetivos de esta seccién es preferible no considerar
las ocultaciones de satélites, ya que a posteriori siempre se pueden determinar las
zonas de invisibilidad para excluirlas. Estas zonas son independientes del problema
que estemos considerando y seran estudiadas en el capitulo 4 para algunas 4-tuplas
de satélites.

2.2. Estructura de la regién de emisiéon

En el espacio-tiempo de Minkowski, cualquier punto, cuyas coordenadas de emi-
sion (ver seccion 1.10) satisfagan la relacion 74 > T{?l para los cuatro satélites,
pertenece a la region de emision, siendo 7‘{2 el tiempo propio en el que el satélite
A comenzo6 a emitir. Senales procedentes de los cuatro satélites alcanzaran cual-
quier posicién espacial (2!, 22, 2%) en cualquier instante posterior a aquel en el que
la alcanzaron por primera vez, lo que es equivalente a decir que, a partir de cierto
instante inicial, que depende del observador, éste podra ver los cuatro satélites (no se
tienen en cuenta posibles ocultaciones). Cuanto mayor es la distancia entre el punto
(21,22, 2%) donde esté el usuario y la zona donde se encuentran los satélites, mas
tiempo tardan las senales en llegar, y menores son los tiempos propios de emision
recibidos en un cierto tiempo coordenado z*.

Como expusimos en el capitulo anterior, en la regiéon de emisién hay dos tipos
de eventos de recepcion (usuarios a localizar). El primer tipo se caracteriza por la
condicién x? < 0y, en este caso, sélo existe una soluciéon de posicionamiento; sin
embargo, para el segundo tipo, se satisface la desigualdad 2 > 0 y, en tal caso, hay
un par de usuarios distintos asociados a las mismas coordenadas de emision, o lo
que es lo mismo, hay posicionamiento doble (bifurcacion). En este ultimo caso, hace
falta algtn criterio adicional para elegir la verdadera posicion (ver seccion 1.8). Uno
de los propositos de esta seccion es hallar la distribucién de usuarios con simple y
doble posicionamiento dentro de la E-esfera.

2.2.1. Meétodo disenado para estudiar la regiéon de emision

Debemos estudiar la distribucion de los valores de x2 en el interior de la E-esfera,
que es parte de la regién de emision; para ello utilizamos el siguiente procedimiento
(ver figura 2.1):

= (i) Seleccionamos una posicion E, de coordenadas cartesianas (2!, 22, 22) sobre

la superficie terrestre. Esta posicion es totalmente arbitraria y es la misma en
todos los calculos de esta Tesis. Sus coordenadas esféricas fueron fijadas en la
seccion 1.15. El punto E junto con un tiempo coordenado tg, que caracteriza
una seccion 3D de la region de emision, definen un evento central.

= (ii) Consideramos varias secciones 3D (tr = constante). En cada una de ellas,
todos los usuarios tienen el mismo tiempo coordenado cuando reciben, simul-
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taneamente, las senales de los cuatro satélites elegidos para el posicionamiento.
El tiempo tr es arbitrario, pero debe ser unos pocos segundos mayor que el
tiempo inicial en el que el sistema GNSS comienza a operar. De esta forma, la
senal emitida por los satélites tiene tiempo para llegar hasta los usuarios.

= (iii) 3072 direcciones HEALPIx (ver seccion 1.14) definen segmentos, que par-
tiendo de E, recubren la seccion 3D. En estos segmentos, la distancia, L, al
punto E varia desde L = 0 hasta L = L4, = 10° km y, por lo tanto, todos
ellos estan dentro de la E-esfera (una parte de la region de emision).

= (iv) A lo largo de cada direccion (segmento) situamos Ny puntos uniformemente
distribuidos con 0 < L < Ly4., de modo que la distancia entre dos puntos
consecutivos sea de 100 km. Las coordenadas espaciales de uno de estos puntos,
junto al tiempo fijo tr que caracteriza la secciéon 3D, definen un posible evento
de recepcion (usuario).

= (v) Hemos considerado varios conjuntos diferentes de cuatro satélites, aunque
en este capitulo, s6lo presentamos los resultados correspondientes a la 4-tupla
formada por los satélites 2, 5, 20 y 23 de la constelacion de GALILEO; donde
satélites consecutivos han sido numerados de 1 a 9, de 10 a 18 y de 19 a 27 en
el primer, segundo y tercer plano orbital, respectivamente.

= (vi) tanto para GPS como para GALILEO, hemos estudiado un conjunto de
tiempos coordenados t g que cubren un periodo orbital completo de los satélites
correspondientes.

= (vii) Para cada 4-tupla de satélites y cada seccion 3D, calculamos el valor de
x? para todos los usuarios que hemos distribuido en el interior de la E-esfera.
Para hacer esto, las coordenadas de emisién de cada usuario son calculadas, a
partir de las coordenadas inerciales (z®) (ver la seccion 1.10), usando el codigo-
XT basado en el algoritmo de Newton-Raphson. Las coordenadas de emisiéon
resultantes en cada caso, que son tiempos propios de emisién, nos permiten
calcular las posiciones de los satélites cuando emitieron las senales detectadas
por el usuario. Para ello se usan las ecuaciones de las lineas de universo de los
satélites. Finalmente, estas posiciones nos permiten calcular la cantidad y?,
que es una de las salidas del codigo TX (ver seccion 1.10).

= (viii) Una vez calculadas las cantidades x? a lo largo de todas las direcciones
HEALPIx (segmentos), buscamos los ceros de x? en cada una de ellas, ya que
estos ceros separan subsegmentos de posicionamiento simple (xy* < 0) de los
vecinos de posicionamiento doble (x? > 0). De los resultados obtenidos en
todas las direcciones se deduce facilmente la forma y la situacion de las zonas
de posicionamiento simple y doble en las secciones 3D dentro de la E-esfera.
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Figura 2.1: Croquis de una seccion 3D (tg = constante) de la region de emision. El
punto E es un centro arbitrario. Su distancia al origen O es el radio de la Tierra
(rg = Rg). L es la distancia desde E hasta otro punto de la seccion. 3072 segmentos
que parten de E y que tienen diferentes direcciones cubren parte de la seccién 3D.
Todos los segmentos llegan hasta L = L. = 10° km; es decir, estan dentro de la
E-esfera. Nos interesa conocer los ceros de x2 en cada direcciéon porque separan zonas
con x? < 0 (posicionamiento simple) de zonas contiguas donde x? > 0 (bifurcacion).
En el punto E se satisface la relacion x2 < 0.
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2.2.2. Estructura de la regién de emision: resultados numéri-
cos

De nuestro anéalisis de muchos segmentos HEALPIx, realizado para diferentes
4-tuplas y secciones 3D, se deduce que para la inmensa mayoria de las direcciones,
hallamos una de las dos situaciones siguientes:

» la cantidad x? es negativa desde el punto E (L = 0) hasta un punto L = LS)

en el que se anula, y desde L = LS) hasta Liae, X2 es positiva; es decir, sélo
existe un cero de y2.

s La relacién x2 < 0 es satisfecha desde L=0 hasta L4, lo que significa que x?
no se anula dentro de la E-esfera en la direcciéon considerada, aunque todavia
podria anularse fuera.

Finalmente, para escasas direcciones, x> se anula varias veces dentro del mismo
segmento 0 < L < L. Entonces, x? serd negativo desde E hasta la primera
anulacion para L = LS) (posicionamiento simple), positivo desde la primera hasta
las segunda anulacion, que ocurre para L = Lgf) (bifurcacion), negativo entre la
segunda y la tercera anulacion (posicionamiento simple), y asi sucesivamente (ver el
croquis de la figura 2.1).

La distancia L§}) desde E hasta el punto en el que x? se anula por primera
vez depende de la direcciéon elegida; por tanto, esta cantidad puede representarse
utilizando la pixelizacion HEALPIx (ver la seccion 1.14) y una barra de colores
apropiada, de modo que cada pixel tenga un color que nos indique el valor de LS) en
la direccion que apunta hacia su centro. Finalmente, la proyeccion Mollweide puede
utilizarse para ver toda la esfera en una tnica figura. De la misma forma se puede
representar la distancia Lgf) desde E hasta el punto en el que se produce la segunda
anulacion de x2, o la diferencia Lgf) — L§}), y en general, se puede representar la
distancia ng) correspondiente a la i-ésima anulacion de x2, o la diferencia ng) —
LY.

La representacion de la distancia L&l) nos describe una superficie de ecuacion L =
LS) sobre la que x? se anula. Evidentemente, esta superficie no depende de nuestra
eleccion del punto E, ya que la anulacién de x? ocurre con independencia del punto
E, que so6lo es elegido como centro de una distribucién de puntos dentro de la region
de emision. La citada superficie separa una zona interna de posicionamiento simple
(x? < 0), que contiene el punto E, de una zona externa contigua con bifurcacion
(x? > 0), que esta situada al otro lado de la superficie, que desde ahora serd llamada
primera superficie de separacion Sy

Si en unas pocas direcciones hay dos ceros, se puede definir y representar la segun-
da superficie de separacion So, que separard una zona interna de bifurcacion, situada
en el mismo lado que E (externa a S;), de otra contigua externa de posicionamiento
simple. Con tres ceros se puede definir la tercera superficie de separacion Ss, y asi
sucesivamente. Es obvio, que x? se anula sobre cualquier superficie de separacion,
y que dichas superficies separan zonas de bifurcacién de zonas de posicionamiento
simple. Estos dos tipos de posicionamiento se van alternando a partir de la zona mas
interna, que contiene el punto E y es de posicionamiento simple.
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Si estamos representando S, pintamos de color granate todos aquellos pixeles
correspondientes a direcciones sobre las que x? no se anula, y en el resto de los pixeles
utilizamos la escala de colores para representar el valor de LS). Anélogamente, al
representar Sa, coloreamos de gris todos aquellos pixeles asociados a direcciones sobre
las que la cantidad y? no se anula dos veces, mientras que usamos la escala de colores
para representar L§<2) — L;l) en el resto de los pixeles, y asi sucesivamente, de modo
que en la representacion de S; (a excepcion de S), seran grises todos los pixeles en
cuyos segmentos asociados, la cantidad y? se anule como méaximo i — 1 veces, y seran
coloreados el resto de los pixeles en los que se muestra el valor de Lg: ) _ ng -,

En [Coll 2010a] y [Coll 2012], se dio nombre a las diferentes partes de la region de
emision, segiin el valor de x? (ver también la seccion 1.6); Cs (Cy) es la zona donde
X2 <0 (x? >0),y C; es el lugar geométrico de los puntos donde x? se anula. De
acuerdo con esto, podemos afirmar lo siguiente:

= la interseccion de C; con la seccion z* = tx es la unién de todas las superficies
de separaciéon que aparezcan en la seccion.

= la interseccion de Cy con la hipersuperficie 2* = tg, es la unién de la zona
central que contiene a E y estd limitada por S, y las regiones que quedan
entre Sy y S3, S4 vy S5, etcétera.

= la interseccién de C; con la hipersuperficie 2* = tg, es la unién de las zonas
que quedan entre Sy y So, Ss y S4, y asi sucesivamente.

La figura 2.2 muestra las superficies de separacion S correspondientes a la 4-tupla
de satélites 2, 5, 20 y 23 de la constelacion de GALILEO, y a siete valores de tg
(secciones 3D) que cubren un periodo orbital completo de los satélites de GALILEO.
Vistos desde el punto E en el instante ¢t indicado sobre cada panel, las direcciones de
los satélites —cuando emitieron sus senales— apuntan hacia los cuatro pixeles pintados
de gris claro que pueden verse, aislados, en cada mapa. La regién granate corresponde
a aquellas direcciones en las que x? no se anula para L < 10° km, mientras que el
color de los pixeles restantes, en los que x? se anula una primera vez para un cierto
LS) < L4z, depende de la barra de colores que aparece en cada panel, donde los
numeros de la barra son los valores extremos de L§}) dados en kilometros. De esta
figura se deduce facilmente lo siguiente:

= todos los satélites estan incluidos en una region azul de influencia

= en el interior de las zonas azules de influencia, los satélites pueden estar situados
tanto en la parte central como cerca de las regiones granates;

de hecho, la distribucién y las posiciones de las regiones azules -situadas alrededor
de los satélites- dependen de las posiciones relativas de los satélites entre si (en los
tiempos de emision), y también de las posiciones relativas de los satélites con respecto
al usuario (receptor). En otras palabras, dependen de toda la geometria del sistema
usuario-satélites.

Para las direcciones de la region granate de la figura 2.2, hemos calculado las
distancias Lgf ) para Lpax = 4 x 10° km; asi hemos verificado que, para un ntmero
pequeno de pixeles granate, pero localizados cerca de la regiéon no granate, hay una
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Figura 2.2: Todos los paneles son representaciones HEALPIx-Mollweide de la distan-
cia L§}) dada en kilémetros. La 4-tupla de satélites es siempre la 2, 5, 20 y 23 de la
constelacion de GALILEO. Cada panel corresponde a una secciéon z* = tr distinta.
Los valores de ¢ se especifican sobre los paneles.
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primera anulacion de x? para un valor de L§}) que esta comprendido entre 10° km y
4x10% km. Por lo tanto, estos pixeles no estarian en la region granate si dibujaramos
una figura como la 2.2 para L,q. = 4 x 10° km. Cabe comentar que el nuevo valor
Limaz = 4 % 10° km es proximo a la distancia entre la Tierra y la Luna.

Podemos llamar L); a la distancia desde el punto E hasta un usuario que esta
en la luna, y que recibe coordenadas de emisién en un cierto instante tpr; entonces,
si en la direccién del pixel que contiene la luna, no hubiera ninguna anulacién de
x? para una distancia a E L < Ljy, el posicionamiento en la superficie lunar seria
simple; si para el citado pixel hubiera un tnico cero de 2, el posicionamiento seria
doble; para dos ceros seria simple; para tres doble y asi sucesivamente. Sin embargo,
conviene dejar claro que aunque el posicionamiento para distancias muy grandes
entre el usuario y los satélites es posible en teoria, en la practica hay problemas
técnicos tales como senales demasiado débiles o errores de posicionamiento grandes
debido a incertidumbres en las trayectorias de los satélites. Este tipo de errores sera
estudiado en el capitulo 3.

La figura 2.3 (2.4) muestra la distancia -para cada direccion HEALPIx- que separa
el primer (segundo) cero de y? del segundo (tercero). La 4-tupla de satélites y los
siete tiempos tr (secciones) son los mismos que en la figura 2.2. Los pixeles grises
de las figuras 2.3 y 2.4 contienen las direcciones en las que no hay segunda y tercera
anulacién x?2, respectivamente. Los nimeros de la barra son los valores extremos
que toma la distancia representada dada en kilémetros. Analogamente, la figura 2.5
muestra la distancia entre el tercer y el cuarto cero de x? dada en kilémetros. Pero,
de las siete secciones estudiadas en las figuras 2.3-2.4, solo en una (tg = 13 h) han
sido halladas dos direcciones (pixeles), en las que hay un cuarto cero de x?; por eso,
en la figura 2.5, hay dos pixeles coloreados y los demas son grises (no hay un cuarto
cero).

Las figuras 2.2-2.5 nos indican lo siguiente: (i) hay muchas direcciones en las que
x? se anula una vez, (ii) hay pocas direcciones con dos ceros de x?, (iii) las direcciones
con tres ceros son todavia méas escasas, y (iv) de los siete mapas (secciones 3D) que
hemos estudiado, con 3072 direcciones cada una, s6lo para tg = 13 h, hemos hallado
algunas direcciones con cuatro ceros de x? (ver 2.5); por tanto, es muy poco probable
encontrar cuatro anulaciones de x2. De todo esto se deduce que la probabilidad de
encontrar N, ceros decrece con N..

Todo lo anterior nos da una idea precisa de la estructura de la regiéon de emision.
En cada seccion 3D hay zonas alternas de posicionamiento simple y doble, separadas
por superficies en las que x? se anula. La zona central —que contiene el punto E- es
de posicionamiento simple, y conforme nos alejamos de E, las citadas zonas alternas
involucran menos y menos direcciones.

De la figura 2.2 se deduce que, para la 4-tupla de satélites elegida, y para las
siete secciones consideradas, el posicionamiento es simple, para cualquier usuario cu-
ya distancia L al punto E satisfaga la relacion L ~ 12400 km, siendo 12400 km, el
valor més pequeno de LS) que aparece a la izquierda de la barras de colores de los
mapas de la figura. Calculos realizados para satélites GPS y para otras 4-tuplas de
satélites de GALILEO -diferentes de la considerada en la figura 2.2— nos permiten
afirmar (criterio cualitativo) que, en las regiones centrales, los usuarios que distan de
E menos de unos 10000 km tienen posicionamiento simple. La bifurcacién empieza
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Figura 2.3: Representacion anédloga a la de la figura 2.2. Las tnicas diferencias son:
que aqui se representa la distancia entre la primera y segunda anulacién de x?; es
decir Lgf) - L&l), y que son grises todos los pixeles correspondientes a direcciones
sobre las que x? se anula menos de dos veces.
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receiver time=13h receiver time=15h
(a) (b)

receiver time=17h receiver time=19h

2.5e+04 e 2.5€+04 13600 e 59200

(c) (d)
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—1.6e+80 . — 1.62+30
(8)

Figura 2.4: Figura andloga a la 2.3, pero aqui representamos la distancia entre la
segunda y tercera anulacion de x?; es decir, Lgf’) — Lgf), siendo grises todos los pixeles
correspondientes a direcciones sobre las que x? se anula menos de tres veces.
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receiver time=13h

30000 mmm— e 38500

Figura 2.5: Figura analoga a la 2.3, pero representando la distancia Lgf) — L;B) para

la seccién x* = tg = 13 h. Los pixeles grises corresponden a segmentos con menos
de cuatro ceros.

a producirse para distancias mayores que ~ 10000 km. Por supuesto, para cualquier
usuario de la E-esfera, ya hemos descrito un método numeérico para determinar si su
posicionamiento es simple o doble (signo de x?) y, por tanto, en el caso de nuestro
usuario no esté suficientemente cerca del punto E, el tipo de posicionamiento pue-
de ser determinado numéricamente. De acuerdo con todo esto, si posicionamos un
satélite de GALILEO (GPS), visto como usuario, usando cuatro satélites de GPS
(GALILEO), que seran los emisores, debemos esperar tanto intervalos de posiciona-
miento simple como doble sobre la trayectoria del usuario. Ello es debido a que tanto
si el satélite usuario es del sistema GPS como si es de GALILEO, no se encuentra en
la zona central de posicionamiento tinico para una 4-tupla fija de satélites emisores.
Esto serda comprobado numéricamente en la seccion 2.4. Por otra parte, si para cada
punto de la trayectoria del satélite, que juega el papel de usuario, elegimos una 4-
tupla adecuada de satélites emisores, es posible que el posicionamiento se mantenga
siempre simple; resolviendo asi el problema de la bifurcacion sin medir angulos ni
tiempos; simplemente, eligiendo 4-tuplas de emisores en cada momento.

Antes de que se publicara nuestro articulo [Puchades 2012|, se habia estudiado
un caso muy elemental, que permite analizar de forma analitica la estructura de la
region de emision. Se trata del caso de tres emisores estaticos que ocupan los vértices
de un triangulo equilatero. Con estos emisores, podemos posicionar usuarios en un
espacio 3D de tipo Minkowskiano, con dos dimensiones espaciales y una temporal.
En este caso, podemos hacer una representacion de la region de emision que es de
tipo 2D, y que ademas es la misma para toda seccion t = constante (sistema esta-
tico de posicionamiento). El resultado puede verse en la figura 2.6, donde la zona
verde es la region Cy (espacial), la azul es la region C; (temporal) y las lineas rojas
representan la region C; (nula). Finalmente, la region central C¢ es la unién de las
zonas verde y roja. Estas regiones fueron definidas en la secciéon 1.6. Las simetrias
que muestra la figura son debidas, evidentemente, a la simetria de la distribucion
de emisores considerada. Una estructura parecida a la de la figura 2.6, pero menos
simétrica, podria ser hallada, en secciones 2D apropiadas, de las secciones 3D repre-
sentadas en las figuras 2.2-2.5. Vamos a estudiar la estructura de ciertas secciones
2D, que son la interseccion de las secciones 3D con el plano 6 = 7/2 de la pixeli-
zacion HEALPIx. Estas secciones 2D estan dentro de la E-esfera, y contienen todos
los usuarios situados sobre las direcciones (segmentos) HEALPIx del plano ecuato-
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Figura 2.6: Estructura de la region de emision para tres emisores estaticos (circulos
negros) situados en los vértices de un triangulo equilatero.
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rial, cuyos pixeles asociados se representan (color azul) en la figura 2.7. Como ya
disponemos de los valores de x? en los planos § = 7/2 de siete regiones 3D, podemos
hacer figuras en estos planos, cuyos puntos (x,y), tienen las coordenadas cartesianas
x = Lcos¢ e y = Lsing, siendo § = w/2 y ¢ las coordenadas esféricas angulares
asociadas a cada direccion HEALPIx del plano ecuatorial, y L la distancia al punto
E. Podemos representar los puntos en los que x? se anula por primera vez a lo largo
de cada direcciéon del plano ecuatorial; es decir, podemos representar los puntos del
plano ecuatorial cuyas distancias al punto E son valores de L&l) . No se representan
ceros de x? mas alejados de E, aunque correspondan a usuarios situados en el plano
0 = w/2; dicho de otra forma, no se representan los puntos ng ), anteriormente defi-
nidos, para ¢ > 1. Esto es debido a que hay pocos de estos puntos en las secciones
3D que hemos estudiado y ninguno o poquisimos en los planos ecuatoriales (ver las
figuras 2.3-2.5 teniendo en cuenta la 2.7). Se observa ademas, que la distribucion de
los puntos correspondientes a i = 2, que estan en el plano ecuatorial es muy irregular
en las siete secciones 3D de la figura 2.3, por tanto no parece practico considerar
los ceros de x? -en los planos ecuatoriales- para i > 1, ya que no esperamos hallar
caracteristicas generales de la distribucién de estos puntos en secciones 2D.

Figura 2.7: Direcciones HEALPIx pertenecientes al plano ecuatorial.

En la figura 2.8 (2.9) representamos los planos ecuatoriales de las cuatro secciones
3D correspondientes a tp = 13h, 15h, 17Thy 19k (tg = 21h, 23h y 25h). Como vemos
en estas figuras, la resolucion HEALPIx Ng;q. = 16 (3072 pixeles) es suficiente para
nuestros fines, ya que las lineas de rombos (puntos con x?> = 0 e i = 1) aparecen
bien definidas; no obstante, para resoluciones superiores, los rombos que cubren
las cuatro lineas discontinuas estarian méas proximos entre si, y las curvas que los
contienen quedarian mejor definidas.
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Figura 2.8: Secciones ecuatoriales 2D de algunas secciones z* = tx de la region de
emision. El tiempo ¢ se especifica debajo de cada mapa. Las coordenadas (z,y) de
los puntos -con x? = 0- representados en los mapas vienen dadas en km. La 4-tupla
de satélites y los tiempos ¢tz han sido ya considerados en las figuras 2.2-2.5
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Figura 2.9: Representacion idéntica a la de la figura 2.8, para tres nuevos valores de
tr también considerados en las figuras 2.2-2.5.
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Se observa una clara analogia entre la estructura de la region 2D de la figura
2.6 (ver [Coll 2012]), y las estructuras de las siete regiones 2D representadas en las
figuras 2.8 y 2.9; sin embargo, también hay diferencias. La analogia se basa en que,
en ambos casos, observamos:

= unas lineas de rombos que juegan el papel de las lineas rojas de la figura 2.6.
Ambeas lineas corresponden a ceros de 2

= una zona con x2 < 0 de posicionamiento simple, analoga a la regién Cy, que
tiene color verde en la figura 2.6

= una zona con x? > 0 con bifurcacién, similar a la regién Cy, cuyo color en la
figura 2.6 es azul.

Mientras que las principales diferencias son las siguientes:

= en muchos paneles de las figuras 2.8 y 2.9 existen cuatro lineas debido a que el
posicionamiento es efectuado con cuatro satélites-emisores; mientras que en la
figura 2.6 no hay mas que tres.

= las lineas y regiones de las secciones ecuatoriales que hemos incluido en las
figuras 2.8 y 2.9, no estan distribuidas de una forma tan simétrica como en
la figura 2.6, lo que era de esperar dada la asimetria de las configuraciones
usuarios-satélites.

= La estructura de la region de emision de la figura 2.6 es la misma para cual-
quier tp (emisores estaticos), mientras que, en las figuras 2.8 y 2.9 se observa
una fuerte dependencia de la estructura de la seccion 2D con el valor de tp
(distribucion dinamica de satélites de la constelacion de GALILEO).

2.3. Estructura de la co-region

En esta seccion, elegimos la misma 4-tupla de satélites (2, 5, 20 y 23 de GALILEO)
y los mismos (siete) tiempos de recepcion tr que en la seccion anterior. Conviene
recordar que estos siete tiempos cubren uniformemente un periodo orbital completo
de los satélites de GALILEO.

El procedimiento que utilizamos para estudiar la co-region, basado en la definicion
y estudio de ciertas secciones 3D, es el siguiente:

= tomamos uno de los siete usuarios centrales (x!, 22, 23 tg) considerados en
el estudio de la regiéon de emision (ver la seccion 2.2) y, con el método de
Newton-Raphson, calculamos sus coordenadas de emision (71, 72,73, 74); por

construccion, este punto de la co-regiéon tiene x? < 0 y, por tanto, posiciona-
miento simple.

= en cada uno de los siete casos, que viene fijado por el valor de tr, ya que

las coordenadas (xl,22,x3) son siempre idénticas, estudiamos la secciéon 3D
de ecuacion 7 = 72 = 7 que pasa por el punto (7}, 72, 72,7z). Un punto

cualquiera de esta seccion tiene coordenadas (71,72, 73, 7R).
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L 72,73) de cada seccion 3D es utilizado, como centro, para definir

direcciones y establecer una pixelizacion HEALPIx en la secciéon. En el caso de
la co-region, tomamos Ng;q. = 32y, por tanto (ver seccion 1.14), el ntimero de
pixeles (direcciones) es 12288.

» El punto (71,72, 7,

= con cada direccion HEALPIx podemos definir una semi-recta que parte del

punto central (7},72,72); sobre ella, utilizaremos el parametro A = [(71 —

y e

TH2 4+ (12 =722 4 (13 — 72)?]Y/2, que es la distancia desde (71,72, 73) hasta
el centro de la pixelizacion. Este pardmetro tiene dimensiones de tiempo y, en

las graficas, sera dado en segundos.

= finalmente, a lo largo de cada semi-recta, distribuimos uniformemente un nu-
mero adecuado de puntos Ny, v calculamos x? en cada uno de ellos; de esta
forma sabemos el tipo de posicionamiento (simple o doble) en estos puntos, y
podemos averiguar como estan distribuidos en cada semi-recta y, consecuente-
mente, en la secciéon 3D.

Dado que calculamos 2, a partir de las coordenadas de emisién de cada uno de
los puntos que hemos distribuido en cada seccién 3D, el método de Newton-Raphson
solo se usa una vez, en cada una de estas secciones, para obtener (71,72, 73,72) a
partir de las coordenadas inerciales del usuario central (zl,22%, 23,tr). Esto hace,
que el estudio de la co-regiéon sea bastante mas rapido que el de la regiéon de emision,
yva que en el segundo caso, el método de Newton-Raphson ha de ser utilizado en
cada uno de los muchos puntos que cubre la E-esfera, y esto hace que el tiempo de
célculo se dispare; por eso, en el estudio de la co-region hemos podido utilizar mas
direcciones (mayor resolucion angular).

Primero, tomando muchos puntos sobre cada direccion HEALPIx (semi-recta),
hemos comprobado, numéricamente, si se cumplen las condiciones de emision-
recepcion dadas por las ecuaciones (1.3) y (1.4). Asi, hemos verificado que estas
condiciones se cumplen desde A = 0 hasta un cierto valor \,,.. que depende de la
direccion. Por tanto, todos los puntos de la rejilla que son de la co-region (ver la
seccion 1.5) estan sobre los segmentos limitados por los puntos A = 0y A = Az €8
decir, tienen A < A\jqz. Una vez determinada la cantidad A, para cada direccion
HEALPIx, hemos elegido un nuevo niimero de puntos, N4, uniformemente distribui-
dos dentro de los segmentos (0,A\qz), vy hemos calculado x? en cada uno de estos
puntos. Hemos comprobado que Ny = 1000 es una buena elecciéon para cualquier di-
reccion. Los valores de x? que hemos obtenido nos indican que, para cada direccién
HEALPIx, la cantidad x? es negativa desde A = 0 hasta un cierto A_ -que depende
de la direccién- donde se anula, y es positiva desde A_ hasta \,,4,. Sin embargo, en
el intervalo (A_, A\naz ), donde x? > 0, pueden darse dos casos:

= existen dos soluciones de posicionamiento de tipo pasado

= 1o existe ninguna solucién de posicionamiento debido a que las dos soluciones
existentes son de tipo futuro

Por todo lo dicho en el parrafo anterior, para visualizar la estructura de cada
seccion 3D de la co-region, presentamos dos paneles en los que se muestran cantidades
dependientes de la direccion. En todos los paneles se usa la pixelizacion HEALPIx,
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la proyecciéon Mollweide y una barra de colores. Los dos tipos de paneles pueden ser
descritos como sigue:

= en uno de ellos se representa la cantidad A_ que caracteriza los puntos donde
x? se anula en cada direccion. Los siete mapas de este tipo (uno para cada valor
de tR) son presentados en la figura 2.10. Cualquiera de estos mapas muestra
una superficie cerrada donde se anula x2. En el interior de esta superficie, que
incluye el punto central, x? es negativo y, por tanto, los usuarios de la regién
central de emision (C,UCs) tienen sus coordenadas de emision en el interior de
la superficie representada o sobre ella; es decir en la zona que vamos a llamar
co-region univaluada.

= en el otro panel se usa la barra de color para representar la diferencia,
Amaz — A—, para aquellos pixeles que tienen semi-rectas asociadas con dos
posicionamientos (bifurcacion) entre A_ y Ajq.. Sin embargo, se pintan de
gris aquellos pixeles correspondientes a direcciones en las que, en el intervalo
(A, AMnaz ), sOlo hay dos soluciones de futuro (no posicionamiento). Los siete
mapas de este tipo se representan en la figura 2.11. Al representar Aoz — A_,
estamos mostrando la anchura de una parte de la co-region, en la que los usua-
rios cuyas coordenadas de emisiéon estan en esta parte, tienen posicionamiento
doble. Esta zona, que rodea parcialmente a la co-region univaluada, sera lla-
mada co-regién bivaluada.

De todo lo dicho se deduce que la co-regiéon es una zona conexa que contiene una
parte univaluada interna (posicionamiento simple) parcialmente rodeada por una
segunda zona bivaluada (bifurcacion).

Los paneles de las figuras 2.10 y 2.11, situados en la misma posiciéon, corresponden
a un mismo valor del tiempo tr, que como es sabido caracteriza las secciones 3D.
Paneles con los mismos valores de tg, situados en las mismas posiciones, fueron ya
mostrados en las figuras 2.2-2.4 correspondientes al estudio de la region de emision.

La co-region fue estudiada previamente en el caso de tres emisores estaticos y
cuando éstos forman una configuracion estacionaria en rotacion (ver [Pozo 2005]). El
caso de un tridngulo equilétero es el considerado en la seccién anterior para el estudio
de la region de emision. En estos casos sencillos, la co-regiéon es un espacio 3D cuyos
puntos tienen coordenadas (71,72, 73), y si hacemos 73 = constante, obtenemos una
seccion 2D que se representa en la figura 2.12 (ver [Pozo 2005]), donde la zona verde,
la circunferencia roja y la zona con rayas azules contienen coordenadas de emision
de usuarios con x? < 0, x?2 = 0y x? > 0, respectivamente. Usando la nomenclatura
propuesta en los parrafos anteriores, vemos la co-region univaluada que es la union
de la curva roja y la zona verde, y la bivaluada que es la zona exterior con rayas
azules que rodea parcialmente a la region univaluada.

Como en el caso de la regiéon de emision, las simetrias que muestra la figura se
deben a la que tiene la distribuciéon de emisores considerada. En secciones 2D de las
secciones 3D representadas en las figuras 2.10 y 2.11, cabe esperar una estructura
parecida a la que se muestra en la figura 2.12, pero menos simétrica. Para compro-
bar si esto es verdad, vamos a estudiar las secciones 2D que contienen los puntos
(0 = 7/2,¢) del plano ecuatorial, para las siete secciones 3D de la co-region, que
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receiver time=13h receiver time=15h

receiver time=1%7h receiver time=19h

receiver time=21h receiver time=23h

-—

receiver time=25h

\

(8)

Figura 2.10: Todos los paneles son representaciones HEALPIx-Mollweide coloreadas,
y muestran la distancia temporal A\_ -dependiente de la direccién— en segundos.
Se considera una secciéon 3D de la co-regidon, que se construye a partir del tiempo
coordenado tr como se explica en el texto. Se usan los mismos tiempos tz y la misma
4-tupla de satélites de GALILEO (2, 5, 20, 23) que en las figuras 2.2-2.9.
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Figura 2.11: Esta figura es como la 2.10, pero hay dos diferencias entre ellas: (i)
la cantidad dependiente de la direccion que se representa -con la escala de color- es
Amaz—A— en segundos, y (ii) las zonas grises de los paneles corresponden a direcciones
(pixeles) en las que no existen soluciones de posicionamiento para A\ > A_.
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hemos considerado anteriormente; donde 0 y ¢ son las coordenadas esféricas corres-
pondientes a la pixelizacion de cada seccion 3D. Los pixeles HEALPIx del plano
ecuatorial se representan, en color azul, en la figura 2.7.

En los paneles de la izquierda de las figuras 2.13 y 2.14, representamos los puntos
donde x? se anula en los planos ecuatoriales (secciones 2D) de las secciones 3D
correspondientes a ty = 15h, 17h, 23hy25h; el valor de tp puede verse debajo de
cada panel. Las coordenadas de los puntos del plano ecuatorial representados son
r = A_cos¢ ey = A_sin¢. En todos los casos, estos puntos, pertenecen a curvas
cerradas que limitan superficies con posicionamiento simple (x? < 0), la unién de
estas superficies y sus fronteras es la interseccion de la co-region univaluada de las
secciones 3D (volumen limitado por una superficie cerrada donde x? = 0) con el
plano del ecuador. En los paneles de la derecha de las mismas figuras, ademas de la
curva cerrada del correspondiente panel de la izquierda, se representan otras curvas,
de tal modo que las regiones que quedan entre las curvas cerradas y las nuevas
curvas son las zonas del plano ecuatorial donde hay bifurcacion (x? > 0); o sea, las
intersecciones del plano ecuatorial con las co-regiones bivaluadas de las secciones 3D.

De las figuras 2.13 y 2.14 se deduce que la estructura de las secciones ecuatoriales
2D es similar a la que se muestra en la figura 2.12 (ver [Pozo 2005]); vemos que en
ambos casos hay:

= unas lineas cerradas que contienen los ceros de 2

= una zona con x> < 0, de posicionamiento simple, cuya frontera es la linea
cerrada anterior

= unas zonas de bifurcacion situadas entre la citada curva cerrada y otras lineas
exteriores a la zona de posicionamiento simple. Estas zonas rodean parcialmen-
te a la de posicionamiento simple.

Las diferencias fundamentales entre la estructura de las secciones ecuatoriales y la
de la figura 2.12 son las siguientes:

= las curvas y superficies de las figuras 2.13 y 2.14 (secciones ecuatoriales) no
son tan simétricas con las correspondientes de la figura 2.12, lo que es logico,
teniendo en cuenta que estas secciones ecuatoriales corresponden a configura-
ciones muy distintas y asimétricas de satélites.

= por la misma razon el ntmero de regiones de bifurcaciéon, que rodean parcial-
mente a la curva cerrada de puntos con x? = 0, depende del caso y no es
siempre tres como en la figura 2.12

Todo esto es lo que cabe esperar al cortar, con planos arbitrarios, cualquier sec-
cion 3D de la co-region, ya que segin hemos mostrado en las figuras 2.10 y 2.11,
estas secciones son zonas conexas que contienen una parte univaluada interna par-
cialmente rodeada por una segunda zona bivaluada. Por comodidad, en lugar de
cortar una secciéon 3D por varios planos arbitrarios, hemos hecho algo equivalente,
que es considerar los planos ecuatoriales de varias secciones 3D.
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Figura 2.12: Estructura de la co-region para tres emisores estaticos situados en los
vértices de un triangulo equilatero [Pozo 2005|.
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Figura 2.13: Secciones ecuatoriales 2D, de las secciones de la co-regién correspon-
dientes a los tres valores de ¢t dados bajo los mapas. Las coordenadas (z,y) de los
puntos representados vienen dadas en segundos. La 4-tupla de satélites y los tiempos
tr han sido ya considerados en figuras anteriores.
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Figura 2.14: Esta figura es como la 2.13, pero los mapas corresponden a dos nuevos
valores de tg que también han sido considerados anteriormente.
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2.4. Posicionamiento de un satélite GPS (GALI-
LEO) usando la constelacion GALILEO (GPS)

En varias referencias (|Tarantola 2009, Coll 2006¢, Coll 2006b, Coll 2010b]), se
propone el intercambio de informacion entre los emisores, y con usuarios apropiados,

para definir un sistema de coordenadas intrinseco, independiente de la Tierra y sus
caracteristicas (movimiento, distribucion de masa, etcétera). Asimismo, intercambios
apropiados de informacion podrian permitir la medicion del campo gravitatorio en el
que evolucionan los emisores; ademéas, podemos plantearnos la posibilidad de navegar
con un satélite, recibiendo informacién de un conjunto de emisores de un cierto
GNSS, o de un conjunto adecuado de emisores distribuidos adecuadamente por el
sistema solar.

El caso mas sencillo de navegacion espacial es el de satélites proximos a la Tierra,
como la Estacion Espacial Internacional, ya que se mueven en una zona en la que no
hay bifurcacion, y en la que los errores de posicionamiento pueden ser admisibles (ver
el capitulo 3). Sin embargo, como ya hemos expuesto en la seccion 1.9, si tomamos
uno de los satélites GPS (GALILEO) como usuario, y tratamos de hallar su posicion
a partir de la coordenadas de emision enviadas por cuatro satélites de la constelacion
de GALILEO (GPS); la situacion es muy distinta, ya que segin hemos discutido en
la seccion 2.2.2, esperamos regiones de doble posicionamiento sobre la trayectoria
del satélite que hace de usuario y, ademas, como veremos en el capitulo 3, los errores
de posicionamiento se disparan en ciertas zonas de la citada trayectoria. En esta
seccion vamos a estudiar la bifurcacion sobre las trayectorias de usuarios GPS (GA-
LILEO) para emisores GALILEO (GPS), mientras que los correspondientes errores
de posicionamiento seran analizados en el capitulo 3.

En primer lugar, vamos a considerar varios casos de posicionamiento de un satélite
de GALILEO (usuario), a partir de las coordenadas de emision de cuatro satélites
GPS (emisores). En cada caso, la linea de universo del usuario es conocida (ecuaciones
(1.6)-(1.8) de la seccion 1.7), y la trayectoria es una circunferencia que se recorre en
el espacio-tiempo de Schwarzschild. Teniendo en cuenta esto, los siguientes pasos
nos permiten obtener el caracter del posicionamiento (simple o doble), sobre toda la
trayectoria del satélite usuario, durante un periodo completo:

= Dadas las coordenadas inerciales de un punto de la linea de universo del satélite
usuario, se usa el método de Newton-Raphson (ver seccion 1.10) para obtener
las coordenadas de emision del punto elegido

s A partir de las coordenadas de emision resultantes, la cantidad x? es obtenida,
para asi determinar el caracter del posicionamiento, que es simple para y? < 0
y doble para x2 > 0

= Si el posicionamiento es doble, usamos la ecuacion (1.9) (ver seccion 1.8) para
obtener ambas posiciones; una de ellas esta siempre sobre la 6rbita circular
descrita por el satélite usuario, mientras que la otra posicion esta fuera de esta
trayectoria.

Los resultados son presentados en las figuras 2.15-2.19.
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Después, los mismos pasos son dados para varios casos, en los que hallamos la
posicion de un satélite GPS (usuario), a partir de las coordenadas de emision de
cuatro satélites GALILEO (emisores). Los resultados son mostrados en las figuras
2.20-2.23.

Para dibujar cualquiera de las figuras 2.15-2.23, hemos disenado un procedimiento
especial, que nos permite visualizar tanto los puntos que va ocupando el satélite
usuario en su orbita circular, como el punto asociado en caso de bifurcaciéon. Este
procedimiento -basado en un uso apropiado de ciertos colores- es el siguiente:

= elegimos N, = 7200 puntos equidistantes sobre la circunferencia descrita por el
satélite usuario a lo largo de un periodo orbital; el primer punto corresponde a
la posicion inicial, y luego, el niimero de orden de los puntos seleccionados va
creciendo conforme pasa el tiempo, alcanzandose el punto ntmero 7200 en el
instante final. Tanto el movimiento de los satélites GALILEO como el de los
satélites GPS es dextrogiro

= el color rojo lo reservamos para colorear los puntos con posicionamiento simple;
por tanto, las zonas de color rojo estén siempre situados sobre la 6rbita circular
descrita por el satélite usuario (no hay bifurcacion)

= cuando el posicionamiento es doble, tanto el punto que esti sobre la orbita
del usuario, como su pareja se pintan del mismo color. Dividimos la 6rbita
en cuatro partes iguales de N./4 puntos cada una, y coloreamos las parejas de
puntos con el color negro, fucsia, azul marino y azul celeste, segin que estén en
el primer, segundo, tercer, o cuarto grupo de puntos. Estos grupos se orientan
en el sentido de los tiempos crecientes (dextrogiro). Conviene enfatizar que si
en alguna de las cuatro zonas hubiera trozos de posicionamiento simple, estos
tendrian siempre color rojo

= ¢l punto inicial elegido para recorrer la trayectoria del usuario -en sentido
dextrogiro- se elige arbitrariamente. Es el primer punto del primero de los
cuatro tramos en los que se ha dividido la trayectoria

= de acuerdo con los criterios de coloraciéon anteriores, la posiciéon inicial sera
una estrella roja sobre la trayectoria circular del usuario si el posicionamiento
inicial es simple, tal y como aparece en las figuras 2.15, 2.17, 2.18, 2.19, 2.20
y 2.23, y dos estrellas negras para posicionamiento inicial doble, como en las
figuras 2.16, 2.21 y 2.22.

= el punto final que esta sobre la trayectoria coincide con el inicial, pero si en ese
punto hay bifurcacion, el punto final asociado ha de estar coloreado de azul
celeste, y sera representado por una estrella de este color, ello ocurre en los
casos de las figuras 2.15, 2.16, 2.17, 2.18, 2.21 y 2.22

Como consecuencia del método descrito para dibujar las figuras 2.15-2.23, se
cumple lo siguiente:

= los cambios de color que van de negro, fucsia, azul marino o azul celeste a rojo,
ocurren en puntos de la trayectoria de usuario en los que el posicionamiento



2.4. Posicionamiento de un satélite GPS (GALILEO) usando la
constelacién GALILEO (GPS) 55

pasa de doble a simple y, l6gicamente, cuando nos acercamos a estos puntos una
de las dos soluciones tiende a infinito y, al otro lado, s6lo queda una solucién de
posicionamiento. Lo contrario ocurre cuando al acercarnos a un punto, pasamos
del color rojo a uno de los cuatro colores que indican doble posicionamiento

= los cambios de negro a fucsia, de fucsia a azul marino, de azul marino a azul
celeste y de azul celeste a negro no suponen un cambio del tipo de posicio-
namiento, que es doble antes y después del punto donde cambia el color; este
cambio de color s6lo indica que pasamos de uno de los cuatro trozos en los que
hemos dividido la trayectoria al siguiente

= el caracter del posicionamiento (simple o doble) en el instante inicial puede ser
el mismo que en la posicion final, pero también puede ser distinto. Ello se debe
a que los periodos de los satélites de las constelaciones de GPS y GALILEO son
distintos y, por tanto, aunque el punto inicial coincida con el final sobre la orbita
del satélite usuario (circunferencia), las posiciones de los cuatro satélites emi-
sores al principio y al final son diferentes y, consecuentemente, el caracter del
posicionamiento -dependiente de la configuracién completa usuario-emisores-
puede cambiar.

Todo lo anterior es valido, tanto si el usuario es un satélite GPS, como si pertenece
a la constelacion de GALILEO, y debe ser tenido en cuenta a la hora de interpretar
las figuras 2.15-2.23.
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Figura 2.15: Posicionamiento de un satélite GALILEO mediante cuatro satélites emi-
sores GPS. La estrella roja es el punto inicial (posicionamiento simple). A partir de
este punto se observa un primer arco rojo de posicionamiento simple. Después (sen-
tido dextrogiro), vemos tres arcos consecutivos donde el posicionamiento es doble.
Estos arcos han sido coloreados de fucsia, azul marino y azul celeste, y lo mismo ha
sido hecho con las curvas asociadas situadas fuera de la circunferencia. El altimo ar-
co, de color azul celeste, alcanza el punto inicial sobre la circunferencia, pero lo hace
en régimen de posicionamiento doble, de ahi que aparezca la estrella azul celeste.
En la transicion desde la zona fucsia a la roja (sentido levogiro), la curva asociada
tiende a infinito.
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Figura 2.16: Posicionamiento de un satélite GALILEO mediante cuatro satélites

emisores GPS. Las dos estrellas negras son los puntos iniciales en un caso de posi-
cionamiento doble. A partir de estos puntos observamos un arco negro y su curva
asociada. Después vemos la siguiente sucesion de arcos sobre la circunferencia: rojo,
fucsia, rojo, azul celeste. Las curvas asociadas tienden a infinito en las transicio-
nes siguientes: de negro a rojo, de fucsia a rojo y de azul celeste a rojo (sentido
levogiro). La estrella azul celeste es la posicion final alcanzada en régimen de doble
posicionamiento (como en la figura 2.15)
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Figura 2.17: Posicionamiento de un satélite GALILEO mediante cuatro satélites emi-
sores GPS. La estrella roja es el punto inicial (posicionamiento simple). A partir de
este punto se observa un primer arco rojo de posicionamiento simple. Después (sen-
tido dextrogiro), vemos cinco arcos diferentes coloreados de fucsia (muy pequenio),
rojo, fucsia, azul marino y azul celeste. En el segundo arco rojo el posicionamiento
es simple, y en el resto de los arcos es doble, habiendo curvas asociadas del mismo
color fuera de la circunferencia. El arco de color azul celeste alcanza el punto inicial
en régimen de doble posicionamiento, y la pareja de este punto es la estrella azul
celeste. Las curvas asociadas a los arcos de doble posicionamiento tienden a infinito
en las tres transiciones del fucsia al rojo (dos levogiras y una dextrogira).
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Figura 2.18: Posicionamiento de un satélite GALILEO mediante cuatro satélites

emisores GPS. El punto inicial (estrella roja) es de posicionamiento simple. A partir
de este punto se observa un primer arco rojo —muy pequeno— de posicionamiento
simple. Después (sentido dextrogiro), vemos diez arcos diferentes coloreados de negro,
rojo, negro, fucsia, rojo, fucsia, azul marino, rojo, azul marino y azul celeste. En total
hay cuatro arcos rojos de posicionamiento simple y siete arcos de posicionamiento
doble con sus curvas asociadas del mismo color. Estas curvas tienden a infinito en las
transiciones del negro, fucsia y azul marino al rojo, por eso aparecen tres asintotas
negras, dos fucsia y dos azul marino. El arco de color azul celeste alcanza el punto
inicial en régimen de doble posicionamiento, y la pareja de este punto es la estrella
azul celeste.
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Figura 2.19: Posicionamiento de un satélite GALILEO mediante cuatro satélites
emisores GPS. El punto inicial (estrella roja) esta dentro de un arco rojo de posi-
cionamiento simple. Fuera de él (sentido dextrogiro), vemos doce arcos diferentes
coloreados de negro, rojo, negro, rojo, fucsia, rojo, fucsia, azul marino, rojo, azul

marino, rojo y azul celeste. El posicionamiento del punto final es simple y coincide
con la posicién inicial (estrella roja).
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Figura 2.20: Posicionamiento de un satélite GPS mediante cuatro satélites emisores
GALILEO. La estrella roja representa tanto la posicion inicial como la final, y per-
tenece a un gran arco de posicionamiento simple. Se observa un pequeno arco azul

marino de doble posicionamiento, asi como su curva asociada -del mismo color- que
tiene dos asintotas; estas aparecen porque una de las dos posiciones tiende a infinito
en las dos transiciones del azul al rojo (una levogira y la otra dextrogira).
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Figura 2.21: Posicionamiento de un satélite GPS mediante cuatro satélites emisores
GALILEO. Las dos estrellas negras son los puntos iniciales en un caso de posiciona-
miento doble. A partir de estos puntos observamos un arco negro y su curva asociada.
Después vemos la siguiente sucesion de arcos sobre la circunferencia: rojo, fucsia, azul
marino, rojo y azul celeste. Las curvas asociadas tienden a infinito en las transiciones
siguientes: de negro a rojo, de fucsia a rojo, de azul marino a rojo y de azul celeste
a rojo. El arco de color azul celeste alcanza el punto inicial en régimen de doble
posicionamiento, y la pareja de este punto es la estrella azul celeste.
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Figura 2.22: Posicionamiento de un satélite GPS mediante cuatro satélites emisores
GALILEQO. Las dos estrellas negras son los puntos iniciales en un caso de posiciona-
miento doble. A partir de estos puntos observamos un arco negro y su curva asociada.
Después vemos la siguiente sucesion de arcos sobre la circunferencia: rojo, negro, fuc-
sia, rojo, fucsia, azul marino, rojo, azul marino, azul celeste, rojo (muy pequeno) y
azul celeste. En total hay cuatro arcos rojos de posicionamiento simple y ocho arcos
de posicionamiento doble con sus curvas asociadas del mismo color. Estas curvas
tienden a infinito en las transiciones del negro, fucsia, azul marino y azul celeste al
rojo, por eso aparecen dos asintotas negras, dos fucsia, dos azul marino y dos azul
celeste. El arco de color azul celeste alcanza el punto inicial en régimen de doble
posicionamiento, y la pareja de este punto es la estrella azul celeste.
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Figura 2.23: Posicionamiento de un satélite GPS mediante cuatro satélites emisores
GALILEO. Toda la circunferencia esta coloreada de rojo, lo que significa que el
posicionamiento es simple en todos sus puntos.
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2.5. Resumen y discusiéon

De acuerdo con |Coll 2010a], el valor de x? es crucial para determinar el tipo
de posicionamiento: simple o doble. Puesto que el vector x es ortogonal al hiper-
plano que contiene los cuatro eventos de emision, podemos afirmar (ver seccion 1.8)
que si este hiperplano es espacial (x2 < 0) o nulo (x? = 0), el posicionamiento es
simple, mientras que si es temporal (x? > 0), hay bifurcacién. Si conocemos las
coordenadas de emisién de un usuario, asi como las lineas de universo de cuatro sa-
télites —parametrizadas por sus tiempos propios— en un cierto sistema de referencia
casi inercial, podemos determinar las coordenadas inerciales de los cuatro eventos de
emision en ese sistema de referencia y, por tanto, podemos construir el hiperplano
que los contiene y determinar si es espacial, temporal o nulo; es decir, podemos saber
el tipo de posicionamiento que corresponde al citado usuario. Esto es lo que hemos
hecho para determinar las regiones de posicionamiento simple y doble en varios casos.

En este capitulo nos hemos centrado, fundamentalmente, en el estudio de la bifur-
cacion (doble posicionamiento). Nuestra simulacion del movimiento de los satélites
GPS y GALILEO, a primer orden en GMg /r, es suficientemente precisa para estu-
diar este problema. Puede suponerse que los fotones se propagan en el espacio-tiempo
de Minkowski, ya que el efecto lente debido a la inclusiéon de campos gravitatorios,
produciria modificaciones totalmente despreciables en todos los resultados del capi-
tulo, que basicamente son los siguientes: identificacion de zonas de posicionamiento
simple y doble en la regién de emision y en la co-region, e identificacion de tramos de
posicionamiento simple y doble sobre las orbitas de los satélites GPS (GALILEO),
cuando son localizados mediante cuatro satélites GALILEO (GPS).

En la regiéon de emision y dentro de la E-esfera hemos hallado la situacion si-
guiente: En cada secciéon 3D hay una zona central de posicionamiento simple que
contiene: todos los usuarios que o bien pertenecen a direcciones sin ceros de x?, o
estan situados en el segmento que va desde E hasta la primera anulacion de 2, cuya
longitud, LS), depende de la direccién. Sobre la Tierra o a poca altura, estamos en
esta zona central, y el posicionamiento es simple, pero cuando la distancia del usuario
al punto E supera el valor minimo de LS), nos podemos encontrar en una situacion
de posicionamiento doble. En las secciones de la figura 2.2 (emisores GALILEO),
estos valores minimos van desde 12400 hasta 19600 km y son siempre menores que
la altura de los satélites (h ~ 23000 km); lo mismo ocurre para emisores GPS. Por
supuesto, para una cierta direccién, si L > LS) el posicionamiento es doble hasta
llegar a un segundo cero de x? si existe. Asi, en cada seccién 3D, hay zonas alternas
de posicionamiento simple y doble, separadas por superficies en las que x2 se anula.
La superficie correspondiente a la i-ésima anulacién involucra siempre muchos menos
pixeles que la superficie de la anulaciéon anterior.

Cada seccion 3D de la co-region es una zona conexa que contiene una parte
univaluada interna (posicionamiento simple), parcialmente rodeada por una segunda
zona bivaluada (bifurcacion).

Si el usuario es un satélite, que esta situado siempre dentro de la regiéon central
de los cuatro satélites emisores, el posicionamiento es simple en todo momento. Es lo
que ocurriria si trataramos de hallar la posicion de la Estacion Espacial Internacional
mediante satélites de GALILEO o GPS, ya que esta estacion se mueve a una altura
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de unos cientos de kilometros, siempre dentro de la zona central; sin embargo, si el
satélite usuario es GPS y los emisores GALILEQ, la altura del usuario es de unos
20000 Em y, por tanto, en algunas zonas de su trayectoria tendremos posicionamiento
doble. Si por el contrario, lo que tenemos es un usuario GALILEO y emisores GPS,
el usuario (h ~ 23000 km) estard mas lejos de E que los emisores (h ~ 20000 km)
y, en esta situacion, se espera que el satélite usuario entre y salga varias veces en
la zona central de posicionamiento simple, dando lugar a varias fases alternas de
posicionamiento simple y doble. Intuitivamente, parece que deberiamos encontrar
més (menos) bifurcaciones cuando tratemos de posicionar un usuario GALILEO
(GPS) con emisores GPS (GALILEO); sencillamente, porque los satélites GALILEO
vuelan a més altura que los GPS, y deben permanecer méas tiempo a una distancia
L> L§}) (GPS); es decir, en zonas de doble posicionamiento. Esto parece confirmado
por las figuras 2.15-2.23, ya que son méas amplias la zonas rojas (posicionamiento
simple) cuando el usuario es GPS y los emisores GALILEO (ver las figuras 2.20,
2.21 y 2.23).

Los errores que se cometen al hallar la posicion de un satélite GALILEO (GPS),
mediante emisores GPS (GALILEO), seran estudiados en el capitulo siguiente. Aqui
nos hemos limitado a mostrar, que en ambos casos, aparecen situaciones de bifurca-
cién y, por tanto, de acuerdo con lo dicho en la seccion 1.9, para hallar la verdadera
posicién hemos de medir angulos o tiempos, no basta con las coordenadas de emisién.

Para acabar este capitulo vamos a discutir, en la medida de lo posible; es decir,
con la ayuda de lo expuesto hasta el momento, como se podria resolver el problema
de la bifurcacion comparando tiempos.

Si el satélite usuario dispone de un reloj puede medir el tiempo propio, 7,, en el
que son recibidas las cuatro coordenadas de emisiéon. Con estas coordenadas puede
determinar el tipo de posicionamiento y, entonces, puede hallar:

= ¢l tiempo coordenado t,
= un tiempo coordenado %; si el posicionamiento es simple
= dos tiempos coordenados (ts,t3) si hay bifurcacion.

En ausencia de incertidumbres en las lineas de universo de los cinco satélites im-
plicados en el problema, y de cualquier error de posicionamiento, el tiempo t, debe
coincidir con el tiempo coordenado t; para posicionamiento simple, o con uno de los
dos tiempos (t2,t3) si hay bifurcacion. En esta situacion ideal, es evidente que de los
dos tiempos obtenidos en el caso de posicionamiento doble, hemos de quedarnos con
aquel que coincida con t,.

Sin embargo, en un caso realista, tanto el tiempo t,, como los tiempos de posi-
cionamiento t1 o (t2,t3) tendran errores. Los errores en t, seran debidos al funcio-
namiento del reloj situado en el satélite usuario, que nos dara el tiempo propio, y
a incertidumbres en la linea de universo de dicho satélite, que induciran errores al
calcular el tiempo coordenado t, a partir del tiempo propio medido. Los errores en
t1, to y t3 son debidos a muchas causas. Algunos de estos errores estan asociados a
incertidumbres en las lineas de universo de los cuatro satélites emisores (ver seccion
1.11 ). Un estudio bastante detallado de algunos errores importantes sera realizado
en los capitulos 3 y 4. En presencia de errores, t, no coincidird exactamente ni con
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t1, ni con t3 o t3 y, en caso de bifurcacion, sélo podremos elegir entre to y t3, si uno
de estos tiempos puede ser eliminado por ser demasiado diferente de t,; es decir si
la diferencia es demasiado grande para ser atribuida a errores. Se ve la importancia
de conocer los errores del sistema de posicionamiento, a la hora de elegir solucion,
para resolver el problema de la bifurcacion.

En el caso de un satélite usuario con reloj y cuatro emisores, proponemos un
método practico de trabajo, que puede resultar util:

En primer lugar, calculamos |t; — t,| en muchos posiciones del satélite usuario
correspondientes a posicionamiento simple, y hacemos un estudio estadistico de la
distribucion de los valores resultantes. De este modo sabemos como son los valores
de |t1 — t,| sin hacer hipotesis concretas sobre lo que causa estas diferencias.

Una vez hecho el estudio estadistico mencionado, medimos las cantidades |t2 —t,|
y |ts —to| en un caso de posicionamiento doble y, evidentemente, podemos encontrar
varios casos:

= si una de las dos cantidades anteriores es demasiado grande para ser un valor
estadisticamente aceptable de |t; —t,[, esta claro que el tiempo correspondiente
a esta cantidad debe ser descartado, mientras que el otro tiempo corresponderia
a la verdadera posicién con un cierto error

= si tanto |ty — t,| como |t3 — t,| son cantidades suficientemente pequenas como
para ser valores estadisticamente aceptables de |t; — t,|, no podemos elegir y
el problema de la bifurcaciéon queda sin resolver.

Un criterio méas cualitativo es que podremos elegir uno de los dos tiempos del
posicionamiento doble, si |t5 —t3] es suficientemente grande; en tal caso, uno de estos
tiempos sera siempre proximo a t,, el otro estara suficientemente lejano como para
ser descartado. Por eso, hemos estimado los valores minimo y méximo de |to — t3]
para todos los eventos de posicionamiento doble que aparecen en las figuras 2.15-
2.21. El valor maximo es |ty — t3|mazr =~ 128.6 s. En general, los valores grandes
de |to — t3| aparecen cerca de las transiciones de zonas de posicionamiento doble a
simple (porque una de las dos soluciones de posicionamiento tiende a infinito). No
hay problemas para elegir la posicién correcta en estos casos. El valor minimo es
[ta — t3|min =~ 1.1 x 107° s; esta cantidad es bastante grande en comparaciéon con
los errores esperados en el tiempo 7, medido por un buen reloj atémico que vaya
a bordo del satélite usuario, pero hay otros errores que deben ser estimados antes
de decidir si, para [ta — t3]min =~ 1.1 x 1075 s, somos capaces de elegir la verdadera
posicion.

Evidentemente, si las dos posiciones posibles -en un caso de bifurcacién- estan
muy separadas, es facil elegir una de ellas, tanto midiendo tiempos como dngulos (ver
la seccion 1.9). Todo se complica conforme las dos posiciones estan mas y mas cerca,
ya que tanto los angulos como los tiempos correspondientes a ambas soluciones son
muy parecidos.
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3.1. Introduccion

El posicionamiento sera realizado en un sistema de referencia casi inercial, en
el que las lineas de universo de los satélites deben ser conocidas. Vamos a definir
unas lineas de universo nominales, que juegan un papel fundamental, aunque las
verdaderas lineas se desvien con respecto a ellas. Estas desviaciones son debidas a
varios tipos de perturbaciones, unas son de origen gravitatorio, y otras, como la
presion de radiacion solar, no lo son.

La idea basica es la siguiente: cuando las desviaciones espaciales y temporales
de las lineas de universo verdaderas con respecto a las nominales sean demasiado
grandes, las trayectorias de los satélites deben ser corregidas; de esta forma las des-
viaciones seran siempre mas pequenas que un cierto valor limite, que sera llamado
amplitud de las desviaciones.

Para unas lineas nominales, debemos tener un modelo de desviaciones que po-
demos buscar de dos formas, o haciendo un modelo teérico estadistico basado en
la naturaleza de los efectos (gravitatorios o no) que las producen, o haciendo un
modelo estadistico basado en observaciones sobre la forma en que se van generando
las desviaciones en muchas ocasiones; es decir, después de muchas correcciones que
ajusten las verdaderas lineas a las nominales. Por supuesto, tanto estos ajustes como
el valor de la amplitud de las desviaciones estan limitados por la precision con la que
podamos controlar el movimiento de los satélites desde centros terrestres de control.

La eleccion de las lineas nominales es importante si queremos obtener desvia-
ciones que crezcan lentamente. Si estas lineas tienen en cuenta la gravedad de la
Tierra, incluyendo momentos cuadrupolares y rotacion, las lineas de universo reales
se desviaran de las nominales, mas despacio, que si consideramos que la Tierra tiene
simetria esférica y no gira.

Realizar un estudio detallado de las lineas de universo nominales, para optimizar
su eleccion, asi como lograr un modelo de desviaciones realista, con cualquiera de
los métodos sugeridos anteriormente, es un objetivo a largo plazo que esta fuera del
alcance de esta tesis doctoral. Sin embargo, podemos estudiar un caso, que luego
pueda ser mejorado paso a paso, y que nos dé suficiente informaciéon sobre el modo
en que podemos estimar errores de posicionamiento debidos a incertidumbres en
las lineas de universo reales. Podemos estimar los errores que aparecen cuando se
considera que los satélites siguen las lineas reales en lugar de las nominales, que son
distintas porque hay desviaciones estadisticas —con una cierta amplitud— de unas
lineas respecto a las otras.

Nuestras lineas de universo nominales fueron descritas en el capitulo 1. La distri-
bucién estadistica de desviaciones es la misma que utilizamos en [Puchades 2014] y
sera descrita a su debido tiempo. Avancemos ahora que la amplitud elegida para las
desviaciones es de 1 m, pero que esto no es mas que una normalizaciéon arbitraria,
va que los errores que vamos a estimar son practicamente proporcionales a la citada
amplitud; lo que es debido a la linealidad de los calculos con respecto a las pequenas
desviaciones entre lineas reales y nominales. Bajo estas hipotesis sobre lineas nomi-
nales y desviaciones, vamos a calcular lo que tanto en [Puchades 2014] como aqui
llamamos U-errores, es decir, los errores debidos a incertidumbres en las lineas de
universo de los emisores. Demostraremos que, dentro de la E-esfera, hay puntos en
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los que los U-errores se hacen muy grandes, incluso para incertidumbres pequenas,
lo que supone un problema para la navegacion espacial, que trataremos de resolver
con una eleccién adecuada de la 4-tupla de emisores.

En este capitulo, como en el anterior, utilizamos el modelo 1 de la seccién 1.15
(los fotones se mueven en el espacio-tiempo de Minkowski), y no se tiene en cuenta
que, para algunos usuarios, la Tierra intercepta la senal enviada por uno o varios
satélites. La ocultacion de satélites por la Tierra sera considerada, en el capitulo 4,
para la misma 4-tupla de satélites de la constelacion de GALILEO.

3.2. Regiones de Jacobiano nulo

Para unas incertidumbres dadas en las lineas de universo de la 4-tupla de emisores,
los U-errores dependen del valor que toma la cantidad J en el punto del espacio-
tiempo que ocupa el usuario. Esta cantidad es el Jacobiano de la transformacion
que da las coordenadas de emision del usuario en funcién de las inerciales; es decir,
T = 7%(2P).

Como veremos mas adelante, cerca de los puntos del espacio-tiempo en los que .J
se anula, los U-errores se hacen muy grandes y tienden a infinito cuando la distancia
del usuario al punto de Jacobiano nulo tiende a cero. Por tanto, conviene saber como
estan distribuidos los puntos con J = 0 dentro de la E-esfera. Para estudiar este
asunto tendremos en cuenta las proposiciones siguientes, que fueron demostradas en

[Coll 2012]:

= 1) J = 0 si, y solamente si, A = (y, - x)* — y2x2 = 0, siendo A el radicando
que aparece en la formula 1.9 (ver la seccion 1.8).

» 2) El Jacobiano J sélo se puede anular en puntos de la region C; donde x>
toma valores positivos.

= 3) Un usuario situado en cualquier punto de J, que es el lugar geométrico de
los puntos de la region de emision en los que J se anula, ve los cuatro emisores
en una circunferencia sobre su esfera celeste.

= 4) La hipersuperficie J divide C; en dos zonas y las dos posiciones de una bifur-
cacion estan siempre separadas por J; es decir, estas dos posiciones distintas
estan ambas en C;, pero nunca en la zona correspondiente al mismo lado de
J . Sobre esta hipersuperficie, no hay mas que un posible posicionamiento, ya
que el radicando A de la ecuacion (1.9) se anula y s6lo puede haber una tnica
solucion de la ecuacion (1.9).

Conviene subrayar que, si bien los U-errores -debidos a incertidumbres en las
lineas de universo de los satélites- divergen en los puntos de J, en ausencias de estas
incertidumbres, la posicion de los usuarios situados sobre J vendria dada, sin ningtin
error, por la solucion tnica de la ecuacion (1.9) correspondiente a A = 0.

Antes de considerar la anulacion de J para 4-tuplas realistas de satélites de GPS
o GALILEOQO, vamos a exponer lo que se se dedujo analiticamente, sobre 7, en el caso
sencillo de tres emisores estéticos situados en los vértices de un triangulo equilatero.
En la figura 3.1 publicada en [Coll 2012], se representa una seccion t = constante
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de la region de emision. Ademas de las regiones que ya aparecen en la figura 2.6,
puede verse que hay lineas negras cuyos puntos tienen Jacobiano nulo. Estas lineas
nos indican que J es la uniéon de la sombras que cada satélite produce sobre las
senales procedentes de los restantes satélites. De acuerdo con lo dicho en el parrafo
anterior, estas lineas estan dentro de la regiéon C; y la dividen en dos partes, una
de las cuales es denominada C}. Los puntos v y 7 son dos posiciones espaciales
asociadas correspondientes a un caso de bifurcacién, y como + esta en CI”, entonces
~" esta en la zona complementaria al otro lado de las lineas negras. Finalmente,
en [Coll 2010a], ademéas de las regiones C:, Cs y C; (ver capitulo 1), se definieron
dos dominios coordenados disjuntos cuya unién es la regién de emision C: uno es el
dominio frontal Ct' = Cs|JC; |JCF, mientras que el otro, al que llamaremos posterior
(back en Inglés), es C¥ = C;—C[". La hipersuperficie J es la frontera comiin de ambos
dominios.

Figura 3.1: Estructura de la region de emisiéon para tres satélites estaticos situados
en los vértices del triangulo equilatero 1, v2 v 3. Los puntos de las lineas negras
tienen Jacobiano nulo, y son la frontera comin de los dominios coordenados C? y

cr.

En la figura 3.2, que puede hallarse en [Pozo 2005|, se muestra una secciéon 73 =
constante de la co-region. Los tres satélites son los mismos que en la distribuciéon
simétrica y estatica de la figura 3.1. Aparecen las mismas zonas que en la figura 2.12,
pero los puntos de ciertas lineas, que son negras en esta figura, son coordenadas de
emision de usuarios que estan en J; es decir, que tienen J = A = 0. Estas lineas
negras (donde A = 0) separan las zonas de la co-region rayadas de azul, que contiene
coordenadas de emision de usuarios con bifurcacion (x? > 0y A > 0), de la zona
exterior que ya no es de la co-region (A < 0).
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Figura 3.2: Estructura de la co-region para tres satélites estaticos situados en los
vértices de un tridngulo equilatero. Los puntos de los segmentos pintados de negro
son coordenadas de emision de puntos de la superficie J (J = 0).

3.3. CaAlculo de los U-errores

Suponemos primero que los satélites se mueven, sin incertidumbres, de acuerdo
con las ecuaciones (1.6), (1.7) y (1.8); es decir, siguiendo exactamente nuestras lineas
de universo nominales, cuyas trayectorias son circunferencias. Este modo de moverse
s0lo es realmente posible en el caso de una Tierra sin rotacion y esféricamente si-
métrica que configura un espacio-tiempo de Schwarzschild, en ausencia de acciones
externas. Este caso ideal, en el que no hay desviaciones con respecto a las lineas
nominales, es soélo utilizado para comprobar la gran precision de nuestros cédigos
XT y TX (ver capitulo 1). Si las lineas de universo nominales son parametrizadas
por los tiempos propios, sus ecuaciones tendran la forma y* = 2% (14).

En la practica, las lineas de universo reales de los satélites no coincidiran con las
lineas nominales anteriores y las ecuaciones de las reales (nominales perturbadas)
podran ser escritas de la forma siguiente:

y* =ai(rh) + () (3.1)

en términos de los mismos parametros 7. Las funciones ¢4 (74) miden las des-
viaciones entre las lineas de universo reales y las nominales. Estas desviaciones o
perturbaciones son inevitables y se pueden modelar apropiadamente (ver la seccion
3.1).

Supongamos un usuario que recibe unas coordenadas de emision 74

; con estas
coordenadas y el codigo TX, que puede ser utilizado cualquiera que sean las lineas
de universo de los satélites, con tal que los fotones se muevan en el espacio-tiempo
de Minkowski (modelo 1 de la seccion 1.15), podemos hallar:

= unas coordenadas inerciales z® suponiendo que los satélites se mueven sobre
las lineas de universo nominales
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= otras coordenadas inerciales 2 + A(z®), suponiendo que el movimiento de los
satélites obedece a las ecuaciones (3.1), que siguen el movimiento real descrito
con la ayuda de las desviaciones £5(74)

Las coordenadas ® + A(z®) deben ser comparadas con las coordenadas inerciales
z® y, para ello, definimos la cantidad siguiente:

Ag=[(Axh)? + (A22) + (A?)?]? (3.2)
que es un buen estimador de los errores de posicionamiento producidos por las incer-
tidumbres £4. Hemos despreciado cualquier efecto gravitatorio sobre el movimiento
de los fotones, al suponer que describen geodésicas nulas del espacio-tiempo plano
de Minkowski. La validez de esta forma de proceder se estudia en el capitulo 4.

Vale la pena enfatizar que las posiciones del usuario ® y 2*+A(x®) corresponden
a las mismas coordenadas de emisién -que son recibidas desde los satélites- pero a
diferentes lineas de universo. Las lineas de universo nominales conducen a la posicion
2 y las lineas de universo perturbadas dan la posicion ®+A(z®). En esta situacion,
diremos que la posiciéon del usuario es %, con un error descrito por el estimador Ag.
El calculo debe ser realizado para perturbaciones apropiadas de las lineas de universo
nominales.

A lo largo de este capitulo, el estimador Ay sera calculado numéricamente para
ciertas distribuciones de usuarios localizados en el interior de la E-esfera. Cada uno
de estos usuarios tiene unas coordenadas inerciales conocidas x®, pero desconocemos
a priori sus coordenadas de emision. En esta situacion, podemos proceder de la forma
siguiente: en primer lugar, calculamos unas coordenadas de emisién 74 mediante el
codigo XT y las lineas de universo nominales y, en un segundo paso, partimos de
los tiempos propios 74 obtenidos en el primer paso, y aplicamos el codigo TX con
las lineas reales [con desviaciones £5(74)] para hallar 2% + A(z®). Lo importante
es usar las mismas coordenadas de emisiéon en ambos casos. Finalmente, la ecuacion
(3.2) nos permite hallar Ag4.

Dada una 4-tupla de satélites y una seccion t = tr de la region de emision, pa-
ra calcular Ay en cualquier punto situado dentro de la E-esfera, podemos usar las
mismas desviaciones €% (diferentes para cada satélite A); ello es debido a que, para
L < 10° km, los fotones recorren el camino que va desde los satélites a cualquier
usuario en menos de un segundo, y en intervalos de tiempo tan pequenos las des-
viaciones entre satélites nominales y reales no pueden cambiar significativamente.
Las cantidades constantes £% se construyen de la siguiente forma: Las tres canti-
dades &/ son escritas en términos de la cantidad Z4 = [(€4)% + (£3)% + (£3)%]"/?
y dos angulos © y ® que juegan el papel de coordenadas esféricas en el espacio de
desviaciones. Finalmente, las cantidades =4 = Ar, ©, ® y ¢4 = At son generadas
-para cada satélite- como numeros aleatorios uniformemente distribuidos en los in-
tervalos [0,107%] kilometros, [0, 7] radianes, [0,27] radianes y [0,1073] unidades de
tiempo, respectivamente. De esta forma, la amplitud de las desviaciones espaciales
(temporales) es de 1072 km (1073 unidades de tiempo).

Esta distribucion estadistica de incertidumbres es utilizada -en la presente tesis-
para ver ciertos aspectos generales de la distribucion de errores de posicionamiento en
el interior de la E-esfera. Como hemos comentado en la seccion 3.1, hay dos métodos,
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uno mas tebrico y otro mas experimental, para hacer mas realista la distribuciéon de
las desviaciones &Y.

Si la amplitud de las desviaciones en vez de 1 m fuera de z m, todos los U-errores
correspondientes a z = 1 —que presentaremos en esta tesis— deben ser multiplicados
por z. Esto es debido a que el célculo de U-errores es lineal con respecto a las
desviaciones. En [Puchades 2014], se tom6 z = 10 que es una hipotesis razonable.

3.4. Sobre el Jacobiano, J, de la transformacion 7% =
7¥(2”) y su anulacién

Como ya hemos dicho en la secciéon 2.2, si no tenemos en cuenta las ocultacio-
nes de los satélite por la Tierra, cualquier usuario con coordenadas inerciales x®,
recibird simultaneamente -a partir de un cierto instante- las senales codificadas -con
los tiempos propios de emision 7%- de la 4-tupla de satélites elegida para el posicio-
namiento. Ademas, cualquier usuario que sea vecino recibiria tiempos propios muy
parecidos procedentes de los mismos satélites. Estos hechos nos indican que, en al-
gin conjunto abierto que contenga el punto P de coordenadas inerciales x®, debe
existir una funcion 74 = 74(2®) continua y con derivadas parciales continuas en P.
Entonces, de acuerdo con el teorema de la funcién inversa, puede existir una funcion
4) con derivadas parciales continuas en algtin conjunto abierto
que contiene a Q (imagen de P), si y solamente si, el Jacobiano J = [074/0z%| es

continua z® = z%(7

un nimero real no nulo en P.

Por otra parte, si queremos que pequenas desviaciones A7# respecto a Q, causen
pequenos U-errores de posicionamiento Az® en P, tiene que existir la funcion inversa
r® = 2%(t?) y sus derivadas parciales han de ser continuas, lo que implica —ver
parrafo anterior— que J no puede ser nulo en P. Si J es nulo en P y las parciales
dx®/ O74 no son continuas, los U-errores se pueden disparar cuando nos acerquemos
a P. Es lo que més adelante vamos a constatar usando métodos numéricos.

3.4.1. Meétodos para el calculo numérico de J

Como se desprende de la seccién 3.4, los U-errores mas grandes esperamos encon-
trarlos para usuarios proximos a puntos donde J se anula. Mas adelante veremos que
los menores U-errores corresponden a usuarios con valores grandes de J, y que esta
cantidad no puede tomar valores arbitrariamente grandes. De todo esto se despren-
de que, para estudiar los U-errores, tenemos que saber calcular J para un usuario
cualquiera de coordenadas inerciales z®.

El Jacobiano se puede calcular numéricamente, como haciamos antes de deducir
una férmula analitica que nos permite calcularlo. La nueva formula puede hallarse
en nuestro articulo [Puchades 2014]. Aunque esta féormula simplifica el calculo de J,
es interesante conocer los valores de esta cantidad obtenidos con métodos totalmente
numéricos, y comparar los resultados. Hay dos métodos que vamos a describir ahora:

Método 1

El Jacobiano de la transformacion 74 = 74(2%) es el determinante de la matriz
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cuyo término general es Ja, = 074/02%; por tanto, para calcular J, lo tinico que
tenemos que hallar, numéricamente, son 16 derivadas parciales en el punto de coor-
denadas z®. Esto es facil de hacer teniendo en cuenta que cada parcial es el limite de
un cociente incremental y, por tanto, sera aproximadamente igual al citado cociente
si el incremento de la variable independiente es elegido apropiadamente. Este incre-
mento debe ser suficientemente pequeno para que el cociente incremental se acerque
suficientemente a su limite (la derivada que buscamos), pero no tan pequeno que no
nos permita el cilculo del incremento de la variable dependiente.

Supongamos que queremos calcular d7!/9x? en P; para ello partimos de las
coordenadas z% del punto P, y a partir de estas coordenadas, el codigo XT (Newton-
Rhapson), usando las lineas nominales de los satélites, nos permite obtener las coor-
denadas de emision 7. Tomamos entonces un incremento de la variable indepen-
diente 2, por ejemplo, Ax? = 10~® km, manteniendo el valor que toman en P las
coordenadas inerciales ', 2% y 2%, A partir del nuevo punto (z!, 22 + Az?, 23, 2%),
el mismo codigo XT nos da unas nuevas coordenadas de emision 74 + A74, a partir
de las cuales hallamos un valor aproximado de la derivada que estamos calculando,
que serd 911 /0x? ~ A7 /Az?. Con el mismo procedimiento se pueden calcular las
16 derivadas parciales de la matriz Jacobiana.

Una vez calculadas las 16 derivadas con un tnico paso de derivacion Az (incre-
mento de la variable independiente), hallamos el Jacobiano. Usaremos un conjunto
apropiado de pasos Az, distintos entre si, que dan valores de J a los que llamaremos
Jin- El Jacobiano se consideraré bien calculado, si hay un intervalo, suficientemen-
te amplio, de valores de Az que conducen a Jacobianos con un numero de digitos
idénticos suficientemente grande.

Método 2

El término general de la matriz Jacobiana de la transformacion x® = z(74)
es JA® = 9z /014, por tanto, para hallar su Jacobiano J, tenemos que hallar -de
nuevo- 16 derivadas parciales. Ademas se satisface la relacion J = 1/ J, ya que la
transformacion @ = 2%(74) es la inversa de aquella cuyo Jacobiano es J. Si J es
un ntmero real y no nulo en Q, J es también un ntamero real y diferente de cero en
P, y el calculo de U-errores es posible en este punto.

Podemos calcular J, hallando primero J en el punto imagen de P (co-region), y
usando luego la relacion J = 1/ J. Este método requiere el calculo de todas las deriva-
das de la forma 0z / O14. Vamos a ver como podemos hacer una de estas derivadas;
por ejemplo, dz'/d72. Dadas las coordenadas de z® del usuario en P, utilizamos el
codigo XT (Newton-Rhapson) con las lineas nominales de los satélites, para hallar
las coordenadas emisién 7 del punto Q. Tomamos entonces un incremento de la
variable independiente 72, por ejemplo, A7? = 3.3 x 1074 s y mantenemos el valor
que toman en Q las coordenadas de emisién 71, 73 y 7%. A partir del nuevo punto
(1, 2+ A72, 73, 1), el codigo TX (con lineas nominales) nos da unas nuevas coor-
denadas inerciales z + Az®, a partir de las cuales hallamos un valor aproximado
de la derivada que estamos buscando, que sera dx'/07% ~ Az'/A72. Con el mismo
procedimiento se pueden calcular las 16 derivadas parciales de la matriz Jacobiana.

Una vez calculadas las 16 derivadas con un tnico paso de derivacion A, hallamos
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el Jacobiano. Como en el caso del primer método, usaremos un conjunto de pasos
A, distintos entre si, que dan valores de J a los que llamaremos .Jo,,. La forma de
elegir el paso, es la misma que para el primer método (ver méas arriba).

Para comprobar que los dos métodos anteriores dan resultados buenos y com-
patibles, los hemos aplicado para calcular .J en dos puntos dentro de la E-esfera.
Ambos pertenecen a la seccion tgp = 19 h y a la 4-tupla de satélites de GALILEO
2, 5, 20, 23. El primer punto es E, que esta lejos de cualquier anulacién de J. En
la Tabla 3.1 presentamos los valores de J,; y J,2 hallados para 9 pasos diferentes

Az y otros tantos A7; asi como las diferencias absolutas e, = abs(J,1 — Jp2) y las

relativas e,

2(Jn1—Jn2)

Jni+JIn2
Az AT Jnl Jn2 €q €
10713 1 33 x 10719 | —4.13x 1072 | 0.29 0.33 2.66
10712 | 3.3 x 10718 0.21 0.24 | 3.24 x 1072 0.15
101 | 3.3x 10717 0.23 0.24 | 3.23x 1073 | 1.38 x 1072
10710 | 3.3 x 10716 0.23 023 | 3.24x107% | 1.38 x 1073
107° | 3.3x 1071 0.23 0.23 | 327 x107° | 1.39 x 104
1078 | 33x 1074 0.23 0.23 | 3.67x107% | 1.56 x 10~°
1075 | 3.3x 10711 0.23 0.23 | 438 x 1077 | 1.86 x 1076
1072 | 3.3x10°8 0.23 0.23 | 2.42x107% | 1.03 x 107°
107! | 33x10°7 0.23 0.23 | 2.82x107° | 1.20 x 10~

Tabla 3.1: La primera (segunda) columna muestra un conjunto de nueve pasos Ax
en kilometros (A7 en segundos). El resto de las columnas -excepto la tltima que es
adimensional- estan dadas en la unidades de las ecuaciones y los codigos (ver seccion
1.16).

Los valores de Az y A7 de algunas filas -de la Tabla 3.1- dan valores parecidos
de Jp1 v Jn2, pero no son pares de pasos que hayan sido elegidos de forma que
conduzcan a las menores diferencias e, y e,. Parte de estas diferencias son debidas
a la eleccion de los pasos; por eso no vamos a llamarlas errores de célculo; de todas
formas, para los seis ultimos pares de pasos, el orden de magnitud de las diferencias
relativas es menor que 10~%. Esto sugiere que, para estos pasos, el calculo de J en E
es suficientemente bueno, tanto si se hace con el método 1, como con el método 2. Sin
embargo, desde el punto de vista l6gico, cabe la posibilidad de que los valores de J,,1
v Jna, calculados en E, sean proximos pero que ambos tengan errores de célculo. Por
eso, pensamos que se podian hacer dos cosas para justificar que los valores obtenidos
de J,1 vy Jn2 -obtenidos con los métodos 1 y 2- que por lo menos uno de los dos
valores de J,,1 y J,2 tiene errores pequenos:

= (1) comprobar que los pares (Az, AT) que dan buenos resultados en E, también
los dan en otros puntos de la E-esfera siempre que estén suficientemente lejos
de los ceros de J

= (2) Tratar de calcular analiticamente el valor del Jacobiano en algtn punto
particular, por ejemplo, en E y comparar el resultado con J,1 y Jpe.
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Para hacer la comprobacion (1), hemos seleccionado puntos de la direccion

Npve = 25 (ver seccion 1.14) para 0 < L < 10° km.
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Figura 3.3: Diferencia relativa e, en funcion de la distancia L (en Mm), para puntos

lejanos a cualquier cero de J situados en la direcciéon asociada al pixel n = 25,
y situados dentro de la E-esfera.

RING

Todos estos puntos estan lejos de cualquier cero de J (como se comprueba facil-
mente con las técnicas de calculo de estos ceros que se desarrollaran mas adelante).
Se usan los pares Az = 1078 km y A1 = 3.3 x 107 s para calcular derivadas en
todos los puntos seleccionados, y los valores de e, resultantes son presentados en la
figura 3.3, donde puede verse que aunque, en E hemos obtenido e, = 1.56 x 107°,
hay puntos lejanos de E, en los que el orden de e, llega a ser 10~!. Esto, no parece
muy satisfactorio, en particular, si tenemos en cuenta que el calculo de J,1 v Ju2
esperamos que sea més problematico todavia en puntos proximos a ceros de J.

Para ver lo que ocurre con el cédlculo de J,1 y J,2, para usuarios préoximos a
algin cero de J, hemos elegido uno de estos usuarios, en la direccion n,, ., = 444,
que esta proximo a un cero de J situado a una distancia L = 29750 km de E, y
hemos realizado el mismo estudio que en el punto E. Los resultados son presentados
en la Tabla 3.2. En la nueva Tabla vemos que todas las diferencias relativas tienen
6rdenes de magnitud mayores o iguales que 10~2. Por tanto, como era de esperar,
los resultados son peores que en el punto E (Tabla 3.1).

Para la direccion n,, .., = 444, hemos seleccionado puntos uniformemente dis-
tribuidos en el intervalo 0 < L < 10° km. Algunos de estos puntos son préximos
al cero de J situado en L = 29750 km y, en tales puntos el valor de e, se deberia
disparar. Los valores de e, obtenidos con los pasos de derivaciéon Az = 1078 km
y AT = 3.3 x 1071* 5 (usados en todos los puntos), son presentados en la figura



3.4. Sobre el Jacobiano, J, de la transformacién 7% =

Ta(17ﬁ> y su

anulaciéon 79
Ax (km) AT (s) JIn1 Jn2[1077] €q er

10713 3.3x10719 | 4.39 x 1072 —7.09 4.39 x 1072 2.01
10-12 3.3x1071% | 4.34x1073 —5.30 4.39 x 1073 2.05
10~ 3.3x10717 | 3.88x 10~ —5.17 4.39 x 10~4 2.62
10710 3.3x10716 | —7.64x 107 —5.16 4.39 x 107 —1.48
107° 3.3x1071% | —4.72x107° —5.16 439 x 1076 | —8.90 x 1072
10-8 3.3x 1074 | —5.11 x 107° —5.16 439 %1077 | —8.56 x 103
105 3.3x 107" | —=5.16 x 107° —5.08 797 %1077 | —1.56 x 1072

Tabla 3.2: Esta Tabla tiene la misma estructura que la Tabla 3.1

(3.4), donde puede verse que, aunque hay muchos valores de e, menores que 1072,
hay valores mucho més grandes de esta diferencia relativa cerca de L = 29.75 Mm.
Lejos del cero de J y del punto E, los valores de e, estan menos dispersos que en el

caso de la figura (3.3),
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Figura 3.4: Esta figura tiene la misma estructura que la figura 3.3, pero corresponde
a una direcciéon con un cero de J en L = 29.75 Mm.

En el método 2, comenzamos obteniendo un punto de la co-regiéon de coordenadas
74, que cuando estemos calculando cerca de un punto de Jacobiano nulo, estara en

la zona azul de la figura 3.2, cerca de las lineas negras; entonces, los puntos de
coordenadas 7 + A7, utilizados para calcular las derivadas parciales, pueden caer
fuera de la co-region (al otro lado de las lineas negras); en tal caso, no se pueden
calcular algunas de las cantidades % + Ax®, ni las derivadas parciales asociadas.
Esto s6lo se puede evitar tomando un paso de integraciéon suficientemente pequeno,
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para evitar que el punto de coordenadas 7 + A74 esté fuera de la co-region. Por
todo esto, es preferible tomar A7® = 3.3 x 107'* s en vez de AT® = 3.3 x 107! s,
aunque este tltimo paso conduzca a un valor de |e,| algo mas pequeno en la Tabla
3.1 y un poco més grande en la 3.2.

So6lo nos falta intentar el calculo analitico de J, que creiamos que so6lo seria posible
en algunos casos particulares, pero que acab¢ siendo vélido, en general, para satélites
emisores con velocidades no relativistas.

3.5. Calculo analitico del Jacobiano J

En esta secciéon vamos a calcular analiticamente el Jacobiano J, bajo la hipotesis
de que, en todo momento, el cociente v/c es mucho menor que uno, siendo v el médulo
de la velocidad de un satélite cualquiera de la 4-tupla de posicionamiento. Esta es una
hipoétesis simplificativa, que se cumple para todos los satélites de cualquier GNSS,
incluyendo GPS y GALILEOQ, los cuales tienen velocidades comprendidas entre 3 y
4 km/s. Usando la formula analitica que vamos a obtener, el célculo de J es mas
rapido que si usamos los dos métodos estrictamente numéricos de la seccion anterior.
ZTTQ‘; por tanto, para calcularlo hay que

. . . A . .
obtener primero las derivadas parciales ‘377 que aparecen en la matriz Jacobiana.

El Jacobiano es el determinante J =

Partimos de la expresion que relaciona las coordenadas de emision, 74, con las
coordenadas inerciales x?; es decir, de la ecuacion (1.5) del capitulo 1. Se trata
de calcular las derivadas 974 /0x®, derivando implicitamente en esta ecuacion cuya
forma es naglz® — 2% (74)][27 — xi(r“‘)] = 0. Comencemos derivando parcialmente,
con respecto a la coordenada inercial 2!, ambos miembros de esta ecuaciéon para
obtener la relaciéon siguiente:

o Oz 074 o o dx’ o4
Nas {5 t- @T—ﬁ@} 27—} (1) 4 nap(z® —25 (17)] l(w - 67—3@1 =0 (3.3)

El sistema (3.3) tiene cuatro ecuaciones, una por cada satélite.

Como las ecuaciones de movimiento de cada satélite son de la forma % = 5 (74),
las derivadas parciales gf—aﬁ, son en realidad derivadas totales y coinciden con las
componentes de la cuadrivelocidad del satélite A: ug(74) = dz% /dr?. Sustituyendo
las componentes de la cuadrivelocidad en 3.3 y simplificando resulta:

9 sol aﬁ [ﬁi [3( A)]*O' (34)
Mo uig | [27 —walm?)] =0; )

esto es:

or4 orh
[1 - Uhﬁ} [2! — 23] + [—Ui@] [ — 2] + [—Uiﬁ] [27 — 23]

_ {—ui%} [zt —2%]=0. (3.5)

. . . , . A . .
Esto es un sistema de ecuaciones y nuestra incognita es 221; si la despejamos de 3.5

Oxl
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resulta:
or4 _ xt — ,7:114 (3.6)
dat T ulat —ah] AR — 4] b — 2] bl ]

donde u* = j—i = v es el factor de Lorentz, y el resto de componentes de la cuadri-

velocidad son calculadas derivando con respecto a 7 las ecuaciones de la linea de
universo del satélite A, dadas en la seccion 1.7.
e . . . A A A L
Utilizamos el mismo procedimiento para calcular %;2 , %;3 y %;4 , v asi obtenemos
todas las derivadas parciales que buscabamos, que vienen dadas por las relaciones:

o A i i
Jai = Ti =T 111 il 272 362 $A3 3 3 1[4 1 (3.7)
Oz —uglrt — ] —uj[r? — 2h] —uwi(ad — an] + uffrt — 2]
y
o A 4 .4
JA4:L4: Tl _ ol 27,2 z2 zAs 3_ 3 a7 (38)
Ox —uyfrt —ah] —uf[z? — 2] —u[ed — 2] +ul [zt - 2]

Las ecuaciones (3.7) y (3.8) se pueden escribir, todas juntas, de la forma siguiente:

ot e —ag ()
Oz muuly ()27 —ay (r)]

Jaa (3.9)
donde ¢ toma el valor 1 para o =1, 2, 3 y el valor -1 para o = 4.

La cuadrivelocidad del satélite A, u/; (), puede ser facilmente calculada, en un
tiempo propio dado 74, por medio de las ecuaciones (1.6), (1.7) y (1.8) (secciéon
1.7). Por tanto, dado un usuario con coordenadas inerciales z“, nuestro codigo XT
permite calcular las correspondientes coordenadas de emision 72 y, entonces, las
derivadas parciales involucradas en J pueden ser calculadas usando las ecuaciones
(1.6), (1.7), (1.8) y (3.9).

Por otra parte, la cuadrivelocidad del satélite se puede escribir de la forma si-
guiente::

uly (74) = v (vh, 0%, 05, 1) (3.10)

donde v%, son las componentes de la velocidad del satélite A en el sistema de referencia
casi inercial, y 74 es el factor de Lorentz del satélite A en el espacio-tiempo de
Minkowski. Este factor tiene la forma:

=1 (va)’] 7 (3.11)

siendo va = /(v})% + (v3)% + (v)2.
Como las velocidades de los satélites son mucho méas pequenas que la unidad, al
orden mas bajo, podemos escribir u’y (TA) ~ (0,0,0, 1) para cualquier satélite A. Por

tanto, la siguiente relacién se cumple de forma aproximadas:
Ny (TH) [ — 2% (7)) =~ —[2* — 2 ()] = —Dista (3.12)

donde Dist 4 es la distancia del usuario a la posicion del satélite A cuando emitio
su tiempo propio. Teniendo en cuenta esta relacion, la ecuacion (3.9) conduce a la
siguiente relacion:

ot ([a () — 2]

JAa = ~ . , 3.13
A ox™ Dista ( )
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y, por tanto, el Jacobiano es el valor del siguiente determinante:

1 2 3

1 2 3
ml_m Zl—z ml_m
Distq Disty Distq

mé_ml Ig_zz Ig_$3
Disto Disty Disto

1 1 2 2 3 3
$3 —x :1/‘3 —x $3 —x 1

Dists Dists Dists

1 1 2 2 3 3
Ty—T Ty—x ry—T 1

Disty Disty Disty

3.5.1. Comparacion del Jacobiano obtenido numéricamente
con el calculado analiticamente

Vamos a comparar los valores del Jacobiano J obtenidos de forma numérica J,2
(método 2 de la seccion anterior), con el valor, J,, calculado a partir de la férmula
(3.14).

Como en las comparaciones realizadas en la seccion 3.4.1, se consideran los saté-
lites 2, 5, 20 y 23 de GALILEO y la seccién z* = tg = 19 h. Ademés, también se
consideran los mismos puntos uniformemente distribuidos, a lo largo de las mismas
direcciones HEALPIx: n,,, ., = 25, sin ceros de J, y n = 444, con un cero de J
para una distancia L = 29750 km desde E.

En esta secciéon calculamos y representamos las cantidades e, y e,., que son las
diferencias absolutas y relativas entre las cantidades Jy,2 y J,; es decir, e, = abs(J,2—
Jou)y e = % Estas cantidades se muestran en las figuras 3.5 (n = 25)
V 3.6 (N, e = 444).

La figura 3.5 prueba que, lejos de los ceros de J, el paso de derivacién del método
2 de la seccién anterior puede ser ajustado de modo que los valores mas grandes de
lea| sean del orden de 10719 (panel superior), y los de |e,| del orden de 1072 (panel
inferior). Esto demuestra que tanto la derivada numérica como la obtenida mediante
la formula (3.14) pueden calcularse con una precision muy alta. También se puede
ajustar el paso del método 1 de la seccion anterior para obtener valores comparables
a los que da la expresion (3.14).

La figura 3.6 muestra que —como era de esperar— cerca del punto L = 29750 km
(cero de J), las diferencias absolutas y relativas se hacen muy grandes. Todos los

RING

RING

célculos fallan cerca de los ceros de J porque, en ellos, aparecen divergencias.
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Figura 3.5: La cantidad e, (e,) es representada en funcion de la distancia L a E, en

Mm, en el panel superior (inferior). Direccién n

RING

= 25 sin ceros de J
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Figura 3.6: Los paneles superior e intermedio de esta figura exhiben la misma repre-
sentacion que los paneles superior e inferior de la figura 3.5. En este caso consideramos
la direccion n,,, v, = 444 con un cero de J. En el panel inferior se consideran los
mismos puntos que en el panel intermedio y se han suprimido todos los valores tales
que |e;| > 2 x 1078, para conseguir que se vea que los valores de e, no son nulos
lejos del cero de J.
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3.6. Volumen del tetraedro cuyos vértices son
los cuatro extremos de los vectores unitarios
usuario-satélite

La figura 3.7 es mostrada en [Langley 1999], y representa un tetraedro con los
cuatro extremos de los vectores unitarios usuario-satélite en sus vértices. Este te-
traedro esté inscrito en una esfera de radio unidad centrada en el usuario.

Figura 3.7: Tetraedro cuyos vértices son los extremos de los cuatro vectores unitarios
receptor-satélite. El tetraedro queda inscrito en una esfera de radio unidad centrada
en el usuario

En [Langley 1999] se afirma que el volumen del tetraedro de la figura 3.7 esta
correlacionado con la dilucion de precision; de forma que a mayor volumen, menores
errores de posicionamiento debidos a la configuracion espacial del sistema usuario-
satélites. Maximizar el volumen seria minimizar los errores en el posicionamiento
del usuario. Sin embargo, en [Langley 1999] no se explica el por qué de la citada
correlacion.

Una vez hallada la expresion (3.14) que da el valor de J, con la tnica condicion
de que el movimiento de los emisores no sea relativista, hemos podido justificar las
afirmaciones de R.B. Langley sobre dilucién de precision, y expresarlas de un modo
mucho mas preciso y logico.



Capitulo 3. Errores de posicionamiento debidos a incertidumbres en las
86 lineas de universo de los satélites

La razon por la que los errores de posicionamiento dependen del volumen del
tetraedro anteriormente descrito, es que este volumen es proporcional al Jacobiano
J y, como es sabido, los U-errores dependen de J. Asi, cuanto mayor es el volumen,
mayor es el Jacobiano, y menores son los errores en el posicionamiento del usuario.
Vamos a calcular el volumen del tetraedro para ver que es proporcional al Jacobiano
dado por la férmula (3.14).

El volumen de un tetraedro se puede escribir en términos de las coordenadas ab-

solutas de los cuatro vértices (z1, 2%, 23), (v3, 23, 23), (23,23, 23), (z1, 2%, 23) (donde

el subindice hace referencia al vértice) de la siguiente forma:

I |

1| ad 23 23 1
Vp=—1|"2 "2 ™2 3.15
3 zd 23 23 1 ( )

xd 22 a2l 1

Como el volumen del tetraedro es independiente del sistema de coordenadas en el
que se calcule, hacemos una traslaciéon de coordenadas y centramos el origen del
nuevo sistema de referencia en el usuario. Asi, vemos facilmente, que el volumen Vi
del tetraedro de la figura es:

1 1 2 2 3 3
Ty —T Ty —x Ty —T 1

Distq Disty Distq

méfxl ngzz 13713 1
1 Disto Distsy Disto
Vr =5 (3.16)
: zé—zl z§—$2 mg—wg 1

Dists Dists Dists

1 2 3

1 2 3
:1/‘4_:3 :1/‘4 —x $4 —x 1
Disty Disty Disty

que es -evidentemente- proporcional al médulo del Jacobiano (Vr = ¢|.J|) dado por
la ecuacion (3.14), la cual es valida siempre que las velocidades de los satélites sean
pequenas comparadas con la velocidad de la luz.

De acuerdo con la proposicion 3) de la seccion 3.2 (ver también [Coll 2012] y
[Pozo 2006]), si los cuatro satélites se ven a lo largo de generatrices de un mismo
cono con el usuario en el vértice, el Jacobiano J es nulo. En sistemas de satélites
no relativistas, esta proposicion se puede demostrar teniendo en cuenta que si los
cuatro emisores se ven de esta forma, los extremos de los cuatro vectores unitarios
usuario-satélite estdn en un mismo plano (ortogonal al eje del cono) y, por tanto,
el volumen Vr del tetraedro que forman es nulo. Lo que implica que J también lo
es; sin embargo, s6lo hemos demostrado que la proposicion 3) es aproximadamente
valida en el caso no relativista; mientras que en [Coll 2012] y [Pozo 2006] se considera
que es valida para cualquier configuracion de satélites, incluso para configuraciones
relativistas. Este aspecto de la anulaciéon de J merece mas atencion, pero ya no sera
considerado en esta tesis.

Si las direcciones en las que el usuario ve a tres satélites de la 4-tupla de emisores
son todas diferentes, estas generan un cono con vértice en el usuario y un cierto
eje de simetria. El dngulo formado por cualquiera de estas direcciones con el eje
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del cono, «;, es el mismo, por tanto podemos escribir a; = as = as. Si el angulo
formado por la direccion del cuarto satélite con el eje del cono ay coincide con uno
cualquiera de los otros tres angulos iguales, por ejemplo, a7, todos los satélites estan
en el mismo cono y J se anula. El usuario no podra hallar su posicién salvo si conoce
perfectamente el movimiento de los satélites (ver la seccion 3.1), lo cual no es posible
en la practica. Ademas, si ay — « es distinto de cero, el Jacobiano no es nulo.

Un esquema de esta situacion puede verse en la figura 3.8;

Figura 3.8: Representacion de los angulos a; y ay. El usuario esté en el vértice del
cono y los satélites 1, 2 y 3 en su superficie.

segtn lo dicho, J valdréa cero en la posicion verde, mientras que en la roja y en
la lila sera diferente de cero (posicionamiento posible). Ademaés, dentro y fuera de la
superficie conica hay pares de direcciones correspondientes a bifurcaciones y, como
la orientacion de los satélites 1, 2 y 3 es levogira, segtn lo dicho en las secciéon 1.9,
el parametro de orientacion es € = 1 en el caso lila (interior) y € = —1 en el caso
rojo (exterior).

Por otra parte, si el usuario estd muy lejos de la 4-tupla de satélites, dos cua-
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lesquiera de ellos formaran un dngulo pequeno, y los cuatro delimitan un pequeno
angulo so6lido; por tanto, el volumen Vr del tetraedro asociado a las direcciones de ob-
servacion seré pequeno, lo que sugiere un mal posicionamiento con U-errores grandes
que creceran cuando nos alejemos més y mas de la zona ocupada por los satélites.

En los resultados numéricos que presentaremos -méas adelante- en esta seccion,
veremos hasta qué punto los U-errores son grandes cuando el usuario:

= ve los cuatro satélites casi situados en la misma circunferencia de su esfera
celeste (usuarios proximos a un cero de J)

= estd suficientemente lejos de la zona que ocupa la constelacion de satélites
usada para el posicionamiento.

Trabajando en el marco de los SPR hemos entendido la relacion que hay entre
los U-errores (dilucion de precision) y el valor de V.

3.7. Distribucién de los valores de J y de los U-
errores dentro de la E-esfera: estimaciones nu-
meéricas

En la secciéon 2.2.1, estudiamos la distribucién de los valores de x? en el interior
de la E-esfera y, para ello, definimos una distribuciéon de usuarios que es uniforme a
lo largo de 3072 direcciones HEALPIx, en un conjunto de secciones tg = constante.
En esta secciéon vamos a considerar exactamente la misma distribuciéon de puntos
dentro de las mismas secciones y, en cada punto vamos a calcular el Jacobiano J
y los U-errores. Esto lo hemos hecho para varias 4-tuplas de satélites aunque sélo
presentemos resultados para algunas de ellas. Entonces, podemos buscar los ceros de
J, como lo hicimos en la seccién 2.2.1 para los ceros de x2.

Después de calcular los valores y ceros de x? v del Jacobiano J en los mismos
puntos dentro de la E-esfera, nos ha sido posible verificar que J solo se anula en
los segmentos donde se cumple la desigualdad x? > 0; es decir, en las zonas de
bifurcacion, que como es sabido, estéan entre el primer (tercero) y segundo (cuarto)
ceros de x? (ver la seccion 3.2). En la figura 3.9, puede verse un croquis de la
distribucién de usuarios con las zonas en las que J puede anularse. Este croquis es
analogo al presentado en la figura 2.1, pero ahora se considera también la anulacion
de J.

Utilizaremos las mismas técnicas que en el capitulo 2, para representar los puntos
en los que J se anula en cada seccion, o los puntos en los que toma un valor concreto.
Lo mismo haremos con los valores de los U-errores. A veces solo consideraremos
usuarios que estan situados en direcciones HEALPIx particulares, y haremos graficas
que nos indiquen como varian ciertas cantidades significativas con la distancia L al
punto E. De hecho vamos a considerar representaciones de este tipo en la proxima
seccion.
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Figura 3.9: Secciones 3D (tr = constante) de la region de emision. Este croquis es
como el de la figura 2.1 de la seccion 2.2.1, pero aqui indicamos también las zonas
en las que puede haber ceros de J que, para cada direccion, son los intervalos donde
la, cantidad x? es positiva
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3.7.1. Los U-errores cerca y lejos de puntos de Jacobiano nulo

Mas adelante buscaremos la distribucion de puntos de Jacobiano nulo dentro de
la E-esfera; pero antes, vamos a considerar uno de estos puntos, para hacer unos
pocos experimentos que nos sugieran como son los U-errores cerca de él. Veremos
que son muy grandes, a no ser que los satélites sigan exactamente las trayectorias
nominales, lo cual es imposible.

Para una cierta direccion HEALPIx (n,,, . = 444, ver seccion 1.14) de la seccion
2* =tgr = 17 h, en el caso de los satélites 2, 3, 4 y 21 de GALILEO, elegimos un
intervalo de 200 km centrado en un cero del Jacobiano J de la transformacion de
coordenadas 7@ = 7% (x%) (ver seccién 3.4) y, entonces calculamos la cantidad A4 en
200 puntos distribuidos uniformemente en el citado intervalo; asi, la distancia entre
dos puntos consecutivos es de 1 km.

Para cada uno de los 200 puntos, utilizamos el método descrito en la seccion
anterior y calculamos A,4. De acuerdo con lo dicho en aquella seccion, hemos generado
una desviacion aleatoria {4 de 1 m de amplitud para cada satélite. Las componentes
de la desviacion resultante son presentadas en la Tabla 3.3.

Al Ar[107* km] | 0 (rad) | ¢ (rad) | At [10710 4]
1 8.22 x1073 2.55 2.13 5.27
2 9.41 3.11 5.90 9.37
3 3.26 0.45 1.68 17.97
4 2.51 1.98 3.85 20.62

Tabla 3.3: Desviaciones respecto a las lineas de universo nominales de los cuatro
satélites. Ar es la desviacion radial; 6 y ¢ son las coordenadas esféricas 6, ¢, respec-
tivamente, y At la desviacion correspondiente al tiempo coordenado

Los resultados son presentados en la figura 3.10, donde se aprecia, claramente, que
el estimador A, tiene un pico alrededor del punto de Jacobiano nulo; esto significa
que la posicion de los usuarios cercanos a este punto esté afectada de grandes U-
errores, los cuales van decreciendo conforme nos separamos del punto central donde
J=0.

Ahora, para los mismos satélites, la misma seccion y la misma direccion HEALPIx
que antes, vamos a considerar un segmento que parte de E y llega hasta una distancia
L = 20000 km; es decir, vamos a considerar el intervalo 0 < L < 20000 km cuyos
usuarios estan lejos de cualquier punto donde J se anula. En este segmento hemos
considerado usuarios equidistantes, separados por una distancia de 10 km, y hemos
calculado el estimador Ay correspondiente a cada uno de ellos. Para lo cual hemos
utilizado las desviaciones de la Tabla 3.3. Los resultados son presentados en la figura
3.11. Los valores de Ay en metros pertenecen al intervalo [1.47, 1.82]; por tanto,
los U-errores son del mismo orden de magnitud que la amplitud elegida para las
desviaciones £5 (1 m). El hecho de que Ay decrezca cuando nos separamos de E es
algo puramente circunstancial que no ocurre para todas las direcciones.

Finalmente, en el mismo caso que hemos considerado para calcular los valores de
Ay representados en la figura 3.10, hemos hecho otro célculo que vamos a describir.
Para hacer este calculo hemos generado, en vez de una (como antes), 10 desviaciones
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Figura 3.10: Valor de A4 en funcion de la distancia L al punto E, en un segmen-
to donde J se anula una vez (en el centro). Las desviaciones respecto a las lineas
nominales son las de la Tabla 3.3
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Figura 3.11: Estimador Ay en funcion de la distancia L al punto E, para el intervalo
0 < L < 20000 km.

aleatorias £9 por satélite (con 1 m de amplitud), que combinadas de todas las formas
posibles nos dan 10000 desviaciones diferentes como la considerada en la Tabla 3.3.
Para cada una de ellas, y para cada uno de los 200 usuarios, hemos calculado el
estimador Ay, obteniendo asi 10000 valores en cada punto. Con estos valores hemos
calculado el valor medio Ay y la desviacion tipica o en todos los puntos. Si represen-
taramos Ay en funcion de la distancia L a E, obtendriamos evidentemente una figura
similar a la 3.10, ya que en los 10000 casos, el comportamiento de A, seria similar.
En la figura 3.12, hemos representado o, para los 200 puntos situados alrededor del
que tiene J = 0. En esta figura se ve que, para las 10000 desviaciones consideradas,
los valores de A, estan méas dispersos (peor calculados) cerca del punto J = 0. En
resumen, conforme nos acercamos al punto J = 0, los U-errores son més grandes y
tienen desviaciones tipicas mayores.

En secciones posteriores, profundizaremos en la propiedades de la distribucion
del estimador Ag; o sea de los U-errores, dentro de la E-esfera; pero de momento,
ya tenemos una idea de lo que puede ocurrir: errores grandes y mal calculados cerca
de los ceros de J, y posible zona de U-errores moderados suficientemente cerca del
punto E.
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Figura 3.12: Desviacion tipica o, en funcién de la distancia L al punto E, en el

mismo segmento de la figura 3.10 (J se anula una vez en el centro). Los céalculos
estan basados en 10000 desviaciones generadas como las de la Tabla 3.3.



Capitulo 3. Errores de posicionamiento debidos a incertidumbres en las
94 lineas de universo de los satélites

3.7.2. Estimacion numérica de J, A, a;—ay y otras magnitudes
relevantes, para distribuciones 1D de usuarios

En la secciéon anterior s6lo hemos considerado un segmento alineado con E y que
tiene la direccion HEALPIx correspondiente al pixel n,, .. = 444. Este segmento
esta dentro de la E-esfera y J se anula en su centro. La 4-tupla de satélites es la 2, 3,
4, 21 de GALILEO y el segmento esta en la seccion z* = tg = 17 h. Entonces, con
las desviaciones de la Tabla 3.3, hemos calculado A, en 200 puntos, uniformemente
distribuidos, separados de sus vecinos por una distancia de 1 km. Ahora vamos a
ampliar el estudio de este caso y, con los mismos elementos, vamos a calcular las
cantidades siguientes:

s la cantidad A/Acan
= la distancia AL

= el Jacobiano J

= la diferencia oy — ay,

en cada uno de los 200 puntos del segmento considerado, y vamos a representarlas
junto a Ay en la figura 3.13.

Hemos calculado la media de los 200 valores del discriminante A, a la que lla-
mamos A,ean, ¥ hemos representado A/A,,cqn —como funcion de la distancia L a
E- en el panel superior izquierdo de la figura 3.13. En el central (inferior) izquierdo
de la misma figura se representa el Jacobiano J (el angulo a; — ay) en funcion de la
distancia L a E. Como puede apreciarse en estos tres paneles, la cantidad A/A,cqn,
y por tanto A, se anula en el punto medio del segmento, exactamente donde se anu-
la el Jacobiano (panel central izquierdo) y donde también se anula a; — ay (panel
inferior izquierdo). Por tanto, hemos verificado, numéricamente, las proposiciones 1)
y 3) de la seccion 3.2. La cantidad A/A,,cqn sOlo ha sido elegida —para hacer la
grafica— porque se anula en los mismos puntos que A y toma valores del orden de la
unidad.

En el panel superior derecho de la figura 3.13 se representa la cantidad AL, que es
la distancia desde un punto del segmento (caracterizado por L) hasta su pareja por
doble posicionamiento. Vemos que esta distancia se anula donde lo hace A, lo cual
es logico de acuerdo con la proposicion 4) de la seccion 3.2, en la que se afirma que
sobre la hipersuperficie 7 los pares de puntos asociados por bifurcaciéon coinciden; es
decir, que AL tiende a cero cuando nos acercamos a la hipersuperficie de Jacobiano
nulo. Finalmente, hay una quinta cantidad, Ay, que diverge en el punto donde se
anulan las cuatro magnitudes ya consideradas (A, J, oy — ay y AL). Esta cantidad
se representa en el panel central derecho, se trata de un estimador de los U-errores
definido en la seccion 3.3. No hay que pensar que el punto asociado, por bifurcacion,
de un punto del segmento elegido, estd también en él, aunque hemos comprobado,
que siempre esta cerca.

El segmento considerado mas arriba estd incluido en uno mas amplio, que va
desde el punto E hasta el punto de la superficie de la E-esfera situado en el centro
del pixel n,, o = 444. Este segmento, al que vamos a llamar EE-444 (por razones
evidentes) abarca todo un radio de la E-esfera. En ¢l hay tres puntos en los que
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Figura 3.13: En el eje de abscisas de todos los paneles representamos la distancia L
al punto E en megametros. En los ejes de ordenadas se muestra: A/A,can (AL en
kilometros) en el panel superior izquierdo (derecho), J x 1073 (A, en kilémetros)
en el panel central izquierdo (derecho), y el angulo o; — a4 en grados en el panel
inferior.
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se anula el Jacobiano J, el discriminante A y el dangulo a; — 4. Como veremos
después, hay muy pocos segmentos con tres anulaciones de J, entre los cuales, hemos
seleccionado uno. En la figura 3.14, podemos ver los tres puntos en los que se produce
la citada anulacion.
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Figura 3.14: En los cuatro paneles representamos, de arriba abajo, las cantidades
JAg en metros, J, Ay en kilometros y a3 — a4 en grados. Estas cantidades son
representadas en funciéon de la distancia L al punto E a lo largo de todo el segmento
EE-444

Como ocurre en la mayor parte de los casos, las anulaciones de ar; —ay se ven niti-
damente en representaciones que abarcan todo un radio de la E-esfera. Sin embargo,
la tercera anulacién de J no es apreciable en la figura 3.14. Parece que la cantidad
|an — ay| es superior a 10 grados en todos los puntos del segmento EE-444, excepto
en aquellos que estan muy proximos a los puntos de anulacién. Esto es importante,
ya que como veremos més adelante, un usuario puede calcular tanto J como a; — ay
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midiendo ciertos angulos y, en tal caso, parece més facil que pueda decidir si esta
cerca de un punto conflictivo con valores muy grandes del estimador Ay (que no se
puede calcular utilizando medidas realizadas por el usuario) haciendo uso de la dife-
rencia |ag — a4/, que nunca es demasiado pequenia (exceptuando pequefios entornos
de los puntos de corte).

En el panel superior de la figura 3.14, y en otras figuras, se representa el producto
JA, para ver si es constante en algunas zonas y como se comporta cuando nos
acercamos a una anulaciéon de J. En este panel, la resolucién no es suficientemente
buena para observar este comportamiento; por eso, hemos hecho representaciones
sobre segmentos de longitud adecuada, que contienen una de las tres anulaciones en
su punto medio.

En la figura 3.15, consideramos el punto de anulacion de la izquierda de la figura
3.14, que esta situado en el centro de un intervalo de 200 km, en el que los usuarios
contiguos estan separados por una distancia de 1 km (este es el segmento conside-
rado al principio de esta seccion). Por tanto, lo tnico novedoso de esta figura es su
panel superior, los otros paneles se hayan incluidos en la figura 3.13, aunque hemos
decidido repetirlos con otras escalas. En el panel superior puede verse que, cuando
nos acercamos al punto de anulacion, la cantidad JA, tiende a cero, lo que significa
que J tiende a cero més rapido que 1/Ay, pero en cuanto nos separamos un poco de
la anulacion, |JAy| es casi constante dentro de cierto intervalo; para entender esto,
hay que tener en cuenta que J tiene signo contrario en ambas partes de la anulacion,
y que el estimador A, es siempre positivo por definicion.

Del mismo modo, el punto de anulacién central (de la derecha) de la figura 3.14 es
considerado en la figura 3.16 (3.17). Esta anulacion esta en el centro de un intervalo
de 5 km (40 km), en el que cualquier usuario esta separado por una distancia de
0.025 km (0.2 km) de su vecino. En los paneles superiores se observa lo mismo que
en el de la figura 3.15; es decir, JA, tiende a cero cuando nos acercamos a los puntos
de anulacion, y |JA,| es casi constante en los intervalos considerados. Esto es una
regla general cerca de los puntos de anulacion.

Vamos a considerar ahora una direcciéon sin puntos de anulaciéon para estudiar la
cantidad |JAy4| globalmente, es decir, en todo el radio de la E-esfera asociado a la
direccion elegida. Los resultados, correspondientes a la direccién n,, .., = 2306 de
la seccion z* = tp = 17 h, para los satélites 2, 5, 20, 23 de GALILEO, son presen-
tados en el panel superior de la figura 3.18. Como puede apreciarse en este panel, el
producto JA, no es constante en todo el segmento EE-2306 . Hemos probado otros
productos de la forma |J Agl\|, pero no hemos encontrado un buen ajuste global para
ningun valor del exponente A\. Como puede apreciarse en el panel inferior, a; — ay es
claramente distinto de cero en todo el intervalo, mientras que J es muy préoximo a
cero para valores de L superiores a unos 50 Mm. Esto también es una regla general
en todas las direcciones que hemos investigado.

La figura 3.19 es como la 3.18, pero -en ella- hemos elegido valores maximos
y minimos apropiados sobre el eje de ordenadas, de esta forma, podemos ver el
comportamiento de las cantidades representadas, en las zonas donde sus valores son
pequenos y la figura 3.18 no nos permite ver como varian. En el panel superior de la
figura 3.19 vemos que para valores grandes de L, la cantidad JA4 no es constante.
En el central observamos que el valor de J es muy pequeno y decrece a grandes
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Figura 3.15: Zoom de la figura 3.14, en torno a la primera anulacion del Jacobiano
J.
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Figura 3.16: Zoom de la figura 3.14, en torno a la segunda anulacién del Jacobiano
J.
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Figura 3.17: Zoom de la figura 3.14, en torno a la tercera anulacion del Jacobiano J.
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distancias de E, lo que sblo curre en escasas direcciones; finalmente, en el panel
inferior vemos que, no muy lejos de la Tierra, Ay crece con la distancia L a E.
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Figura 3.19: Idem que la figura 3.18 pero eliminando el cuarto panel y ademas fijando
tanto un maximo como un minimo en el eje de ordenadas de cada panel.

Para obtener los U-errores (tercer panel contando de arriba a abajo) de las figuras
3.14, 3.15, 3.16, 3.17, 3.18 y 3.19, hemos considerado que, para cualquier usuario
situado en los segmentos EE-444 y EE-2306, las desviaciones £ —con respecto a las

lineas de universo nominales de los satélites— son las mostradas en la tabla 3.3; por
supuesto, estos U-errores han sido calculados con el método descrito en la seccion
3.3. Cerca de los ceros de J, el célculo de los U-errores no tiene ningtn sentido fisico,

va que los U-errores divergen en J = 0 y son muy grandes cerca; ello es consecuencia
de una situacién degenerada, en la que los cuatro satélites son vistos —por el usuario—
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en direcciones que pertenecen a un mismo cono, cuyo vértice coincide con el usuario.

En esta seccién, nos hemos centrado en el estudio comparativo del comporta-
miento de los pares de magnitudes (J, a1 —ayq) y (J, Ay), para segmentos radiales
de la E-esfera. Realmente, hemos elegidos unos pocos segmentos significativos entre
los muchos que hemos estudiado.

3.8. Analisis numérico detallado de los U-errores pa-
ra tres direcciones particulares

En esta seccién vamos a profundizar en el estudio de los U-errores, que van a ser
calculados para las desviaciones de la Tabla 3.3 como en algunas secciones anteriores;
asi pues, su amplitud es de 1 m y diremos que estan normalizadas a la unidad.

Consideraremos tres direcciones correspondientes a la 4-tupla de satélites 2, 5,
20 y 23 de GALILEO vy a la hipersuperficie £ = 19 h. Llamaremos N; al ntimero
de anulaciones del Jacobiano en una direcciéon. En el caso elegido, el Jacobiano no
llega a anularse tres veces en ninguna de las 3072 direcciones HEALPIx estudiadas
(NJ < 3)

La primera direccion corresponde a n,,, ., = 25y no contiene ceros del Jacobiano
(N; = 0), la segunda (tercera) tiene n,, . = 444 (ng,ve = 2800) y Ny =1

Para la primera direccion, los valores de J se presentan en el panel superior de
la figura 3.20. El rango de valores de J va desde J = 0.23 en el punto E hasta
J = 2.6 x 107 para L = 10° km. EI hecho de que el Jacobiano nunca es nulo es
particularmente evidente en el panel inferior de 3.20, donde la cantidad a; — ay es
claramente diferente de cero, lo cual implica J # 0. Ademas, la cantidad a; — a4 varia
desde —9.39° en E hasta —0.59° en L = 10° km. El estimador de los U-errores Ay es
representado en el panel intermedio, como una funciéon de la distancia L al punto E.
La cantidad A, aumenta desde 1.71 m en E (L = 0) hasta 33.8 m en L = 10° km.
A partir de los paneles superior e intermedio concluimos que: en ausencia de ceros
de J, A4 aumenta conforme |J| decrece. Sin embargo, segtn lo visto en la seccion
anterior, Ay depende del Jacobiano J y también de otras cantidades que definen la
configuraciéon usuario-satélites, de modo que A,y no puede ser calculado tnicamente
a partir del valor de J. Vemos un U-error de 33.8 m asociado a los valores pequenos
de J=2.6x10"* y a3 —ay = —0.59° (ver primera fila de la tabla 3.4).

La figura 3.21 muestra los resultados obtenidos para la segunda direccién estu-
diada, la cual contiene solamente un punto, P;;, donde .J vale cero (N; = 1). La
distancia L desde E hasta el punto donde J es nulo, llamada L1, estd comprendida
entre 29700 km < L < 29800 km. El punto P;; es visible en todos los paneles.
En el panel de abajo, P;j es el inico punto donde a; — a4 vale cero. De hecho, el
Jacobiano es nulo en el mismo punto, tal y como puede verse en el panel de arri-
ba. En el panel intermedio-superior, la cantidad A, toma valores muy altos cerca
del punto P ;. Los valores de Ay representados en la figura 3.21 dependen de las
distancias entre los puntos seleccionados para los célculos y el punto P;;. Cuanto
més proximo esté el punto elegido —para los calculos— de P, la cantidad Ay sera
mayor. En la figura 3.21, los valores de J, Ay v a1 — oy a una distancia L = 10° km
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de E son ~ —1.24 x 1073, ~ 8.4 m y ~ 4.9°, respectivamente. Ademas, el tamafio
del segmento centrado en P;; donde la cantidad A, es més pequena que 10 m es
ALy ~ 600 km. Los valores de J, Ay y 1 — a4 en el punto E son independientes
de la direccion elegida. Estos valores fueron dados en el paragrafo anterior (primera
direccion). Para esta segunda direccion un U-error de 8.4 m esté asociado a los va-
lores J = —1.24 x 1072 y a3 — aqy = 4.9° en la superficie (frontera) de la E-esfera.
Todos estos resultados han sido incluidos en la segunda fila de la tabla 3.4.

Finalmente, los resultados obtenidos para la tercera direcciéon son mostrados en la
figura 3.22. Hay dos puntos, Py y Ps, donde J es cero. La distancia L desde E hasta
P11y (Pay) pertenece al intervalo [27300, 27400] km ([39900, 40000] £m). A partir del
panel inferior podemos decir que J vale cero dos veces (IN; = 2) a lo largo de esta
direccion. También pueden verse los dos puntos donde J es nulo en el panel superior.
El estimador de los U-errores Ay es representado en los paneles intermedio-inferior
e intermedio-superior, usando el mismo criterio que en la figura 3.21. En la figura
3.22, y en el punto cuya distancia a E es L = 10° km, los valores de J, Ay y oy —ay
son ~ 2.1 x 1073, ~22.9 m y ~ —8.15°, respectivamente. Ademas, el tamafio de los
segmentos centrado en Py y en Py, donde la cantidad A, es menor que 10 m, son
ALyy ~ 8700 km y ALyy ~ 5000 km, respectivamente. Para esta tercera direccion,
un error de 22.9 m corresponde a J = 2.1 x 1072 y a1 — gy = —8.15° en la superficie
(frontera) de la E-esfera. Todos estos datos han sido resumidos en la tercera fila de
la tabla 3.4.

En las figuras 3.21 y 3.22, Ay aumenta conforme las cantidades |J| y |a1 — au|
se aproximan a cero, pero este crecimiento solamente ocurre cuando |J| y oy — ay|
toman valores suficientemente proximos a cero. Para valores de |J| y |a; —ay|, que son
suficientemente grandes, el error no aumenta -en general- al decrecer las cantidades
|J] ¥ |a1 — au|. Estos comentarios nos permiten entender los siguientes enunciados
consistentes con los datos de la tabla 3.4:

= Los valores de |J| y |a1 — ay| correspondientes a la direccion 25 (primera fila)
son muy pequenos y mucho mas pequenos que aquellos que corresponden a las
direcciones 444 y 2800 y, sin embargo, el error de la direcciéon 25 es el mayor
(33.8 m) de los tres casos.

= Para la direccion 444, las cantidades |J| y |1 — a4| son més pequenias que las
correspondientes a la direccion 2800, pero el error de la direccion 444 (8.4 m)
es menor que el correspondiente a la direccion 2800 (22.9 m).

Esto significa que la 4-tupla usada para estimar las cantidades mostradas en la tabla
3.4 no es muy buena para la direccién 25 en L = 10° km. Otra 4-tupla podria ser
més apropiada. Finalmente, para las direcciones 444 y 2800, la 4-tupla conduce a
un mejor posicionamiento, en L = 10° km, para los valores més pequefios de |J| y
|an — ay| (comparar la segunda fila con la tercera fila). Estos resultados deben tenerse
en cuenta para elegir la mejor 4-tupla de entre todas las combinaciones posibles de
4 satélites de la constelacion de GALILEO. De hecho, esta 4-tupla debe conducir al
posicionamiento mas preciso. Es decir, toda esta informacion sirve para la posible
caracterizacion de las 4-tuplas de satélites que conducen a los minimos errores de
posicionamiento.
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A partir del estudio que hemos elaborado para muchas direcciones correspon-
dientes a diferentes hipersuperficies £* = constante y distintas 4-tuplas de satélites,

hemos obtenido las siguientes conclusiones:

= i) Los puntos Py, donde J es nulo, estan localizados a diferentes distancias de E.
Estas distancias dependen de la direccion elegida, asi como de la hipersuperficie
x* = constante y de la 4-tupla de satélites escogidas. Cada punto P; tiene una
region de influencia alrededor de él. En esta region, la cantidad |J| es pequena
y, por tanto, los errores de posicionamiento son grandes. El usuario debe estar
fuera de una cierta zona -localizada en el interior de la region de influencia-
para tener errores de posicionamiento por debajo de un nivel dado. El tamano
de estas zonas oscila de cientos a miles de kilémetros, dependiendo tanto del
nivel Ay elegido, como de otros parametros que caracterizan las configuraciones
usuario-satélites para usuarios localizados en el interior de la E-esfera.

= ii) Suficientemente lejos de las zonas con ceros de J, los valores |J| y |aq — ]
decrecen al aumentar la distancia L a E y, en consecuencia, los errores de
posicionamiento aumentan. Este crecimiento de los errores y decrecimiento de
|J] v |an — ), excluyendo las regiones de ceros de J, depende de cada direccion.

= iii) Para L = 10° km y suficientemente lejos de cualquier punto de Jacobiano
nulo, el orden de magnitud para el error Ay toma valores entre 10 m y 102 m

En particular, las conclusiones (i) y (ii) estan de acuerdo con nuestros comentarios
previos acerca de las figuras 3.20, 3.21 y 3.22.

Si asumimos que las desviaciones con respecto a las trayectorias nominales de
los satélites de GPS y GALILEO tienen una amplitud de 10 m (como se hizo en
[Puchades 2014]), todos los valores de A4 dados anteriormente deben ser multipli-
cados por 10, ya que han sido obtenidos para una amplitud de 1 m (ver la seccion
3.3).

Direccion | Ny | a1 —ay (°) J Ay (m) | ALyy (km) | ALay (km)
25 0 —0.6 2.6 x 1074 33.8 - -
444 1 4.9 —1.2x 1073 8.4 600 -
2800 2 -8.1 2.1x1073 22.9 8700 5000

Tabla 3.4: Analisis de los errores de posicionamiento a lo largo de las tres direcciones.
Las cantidades a3 — ay, J y Ay han sido calculadas en la frontera de la E-esfera para
cada direccion (L = 10° km). Las anchuras de las 4dreas de influencia AL;; y ALz
corresponden a un nivel de Ay de 10 m.
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Figura 3.21: Se representan las mismas cantidades que en la figura 3.20 y en el mismo
orden. La 4-tupla y los satélites son los mismos, pero en esta figura la direccion elegida
es N, ve = 444. Ademas, se usan dos paneles intermedios para presentar la funciéon
A4(L). En el panel intermedio-inferior, todos los valores de A; mayores que 10 m
han sido eliminados, para hacer visible los errores de posicionamiento lejos del punto

J=0.
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3.9. U-errores hasta L = 10° Mm

En esta seccion calculamos los U-errores hasta L = 103 Mm; es decir, considera-
mos usuarios muy distantes del punto E, que no han sido considerados en secciones
previas. Por supuesto el procedimiento de calculo es —como hasta ahora— el descrito
en 3.3.

Aligual que en el resto del capitulo, la amplitud considerada en las incertidumbres
&% de las lineas de universo de los satélites (GALILEO) es 1 m (normalizacion).

En la figura 3.23 representamos los valores del estimador Ay para 0 < L <
10> Mm. Recuérdese que L es la distancia al punto central E arbitrariamente selec-
cionado en la seccion 1.16. Como en secciones anteriores, usamos direcciones HEAL-
PIx para Ng4. = 16 y, a cada direccién le asociamos un segmento radial con una
longitud de 10® megémetros, que contiene puntos (usuarios) uniformemente distri-
buidos y separados por una distancia de 2000 km.

Las dos lineas representadas en 3.23, corresponden a dos direcciones HEALPIx
diferentes. En esta grafica podemos ver que:

= Si trataramos de posicionar un usuario sobre la Luna, que esta a una distancia
media de unos 384000 km de la Tierra, los U-errores llegarian a ser de unos
~ 2 km, para la direccion n,,, ., = 3072 que da los errores mas grandes; pero
conviene ahora recordar que hemos asumido que la amplitud de las desviaciones
(07
&% es1m.

= Para valores mas realistas de estas desviaciones, los U-errores serian mayores;
asi, si consideramos una amplitud de ~ 10 m (como en [Puchades 2014]), los
U-errores sobre la Luna serian de unos 20 km

= En la figura 3.23 puede verse que a la distancia maxima considerada (L =
103 Mm), el estimador de los U-errores vale Ay ~ 6 km para la direccion
Npve = 1600y Ay ~ 24 km para n,, . = 3072. Errores muy grandes incluso
para la amplitud de las desviaciones normalizada a 1 m.

De todo esto se deduce que los U-errores aumentan con la distancia L al punto E,
de modo que, para valores suficientemente grandes de L (lejos de la Tierra), el posi-
cionamiento mediante emisores situados en cualquier GNSS estandar es demasiado
impreciso (U-errores demasiado grandes).
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Figura 3.23: Estimador Ay en funcién de L para 0 < L < 10% km. Las linea inferior
(superior) corresponde a la direccion HEALPIx n,, ., = 1600 (n,,,, = 3072). La
4-tupla de satélites es 2, 5, 20 ,23, y la hipersuperficie es x* =t = 17 h.
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3.10. Distribuciéon de los valores del J en la regiéon
de emision

El objetivo de esta seccion es estudiar la distribuciéon de los valores del Jacobiano
J en la region de emision; para ello consideramos usuarios dentro de la E-esfera en
varias secciones x* = tp = constante. La distribuciéon de usuarios se hace tal y como
se ha descrito en la seccion 3.7 (ver también la seccion 2.2.1).

Para cada una de las hipersuperficies z? = tg de la primera columna, la tabla
3.5 muestra el valor minimo y el maximo que toma el Jacobiano J. Estos valores
han sido calculados considerando todos los usuarios que hay dentro de la E-esfera;
es decir, mil usuarios para cada una de las 3072 direcciones HEALPIx (Ng;q. = 16).

tR(h) szn Jmam
13 -0.48 | 0.64
15 -0.36 | 1.97
17 -0.25 | 1.74
19 -0.50 | 0.88
21 -1.13 | 0.55
23 -1.42 | 0.17
25 -1.68 | 0.49

Tabla 3.5: Las columnas (de izquierda a derecha) son: la hipersuperficie 2* = tg
considerada, el valor minimo J,,;, v €l méaximo J,,4. del Jacobiano J. La 4-tupla de
satélites es 2, 5, 20 y 23 de GALILEO

Las figuras 3.24 y 3.25 corresponden a dos hipersuperficie 2* = tp diferentes.
En ellas dibujamos la distancia desde el el punto E hasta aquel en el que el Jaco-
biano toma, por primera vez (posicion méas cercana a E), un valor determinado. Esta
distancia depende de la direccion HEALPIx y, para hallarla, calculamos el valor del
Jacobiano, desde L = 0 hasta L = 100000 km, para usuarios (puntos) uniformemente
distribuidos y separados de sus vecinos por distancias de 100 km y, luego, hallamos
—por interpolaciéon— los valores de L para los que el Jacobiano toma el valor elegido.
El valor més pequeno es la distancia buscada.

Esto nos permite conocer en qué direcciones hay puntos en los que J toma un valor
dado, y la distancia a E del punto méas cercano donde esto ocurre. Esta distancia,
Lf,l), serd mostrada mediante un mapa de tipo HEALPIx-Mollweide y una barra de

colores que tiene a su izquierda (derecha) el minimo (méaximo) valor que toma L(Jl)

) 5 1) 1)
en todo el mapa; estos valores serdn llamados L .y Ly .
correspondientes a direcciones en las que el valor seleccionado de J no aparece seran

coloreados de gris. De esta forma, observando las proporciones entre pixeles grises y

Todos los pixeles

coloreados, en un mapa correspondiente a un cierto valor de J, sera posible hablar
de la abundancia de las direcciones en las que este valor aparece. Las figuras 3.24 y
3.25 contienen mapas de este tipo correspondientes a varios valores de J.

En la figura 3.24 vemos que los valores J = 0.2 y J = 0.6 se alcanzan en todas las
direcciones HEALPIx (no hay pixeles grises en los paneles 3.24c y 3.24d), mientras
que el valor J = —0.2 s6lo aparece en un segmento radial, cuyo pixel asociado es
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el tnico coloreado del panel 3.24a. Sin embargo, en la figura 3.25, son los valores
J = —-025, J = =05y J = —0.75 los que aparecen en todas las direcciones,
mientras que para el valor J = 0.25 hay tinicamente nueve direcciones, de entre las
3072 posibles, en las que J toma este valor.

De las figuras 3.24 y 3.25 se deduce que:

= (i) |J| toma valores en el intervalo [0, 2)

= (ii) El Jacobiano se anula a distancias L mayores que unos 20000 km, tal y
como se puede ver en las figuras 3.24b (L(le”.n = 24400 km) y 3.25g (L(le”.n =
23500 km). Por tanto, las regiones con U-errores grandes debidos a la presencia
de ceros de J estan situadas a distancias L superiores a 20000 km con respecto
al punto E. A distancias menores que unos 20000 km, |.J| toma valores no nulos

suficientemente grandes y los U-errores son aceptables.

= (iii) Existen direcciones a lo largo de las cuales el Jacobiano J no se anula.
Estas direcciones corresponden a los pixeles grises de los mapas 3.24b, 3.25g.

= (iv) El intervalo en el que los valores de |.J| son méas probables es [0.2,0.7].

s (v) Para |J| ~ 1, hay abundantes pixeles grises(ver los paneles 3.24e y 3.25¢).
Por tanto, usuarios con |J| ~ 1 son poco probables. Cerca de estos puntos, se
espera que los U-errores sean pequenos y el posicionamiento muy bueno. Solo
una tercera parte de los pixeles de los mapas 3.24e, 3.25¢ no son grises (se
alcanzan los valores J = £1).

= (vi) Los casos con |J| > 1 son muy escasos y, ademés, conforme estos grandes
valores de |J| van creciendo se van haciendo més escasos (crece el ntmero
de pixeles grises en los mapas asociados); por ejemplo, vemos que los pixeles
coloreados con |J| = 1.5 son muy escasos (panel 3.25a).

= (vii) No existe ninguna direcciéon con |J| > 2.

Asi, si L > 20000 km, zona en la que orbitan los satélites de GALILEO y de GPS,
podemos tener problemas a la hora de hallar la posicion de un satélite GALILEO
(GPS) utilizando 4-tuplas de satélites GPS (GALILEO), ya que el satélite usuario
puede pasar muy cerca de puntos de Jacobiano nulo y, en tal caso, los U-errores se
dispararan.

Para otras 4-tuplas de satélites, los resultados numeéricos son similares. Aproxi-
madamente, podemos afirmar que el Jacobiano no es nulo para distancias L al punto
E mas pequenas que 2R/3, siendo R el radio de las orbitas de los satélites. Esta
altima afirmacion es valida tanto para satélites GPS como GALILEO.
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(b)

receiver time=17h, J=0.6
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27000 mm—
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Figura 3.24: Todos los paneles son representaciones HEALPIx-Mollweide (Ngjge =
16) de la distancia, en km, desde E hasta el punto en el que el Jacobiano de la
transformacion de coordenadas 7 = 7(2”) toma, por primera vez en cada direccion,
el valor que se indica en la parte superior del panel. Este caso corresponde a la 4-tupla
de satélites 2, 5, 20 ,23 y a la hipersuperficie 2* = tgp = 17 h
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Figura 3.25: La misma representacion que en la figura 3.24, pero para la hipersuper-
ficie 2* = tr = 25 h.
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3.11. Distribuciéon de los ceros de J en la regiéon de
emision

En este apartado estudiamos la hipersuperficie J; es decir, analizamos la distri-
bucién de los ceros del Jacobiano J en la regién de emision.

Para obtener los resultados de esta seccidon, utilizamos los mismos valores del Ja-
cobiano (en puntos distribuidos dentro de la E-esfera) usados, en la seccion anterior,
para calcular los puntos en los que J toma un valor determinado. Aqui el valor es
siempre J = 0. Ademas, queremos considerar todos los puntos en los que se anula
J, no so6lo el més cercano a E. La distancia L desde E hasta el punto en el que el
Jacobiano se anula la i-ésima vez sera denotada LF]Z).

En la figura 3.26 dibujamos la distancia LSI) (primera anulacion contando en
sentido creciente de L), para diferentes hipersuperficies ¢ = tp = constante. Los
cuatro pixeles aislados de color gris son aquellos a los que apuntaban las direcciones
de los satélites cuando emitieron sus tiempos propios recibidos por un usuario loca-
lizado en E, y los de color granate corresponden a aquellas direcciones para las que
el Jacobiano no se anula para L < 100000 km.

En la figura 3.27, representamos la distancia entre el primer punto en el que se
anula J y el segundo; es decir, LE,2) — Lgl). Pintamos de color gris aquellos pixeles en
los que el Jacobiano no se anula dos veces dentro de la E-esfera.

En el caso considerado en las figuras 3.26 y 3.27, el Jacobiano no se anula mas
de dos veces en ninguna direccion.

Para distancias L -al punto E- mas pequefias que 10° km, nuestras principales
conclusiones sobre la distribuciéon de los ceros de J, obtenidas a partir de muchos
casos correspondientes a distintas 4-tuplas de los satélites de GALILEO y a diferentes
hipersuperficies t = tgr = constante, son las siguientes:

s Para distancias L mas pequefias que ~ 2 x 10* km, el Jacobiano J no es cero
en ninguna direccién, como puede verse en la figura 3.26, en la que el valor
de la izquierda (minimo de Lgl)) de todas las barras de color es mayor que
20000 km.

= J no se anula a lo largo de las direcciones correspondientes a los pixeles granate
de la figura 3.26 y, como se aprecia a simple vista en los mapas de esta figura,
en la mayor parte de los paneles, estos pixeles suelen ser més numerosos que
los pintados con la barra de color, en los que J se anula una o varias veces.

= El Jacobiano se anula una sola vez a lo largo de muchas direcciones, cuyos
pixeles estédn pintadas con la barra de color en la figura 3.26, pero son grises
en los mapas correspondientes de la figura 3.27 (no hay segunda anulacion).

= En algunos casos —correspondientes a ciertas 4-tuplas de satélites e hipersu-
perficie z* = tg— el Jacobiano no llega a ser nulo dos veces para ninguna de
las direcciones HEALPIx consideradas, tal y como ocurre en los casos de los
paneles 3.27b y 3.27g.

= El Jacobiano J es cero dos veces o més para escasas direcciones, que corres-
ponden a los pixeles pintados con la barra de color en la figura 3.27.
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= Aquellas direcciones en las que el Jacobiano se anula una sola vez o no se anula,
corresponden a los pixeles grises de la figura 3.27.

Del analisis de la figuras 3.26 y 3.27 se deduce que, dado un segmento radial
dentro de la E-esfera, o bien J no se anula en él, o lo hace a distancias Lf;) que
dependen de la direccién, y que son todas superiores a unos 20000 km. Por tanto, un
satélite que se mueva en el interior de la E-esfera, siguiendo una linea de universo que
contenga posiciones con L > 20000 km, puede aproximarse demasiado a un punto
con J = 0, y grandes errores de posicionamiento serian entonces inevitables. La
solucion de este problema podria estar en un cambio de 4-tupla de emisores, ya que
si para una 4-tupla el usuario ve los cuatro satélites en el mismo cono (J = 0), para
otras 4-tuplas esto no sera asi (J # 0). Ver detalles, més adelante, sobre navegacion
dentro de la E-esfera.
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Figura 3.26: Todos los paneles son representaciones HEALPIx-Mollweide (Ng;qe =
16) de la distancia, en km, desde E hasta el punto en el que el Jacobiano .J se anula
por primera vez en cada direccion. La 4-tupla de satélites es 2, 5, 20 ,23, y cada
mapa corresponde a una hipersuperficie 2* = tp. Los tiempos de recepcion tr son
mostrados en la parte superior de cada panel. Los tiempos considerados abarcan un
periodo orbital completo de los satélites.
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Figura 3.27: Todos los paneles son representaciones HEALPIx-Mollweide (Ngjge =
16) de la distancia, en km, entre el primer y el segundo punto de anulacion del
Jacobiano J, empezando a contar en sentido creciente de L, para cada direccion.
Este caso corresponde a la 4-tupla de satélites 2, 5, 20 ,23. Los tiempos tr que
definen las hipersuperficies * = ¢t consideradas, son mostrados en la parte superior
de cada panel
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3.12. Distribucién de los valores de J sobre esferas
de radio R

En esta seccién, mostramos los valores que toma J sobre puntos de esferas de
varios radios R centradas en el origen de las coordenadas x® (casi inerciales); es
decir, concéntricas con la Tierra esférica y estatica considerada en esta Tesis. Sobre
estas esferas también consideramos 3072 pixeles HEALPIx.

Las figuras 3.28 y 3.29 corresponden a dos casos que se diferencian en la hiper-
superficie tp considerada, que es tg = 19 h y tg = 25 h, respectivamente.

Desde ahora llamaremos R-esfera a la esfera de radio R concéntrica con la Tierra.

A partir de 3.28 y 3.29 concluimos lo siguiente:

s Para R = Rg, el Jacobiano toma valores aceptables en toda la esfera (para to-
das las direcciones HEALPIx evaluadas). La cantidad |.J| pertenece al intervalo
(0.22,0.48) [(0.48,0.97)] en la figura 3.28 [3.29].

= Para R = Rg y R = 15000 km, no hay puntos con Jacobiano nulo; por tanto, el
méximo y el minimo de los valores de J mostrados en la barra de colores tienen
el mismo signo. Para estas R-esferas, los valores de |.J| son todos mayores que
0.11

= Para R > 40000 km, la imagen de la esfera permanece casi invariable al au-
mentar el radio R; por ejemplo, los mapas 3.28e y 3.28f, y los paneles 3.29¢ y
3.29f tienen la misma forma aunque distinta escala de color. Esto indica que
para L > 50000 km, la cantidad |J| disminuye al aumentar L de forma gradual,
con un ritmo parecido en todas las direcciones.

= Como vimos en el punto (ii) de la seccion 3.10, el primer cero de J esté locali-
zado a distancias L mayores que unos ~ 20000 km. De acuerdo con esto, para
R = 30000 km, R = 50000 km, R = 70000 km y R = 90000 km, pueden haber
puntos muy proximos a anulaciones de J y, consecuentemente, el minimo y el
méximo de los valores de J en la barra de colores tienen signo opuesto.

= En los paneles 3.28d, 3.28e y 3.28f (ver figura 3.28), se observa que el Jacobiano
es nulo cerca de las zonas de transicion amarillo-verde, que separan las regiones
rojas de las azules. En estas zonas de transicion, la cantidad |J| debe ser
pequena y, por tanto, se esperan U-errores grandes. En las regiones azules
(J < 0) y en las rojas (J > 0), ya lejos de las zonas de transicion, los valores
de |J| decrecen conforme aumenta el radio de la R-esfera considerada. Por esta
razon, los valores minimos y méaximos dados en las barras de colores son mas
grandes para radios menores.

= Lo dicho en el punto anterior también es véalido para los paneles 3.29e y 3.29f,
pero en este caso se ve facilmente que los ceros de J estan localizados en las
zonas de transicion de azul claro a azul marino, que separan las regiones azul
marino (J < 0) del resto de la esfera, que contiene pixeles rojos, amarillos y
verde claro (J > 0).
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= Para R = 90000 km, la cantidad |J| toma valores en el intervalo [4.8,9] x 1073.
Esto puede verse facilmente, en los paneles 3.28f y 3.29f. Puesto que estos
valores de |.J| son pequenos, es de esperar que los errores de posicionamiento
sean grandes.

De todo esto se deduce que existen decrecimientos locales de |J| debidos a ceros
del Jacobiano, y también un decrecimiento gradual conforme aumenta la distancia
entre el usuario y los emisores, que se observa en cualquier direcciéon para valores
de L mayores que ~ 40000 km. Asociados a estos decrecimientos de |.J| se esperan
crecimientos locales y graduales de los U-errores, sin embargo, sabemos que el esti-
mador Ay no depende solo de J, sino que depende también de otras caracteristicas
de la configuracion usuario-satélites y, por tanto, nos hacemos la siguiente pregun-
ta: j Como estan distribuidos los U-errores asociados a los valores del Jacobiano
representados en las figuras 3.28 y 3.297 Para contestar a esta pregunta, en la pro-
xima seccién, vamos a estudiar los valores que toma A, sobre las mismas superficies
esféricas consideradas en las figuras 3.28 y 3.29.
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Figura 3.28: Todos los paneles son representaciones HEALPIx-Mollweide (Ng;ge =
16) del valor del Jacobiano sobre esferas de radio R, cuyo valor se muestra en la
parte inferior de cada panel. Este caso corresponde a la 4-tupla de satélites 2, 5, 20
,23 v a la hipersuperficie z* =t =19 h
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Figura 3.29: La misma representacion que en la figura 3.28, pero para la hipersuper-
ficie 2* = tr = 25 h.
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3.13. Distribucién de los U-errores sobre esferas de
radio R

Vamos a realizar un andlisis muy parecido al de la seccion 3.12, pero aqui, la
cantidad que toma valores —sobre las mismas R-esferas de la seccién anterior con
idéntica pixelizacién— es el estimador de U-errores Ag.

Presentamos dos casos:

= (i) El primero corresponde a la 4-tupla de satélites 2, 5, 20 y 23 y a la hi-
persuperficie £ = 19 h, v los resultados se representan en las figuras 3.30 y
3.33.

= (ii) En el segundo caso se considera la misma 4-tupla de satélites pero la hi-
persuperficie es x* = 25 h, y la distribuciéon de valores de A4 se muestra en las
figuras 3.31 y 3.32

Vamos a considerar primero las dos esferas de radios R = Rg y R = 15000 km.
Los resultados correspondientes a estas esferas estan representados en los dos pa-
neles superiores de las figuras 3.30 y 3.31. Estudiando estos cuatro paneles se llega
facilmente a lo siguiente:

= El valor de Ay en la superficie de la Tierra (ver los paneles 3.30a y 3.31a)
pertenece al intervalo [0.68,3.6] m. Por tanto, esta cantidad es del orden de
1 m, es decir, del orden de la amplitud de las incertidumbres —de las lineas de
universo de los satélites— que ha sido fijada por la condicion Ar = 1 m por
razones de normalizacion.

s Para R = 15000 km (ver los mapas 3.30b y 3.31b), Ay € [0.42,5.5] m. Ve-
mos que —sobre esta R-esfera— A, llega a tomar algunos valores que son un
poco mayores que los que aparecen en R = Rg; sin embargo, los errores de
posicionamiento son del orden de 1 m en ambos casos.

El hecho de que las cantidades A4 sean pequenas y del mismo orden que las incerti-
dumbres asumidas en las geodésicas de los satélites (1 m de amplitud), para R = Rg
y R = 15000 km, no nos sorprende, ya que ambas esferas estan en la zona donde J
no se anula y, ademés, de acuerdo con lo dicho en la seccién anterior, el Jacobiano
es bastante grande sobre ellas.

Para R-esferas de radios R > 20000 km, el error Ay debe ser muy grande, para
algunas direcciones, debido a la existencia de ceros del Jacobiano (sobre la R-esfera
o muy proximos a ella). Esto ocurre para las R-esferas de radios R = 30000 km,
R = 50000 km, R = 70000 km y R = 90000 km, en las que, numéricamente, hemos
encontrado valores enormes de Ay4. Estos valores deben ser eliminados antes de hacer
representaciones apropiadas de este estimador de U-errores. Si no los eliminamos, nos
impiden que veamos —en el mapa resultante— los valores mucho més pequenos de los
U-errores que aparecen lejos de los ceros de J. Para eliminar los valores grandes de
Ay que aparecen por proximidad a los ceros de J, elegimos un nivel adecuado de
corte o, y pintamos de color gris todos aquellos pixeles que cumplan la condicion
Ay > o. El nivel de corte elegido debe ser tal que coloree de gris las zonas afectadas
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por los ceros de J; mientras que las zonas restantes deben ser pintadas con la barra
de color. En la figura 3.30 se ha hecho un corte para el nivel ¢ = 100 m, en cada
uno de los cuatro mapas correspondientes a las esferas cuyos radios son mayores que
20000 km, mientras que en la figura 3.31 se ha hecho el mismo corte, pero ademas
se ha hecho otro corte al nivel o = 200 m para la esfera de mayor radio (90000 km).
En estas dos figuras observamos lo siguiente:

= Para cada una de las cuatro R-esferas mas grandes, las zonas grises, generadas
con el corte de nivel ¢ = 100 m en la figura 3.30, estan situadas en las mismas
posiciones que las zonas de transicion amarillo-verde de la figura 3.28, que
sefialan (ver la seccion anterior) puntos proximos a ceros de J para la misma
4-tupla e hipersuperficie. Lo mismo ocurre con las zonas grises generadas por
el mismo corte en la figura 3.31, cuya ubicacion coincide con la de las zonas de
transicion de azul claro a azul marino en la figura 3.29. Estas zonas coincidentes
se encuentran situadas cerca de puntos con J = 0 y, por eso, los valores de J
son pequenos y los de Ay grandes.

= En el panel 3.31g, el corte se realiza al nivel 0 = 200 m sobre la R-esfera de
radio R = 90000 km. Si comparamos con el corte para o = 100 m realizado
sobre la misma R-esfera (panel 3.31f), vemos que las zonas grises del corte
o = 200 m se superponen con las del corte al nivel ¢ = 100 m, pero son mas
estrechas; esto era de esperar, ya que la condicion Ay > 100 m, no implica la
relacion Ay > 200 m y, por tanto hay pixeles grises para ¢ = 100 m que no lo
son para o = 200 m.

Como consecuencia de lo que acabamos de exponer, a medida que el nivel de corte
o decrezca, las zonas grises alrededor de los ceros de J se ensancharan y, ademaés, si
bajamos el nivel lo suficiente, algunos pixeles situados lejos de los ceros de J pasaran
a ser también grises, ya que llegaran a tener valores de Ay superiores al nivel. Esto
puede verse en las figuras, 3.33 y 3.32 donde cuatro cortes a niveles de 50, 25, 15
y 10 m son practicados sobre la R-esfera mas grande (R = 90000 km). En estas
figuras, vemos que:

= Conforme disminuimos el nivel o, aumenta el area de las zonas grises, y si
comparamos los paneles de la figura 3.33 (3.32) con el mapa 3.30f (3.31f),
vemos que el nimero de pixeles grises lejanos a las zonas con Jacobianos nulos
va creciendo.

= En los paneles 3.32d y 3.33d, que corresponden a un corte al nivel de 10 m,
vemos que incluso a distancias tan grandes —del centro de la Tierra— como
90000 km, hay un namero significativo de pixeles (zona de area considerable)
con errores de posicionamiento inferiores a 10 m (100 m, para una amplitud
Ar =10 m que es més realista que nuestra amplitud de normalizacion). Lo mis-
mo ocurre para otras 4-tuplas de satélites en otras zonas de la misma R-esfera
y, por tanto, con un cierto nimero de 4-tuplas estas regiones con pequenos
errores podrian cubrir toda la R-esfera considerada.

Este ultimo comentario sugiere que, incluso para usuarios que tripulen naves
proximas a la superficie de la E-esfera, pueden existir 4-tuplas que hagan sus U-
errores menores que 100 m para Ar = 10 m. Esto sugiere que la navegacion espacial
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podria ser viable hasta distancias L del orden de 10° km. Por supuesto, esto requeriria
afinar el procedimiento de selecciéon de 4-tuplas desde la nave.

0,42 e e 5.1

(b) R = 15000 km

0.3 e 97.8

(¢) R =30000 km, Ay <100 m (d) R = 50000 km, Ay < 100 m

(e) R="70000 km, Az <100 m (f) R =90000 km, Ag <100 m

Figura 3.30: Todos los paneles son representaciones HEALPIx-Mollweide (Ng;qe =
16) del valor del estimador de U-errores A4, en metros, sobre esferas de radio R,
cuyo valor se muestra debajo de cada panel. Este caso corresponde a la 4-tupla de
satélites 2, 5, 20 ,23 y a la hipersuperficie 2* =t = 19 h
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1.2 e 5.6

(b) R = 15000 km

0.5 — 70.8

(c) R =30000 km, Az <100 m (d) R =50000 km, Az <100 m

(f) R = 90000 km, Ag < 100 m

f {
R .
S

1 — 199

(g) R = 90000 km, Ay < 200 m

Figura 3.31: En los seis primeros mapas, se muestra la misma representaciéon que
en la figura 3.30, pero para la hipersuperficie * = tgp = 25 h. En el nuevo mapa
(posicion inferior), se representan todos los valores de Ay inferiores a 200 m (corte
a 200 m) sobre la esfera cuyo radio es R = 90000 km.
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11 e 25.0

(a) R = 90000 km, Ay < 50 m (b) R = 90000 km, Ay < 25 m

11 e 15.0 11 e 10.0

(c) R = 90000 km, Ay < 15 m (d) R = 90000 km, Ag < 10 m

Figura 3.32: Cada mapa tiene la misma estructura que el panel inferior de la figura
3.31, y corresponde a la 4-tupla e hipersuperficie consideradas en aquel panel. Los
mapas de esta figura corresponden a nuevos cortes (50, 25, 15 y 10 m) en los valores
de Ay que se muestran bajo los mapas.
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e 25.0

(a) R = 90000 km, Ay < 50 m (b) R = 90000 km, Ay < 25 m

1.8 e 15.0 1.8 e 10.0

(c) R = 90000 km, Ay < 15 m (d) R = 90000 km, Ag < 10 m

Figura 3.33: La misma representacion que en la figura 3.32, pero para la hipersuper-
ficie 2* =tr =19 h.

3.14. U-errores en el posicionamiento de un satélite
GPS (GALILEO) usando cuatro satélites GA-
LILEO (GPS)

En la seccion 2.4, hallamos la posicion de un satélite GPS (GALILEO), a lo largo
de su 6rbita circular completa, a partir de 4 satélites de la constelacion de GALILEO
(GPS). Ademas, determinamos en qué zonas de la érbita hay bifurcacion.

El objetivo de esta secciéon es calcular los U-errores en el posicionamiento de un
satélite GPS (GALILEO), usando 4 satélites GALILEO (GPS), a lo largo de un
periodo orbital. Por tanto, esta seccion complementa el trabajo presentado en la
seccion 2.4.

Calculamos el error en el posicionamiento del satélite-usuario en 7200 puntos
—uniformemente distribuidos— sobre la 6rbita nominal circular. Los U-errores son
calculados tal y como fue descrito en la seccién 3.3. Suponemos —como hemos hecho
hasta ahora— que las desviaciones respecto a las lineas de universo nominales de los
satélites [£4 |, tienen una amplitud de 1 m (normalizacion, ver la seccion 3.3).

Los resultados son mostrados en las figuras 3.34-3.36 (3.37-3.39) para el posicio-
namiento de un satélite GPS (GALILEO). Cada figura contiene tres paneles en los
que es representado (de arriba abajo): (i) el valor del Jacobiano J en funcion del
tiempo coordenado del usuario t (coordenada inercial ), (ii) el estimador A4 en
funcion de t, (iii) el estimador A4 en funcion de t, pero fijando tanto el valor maximo
como el minimo en el eje de ordenadas, de forma que podamos apreciar los valores
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de Ay lejos de los puntos de anulacion de J (lo que no es posible en el panel de
arriba), (iv) la diferencia de angulos oy — a4 en funcion de t.

Las figuras 3.34-3.39 muestran que el error en el posicionamiento crece de forma
significativa al acercarnos a puntos —de la 6rbita— en los que la diferencia de &ngulos
a1 — ay y el Jacobiano J son nulos. Ya vimos en la secciéon 3.6 que a; — ay es
cero cuando el Jacobiano J es nulo. Ademas, en la mayoria de los casos, a1 — ay y
J valen cero varias veces a lo largo del mismo periodo orbital (excepto en algunos
casos como el considerado en la figura 3.34), llegando a ser nulos hasta cinco veces
en los casos 3.36 y 3.39. De ello se deduce que no es posible hallar la posicion de
un satélite GPS (GALILEO) —a lo largo de una orbita completa— usando siempre
la misma 4-tupla de satélites GALILEO (GPS); en efecto, si trataramos de usar la
misma 4-tupla —por regla general- el Jacobiano J se anularia demasiadas veces a
lo largo de un periodo orbital, lo que implicarfa U-errores de posicionamiento muy
grandes en amplias zonas (ver la seccion 3.8) proximas a los puntos de anulacion de
J.

Ya vimos que el Jacobiano J toma valores proximos a cero (errores grandes), so6lo
cuando la distancia L al punto E es mayor que unos 20000 km; por tanto, se podria
hallar la posicion de una nave espacial (usuario), haciendo uso de cuatro satélites
GALILEO, si la altura de su 6rbita es menor que unos 20000 km. Este es el caso,
por ejemplo, de la Estacion Espacial Internacional.

La pregunta clave es la siguiente: ; podriamos hallar la posiciéon —a lo largo de
una orbita completa— de un satélite GPS (GALILEO) utilizando varias 4-tuplas de
satélites GALILEO (GPS)? Esto se estudia en la seccion 3.14.1.



Capitulo 3. Errores de posicionamiento debidos a incertidumbres en las

130 lineas de universo de los satélites
0.500 i _
0.167 [n=*" Btk P N _
- e
_O. 1 67 I~ R R i =
-0.500

14 16 18 20 22 24

10.00
6.671 -

3.331 n
0.00 H

14 16 18 20 22 24

Ay(km)

10.00[ :
6.67F % ;
5 3331 %, S \ -

o, . PR
- - -
0.00 .. - e ar® ~ut

14 16 18 20 22 24
t(h)

o(m)

"o

'--__:

[
DN
[oNe]

T
»
*

a,—a,(degrees)
N O
oo
T
+
*
4

14 16 18 20 22 24

Figura 3.34: Posicionamiento del satélite 5 de la constelacion GPS a partir de la
4-tupla de satélites 2, 5, 20 ,23 de GALILEO. En el eje de abscisas de todos los
paneles se representa el tiempo coordenado ¢, cuyo valor inicial es ¢ = 13 h para el
periodo orbital elegido. De arriba abajo se presenta: el Jacobiano J, el estimador Ay,
la distancia Ay fijando un valor méximo y otro minimo en el eje de ordenadas, y el
angulo a1 — ay.
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Figura 3.35: La misma representacion que en la figura 3.34, para la 4-tupla 2, 3, 4,
21 y para un periodo orbital que se inicia en t = 17 h.



Capitulo 3. Errores de posicionamiento debidos a incertidumbres en las

132 lineas de universo de los satélites
0.500
0.167 p°" "=, m e, e ]
_O. 1 67 I~ TTee et ‘~~~~_ ooo". 3
—-0.500 N

20 22 24 26 28 30

P 6 ©
£ 4} .
X
\-{, 2 - o .
<
0 2 2 i .
20 22 24 26 28 30
t(h)
5.00 T HRE "
= 3.33F% 0 T N ]
\.E/ ) s N .\ . * ll v “, :ll
q‘U 1’67 - AP - |' " 0~~.-" ". . -
0.00 [l B
20 22 24 26 28 30
t(h)
0
o 25.0 o ,"-.’~\
g 8 3 B ".. ‘\ ’o" ‘o’ "!
Neo) 3 ry Pid e T
\:l' —8-3 ._~ ’.'o t. _,o Qs. " -
S 250 == e
5 20 22 24 26 28 30

Figura 3.36: La misma representacion que en la figura 3.34, para la 4-tupla 2, 7, 14,
21 y para un periodo orbital que se inicia en t = 19 h.
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Figura 3.37: Posicionamiento del satélite 5 de la constelacion GALILEO a partir
de la 4-tupla de satélites 2, 5, 20 ,23 de GPS. En el eje de abscisas de todos los
paneles se representa el tiempo coordenado ¢, cuyo valor inicial es ¢ = 13 h para el
periodo orbital elegido. De arriba abajo se presenta: el Jacobiano J, el estimador A,
la distancia Ay fijando un valor méximo y otro minimo en el eje de ordenadas, y el
angulo a1 — ay.
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Figura 3.38: La misma representacion que en la figura 3.37, para la 4-tupla 2, 3, 4,

21 y para un periodo orbital que se inicia en t = 17 h.
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Figura 3.39: La misma representacion que en la figura 3.37, para la 4-tupla 2, 7, 14,
21 y para un periodo orbital que se inicia en t = 19 h.
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3.14.1. Sobre la seleccién de 4-tuplas de emisores

Como hemos visto en 3.14, no es posible hallar la posicién de un satélite GPS
(GALILEO) usando siempre la misma 4-tupla de emisores. Por tanto, la solucion
es hallar la posicion de un satélite GPS (GALILEO) a partir de varias 4-tuplas de
satélites emisores GALILEO (GPS). Lo ideal seria tener algun criterio para elegir
las mejores 4-tuplas; es decir, aquellas que produzcan los U-errores mas pequenos en
cada punto de la orbita. A falta de uno de estos criterios, hemos hallado 4-tuplas
que producen errores aceptables en algunos casos. Vamos a presentar uno de ellos.

Las figuras 3.40 y 3.41 muestran el U-error de posicionamiento del satélite nu-
mero 5 de GALILEO (usuario), en funcion de t (en horas), para diferentes 4-tuplas
de satélites emisores. Para cada una de ellas, el U-error de posicionamiento es cal-
culado, como siempre, en 7200 puntos uniformemente distribuidos sobre un periodo
orbital completo. Utilizando estas figuras es posible ver si, con unas pocas 4-tuplas
de satélites emisores GPS, somos capaces de cubrir un periodo orbital completo del
satélite GALILEO (usuario), de tal forma que los U-errores sean siempre bajos.

En la figura 3.40, se comprueba facilmente, que el satélite 5 de GALILEO puede
ser posicionado a lo largo del periodo orbital que comienza en t = 19 h —con errores
admisibles— de la forma siguiente:

= Con los satélites emisores 3, 5, 17, 19 de GPS (panel superior), se pueden cubrir
los intervalos del tiempo coordenado (22,25) h 'y (32,33.12) h, con un error
aceptable.

= Analogamente, con los emisores 15, 17, 19, 21 de GPS, obtenemos un posicio-
namiento bastante bueno en el intervalo (28, 32) h.

= Y con la 4-tupla 10, 14, 17, 20 de emisores GPS, podemos hallar la posicion del
satélite 5 de GALILEO, con una precisién razonable en los intervalos (19, 22) h
y (25,28) h.

En este caso, tres combinaciones de satélites emisores de GPS bastarian para hallar
la posicion del satélite de GALILEO, con U-errores de unos pocos metros, a lo largo
de un periodo orbital completo. Sin duda estos errores deberian poderse minimizar
en el futuro, hallando algin criterio adecuado, pero esto no seré discutido mas a
fondo en esta Tesis.
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Figura 3.40: Posicionamiento del satélite 5 de GALILEO (usuario) mediante 4-tuplas
de emisores GPS. El tiempo coordenado inicial del usuario es t = 19 h. En todos
los paneles se muestra el estimador Ay en funciéon de ¢, fijando valores maximos y
minimos apropiados en el eje de ordenadas, que nos permitan ver los errores en las

zonas de interés. De arriba abajo, los paneles corresponden a las siguientes 4-tuplas
de emisores GPS: (3, 5, 17, 19); (15, 17, 19, 21) y (10, 14, 17, 20)
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Figura 3.41: El mismo tipo de representaciéon que en la figura 3.40 para otras 4-tuplas
de emisores GPS. De arriba abajo, las nuevas 4-tuplas son las siguientes: (2, 7, 14,
21); (17, 19, 21, 23); (5, 10, 15, 20) y (8, 12, 16, 20).
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3.15. Resumen y discusiéon

En este capitulo hemos estimado los U-errores para una eleccién apropiada de:
= la distribucion de masa de la Tierra (simetria esférica)

= las lineas de universo nominales de los satélites (geodésicas del espacio-tiempo
de Schwarzschild con orbitas circulares)

= un modelo estadistico para la distribuciéon de desviaciones entre las lineas de
universo reales y nominales (normalizadas por la condicion Ar < 1 m).

Hemos hallado una férmula analitica para el calculo del Jacobiano J, que nos ha
permitido demostrar que J es proporcional al volumen Vi del tetraedro generado
por los cuatro vectores unitarios usuario-satélite, lo que demuestra que al cambiar
de 4-tupla de satélites y dejar fijo el usuario, el valor de J cambia. Hemos podido
también probar y verificar que J, Vr y el angulo a; — ay se anulan simultaneamente.
En los puntos de anulacion de todas estas cantidades el estimador A4 de los U-errores
diverge, y en cierta area de influencia alrededor de estos puntos los U-errores (valores
de A4) son demasiado grandes. Hemos verificado, numéricamente, que la extension
de estas areas es variable, pudiendo tomar valores que van desde cientos hasta miles
de kilometros (ver la seccion 3.8).

Sabemos que A, depende de J y a1 — ay4, pero no sabemos cémo; es decir,
no tenemos una féormula que nos describa esta dependencia; probablemente, los U-
errores dependan de J, oy — vy y otras variables asociadas a la configuraciéon usuario-
satélites. Al no tener una féormula para A, en funciéon de estas variables, la estimacion
de esta cantidad ha de hacerse numéricamente.

Hemos calculado los U-errores y los valores de J como se especifica en las seccio-
nes 3.3 y 3.5. Lo hemos hecho para una distribuciéon adecuada de puntos dentro de la
E-esfera (recubrimiento fijo), para varias 4-tuplas de satélites, para diferentes hiper-
superficies, tr = constante, que cubren un periodo de los satélites del GNSS consi-
derado, y para distintas realizaciones de la distribucién estadistica de desviaciones.
Una vez estimados los U-errores y el Jacobiano J, hemos utilizado mapas HEALPIx-
Mollweide apropiados para describir las caracteristicas generales —extraidas de todos
los casos estudiados— de la distribucion de los U-errores de posicionamiento y de los
valores del Jacobiano. Las figuras presentadas son elegidas de tal modo que —en sus
paneles— sean claramente visibles estas caracteristicas.

Las caracteristicas generales de la distribucién de los valores de J dentro de la
E-esfera son las siguientes:

» Para distancias L al punto E mas pequeiia que ~ 2 x 10* km, el Jacobiano
J no se anula y los U-errores estimados son pequenos. La navegacion espacial
usando satélites GALILEO es posible en esta zona de acuerdo con [Deng 2013].

» Para L mayor que ~ 2 x 10* km, la cantidad J no llega a ser cero —dentro de
la E-esfera— a lo largo de muchas direcciones, pero se anula una sola vez a lo
largo de un numero similar de direcciones, y s6lo para muy pocas direcciones,
el Jacobiano J es cero dos o més veces.
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= Si en una direccion no hay ceros del Jacobiano, para L mayor que unos
40000 km, |J| decrece conforme la distancia a E aumenta, alcanzando valo-
res pequenos para usuarios suficientemente alejados de E.

Las caracteristicas generales de la distribucion del estimador A, dentro de la
E-esfera son compatibles con las de J. Los mayores errores se obtienen cerca de los
puntos de anulacién de J y cerca del borde de la E-esfera; por ejemplo, sobre la esfera
de 90000 km de radio considerada anteriormente; sin embargo, hay que subrayar que,
de acuerdo con el panel inferior derecho de la figura 3.33, hay bastantes direcciones
(pixeles coloreados que no son grises) en las que el valor de A, sobre la citada
esfera no es grande, estando comprendido entre 1.3 y 10 m (para una normalizacién
Ar =1m). Todo esto sugiere que la navegacion espacial dentro de la E-esfera (quizés
algo mas alla) seria posible, si en cada momento, desde la nave, fuera posible elegir
una 4-tupla que nos mantenga lejos de cualquier anulaciéon de J, o sobre puntos
proximos a la E-esfera con U-errores no muy grandes (que sabemos que existen).

Para usuarios suficientemente cercanos a la superficie de la Tierra (a menos de
unos miles de kilémetros de altura), ni hay bifurcacion, ni ceros del Jacobiano, y los
U-errores (con la normalizacion de este capitulo) son del orden del metro.

Si los vectores unitarios, 77 4, que dan las direcciones de observacion de los satéli-
tes, en el momento del posicionamiento de un cierto usuario, son conocidos, podemos
facilmente calcular —en la posicién del usuario— tanto J, que es el volumen de un
tetraedro generado por estos vectores, como el angulo a; — ay formado por el eje
del cono cuyas generatrices son (71, fie, 7i3) y la direccion 7i4. Si un usuario lleva
aparatos para medir angulos, podra determinar los cuatro vectores 74 y calcular J y
a1 — (y en su posicion. Para cada 4-tupla de satélites visibles, este usuario calculara
un par de valores (J, a1 — a4) y, con estos datos, podra elegir la 4-tupla que tenga
los valores mas grandes de |J| y |aq — 4. Por lo que sabemos, esta 4-tupla debe
conducir a U-errores aceptables; si bien, no hay garantia de que ésta sea la 4-tupla
que da los menores U-errores en la posicion de nuestro observador (ver la seccion
3.8).

Supongamos ahora una nave que viaja dentro de la E-esfera a lo largo de una
linea de universo bien conocida. Esta nave debe ser vista como un usuario de los
satélites de algin GNSS (GALILEO, GPS etc.) cuya linea de universo es conocida.
Por tanto, el Jacobiano J puede ser calculado -con el método descrito en la seccion
3.5— en cualquier punto de esta linea y para cada 4-tupla de satélites. En un cierto
punto, el usuario puede estar en el interior del area de influencia de un cero de J
para una cierta 4-tupla, pero la misma posicién puede estar lejos de cualquier punto
J = 0 para otras 4-tuplas. Este hecho sugiere que la posiciéon de la nave puede ser
calculada eligiendo la mejor 4-tupla en cada trozo de su linea de universo. Asi, la
proximidad a los puntos donde J se anula, podria ser evitada a lo largo de la linea
de universo completa, lo que quiere decir que el posicionamiento es posible durante
todo el viaje. Si es asi, lo dicho en el parrafo anterior sugiere que, para las mejores
4-tuplas, el orden de magnitud de los errores de posicionamiento - en el interior de
la E-esfera- variaria desde unos 10 m (considerando una amplitud Ar = 10 m, diez
veces superior a la considerada en el capitulo 3) hasta valores del orden de 10% m.

En la seccion 3.14.1, hemos considerado una nave de la constelacion de GALILEO
y hemos comprobado que, s6lo con tres 4-tuplas GPS, se puede conseguir un buen
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posicionamiento a lo largo de toda una 6rbita nominal. Para considerar una orbita
real podriamos seguir el procedimiento general que se detalla en el proximo parrafo.

Si la linea de universo de una nave cualquiera puede desviarse de su trayectoria
nominal, pero podemos acotar las desviaciones, podriamos estudiar el Jacobiano en
el interior de un tubo 4D dentro del que podamos estar seguros de que se va a mover
la nave. Dentro del tubo, podriamos buscar las 4-tuplas para estar suficientemente
lejos de los ceros de J en cualquiera de sus puntos. Las 4-tuplas a utilizar serfan
distintas en diferentes regiones del tubo, pero deberian existir en todo él. Ello nos
garantizaria que podemos hacer el viaje. Dicho de otra forma, antes de realizar
un viaje, podriamos crear una especie de mapa de navegacion dentro de un tubo
apropiado, con los puntos donde se anula J y las 4-tuplas a usar en cada zona.
Sin embargo, una vez se ve que el viaje es posible, conviene utilizar un método de
navegacion auténomo como el que vamos a describir en el proximo parrafo. El rango
de variacion de los U-errores seria —para las mejores 4-tuplas y dentro de la E-esfera—
el mismo que en el parrafo anterior.

Finalmente, vamos a discutir si la posicion de la nave (usuario) puede ser hallada
a partir de informacion directamente obtenida por dispositivos a bordo (navegacion
autonoma). La nave debe tener dispositivos para detectar las senales electromagné-
ticas codificadas enviadas por los satélites visibles de GALILEQO. Después de desco-
dificar estas senales, el usuario tiene las coordenadas de emisién correspondientes a
todos estos satélites. Muchas 4-tuplas de ellos pueden ser usadas para estimar la po-
sicion de la nave. La pregunta es: ; Cuéles son las mejores 4-tuplas? Como el usuario
de la nave no sabe donde esta; es decir, como no conoce sus coordenadas inerciales
@, no puede calcular el Jacobiano J; por tanto, no puede saber si para una cierta
4-tupla esta proximo a algtun cero de J. Dicho de otro modo, no sabe nada acerca de
la precision de la posicion obtenida a partir de las coordenadas de emisién de una
4-tupla dada. Un posicionamiento preciso requiere informaciéon adicional obtenida
desde la nave, que deberia llevar dispositivos para medir angulos con suficiente re-

x

solucion; asi, los vectores unitarios de las direcciones de observacion de los satélites
visibles de GALILEO pueden ser calculados. Usando estos vectores, las cantidades J
vy a1 — a4 pueden ser facilmente calculadas. Evidentemente, algunas 4-tuplas tienen
asociados valores de |.J| y de |a; — ay| demasiado pequetios y deben ser descartadas;
sin embargo, la 4-tupla mas idonea (errores minimos) no corresponde a los maximos
valores de |J| y de |ag — aa|. Aunque estos valores no den malos resultados, estamos
buscando un criterio operativo para seleccionar la 4-tupla mas adecuada, lo que no
parece facil (ver la seccion 3.8 y la Tabla 3.4).
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4.1. Introducciéon

La métrica de Schwarzschild describe el campo gravitatorio en el exterior de una
distribucion de masa esférica y estatica. Para realizar algunos estudios, se puede
hacer la hipoétesis de que la Tierra es una de estas distribuciones de masa. Esta
hipoétesis es buena si pretendemos estudiar —como se hace en este capitulo— el mo-
vimiento de fotones en los alrededores de la Tierra, pues como ya hemos senalado
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antes, los efectos gravitatorios de tipo lente producidos por la Tierra son pequenos
y esencialmente debidos a su monopolo (masa total). Bajo la citada hipotesis, los
fotones describen geodésicas nulas del ET-S. En el caso de los satélites de un GNSS,
se puede suponer que la métrica del espacio-tiempo en la regién del posicionamiento
es una perturbacion de la de Schwarzschild, y que la linea de universo de cada satélite
es una pequena perturbacion de alguna geodésica temporal del ET-S. Todo esto nos
sugiere que es conveniente hacer un estudio apropiado de las geodésicas del ET-S,
tanto de las nulas como de las temporales (secciones 4.2 y 4.2.1).

En secciones posteriores analizaremos cuantitativamente la precision del modelo
1 de SPR ( ver la secciéon 1.15), ya que hasta ahora, hemos supuesto que este mo-
delo, basado en que las lineas de universo de los satélites (fotones) son geodésicas
temporales (nulas) del ET-S (ET-M asintotico al ET-S), debe ser suficientemente
preciso —al menos en algunos problemas de posicionamiento— debido a que el campo
gravitatorio de la Tierra es débil y las trayectorias de los fotones no superan unos
1.3 x 10° km de longitud dentro de la E-esfera. La validez de esta suposicion es
estudiada numéricamente en este capitulo. Algunos resultados obtenidos usando el
modelo 1 fueron publicados en [Puchades 2012|, [Puchades 2014] y [Saez 2013].

En el modelo 1 de SPR, hay dos tipos de errores de posicionamiento. El primero es
debido al hecho de que los fotones no se mueven realmente en el ET-M, sino que estan
sometidos al campo gravitatorio terrestre. Estos errores seran denominados de ahora
en adelante S-errores. Los errores del segundo tipo son debidos a incertidumbres en
las lineas de universo de los satélites (U-errores), y fueron estimados, en el capitulo
3, dentro de la E-esfera (ver la seccion 1.16).

Para estimar los S-errores, compararemos la posicion espacial y el tiempo del
usuario obtenidos con el modelo 1, con los correspondientes a un modelo mejor, el
modelo 2 (ver la seccion 1.15), en el que tanto los satélites como los fotones se mueven
en el ET-S y, por tanto, los fotones se mueven bajo la accion del campo gravitatorio
terrestre descrito por la métrica de Schwarzschild. Varios conceptos y técnicas que
son Tutiles para desarrollar el modelo 2 de SPR han sido halladas en la bibliografia,
entre ellas, cabe resaltar la definicion y uso de la funcion de universo ([Synge 1931],
[Bahder 2001], [Bini 2008], [Synge 1931], [Miguel 2007]) y de la funcién de transfe-
rencia del tiempo, la forma de esta ultima funcion en el ET-S ([Teyssandier 2008]), y
un procedimiento para hallar las coordenadas inerciales del usuario utilizando la fun-
cion de transferencia del tiempo (|[Cadez 2005, [Cadez 2010, [Delva 2011al). En este
capitulo, este procedimiento es modificado utilizando la férmula analitica obtenida
por [Coll 2010a] —en lugar de iteraciones numéricas— para estudiar el movimiento de
fotones en ET-M. Ademas nuestros calculos son extendidos hasta distancias L del
punto E de 10° km, y nuestro tratamiento de errores, basado en U y S-errores que
se superponen es implementado.

En el capitulo 3 y en el articulo [Puchades 2014], los U-errores fueron estima-
dos en una distribucion de puntos (usuarios) localizados dentro de la E-esfera; aqui,
los S-errores son calculados exactamente en los mismos puntos para poder com-
parar unos errores con los otros. Estimaciones preliminares fueron presentadas en
[Puchades 2015]. Si llegamos a demostrar que los S-errores son mucho méas pequenos
que los U-errores en cualquier lugar dentro de la E-esfera, el modelo 1 de SPR podra
ser usado en esta gran region que rodea la Tierra, a no ser que necesitemos una
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precisiéon tan alta en el posicionamiento, que no podamos despreciar los S-errores
frente a los de tipo U (esto sera discutido a su debido tiempo).

4.2. Ecuaciones de las geodésicas del ET-S

En esta tesis, la métrica de Schwarzschild es tratada como una perturbacion de
la métrica del ET-M asintotico, y trabajamos a primer orden en la pequena cantidad
adimensional GMg, /7, cuyo valor maximo es GMg/Rg ~ 6.94 x 10710, Pero antes
de empezar a trabajar a primer orden en GMg /r, conviene presentar un tratamiento
exacto de las ecuaciones de las geodésicas y de las constantes de movimiento en el
ET-S (ver [Weinberg 1972]).

La meétrica del ET-S, escrita en coordenadas de Schwarzschild (r, 0, ¢, t), tiene la
formas:

—dr? = —B(r)dt* + A(r)dr* + r*df* + r? sin® 0dp? | (4.1)
donde r > Rg, y las funciones B(r) y A(r) pueden ser escritas del siguiente modo:

By — 1 2MaG

(4.2)

A(r) = B(r)~! (4.3)
Las ecuaciones de las geodésicas, seguidas por los satélites y fotones en ausencia
de interacciones no gravitatorias (caida libre), son:
d?zt p dz” da?
+ _
dp? YA dp  dp

=0, (4.4)

donde p es un parametro afin.
A partir de las ecuaciones (4.1)—(4.4), hallamos facilmente lo siguiente:

d20  2dodr dp\?
0=—+4+—-——— —sinfcosh | — 4.6
02 + v dp dp sin fcos (dp) , (4.6)
d>¢  2dypdr dy db
0="2 4+ 2228 L ocotp L 47
dp? +7’dp dp+ 0 dp dp’ (47)

_d*t | B(r)dtdr

0= — -
dp*  B(r) dpdp’

(4.8)

donde el simbolo "prima'"denota d/dr. A partir de estas ecuaciones vamos a hallar
las constantes de movimiento.
Dividiendo la ecuacion (4.8) por dt/dp, obtenemos

d dt
— — +InB| = 4.
P [lndp In } 0 (4.9)
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cuya solucion es:

;’_; - % , (4.10)
que escrita a primer orden en GMg /r adopta la forma dt/dp ~ 1 4 2G Mg /r.
Dividiendo la ecuacion (4.7) por dy/dp resulta
dip lnj—i +Inr? +insin® 0| =0 . (4.11)
Si definimos la cantidad
J = r?sin? 9‘;—? : (4.12)

las ecuaciones (4.10) y (4.11) nos permiten demostrar facilmente que J no cambia
con el tiempo coordenado ¢ (ni con p), y por tanto es una constante del movimiento:
el momento angular por unidad de masa.

Si dividimos la ecuacion (4.1) por dp? y usamos las relaciones (4.10) y (4.12),
hallamos lo siguiente:

2 2 2
dr 1 dr do J?
— ) ==-A(—) - (=) ———, (4.13)
dp B dp dp r2sin® 0

v si derivamos el segundo miembro de esta tltima ecuacién con respecto al tiempo

propio, se comprueba facilmente la derivada es nula; por tanto podemos escribir

dr? = Edp? , (4.14)

donde E una nueva constante del movimiento, que puede ser interpretada como la
energia total por unidad de masa. Esta segunda constante del movimiento puede
escribirse de la forma

1 dr\? do\? J?
E=—-Al+] -7+ — —— 4.15
B (dp) " (dp) r2sin? 6 ’ ( )

y su valor es cero para las geodésicas nulas (fotones) y positivo para las temporales
(satélites).

4.2.1. Integraciéon numérica de las ecuaciones de las geodési-
cas del ET-S

Antes de integrar numéricamente, para determinar las lineas de universo de los
satélites (geodésicas temporales) y de los fotones (geodésicas nulas), escribimos las
ecuaciones de las geodésicas como un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
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de primer orden. Las ecuaciones resultantes son:

dr 1 72 [do\? J2
=4 B3| -EB+ = — () - 4.16
dt BB (dt) 72 sin29] (4.16)
do JB
L 4.17
dt r2sin® 6 ( )
do
- 4.18
7 (4.18)
dy B dr o dr J2B?
L= 25— t——— 4.19
dt ~ B dt car e r4sin? 0 (4.19)

Estas ecuaciones han sido obtenidas de la siguiente forma:

= La ecuacion (4.16) se obtiene combinando (4.3), (4.10) y (4.15), y el signo sera
positivo (negativo) en los puntos de la trayectoria donde r crece (decrece).

= Obtenemos (4.17) a partir de las ecuaciones (4.10) y (4.12).

= La ecuacion (4.18) es la definicion de la nueva variable ¢, que se define para
que todas las ecuaciones a resolver sean lineales.

= Finalmente la ecuacion (4.19) se obtiene combinando las ecuaciones (4.6),
(4.10), (4.17) y (4.18).

La resolucion numeérica del sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (4.16)—
(4.19) presenta un grave problema; ello es debido a que, de acuerdo con (4.16), la
velocidad radial dr/dt puede cambiar de signo en algunos puntos de la geodésica.
En esos puntos se cumple la condicion dr/dt = 0; por tanto, cuando los satélites
describen orbitas circulares, o en ciertos tramos de otros tipos de 6rbitas, no existen
estos puntos conflictivos y la integracion directa del sistema (4.16)—(4.19) es factible;
sin embargo, un fotén que viaje desde los satélites al usuario, es obvio, que se puede
acercar al centro de la Tierra (dr/dt < 0) y luego separarse de él (dr/dt > 0),
por lo que en algin punto se cumple la condicion dr/dt = 0. Lo mismo ocurre en
el caso de los satélites cuando la orbita es cerrada pero no circular. Esto quiere
decir que nos encontraremos con puntos de este tipo cuando tratemos problemas de
posicionamiento; la pregunta es jqué problema numeérico tenemos en estos puntos?
Pues bien, cuando integramos un sistema de ecuaciones como el que nos ocupa,
hemos de evaluar el segundo miembro de la ecuacion (4.16) en muchos puntos que
van siendo elegidos, sobre la marcha, en el proceso de integracion, de modo que
cuando nos acercamos mucho a un punto donde dr/dt = 0, no sabemos en que
momento exacto pasamos de un lado a otro de este punto y, por tanto, no sabemos
cuando hemos de cambiar el signo en (4.16). Después de verificar que este problema
conduce a resultados numéricos absurdos, tuvimos que manipular el sistema (4.16)—
(4.19) para escribirlo de una forma mas apropiada y evitar el problema, el nuevo
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sistema tiene la forma siguiente:

% =¢ (4.20)
‘C’l_‘f _ % (4.21)
o
d_tQ :;@ (4.22)
% - %gw — 2%5 + cot 9% (4.23)
2 p2

donde la primera ecuaciéon define la nueva variable £, y la ecuacion (4.24) resulta
de combinar la ecuaciéon (4.5), que es de segundo orden, con (4.20), (4.21) y (4.22),
teniendo ademés en cuenta la relacion A’/A = —B’/B, que es consecuencia directa
de (4.3).

Después de dar valores iniciales a las variables, hemos usado dos métodos numé-
ricos diferentes para resolver el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (4.20)—
(4.24), se trata de un Runge-Kutta de paso variable y del método de Bulrisch-Stoer
implementados en subrutinas de [Press 1999], que han sido modificadas para po-
der usar resolucion miltiple. Ambos métodos dan los mismos resultados y han sido
sometidos a algunas pruebas para verificar su buen funcionamiento.

Disponemos, por tanto, de un c6digo numérico para resolver las ecuaciones (4.20)—
(4.24), que seré el punto de partida, en un futuro proximo, para estudiar SPR maés
generales que el del modelo 1 basado en geodésicas del ET-S. En estos SPR la
métrica sera una perturbacion de la de Schwarzschild (a primer orden en GMg /1), y
las geodésicas de esta métrica se desviaran ligeramente con respecto a las del ET-S,
de modo que podemos escribir

r=rg+dr, 0=0s+900, p=ps+dp, t=tg+dt.

Las variables rg, fg, ¢s y ts son coordenadas de una geodésica del ET-S y deben
satisfacer las ecuaciones (4.20)—(4.24), pero or, §6, dp y 6t son pequenas desviaciones
con respecto a la geodésica del ET-S, y es facil saber las ecuaciones diferenciales
que tienen que satisfacer, trabajando a primer orden en las perturbaciones de la
métrica de Schwarzschild. Estas ecuaciones, junto a las (4.20)—(4.24) para rg, fs, vs
y tg, deben ser resueltas numéricamente para hallar las geodésicas de la métrica de
Schwarzschild perturbada.

Algo parecido se hace en la seccion 4.4, en la que se considerara que las geodé-
sicas seguidas por los fotones en el ET-S, se desvian ligeramente con respecto a las
geodésicas del ET-M asintético.

4.3. Algunas relaciones de interés en el ET-S

En el marco del ET-S y para lineas de universo con trayectorias circulares, con-
viene justificar brevemente ecuaciones como la ecuacion (1.6), expresiones como la
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de la velocidad angular dada en la seccién 1.7, y afirmaciones previas relativas al
ritmo con el que se retrasan los relojes situados en Tierra con respecto a los que
viajan en las naves GPS y GALILEO (ver la seccion 1.3). Estas justificaciones se
realizan en las subsecciones siguientes.

4.3.1. Relaciéon entre el tiempo propio de los satélites y el
tiempo coordenado geocéntrico

La linea de universo de un satélite puede ser parametrizada tanto con el tiempo
propio 7 del mismo (medido por un reloj a bordo), como con el tiempo coordenado ¢
de Schwarzschild, al que también llamaremos tiempo geocéntrico, por ser el tiempo
ligado al ET-M asintético, cuyo origen es concéntrico con la Tierra. Nuestro objetivo
es hallar la relacion entre estos dos tiempos (parametros); es decir, queremos obtener
la funciéon dt/dr en un punto cualquiera de la geodésica temporal del satélite. De
paso, hallaremos también la velocidad angular Q = dy/dt.

Si parametrizamos la linea de universo de los satélites mediante el tiempo geo-
céntrico, sus ecuaciones seran de la forma

r=ralt), 0=040), ¢=gpalt).

La velocidad angular Q vendra dada por la ecuacion (4.21), y la relacion entre ¢ y
7 (otro posible parametro) se puede obtener facilmente combinando las ecuaciones
(4.10) y (4.14). El resultado es

dat = _t . (4.25)

dr \/EB(T)
Hasta ahora estamos considerando geodésicas temporales en el ET-S, y esta tultima
ecuacion no tiene sentido en el caso de geodésicas nulas, ya que para ellas, la constante
FE esnula y el tiempo propio no existe. Ahora vamos a considerar las lineas de universo
nominales —de los satélites— consideradas en esta tesis, es decir, vamos a imponer
que las trayectorias sean circunferencias concéntricas con la Tierra (dr/dt = 0y
d*r/dt?> = 0) de radio R. Dada la simetria esférica del problema, en el caso de
estas trayectorias, se puede considerar que estan situadas en el plano ecuatorial
0 =m/2 (df/dt = 0) —a efectos de todos los calculos que vamos a hacer— sin perder
generalidad. Bajo estas condiciones, la ecuacion (4.16) se reduce a

1 J?
S R (4.26)
donde, como sabemos, E' y J con constates y B(R) =1 — QMI%‘BG y, ademaés, si com-

binamos las ecuaciones (4.5), (4.10) y (4.17) e imponemos las condiciones anteriores
sobre 0, df/dt, r, dr/dt y d*r/dt?, resulta:

/ 2
_B®) L,
B%(R) ' "R3

=0, (4.27)

Si ahora despejamos las constantes del movimiento E y J en las ecuaciones (4.26) y



150 Capitulo 4. SPR en el espacio-tiempo de Schwarzschild

_ [mB(R)
1 RB'(R)
2= 5 (1 o) 2

(4.27), obtenemos:

y ya tenemos todas las ecuaciones necesarias para obtener d¢/dt y dt/dr en el caso
de trayectorias circulares, tanto si realmente estan, como si no, en el plano ecuatorial;
en efecto, si sustituimos la expresion (4.28) de J en (4.17), obtenemos

dp \/ B'(R) MgG
dt 2R R3 (4:30)

que es la velocidad angular del satélite en el ET-S, tal y como vimos en la seccion
1.7.
Por otra parte, si sustituimos la expresion (4.29) de E en la ecuacion (4.25)

resulta g
t 1
Pl , (4.31)
T RB'(R)
\/B(R) (1 ~ 2Bk )
y si despreciamos términos de segundo orden en G%@ , la expresion (4.31) se reduce

a la siguiente:
= ﬂ ~1+4+ 3GMe .
dr 2R
Esta relacion fue ya presentada —sin demostracion— en la secciéon 1.7.
A continuacion veremos que el valor de v — 1 que nos da la ecuacion (4.32)
es la suma de los valores que corresponden a dos situaciones diferentes, a los que

vamos a llamar (v — 1), y (y — 1)4 por ser de caracter cinematico y gravitatorio,

gl (4.32)

respectivamente.

= Parte cinematica de v — 1: si en la ecuacion (4.1) ponemos r = Ry 6 = /2
y dividimos por (dt)? resulta:

dr\ 2 d*p
—) =B(R)-R*—L . 4.33
( dt ) () dt? ( )
Si consideramos que no hay campo gravitatorio, imponiendo la condicién
B(r) = 1, esta ultima ecuacion se escribe como sigue:

dt 1

— = 4.34

= T (4.34)
por tanto, teniendo en cuenta la ecuacion (4.30), y que la velocidad lineal del
satélite es vgqe = RS, a primer orden en GMg /R podemos escribir:

(4.35)
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Ademas, integrando en ambos miembros de la ecuacion dt = (1+GMg/2R)dT,
y tomando ¢t = 7 = 0 como origen de tiempos, obtenemos:

GMEBT
2R

haciendo 7 = 24 h en la ecuacion (4.36), calculamos la diferencia t — 7 entre
el tiempo coordenado y el tiempo propio del satélite (GPS o GALILEO), que
aparece en el transcurso de un dia, asi se obtiene t — 7 ~ 7.19 us para los
satélites GPS y t — 7 ~ 6.45 us para los de GALILEO. Esta es la diferencia de
tiempos de caracter cinematico. Cada dia, el reloj de la nave se atrasa, el valor
calculado, con respecto a un reloj que esté en reposo en el ET-M asintotico
(geocéntrico). Como ¢t — 7 es proporcional a 7, este retraso podemos calcularlo
para un intervalo de tiempo propio cualquiera.

t—7

(4.36)

= Parte gravitatoria de v — 1: Vamos a suponer ahora un satélite en reposo
Vsat = §2 = 0, situado en un punto cualquiera de la érbita ecuatorial de radio
R. En este caso, la ecuacion (4.33) se reduce a

a1

= , 4.37
dr B(r) ( )
que a primer orden en GMg,/r nos conduce a la relacion
GMg
— 1)y =~ . 4.38
(=1 T (439)
Una integraciéon andloga a la realizada en el caso cineméatico nos da el siguiente
resultado M.
t—7 R®T (4.39)

Si comparamos las ecuaciones (4.36) y (4.39), concluimos que el campo gravi-
tatorio produce un retraso t — 7 o 7, que es doble que el cinematico; por tanto
en un dia, los relojes a bordo de los satélites GPS (GALILEO) se retrasan
14.38 pus (t — 7~ 12.90 us) con respecto a los relojes que miden t¢.

Si superponemos linealmente los dos efectos considerados (cinematico y gravita-
torio), y tenemos en cuenta las ecuaciones (4.35), (4.38) y (4.32), podemos escribir:

3G Mg
(=Dt (v =1y = —5— =

1. (4.40)

el retraso total t — 7 o< 7 es por tanto (en nuestra aproximacion de primer orden) la
suma de los retrasos cinemético y gravitatorio, como cabia esperar, intuitivamente,
dada la linealidad de la citada aproximacion.

4.3.2. Relaciéon entre el tiempo propio terrestre y el tiempo
coordenado geocéntrico
Supongamos un usuario en reposo en un punto de la Tierra y llamemos 7" a su

tiempo propio, queremos calcular la relacion entre el tiempo geocéntrico ¢ (ver la
seccion 4.3.1) y T.
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Utilizaremos las coordenadas de Schwartzchild t, r, 6 y . El usuario se mueve
con la Tierra sobre algun paralelo 6 = 6, y, por tanto, las ecuaciones de su linea de
universo parametrizadas por t seran:

r = R@
0 =6
@ = o+ Qgt (4.41)

donde ¢ define una posicién inicial sobre el paralelo 8 = 0y y g es la velocidad
angular de la Tierra.
El tiempo propio dT' viene dado por la expresion general

1
dT = =/ —gapdzdz? (4.42)
c

donde gqp son las componentes de la métrica en el ET-S. A partir de las ecuaciones
(4.1) en (4.42) obtenemos:

dr? dh? .o, dp?
dT = \/B(T) — |:A(7’)w —+ T2W —+ 7’2 Sin QW:| dt y (443)

y teniendo en cuenta las ecuaciones (4.41), esta altima ecuacion se reduce a

dT = \/B(Ro) - R sin® 0002t . (4.44)

Como sabemos que B(Rg) = 1 — 2GMg/Rg, podemos comparar el valor de
2GMg/Re ~ 1.39 x 1079 con el del término R2 sin® 002 Para sinfy = 1, este
término toma un valor maximo aproximadamente igual a 2.38 x 10712, que es debi-
do a la rotacion de la Tierra. Vemos pues que este valor es aproximadamente igual
a unas 1.7 x 1072 veces més pequefio que el valor de |B(Rg) — 1|. Por tanto, la
ecuacion (4.44) se puede escribir aproximadamente de la siguiente forma:

2GM
ar = J1- 2Me gy (4.45)
Rg

Esta ecuacion se ha obtenido despreciando el efecto de la rotacion de la Tierra, frente
a los efectos de su campo gravitatorio; las estimaciones realizadas nos indican que
podemos trabajar en el ET-S, en el sentido de que utilizar la métrica de Kerr, que es
bastante méas complicado, solo daria pequefios efectos unas 10~3 veces menores que
los efectos debidos al monopolo de la distribucién de masa de la Tierra.

Partiendo de la ecuacion (4.45) e integrando como en casos anteriores, a primer
orden en GMg/Rg, resulta

t—T ~ (4.46)

Ry
por lo que concluimos facilmente que en un dia de tiempo T, los relojes en Tierra se
atrasan unos 59.97 us con respecto a los relojes que miden t.
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4.3.3. Relaciéon entre el tiempo terrestre y el tiempo propio
del satélite

La relaciéon entre los tiempos propios Ty 7 se obtiene combinando las ecuaciones
(4.45) y (4.32) para obtener:

MyG 3G Mg
ar = (1 - 1 d 4.4
(1-57) (4555 o (17

de donde se deduce, despreciando el término 3G*MZ /2RRg, (segundo orden) e inte-
grando como en ocasiones anteriores, la siguiente relacion:

3GMy  GM, )T .

2R Re

T 7o ( (4.48)
por tanto, en un dia, los relojes que miden el tiempo propio terrestre T se atrasan,
con respecto a los que miden los tiempos propios de los satélites GPS (GALILEO),
unos 38.40 ps (40.62 ps). Los mismos resultados son obtenidos al superponer todos
los efectos anteriormente considerados: el efecto gravitatorio sobre los relojes en
Tierra y los efectos que hemos llamado cinematico y gravitatorio sobre los relojes
que funcionan a bordo de los satélites. Es decir, es facil comprobar que T — 7 =
t— 71 —59.97 us = (—59.97 + 7.19 4+ 14.38) us = —38.40 pus para GPS y T — 7 =
t— 7 —59.97 us = (—59.97 + 6.45 + 12.90) pus = —40.62 ps para GALILEO.

4.4. Modelo 1 como SPR de orden cero (0-SPR)

Para calcular los S-errores, se considera que no hay incertidumbres en las lineas de
universo de los satélites, que se mueven exactamente como corresponde a las 6rbitas
nominales de GALILEO o GPS. En esta situacion, no existen U-errores. Solamente
hay S-errores; o sea, diferencias en el posicionamiento obtenidas al mover los fotones
en el ET-S y en el ET-M asintético.

En esta seccion, consideraremos que los fotones se mueven en el ET-M y, en
la proxima, que lo hacen en el ET-S. Por tanto, aqui, la posicién del usuario que
corresponde a unas coordenadas de emision 74, se calcula como se describio en la
seccion 1.8; es decir, con el codigo TX, que esta basado: en la ecuacion (1.9), y en
las ecuaciones de las lineas de universo nominales de los satélites parametrizadas por
sus tiempos propios (ver la seccion 1.7). El codigo nos da las coordenadas del usuario
(posicion) en el ET-M asintotico. A efectos del calculo de los S-errores no importa
que haya bifurcacion, pues en tal caso, podemos calcular los S-errores de cada una
de las dos posibles posiciones por separado y con el mismo método.

Recuérdese que las lineas nominales han sido elegidas de modo que las trayectorias
son circulares, y que son recorridas como corresponde a un movimiento circular de
caida libre en el ET-S. Las ecuaciones de estas lineas son (1.7), (1.6) y (1.8) (ver
la seccion 1.7) y, nos permiten calcular la posicion de los cuatro satélites necesarios
para el posicionamiento (coordenadas z';) para un tiempo propio dado. Por tanto, a
partir de las cuatro coordenadas de emisién 74, podemos calcular las posiciones de
los cuatro satélites en el ET-S cuando emitieron sus senales. Estos eventos de emision,
que hemos podido calcular, definen los puntos iniciales de las lineas de universo de
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los fotones; por esta razom, estos eventos seran denotados Pra, y sus coordenadas
inerciales son o , (74).

4.5. Modelo 2 como SPR de primer orden (1-SPR)

En esta seccion, el 1-SPR (modelo 2) se estudia como una perturbacion del 0-SPR
(modelo 1). De acuerdo con lo visto en la seccion anterior, los fotones emitidos desde
el satélite A inician su movimiento en el punto Pr 4, cuyas coordenadas zf , (1) han
sido calculadas a partir de 74 (coordenadas de emision recibidas por el usuario). Esto
es totalmente valido tanto en el 1-SPR como en el 0-SPR. Las diferencias aparecen
después, en el viaje de los fotones, que en el 1-SPR (0-SPR) ocurre en el ET-S
(ET-M).

Siguiendo con el 1-SPR, la posicion del usuario es la interseccion de cuatro geo-
désicas nulas del ET-S. Cada una de estas geodésicas pasa por el punto P4, y tiene
direccién de propagacion adecuada para llegar a alcanzar la posicion del usuario. Las
coordenadas del punto de interseccion Pso (posicion espacio-temporal del usuario
en el ET-S) son las cantidades z/¢,.

Puesto que las direcciones de propagacion de los fotones son desconocidas, un
método adecuado es necesario para localizar al usuario (el punto de interseccion).
Cierto método, que no usa la solucion exacta de [Coll 2010a] (ver seccion 1.8), fue
implementado por [Delva 2011a| (ver figura 4.1). En esta tesis se disena una nueva
version de este método, que hace uso de la citada solucién exacta.

Ambas versiones estéan basadas en el hecho de que, para las geodésicas que pasan a
través de los puntos Pra y Ps (coordenadas z's), existe una relacion entre 2§, — 7 , =
ts —tra y las coordenadas 953,4 = ém y xzs = ﬁs. Esta relacion puede ser escrita
de la siguiente forma:

ts —tra :TS(EIA,ES) (4.49)

donde la parte izquierda es el tiempo transcurrido desde la emision hasta el evento
Ps, y Ts es la llamada funcion de transferencia de tiempo del ET-S.

Consideremos que los fotones emitidos desde los puntos Pra, con coordenadas
zh A(TA), siguen geodésicas nulas en el ET-M asintotico. Cuatro de estas geodésicas
intersectan en el punto Py (posicion espacio-temporal del usuario en el ET-M),
cuyas coordenadas z';, serdn comparadas con z/5,. Como en el ET-S (véase més
arriba), el tiempo transcurrido en ir -a lo largo de la geodésica nula- desde el evento
de emisién hasta un punto Qs con coordenadas (z%,,tnr) es la diferencia:

tar —tra = TM(EIA7 RM) (4.50)

donde Ty, es la funcion de transferencia de tiempo del ET-M asintotico. En esta
geometria, las geodésicas nulas son lineas rectas y, por tanto,

Tai(Ria, Rar) = |Rar — Rral (4.51)

Las cantidades (EMO, taro); es decir, las coordenadas inerciales del usuario 1’7»10
pueden ser calculadas a partir de las coordenadas de emision 74. Para ello, la for-
mula analitica obtenida en [Coll 2010a] es usada (ver seccion 1.8). Dicha formula es
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valida en el ET-M, cualesquiera que sean las lineas de universo de los satélites. Ver
[Coll 2012 para un estudio teérico exhaustivo de esta férmula y [Puchades 2011],
[Puchades 2012], [Puchades 2014] y [Saez 2013] para la descripcion de un codigo nu-
mérico basado en ella (codigo-TX). Recuérdese que este codigo calcula todas las
posiciones del usuario posibles asociadas a unas coordenadas 7# dadas. Podemos
encontrar una o dos posiciones (bifurcacion). A partir de las coordenadas de emision
74, las cantidades siguientes pueden ser fijadas: x% 4, t74, 2,0 ¥ tamo. En el caso
de bifurcacion, hay dos soluciones (%, %n0), las cuales pueden ser tratadas por
separado.

El ET-S puede ser visto como una perturbacion del ET-M asintotico, y cada
punto Qs de la geodésica nula que pasa por el evento de emisiéon y por el evento de
recepcion en el ET-M, puede considerarse asociado a un punto Ps de la geodésica
nula asociada del ET-S; de modo que z'¢(Ps) = !/, +Axy,, siendo Az’ la desviacion
entre puntos asociados de las geodésicas nulas de Minkowski y de Schwarzschild. Asi,
la solucién de posicionamiento, (acﬁ'wo, tao), en el ET-M es tomada como la solucion
a orden cero en el ET-S, y la solucion a orden uno en el mismo espacio-tiempo es
o = Thro + Al

En el ET-S, el usuario esta en la interseccién de cuatro geodésicas nulas, y la
condiciéon para que cuatro de estas geodésicas nulas se corten es que las cantidades
Az, en Py sean iguales para los cuatro satélites (ver figura 4.1).

La ecuacion (4.49) puede ser reescrita como sigue:

tam+ Aty —tra = Ts(ém, Ry + AEM) (4.52)

La parte derecha de esta ecuacion puede ser expandida hasta primer orden en AﬁM
para obtener:

OTs(Rra, R
N 5 ( 14 5)

ARy . 4.53
ORg M (4.53)

AR =0

ta + Aty —tra = TS(EIAa EM)

Puesto que Aty es una cantidad de primer orden, todos los términos de la ecuacion
(4.53) deben ser desarrollados hasta este orden. Por tanto, la funcion Ts(Rra, Ras) va
a ser desarrollada hasta primer orden, pero el gradiente involucrado en la ecuacion
(4.53) es solamente requerido hasta orden cero, ya que estd multiplicado por la
cantidad de primer orden AﬁM.

A orden cero, el ET-S es idéntico al ET-M y, por tanto, teniendo en cuenta
la ecuacion (4.51), se obtiene Ts(Rra, Ryr) = |Ry — Rral + O(1). Es decir, la
aproximacion de orden cero de la funciéon de transferencia de tiempo en Schwarzschild
es Téo) (EIA, EM) = |§M —]%1,4|, y por tanto, a orden cero, el gradiente de la ecuacion
(4.53) puede ser escrito de la siguiente forma:
(0) . .
Ry — Ria

0Ts(Rra, Rs) _
|Ryr — Rral

= 4.54
0 (4.54)

ARy =0

Como se demostrd en [Teyssandier 2008], la funcion Ts puede ser desarrollado como
sigue:

Ts = |Ry — Bral + TV + 0(2) (4.55)
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con

(4.56)

Phe |l 1774l = 173 = 774l
donde || = |R|(1 — GMg/|R]). En realidad r* es la coordenada radial isotropica, y
las otras coordenadas isotropicas coinciden con las de Schwarzchild (t* = ¢, 6* = 0

y ©* = ). La relacion exacta entre la coordenada radial isotropica y la coordenada
radial de Schwarzschild R (ver [Misner 1973]) es la siguiente:

R=r[1+ 47:*}2 (4.57)

Por tanto, a orden uno en GMg /R, obtenemos:

* T's
=R [1 - ﬁ} (4.58)
donde rs = 2G'Mg, es el radio de Schwarzschild.

Usamos las coordenadas isotropicas —como coordenadas auxiliares— solamente
para dar una expresion adecuada del término Tél) que aparece en la ecuacion (4.55),
donde se ve que la funcién de transferencia de tiempo del ET-S es una perturbaciéon
de la del ET-M asintotico.

A partir de las ecuaciones (4.50), (4.53), (4.54)-(4.56), se obtiene facilmente

é - é . —x —x S o
Aty — B = Baa ng oqngy i |l 1Al 1 = 7] (4.59)
|Rar — Rral 175 ]+ 1774l = |75 = 77 Al

Estas ecuaciones deben ser particularizadas en el punto éM = I%MO v tam = tuo.
Después de particularizar, tenemos cuatro ecuaciones para obtener las cuatro incog-
nitas AﬁMO y Ataso. Entonces, las coordenadas del posicionamiento en el ET-S son
éso = I%MO + AéMo v tso = tao + Atprg. Cada una de las cuatro ecuaciones del
sistema (4.59) corresponde a un satélite particular (indice A). El determinante del
sistema particularizado —de cuatro ecuaciones— es

2 3 3
f}lfm}_v‘m f?l*%_vgo T11=%pMo
|[Ryo—Ri| |[Ryo—Ri| |[Ryo—Ri|
1 1 2 2 3 3
T12= %Mo T12= %Mo T12= %Mo
|[Ryo—Riz| |[Ryo—Riz| |[Ryo—Riz|
D (4.60)
1 1 2 2 3 3
T137 %Mo T137 %Mo T137T Mo 1
|[Rapo—Rirs| |[Ryo—Rirs| |[Ryo—Rirs|
1 1 2 2 3 3
T14—Tpo T14—Tpo T14—T Mo
|[Ryo—Rial |[Ryo—Rial |[Ryo—Rial

El sistema (4.59) sera resuelto usando la regla de Cramer en la seccion 4.6.
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xb = (Ryyatgo)

, A
£ S0 50
17,

\
v - =
L7 4 =
xt = }/ = (R0 + ARy,

(EMO IM()) (AR""‘”-"'AIMH) £+ At

MO MO )

Figura 4.1: Esquema de posicionamiento en el ET-S. Las lineas de rayas (continuas)
son las geodésicas nulas g3y (g94), del ET-M asintético (ET-S), seguidas por los
fotones, desde que son emitidos en A(TA) por el satélite A, hasta que son recibidos
por el usuario en 2y, (2,). A cada geodésica, gar, del ET-M le asociamos otra, gg,
del ET-S punto a punto, de manera que al punto Qs de gas de coordenadas 'y,
le corresponde un punto Ps de gs cuyas coordenadas son zy, + Az’,. Las cuatro
geodésicas g]‘ej (lineas de rayas) se cortan en el punto z/y,,, que es la posicion del
usuario cuando los fotones se mueven en el ET-M; mientras que la posiciéon del mismo
usuario en el ET-S viene determinada por las coordenadas del punto de interseccion
de las geodésicas gﬁ del ET-S (lineas continuas); punto que se caracteriza porque las
cuatro desviaciones Az, , coinciden y son iguales a Axfy,,.
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4.5.1. Relacidén entre los determinantes J y D

En el caso de satélites GPS y GALILEO, que se mueven a velocidades mucho
menores que la de la luz, vamos a ver que el Jacobiano J de la transformaciéon de
coordenadas 7 = 7%(2%) y el determinante D son aproximadamente iguales.

La velocidad de los satélites GPS (GALILEO) es de unos 3.86 km/s (3.64 km/s).
A estas velocidades, segiin vimos en la secciéon 3.5, el Jacobiano J viene dado apro-
ximadamente por la ecuacion (3.14), y comparando esta expresion con la del de-
terminante D que aparece en la ecuacion (4.60), vemos que que son formalmente
idénticas, lo que significa que el determinante D y el Jacobiano J, que han sido
calculados mediante aproximaciones, son iguales para cualquier GNSS.

Si el determinante D es nulo para las coordenadas de emision 74, no hay so-
luciones del sistema de ecuaciones descrito en la seccion anterior [sistema (4.59)
particularizado para ]%M - R Mo Y tar = taol. Esto significa que el posicionamiento
en un pequeno entorno del punto Py, cuyas coordenadas en el ET-M asintotico
son (24, tm0), no es suficientemente preciso. Con el método —a primer orden en
G Mg /r— descrito en la seccion anterior, cerca de un punto Pyro donde el determi-
nante D se anula, la cantidad |D| debe ser pequena y, por tanto, las desviaciones
AR y Atpro se espera que sean grandes. Ademas, en el propio punto Py, las
cantidades ARMO y Aty divergen.

Siempre en el marco de las aproximaciones realizadas, basadas en los pequenos
valores de vsqr vy GMg /7, vamos a plantearnos la pregunta siguiente: jexisten coor-
denadas de emisién que conduzcan a un determinante D nulo? Como D y J tienen
la misma forma, la respuesta afirmativa a esta pregunta fue ya dada en la secciéon 3.6
y en [Puchades 2014]. Conviene ahora resumir de forma conveniente la respuesta.

El valor del determinante D (igual al de J) es proporcional al volumen Vi del
tetraedro cuyos vértices son los extremos de los cuatro vectores unitarios usuario-
satélite (en el ET-M asintotico) y, como consecuencia, si estos vectores son las direc-
ciones de cuatro generatrices del mismo cono, el volumen Vr y el determinante D se
anulan a la vez. Para estas configuraciones —degeneradas— usuario-satélites, D y J
se anulan al mismo tiempo.

Como ocurre con los U-errores, los S-errores deben ser grandes en regiones ubica-
das cerca de puntos donde D se anula, o en puntos situados muy lejos de la zona en
la que se mueven los satélites (pequetio V). Nuestras estimaciones numéricas estan
de acuerdo con estas expectativas.

4.6. Analisis numérico

En la practica, el usuario -cuya posicién es desconocida- recibe cuatro tiempos
propios de emision 74, que pueden ser usados para obtener dos conjuntos de coorde-
nadas inerciales (posiciones). Uno de ellos corresponde a geodésicas nulas en el ET-M
y el otro a mover los fotones en el ET-S. Sin embargo, para obtener una distribuciéon
de los S-errores del posicionamiento, podemos proceder como sigue: Dados cuatro
satélites de la constelacion de GALILEO y una posicion del usuario (2., tm0) en
el ET-M, cuyas coordenadas z;, corresponden a un punto de la E-esfera (definida
en la seccion 1.16), el c6digo-XT puede ser usado para obtener las coordenadas de
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emision 74. Estas coordenadas 74 serfan recibidas por el usuario elegido en el ET-M.
A partir de estas coordenadas de emision y de las lineas de universo de los satélites
(ecuaciones (1.7), (1.6) y (1.8) de la seccion 1.7), las posiciones (espacio-temporales)
de los satélites, (2% 4,t74), cuando emitieron los tiempos propios 74 pueden ser obte-
nidas. Entonces, los S-errores en el punto elegido del ET-M, (24, ta0), pueden ser
calculados al resolver las ecuaciones (4.59) particularizadas en este punto, que for-
man un sistema cuyas incognitas son Azl y Atag. Las cantidades A, = |AEM0|
v Ay = Atpro son buenos estimadores de los S-errores.

4.6.1. Consideraciones generales

En [Puchades 2014], no tuvimos en cuenta que la Tierra es un objeto opaco, que
puede interceptar las senales enviadas por uno o mas satélites. Este procedimien-
to fue usado para estudiar los U-errores bajo la suposicion de que los fotones se
mueven en el ET-M. Como se dijo en [Puchades 2014], la existencia de una Tierra
opaca escondiendo satélites seria considerada después, sin modificar las conclusiones
principales sobre U-errores obtenidas en aquel articulo (capitulo 3 de esta tesis).
Sin embargo, el mismo procedimiento no es admisible aqui. Incluso para una Tierra
totalmente transparente, si una o varias de las cuatro geodésicas nulas correspon-
dientes a un cierto usuario pasa a través del planeta, los calculos de los S-errores
basados en la métrica de Schwarzschild no son correctos. Esto es debido al hecho de
que esta métrica no es valida en el interior de la Tierra. Ademas grandes S-errores
—completamente falsos— serian encontrados para las trayectorias de los fotones que
pasen cerca del centro de la Tierra. Para evitar malas interpretaciones relacionadas
con estos grandes pero falsos S-errores, procedemos como sigue:

= (a) aquellos usuarios que no ven los cuatro satélites en un tiempo dado son
identificados,

= (b) los S-errores correspondientes no son calculados,
= (c) estos usuarios son marcados adecuadamente en las representaciones gréficas.

El Jacobiano y los U-errores fueron calculados numéricamente y mostrados apro-
piadamente, tanto en [Puchades 2014] como en el capitulo 3, para los satélites 2, 5,
20 y 23 de GALILEQO y para las hipersuperficies tg = 19 h y tg = 25 h. Para estas
dos hipersuperficies 3D (tp = constante), los U-errores fueron calculados en el inte-
rior de la E-esfera. Aqui, los S-errores son estimados y comparados con los U-errores,
para los mismos satélites y para la hipersuperficie tgp = 19 h. Una comparacion efi-
ciente requiere calcular los S-errores en los mismos puntos, dentro de la E-esfera,
que fueron considerados en la seccion 3.7 para calcular los U-errores. Estos puntos
pertenecen al recubrimiento de la E-esfera utilizado en la seccion 2.2.1 para estudiar
la estructura de la regién de emision; ahora conviene recordar algunos aspectos de
aquel recubrimiento y dar algunos detalles nuevos (ver figura 4.2):

= Por supuesto, trabajamos sobre hipersuperficies t = tp = constante y, en cada
una de ellas, la superficie de la E-esfera es pixelizada utilizando HEALPIx (ver
la seccion 1.14).



160 Capitulo 4. SPR en el espacio-tiempo de Schwarzschild

= 10® puntos son uniformemente distribuidos a lo largo de cada segmento radial,
cuya direccién es la de un vector con origen en el punto E y cuyo extremo es el
centro del pixel asociado sobre la superficie de la E-esfera. Cada segmento va
desde el punto E (L = 0) hasta L = 10° km. La distribucion resultante no es
uniforme en el interior de la E-esfera. Los S-errores son calculados solamente
en aquellos puntos donde el usuario puede ver los cuatro satélites a la vez. Evi-
dentemente, la densidad de puntos decrece conforme la distancia al punto E
aumenta y los segmentos y los puntos se separan entre ellos. Ademas, los cen-
tros de los pixeles no estan uniformemente distribuidos en la esfera pixelizada
(ver [Gorski 1999]). El parametro N;q. es elegido de forma que tengamos 3072
pixeles. El area angular subtendida por cada uno de estos pixeles es aproxima-
damente 64 veces el area angular media de la Luna llena (~ 13.43° x 13.43°).
Para la resolucion HEALPIx elegida, la separacion angular entre las direcciones
asociadas a dos pixeles ecuatoriales vecinos es Aa ~ 0.1 rad. Hemos compro-
bado que este recubrimiento de la E-esfera es muy adecuado para nuestros
propositos.

= Cualquier cantidad escalar que tome un valor bien definido para cada direcciéon
HEALPIx, puede ser representada usando una barra de colores, tal y como
hicimos en los capitulos 2 y 3. Asi, el color del pixel muestra el valor de la
cantidad elegida. Todos los pixeles son representados en un tinico mapa por
medio de la proyeccion Mollweide.

En este capitulo, vamos a definir dos tipos de direcciones (pixeles), de aqui en
adelante referidas como direcciones de invisibilidad y de visibilidad. Ninguno de los
mil usuarios situados a lo largo de cualquier direccion de invisibilidad puede ver los
cuatro satélites en el instante ¢ty que define la seccién 3D que estemos considerando;
sin embargo, a lo largo de una direccion de visibilidad, todos los usuarios (visibi-
lidad total) o una parte de ellos (visibilidad parcial) puede recibir sefiales de los
cuatro satélites en el instante tp. La posicion y sus errores asociados s6lo pueden ser
calculados para usuarios con visibilidad. De aqui en adelante, estos usuarios y sus
correspondientes puntos son llamados v-usuarios y v-puntos.

Cantidades escalares apropiadas, dependiendo de la direccion (pixel), han sido
elegidas para mostrar las propiedades més significativas de la distribucién de los S-
errores. Los estimadores A, y A; pueden ser calculados -tal y como ha sido descrito
en el primer pardgrafo de esta secciéon- en cada v-punto (z%,t) del ET-M asintético,
donde 2* son las coordenadas espaciales de un v-punto localizado en el interior de la
E-esfera y t (t = tr) es el valor constante del tiempo coordenado correspondiente a
la seccion 3D (t = constante) elegida.

En esta seccién se muestran los resultados numéricos obtenidos. Se divide en
varias partes que se muestran sucesivamente:

= Los S-errores obtenidos a lo largo de direcciones radiales particulares (seccion
4.6.3).

= Las superficies de nivel (seccion 4.6.4), cada una de las cuales es el lugar geo-
métrico de los puntos mas cercanos a E -a lo largo de cada direccion- en los
que A, o |A| toma un valor prefijado (nivel).
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Figura 4.2: Esquema del recubrimiento de la E-esfera.

= Los S-errores calculados sobre superficies esféricas concéntricas con la Tierra
(seccion 4.6.5).

s La comparacion de los S-errores con los U-errores (seccion 4.6.6).

4.6.2. Estudio de la regiéon donde el determinante D se anula

Lo primero que vamos a representar es la distancia, L p, desde el punto E hasta el
punto mas cercano a éste donde D se anula. Dicha distancia depende de la direccién
(pixel). El mapa resultante puede verse en la figura 4.3. En él, se observa que el
determinante D no se anula a lo largo de ninguna direcciéon para L < 23200 km. Sin
embargo, para L > 23200 km, la cantidad D se anula al menos una vez a lo largo de
los segmentos asociados a los pixeles coloreados, y no se anula nunca en los segmentos
radiales correspondientes a los pixeles grises. Por tanto, existen puntos con D = 0
localizados a diferentes distancias Lp de E, en el interior de la E-esfera. Para una
direcciéon dada, el determinante D puede anularse una o varias veces en posiciones
aisladas; lo que no impide que la cantidad |D| pueda tomar valores grandes en otros
puntos correspondientes a la misma direcciéon. Otras 4-tuplas y tiempos conducen a
conclusiones muy similares.

El mapa 4.3 es idéntico al panel 3.24b, lo cual es debido a que ambas figuras
corresponden a la misma 4-tupla y a idéntica secciéon 3D, y también a que el mapa
4.3 es una representacion relativa a los ceros de D, mientras que el panel 3.24b es
el mismo tipo de representacion para los ceros de J (que coinciden con los de D,
ver la seccion 4.5.1). Como estos dos mapas han sido dibujados con valores de D
y J obtenidos independientemente, mediante coédigos completamente distintos, su
coincidencia es un verdadero test para nuestros métodos y codigos.
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La figura 4.3 y los comentarios que hemos hecho sobre ella juegan un papel
importante en el resto del capitulo, ya que frecuentemente tendremos que hacer
referencia a ella para interpretar otros mapas.

D=0

Figura 4.3: Representacion HEALPIx-Mollweide (Ng;qe = 16) de la distancia, en km,
desde el punto E hasta el punto mas préoximo en el que el determinante D se anula
(para cada direccion). Este caso corresponde a la 4-tupla de satélites 2, 5, 20, 23 y
a la hipersuperficie z* = tp = 19 h.

4.6.3. S-errores a lo largo de direcciones radiales particulares

Los estimadores A, y A; han sido calculados, a lo largo de las 3072 direcciones
HEALPIx, en puntos localizados desde L = 0 (punto E) hasta L = 105 km (dentro
de la E-esfera), para la 4-tupla 2, 5, 20, 23 y la secciéon 2* = tx = 19 h. De todas
estas direcciones hemos elegido cuatro que son representativas del conjunto.

Las cantidades A, y A¢, correspondientes a las cuatro direcciones caracteristicas
seleccionadas, son representadas como funciones de la distancia L al punto E en las
figuras 4.4-4.7.

La primera direccion (Fig. 4.4) no contiene ningtin punto con D = 0. En este
caso, para valores de L mayores que unos 40000 km, los estimadores A, y A; son
funciones continuas que crecen con la distancia L al punto E. Desde este punto,
sobre la superficie dela Tierra (L = 0), hasta el punto donde comienza la curva de
la Fig. 4.4 (L ~ 8800 km), existe un segmento de invisibilidad. Ello es debido a
que la Tierra, muy cercana a todos los usuarios de este segmento, eclipsa uno o mas
satélites.

La Fig. 4.5 (4.6) corresponde a la segunda (tercera) direccion seleccionada. En
ambos casos, el determinante D se anula en un solo punto que esta situado a una
distancia L ~ 73300 km (L ~ 58000 km) de E. En la Fig 4.5 (4.6), la region de
invisibilidad abarca desde el punto E hasta L = 16700 km (L = 12000 km). En los
paneles superior e intermedio-inferior de esta figura, la posicién del punto D = 0 es
el centro del pico de A, y de la discontinuidad de A, respectivamente. Alrededor del
punto D = 0, las cantidades A, y |A¢| son muy grandes. En los paneles intermedio-
superior e inferior, hemos representado solamente los valores de estas cantidades que
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son inferiores a 2 metros; por tanto, las cantidades A, y |A;| toman valores mayores
que 2 metros en la region entre las dos lineas de rayas de estos paneles. De aqui
en adelante ALy, (distancia-2m) es la distancia desde el punto donde D se anula
hasta uno de los puntos donde A, o |A;| tome un valor de 2 m. En las figuras
Fig. 4.5 y 4.6 vemos que los valores de 2 metros aparecen en puntos que estan a
distancias A Lo, de miles de kilometros del punto donde se anula D. La desigualdad
3400km < ALy, > 6200km (6000 km < ALs,, > 11400km ) es satisfecha, en el
caso de la figura 4.5 (4.6), por los dos valores de ALay,.

Finalmente, la figura 4.7 corresponde a una cuarta direcciéon con dos puntos
puntos de anulacion de D, que estan situados a distancias L ~ 27400 km y L =~
40000 km del punto E. La zona de invisibilidad estd comprendida entre L = 0 y
L = 16800 km. Esta figura tiene la misma estructura que la Fig. 4.5. En los paneles
superior e intermedio-inferior observamos dos picos en A, y dos discontinuidades en
Ay, que nos indican donde estan situados los puntos en los que se anula D. Como se
deduce de los paneles intermedio-superior e inferior de la figura 4.7, las cantidades A,
y |A¢| toman valores de 2 metros para distancias-2m (200 km < ALy, < 500 km),
que son mucho mas pequenas que las correspondientes a los puntos con D = 0
de las figuras 4.5 y 4.6. ;Por qué sucede esto? Futuras investigaciones sobre esta
cuestion merecen la pena. Ver la seccion 4.7, donde se incluyen algunos comentarios
cualitativos.
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Figura 4.4: Los valores de A, (panel superior) y ¢A; (panel inferior) en metros,
han sido calculados sobre puntos de una direccién sin ceros del determinante D, y
representados como funciones de la distancia L al punto E en megametros (Mm)
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Figura 4.5: En los paneles superior e intermedio-inferior, se hace la misma represen-
tacion que en la figura 4.4. La cantidad D se anula una vez a lo largo de la direccién
elegida. El pico y la discontinuidad estan asociados al punto D = 0. Una vez los
valores A, y ¢|A¢| mayores que 2 m han sido eliminados, se repite la representacion
de la figura 4.4 en los paneles intermedio-superior e inferior; asi, en estos paneles,
todos los valores de A, y ¢|A¢| mas pequetnios que 2 m llegan a ser visibles.
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Figura 4.6: Representacion idéntica a la de la figura 4.5 para otra direcciéon tipica
con un punto D =0
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4.6.4. Superficies de nivel

Una vez A, y A; han sido calculados en todos los v-puntos distribuidos en el
interior de la E-esfera para una secciéon 3-D dada, dos cantidades, Dr y D; pueden
ser obtenidas. Estas cantidades dependen de la direccion (pixel) considerada y vamos
a definirlas a continuacion. Para un valor fijo L, (nivel) de A,, los puntos donde
A, = L, pueden ser encontrados a lo largo de cada direccion. Estos puntos pueden ser
facilmente calculados al usar los valores A, que hemos obtenido para cada direccion
e interpolaciones adecuadas. Asi, a lo largo de cada direccion, podemos encontrar, o
bien uno o varios puntos en los que A,. tome el valor fijado L.., o ninguno. De cualquier
forma, la distancia del punto E al mas cercano de estos puntos es una cantidad bien
definida y depende de la direccion. Esta distancia se denota Dg. Podemos hacer lo
mismo para |A,[; es decir, a lo largo de cada direccion, la distancia desde E hasta el
punto mas cercano donde |A;| toma el valor prefijado L; se denota D;. Los puntos
situados a estas distancias de E generan un lugar geométrico, que es llamado de
ahora en adelante una superficie de nivel.

La figura 4.3 es muy importante para entender los comentarios que haremos
en esta seccion, en la que compararemos los mapas de las superficies de nivel, con
la citada figura. Por eso, merece la pena enfatizar que los pixeles coloreados son
direcciones con alguna anulaciéon de D, mientras que los pixeles grises son direcciones
para las que D no se anula.

Las superficies de nivel correspondientes a valores adecuados de L, (L) son
representadas mediante mapas HEALPIx-Mollweide en las figuras 4.9 y 4.10 (4.11 y
4.12). Algunas generalidades sobre la construccion de estas figuras deben ser ahora
descritas. Las regiones de invisibilidad son excluidas; se trata de las manchas naranjas
del panel 4.9a. Estas regiones tienen las mismas formas y posiciones (no el mismo
color) en todos los paneles. Los pixeles correspondientes a direcciones de visibilidad
(parcial o total) son pintados de gris si A, (|A¢|) no toma el valor del nivel L,
(L:). Es decir, para los pixeles grises, todos los valores de A, (|A¢]) -en los v-puntos
de la direccion asociada- son o bien mayores que L, (L:), o menores. Finalmente,
las barras de colores son usadas para representar las distancias Dg (4.9 y 4.10) y
D, (4.11 y 4.12) para los niveles mostrados en la parte superior de los paneles. A
continuacién vamos a describir las caracteristicas de las figuras 4.9, 4.10, 4.11 y 4.12,
que son importantes para entender los aspectos mas significativos de la distribucion
de los S-errores.

En el panel 4.9a, la cantidad A, es mayor que 5 mm (pixeles grises) en casi
todas partes en el interior de la E-esfera. El estimador A, de los S-errores toma
un valor tan pequefio como 5 mm en unos pocos pixeles coloreados (superficie de
nivel). Para todos los pixeles grises, hemos verificado que los valores de A, -en los
v-puntos- son todos mayores que 5 mm. La barra de colores indica que los puntos,
-mas cercanos a E- donde A, toma el valor de 5 mm, estan todos a distancias Dg
més pequenas que 22200 km del punto E. De acuerdo con la figura 4.3, todos estos
puntos -que tienen S-errores muy pequenos- estan localizados en una region donde
el determinante D no es cero (L < 23200 km). Puesto que los pixeles coloreados del
panel 4.9a (excepto aquellos que estan en la regiones de invisibilidad) estan incluidos
en las manchas coloreadas de la figura 4.3, el determinante D debe ser cero -a lo
largo de las direcciones asociadas- en puntos con distancias Lp > 23200 km y, en
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puntos cercanos a estas anulaciones de D, los S-errores seran grandes (divergen en
la propia anulacion).

En el mapa 4.9b, los v-puntos donde A, = 1 ¢m estan localizados a distancias
Dp entre 7800 km y 41700 km. La cantidad A, toma el valor 1 ¢m en las zonas
coloreadas (excluyendo las regiones de invisibilidad); més o menos, a lo largo de 1/6
de los segmentos radiales de nuestra pixelizacion (3072 pixeles). El ntimero de pixeles
pintados con la barra de color es mayor en el panel 4.9b (L, = 1 ¢em) que en el mapa
4.9a (L, =5 mm).

Como se deduce del panel 4.9¢, la cantidad A, vale 1 dm en puntos situados en
muchos segmentos radiales (direcciones), cuyos pixeles son pintados usando la barra
de colores. Los ntimeros de esta barra indican que los puntos donde A, = 1 dm
estan situados a distancias Dy entre 13900 km y 97200 km. Hemos verificado que
los valores de A, -en los v-puntos- son mayores que 1 dm para casi todos los pixeles
grises (excluyendo 11), ya que casi todos los pixeles grises estan rodeando las zonas
de invisibilidad, en las que los valores de A, son grandes debido a que los fotones
pasan no muy lejos de la Tierra.

El panel 4.9e corresponde a L,, = 1 m. Consideremos primero los pixeles colorea-
dos del panel 4.9¢e, que estan cerca de las regiones de invisibilidad (de color naranja),
pero lejos de las zonas coloreadas de la figura 4.3. En lo sucesivo, estos pixeles se
dice que son de tipo C-G (coloreados-grises), ya que son coloreados en el panel 4.9e y
grises en 4.3. Como un ejemplo de pixeles C-G, podemos mencionar los pixeles rojos
—abundantes— que vemos alrededor de una de las zonas de invisibilidad. No existen
puntos con D = 0 ni en los segmentos radiales de estos pixeles, ni en los cercanos
a ellos, ya que estéan lejos de las zonas coloreadas de la figura 4.3. Por tanto, para
estos pixeles, los valores A, = 1 m aparecen en puntos que estéan lejos de cualquier
anulacion de D. Puesto que estos pixeles son rojos —de acuerdo con la escala de color—
el usuario con A, = 1 m esta cerca de la superficie de la E-esfera. Evidentemente,
los pixeles C-G con A, = 1 m estan asociados a usuarios lejanos a E, que reciben
la senal (foton) de uno o més satélites a lo largo de trayectorias casi tangentes a la
Tierra (pixeles rojos cercanos a los pixeles naranjas). Véase la figura 4.8 donde hay
un esquema de la situacion correspondiente a los pixeles de tipo C-G. En la cual, el
campo gravitatorio terrestre estd produciendo importantes S-errores en una regiéon
cercana a la Tierra, para usuarios que estan lejos de ella. Ningtin punto de anulacién
de D contribuye a estos S-errores.

En el panel 4.9¢, vemos también muchos pixeles coloreados, que estén lejos de las
regiones de invisibilidad, pero en el interior de las zonas coloreadas de la figura 4.3. En
lo sucesivo, estos pixeles diremos que son de tipo C-C (coloreados-coloreados) debido
a que estan coloreados tanto en el panel 4.9e como en el mapa 4.3. Al estar coloreados
en la figura 4.3, existe un punto Pp, a lo largo del segmento radial correspondiente,
donde D es cero y, por lo tanto, algunos de los v-puntos, donde A, ha sido calculado
-para la direccion elegida-, puede estar bastante cercano a Pp como para producir
un S-error grande con A, > 1 m. En tal caso, la cantidad A, toma el valor 1 m
en algin v-punto y, por tanto, el pixel estd también coloreado en el panel 4.9e.
Para L, = 1 m, esto ocurre para muchos pixeles coloreados de la figura 4.3. En los
pixeles C-C, el campo gravitatorio de la Tierra no juega ningtn papel importante,
excepto en aquellos que puedan estar cerca de una de las regiones de invisibilidad,
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L > 95000 km

Figura 4.8: Esquema de la situacién de algunos usuarios con S-errores de unos pocos
metros. Estan lejos de cualquier punto con D = 0 y de la Tierra. Estos errores son
debidos a que el fotén pasa tangente a la Tierra durante su vuelo. La trayectoria del
foton es representada por la linea azul.

en cuyo caso deberiamos analizar si el estimador A, es grande debido a estar cerca
de una anulacién de D, o de una region de invisibilidad, o por ambas razones. Si los
pixeles C-C —con valores grandes de A,— estan lejos de las zonas de invisibilidad, el
campo gravitatorio terrestre es débil a lo largo de las trayectorias de los fotones, y
los S-errores son debidos a la proximidad a un punto donde D se anula.

Finalmente, hay solamente unos pocos pixeles grises -en el panel 4.9e- que estan
lejos de las regiones de invisibilidad, pero en el interior de las zonas coloreadas de
la figura 4.3. Para estos pixeles grises, hemos verificado que los valores de A, -
en los v-puntos- son todos menores que 1 m. De ahora en adelante, estos pixeles
diremos que son de tipo G-C (grises-coloreados), ya que son grises en el panel 4.9e
y coloreados en el mapa 4.3. Estos pocos pixeles de tipo G-C estan localizados en
el interior de las manchas inferior-izquierda e inferior-derecha del panel 4.9e y, por
tanto, estan en la zona coloreada del mapa 4.3, habiendo anulaciones de D en las
direcciones correspondientes. Si ninguno de los v-puntos de nuestro recubrimiento
esta suficientemente cerca del punto donde se anula D, a lo largo de una cierta
direccion, el estimador A, puede tomar valores que sean siempre menores que 1 m
y, en tal caso, el pixel correspondiente seria gris en el panel 4.9e.

Como ocurre en la figura 4.9e, hay solamente unos pocos pixeles grises -en el
panel 4.10a- que estén lejos de las regiones de invisibilidad, pero en el interior de
las zonas coloreadas de la figura 4.3. Para estos pixeles grises de tipo G-C, hemos
verificado que los valores de A, -en los v-puntos- son todos menores que 2 m.

El panel 4.10a (4.10c) corresponde a L, =2 m (L, = 3 m). En el interior de las
manchas azules inferiores, hay mas pixeles G-C en el panel 4.10a que en el 4.9e, y
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en el panel 4.10c que en el 4.10a. Esto es debido a que algunos pixeles son de tipo
C-C para L, = 1 m (L, = 2 m), mientras que son de tipo G-C para L, = 2 m
(L, = 3 m). Esto ocurre cuando alguno de los puntos de nuestro recubrimiento,
donde A, es calculado, esté suficientemente cerca del punto con D = 0 para dar
A, =1m (A, =2 m) (C-C pixel); pero ninguno de ellos esta suficientemente cerca
para producir un valor A, = 2 m (A, = 3 m) (G-C pixel). Hemos verificado que
para todos los pixeles G-C, que son grises en el panel 4.10a (4.10c¢), el estimador A,
satisface la desigualdad A, <2 m (A, <3 m).

Ademas, los pixeles C-G definidos anteriormente, que estéan alrededor de una de
las manchas naranjas del panel 4.9e, son grises en los paneles 4.10a y 4.10c. Esto
significa que, en las direcciones de estos pixeles rojos, la cantidad A, llega a ser
mayor que 1 m, pero es menor que 2 m y, por tanto, también menor que 3 m. En
realidad, conforme los valores de L,. aumentan desde uno hasta dos metros, el nimero
de pixeles C-G decrece rapidamente. Resultados similares son obtenidos para otras
4-tuplas e hipersuperficies 3-D y, por tanto, los valores de A, mayores que unos pocos
metros son alcanzados solamente en posiciones suficientemente cercanas a puntos de
anulaciéon de D.

Para obtener el panel 4.9f (4.10b), el color de algunos pixeles del panel 4.9e
(4.10a) ha sido cambiado. Las manchas naranjas (direcciones de invisibilidad total)
del panel 4.9e (4.10a) y todos los pixeles coloreados de la figura 4.3 han sido pintados
de gris en el panel 4.9f (4.10b). El color de los pixeles restantes no ha sido cambiado.
Por tanto, podemos distinguir dos tipos de pixeles coloreados en los paneles 4.9f
(L =1m)y 4.10b (L, =2 m):

= Jos pixeles C-G definidos anteriormente, que estan alrededor de una de las
manchas naranjas (zonas de invisibilidad) del panel 4.9e, donde el nivel L, =
1 m es alcanzado en puntos lejanos a cualquier anulacién de D

= una segunda clase nueva de pixeles C-G, que estan lejos de las zonas de invisi-
bilidad, y en el exterior de las regiones coloreadas de la figura 4.3 pero cerca de
ellas. En lo sucesivo, estos pixeles seran llamados pixeles C-G-E (coloreados-
grises-exteriores).

Las segmentos radiales de los pixeles C-G-E no contienen ningtn punto en el que D
se anule y, ademaés, los usuarios que estan en los puntos de estos segmentos no reciben
fotones en vuelo rasante con respecto a la Tierra; por tanto, los niveles L, =1 m y
L, = 2 m s6lo pueden ser alcanzados si hay anulaciones de D en alguna direccién
vecina.

El panel 4.10b (L, = 2 m) es similar al mapa 4.9f, pero los pixeles C-G rojos y
algunos de los pixeles C-G-E del panel 4.9f son grises en 4.10b. Del mismo modo, el
panel 4.10d (L, = 3 m) es muy parecido al panel 4.10b (L, = 2 m), pero algunos
de los pixeles C-G-E del panel 4.10b son grises en 4.10d. Todo esto es lo que cabe
esperar al elevar el nivel L, (disminucién del namero de pixeles coloreados).

Puede haber pixeles situados cerca de las manchas de invisibilidad y también
de las regiones coloreadas de la figura 4.3, en estos pixeles, los S-errores debidos al
campo gravitatorio terrestre y aquellos debidos a la influencia de puntos con D =0
son dificiles de separar. Estos casos no van a ser considerados aqui, de modo que
nuestra discusion queda restringida a pixeles G-C, C-C, C-G y C-G-E.
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Finalmente, el caso de L, = 1 km es representado en el mapa 4.9d. Este valor
tan grande es sélo alcanzado en escasos segmentos radiales correspondientes a los
pixeles pintados con la barra de color, excluyendo las manchas naranjas que son de
invisibilidad. S6lo muy cerca de puntos con D = 0, donde A, diverge, valores de
A, tan grandes como 1 km pueden ser alcanzados. Hemos verificado que en los v-
puntos correspondientes a los pixeles grises de este panel, todos los valores de A, son
inferiores a 1 km. La barra de colores del panel 4.9d nos dice que los v-puntos donde
A, =1 km estan localizados a distancias de E superiores que 24700 km. Ninguno de
ellos esté situado a una distancia menor que 23200 km, ya que para estas distancias,
no existen puntos con D = 0 (ver la barra de colores de la figura 4.3). Ademéas, hemos
verificado que todos los pixeles coloreados del panel 4.9d son pixeles C-C; es decir,
que también estan coloreados en la figura 4.3. Como es logico, no hay valores de A,
tan grandes como 1 km para los pixeles grises de la figura 4.3, en cuyos segmentos
radiales asociados no hay anulaciones de D.

Analicemos ahora las figuras 4.11 y 4.12, que corresponden al estimador A;. El
nivel L; (¢ = 1) mostrado en la parte superior de los mapas, es una distancia. Es
evidente que los paneles de la figuras 4.9 y 4.10 son muy similares a los de 4.11 y 4.12,
para un mismo valor del nivel L, = L;, exceptuenado los niveles 0.05 mm, 5 mm
y 1 em. Por tanto, salvo para los paneles correspondientes a estos valores pequenos
valores de Ly, la discusiéon que se hizo acerca de las figuras 4.9 y 4.10 es también
valida para las figuras 4.11 y 4.12; todas estas figuras contienen los mismos tipos
de pixeles: C-G, C-C, C-G y C-G-E, que ademés estan distribuidos de una manera
similar.

Suficientemente lejos de cualquier punto D = 0, los valores de |A¢| son siempre
mAas pequenos que unos pocos metros; lo mismo que ocurre para A,.. Sin embargo, al
comparar el nimero de pixeles coloreados en los paneles 4.9a (4.9b) y 4.11b (4.11c¢)
para Ly = 5 mm (L: = 1 em), se observa que el estimador |A;| puede tomar el
valor 5 mm (1 ¢m) a lo largo de muchas direcciones, mientras que A, lo toma para
menos direcciones. Esto nos hizo sospechar que |A;| podria tomar valores menores
que unos pocos milimetros (el valor minimo de A,.). Esta sospecha ha sido verificada
y explicada cualitativamente. Para verificarla dibujamos el panel 4.11a, donde se
observa que |A;| toma un valor tan pequeno como 0.05 mm a lo largo de muchas
direcciones (pixeles coloreados fuera de las regiones de invisibilidad). La pregunta
es: | Por qué |A;| toma valores pequetios que no son alcanzados por A,.? Cualquier
explicacion cualitativa debe estar basada en la estructura del sistema (4.59), cuyo
determinante D tiene la forma (4.60). Para calcular Ay, el sistema algebraico lineal
(4.59) puede ser resuelto usando la regla de Cramer. De esta forma, se obtiene A; =
A/D, donde el determinante A es calculado al reemplazar la cuarta columna de D,
(1,1,1,1), por una nueva columna que esta formada por los términos independientes
del sistema (4.59), que son todos positivos. Por tanto, los determinantes A y D tienen
una estructura similar: tres columnas idénticas que contienen niimeros positivos y
negativos, y una cuarta columna que sbélo contiene niimeros positivos. Este hecho nos
hizo sospechar que si el determinante D es cero a lo largo de muchas direcciones (ver
pixeles coloreados de la figura 4.3), lo cual es debido a las compensaciones entre los
términos positivos y negativos, también se pueden esperar valores pequenos de A y
de A; = A/D en numerosas direcciones; tal y como ha sido verificado numéricamente
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en el panel 4.11a. Sin embargo, para calcular A,., el sistema (4.59) debe ser resuelto
para las tres incognitas restantes y, en estos casos, aparecen determinantes que tienen
dos columnas de ntimeros positivos y negativos, y otras dos cuyos nimeros son todos
positivos. Esta estructura puede hacer menos eficientes las compensaciones y, como
consecuencia, no hemos encontrado valores de A, mas pequenios que ~ 1 mm en
ningdn caso.

Finalmente, el caso |A; = 1 km es considerado en el panel 4.12g. Este valor
solamente se alcanza a lo largo de pocas direcciones (pixeles coloreados del panel
4.12g, excluyendo manchas naranjas). En todos los v-puntos asociados a pixeles
grises, la cantidad |A;| es inferior a 1 km. La misma discusiéon realizada para el
panel 4.9d (A, =1 km) vale para este mapa (|A¢| =1 km).

A partir de las consideraciones anteriores y después de estudiar muchas secciones
t = constante y otras 4-tuplas de satélites, se deduce que:

= suficientemente lejos de los puntos de anulacion de D, el estimador A, to-
ma valores mas pequefios que unos pocos metros y mayores que unos pocos
milimetros

= los valores de unos pocos metros pueden aparecer en las siguientes zonas: (1)
alrededor y en el interior de las regiones coloreadas de la figura 4.3, y (2)
rodeando las manchas de invisibilidad.

Lo mismo ocurre con la cantidad |A¢|, aunque ésta puede tomar valores mucho mas
pequenos que unos pocos milimetros.

Estas conclusiones justifican los cortes de 1, 2 y 3 metros llevados a cabo en
algunas figuras a lo largo de este capitulo. Estos cortes son realizados para eliminar
-de nuestro estudio- los valores de A, y |A;| mayores que unos pocos metros, que
s6lo pueden aparecer cerca de las anulaciones de D.
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7800 41700

(a) Lr =5 mm (b) Lr =1cm

24700 e 99600

(d) Ly =1 km

30100 e 99800

) Lr=1m

Figura 4.9: Mapas HEALPIx-Mollweide. Representacion de la distancia Dy (en km),
desde E hasta el punto donde el estimador A, toma el valor L, por primera vez
(punto mas cercano a E). El valor del nivel L, es mostrado en la parte inferior de los
mapas. Cinco niveles apropiados han sido elegidos. Las regiones de invisibilidad son
las manchas naranjas de los paneles 4.9a-4.9e. En estos cinco paneles, el nivel L, no
es alcanzado a lo largo de las direcciones asociadas a los pixeles grises. En el panel
4.9f, la barra de colores es usada para mostrar D, fuera de las zonas de invisibilidad
y de las regiones coloreadas de la figura 4.3 (direcciones con puntos D = 0). Los
pixeles restantes son pintados de gris.
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(b) Lr =2m

31500 e 99600

(d) Lr =3 m

Figura 4.10: Los paneles 4.10a y 4.10c (4.10b y 4.10d) tienen representacion idéntica
a los paneles 4.9a-4.9¢ (al panel 4.9f). Dos niveles difentes L, han sido elegidos.

6600 96600

(a) Ly = 0.05 mm

8100 e 99200

(¢) Ly =1cm (d) Ly =1 dm

Figura 4.11: Representacion idéntica a la de los paneles 4.9a-4.9¢, 4.10a y 4.10c, para
la cantidad Dy y los niveles L; (|A¢|) mostrados en la parte inferior de cada panel.
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31300 e 99800

(b)) Li=1m

36900 99800

(¢) Ly =2m (d) Li=2m

37200 e 99800

(f) Lt =3 m

24700

99600

(g) Lt =1 km

Figura 4.12: Representacion como la de la figura 4.11, excepto en el caso de los
paneles 4.12b, 4.12d, 4.12f, que son comparables a los mapas 4.9f, 4.10b y 4.10d, ya
que la cantidad considerada es D y los niveles son del tipo L; (|A]).
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4.6.5. S-errores en superficies esféricas concéntricas con la
Tierra

La figura 4.13 muestra los valores de A, (paneles de la izquierda) y A; (paneles
de la derecha) en superficies esféricas concéntricas con la Tierra, cuyos radios son
Rg ~ 6378 km (mapas de arriba) y 1.5 x 10* km (mapas de abajo). Las dos su-
perficies estan dentro de la E-esfera, y en la region donde el determinante D no se
anula; por eso, no hemos encontrado valores muy grandes de A, y A; sobre estas
superficies. En realidad, todos los valores que aparecen en la figura 4.13 estan com-
prendidos entre 0.39 cm y 13 em. En cada uno de los cuatro paneles, los pixeles grises
corresponden a los puntos de invisibilidad sobre las correspondientes esferas. Desde
estos puntos, los cuatro satélites no son visibles al mismo tiempo y, por consiguiente,
el posicionamiento no es posible.

Una tercera (cuarta) superficie esférica -concéntrica con la Tierra-, que tiene un
radio de 3 x 10* km (5 x 10* km), es considerada en la figura 4.14 (4.15). Las
cantidades A, y A; son representadas en los paneles de la izquierda y de la derecha,
respectivamente. En los paneles superiores e intermedios, las zonas de invisibilidad
corresponden a las cuatro manchas rojas. Esta esfera esta dentro de la region donde D
puede ser cero y, por tanto, hay puntos donde los valores A, y |A;| son muy grandes.
Como en otras ocasiones, los valores demasiado grandes deben ser eliminados antes
de mostrar cualquier representacion. Por eso, en los paneles superiores (intermedios),
los pixeles con valores de A, o de |A;| superiores a un metro (dos metros) han sido
pintados de gris. Mientras que para los pixeles restantes, localizados fuera de las
regiones de invisibilidad, los valores de A, (izquierda) y |A;| (derecha) son mostrados
con la ayuda de la barra de colores. Como es logico, el nimero de pixeles grises en los
paneles superiores (corte en 1 metro) es mayor que en los paneles intermedios (corte
en 2 metros). Puesto que la mayoria de los pixeles son azules en los paneles de la
izquierda y verdes en los de la derecha, las barras de colores nos dicen que abundan
los pixeles con valores pequenios de A, y |A;| sobre las esferas consideradas. Buena
parte de los valores grandes de estas cantidades son esperados para pixeles situados
en el interior de las regiones coloreadas de la figura 4.3 (proximidad a ceros de D).

Estamos particularmente interesados en los valores de A, y A; fuera de las regio-
nes de invisibilidad y de las zonas coloreadas de la figura 4.3 (direcciones con ceros
de D). Para mostrar estos valores, los pixeles de estas regiones y zonas han sido
pintados de gris en los paneles inferiores de las figuras 4.14 y 4.15. En estos paneles
hemos encontrado que -en la regién de interés- los valores —en centimetros— de las
cantidades A, y A; pertenecen a los intervalos (1.2,29) y (—16, 16) ¢m para la esfera
de 3 x 10* km de radio (figura 4.14), y a los intervalos (1.7,78) y (—38,73) para la
esfera de 5 x 10* km de radio (figura 4.15), respectivamente. Valores de A, y |A]
menores o iguales que 78 cm y 73 ¢m, pero suficientemente proximos a estos valores,
son hallados en algunos pixeles situados alrededor de la zonas coloreadas de la figura
4.3; ver, por ejemplo, el par de pixeles rojos que aparecen en los paneles 4.15e y
4.15f. En los segmentos radiales asociados a estos pixeles no hay anulaciones de D,
pues de lo contrario serian grises, pero algunos de sus puntos estén suficientemente
cerca de puntos con D = 0 pertenecientes a segmentos de pixeles vecinos.

Los paneles 4.14e, 4.14f, 4.15e, 4.15f corresponden a un corte de 1 m. Si se au-
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menta el corte a 2 m, los mapas obtenidos son idénticos, lo que quiere decir que las
cantidades A, y |A;| maximas son menores que 1 m.

Una quinta superficie esférica, -concéntrica con la Tierra- con un radio de
7 x 10* km, es considerada en la figura 4.16. Los paneles de la figura 4.16 son
representados de la misma forma que aquellos correspondientes a la figura 4.15. Pero
ademas, son incluidos dos mapas nuevos, 4.16g y 4.16h, en los que se representan
las cantidades A, (panel de la izquierda) y A; (panel de la derecha) fuera de las
regiones de invisibilidad y de las zonas coloreadas de la figura 4.3, haciendo un corte
de 2 m. La forma de colorear estos dos mapas es la misma que en los paneles 4.16e
y 4.16f. En los mapas 4.16g y 4.16h, hay un pixel rojo en la zona central de dichos
paneles. Las estimadores A, y A; correspondientes a estos pixeles valen alrededor
de 2 m. En los segmentos radiales asociadas a estos pixeles no hay anulaciones de
D, pero debe haberlas (proximas) en algunos segmentos de pixeles vecinos. Por esta
razén, los S-errores alcanzan valores tan grandes.

Los paneles de la figura 4.17 han sido disenados tal y como los correspondientes
paneles de la figura 4.16. La tnica diferencia es que, en la figura 4.17, una sexta
superficie esférica -concéntrica con la Tierra- de radio 9x 10* km ha sido considerada.
Esta nueva superficie corresponde a usuarios que estan en el interior de la E-esfera,
pero cercanos a su frontera.

Podemos ahora poner de relieve las principales diferencias entre las figuras 4.15,
4.16 y 4.17, para ver céomo los S-errores cambian en funcién de la distancia del usuario
al centro de la Tierra. Vemos que cada uno de los paneles de la figura 4.17 (4.16)
contiene méas pixeles grises que los paneles correspondientes de la figura 4.16 (4.15).
Esto significa que las distancias de 1 m y 2 m, correspondientes a los cortes, son
superadas en un niamero de pixeles mayor para la sexta superficie esférica (la mas
exterior). Ademas, como test para nuestros procedimientos, ha sido verificado que
-como debe ser- todos los pixeles grises de los paneles con cortes a 2 m son grises
también en aquellos cuyo cortes son de 1 m. En los paneles 4.17a y 4.17b [4.16a y
4.16b] (corte de 1 m), el namero de pixeles con A, ~ 1 m (izquierda) o |As] ~ 1 m
(derecha) es mayor que en los paneles 4.16a y 4.16b [4.15a y 4.15b], respectivamente.
Estos pixeles son rojos en 4.17a y rojos o azules marino en 4.17b. Algunos de ellos
estan rodeando las zonas grises, donde A, > 1 m (izquierda) o |A¢| > 1 m (derecha),
como también ocurre en 4.16a, 4.16b, 4.15a y 4.15b. Otros de estos pixeles estéan
localizados alrededor de las zonas de invisibilidad en 4.17a y 4.17b, pero estos no
aparecen en los paneles 4.16a, 4.16b, 4.15a y 4.15b. Lo mismo puede decirse para los
paneles 4.17c y 4.17d (corte de 2 m). Finalmente, los paneles 4.17g y 4.17h [4.16g y
4.16h] (4.15e y 4.15f) han sido obtenidos a partir de los paneles 4.17c y 4.17d [4.16¢
y 4.16d] (4.15a y 4.15b) al pintar de gris tanto las regiones de invisibilidad como las
zonas coloreadas de la figura 4.3 (D = 0). En los mapas 4.17g, 4.17h, 4.16g y 4.16h
se puede ver que las cantidades A, y |A;| toman valores proximos a 2 m alrededor
de las regiones grises (producidos por ceros de D situados en segmentos radiales
vecinos); sin embargo, estos valores grandes no son alcanzados en los paneles 4.15e y
4.15f (cuarta superficie esférica), donde los valores méaximos para las cantidades A,
y |A¢| son 78 cm (izquierda) y 73 ¢m (derecha), respectivamente.

A partir de las discusion anterior se deduce que:

= Las cantidades A, y |A¢| son méas pequenas que 13 ¢m en cualquier punto que
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esté situado sobre la superficie de la Tierra, o sobre la superficie de la esfera
concéntrica con la Tierra, cuyo radio es 1.5 x 10* km.

= En las esferas de la region exterior (donde hay puntos con D = 0), si eliminamos
los pixeles de las zonas de invisibilidad y de las manchas coloreadas de la
figura 4.3, hallamos que los S-errores crecen conforme el radio de las superficies
esféricas concéntricas con la Tierra aumenta.

3.9e-06 e 1.1€—05

2.1e-05

1.8e-05

(a) (b)

4.0e-06 e 0.00013

(©) (d)

Figura 4.13: Mapas HEALPIx-Mollweide de los estimadores A, (izquierda) y A,
(derecha), en km, para superficies esféricas con diferentes radios. En los paneles
superiores (inferiores), el radio de la superficie es Rg ~ 6378 km (1.5 x 10* km).
Estas superficies estan localizadas en la region situada alrededor del punto E, donde
el determinante D no se anula.
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Figura 4.14: Representacion como la de la figura 4.13, para una superficie esférica
cuyo radio es 3 x 10* km. En esta superficie y cerca de ella, el determinante D puede
ser cero y, por tanto, los estimadores de los S-errores pueden tomar grandes valores
que no deben incluirse en nuestra representacion. Ello se logra excluyendo todos los
valores superiores a una cierta distancia de corte. Este corte es realizado a 2 m en
los paneles intermedios y a 1 m en los restantes.



4.6. Analisis numeérico 181

————e

" "
P e ‘ aar N
v 7R
AP .
‘ »
~_ % N s
\\J Zow
-0.0010 —— 0.0010
(a) Ar <1m (b) |A¢] <1m
e
™
.9
4 N
e,
o * “‘
& N R % /
7
% \\ e s * s
9.2¢-06 —— 0.0020 ~0.0020 —— 0.0020
(c) Ar <2m (d) |A¢] <2m

1.7 05 e e 0.00078 —0,00038  mmm— e 0.00073

() Ar <1m (f) |A¢ <1m

Figura 4.15: La misma representaciéon que en la figura 4.14, para una superficie
esférica que tiene un radio de 5 x 10* km
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Figura 4.16: Los seis paneles superiores son como los de la figura 4.14, pero la super-
ficie esférica -concéntrica con la Tierra- tiene aqui un radio de 7 x 10* km. Los dos
paneles inferiores son como los mapas 4.16e y 4.16f (corte de 1 m), pero en ellos, el
corte es de 2 m.
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Figura 4.17: Representacion como la de la figura 4.16, para una superficie esférica

cuyo radio es 9 x 10* km.
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4.6.6. S-errores versus U-errores

Primero, puesto que hemos calculado los U-errores (ver [Puchades 2014]) y los
S-errores en los mismos lugares en el interior de la E-esfera. La razon { = Ars/Ary
entre el estimador A, asociado a los S-errores (Ars = A,) v los U-errores (Agy)
puede ser calculado en cualquier v-punto. En la figura 4.18, las razones £ son repre-
sentadas para las seis esferas -concéntricas con la Tierra- consideradas anteriormente.

El estudio de esta seccion esta basada en la figura 4.18. Todos los pixeles grises
pertenecen a las regiones de invisibilidad en los paneles 4.18a y 4.18b. Mientras que
en el resto de paneles, los pixeles grises corresponden a las zonas de invisibilidad
(cuatro manchas grandes grises) o a valores de Arg mayores que 2 m.

Una amplitud, para las incertidumbres en las lineas de universo de los satélites,
de 10 m es considerada para calcular los U-errores en esta seccion.

En las esferas cuyos radios son 3 x 10* km (panel 4.18¢c), 5 x 10* km (panel 4.18d),
7 x 10* km (panel 4.18¢) y 9 x 10* km (panel 4.18f), la razén ¢ ha sido calculada
solamente en los puntos donde Agrg es menor que 2 metros (corte de 2 m). Asi, las
posiciones, que estan demasiado cerca de los puntos con D = 0, no son consideradas.

En el panel 4.18a, se puede ver facilmente que los valores de £ son muy pequenos
sobre una superficie esférica con el radio de la Tierra, donde la desigualdad 2.3 x
1074 < € < 8.4 x 1074 es satisfecha. Por tanto, los S-errores son despreciables frente
los U-errores para usuarios en Tierra.

En las esferas con radios 1.5 x 10* km (panel 4.18b), 3 x 10* km, 5 x 10* km,
7 x 10* km y 9 x 10* km, los valores maximos de ¢ son 1.7 x 1072, 3.8 x 1072,
4.4 x 1072, 4.4 x 1072 y 3.8 x 1072, respectivamente. Asi, los valores méaximos de
¢ son del orden de 1072 para estos cinco casos. También se puede observar en estos
paneles, que los valores més grandes de £ (ver las barras de colores) corresponden
a pixeles que estédn cerca de alguna de las zonas de invisibilidad o proximos a las
regiones coloreadas de la figura 4.3.
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Figura 4.18: Mapas HEALPIx-Mollweide, en los que se representa la razéon £ =
ARrs/Argu, entre los estimadores A, de los S-errores y de los U-errores. Esta razon
es calculada para seis superficies esféricas, concéntricas con la Tierra, que tienen
radios de Rg = 6378 km (panel a), 1.5 x 10* km (panel b), 3 x 10* km (panel c),
5 x 10* km (panel d), 7 x 10* km (panel e) y 9 x 10* km (panel f).
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4.7. Resumen y discusiéon

Este capitulo ha sido dedicado a estimar los S-errores de posicionamiento en una
region extensa situada alrededor de la Tierra. Estos errores son las diferencias entre
las coordenadas inerciales del usuario obtenidas mediante dos aproximaciones dife-
rentes. En la primera (segunda) aproximacion, los fotones se mueven bajo la accion
(en ausencia) del campo gravitatorio terrestre. Los satélites se mueven sometidos a
este campo en ambos casos; asi, el importante efecto del campo gravitatorio terrestre
sobre los relojes de los satélites es tenido en cuenta. En la seccion 4.3.3 se estimo
que, cada dia, los relojes de un usuario en reposo sobre la Tierra se atrasan, con
respecto a los que viajan en los satélites, unos 40.62 us (38.40 us) para GALILEO
(GPS). Esto es muy importante, ya que la luz viaja unos 12.19 km (11.52 km) en
este intervalo de tiempo y, si no se tiene en cuenta este atraso, el posicionamiento
seria pronto imposible.

Aunque hemos asumido que los satélites se mueven —nominalmente— recorriendo
circunferencias, en el espacio-tiempo de Schwarzschild creado por una Tierra idea-
lizada, también podriamos considerar que las trayectorias de las lineas de universo
nominales son casi elipticas en el ET-S; sin embargo, en tal caso, estas trayectorias
serian muy proximas a las circulares debido al diseno de las constelaciones de sa-
télites de GALILEO y GPS (ver la seccion 1.7). Ademas, los fotones no parten de
puntos de las trayectorias nominales sino de las reales, que se desvian con respecto
a las nominales con amplitudes del orden de 10 m. De cualquier forma, elijamos
circunferencias o elipses, y tengamos en cuenta trayectorias reales con desviaciones
respecto a las nominales o no, dados cuatro tiempos propios de emisiéon 74, los fo-
tones partiran hacia el usuario desde puntos proximos y, por tanto, experimentaran
efectos de tipo lente casi independientes del punto de partida. Ello es debido a que
estos efectos son acumulativos sobre toda la trayectoria de los fotones, que recorren
desde decenas hasta centenas de miles de kilometros, dentro de la E-esfera, a lo largo
de trayectorias cuyos puntos iniciales estdn separados por distancias muchisimo mas
pequenas. De todo esto se deduce que la estimacion de S-errores no requiere ni el
uso de orbitas nominales no circulares, ni el de desviaciones respecto a la lineas de
universo nominales.

Hemos considerado muchas 4-tuplas e hipersuperficies para diferentes tiempos
coordenados del usuario, pero las propiedades principales de los S-errores pueden ser
descritas usando solamente la 4-tupla 2, 5, 20 y 23 y la hipersuperficie ¢ = 19 h,
tal y como ha sido hecho en este capitulo. La pixelizacion HEALPIx y la proyecciéon
Mollweide son usadas para construir mapas apropiados, que muestran propiedades
importantes de la distribucion de los S-errores. Al analizar estos mapas, las siguientes
conclusiones han sido obtenidas:

= (A) Las cantidades A, y |A;| toman valores mas pequenos que unas pocas
decenas de centimetros, en la region alrededor de la Tierra donde no hay puntos
en los que D se anule.

= (B) Los S-errores son grandes cerca de los puntos con D = 0 y divergen en
estos puntos. También son grandes lejos de los satélites (cerca de la frontera
de la E-esfera). En este segundo caso, los valores maximos de los estimadores
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A,y |A¢] son de unos pocos metros. Estos errores corresponden a usuarios que
estan lejos del punto E, y que estédn recibiendo fotones en vuelo rasante con
respecto a la Tierra; por ello, los pixeles de estos usuarios estan proximos a las
regiones de invisibilidad.

= (C) Valores similares de unos pocos metros también pueden aparecer en los
casos siguientes: (i) para usuarios ubicados en una direccion en la que D se
anula, si estan situados a distancias adecuadas del punto de anulacion, y (ii)
en el caso de usuarios situados en una direccién en la que D no se anula, si
estan suficientemente cerca de puntos de alguna direcciéon vecina en los que
D se anula. Estos usuarios —si existen- tienen que estar situados en segmentos
radiales cuyos pixeles asociados estan fuera de las zonas coloreadas de la figura
4.3, pero alrededor de ellas.

Como se desprende del estudio presentado en la seccion 4.6, la calidad del posi-
cionamiento decrece conforme la distancia al centro de la Tierra aumenta.

En la seccion 4.6.3 se muestra que, dado un punto con D = 0 sobre un cierto
segmento radial de la pixelizacion elegida, la distancia ALs,, -desde el usuario con
D = 0 hasta los puntos del segmento donde A, o |A¢| toma un valor de 2 metros-
toma valores que van desde cientos a miles de kilometros (ver figuras 4.6, 4.5 y 4.7).
Estas grandes diferencias pueden ser cualitativamente entendidas como vamos a ex-
plicar ahora. Para cualquier usuario localizado en un punto con D = 0, Pp (a una
distancia Lp del punto E), los cuatro satélites son vistos en una circunferencia en el
cielo (configuracion degenerada). Podemos considerar ahora otro usuario @ cercano,
situado en la misma direccion, a una distancia Lp + AL de E. Los usuarios Pp y
Q recibiran diferentes coordenadas de emision, lo cual implica que los cuatro saté-
lites emitieron sus senales en posiciones diferentes. En general, es evidente que las
posiciones de los satélites correspondientes al punto Q no seran vistas en una tnica
circunferencia en el cielo. En otras palabras, la configuracion degenerada asociada a
Pp es abandonada conforme la posicion del usuario se separa (AL # 0) del punto
Pp. Esto implica que, localmente, el valor absoluto del determinante D aumenta
alrededor del punto con D = 0 inicialmente considerado (conforme nos separamos
de él) y, por tanto, A, y |A¢| decrecen. El valor de ALs,, depende del ritmo al que se
producen estos decrecimientos, que es funcion de las posiciones de los satélites y de
sus velocidades en la configuraciéon degenerada inicial. Puesto que estas posiciones
y velocidades pueden ser muy diferentes para puntos distintos con D = 0, los va-
lores de ALs,, pueden oscilar desde cientos a miles de kilometros. También pueden
aparecer valores mas pequenios de ALy, si se considera una resoluciéon mayor en el
recubrimiento de la E-esfera mediante v-puntos; es decir, si se elige un paso entre
usuarios vecinos —en cada segmento radial- bastante menor que 100 km, de forma
que si las cantidades A, y |A| valen 2 m, en puntos cuyas distancias ALs,, al punto
donde se anula D son menores que 100 km, estos puntos puedan ser detectados.

Algunos comentarios sobre la conclusion (C) descrita —méas arriba— en esta seccion
pueden ser esclarecedores. Como se deduce a partir de la figura 4.5, para algunos
puntos con D = 0 (Pp), los S-errores toman valores de unos pocos metros a distancias
de miles de kilometros de Pp; por tanto, si un cierto usuario Q, situado en una
direccion sin puntos con D = 0, estd a una distancia de miles de kilometros de un
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punto perteneciente a una direccién vecina en el que D se anula, S-errores de unos
pocos metros son posibles en Q. Para saber si puede ocurrir esto, conviene tener
en cuenta las caracteristicas de nuestra pixelizacién. Para la resolucion HEALPIx
elegida, la distancia entre dos puntos localizados en direcciones vecinas a la misma
distancia L (en kilometros) de E es Ay ~ 0.1 L km. Por tanto, para 23200 km < L <
10° km (region de la E-esfera donde D se puede anular), la desigualdad 2320 km <
AN < 10* km es satisfecha. Esto indica que, en esta region, la distancia es de miles
de kilémetros entre un punto D = 0 (Pp) y el usuario vecino Q definido previamente.
Por consiguiente, los estimadores A, y |A¢| pueden alcanzar valores de unos pocos
metros en Q. Puntos de este tipo pueden ser vistos en los paneles 4.10b y 4.12d. La
mayoria de ellos estdn cercanos a la frontera de la E-esfera y son puntos rojos de
acuerdo con la barra de colores.

Finalmente, los S-errores resultantes han sido comparados con los U-errores de-
bidos a incertidumbres en las lineas de universo de los satélites. Ambos tipos de
errores han sido calculados en los mismos puntos dentro de la E-esfera, y han sido
comparados punto a punto. Los U-errores han sido estimados en el capitulo 3 supo-
niendo desviaciones entre las lineas de universo nominales y reales con una amplitud
de 1 m (normalizacién), y también fueron presentados en [Puchades 2014] para una
amplitud de 10 m que es mas realista; en nuestra comparacion utilizamos U-errores
calculados con la amplitud de 10 m. Asi, hemos verificado que, para los usuarios con
S-errores mas pequenos que 2 metros, la razon £ definida en la seccion 4.6.6 es menor
que ~ 0.05. Ademas, valores de ¢ del orden de 102 aparecen solamente en unos po-
cos pixeles localizados o cerca de la regiones de invisibilidad o proximos a las zonas
coloreadas de la figura 4.3. De todo esto se desprende que los S-errores -por debajo
de un nivel de 2 metros- son més pequenos que el cinco por ciento de los U-errores.
En esta situacion, la aproximacion basada en la suposicién de que los fotones siguen
geodésicas nulas en el ET-M puede ser aplicada, al menos, para el posicionamiento
en el interior de la E-esfera. Sin embargo, si la amplitud para las desviaciones entre
las lineas de universo nominales y reales de los satélites llega a ser -en el futuro- muy
inferior a 10 metros, los U-errores (practicamente proporcionales a esta amplitud)
seran mucho méas pequenos y, por tanto, los S-errores no seran despreciables frente a
los U-errores. En tal caso, debera ser asumido que los fotones se mueven en el ET-S.
Lo mismo ocurre si necesitamos una alta precision para tratar problemas cientificos.

En el posicionamiento estandar (no SPR), algunas correcciones relativistas son
aplicadas para estudiar el movimiento de los satélites. Asi, el comportamiento de
los relojes que llevan los satélites es tenido en cuenta con todo detalle. Sin embar-
go, es frecuente considerar que los fotones se mueven como lo harian en el ET-M
y, que por tanto, los S-errores producidos por el campo gravitatorio terrestre son
despreciables. Aqui, mapas de estos errores de posicionamiento son disenados por
primera vez. En ellos, puede verse que los S-errores alcanzan valores menores que
unos pocos centimetros para los usuarios localizados sobre la superficie de la Tie-
rra, lo que justifica totalmente que los despreciemos cuando el usuario esti sobre
la Tierra o suficientemente cerca de ella; sin embargo, estos errores llegan a ser de
unos pocos metros para algunos usuarios localizados lejos de Tierra, aunque en el
interior de la E-esfera; lo que indica que los S-errores no pueden ser despreciados
a priori cuando queremos posicionar naves espaciales que se mueven a decenas de
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miles de kilémetros de la Tierra. Este tema ha sido estudiado por primera vez —con
todo detalle- en este capitulo. Hemos obtenido mapas de los S-errores que seran
una herramienta practica, puesto que pueden ser usados, de ahora en adelante, para
decidir si correcciones relativistas -debido a efectos de tipo lente- son necesarias para
estudiar un problema dado relacionado con el posicionamiento. Esto parece que sera
especialmente relevante para la navegacion espacial autonoma lejos de la Tierra (ver
el capitulo 3), aunque no mucho més alla del borde de la E-esfera.
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Esta Tesis es parte del desarrollo de un plan general para el estudio numérico
y la implementacion practica de SPR cada vez mas precisos. Vamos a resumir este
plan considerando sucesivamente los principios basicos del posicionamiento y de la
estimacion de errores.

5.1. Posicionamiento relativista

Cualquier SPR debe estar basado en la teoria de la Relatividad General (RG), y
puede disenarse teniendo en cuenta las siguientes consideraciones:

= (i) El espacio-tiempo es creado por una distribucién de energia que debe in-
cluir la Tierra, la Luna, y cualquier fuente energética que influya en la zona
del posicionamiento. Su métrica debe expresarse en funcién de coordenadas
apropiadas y®.

= (i) En ausencia de fuerzas no gravitatorias, tanto los satélites como los fotones
se mueven —en el citado espacio-tiempo— como particulas prueba; es decir,
siguiendo geodésicas; en particular, los satélites siguen geodésicas temporales
que seran parametrizadas por los tiempos propios.

= (iii) Una vez la métrica y las lineas de universo de los satélites y de los fotones
son conocidas, cualquier usuario puede calcular sus coordenadas y® —si no
hay bifurcacion, ver la secciéon 1.8 utilizando los tiempos propios emitidos por
cuatro satélites. Estos tiempos constituyen las llamados coordenadas de emision
74, Usando estos tiempos propios y las lineas de universo de los satélites —
parametrizadas por ellos— podemos hallar las coordenadas de los satélites en el
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momento de la emision 7. Estas coordenadas son también las de los puntos de
partida de los fotones que llegan hasta el usuario siguiendo geodésicas nulas.
Entre estas geodésicas es posible hallar cuatro que se corten (una por satélite),
y las coordenadas y® del punto de intersecciéon son las del usuario. El calculo
de estas coordenadas es lo que se hace en la secciéon 4.5, usando la funcién de
transferencia de tiempo y el espacio-tiempo de Schwarzschild.

El esquema anterior es muy general y no requiere ni el uso de coordenadas casi
inerciales, ni el de métricas con simetrias, ni otras simplificaciones; sin embargo, en
la préctica, es conveniente ir considerando SPR cada vez mas realistas y precisos,
partiendo de los méas simples y manejables. No basta con saber hallar las coordenadas
del usuario siguiendo el esquema (i)—(iii), sino que hay que atribuirles unos margenes
de error. Esta Tesis sienta las bases para la construcciéon progresiva de SPR y para
la estimacion de errores de posicionamiento.

Una aproximacion simple pero 1til se obtiene suponiendo una Tierra ideal estati-
ca y con simetria esférica; asi, en la zona de posicionamiento, tanto los satélites como
los fotones se moverén en el espacio-tiempo de Schwarzschild, que es asint6ticamente
Minkowskiano; evidentemente, en el espacio-tiempo asintotico de Minkowski, existen
sistemas de referencia inerciales que tienen su origen en el centro de la Tierra y ejes
espaciales arbitrarios. En esta seccion, este SPR aproximado sera llamado "SPR de
orden 1 = O(1)-SPR". De acuerdo con el apartado (ii), si no hay fuerzas no gravita-
torias debidas a la accién de la presion de radiacion, a los vientos solares, o a otras
causas, las lineas de universo de los satélites (fotones) seran geodésicas temporales
(nulas) de la métrica de Schwarzschild. Esta aproximacion ha sido utilizada en el
Capitulo 4.

Puesto que el campo gravitatorio terrestre es débil y el camino recorrido por los
fotones es corto dentro de la E-esfera (de unos 1.3 x 10° km como méximo), sus
desviaciones por efecto lente deben ser pequenas; por eso, un SPR aproximado mas
simple que el anterior puede ser suficientemente preciso en algunos problemas de
posicionamiento. Se trata del SPR que desde ahora llamaremos "SPR de orden 0
= 0(0)-SPR". Esta aproximacion se basa en la geometria de Schwarzschild y en las
siguiente hipotesis: (a) las lineas de universo de los satélites son geodésicas temporales
del espacio-tiempo de Schwarzschild, y (b) los fotones siguen geodésicas nulas en el
espacio-tiempo de Minkowski asintotico al de Schwarzschild. Evidentemente, en el
0(0)-SPR, estamos considerando que el efecto de toda la masa de una Tierra ideal
estatica y esférica sobre la propagacion de los fotones es despreciable; naturalmente,
nos referimos a los fotones que llevan la informacion desde los cuatro satélites hasta
el usuario. Esta aproximacion ha sido utilizada en los Capitulos2, 3 y 4. En este
altimo Capitulo, los SPR de orden 0 y 1 han sido comparados cuantitativamente por
primera vez.

Tanto en el O(0)-SPR como en el O(1)-SPR, existen coordenadas asintéticamente
inerciales = y, en funciéon de estas coordenadas, la métrica de Schwarzschild tiene
la forma gng = 7Mas + Sa3, donde 7,5 es la métrica de Minkowski, y s,z son per-
turbaciones de primer orden en la pequeiia cantidad GMg /r, donde r? = §;;z'z?
y 0;; es la delta de Kronecker. De acuerdo con el comportamiento asintético de la
métrica de Schwarzschild, los términos s, g tienden a cero cuando r tiende a infinito.
En estos SPR, podemos hallar las coordenadas x de un usuario (posicionamiento)
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a partir de las coordenadas de emision 74 que éste recibe. Las coordenadas z® han
sido llamadas inerciales o casi inerciales a lo largo de la Tesis por razones obvias.

[Coll 2010a] hallaron una férmula analitica que nos da la posicion del usuario, x®,
en funcion de 74, para fotones que se mueven en el espacio-tiempo de Minkowski. Es-
ta formula es valida cualesquiera que sean las lineas de universo de los satélites, lo que
la hace aplicable en el O(0)-SPR, en el que los satélites se mueven siguiendo ciertas li-
neas de universo del espacio-tiempo de Schwarzschild. Esta formula es una herramien-
ta de calculo de la que no se ha sacado partido, excepto en esta Tesis y en nuestras
publicaciones relacionadas con ella ([Puchades 2012, Saez 2013, Puchades 2014]).

Para disefiar un SPR mejor que O(1)-SPR, debemos considerar la Tierra como
una distribucién realista de masa con multipolos y en rotacién, que interacciona
con la Luna, y con otras posibles fuentes de energia que contribuirian débilmente
al campo gravitatorio local en la regiéon de posicionamiento. Afortunadamente, hay
métricas conocidas que permiten describir este sistema, por ejemplo, la métrica de
Kerr nos permite tener en cuenta la rotacion, y distribuciones realistas de masa
pueden ser descritas utilizando una métrica PPN (Parametrized Post-Newtonian
formalism); una vez que una métrica adecuada ha sido hallada, los apartados (ii) y
(iii) anteriores, deben ser tenidos en cuenta para calcular las coordenadas y® a partir
de las de emision (posicionamiento). El apartado (iii) requiere el uso de la funcion
de transferencia de tiempo de la citada métrica. Ver [Teyssandier 2008], donde esta
funcion es estudiada para varias métricas de interés.

El estudio de SPR mejores que O(1)-SPR es uno de nuestros proyectos a corto
plazo. No partimos de cero, ya que como hemos dicho en el parrafo anterior, hay
métricas y funciones de transferencia de tiempo que serén tutiles, con modificaciones
adecuadas, para estudiar el posicionamiento alrededor de la Tierra. Ademas, una
vez hallada la funcién de transferencia, el posicionamiento se podria realizar con el
mismo método utilizado en la seccion 4.5 para el caso O(1)-SPR.

5.2. FErrores de posicionamiento

Tan importante como el método usado para hallar la posicion de los usuarios en
el espacio-tiempo, es la determinacion de los errores inherentes al mismo. Pensamos
que la estimacion de errores de posicionamiento es mas sistemética en el marco de
los SPR, al menos, si se sigue el procedimiento de estimaciéon propuesto y utilizado
en toda la Tesis. Los fundamentos de este procedimiento y su aplicabilidad en el caso
de SPR maés generales que O(1)-SPR son discutidos en esta seccion.

Supongamos que utilizando coordenadas apropiadas ¢, la métrica ha sido escri-
ta en la forma gng = Nag + Sas + Cag, donde 743 ¥ Sap son los términos descritos
anteriormente (Schwarzschild), y (,g es un término mucho mas pequeno debido a
perturbaciones de la métrica de Schwarzschild (rotacion, multipolos, etc.). Obvia-
mente, en el O(1)-SPR las cantidades (s son nulas.

En lugar de considerar el error asociado a cada efecto posible (método de los
GNSS), en esta Tesis proponemos el siguiente método general:

= (1) Definimos unas lineas de universo nominales, para los satélites, que se-
ran geodésicas temporales de la métrica del SPR. Estas geodésicas serian las



194

Capitulo 5. Consideraciones generales, resumen de conclusiones y
perspectivas

verdaderas lineas de universo de los satélites en ausencia de perturbaciones.

(2) En un SPR dado, hay perturbaciones no gravitatorias como las debidas a
los vientos solares, la presion de radiacion, etc., y hay también perturbacio-
nes gravitatorias debidas a las fuentes de energia que no han sido tenidas en
cuenta para hallar la estructura del espacio-tiempo. Todas estas perturbacio-
nes producen desviaciones de las lineas de universo reales —de los satélites— con
respecto a las nominales. Estas desviaciones irédn creciendo con el tiempo.

(3) Las citadas desviaciones no han de ser calculadas, sino controladas. Seran
medidas desde Tierra (ver comentarios més adelante) y, en cuanto la amplitud
de las desviaciones supere un cierto limite, las lineas de universo reales seran
corregidas para mantenerlas, en todo momento, suficientemente proximas a las
nominales.

(4) Las desviaciones tendran una cierta distribucion estadistica, que debe ser
hallada, o bien a partir de medidas de desviaciones tomadas durante largos
periodos de tiempo, y analizadas luego estadisticamente, o bien haciendo un
modelo tedrico que tenga en cuenta las propiedades estadisticas de las pertur-
baciones (gravitatorias o no) que producen las desviaciones. El primer método
parece preferible, ya que no consideraria la superposiciéon de desviaciones con
diferentes causas.

(5) Dadas unas lineas de universo nominales, y realizaciones de las desviacio-
nes —acordes con su amplitud limite y sus propiedades estadisticas— podemos
usar las lineas nominales para calcular las posiciones de los usuarios, y las des-
viaciones para estimar errores. Estos errores han sido llamados U-errores a lo
largo de la Tesis, y son debidos a incertidumbres en las lineas de universo de
los satélites, que se desvian con respecto a las nominales.

(6) Un SPR muy apropiado seria obtenido teniendo en cuenta todas las fuen-
tes de energfa (multipolos de la Tierra, Luna, etc.) que contribuyen al campo
gravitatorio. Asi, s6lo las fuerzas no gravitatorias producirian desviaciones con
respecto a las lineas nominales y, en consecuencia, estas desviaciones crecerian
més despacio que, por ejemplo, en el O(1)-SPR, donde el tratamiento gravi-
tatorio del problema es demasiado simple. Un crecimiento mas lento de las
desviaciones requeria menos correcciones del movimiento de los satélites, que
seria mas estable.

(7) Las lineas de universo de los fotones dependen de la métrica de la region
—alrededor de la Tierra— en la que estamos utilizando el SPR. Por tanto, si usa-
mos el SPR del apartado (6), la métrica y las geodésicas nulas de los fotones
estan muy bien calculadas y, por tanto, no aparecen errores, de tipo gravita-
torio, debidos a un tratamiento aproximado de la propagacion de los fotones.
En tal caso, s6lo pueden aparecer errores relacionados con esta propagacion si,
por ejemplo, los fotones interaccionan con las diferentes capas de la atmésfera,
pero este tipo de efecto no es propiamente relativista y no sera tratado aqui.
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= (8) Podemos considerar varias aproximaciones para estudiar el movimiento de
los fotones, en la primera (orden 0), los fotones se mueven sobre geodésicas
nulas de la métrica 7,3, como en el O(0)-SPR; en la segunda aproximacion
(orden 1), las lineas de universo de los fotones corresponden a la métrica 1,3 +
sap como en O(1)-SPR y; finalmente, en las aproximaciones de orden superior,
los fotones siguen geodésicas nulas de la métrica gog = 1o + Sag + Cag, que es
una perturbacion de la de Schwarzschild, ya que las cantidades ¢, son siempre
muy pequenas (rotacion lenta, multipolos pequenos, etc) comparadas con los
términos sq g, que son del orden de Mg /7.

En general, llamaremos S-errores a aquellos asociados a un tratamiento aproxi-
mado del movimiento de los fotones. Se pueden definir los S-errores asociados a una
aproximacion cualquiera del movimiento de los fotones, comparando los posiciona-
mientos obtenidos con esta aproximacién y con una de orden superior. En el Capitulo
4 hemos calculado S-errores asociados a O(0)-SPR (fotones a orden 0) comparando
con O(1)-SPR (fotones a orden 1).

Los puntos (1)—(6) hacen referencia a los satélites y a los U-errores, mientras que
el (7) y el (8) se refieren a la propagacion de los fotones y a los S-errores. Hay errores
de posicionamiento asociados a la descripcion de las lineas de universo de los satélites
(U-errores), y otros a las de los fotones (S-errores). En esta Tesis, trabajamos con
los SPR de orden 0 y 1, tanto para estimar y comparar los U y S-errores, como para
ver el modo en que se superponen ambos tipos errores y de qué depende cada tipo.

La eleccién de las lineas de universo nominales de los satélites es arbitraria, en el
sentido de que podemos tomar cualquier familia de geodésicas de la métrica del SPR
y, en ausencia de desviaciones, el posicionamiento no tendria U-errores para ninguna
familia. Por tanto, la citada eleccién es un asunto totalmente técnico, que hay que
realizar teniendo en cuenta que tenemos que poner en 6rbita y controlar el sistema
de satélites, de tal modo que se puedan mantener, tan pequenas como sea posible,
las desviaciones con respecto a las lineas nominales y, asi, minimizar los U-errores.

Para calcular los S-errores utilizaremos las mismas lineas nominales que para la
estimacion de los U-errores, de modo que los fotones supondremos que parten de
los puntos de la lineas nominales correspondientes a las coordenadas de emision,
74, recibidas por el usuario. Luego se propagaran o a orden 0 (Minkowski) o en el
campo gravitatorio de un SPR de orden 1 o superior; por tanto, con el mismo punto
de partida de los fotones, obtendremos posicionamientos diferentes y estimaremos
los S-errores. El tnico problema aparente es que los fotones salen de puntos de las
lineas de universo reales, no de puntos de las nominales; sin embargo, como las
desviaciones entre unas lineas y otras seran mantenidas pequenas (menores que unos
10 m), los dos puntos de partida estaran proximos, y el calculo de los S-errores
se puede hacer, en la practica, tal y como hemos propuesto; es decir considerando
puntos de partida sobre las lineas nominales. Para entender este modo operativo
de trabajar, basta considerar que los S-errores son debidos a efectos de tipo lente
producidos por el campo gravitatorio del SPR, y que se trata, por tanto, de efectos
integrados sobre todo el camino recorrido por los fotones (desde los satélites hasta
el usuario). Para GALILEO por ejemplo, la longitud de estos caminos es del orden
de 10* km para usuarios en Tierra, y del orden de ~ 10° km para usuarios situados
cerca de la superficie de la E-esfera y, teniendo todo esto en cuenta, es evidente que
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el hecho de que los puntos iniciales de las geodésicas de los fotones estén separados
unas decenas de metros (distancia muy pequena comparada con las longitud de los
caminos recorridos) es irrelevante. Con el modo de trabajar propuesto los U-errores y
los S-errores se suman para obtener el error de posicionamiento total. Los U-errores
dependen de las desviaciones entre lineas nominales y reales de los satélites, y los S-
errores no, estos ultimos dependen esencialmente del campo gravitatorio en la regiéon
del posicionamiento.

Aunque en esta Tesis trabajamos con O(0)-SPR y O(1)-SPR, porque ello es su-
ficiente para nuestros fines, vemos que hay un plan bien definido para generalizar
nuestro estudio al caso del SPR considerado en el punto (6), en el que serfan teni-
das en cuenta todas las fuentes de energia que contribuyen a configurar el campo
gravitatorio en la zona de posicionamiento.

5.3. Sobre los métodos seguidos en esta Tesis

Como ya hemos dicho, se han utilizado los sistemas de posicionamiento relativista
0(0)-SPR y O(1)-SPR definidos en este mismo capitulo.

El espacio-tiempo es el de Schwarzschild, en el que existen lineas de universo
temporales con trayectorias circulares. Tanto en GPS como en GALILEO, hemos
elegido lineas de este tipo para jugar el papel de las lineas de universo nominales de
los satélites (sus ecuaciones pueden ser halladas en la seccion 1.7).

En la secciéon 3.3 se define la amplitud y la distribuciéon estadistica de la desvia-
ciones —de las lineas reales respecto de las nominales— usadas en el Capitulo 3. La
distribucion estadistica es muy simple y ha de ser mejorada [ver el punto (4) de la
seccion anterior|, pero es suficiente para nuestros fines. La amplitud ha sido elegida
por un criterio de normalizacién de modo que Ar = 1 m (ver la seccion 3.3). Para
elegir una amplitud adecuada hay que conocer los errores en las medidas actuales de
las coordenadas de un satélite emisor.

La navegacion espacial se basa actualmente (ver Basics of Space Flight !) en
medidas realizadas con tres antenas muy sensibles que han sido ubicadas en lugares
apropiados sobre la superficie terrestre. Estas antenas forman el DSN (Deep Space
Network). Si tenemos una informacion suficientemente buena de la posicion de las
antenas y de la refraccion atmosférica, la velocidad (distancia) radial se puede medir
con un error de unas pocas veces 10~% km/s (unos pocos metros), mientras que los
errores en las coordenadas angulares son menores que unas pocas veces 1078 rad,
lo que para los satélites GPS y GALILEO supone errores de posicién de unas pocas
décimas de metro en la direccion perpendicular a la de observacion. Esto sugiere que
podriamos mantener los satélites emisores a una distancia menor que unos 10 m de
sus lineas de universo nominales. Este valor de la amplitud de las desviaciones ha
sido considerado para comparar U-errores con S-errores en el Capitulo 4.

1 Basics of Space Flight: http://www2. jpl.nasa.gov/basics/bsf13-1.php
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5.4. Principales resultados, conclusiones y proble-
mas abiertos

Comenzamos nuestro trabajo teniendo en cuenta resultados teéricos previos que
habian sido obtenidos, analiticamente, en casos sencillos (sistemas de emisores idea-
les). Para considerar casos mas realistas, hubo que calcular numéricamente y, para
eso, tuvimos que disefiar un conjunto de herramientas de trabajo (codigos numéri-
cos), y utilizar adecuadamente otras herramientas que ya habian sido utilizadas con
éxito en otras areas de investigacion (representaciones HEALPIx-Mollweide como
técnica de visualizacion de resultados). Todo se ha realizado en el marco de O(0)-
SPR y O(1)-SPR, por tratarse de los SPR mas apropiados para alcanzar nuestros
objetivos.

Vamos a hacer una lista con los logros de la Tesis presentados de forma abreviada
(algunos detalles adicionales —muy técnicos— fueron ya presentados al final de los
Capitulos anteriores):

= Hemos disenado cédigos numéricos para calcular las coordenadas inerciales a
partir de las coordenadas de emision (posicionamiento) y viceversa, que pueden
aplicarse tanto para satélites GPS como GALILEO. Con estos codigos usados
como subrutinas, hemos construido otros més complicados, que nos han per-
mitido desarrollar O(0)-SPR y O(1)-SPR (bifurcaciones, errores, etc.).

= Hemos estudiado el posicionamiento y sus errores dentro de una amplia regiéon
alrededor de la Tierra —la E-esfera— con la idea de intentar la navegacion espa-
cial mas alla de los 20000 km de altura con satélites GPS y GALILEO, lo que
siempre se habia considerado imposible.

= La distribucién de los puntos de bifurcaciéon ha sido estudiada, para 4-tuplas
de satélites GALILEQO, tanto en la region de emision como en la co-region.
Hemos hallado una zona central de la regién de emision que llega hasta unos
diez mil kilometros de altura sobre la Tierra, en la que el posicionamiento es
siempre simple. Mas all4, el fenémeno de la bifurcaciéon es una realidad.

= Hay muchas direcciones para las que, dentro de la E-esfera, todos los puntos
son de posicionamiento simple; es como si la regién central de posicionamiento
simple se prolongara a lo largo de estas direcciones hasta el borde de la E-
esfera; por tanto, hay como brazos de posicionamiento simple que parten de la
region central donde no hay bifurcacion.

= En caso de bifurcacion, hemos discutido la posibilidad de que el usuario uti-
lice un reloj para seleccionar la verdadera posicion (facilmente aplicable si el
usuario esta en una nave espacial). Si las dos posibles posiciones estan suficien-
temente lejos, el método del reloj funciona, pero las cosas se complican cuando
las posiciones son demasiado préximas, lo que se espera que ocurra pocas veces
dada la precision alcanzada por los relojes actuales. Hay un método para resol-
ver este problema: consiste en elegir una nueva 4-tupla de satélites adecuada,
que conduzca a posicionamiento simple en la zona donde la 4-tupla inicial daba
bifurcacion con posiciones demasiado proximas.
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= Los satélites GPS y GALILEO estéan fuera de la region central y entran y salen

de lo que hemos llamado brazos de posicionamiento simple; por eso, cuando
tratamos de hallar la posicién de un satélite GPS con cuatro de GALILEO
0 viceversa, nos encontramos con tramos de posicionamiento simple y de bi-
furcaciéon sobre la trayectoria del satélite que hace el papel de usuario. En las
figuras 2.15-2.23 se ha implementado un método especial para visualizar estos
tramos.

La distribuciéon de U-errores ha sido analizada. Estos errores son muy grandes
en los alrededores de los puntos donde el Jacobiano J se anula, y considera-
blemente grandes cerca del borde de la E-esfera; de hecho, los U-errores son
grandes para valores suficientemente pequenos de J. Incluso en las direcciones
que no contienen anulaciones de J, el Jacobiano decrece conforme nos vamos
separando de la zona de los satélites y el posicionamiento se va haciendo me-
nos preciso. Hasta unos veinte mil kilémetros de altura sobre la Tierra, no hay
puntos con Jacobiano nulo y los U-errores se mantienen pequenos; por tan-
to el posicionamiento de satélites que navegan en esta zona (con 4-tuplas de
emisores GALILEO) es viable.

Uno de nuestros principales resultados ha sido demostrar que el valor del Jaco-
biano es proporcional al volumen de un cierto tetraedro, cuyos vértices son los
cuatro extremos de los vectores unitarios usuario-satélite. Esto implica que, si
el usuario tiene aparatos —para medir 4ngulos— que permiten obtener las direc-
ciones de los cuatro vectores usuario-satélite, puede calcular el valor de J en
su posiciéon, y también que, si cambiamos la 4-tupla de satélites, el valor de J
en la posicion de un usuario dado cambia. El usuario puede asi evitar el uso de
4-tuplas de satélites que conduzcan a valores demasiado pequetios de J (gran-
des U-errores), y elegir, sobre la marcha, las 4-tuplas de satélites visibles que
correspondan a valores suficientemente grandes de J (U-errores aceptables).

El angulo a7 — a4 también puede ser calculado a partir de los cuatro vectores
usuario-satélite que nos permiten obtener .J; dicho de otra forma, las medidas
de angulos nos permiten calcular tanto J como a; — ay; por tanto, un usuario
capaz de medir dngulos, puede elegir la 4-tupla de satélites visibles que corres-
ponda a los mayores valores de |J| y |ag — ay|; de esta forma, los U-errores
seran pequenos. Ademas, como se explicod en la seccion 1.9, la orientacion de
los satélites 1, 2 y 3, més el signo de oy — ay nos permiten elegir la verdadera
posiciéon del usuario en caso de bifurcacion.

La distribucién de S-errores ha sido también analizada comparando los posi-
cionamientos obtenidos con O(0)-SPR y O(1)-SPR; estos errores se calculan en
los mismos puntos que los U-errores —dentro de la E-esfera— para hacer posible
su comparaciéon. Hemos demostrado que los S-errores divergen en los mismos
puntos que los U-errores; es decir, en los puntos de anulaciéon de J. Por tan-
to, si eligiendo la 4-tupla de emisores, nos mantenemos siempre lejos de estos
puntos, evitaremos U-errores y S-errores desproporcionados al mismo tiempo.

Como hemos detallado en el Capitulo 4, los S-errores son menores que los U-
errores calculados con una amplitud Ar ~ 10 m. Ello ocurre en todo punto
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de la E-esfera que no esté demasiado cerca de puntos de Jacobiano nulo. Los
S-errores solo alcanzan valores inferiores a un 5% del valor de los correspon-
dientes U-errores (ver la seccion 4.6.6 para mas detalles). Si necesitamos una
precisién en el posicionamiento que nos permita despreciar S-errores como es-
tos, podemos utilizar O(0)-SPR; en caso contrario, debemos usar por lo menos
O(1)-SPR; sin embargo, la inclusion de los términos perturbativos de la métrica
de Schwarzschild (términos llamadas (,g), a la hora de estudiar la propaga-
cion de los fotones, solo seria necesaria para hallar la posicion del usuario con
precisiones inusitadas.

= Finalmente, hemos estimado el ahorro en tiempo de calculo debido a usar
0(0)-SPR en vez de O(1)-SPR. Para eso, hemos obtenido los tiempos que
tardan ciertos codigos para calcular las coordenadas z® (outputs), partiendo
de las coordenadas de emision (inputs); naturalmente, se han utilizado dos
codigos, uno basado en O(0)-SPR y el otro en O(1)-SPR. Ambos son codigos
secuenciales que usan multiple precision. El procesador es un Intel(R) Xeon(R)
CPU ET7-4820 (64 bits) at 2 GHz. Trabajando con 32-40 digitos, los tiempos
resultantes son ~ 1 — 2 ms para O(0)-SPR, y ~ 20 ms para O(1)-SPR; por
tanto, el uso de O(0)-SPR —con la solucion exacta de [Coll 2010a]- conduce
a un considerable ahorro de tiempo de CPU. Sin embargo, el codigo basado
en O(1)-SPR tampoco es demasiado lento y puede ser usado, en particular, si
disenamos un cédigo paralelo optimizado que corra en ordenadores modernos.
Lo mismo seria de esperar en el caso de SPR de orden superior, que se basen el
los mismos métodos, pero que utilicen métricas, lineas nominales y funciones
de transferencia de tiempo mas complicadas.

Esta lista de logros sugiere algunos problemas abiertos interesantes. Vamos a
acabar esta Tesis describiendo varios de ellos:

= Hay que incluir todos los efectos gravitatorios (multipolos de la distribucion
de masa de la Tierra etc.) mediante términos de tipo (qgs.

= Después de esto, habria que estudiar a fondo: (1) la eleccion de las lineas
nominales de los satélites, (2) la amplitud de las desviaciones de las lineas
reales con respecto a las nominales, y (3) la descripcion estadistica de estas
desviaciones, las cuales solo dependerian de acciones no gravitatorias (presion
de radiacion etc.). Asi se obtendria una nueva distribucion de U-errores dentro
de la E-esfera.

= En el mismo caso y en los mismos puntos —dentro de la E-esfera— se deberia
estimar el efecto de los términos (. en la propagaciéon de los fotones; aunque ya
sepamos que es despreciable para las precisiones que son usuales en problemas
de posicionamiento.

= Después, hay que disenar un modelo de navegacion espacial autonoma, para
satélites que deben llevar detectores de ondas electromagnéticas —para leer las
coordenadas de emision— y aparatos para medir angulos con precision suficien-
te. Asi, con medidas realizadas a bordo (autonomia), el usuario podria elegir
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4-tuplas de satélites de GNSS apropiadas, para evitar grandes errores de po-
sicionamiento por proximidad a puntos de Jacobiano nulo. Hay que simular
muchos viajes espaciales, dentro de la E-esfera, para ver si en cada punto de la
linea de universo —del satélite que navega— es posible hallar 4-tuplas apropiadas.

Finalmente, podemos considerar un sistema de navegacién espacial que sea
operativo mas alla de la E-esfera; util para viajes a la Luna y a planetas no
demasiado lejanos. En este sistema, todos los emisores no estarian ubicados en
satélites de GNSS como GALILEO o GPS, sino que algunos estarian distribui-
dos apropiadamente en el Sistema Solar. Podemos pensar en emisores a bordo
de satélites artificiales de la Tierra con 6rbitas mucho méas extensas que las de
la constelacion de GALILEQO, en emisores situados en el interior de naves espa-
ciales que orbitan el Sol, o en emisores colocados en la Luna, en otros planetas,
o en Orbitas alrededor de estos cuerpos. Por supuesto habria que buscar la
distribucion de emisores mas apropiada, para garantizar que cualquier satélite
moviéndose dentro de una esfera de grandes dimensiones centrada en la Tierra,
y equipado con aparatos para medir &ngulos y captar las senales codificadas de
los emisores, puede hallar una 4-tupla de emisores adecuada para posicionarse
sin grandes errores; es decir, permaneciendo siempre suficientemente lejos de
puntos de Jacobiano nulo.
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