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RESUMEN

El conocimiento del infinito matematico es imprescindible para el aprendizaje significativo de
multitud de conceptos que se encuentran dentro del cdlculo matematico, como son los limites
o las derivadas, presentes en el curriculum de bachiller. Sin embargo, resulta sorprendente que
en el curriculum no se incluya el aprendizaje del infinito con la importancia que tiene en
matemadticas y la dificultad que conlleva construirlo en nuestro conocimiento, pues poco tiene
que ver la acepcién matematica con la nocién intuitiva que los estudiantes tienen sobre el
infinito. Asi, en esta investigacidn se trata de evaluar cudl es la concepcion de los alumnos de 12
de Bachillerato de CCSSHH antes y después de estudiar la unidad didactica relativa al concepto
de limite con el fin de identificar la influencia del aprendizaje de este concepto en la nocién del
infinito de los alumnos. Todo ello se realizard a partir de una serie de items recogidos en dos
cuestionarios, donde se presentard el concepto de infinito bajo diferentes sistemas de
representacién y contextos, lo que permitira identificar qué modelos intuitivos predominan en
la concepcidn del infinito de este tipo de estudiantes.
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1.INTRODUCCION

Este estudio se presenta como Trabajo Final de Master del alumno David Llopis Castelld, parala
obtencion de la titulacidon de Master Universitario en Profesor de Educacion Secundaria, en la
Universitat de Valéncia, y esta tutorado por el profesor Angel Gutiérrez Rodriguez, Catedrético
de Universidad del Departamento de Didactica de la Matematica de la Universitat de Valencia.

Este estudio se encuadra dentro de la modalidad de trabajo de investigacion, particularmente
en el dmbito de investigacion de la ensefianza-aprendizaje de la matemadtica, pues el alumno
gue presenta este estudio ha realizado el Master en la especialidad de Matematicas.

El objeto del presente Trabajo Final de Master es el analisis de las “Concepciones del infinito en
estudiantes de 12 de Bachillerato de CCSSHH en el contexto de aprendizaje de limites”. Esta
investigacion consiste en identificar y estudiar cudles son las concepciones del infinito de los
alumnos, tanto antes como después del estudio de la unidad didactica relativa a limites, a través
de un cuestionario en el que se presenta dicho concepto bajo distintos sistemas de
representacion y contextos.

El estudio del concepto de infinito o infinitos matematicos es un asunto tratado a lo largo de
toda la historia no solo por matematicos, sino también por fisicos, fildsofos o tedlogos. En las
ultimas décadas, muchos son los investigadores que se han centrado en identificar aquellos
obstdculos y dificultades que conlleva el aprendizaje y ensefianza de dicho concepto, puesto que
el infinito tiene un papel fundamental en la ensefianza del cdlculo y, mas concretamente, en el
paso del pensamiento matematico elemental al pensamiento matematico avanzado.

La concepcidn del infinito esta fuertemente influenciada por la nocidn intuitiva derivada del
entorno sociocultural, donde se entiende por infinito aquello que no termina o que no se puede
contar. Dicha concepcién dista significativamente del infinito matematico y, por tanto,
entorpece y genera serias dificultades en la construccidon y aprendizaje de la concepcién
matematica del infinito.

En este sentido, la nocidn intuitiva del infinito coincide con el concepto de infinito potencial,
pues el infinito es entendido como aquello que no tiene fin, mientras que la concepcidn
matemadtica que cobra especial relevancia en el cdlculo atiende al concepto de infinito actual,
que entiende el infinito como proceso acabado y sus limites alcanzados.

La distancia entre la concepcidn intuitiva y la concepcién matematica o, lo que es lo mismo,
entre el infinito potencial y el actual no se suele contemplar en los institutos, sino que, con
frecuencia, se da por conocido el concepto con toda la problematica que ello conlleva, pues la
concepcion intuitiva no es suficiente ni funcional para el estudio de la matematica.

Nociones como limite, derivada y funcién son aspectos clave en el actual curriculum de la ESO y
bachiller. No obstante, el infinito, que es donde se apoyan muchos de los conceptos
relacionados con estas nociones, carece de presencia en el curriculum o, lo que es lo mismo, no
forma parte de los contenidos prescritos en el curriculo escolar. Dicho de otro modo, este
concepto es, aunque utilizado, olvidado como elemento a ser construido escolarmente.

Debido a esta ausencia, los estudiantes, en el analisis de funciones, limites y derivadas, tratan
de aplicar una serie de algoritmos que se reproducen a la perfeccién para lograr superar las
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competencias u objetivos didacticos marcados por el profesor, lo que conlleva un aprendizaje
no significativo del concepto.

Ya que modificar el curriculum es practicamente imposible, lo que proponen Aquere et al. (2009)
y Engler et al. (2008) es que se cambie el discurso de los docentes. En este sentido, proponen
una construccién activa del concepto de limite y que los futuros docentes tengan un
conocimiento profundo de este concepto. Si se consigue esto, entonces se producira un cambio
en el discurso de las aulas de secundaria y, con ello, un cambio en la concepcidn del infinito de
los estudiantes.

Uno de los aspectos mas interesantes para abordar la problematica que genera el aprendizaje y
la ensefianza del concepto de infinito reside en los distintos sistemas de representacion en los
que estda presente el concepto y, a su vez, en los diferentes topicos o contextos en los que estd
involucrado. En este sentido, es necesario destacar el papel de la “tarea de conexién”, definido
en Garbin y Azcdrate (2001), que hace referencia a la capacidad que tiene un alumno para
relacionar dos cuestiones o actividades presentadas en distintos sistemas de representacion
pero que tienen un mismo trasfondo matematico o, en otras palabras, en las que se trabaja
sobre un mismo tépico.

De esta forma, los objetivos que se definieron para la elaboracidn de este trabajo fueron:

- ldentificar qué tipo de conexiones eran capaces de establecer alumnos de 12 de
bachillerato entre los diferentes sistemas de representaciéon: numérico, geométrico,
grafico, algebraico y verbal.

- Estudiar la influencia que tiene cada uno de estos sistemas de representacion a la hora
de estudiar el concepto de infinito bajo los siguientes tdpicos o contextos: conjuntos,
divisibilidad, convergencia, operatividad y lenguaje.

- Definir la concepcién del infinito que tienen los alumnos de 12 de Bachillerato tras la
evaluacién de los dos puntos anteriores.

Estos fueron llevados a cabo tanto antes como después de que los alumnos estudiasen el tema
relativo a limites y continuidad, pues como se ha mencionado mas arriba el objeto principal del
trabajo era determinar la influencia de la didactica de este tema en la concepcién que los
alumnos tienen del infinito.

Para evaluar las concepciones de los estudiantes se disefiaron dos cuestionarios, uno para
pasarlo antes de la diddctica del tema de limites y continuidad y el otro para pasarlo cuando los
alumnos ya hubiesen sido examinados del tema en cuestiéon. Uno de los aspectos mas
importantes a la hora de disefiar estos cuestionarios fue que las actividades que contuviesen
hicieran referencia a los distintos sistemas de representacion y tdpicos mencionados mas arriba,
pues de ello dependeria, en gran medida, los resultados obtenidos en la investigacion.

Asi pues, el primer paso para desarrollar este trabajo fue analizar los conceptos y la didactica
del infinito y de limite, que se encuentra en el capitulo 2. Antecedentes, pues son los dos
aspectos mas importantes de la investigacion.

En cuanto al primero, se realizé un breve andlisis de la evolucién histérica del concepto, se
recogieron los obstdculos y dificultades mas relevantes en su aprendizaje, se detallaron los
distintos modelos de concepcidn del infinito que han sido estudiados por los investigadores en
materia de didactica de la matemadtica y se analizé el contenido de este concepto en el
curriculum actual. Por otro lado, también se realizé una revision histérica del concepto de limite,
se analizaron los obstaculos diddacticos y epistemoldgicos de su ensefianza y aprendizaje y se
identifico la presencia de dicho concepto en el curriculum. Por ultimo, se realizd un analisis de

2 —INTRODUCCION



“CONCEPCIONES DEL INFINITO EN ESTUDIANTES DE 12 DE BACHILLERATO”

la didactica del concepto de limite, donde se compararon distintas unidades didacticas
relacionadas con este concepto.

Derivada de esta revision bibliografica y de acuerdo con los objetivos que se han mencionado a
lo largo de esta introduccion se definieron las siguientes hipotesis del trabajo:

1. La actitud de los alumnos participantes en la investigacion frente a la tarea propuesta
seria positiva y adecuada vy, por tanto, los resultados obtenidos de los cuestionarios
serian capaces de mostrar las concepciones que los alumnos tienen acerca del infinito.

2. Debido a la nocidn intuitiva que reside en el conocimiento de los estudiantes, se previd
que la concepcién previa de los alumnos sobre el concepto de infinito estaria muy
proxima a la nocidn potencial del concepto.

3. El desarrollo de la unidad didactica relativa a limites proporcionaria a los estudiantes
una concepcidon mas cercana a la nocién actual del infinito.

4. Las concepciones de los estudiantes acerca del infinito dependerian en buena medida
del sistema de representacién en el que se encontrase dicho concepto.

5. Laconcepcién que tienen los alumnos sobre el infinito no seria fija, sino que dependeria
del contexto en el que se presentase el infinito.

6. Los alumnos que fuesen capaces de relacionar unas cuestiones con otras presentarian
una concepcién del infinito mds coherente que aquellos alumnos que no fuesen capaces
de realizar dichas conexiones.

Seguidamente se recogieron, en el capitulo 3 referente al Marco Tedrico de este trabajo, los
aspectos mds relevantes de la revision bibliogréfica que serian la base para el desarrollo de la
presente investigacion.

Con la elaboracién de este capitulo se dio paso a la redaccién y puesta en practica de los
cuestionarios, que fueron la principal herramienta para estudiar la concepcidn del infinito en los
estudiantes. En este sentido, se debe destacar que los alumnos que participaron en este trabajo
fueron estudiantes de 16 y 17 afios de 12 de bachiller de la rama de Ciencias Sociales de un
instituto concertado de Valencia donde el alumno ha llevado a cabo las practicas relativas a
dicho master.

En la parte central de este estudio, capitulos 4 y 5, se presentan los resultados de los
cuestionarios, se analiza de forma individualizada cada uno de los items presentes en cada uno
de ellos, se identifica la concepcidn global que tienen los alumnos del infinito, tanto antes como
después del estudio de la unidad diddctica relativa a limites, y se realiza una discusién acerca de
los resultados obtenidos.

En este punto es menester destacar la importancia del trabajo realizado por Belmonte y Sierra
(2011), pues los modelos intuitivos del infinito presentados en esta investigacion fueron los
utilizados en este trabajo para determinar cudles son las concepciones que tienen los
estudiantes del infinito y realizar el analisis descrito en el parrafo anterior.

Por ultimo, se recogen las conclusiones mas relevantes de la investigacidon, que han sido
extraidas a lo largo del desarrollo de todo el trabajo teniendo presente que el principal objetivo
era identificar la influencia en la concepcion del infinito del estudio de la unidad didactica
relativa a limites.
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2.ANTECEDENTES

En este capitulo se trata de llevar a cabo una revision bibliografica de los conceptos de infinito y
limite y un andlisis de distintas unidades didacticas relativas al concepto de limite. De esta forma,
se presenta la evolucién histérica de ambos conceptos, las dificultades y obstaculos de su
aprendizaje y ensefianza, las distintas acepciones del infinito en matemadticas y la presencia de
los dos conceptos en el curriculum de la ESO y Bachiller.

2.1. Concepto de infinito

2.1.1. Revisidn historica

La evolucién histérica del concepto de infinito que se presenta en este epigrafe es una sintesis
de los trabajos desarrollados por Ortiz (1994), Costa y Otto (2005), Bombal (2010), Juan,
Montoro y Scheuer (2012) y Hitt (2013).

El concepto de infinito tiene su nacimiento en la Grecia cldsica bajo el nombre de “apeiron”, que
significa sin fin, sin limite, lo infinito, lo ilimitado o lo carente de definicién, sin medida.

Aristoteles (384-322 a. C.) fue el primero en distinguir entre el infinito potencial y el infinito
actual. En este sentido, asociaba la nocién de infinito potencial a la operacién reiterativa e
ilimitada, mientras que con el infinito actual se referia al infinito existente como un todo o
unidad y no como un proceso. No obstante, dada las contradicciones que ambas concepciones
generaban, rechazd la nocidon de infinito actual.

Poco mas tarde, Euclides (325-265 a. C.) enuncia, en su obra matematica Elementos, el axioma
8: “El todo es mayor que la parte”. Desgraciadamente, este axioma que intentaba dejar de lado
las contradicciones matematicas de la época, no se podia aplicar ni siquiera al infinito potencial,
que era bien aceptado por los filésofos-matematicos.

Durante la Edad Media, surgen fuertes influencias teoldgicas que llevan a relacionar el concepto
de infinito con la majestad divina, con Dios. Es en esta época también donde sobresalen las
paradojas de Zendn, la relacidon punto-recta, la existencia de lo indivisible y la potencialidad y
actualidad de lo infinito.

En este sentido, cabe destacar que las implicaciones de las paradojas de Zendn sobre la
naturaleza del tiempo y el espacio son muy interesantes y continlan causando polémica en la
actualidad, puesto que ponen en evidencia la contradiccidn entre la experiencia sensible y los
modelos légicos creados por nuestra mente.

A principios del siglo XVII cabe destacar los trabajos de Galileo Galilei (1564-1642), pues
comprueba que se puede establecer una correspondencia biunivoca entre los nimeros enteros
y sus cuadrados, lo que contradice el axioma de Euclides presentado anteriormente.

A finales del mismo siglo, Isaac Newton (1643-1727) en Inglaterra y Gottfried Leibniz (1646-
1716) en Alemania, comienzan a desarrollar el cdlculo, que implicaba la admision de infinitos
actuales. Este desarrollo abrié el camino para el estudio del analisis matematico, en el que tratar
la nocidn del infinito actual se hizo inevitable.
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Poco después entra a escena Bolzano (1781-1848), a quien se le atribuye ser el primero en
abordar formalmente la cuestién del infinito actual. El fue quien realizé los primeros intentos de
estudiar y manejar esta nocién del infinito. De esta forma, afirmd que no todas las multitudes
infinitas eran iguales y traté de intentar establecer criterios de comparacidon entre esas
multitudes.

Durante esta misma época medieval se debe destacar la actitud hipdcrita de Gauss (1777-1855)
y Cauchy (1789-1857), pues ignoraron el problema relacionado con el infinito, aunque utilizaron
implicitamente sus propiedades en muchos razonamientos.

Ya en el siglo XIX, Cantor desarrollé la teoria de conjuntos y la teoria de nimeros transfinitos,
con lo cual indica que la existencia de un infinito potencial presupone la existencia de un infinito
actual. Cantor comienza donde Galileo abandond su recorrido conceptual: admitiendo que es
posible establecer una correspondencia biunivoca entre dos conjuntos infinitos aunque uno sea
una parte del otro. Mas precisamente, Cantor sostiene que esto es lo que define a los conjuntos
infinitos.

El desarrollo de estas teorias lleva a Cantor a afirmar que no todos los conjuntos infinitos tienen
el mismo tamafio. Con ello establece el concepto de potencia de una coleccidén infinita, que hoy
en dia se conoce como cardinalidad, y considera que dos conjuntos son equivalentes si tienen la
misma potencia, de donde surgen los nimeros transfinitos.

Entre todos los estudios llevados a cabo por Cantor, cabe destacar aquel en el que demuestra
gue no podia existir ninguna correspondencia biunivoca entre el conjunto de los numeros
enteros y el conjunto de los nimeros reales.

En 1877, Cantor comunica a Dedekind uno de sus resultados mds importantes en una carta,
famosamente conocida por su expresion final, en la que dice que es posible establecer una
correspondencia biunivoca entre la recta y el plano, por ejemplo entre un cuadrado y uno de
sus lados, para lo que usa la expresion: “iLo veo pero no lo creo!”.

La gran importancia de la obra de G. Cantor estuvo dada, sobre todo, por el hecho de dotar de
contenido matemadtico al concepto de infinito actual. Al desarrollar lo que él mismo bautizé
aritmética de los niUmeros transfinitos, instald los cimientos de la Teoria de Conjuntos abstractos
y contribuyd, ademds, a fundamentar el cdlculo diferencial y el continuo de los niUmeros reales.

Por ultimo, cabe destacar que a principios del Siglo XX, la matematica intuicionista, representada
por Brower (1881-1966) y Poincaré (1854-1912), se opuso a la teoria de Cantor, rechazando la
nocién de infinito actual. No obstante, el mayor valedor de Cantor fue Hilbert (1862-1943).

2.1.2. Tipos de infinito

Antes de dar paso a las distintas nociones de infinito, potencial y actual, es menester analizar el
concepto cotidiano de infinito. En primer lugar, en la Tabla 2.1 se recoge las distintas acepciones
gue se encuentran en la Real Academia Espafiola.

infinito, ta.
(Del lat. infinitus).

1. adj. Que no tiene ni puede tener fin ni término.

2. adj. Muy numeroso o enorme.

3. m. Lugar impreciso en su lejania y vaguedad. La calle se perdia en el infinito.

4. m. En una cdmara fotografica, ultima graduacidon de un objetivo para enfocar lo que esta
distante.
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5. m. Mat. Valor mayor que cualquier cantidad asignable.
6. m. Mat. Signo (e°) con que se expresa ese valor.
7. adv. m. Excesivamente, muchisimo.

Tabla 2.1. Concepto de infinito. Real Academia Espafiola.

A la vista de las distintas acepciones que presenta el concepto de infinito, se puede afirmar que
las acepciones 1 a 4 y la 6 son bastante ambiguas. Por otro lado, la quinta acepcién estd
clasificada como el significado matematico que se le da al infinito, que, como se puede observar,
estd estrechamente ligado al concepto de cantidad.

Este significado del infinito no hace mas que fundamentar la idea intuitiva de infinito, que se
puede definir como algo sin fin, sin limites, muy grande. Esta nocidn intuitiva es en la que se
sustenta el concepto de infinito potencial, nocién que es definida por los investigadores como
se recoge en la Tabla 2.2.

Autor/es Concepto de infinito potencial

Ortiz (1994) Proceso de crecimiento sin final. Base de la nocién de limite del calculo
infinitesimal.

Waldegg (1996) Lo que no tiene fin, lo que siempre se puede continuar.

Garbin (2005a) Interpretacion intuitiva del infinito. Proceso infinito.

Costa (2005) Interpretacion teoldgica del infinito. Vinculado a la reiteracidon de un
proceso que nunca finaliza, idea de que siempre hay uno mads.

Gonzalez (2012) Proceso infinito sin fin, proceso reiterativo

Hitt (2013) Algo ilimitado, muy grande, ligado a procesos infinitos.

Acosta (2013) Procesos que no involucran al infinito en su totalidad, sino como un

infinito que aparece como posibilidad y que se va realizando
progresivamente.
Tabla 2.2. Concepto de infinito potencial.

Esta fue la primera idea de infinito que tuvo el hombre, ligada estrechamente a la intuicion. No
obstante, en matemadticas no todo se podia explicar a partir de esta concepcion del infinito. Asi,
mas tarde surge la nocién de infinito actual que, aunque en un primer momento se desecha
debido a la gran dificultad que conlleva trabajar con él, toma un papel protagonista en lo que
respecta al calculo y al analisis matematico.

Generalmente, la manera de ensefiar el infinito en los institutos consiste en utilizar metaforas
didacticas basadas en conjuntos “muy grandes” para fijar la idea de infinitud. Esto permite crear
la nocidn de infinito usada en el lenguaje cotidiano y aceptada por la Real Academia Espafiola,
pero puede generar una mala formacién del concepto matematico, del concepto de infinito
actual. La ambigiedad del lenguaje coloquial hace que el concepto del infinito sea un concepto
vago e intuitivo que se parece muy poco a la idea matematica de infinito como unidad total.

Por ello, es conveniente, antes de iniciar el estudio del calculo, realizar una reflexién acerca del
concepto de infinito con el fin de que el alumno sea capaz de sumergirse en esta nueva nocién
del infinito. En este sentido, en la Tabla 2.3 se recogen distintas definiciones de investigadores
en didactica de matematicas de la concepcidén actual del infinito.

Autor/es Concepto de infinito actual

Ortiz (1994) Totalidad completa.

Waldegg (1996) Idea de totalidad y de unidad. Un proceso se considera ahora acabado
y los limites alcanzados.

Garbin (2001) Nocién contraintuitiva.

Garbin (2005a) Idea de totalidad y de unidad. Situacion limite.

Costa (2005) Idea de totalidad, de unidad.
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Gonzdlez (2011) Proceso infinito que culmina.
Acosta (2013) Proceso acabado y limites alcanzados.
Tabla 2.3. Concepto de infinito actual.

La idea del infinito actual implica dificultades en la concepcién del infinito, pues no se tiene un
infinito, sino muchos, lo que supone dificultades para la comparacién y en definitiva para la
medicidn.

Asi pues, se necesita de una definicion para el tamafio de conjuntos, pues la apelacion a su
numero no sirve, ya que el mismo “nimero” sirve para designar diferentes tamafios y por tanto
distintos conjuntos. De aqui la importancia de la teoria desarrollada por Cantor y que se ha
comentado en el epigrafe anterior.

2.1.3. Revision bibliografica

2.1.3.1. Ensefianza y aprendizaje

Los obstaculos que se presentan en el sistema diddctico pueden clasificarse, segin Vranken et
al. (2006), atendiendo a su origen de la siguiente forma:

- Obstaculos de origen ontogénico: aquellos que sobrevienen de las limitaciones del
sujeto.

- Obstaculos de origen diddctico: aquellos provocados por el sistema de ensefanza.

- Obstaculos de origen epistemoldgico: aquellos derivados del rol constitutivo del saber
mismo.

A estos 3 tipos de obstdculos, Aquere et al. (2009) anadieron uno nuevo: el obstaculo actitudinal.
Este obstaculo estd ligado a la actitud del alumno, pues que un tema que sea totalmente
desconocido para el estudiante puede generar que sélo tengan actitud de escuchas, es decir,
pasiva.

No obstante, previamente a definir los obstaculos y dificultades presentes en el aprendizaje y
ensefianza del concepto de infinito, es necesario recalcar dos aspectos.

El primero de ellos hace referencia al esquema conceptual y a la definicidon del concepto de Tall
y Vinner que viene recogida en las investigaciones de Garbin (2005a) y Garbin y Azcarate (2001
y 2002). Estos autores describieron el esquema conceptual que tiene un alumno de un concepto
matemdtico como toda la estructura cognitiva asociada al concepto, la cual incluye todas las
imagenes mentales, las propiedades y los procesos asociados a la nocidn matemdtica. Ademas,
sefialaron que este esquema no necesariamente es coherente en todo momento y los alumnos
pueden evocar imagenes contradictorias en momentos diferentes.

El otro aspecto tiene que ver con la distincidn entre objeto mental y objeto fisico llevada a cabo
por Duval y recogido en los estudios mencionados en el parrafo anterior. Duval destaca que los
objetos matemadticos no son objetos reales y, ademas, que es necesario distinguir entre el objeto
matemadtico y su representacidén semidtica. Asimismo, considera dos caracteristicas esenciales
de la actividad matematica: el cambio y la coordinacién de los registros de representacion
semidtica, pues durante este cambio de registro es cuando se pueden producir situaciones de
congruencia o de incongruencia, de donde derivan las inconsistencias.

Por ultimo, también es conveniente destacar que, segin Duval, los estudiantes empiezan a
asimilary aprender un concepto cuando lo identifican en sus distintas representaciones (grafico,
numérico, algebraico, verbal y geométrico) y cuando son capaces de cambiar de registro de
representacion.
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Teniendo en cuenta estos dos aspectos, Garbin y Azcarate (2001) concluyeron que:

- Las respuestas de los estudiantes estan influenciadas por el sistema de representacion
en el que estd involucrado el concepto de infinito.

- El estudiante posee ideas inconsistentes, y no siempre se mantiene coherente cuando
resuelve un mismo problema expresado en diferente forma, es decir, en sistemas de
representacioén distintos. Por tanto, el alumno puede manifestar ideas y concepciones
diferentes con respecto a un mismo concepto matematico.

- La importancia de inducir en los estudiantes las tareas de conexidn para ayudarles a
construir un pensamiento coherente con sus propias ideas y esquemas.

Haciendo referencia a estas conclusiones, cabe especificar que se habla de una idea o
pensamiento inconsistente en relacién al concepto matematico involucrado o a contradicciones
dentro de una teoria matemadtica dada, mientras que se habla de incoherencia cuando un
alumno resuelve con respuestas contradictorias un mismo problema expresado mediante
diferentes sistemas de representacion. Ademas, se debe afiadir que la tarea de conexién hace
referencia a la habilidad que posee un alumno a la hora de transformar un problema en otro
equivalente cambiando de sistema de representacion.

Por otro lado, en la investigacion llevada a cabo por Arrigo y D’Amore (1999) se detalla la
problematica derivada de la ensefianza y del aprendizaje del infinito. En este sentido, se pueden
destacar los siguientes obstaculos epistemoldgicos, que serdn definidos posteriormente en el
capitulo 3 relativo al Marco Tedrico del trabajo:

- Aplastamiento

- Dependencia

- Aplastamiento vs dependencia

- Deslizamiento

- Infinito potencial vs Infinito actual

En otra de las investigaciones revisadas se hace referencia a un obstaculo relativo al uso del
lenguaje (Hitt, 2013). En este sentido, el autor cita que uno de los principales problemas en la
ensefianza y aprendizaje del concepto de infinito radica que para poder comunicar estos
conceptos en el aula, el lenguaje natural va en contra del concepto actual de infinito. El problema
es que al decir “limite de S, cuando tiende al infinito” se esta proporcionando movimiento a los
Sn, por lo que se hace uso implicito del infinito potencial.

Por ultimo, también es menester citar los obstaculos didacticos encontrados por Waldegg
(1996). En este caso, la autora resalta los siguientes obstaculos didacticos:

- Un conjunto acotado, sobre todo si estd encuadrado en un contexto geométrico,
dificilmente se acepta que tiene un niumero infinito de elementos.

- La comparacién entre dos conjuntos infinitos se hace mas dificil si un conjunto es
acotado y el otro no. En este caso, el infinito potencial es un obstaculo para comparar
los dos conjuntos.

- Existe un rechazo a usar el criterio de la biyeccidon para comparar un conjunto con uno
de sus subconjuntos propios, aun en el caso de que haya una instruccién al respecto.

- Obstaculo del desdoblamiento y de estabilidad del pensamiento intuitivo.

Ademas, Waldegg (1996) sefiala que para superar un obstaculo epistemolégico se necesita hacer
atravesar al estudiante la frontera de sus conocimientos, aumentandolos de manera directa y
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oportuna. En este sentido, afirma que sera fundamental la intervencién de procesos didacticos
bien planificados, que tengan en cuenta los obstaculos que el estudiante tiene que vencer.

Esto ultimo viene reforzado por la investigaciéon llevada a cabo por Montoro y Scheuer (2006),
pues concluyen en la misma que el infinito matematico esta muy lejos de constituir un objeto
de conocimiento que las personas generan facilmente a partir de su interaccién con el ambiente
fisico y cultural. Tanto el andlisis histérico de este concepto en la matemadtica, como el analisis
de los modos en que estudiantes universitarios resolvieron un conjunto de tareas que lo
involucran, indican que para que el infinito se convierta en una entidad acerca de la cual es
posible pensary operar, es necesaria la intervencién de complejos procesos representacionales,
los que a su vez requieren la participacién en contextos educativos que propicien un alto grado
de reflexion matematica.

2.1.3.2. Concepciones del infinito en estudiantes
Muchos son los autores que han investigado con el fin de identificar las concepciones que los
estudiantes tienen en cuanto al infinito. En este sentido, este epigrafe trata de resumir y mostrar
aquellos resultados mds interesantes.

En primer lugar, cabe destacar que la mayoria de investigaciones trata de determinar cuales son
las concepciones de los alumnos a través de cuestionarios donde se presenta el concepto de
infinito bajo distintos sistemas de representacién (numérico, grafico, algebraico, geométrico y
verbal) y atendiendo a diferentes tépicos (conjuntos, divisibilidad, convergencia, operatividad y
lenguaje). De esta forma, tratan de evaluar la concepcién de los estudiantes agrupandolos
habitualmente en tres grandes grupos: finitistas, potenciales y actuales. Asimismo, también son
estudiados, en muchos casos, la inconsistencia e incoherencia de las respuestas de los alumnos
y la importancia de la tarea de conexién, aspectos que ya han sido introducidos en el epigrafe
anterior.

Dos de las investigaciones mds interesantes en este ambito fueron las desarrolladas por Garbin
y Azcdrate (2001) y Garbin (2005a). En ambos estudios se evaluaron la concepcién del infinito
en estudiantes de entre 16 y 20 afos a través de un cuestionario de 5 preguntas en las que
estaba presente el mismo trasfondo matematico pero haciendo uso de distintos sistemas de
representacién. Las conclusiones mads interesantes de ambos estudios fueron:

- La percepcion del infinito es diferente (potencial/actual) incluso dentro de una misma
edad o curso.

- Los alumnos hacen muy poco uso de argumentos matematicos formales para elaborar
la respuesta.

- Un numero muy reducido de alumnos relacionan unos problemas con otros.

- Muy pocos alumnos mantienen su postura de finitistas, actuales o potenciales a lo largo
de toda la tarea. Adoptan en cada ejercicio una postura distinta siendo el mismo aspecto
matemdtico tratado en todas las cuestiones. Lo que define a un alumno como
incoherente.

- Los lenguajes matematicos, el contexto y las representaciones tienen un gran impacto
sobre las percepciones del infinito y sobre los razonamientos de los estudiantes.
Conclusién que corrobora la investigacion de Monaghan (2001).

Asimismo, las autoras de estas investigaciones definieron distintas lineas de coherencia que
dieron lugar a tres tipos de alumnos:

1. Alumno coherente y consistente: sus respuestas se basan en una Unica concepcion del
infinito (actual, potencial o finitista) y son capaces de realizar tareas de conexién.
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2. Alumno coherente e inconsistente: sus respuestas se basan en una Unica concepcién del
infinito pero son érroneas.

3. Alumno incoherente: presenta distintas concepciones del infinito no siendo capaces de
realizar la tarea de conexion.

En cuanto a este Ultimo grupo, se debe sefialar que uno de los principales motivos de su
presencia es la falta de consciencia por parte de los estudiantes de que estdn resolviendo en el
fondo un mismo problema pero representado de diferentes formas. Por tanto, tiene especial
relevancia en la coherencia de las respuestas la tarea de conexidn, que consiste en identificar y
saber establecer relaciones entre los problemas en cuanto a lenguaje matematico y registro de
representacién semidtica se refiere.

Otro estudio que hay que tener presente es el llevado a cabo por D’Amore et al. (2006). En el
mismo participaron estudiantes de ESO y Bachiller, profesores y futuros profesores de
matemadticas y magisterio, estudiantes de carreras universitarias técnicas y personas de alto
nivel cultural. La investigacion se desarrollé a través de una serie de tareas y no se evaluaron
cada uno de los grupos participantes por separado ni todos conjuntamente, sino que se
definieron dos grupos de estudio:

- D1: caracter basicamente intuitivo y linglistico. Lo formaban estudiantes que han
alcanzado altos niveles de competencia matematica, estudiantes no muy avanzados o
personas no propiamente cultas en matematica.

- D2: ofrece mayor técnica y precision. Unicamente estudiantes con estudios avanzados
en matematica o personas cultas en esta disciplina (profesores de matematicas).

Asi pues, los resultados obtenidos fueron:

- D1I1:
o El “sentido de infinito” se confunde con el de indeterminado, ilimitado, sin
frontera, enorme.
o Elinfinito es visto como un proceso, no como un objeto, lo que dificulta realizar
“estimaciones” sobre el infinito.
o Diferencian entre un infinito matematico y un infinito fisico.
- D2:

Admiten el infinito actual y el potencial

Aceptan que existan distintos niveles de infinito

La demostracion ayuda poco a aceptar diversos niveles de infinito:
demostracidn vs sentido comun.

Otro estudio de similares caracteristicas fue el desarrollado por Arrigo y D’Amore (1999), donde
participaren un total de 287 estudiantes de entre 15 y 18 afios de Suiza y Bolonia sin estudios
previos sobre el infinito. Todos estos alumnos vieron un video en el que se podia observar las
demostraciones relacionadas con la equivalencia de dos segmentos con distintas longitudes, las
formas decimales periddicas y el teorema de Cantor. Posteriormente, cada uno de ellos realizd
un cuestionario acerca de estos videos en los que estaba implicado el concepto de infinito.

Como resultados mads interesantes de esta investigacion cabe sefalar:

- ladificultad de que el estudiante no se deje llevar por la intuicion. A gran parte de ellos
no les acaban de convencer las demostraciones o no las entienden.

- Los obstaculos que impiden este tipo de comprensién no son solo de naturaleza
didactica sino también de naturaleza epistemoldgica. Desde este punto de vista, los
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fendmenos (contradictorios) del aplastamiento y de la dependencia serian solo
manifestaciones visibles de tales obstaculos.

- Existen tanto obstaculos epistemolégicos como didacticos en el aprendizaje del
concepto de infinito.

Por otra parte, la investigacién llevada a cabo por Juan, Montoro y Scheuer (2012) se centra en
identificar las ideas que tienen los estudiantes de escuelas secundarias sobre las colecciones
infinitas con el fin de indagar acerca de las concepciones que los alumnos tienen sobre el infinito
cardinal.

Para realizar el estudio se pasé un cuestionario de 10 preguntas a 195 estudiantes distribuidos
en tres franjas de edad: 13-14 afios; 15-16 afios; y 17-19 afios. Posteriormente se efectué un
analisis estadistico multivariado para determinar cémo los estudiantes conciben los diferentes
aspectos del infinito indagados, cdmo se vinculan sus ideas acerca de estos aspectos y si existen
factores evolutivo-educativos que incidan sobre las concepciones. De esta forma, se consiguid
clasificar a los alumnos en:

- Clase 1: Puedo tener infinito muy numeroso es distinto de infinito y en infinito no
necesariamente estd todo.

- Clase 2: Duda o inseguridad.

- Clase 3: Un numero muy grande es infinito.

- Clase 4: Con pocos elementos obtengo pocos, con muchos, muchos. Es imposible
construir un conjunto infinito.

- Clase 5: No contesta las Ultimas preguntas.

El estudio coincide y fortalece la postura de varios investigadores, entre ellos Waldegg (1996),
de que la nocidn de infinito matemadtico no es intuitiva, y mucho menos puede ser aprendida
por la experiencia sensible, sino que se requiere de contextos educativos que favorezcan la
reflexion matematica a través de intervenciones de ensefianza especificas y sostenidas.

Por ultimo, cabe presentar unas de las investigaciones mds importantes debido a la relacién que
guarda con el trabajo presentado. En este sentido, Belmonte y Sierra (2011) han llevado a cabo
un estudio en el que han analizado la concepcién del infinito en estudiantes desde 11 hasta 19
afios o, lo que es lo mismo, desde primaria a primer curso de universidad.

En este estudio se han elaborado una serie de cuestionarios, en funcién de la edad de los
estudiantes, en los que aparecia el concepto de infinito bajo los diferentes sistemas de
representacién asi como bajo los distintos tépicos en los que se puede estudiar.

Los resultados mas importantes del estudio son los distintos modelos intuitivos del infinito que
responden a las concepciones que los estudiantes tienen sobre el infinito, que serdn
debidamente desarrollados en el capitulo 3 relativo al Marco Tedrico de esta investigacion:

- Modelo de inclusidn

- Modelo infinito = infinito o de aplastamiento
- Modelo punto-marca

- Modelo de indefinicién

- Modelo de divergencia

- Modelo acotado-finito/no acotado-infinito

Sefalar que estos modelos entran con frecuencia en conflicto bajo determinados contextos o
representaciones contextuales, lo cual genera contradicciones internas que se expresan
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mediante respuestas incoherentes. Ademas, los autores destacan la gran sensibilidad en las
respuestas frente a aspectos contextuales o representacionales.

2.1.3.3.  Curriculum

Tanto en el curriculum relativo a la Educacién Secundaria Obligatoria como en el de Bachillerato
de la Comunidad Valenciana no hay presencia alguna del concepto de infinito y, sin embargo,
estd estrechamente ligado a las matematicas de todos los cursos y niveles, pues el infinito ya
estd presente en los primeros cursos de la ESO de la mano del estudio de los conjuntos
numeéricos de los naturales (N) o enteros (Z).

Pero esto no se queda aqui, sino que tampoco los materiales didacticos empleados en la
ensefianza de las matemadticas incorporan una discusion sobre este concepto, la cual es clave
para la comprension y aprendizaje de conceptos muy importantes dentro del drea del calculo,
como son los conceptos de limite y derivada que si estdn en el curriculum de Bachiller.

La ausencia explicita de este concepto en el curriculum conlleva que no exista en las
programaciones de los docentes de secundaria y bachiller ningun capitulo dedicado al
tratamiento del infinito que prepare la unificacion de ideas y operaciones, y la confrontacion de
aspectos intuitivos y formales. Dicho de otro modo, no existe una preparacién cognitiva para
interiorizar el infinito actual.

Para concluir, Unicamente destacar que para que el aprendizaje del concepto de infinito
matemadtico sea significativo es necesario realizar un aprendizaje mediante construccion, es
decir, marcar las semejanzas y diferencias entre la concepcién matematica y la intuitiva con el
fin de eliminar las dudas. Con ello, el infinito matematico serd estudiado, discutido, analizado y
comprendido.

2.2. Concepto de limite

2.2.1. Revisidn historica

El concepto de limite nace de la mano de las preocupaciones de matematicos griegos en cuanto
al calculo de los valores limites de ciertos procesos infinitos relacionados con figuras
geomeétricas.

El concepto que se conoce hoy en dia de limite viene de la mano de John Wallis (1616-1703),
que fue quien formuld la primera definicidn aceptada de este concepto.

A mediados del siglo XVIII se instauraron mejores reglas para determinar los limites a los que
tienden las sucesiones y series, lo que seria la base del calculo infinitesimal. Con estas reglas, la
idea de limite se basaba en la nocidn de poder aproximarse tanto como se desee a un punto
perosin llegar a él, concepcidon que ocuparia un valor importante en la definicion de continuidad
de Bolzano (1781-1848).

Ya a finales de ese mismo siglo, Lagrange (1736-1813) intenta eliminar esa nocion intuitiva de
las magnitudes infinitamente pequefias e infinitas para poner de manifiesto la importancia de la
concepcion del infinito actual en el cédlculo. Asi, en 1823 Cauchy (1789-1857) reinventa esta
posicidon lagrangiana con una nueva exigencia de rigor para todos los elementos del cdlculo
infinitesimal omitiendo cualquier referencia intuitiva previa a la definicion de continuidad.

En 1861, Weierstrass (1815-1897) remata el trabajo desarrollado por Cauchy con la ayuda de su
épsilon (g) y su delta (8), que no son mas que nimeros reales, muy pequefios y muy proximos a
cero, y que tanto éxito le dieron, pues con ellos surgiria la definicién moderna de limite y
continuidad.
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Asi pues, la definicion formal mas extendida de limite de una funcidn cuando tiende a un valor
finito y tiene como resultado un valor finito es:

“El limite de una funcidn f(x), cuando x tiende a c es L si y solo si para todo épsilon existe un delta
tal que para todo numero real x en el dominio de la funcidn, si cero es menor que el valor
absoluto de x-c y este es menor que delta, entonces el valor absoluto de f(x)-L es menor a
épsilon”.

Y escrito en notaciéon formal:

limf(x) =L & Ve> 0,36 >0/ VxeDom(f),0<|x—c| <6 - |f(x) — Ll <&
X—C

2.2.2. Revision bibliografica

2.2.2.1. Obstdculos en el aprendizaje
El concepto de limite es uno de los conceptos matematicos que mas dificultades de aprendizaje
trae inherentes al propio concepto. Las uUltimas investigaciones en relacidn a la didactica del
calculo propone una aproximacidn mads intuitiva y una metodologia mas activa para su
ensefianza. Para los alumnos es un concepto arido, poco atractivo, demasiado abstracto, que se
olvida facilmente si no se le da el valor que corresponde y, uno de los mas dificiles de ensefary
aprender (Engler et al., 2008).

Uno de los obstaculos epistemoldgicos més importantes es la nocidn: a/0=ec (Camacho y
Aguirre, 2001). La sencillez de la expresidn sugiere una falsa elementarizacion del concepto,
como si le fuese sustancial, siendo que solo lo encubre. Sin embargo, el alumno la usa como si
fuese conocimiento mismo, con los errores y problematicas que ello conlleva.

Por otra parte, Vranken et al. (2006) recoge en su investigacion los siguientes obstaculos
epistemoldgicos observados por Cornu:

- Elsentido comun de la palabra limite induce a concepciones persistentes de limite como
barrera infranqueable o como Ultimo término de un proceso.

- Sobregeneralizacidn de las propiedades de los procesos finitos a los procesos infinitos.

- Aspecto metafisico de la nocidn, ligado con el infinito, ya que introduce una nueva forma
de razonamiento.

- Los conceptos infinitamente grandes y cantidades infinitamente pequefias.

Por ultimo, se quiere resaltar que no solo existen obstdculos de tipo epistemoldgico en el
aprendizaje y ensefianza del concepto de limite, sino que también existen de tipo didactico. En
este sentido, cabe destacar el papel de los docentes y el enfoque que ellos mismos le dan a la
nocion de limite en las aulas.

En la investigacion llevada a cabo por Espinoza y Azcarate (2000) se muestra como en lo que se
refiere a la didactica del concepto de limite, los profesores suelen huir del trasfondo matematico
que conlleva el concepto y tratan de transmitir a los estudiantes que el cdlculo de un limite es
una mera manipulacién algebraica. Estas mismas conclusiones son las mismas que se han
extraido del andlisis de diferentes unidades didacticas relativas al concepto de limites y
continuidad estudiadas en el epigrafe 3.3. Diddctica del concepto de limite de este trabajo.

En esta misma linea, Camacho y Aguirre (2001) destacan que ni los propios docentes conocen el
verdadero sentido del concepto que tienen que ensefiar a sus alumnos, lo que supone un
obstaculo didactico importante en el aprendizaje del concepto de limite.
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2.2.2.2. Dificultades en el aprendizaje

Las distintas dificultades que presentan los alumnos a la hora de comprender y aprender el
concepto de limite se recogen en la Tabla 2.4, fruto del analisis de la bibliografia que ha sido
comentada en los apartados anteriores.

Dificultades en el aprendizaje del concepto de limite
Dificultades para comprender que el limite es lo que ocurre cerca del punto y no en el punto
Dificultades para reconocer e interpretar limites laterales
Dificultades para la manipulacion algebraica de las leyes de las funciones cuyo limite se quiere
determinar
Dificultades para comprender que el calculo del limite no es siempre por sustitucion
Dificultades para relacionar expresiones de limites con su traduccion gréafica o el proceso
contrario
Conflicto con la creencia de que las funciones discontinuas en general no tienen limite
Dificultad para concebir la idea de limite en el infinito
Dificultades para comprender que la indeterminaciéon no quiere decir que no se puede
obtener el limite
Dificultad para distinguir diferentes tipos de discontinuidades
Dificultad para encontrar situaciones en las que se apliquen los conceptos de limite y
continuidad

Tabla 2.4. Dificultades en el aprendizaje del concepto de limite.

2.2.2.3. Curriculum

La presencia del concepto de limite en el curriculum no aparece como tal hasta el bachillerato.
No obstante, en los cursos de 32 y 42 de ESO ya se van introduciendo nociones relacionadas con
este concepto, como la tendencia de una funcién.

El Real Decreto 1467/2007, de 2 de noviembre, establece la estructura del bachillerato y fija sus
ensefianzas minimas. En este, se puede observar como el concepto de limite es un contenido
que debe ser estudiado tanto en 12 como en 22 de bachiller. En relacién al primer curso fija
como contenido minimo la “Aproximacion al concepto de limite de una funcién, tendencia y
continuidad”, mientras que para el segundo curso recoge el “Concepto de limite. Cdlculo de
limites”.

Como bien es sabido, estos contenidos minimos son los que la propia comunidad debe respetar
en el desarrollo de su propio curriculum. De esta forma, el curriculum relativo a la Comunidad
Valenciana, recogido en el Decreto 102/2008, de 11 de julio, del Consell, por el que se establece
el curriculo del bachillerato en la Comunitat Valenciana, establece el estudio del concepto de
limite en 12 de bachiller como “Aproximacion al concepto de Ilimite. Estudio de
discontinuidades.”, mientras que para 22 fija como contenidos el “Limite de una sucesion. Limite
de una funcion. Cdlculo de limites.” .

A diferencia del concepto de infinito, en este caso si se encuentra el concepto de limite como
uno de los contenidos a estudiar en el bachiller. No obstante, este concepto requiere de un
conocimiento del infinito que, habitualmente, los estudiantes no poseen debido en gran parte
al olvido de este concepto en el curriculum.

2.3. Didactica del concepto de limite
Con el fin de analizar la manera en que el concepto de limite es introducido en las aulas se ha
Ilevado a cabo un andlisis de distintas unidades diddcticas consultadas en internet en los blogs
de varios profesores e institutos espafioles.
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2.3.1. Contreras (s.f.)

En cuanto a la primera de las unidades didacticas mencionadas, cabe destacar que introduce el
concepto de limite a partir del estudio, identificaciéon y célculo de las asintotas verticales,
horizontales y oblicuas de funciones racionales. Ademas, trata de mostrar la utilidad de este
concepto en problemas de la vida real al estudiar la tendencia de cierta funcién bajo un
determinado contexto (Figura 2.1).

« MEMORIZACION

En una clase de psicologia se realizé el siguiente expenmento de memorizacion. A cada estudiante
se le dio una lista de 40 palabras y un dia para memonzarias. Durante 20 dias seguidos cada
estudiante escribia todas las palabras de la lista que era capaz de recordar. Se hallé la media de
aciertos y se delermind que una buena aproximacién de esta media venia dada por la funcién

R(x) =M (d en dias).

a) ;Cuantos aciertos se producen el cuarto dia? ;Y el décimo?.
b) Dibuja la grafica de esta funcion y estudia sus caracteristicas.

c) Siel nimero de dias sigue aumentando, jqué tendencia se abserva en el numero de aciertos?.

Figura 2.1. Aplicacion del concepto de limite. UD elaborado por Mauricio Contreras.

Una vez estudiado el concepto de limite y vista su aplicacién, tanto para la representacién de
funciones racionales como para la identificacion de la tendencia de cierta funcién, el profesor
introduce al alumno las operaciones algebraicas relativas a fracciones algebraicas (factorizacion
de polinomios, suma, multiplicacién cociente y simplificacion) con el fin de estudiar la
continuidad de funciones a trozos.

Por ultimo, define de una manera mas formal el concepto de limite y define los distintos tipos
de discontinuidad.

2.3.2. Departamento de matematicas del IES Valle del Oja (s.f.)

Esta unidad didactica se caracteriza por presentar un nimero muy reducido de ejemplos
numéricos sencillos que faciliten la comprensién del concepto y por lanzarse en un primer
momento a la introduccion del concepto de limite a partir de la notacion formal matematica,
con todas las dificultades que ello conlleva en el proceso de aprendizaje del concepto.

El tema comienza introduciendo el concepto de infinito a partir de su nocidn intuitiva, es decir,
a través de una tabla de valores para, posteriormente, definir la notacidn que implica el
concepto de limite:

,lfi%f(x) =1L

Con ello, pasa directamente a definir formalmente el concepto de limite, con € y §, asumiendo
que esta definicion “es algo mas compleja”.

A continuacion, se definen que son los limites laterales y la propiedad necesaria para que exista
el limite en un punto: “es necesario y suficiente que los limites laterales existan y sean
coincidentes”.

Una vez vista la definicidn de limite introduce el cdlculo de los distintos tipos de limites y las
transformaciones algebraicas que se deben llevar a cabo para resolver cada una de estas
indeterminaciones que pueden llegar a darse.
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En este punto, se debe destacar que se echa de menos un nexo de unién entre la definicidn
formal mostrada al comienzo del temay lo que respecta al calculo de limites, pues se trata ahora
de un problema puramente algebraico.

La dltima parte de la unidad didactica trata de abordar la identificacidon y determinacién de
asintotas (verticales, horizontales y oblicuas) en el estudio de funciones racionales y desarrollar
el estudio de la continuidad de funciones. De este modo, se echa de menos la aplicacién del
concepto de limite a problemas de la vida real, pues en el tema solamente se trata el concepto
desde un contexto gréfico y analitico.

2.3.3. Gonzdlez (s.f.)

Aligual que las dos unidades didacticas anteriores, esta también comienza introduciendo la idea
intuitiva de limite, pero esta vez ya lo hace a partir de tres sistemas de representacion diferentes:
numeérico, algebraico y grafico.

A partir de esta idea se define el concepto de limite, pero no utilizando la definicidn € y §, sino
haciendo uso de la propiedad “para que exista limite han de coincidir los limites laterales” y
haciendo hincapié que a efectos del cdlculo del limite, no hay que tener en cuenta lo que ocurra
exactamente en el punto en cuestidn, sino en sus proximidades.

El siguiente punto de la unidad didactica trata de introducir la identificacion y determinacion de
las asintotas de funciones racionales, siempre desde los 3 sistemas de representacion
nombrados anteriormente. Estos conceptos de asintotas se trabajan con un ejemplo y tras la
realizacion del mismo se determinan las conclusiones mds importantes y se definen los
conceptos matemadticos involucrados. Con ello, el profesor pretende fomentar la construccidn
del concepto en el estudiante.

A diferencia que en la unidad didactica del Departamento de matematicas del IES Valle del Oja
(s.f.), en esta no se tratan las indeterminaciones de forma separada, sino que a medida que
aparecen, el profesor las resuelve y las explica.

Por ultimo, se desarrolla un apartado relativo al cdlculo de limites e indeterminaciones, en el
que se indican las transformaciones u operaciones algebraicas necesarias para su resolucion. En
este caso, el Unico sistema de representacion utilizado es el algebraico.

2.3.4. Departamento de matematicas del IES Moraima (s.f.)

La unidad didactica utilizada para la ensefianza del concepto de limite de este instituto es
puramente tedrica, no incluye ningln ejemplo practico que facilite la comprensidn de dicho
concepto en el alumnado. Esto provocard, probablemente, multitud de dificultades en el
aprendizaje del concepto de limite.

El tema comienza con las definiciones tedricas y formales de limite de una funcién en un punto,
limites laterales y limites en un punto. En este sentido, muestra la notacidn que se emplea, su
significado y como se lee.

Una vez introducidos todos estos conceptos se muestra como calcular dichos limites. Para ello,
separa el cdlculo en limites determinados e indeterminados, mostrando las operaciones
algebraicas a realizar en cada uno de los casos.

En la parte final del tema se presenta los conceptos de asintotas verticales, horizontales y
oblicuas y ramas infinitas, aunque ya habian sido mencionados anteriormente en las
definiciones mencionadas en los parrafos anteriores.
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Por ultimo, se estudia el concepto de continuidad y se definen los distintos tipos de
discontinuidad que pueden presentar las funciones.

2.3.5. Font (s.f.)

En este ultimo epigrafe se muestra cual fue la metodologia que se llevé a cabo para la ensefianza
del concepto de limite en el centro donde el alumno ha realizado las practicas de este master y
donde se ha desarrollado la presente investigacion.

La gran novedad que ofrece el desarrollo de esta unidad diddactica con respecto al resto de las
analizadas es el uso del software GeoGebra, programa que permite a los alumnos comprender
y construir el concepto de limite con mayores facilidades.

El primer paso fue, al igual que en varias de las unidades diddcticas tratadas anteriormente,
trabajar sobre la nocién intuitiva de infinito. A partir de ella se presentd al alumno la notacién
de limite y se trabajd, sobretodo, sobre el contexto grafico.

Seguidamente se introdujo el concepto de limite lateral y se trataron las propiedades que se
debian cumplir en un punto para que el limite existiese. Todo ello fomentando la construccion
del concepto, pues se iba proponiendo distintas tareas a los alumnos y, posteriormente, se
apuntaban en la pizarra los resultados y conclusiones mas interesantes.

Con ello se dio paso a presentar el concepto de limite en un contexto algebraico y ver su
correspondencia o relacién con el contexto grafico, lo que es fundamentalmente importante
para que el alumno ponga en practica la tarea de conexién.

Estudiados los conceptos de limite en un punto, limite en el infinito y limites infinitos se
estudiaron los conceptos de asintotas y ramas infinitas. Para ello se trabajé con los alumnos
distintos sistemas de representacién: numérico, algebraico y grafico.

Ya en la parte final del tema se desarrollé el concepto de continuidad y se estudiaron los distintos
tipos de discontinuidades, principalmente con actividades donde estaba presente las funciones
a trozos.

Por ultimo, se debe sefialar un comentario del tutor de practicas del instituto acerca de la
ensefianza del concepto de limite: “Hoy en dia la ensefianza de limite se ha convertido en un
mero algoritmo sin trasfondo matematico, sin que el alumno conozca ni comprenda lo que hay
detrds de ese calculo. La definicidn del concepto relativa a épsilon y delta es impensable, sobre
todo en alumnos de este tipo de bachiller (Ciencias Sociales), yo lo intenté varios afios pero
presentaba muchisimos problemas para los alumnos (...). Me conformo con que mis alumnos
comprendan el teorema de Bolzano y el de Rolle”.
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3.MARCO TEORICO

En este capitulo se presentan aquellos aspectos o conceptos de la bibliografica analizada en el
capitulo 2 de este trabajo que han sido utilizados o han tenido una importancia notable para el
desarrollo de este trabajo.

En primer lugar, es necesario diferenciar las dos acepciones del infinito que coexisten en el
contexto matemdtico:

- Infinito potencial: esta estrechamente relacionado con la nocidn intuitiva del infinito.
De esta forma, el infinito se entiende como un proceso sin fin, sin los limites alcanzados,
una cantidad muy grande.

- Infinito actual: hace referencia a la idea de totalidad y de unidad. En este sentido, se
entiende un proceso infinito como un proceso acabado y sus limites alcanzados.

En cuanto a esta ultima concepcién del infinito, se deben resaltar dos aspectos fundamentales
qgue hacen que presente importantes dificultades y obstdculos en su aprendizaje y ensefianza.
El primero de ellos se basa en que esta concepcién contempla el infinito como un concepto que
va contra la intuicion, de ahi que sea muy dificil de construir y corregir esta nueva nocion del
infinito en la mente de los estudiantes. Y el segundo, no por ello menos importante, es que el
concepto de infinito carece de presencia en los curriculums tanto de la ESO como de Bachillery,
no obstante, se trata de un concepto fundamental para la comprensién de conceptos relativos
a conjuntos numeéricos, presente a lo largo de todos los cursos de la ESO, y para la construccién
de conceptos muy importantes como limite o derivada, que son la base del cdlculo y estdn
presentes en el curriculum de Bachiller.

De esta forma, los obstaculos y dificultades mas importantes que se han observado alrededor
de la ensefianza y aprendizaje del concepto de infinito son (Arrigo y D’Amore, 1999):

- Epistemoldgicos:

a. Aplastamiento de los cardinales transfinitos: “todos los conjuntos infinitos
tienen la misma cardinalidad”.

b. Dependencia de los cardinales transfinitos de hechos relativos a medidas:
“convicciones intuitivas que llevan a los estudiantes a pensar que en un
segmento /argo existan mas puntos que en uno corto.

c. Aceptaciones intuitivas de aplastamiento y dependencia se hallan en
contradiccion entre ellas.

d. Deslizamiento: dificultad de aceptar la correspondencia biunivoca entre N y el
subconjunto de los nimero cuadrados.

e. Concepcidn del infinito potencial vs Concepcidn del infinito actual

- Didacticos:

a. Ausencia en el curriculum: la ensefianza del infinito no aparece como tal en el
curriculum de secundaria ni de bachillerato.

b. Formacién del docente: la concepcién que muchos docentes tienen acerca del
infinito es la nocidn intuitiva debido a la formacion del concepto que han
desarrollado durante su aprendizaje.
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c. Discurso docente: derivado de los dos puntos anteriores, los docentes huyen de
realizar una construccion del concepto en los estudiantes, lo que lleva a dar por
sabido en muchas ocasiones el concepto con toda la problematica que ello
conlleva.

Ademas, en este estudio se han considerado imprescindibles las conclusiones derivadas de las
investigaciones de Garbin (2005a) y Garbin y Azcarate (2001 y 2002). En este sentido, cabe
destacar que la concepciéon del infinito en los estudiantes posee una fuerte dependencia del
sistema de representacién en el que se presente el propio concepto y, ademds, de la capacidad
de los alumnos de realizar la “tarea de conexién”.

Por ello, los items recogidos en cada uno de los cuestionarios que se han utilizado para el
desarrollo de esta investigacion tratan de presentar el infinito a través de los distintos sistemas
de representacion: numérico, geométrico, grafico y verbal, pues se es consciente de que los
resultados obtenidos dependeran en buena medida de una adecuada redacciéon y elaboracion
de estos cuestionarios.

Por ultimo, es menester destacar aquellos modelos intuitivos del infinito que han permitido
analizar y evaluar las respuestas obtenidas en cada una de las actividades planteadas en los
cuestionarios. Estos modelos, definidos por Belmonte y Sierra (2011), han sido la base para el
desarrollo del estudio, pues a partir de ellos se consiguid establecer cual era la concepcidn del
infinito de los estudiantes de 192 de bachiller de CCSSHH antes y después del estudio de la unidad
didactica correspondiente al concepto de limite y, con ello, se determiné la influencia del
desarrollo de este tema en la concepcidn que los estudiantes tienen acerca del infinito. Sin mas,
los modelos intuitivos del infinito empleados en la presente investigacion son:

- Modelo de inclusién: hace referencia a “el todo es mayor que la parte”.

- Modelo infinito = infinito o de aplastamiento: concibe como equivalentes a todas las
cantidades infinitas.

- Modelo punto-marca: consiste en atribuir dimensiones o una naturaleza material a un
punto geométrico para comparar conjuntos continuos o geométricos.

- Modelo de indefinicion: Las respuestas y actitudes que induce este modelo estdn
asociadas a cierta incapacidad de conocer o calcular.

o Indefinido primario: infinito=nimero muy grande, pero finito.
o Indefinido secundario: infinito=nimero muy grande, pero no se sabe.

- Modelo de divergencia: modelo que atribuye sistemdaticamente un resultado infinito a
la suma de una cantidad infinita de objetos matemadticos, sin considerar en absoluto su
eventual convergencia.

- Modelo acotado-finito/no acotado-infinito: Es producto de la relacidn que establece un
numero importante de sujetos entre la definicién acotada o no acotada de un conjunto
y el cardinal de sus elementos.

A partir de ellos se determind si las concepciones de los estudiantes estaban mds proximas a la
nocién potencial del infinito, a la actual o simplemente se referian al infinito bajo una
concepcion finitista. Ademas, esto permitié identificar si estas concepciones que se presentaban
en los alumnos se mantenian constantes o, por el contrario, habia alumnos que actuaban bajo
distintas concepciones en funcién del sistema de representacion en el que se presentaba el
infinito, lo que se denomind alumno incoherente.

Asi pues, todo lo expuesto en este capitulo y la presencia del infinito en la educacién secundaria
queda recogido en el mapa conceptual que se presenta en la figura 3.1.
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4.METODOLOGIA

Como ya se ha comentado anteriormente, el objeto principal del estudio es identificar las
concepciones que tienen los estudiantes de 12 de bachiller de la rama de CCSSHH acerca del
infinito antes y después de haber estudiado el concepto de limite y, posteriormente, llevar a
cabo un analisis comparativo de dichas concepciones.

Asi, en este epigrafe se describe la metodologia llevada a cabo en la investigacion para alcanzar
el objetivo descrito en el parrafo anterior.

4.1. Participantes

En el estudio han participado los alumnos de 12 de bachiller de CCSSHH de un instituto
concertado de Valencia que estaban presentes en el aula los dias que se pasaron los
cuestionarios a partir de los cuales estudiar la concepcion del infinito. De esta forma, se
obtuvieron un total de 43 cuestionarios previos y 46 cuestionarios finales.

La eleccidn de este centro para la realizacidn del estudio es debido a que el alumno que ha
desarrollado este Trabajo Final de Master ha realizado las practicas del master en este instituto.

Se trata de un centro concertado religioso situado en el barrio de Campanar de la ciudad de
Valencia. El centro se caracterizada por acoger, principalmente, a estudiantes procedentes de
familias con un nivel socioeconémico medio-alto.

El colegio cuenta con 3 etapas educativas: primaria, secundaria y ciclos formativos. En cuanto a
la etapa de secundaria, cabe destacar los 4 grupos de bachiller que hay en cada uno de los
cursos, lo que supone un total de 280 alumnos, siendo aproximadamente la mitad de ellos de
CCSSHH. Entre todos suman alrededor de 1000 alumnos en esta etapa, siendo el claustro de
secundaria de 75 profesores vy, de ellos, 11 de matematicas.

4.2. Disefo y puesta en practica de los cuestionarios

El disefio de los cuestionarios para evaluar las concepciones de los alumnos en cuanto al
concepto de infinito es una de las partes mas importantes del estudio, puesto que de la calidad
de los mismos depende en gran medida los resultados que se extraigan de la investigacién.

Lo primero que se deberd realizar es recopilar todos los cuestionarios que se han considerado
en las investigaciones consultadas y que han sido, la mayoria, citadas en el capitulo relativo al
Marco Tedrico del estudio. En este sentido, cabe destacar el trabajo desarrollado por Belmonte
(2009), pues en uno de los anexos de esta investigacion se han recogido la gran mayoria de los
items utilizados por los investigadores en materia del infinito.

Después de consultar toda esta informacion se elaborara una bateria de actividades o items en
los que se recoja el concepto de infinito bajo los distintos sistemas de representacién en los que
se puede presentar y abarcando todos los tdpicos en los que se puede trabajar el concepto. En
cuanto al tipo de pregunta, se elaborardn tanto preguntas de tipo abierto como de opcién
multiple, pero siempre agregando “Justifica tu respuesta”.

Esta dltima tarea serd de especial importancia en la investigacion, pues en cada uno de los
cuestionarios se deberd presentar el concepto en distintos sistemas de representacidn con el fin
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de contrastar la hipdtesis del estudio relativa a que las concepciones de los estudiantes
dependen en gran medida del sistema de representacion en el que se presenta el concepto de
infinito. Hipdtesis del estudio que estd fundamentada en las conclusiones observadas en las
investigaciones de Monaghan (2001), Garbin y Azcdrate (2001) y Garbin (2005a) analizadas en
el marco tedrico presentado al comienzo de la presente investigacion.

Cada uno de los cuestionarios constara de entre 10 y 15 preguntas, pudiendo incorporar cada
uno de los items varios apartados. La limitacién en la cantidad de preguntas viene determinada
a partir de que en cada uno de los cuestionarios deben estar patentes todos los sistemas de
representaciény, a su vez, todos los tépicos relacionados con el infinito, pues lo que se busca es
gue en un mismo cuestionarios se den parejas de actividades en las que se presente el concepto
de infinito bajo un mismo tdpico pero presentado en distintos sistemas de representacion. Con
ello se busca potenciar el posterior analisis de los resultados. Ademads, existe la limitacién
temporal que, en este caso, se fija en 50 minutos, pues la duracidn de las clases en el centro es
de 55 minutos.

Cabe seialar que, ademas de los items, en cada uno de los cuestionarios también se recogerd
informacién acerca de cada uno de los individuos. En este sentido, se tomaran datos relativos al
sexo, edad, nota obtenida en el curso anterior, el tipo de matematicas cursadas en 42 de ESO (A
o B) y si el alumno ha estudiado previamente los conceptos de limite o sucesion. El principal
objeto de la recogida de este tipo de datos es para un posible estudio en el que se puedan incluir
este tipo de variables.

Por dltimo, se debe mencionar cémo se va a llevar a cabo la puesta en practica de los
cuestionarios. El primero de ellos se propondra antes del comienzo de la unidad didactica
relativa al concepto de limites, mientras que el segundo de ellos se pasard tras haber realizado
los alumnos el examen parcial de la tercera evaluacidn, pues este estd programado tras la
finalizacidn de dicha unidad didactica. De este modo, el cuestionario previo se pasard el dia 21
de marzo de 2014 y el final el dia 9 de mayo.

Cuando se vaya a pasar cada uno de los cuestionarios, se debera informar a los alumnos que el
cuestionario no es para evaluar sus conocimientos, sino que es una tarea para realizar una
investigacion acerca del concepto de infinito. Se les pedird a los alumnos que lo hagan
individualmente, puesto que consultar con el compafero sesgaria el estudio, y que lo hagan de
forma natural y prestando atencién a lo que se pide en cada item. Seguidamente se les indicara
la forma en que se debe contestar a las preguntas, haciendo hincapié en que es muy importante
que expresen el porqué de la respuesta dada, pues es lo mds interesante para posteriormente
estudiar la forma de razonar de los alumnos. Por Ultimo, se realizard una lectura del cuestionario
para resolver alguna duda relacionada con alguna cosa que pudiera ser malentendida y se les
comunicarad que disponen de 50 minutos para la realizacién del cuestionario, tiempo mas que
suficiente para detenerse y razonar cada una de las actividades propuestas.

4.3. Metodologia de analisis

Una vez puesta en practica cada uno de los cuestionarios se deberd evaluar los resultados
obtenidos en cada uno de ellos de forma separada y, a continuacién, se debera realizar un
anadlisis comparativo de las concepciones que los estudiantes tienen acerca del concepto de
infinito antes y después del estudio del tema relativo al concepto de limite.

Para identificar las concepciones que los estudiantes tienen del infinito se consideraran los
distintos modelos intuitivos considerados por Belmonte y Sierra (2011), que han sido recogidos
en el apartado relativo al marco tedrico de la investigacion.
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No obstante, se debe ser consciente de que uno de estos modelos no se va a presentar en todos
los estudiantes, ni que todos los estudiantes van a actuar bajo un mismo modelo en todas sus
respuestas. Por ello, serd conveniente analizar cada uno de los items de cada uno de los
cuestionarios de forma individualizada y, posteriormente, evaluar qué modelo o modelos son
los que tienen mayor presencia en los estudiantes y definir la concepcién que los estudiantes
tienen sobre del concepto de infinito antes y después del estudio del concepto de limite.

Una vez realizada la evaluacion para cada uno de los cuestionarios y determinados los modelos
intuitivos que predominan en cada una de las situaciones analizadas, el paso final serd comparar
los resultados obtenidos, analizarlos y contrastar las distintas hipdtesis de la investigacion.
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5.DESARROLLO DE LA EXPERIMENTACION

En este capitulo se desarrollara cada una de las tareas que han sido enunciadas en el capitulo
anterior relativo a la metodologia de la investigacién. Por un lado, se detallaran los aspectos mas
importantes relativos a la elaboracién y puesta en practica de los cuestionarios y, por otro lado,
se realizard un andlisis individualizado de cada uno de los items que componen los dos
cuestionarios utilizados en el presente estudio.

5.1. Analisis de los cuestionarios

5.1.1. Contenido de los cuestionarios

Cada uno de los cuestionarios debia contener actividades en los que el concepto de infinito
estuviese presente bajo los distintos sistemas de representaciéon y, ademas, atendiendo a los
diferentes tdpicos en los que se ve involucrado el infinito.

De esta forma, se fueron distribuyendo los distintos items elaborados para el desarrollo del
estudio en cada uno de los cuestionarios de forma que en ambos hubiese el mismo tipo de
cuestiones en los que se tratase el infinito desde los diferentes sistemas de representacion y
contextos.

En la Tabla 5.1 se ha llevado a cabo una clasificacidn de los items del cuestionario previo en
funcién del sistema de representacion y tépico presente en cada uno de ellos. Cada uno de los
numeros de estas cuestiones vienen precedidos de la letra P, indicando que se trata de una
actividad del cuestionario previo.

Sistemas de Topicos
representacion | Conjuntos | Divisibilidad | Convergencia | Operatividad | Lenguaje
Numérico P1-P9 P6 P11
Geométrico P2-P3 P7 P5-P7
Grafico P10 P8
Verbal P4 P13 P12

Tabla 5.1. items del cuestionario previo.

Del mismo modo, en la Tabla 5.2 se ha realiza la misma clasificacidn pero en este caso para el
cuestionario final, por eso la letra que precede al nimero de cada cuestion es la F.

Sistemas de Topicos
representacion | Conjuntos | Divisibilidad | Convergencia | Operatividad | Lenguaje
Numérico F1-F9 F6 F10
Geométrico F2 F4 FA-F7
Grafico F8
Verbal F3 F3-F5 F11

Tabla 5.2. items del cuestionario final.

En este sentido, es menester destacar que no es posible realizar un analisis de cada uno de los
items para justificar su clasificacidn en las tablas anteriores debido principalmente a la limitacién
de espacio de la que se dispone para la redaccién de este trabajo.
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Por ultimo, citar que ambos cuestionarios quedan recogidos en el Anexo | del presente trabajo
y en el Anexo Il se muestran todos los items utilizados en el estudio organizados segln sus
caracteristicas matemadticas.

5.1.2. Puesta en practica de los cuestionarios

La puesta en practica de los cuestionarios se llevd a cabo sin ningln tipo de problema ni
imprevisto. Todos los estudiantes pudieron acabar su cuestionario en el tiempo disponible para
la realizacion de la tarea.

Cabe destacar la gran participacion del alumnado y la disposicién que ofrecieron la mayoria de
ellos a la hora de llevar a cabo la tarea. Aunque se les comentd a los alumnos que esta prueba
no iba a tener consecuencias en la nota del curso, la actitud con la que se enfrentaron a la tarea
fue muy positiva.

Asimismo, se piensa que la experiencia fue muy enriquecedora para los alumnos, pues tras
desarrollarla, muchos de ellos acudieron al profesor o a mi mismo para preguntar dudas sobre
la solucidn de varios de los items. En definitiva, la investigacion despertd cierto interés sobre las
matematicas en muchos de los alumnos.

5.2. Andlisis de las respuestas de los estudiantes

Una vez puestos en practica cada uno de los cuestionarios ya se disponia de los datos brutos
para llevar a cabo la investigacidn. Ahora se trata de evaluar y analizar las respuestas obtenidas.

Como ya se ha comentado en el capitulo 4. Metodologia, previamente a determinar las
concepciones que los alumnos tienen antes y después del estudio del concepto de limite, se
debe realizar una evaluacion de las respuestas obtenidas para cada uno de los items de forma
individualizada.

Asi pues, este apartado del trabajo trata de analizar dichas respuestas distinguiendo el
cuestionario donde aparecen y estructurandolas en funcidon del sistema de representacién en el
que se presenta el concepto de infinito, puesto que las concepciones de los estudiantes
dependerdn en gran medida del sistema en el que se presente el concepto y, entonces, esta
organizacién facilitard el posterior andlisis global de cada uno de los cuestionarios y permitira
identificar las concepciones de los alumnos bajo cada sistema de representacion y cudl es la
predominante en cada uno de los cuestionarios, tareas que se presentardn en el siguiente
capitulo de la investigacion.

5.2.1. Cuestionario previo

5.2.1.1. Sistema de representacion: Numérico
item P1. El primer item en analizar estudia el concepto de infinito bajo los conjuntos numéricos.
En este item se ha obtenido (Figura 5.1) un 67 % de alumnos que piensa que ambos conjuntos
tienen la misma cantidad de numeros, un 21 % que creen que el conjunto T tiene menos
elementos que el Ny un 7 % que afirman que no se puede determinar (Figura 5.2).

1- Tenemos dos conjuntos de nimeros, los naturales N={1, 2, 3, 4, 5, 6...} y los triangulares
T={1, 3, 6, 10, 15, 21...}. ¢ Cudl de los dos conjuntos crees que tendrd mds nimeros? Explica
tu respuesta.

Figura 5.1. Enunciado del item P1.

28 — DESARROLLO DE LA EXPERIMENTACION



“CONCEPCIONES DEL INFINITO EN ESTUDIANTES DE 12 DE BACHILLERATO”

80%
70%
60%
50%
40%
30%
20%
% —
802 ] ——
La misma cantidad de N contiene mas No se puede determinar Otro
elementos elementos que T

Figura 5.2. Respuestas al item P1.

Entre aquellos estudiantes que piensan que los conjuntos tienen la misma cantidad de
elementos (Figura 5.3), la justificacién que mds se repite es “porque ambos conjuntos son
infinitos”, lo que pone de manifiesto el modelo intuitivo de infinito = infinito, y, en segundo
lugar, se encuentra la explicacién “porque no estdn acotados”, que estd asociado al modelo
intuitivo acotado-finito/no acotado-infinito. Como se puede apreciar, apenas un 7 % de los
alumnos explican la respuesta a partir de razonamientos donde estd presente la idea de
biyeccion.

40%
30%
20%
10% .
% . B
"Porque ambos son "Porque no estan Argumento basado en la Sin justificar
infinitos" acotados" biyeccion

Figura 5.3. Justificaciones de que los conjuntos de P1 tienen la misma cantidad de elementos.

Por otro lado, la respuesta “N tiene mas elemento que T” viene justificada a través de que el
conjunto de los nimeros naturales contiene a todos los nimeros y el de los triangulares no,
mostrando el modelo intuitivo de inclusién. Por ultimo, la respuesta “no se puede determinar”,
estd ligado al modelo intuitivo de indefinicion.

item P6. En este item se presenta el infinito bajo el contexto de convergencia (Figura 5.4). De las
cuatro respuestas que conforman esta cuestidon la que mds presencia ha tenido ha sido “Crece
indefinidamente” (44 %), lo que deriva del pensamiento “siempre que esté sumando, la suma
crece sin parar”, lo que lleva al modelo intuitivo de divergencia. La segunda opcién mas escogida,
“se acerca indefinidamente a un nimero” (23 %), estd asociado a una concepcién potencial del
infinito. Y, por ultimo, se debe destacar el alto nimero de alumnos (19 %) que han escogido la
respuesta b, en la que se supone que los estudiantes han considerado el comportamiento de los
términos que componen la suma (Figura 5.5).

4 8 16 , ~ .
6- Dada la suma 3 + 2 +§+§+;+ .-+, su resultado, seglin vamos afiadiendo una nueva

fraccion es:

a. Crece indefinidamente

b. Decrece indefinidamente

c. Se acerca indefinidamente a un nimero
d. Otra respuesta. Indica cual.

Justifica tu respuesta

Figura 5.4. Enunciado item P6.
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50,00%
40,00%
30,00%
20,00% -
10,00% -
0.00% —
Crece Decrece Se acerca Otro NC
indefinidamente  indefinidamente indefinidamente a
un numero

Figura 5.5. Respuestas del item P6.

[tem P9. En este item también se trabaja con los conjuntos numéricos (Figura 5.6). En relacién a
la primera cuestion que presenta este item, cabe destacar que el 45 % de los alumnos es incapaz
de definir correctamente el comienzo y final de este intervalo, que el 35 % si es consciente de la
incapacidad de definir el nimero donde empieza el intervalo y que hay un alto tanto por cien de
alumnos que no contestan (14 %). En este sentido, muchos son los alumnos que afirman que el
intervalo comienza en -eo 0 2°000...1.

9- Considera el intervalo ]2, 5]:

A) ¢Podrias decir en qué numero comienza y termina el mismo? Explica tu respuesta.

B) ¢Dénde crees que hay mas nimeros reales, en el intervalo anterior o en el intervalo [2, 6]?
Justifica la respuesta.

Figura 5.6. Enunciado item P9.

En cuanto a la segunda cuestion, el 56 % de los estudiantes afirma que hay la misma cantidad
de nimeros en uno y otro conjunto, justificandolo la inmensa mayoria diciendo “porque los dos
intervalos tienen infinitos nimeros”, lo que lleva al modelo intuitivo de infinito = infinito. Por
otro lado, el 37 % afirma que “el intervalo [2, 6] contiene mas numeros que el ]2, 5] porque el
primero es mas grande”, ligado al modelo intuitivo de inclusidn (Figura 5.7).

60,00%
50,00%
40,00%
30,00%
20,00%
10,00%

0,00%

"Hay la misma cantidad de "El intervalo [2, 6] contiene mas NC
numeros " ndmeros que el ]2, 5]"

Figura 5.7. Respuestas al item P9.

item P11. Este item estd integrado dentro del contexto de operatividad (Figura 5.8). En este
sentido, este item muestra como uno de cada tres alumnos piensa que 0’9 < 1, lo que pone de
manifiesto que asocian al 0’9 una cantidad finita de nuevesy, por ello, muestra una concepcién
finitista. Por otra parte, la opcion 0’0 = 1 es la més escogida (60 %), mostrando una concepcién
actual del infinito (Figura 5.9).

11- Sefiala la respuesta verdadera. Justifica tu respuesta.
a.09<1
b.0'9 =1
c.09>1

Figura 5.8. Enunciado item P11.
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60,00%
50,00%
40,00%
30,00%
20,00%
10,00%

0,00%

—— S
0,9999...<1 0,9999...=1 0,9999..>1 NC

Figura 5.9. Respuestas al item P11.

5.2.1.2. Sistema de representacion: Geométrico
[tem 2. Este primer item encuadrado en este sistema de representacion trabaja el infinito desde
el contexto de conjuntos (Figura 5.10). En cuanto a las respuestas de los alumnos, se debe
destacar aquellas que muestran que los dos segmentos tienen la misma cantidad de elementos
(60 %) y que b tiene mas puntos que a (21 %), lo que se puede observar en la Figura 5.11.

2- i Cudl de los siguientes segmentos posee mas puntos? Explica tu respuesta.

A E

c D

®

Figura 5.10. Enunciado item P2.

60,00% -
50,00% -
40,00% -
30,00% -
20,00% -
10,00% -
0,00% -

La misma cantidad de b tiene mas puntos No se sabe Otro
elementos quea

Figura 5.11. Respuestas al item P2.

Con respecto a la segunda respuesta dada, cabe destacar que la totalidad de sus razonamientos
se deben a que b es mas grande que a, lo que conduce al modelo intuitivo de inclusion.

Por otro lado, dentro de la respuesta “La misma cantidad de elementos”, se debe destacar el
razonamiento “porque ambos tienen infinitos puntos”, pues contiene un 51 % del total de
respuestas, mostrando el papel principal en esta pregunta del modelo intuitivo de infinito =
infinito (Figura 5.12). No obstante, se debe destacar que 2 de los alumnos han contestado “por
la misma razén que en 1”, mostrando la importancia de la tarea de conexién en este tipo de
actividades.
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60,00%

50,00% -
40,00% -
30,00% -
20,00% -
10,00% -

0,00% - | I 4
"Porque ambos tienen "Porque ambos tienen "Por el mismo razonamiento
infinitos puntos" infinitos puntos, aunque el que en el item 1"
infinito de b es mas grande"

Figura 5.12. Justificaciones de que los segmentos de P2 tienen la misma cantidad de
elementos.

[tem P3. Esta cuestidn, que se engloba dentro del sistema de representacién geométrico, trabaja
el infinito bajo el contexto de los conjuntos (Figura 5.13).

3- Dado un cuadrado de 5 cm de lado, ¢donde hay mas puntos, en el interior del mismo o en
uno de sus lados? Justifica tu respuesta.

Figura 5.13. Enunciado del item P3.

Comparando los resultados con los del anterior item, se puede decir que el modelo infinito =
infinito, que viene representado por la respuesta “Ambos tienen los mismos puntos”, puesto
que la inmensa mayoria lo justifica diciendo que en ambos elementos hay infinitos puntos, ha
disminuido al 56 %. De esta forma, el modelo de inclusién, representado por la respuesta “El
cuadrado tiene mas puntos que el segmento”, cobra mayor importancia (26 %). Por ultimo,
sefialar que al igual que en el item 2, el modelo de indefinicién, representado por aquellos
alumnos que afirman que no se puede calcular o determinar, se muestra con un tanto por ciento
bastante bajo (5 %).

60,00%
50,00%
40,00%
30,00%
20,00% -
10,00%
0,00% — — _— _— !
Ambos tienen los  El cuadrado tiene No se puede Otro NC
mismo puntos  mds puntos que el  determinar, en
segmento ambos hay infinitos

Figura 5.14. Respuestas del item P3.

item P5. Esta cuestion, relativa al sistema de representaciéon geométrico, trabaja el infinito bajo
el contexto de convergencia (Figura 5.15).

5- Si tienes un conjunto de segmentos tal Explica tu respuesta

que el siguiente es la mitad del anteriory los
1m

unes, dcuanto medird el segmento

resultante?
a. No se puede calcular —
b. 3 metros ==
c. Infinito

d. 2 metros

Figura 5.15. Enunciado del item P5.
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En esta cuestién se observa de manera muy clara como el modelo de divergencia es el que mas
presente estd en los estudiantes, pues la respuesta “infinito” (74 %) predomina
significativamente sobre “2 metros” (12 %), que es la respuesta que representa una concepcion
actual del infinito (Figura 5.16).

80,00%

70,00%

60,00%

50,00%

40,00%

30,00%

20,00%

10,00%

ooy, R N— —
No se puede 3m infinito 2m NC

calcular

Figura 5.16. Respuestas al item P5.

ltem P7. En esta actividad, el infinito se presenta a partir de los contextos de convergencia y
divisibilidad (Figura 5.17). En la primera de las cuestiones predomina la respuesta “no tiene fin”
con un 91 %, lo que describe que los alumnos son conscientes de la presencia de un proceso
infinito (Figura 5.18).

7- Se tiene un tridngulo equildtero. En primer lugar se
unen los puntos medios de los lados de este tridangulo
formando un nuevo tridngulo equilatero y se colorea uno
de los tridangulos resultantes. Luego, realizamos la misma
tarea con el tridngulo central. Y asi sucesivamente.

A) ¢éTiene fin este proceso? Explica tu respuesta

B) ¢Como sera el area resultante?

a. Una cantidad finita

b. Una cantidad infinita

c. No se puede calcular
Justifica tu respuesta

Figura 5.17. Enunciado del item P7.

100,00%
80,00%
60,00%
40,00%
20,00%

0,00%

No Si NC
Figura 5.18. Respuestas a la primera cuestion del item P7.

En cuanto a la segunda de las cuestiones, se observa una clara tendencia del alumno hacia el
modelo de divergencia, pues la respuesta “Una cantidad infinita” viene representada por el 60
% de los alumnos, al igual que ocurre en el item 6 del cuestionario. No obstante, en este item la
respuesta “No se puede calcular”, que muestra el modelo intuitivo de indefinicidn, toma mayor
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importancia que “Una cantidad finita”, que muestra una concepcion actual del infinito derivada
del modelo acotado-finito (Figura 5.19).

70,00%

60,00%
50,00%
40,00%
30,00%
20,00%
0,00% |

Una cantidad finita Una cantidad infinita No se puede calcular NC

Figura 5.19. Respuestas a la segunda cuestion del item P7.

5.2.1.3. Sistema de representacion: Grdfico
item P8. Esta actividad, relativa al sistema de representacidn gréfico, presenta el infinito bajo el
contexto de operatividad (Figura 5.20). En este sentido, cabe destacar que la inmensa mayoria
de los alumnos afirman que la funcién no alcanzara el valor y=2 (84 %).

8- Describe que ocurre cuando la funcién toma valores muy grandes de x. ¢Alcanzara en algun
punto la funcién el valor y=27?

Figura 5.20. Enunciado del item P12.

De entre todas las justificaciones acerca de la respuesta citada, cabe destacar “porque la
asintota no se puede cruzar”, que es una concepcion errdnea de los estudiantes, y “se acercara
mucho pero nunca llegara a 2”, que muestra una nocién potencial del infinito como proceso
infinito sin fin (Figura 5.21).

40,00%
30,00% -
20,00% -
10,00% -
0,00% -
"Porque la asintota no se "Se acercara mucho pero Sin justificar
puede cruzar" nunca llegard al 2"

Figura 5.21. Justificacidn a la respuesta “no” del item P8.

item P10. Este otro item relativo a este sistema de representacién presenta el infinito bajo el
contexto de conjuntos (Figura 5.22).
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10- Observa la siguiente funcién cuadratica ;

y=x*+x+1. Si cogemos el tramo de curva
entre Ay B, ¢donde hay mds puntos, en el *
intervalo [1, 4] de la variable x o en el tramo
de curva AB? Explica tu respuesta.

0

0 1 2 3 4 5

Figura 5.22. Enunciado del item P10.

En esta actividad, la inmensa mayoria de los estudiantes han contestado que en ambas lineas
existe el mismo numero de puntos (79 %) y, dentro de la misma, cobra mucha mayor
importancia la justificacion “Porque ambas tienen infinitos puntos” (67 %), que representa el
modelo infinito = infinito, que la explicacidon a partir del concepto de funcién (5 %), que
determina una concepcidn actual del infinito (Figura 5.23).

80,00%
60,00% -
40,00% -
20,00% -
0,00% - —— t
"Porque los dos tienen "Por la definicion del Otro
infinitos puntos" concepto de funcién"

Figura 5.23. Justificacidn a la respuesta “en ambas hay los mismos puntos” del item P10.

5.2.1.4. Sistema de representacion: Verbal

ftem P4. En cuanto a este sistema de representacion, este primer item trabaja bajo el contexto
de divisibilidad (Figura 5.24).

4- Imaginate que tienes una hoja de papel. La divides en dos trozos iguales y te quedas con uno
de ellos. La parte con la que te has quedado la vuelves a dividir en dos partes iguales y te quedas
con una de ellas. Y asi sucesivamente. ¢Se podra repetir el proceso tantas veces como quiera?
Justifica tu respuesta.

Figura 5.24. Enunciado del item P4.

A la vista de la Figura 5.25, se puede observar como las respuestas “No, porque llegard un
momento que el papel serd muy pequefio y no se pueda dividir” y “Si matematicamente, pero
no fisicamente” obtienen entre ambas un 65 %, mostrando la gran importancia de la limitacién
fisica del problema en los alumnos. Por otro lado, el 28 % de los alumnos si afirma que se puede
hacer todas las veces que queramos, aceptando que se trata de un proceso infinito.

60,00%

50,00%
40,00%
30,00%
10,00%
0.00% ] —

Si, infinitas veces Si matematicamente, No, porque llegard un NC
pero no fisicamente momento que el papel
serd muy pequefio y no
se pueda dividir

Figura 5.25. Respuestas al item P4.
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[tem P12. En este item se ha estudiado el significado que posee la palabra infinito en los
alumnos, es decir, en un contexto de lenguaje (Figura 5.26). Observando la Figura 5.27, se puede
decir que las interpretaciones mas presentes en los estudiantes son “Sin fin”, “Interminable” o
“Sin limite”, que hacen referencia a la nocién potencial del infinito.

12- Escribe al menos 3 palabras, frases o expresiones que signifiquen lo mismo que infinito.

Figura 5.26. Enunciad del item P12.

50,00%
40,00%
30,00%

20,00%
o —
0,00%

Sin fin Interminable Sin imite Eterno

Figura 5.27. Respuestas al item P12.

[tem P13. En este Ultimo item se trabaja el infinito en el contexto de operatividad (Figura 5.28).
A través de este item se confirma que los alumnos no son conscientes de los distintos tamafios
de infinito matematico (70 %), lo que justifica en cierta manera el predominio en muchos de los
items del modelo infinito = infinito. Ademas, cabe destacar que de aquellos alumnos que dicen
que “si existen diferentes tamafos de infinito” (19 %), lo justifican diciendo “porque alguna vez
lo han oido en clase” (Figura 5.29).

13- ¢ Crees que existen diferentes tamafos de infinito? Si es asi, indica un ejemplo de cada uno
de ellos. En caso contrario, justifica tu respuesta.

Figura 5.28. Enunciado del item P13.

80,00%
70,00%
60,00%
50,00%
40,00%
30,00%
20,00%
10,00%

0,00%

No Si NC

Figura 5.29. Respuestas del item P13.

5.2.2. Cuestionario Final

5.2.2.1. Sistema de representacion: Numérico
item F1. El primer item que se presenta en este cuestionario relativo a este sistema de
representacion opera con el infinito en el contexto de conjuntos (Figura 5.30).

1- Imaginate que al conjunto de los niUmero naturales N={1, 2, 3, 4...} le quitamos un millén de
numeros.
a. éCudntos quedan? Explica tu respuesta.

b. ¢Qué conjunto de los siguientes tiene mas numeros? Razona tu respuesta
{1,2,3,4,5,..} 0 {1.000.001, 1.000.002, 1.000.003,...}

Figura 5.30. Enunciado del item F1.
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En cuanto a la primera de las cuestiones, cabe destacar el gran numero de estudiantes que
afirma que “quedan infinitos nimeros” (85 %), que responden al modelo no acotado-infinito,
frente al reducido nimero que dicen que “que queda una cantidad finita” (2 %), que se
corresponde con una nocidn finitista del infinito.

Por otro lado, la Figura 5.31 muestra los resultados de la segunda cuestién. En este cabe destacar
“Los mismos. Ambos tienen infinitos numeros”, que responde al modelo infinito = infinito.
Destacar también que el modelo de inclusidn, representado por “N tiene mds numeros”, y la
cantidad de alumnos que se basan en la biyeccidn es muy reducido en ambos casos (2 % y 4 %,
respectivamente).

50,00%
40,00%
30,00%
20,00%
H = —
0,00% — S—
Los mismos. N tiene mas Losdosigual Losdostienen  Los mismos Otro

Ambos tienen numeros infinitos justificado

inf. mediante

biyeccion.

Figura 5.31. Respuestas a la segunda cuestion del item F1.

[tem F6. Al igual que en el item anterior en este se muestra el concepto de infinito a través del
sistema de representacién numérico, pero en este caso se trabaja bajo el contexto de
convergencia (Figura 5.32).

1.1 1 , ~ 1
6- Dada la suma 2+ 1 +5+Z+§+ -+, su resultado, segln vamos afiadiendo una nueva

fraccion es:

a. Crece indefinidamente

b. Decrece indefinidamente

c. Se acerca indefinidamente a un nimero
d. Otra respuesta. Indica cual.

Justifica tu respuesta

Figura 5.32. Enunciado del item F6.

De este item cabe destacar la gran parte de alumnos que afirma que la suma “Se acerca a un
numero” (63 %), alejandose asi de la concepcidn del infinito bajo el modelo de divergencia, que
viene de la mano de las opciones a y b, que representan un 22 % de las respuestas
conjuntamente (Figura 5.33).

70,00%
60,00%
50,00%
40,00%
30,00%
20,00%
10,00%
oo N — — —
Crece Decrece Se acerca a un Otro
indefinidamente  indefinidamente numero

Figura 5.33. Respuestas al item F6.

item F9. Esta actividad trabaja el infinito bajo el contexto de conjuntos (Figura 5.34). En cuanto
a la primera cuestidn planteada, se debe destacar el alto tanto por cien de alumnos que no han
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definido correctamente los intervalos (52 %), donde muchos de ellos asocia el extremo del
intervalo abierto a +e° 0 20.999... (Figura 5.35).

9- Considera los intervalos [5, 10] y [1, 21):

a. ¢Podrias decir en qué numero comienza y acaba cada uno de los intervalos? Explica tu
respuesta

b. éPuedes representar estos dos intervalos en la recta real? ¢En qué intervalos crees que hay
mas numero reales? Justifica la respuesta

Figura 5.34. Enunciado del item F9.

60,00%
50,00%
40,00%
30,00%
20,00%
10,00%

0,00%

Bien definido Mal definido NC
Figura 5.35. Respuesta a la primera cuestion del item F9.

Por otro lado, en la Figura 5.36 se observa como en la segunda de las cuestiones un alto tanto
por ciento de alumnos ni siquiera han contestado (24 %), mientras que entre los que lo han
hecho predomina la respuesta “Los mismos en ambos” (43 %), justificado principalmente
“porque en ambos conjuntos hay infinitos nimeros”, por lo que puede ser asociado al modelo
infinito = infinito. Ademas, se debe destacar el bajo nimero de alumnos que actidan bajo el
modelo de inclusidn, relativo a la respuesta “En [1,21) hay mds que en [5, 10]” (11 %).

50,00%
40,00%
30,00%
20,00% .
10,00%
Los mismosen  En los dos infinitos En [1, 21) mds que No se puede NC
ambos en [5, 10] determinar

Figura 5.36. Respuesta a la segunda cuestién del item F9.

item F10. Este item es el Gltimo que hace referencia al sistema de representacién numérico, en
el que se presenta al infinito en el contexto de operatividad (Figura 5.37).

10- A) éExiste algiin nimero entre 2'9 y 3?

a. Si. Escribe uno

b. No. iPor qué?
B) ¢ Podrias calcular 2'9 4+ 1'5? En caso afirmativo calcula la suma, en caso negativo justifica tu
respuesta.

Figura 5.37. Enunciado del item F10.

En la primera cuestidn, cuyos resultados se reflejan en la Figura 5.38, se pone de manifiesto el
predominio de la nocidn infinitista (No) frente a la finitista (Si). Con relacion a estas respuestas,
cabe destacar que la gran mayoria que contesta “No” lo hace diciendo que “2'9 es igual a 3,
mientras que los que dicen que “Si”, escriben un nimero con una cantidad finita de nueves, por
ejemplo, 2’999.
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80,00%
70,00%
60,00%
50,00%
40,00%
30,00%
20,00%

10,00% — —
0,00% A T

Si No NC

Figura 5.38. Respuestas a la primera cuestion del item F10.

En lo que respecta a la segunda cuestidn, cabe destacar que uno de cada tres alumnos afirma
que “No es posible realizar la operacién”, justificdindolo mediante posturas potenciales como
“No se pueden sumar porque tienen infinitas cifras”, y que entre los que aseguran que “Si se
puede”, hay un 10 % mas de estudiantes que efectian mal el cdlculo que los que lo efectian
bien (Figura 5.39).

40,00%

30,00%

20,00%
0,00%

- Bien operado - Mal operado

Figura 5.39. Respuestas a la segunda cuestion del item F10.

5.2.2.2. Sistema de representacion: Geométrico
ftem F2. Esta tarea es la primera que presenta el concepto de infinito bajo un sistema de
representacion geométrico, trabajando en el contexto de conjuntos (Figura 5.40).

2- Compara las lineas a, b y c de la figura. ¢Cudl es
mas larga? ¢Cuadl de ellas contiene mds puntos?
Explica tu respuesta.

Figura 5.40. Enunciado del item F2.

En relacidn a las respuestas a este item, cabe destacar que predomina “c es mds larga y las tres
tienen los mismos puntos”, con un 48 %, frente a “Las tres son iguales y tienen los mismos
puntos”, con un 35 %. Lo sorprendente de estas respuestas es la poca diferencia entre ambas,
siendo la segunda de ellas incorrecta (Figura 5.41).
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60,00%
50,00%
40,00%
30,00%
20,00%
0,00% |
"cesmaslargaylastres '"Lastressonigualesy Otro NC
tienen los mismos tienen los mismos
puntos" puntos"

Figura 5.41. Respuestas al item F2.

Entre los que han contestado de la primera de las formas, cabe sefialar que en su justificacion
predomina la frase “Porque las tres tienen los mismos puntos”, lo que va unido al modelo infinito
= infinito, y que Unicamente 3 alumnos lo justifican a partir del concepto de biyeccién (Figura
5.42).

30,00%

20,00%
000% S

"Porque las tres tienen infinitos "Porque las tres tienen la misma Justificado mediante biyeccion
puntos" cantidad de puntos"

Figura 5.42. Justificacidn a la respuesta “c es mas larga y las tres tienen los mismos puntos” del
item F2.

ftem F4. Esta vez el concepto de infinito es presentado a partir del contexto de divisibilidad y
convergencia (Figura 5.43).

4- Observa la siguiente figura. En ella se muestra el proceso de dividir un segmento en dos partes
iguales, coger una de esas mitades y volverla a dividir y asi sucesivamente. Asi, los puntos M, N,
Oy P son los puntos medios de las segmentos AB, MB, NB y OB respectivamente.

A i
* ¥ ¥ ¥He——X

Si se sigue haciendo este proceso, écrees que es posible llegar a una situacién en la que el punto
medio coincida con el punto B? Justifica tu respuesta.

Figura 5.43. Enunciado del item F4.

Como se observa en las figuras 5.44 y 5.45, la gran parte del alumnado, representada por un 59
%, responde que “No es posible llegar a B”, mostrando una concepcion potencial del infinito
debido a justificaciones del tipo “Nunca llegard, aunque tiende a B” o “Porque el proceso es
infinito, no tiene fin”.

Por otro lado, el 20 % de los estudiantes adopta una concepcidn actual del infinito bajo la
respuesta “Si”, ya que dan el proceso por finalizado y los limites alcanzados.
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70,00%
60,00%

50,00%
40,00%
30,00%
20,00%
0,00% S s s
Si No NC

Figura 5.44. Respuestas al item F4.

30,00%
20,00%
- = B
0,00% —
Si, tiende a B Si (Otras razones) No, pero tiende a B No, es un proceso No (Otras razones)
infinito

Figura 5.45. Justificacidon de las respuestas al item F4.

ftem F7. Esta Gltima cuestidn correspondiente a este sistema de representacion trabaja el
infinito desde el contexto de convergencia (Figura 5.46).

7- éCudnto suman los didmetros de todos
los circulos de la siguiente figura si cada vez
son mds y mas pequenos?

a. No se puede calcular ¢Por qué? e
b. Una cantidad finita ¢ Cudl?

c. Una cantidad infinita é¢Por qué?
Explica tu respuesta

Figura 5.46. Enunciado del item F7.

En esta actividad se manifiesta el modelo de divergencia y el modelo acotado-finito casi por
igual. El primero de ellos viene de la mano de la respuesta “Una cantidad infinita”, que supera
por muy poco al nimero de alumnos que han respondido “Una cantidad finita”. Cabe destacar
que, en este caso, el modelo acotado-finito estd asociado a una nocién actual del infinito, puesto
que el alumno es capaz de dar por finalizado el proceso infinito que propone el problema. No
obstante, muy pocos de los alumnos actuales han sabido dar una respuesta correcta al problema
(Figura 5.47).

50,00%
40,00%
30,00%
20,00%
10,00%

O —_—

No se puede calcular Cantidad finita Cantidad infinita NC

Figura 5.47. Respuestas al item F7.
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5.2.2.3. Sistema de representacion: Grdfico

item F8. En cuanto al sistema de representacion grafico, en este cuestionario solo se tiene esta
actividad, la cual presenta al infinito bajo el contexto de operatividad (Figura 5.48).

8- Observa la siguiente funcién. ¢Alcanzara i
en algun punto la funcién el valor y=2?
Justifica tu respuesta

Figura 5.48. Enunciado del item F8.

Este item es realmente uno de los mas interesantes en la investigacidn, puesto que aqui se
observa como la gran mayoria de los alumnos se han quedado exclusivamente con la nocién
intuitiva de limite, asociado a la concepcidn potencial del infinito. Este pensamiento se ha
traducido en que mas del 90 % de los alumnos afirman que “la funcién nunca alcanzara el valor
y=2, pero que si tiende a ese valor”, es decir, asocian el concepto de limite a un proceso infinito
no acabado, sin fin (Figura 5.49).

100,00%
90,00%
80,00%
70,00%
60,00%
50,00%
40,00%
30,00%
20,00%
10,00%

0,00%

Si No Nc

Figura 5.49. Respuestas al item F8.

5.2.2.4. Sistema de representacion: Verbal
item F3. En este item se ha presentado el infinito a través del sistema de representacién verbal
y bajo los contextos de divisibilidad y convergencia (Figura 5.50).

3- Considera una cuerda que la divides por la mitad y te quedas con una de las partes. Esta la
vuelves a dividir y te quedas con una de las mitades.

a. éCudntas veces podemos repetir este proceso? Explica tu respuesta

b. ¢ Cuanto medird la cuerda al final del proceso? Justifica tu respuesta

Figura 5.50. Enunciado del item F3.

En cuanto a la primera de las cuestiones que presenta la tarea, cabe destacar que la inmensa
mayoria de los alumnos, casi el 90 %, es consciente de que se trata de un proceso infinito,
mientras que Unicamente un 7 % de alumnos manifiesta una actitud finitista ligada a una
limitacion fisica (Figura 5.51).
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100,00%
80,00%
60,00%
40,00%
20,00%

0,00%

Infinitas veces Una cantidad finita de veces NC
Figura 5.51. Respuestas a la primera cuestion del item F3.

Por otro lado, es menester citar que en la segunda de las cuestiones se han coleccionado
multitud de respuestas, entre las que cabe destacar “Tiende a 0”, representada por mds del 25
% de alumnos y que muestra una nocion potencial del infinito, y “Un punto”, “Una cantidad
finita” y “0”, que conjuntamente representan al 37 % de alumnos y muestran una concepcion
actual del infinito (Figura 5.52).

30,00%
20,00%
10,00% l .
— - — -
Tiendea 0 Un punto Infinito Una cantidad Otro
finita

Figura 5.52. Respuestas a la segunda cuestion del item F3.

ftem F5. En este caso se trata al infinito bajo el contexto de convergencia (Figura 5.53).

5- Si tienes un conjunto de segmentos tal que el siguiente es un tercio del anterior y los unes,
écuanto medira el segmento resultante?

a. No se puede calcular

b. Una cantidad finita

¢. Una cantidad infinita

Explica tu respuesta

Figura 5.53. Enunciado del item F5.

A la vista de la Figura 5.54, se puede afirmar que la mitad de los estudiantes son conscientes de
que se trata de un proceso infinito convergente, lo que deriva en una concepcién actual del
infinito. No obstante, sigue habiendo una importante parte de alumnos que acttan bajo el
modelo de divergencia (37 %), es decir, asocian un resultado infinito a la suma de una infinidad
de elementos.

60,00%
50,00%
40,00%
30,00%
20,00%
10,00%

0,00%

No se puede calcular Una cantidad finita Una cantidad infinita

Figura 5.54. Respuestas al item F5.
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[tem F11. Por Gltimo, en esta tarea se ha evaluado, a partir de cuatro cuestiones, el concepto de
infinito en el contexto linguistico (Figura 5.55).

11- Responde a las siguientes cuestiones de la forma mas sincera posible:

a. Explica si le resulta conocida la palabra infinito:

b. ¢Has utilizado la palabra infinito alguna vez? ¢Para qué?

c. Escribe al menos 3 palabras, frases o expresiones que se asocien con el infinito.
d. Describe con tus propias palabras el infinito

Figura 5.55. Enunciado del item F11.
Asi pues, las conclusiones mas interesantes derivadas de este item son:

- Practicamente todos los alumnos afirman que conocen el concepto de infinito (98 %).

- Mas del 80 % ha utilizado la palabra infinito, afirmando gran parte de ellos que lo ha
hecho en clase de matematicas.

- Las expresiones que mas asocian los estudiantes al infinito son: “Sin fin” (44 %),
“Interminable” (28%), “Inalcanzable” (14 %) e “Indefinible” (14 %).

50,00%
40,00%
30,00%

20,00%
0,00%

Sin fin Interminable Indefinible Inalcanzable

Figura 5.56. Respuestas al item F11.
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6.ANALISIS DE LOS RESULTADOS

Una vez analizadas las respuestas de cada uno de los items correspondientes a cada uno de los
cuestionarios de manera individualizada, este capitulo tiene como objetivo llevar a cabo un
analisis conjunto de cada uno de los cuestionarios y una comparacién de las conclusiones
extraidas de cada uno de ellos.

6.1. Cuestionario Previo

Para tratar de analizar los resultados obtenidos del primero de los cuestionarios se ha construido
la Tabla 6.1, donde se indica cada uno de los modelos intuitivos que se han presentado en cada
uno de los items. En este sentido, se indica con un 1 el modelo predominante, con un 2 al
segundo modelo con mayor presencia en las respuestas y asi sucesivamente. Cabe destacar que
en el caso que se repite el mismo nimero en “Potencial” y “Actual” se debe a que se esta
comparando una concepcion finitista frente a una infinitista.

Ademads, en esta tabla también se indica mediante diferentes colores el sistema de
representacién y el contexto en el que se trabaja el infinito en cada uno de los items.

item

Sistema de representacion | 1 [PRIEY SE 7 Ea
Contexto
Inclusion 2122 2| 2 Sin fin
Infinito = infinito 111)1 11 1 Interminable
Punto-marca Sin limite
Indefinicion 4 3 3 2 Eterno
% Divergencia 1|1
> | Acotado-finito
No acotado-infinito 3
Potencial 2 2|1 1 1
Actual 212 1(3|2 3
Finitista 1 2 2
Numeérico Conjuntos
Geométrico Convergencia
Grafico Operatividad
Verbal Divisibilidad

Lenguaje
Tabla 6.1. Resultados del cuestionario previo.

Analizando los items en los que se trabaja bajo el contexto de conjuntos, sea cual sea el sistema
de representacion, el modelo intuitivo predominante es el de infinito = infinito, puesto que la
mayoria de estudiantes asumen que dos conjuntos tienen la misma cantidad de elementos si en
ambos existen infinitos elementos, sin justificarlo a partir de una relacién de biyeccidn entre los
conjuntos y, por tanto, no siendo conscientes de que existen distintos tamafios de infinito. Este
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modelo, que pone de manifiesto el obstaculo de aprendizaje de “aplastamiento”, muestra una
concepcion potencial del infinito por parte de los estudiantes. Por otra parte, el segundo modelo
con mayor representacion es el de inclusién, que ademds de otorgar respuestas incorrectas,
determina una nocidn finitista del infinito.

Ademas, se ha de destacar que solamente en una de las actividades de este tipo, la P10, se
observa una concepcion actual del infinito, aunque tiene una representacién muy baja con
respecto a las dos mencionadas anteriormente. Esta respuesta se ve favorecida principalmente
por el sistema de representacioén utilizado, el grafico, donde el concepto de funcién, conocido y
comprendido por los estudiantes, es el factor determinante.

Centrando la atencidn ahora sobre aquellas tareas en las que se presenta el infinito bajo el
contexto de convergencia, cabe resaltar el modelo intuitivo de divergencia, pues la mayoria de
los alumnos tienen la creencia de que la suma de infinitos términos, tanto geométrica como
numeérica, resulta ser un valor infinito, siempre hay algo que afadir.

No obstante, el sistema de representacion si es determinante a la hora de identificar el segundo
modelo con mayor presencia en los alumnos. En este sentido, bajo el sistema de representacién
numeérico se observa una nocién potencial del infinito (item P6), mientras que en el geométrico
se observa una nocién actual del mismo (item P5 y P7), favorecido principalmente por la
limitacion fisica que induce dicho sistema y que conlleva a un modelo acotado-finito.

En cuanto a los resultados obtenidos de aquellos items en los que se trabaja la divisibilidad, cabe
sefialar que si tiene un papel especial el sistema de representacién. De este modo, si el sistema
de representacién en el que se muestra el concepto de infinito es el verbal y en él estd
involucrado una realidad fisica, entonces la nocién de infinito predominante es la finitista. Por
otra parte, la nocidn infinitista se presenta bajo el sistema de representacidn geométrico, pues
en este caso los alumnos si son conscientes de que se trata de un proceso infinito.

Otro de los contextos con que se ha trabajado en el cuestionario es la operatividad. Bajo este
contexto, se ha podido apreciar como los alumnos tienen una nocién infinitista y, dentro de la
misma, la gran mayoria se basa en la concepcidn potencial del infinito. En este sentido, en el
itme P8 casi todos los estudiantes afirman que nunca se llegard al valor 2, aunque tenderad a él,
lo que se traduce en un proceso infinito no completado.

Por ultimo, las dos ultimas tareas del cuestionario ayudan a confirmar los resultados
comentados en los parrafos anteriores. Por un lado, cabe destacar que la gran parte de los
alumnos asocian el infinito a “sin fin” o “interminable”, pensamientos que estan unidos a la idea
intuitiva y cotidiana del infinito. Por otra parte, el item P13 confirma la poca presencia en la
resolucién del cuestionario de la nocién actual, pues el numero de alumnos que afirma conocer
la existencia de distintos tamafios de infinito es muy reducido.

Concluyendo, en este cuestionario se observa el predominio de los modelos infinito = infinito y
de divergencia, que van ligados a la nocidn potencial del infinito, pues el primero de ellos pone
de manifiesta el desconocimiento de distintos tamafos de infinito y la segunda de ellas la idea
de infinito como proceso sin fin y no acabado.

6.2. Cuestionario Final

Al igual que para el cuestionario previo, para el final también se ha desarrollado una tabla en la
que se recogen los resultados mas relevantes derivados de la evaluacién de cada uno de los
items que se presentan en él (Tabla 6.2). En este sentido, cabe destacar que tanto la leyenda de
colores utilizada en esta tabla como la nomenclatura es la misma que se ha descrito en el
epigrafe anterior.
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item

Sistema de representacién

Contexto

b
Inclusion 313 2 Sin fin
1

Infinito = infinito 1 1 Interminable

Punto-marca Inalcanzable

Indefinicidn 3 3 Indefinible

Divergencia 2| 2

Modelo

Acotado-finito
No acotado-infinito 1 2

Potencial 112111 1

Actual 212(1)1]1]|2|1 2|2 1

Finitista 2 213|123

Tabla 6.2. Resultados cuestionario final.

Comenzando con aquellos items en los que se presenta la idea de infinito en el contexto de
conjuntos, cabe destacar que el modelo intuitivo con mayor representacién es el infinito =
infinito, pues la justificacion mds habitual en este tipo de tareas es “tienen los mismos numeros
porque los dos conjuntos o intervalos tienen infinitos”.

Ahora bien, a diferencia que en el cuestionario previo, se aprecia una mayor presencia de
alumnos que actua bajo una nocién actual del infinito que desde el modelo de inclusién, aunque
ambos contindan representando un tanto por ciento de alumnos muy reducido comparado con
el modelo infinito = infinito.

En segundo lugar se trata aquellas cuestiones que trabajan el concepto de infinito bajo el
contexto de convergencia. En este sentido, cabe destacar que ahora predominan las nociones
potencial y actual por encima del modelo de divergencia. Analizando mas en profundidad estos
resultados, se ha de sefialar que la nocidn potencial estd mas presente junto al sistema de
representacién geométrico y la nocidn actual junto al verbal. Ademas, se debe afiadir que el
numero de alumnos con una nocidn finitista es en esta ocasion muy reducido.

Si ahora se fija la atencion sobre aquellas actividades en las que aparece el contexto de
operatividad, se debe destacar que predomina la nocién infinitista de los estudiantes frente a la
finitista. Dentro de esta nocidn infinitista, también se ha de sefialar que la mayor parte de los
alumnos presentan una concepcién potencial del infinito, pues solamente se deben consultar
los resultados del item 8, donde se observa como alrededor del 90 % de los alumnos interpretan
el concepto de limite como un proceso no terminado, ligado a la nocidn intuitiva y cotidiana del
infinito.

Estos resultados pueden ser explicados entendiendo que durante el aprendizaje del concepto
de limite los alumnos han asociado dicho concepto a la idea intuitiva de acercarse a un punto
tanto como se quiera y estaran tan cerca del limite como ellos quieran. No se ha sabido
transmitir a los alumnos que el limite de una funcién en un punto es un proceso acabado, con
los limites alcanzados, lo que va ligado a una nocién actual del mismo. Las grandes dificultades
y obstaculos que presenta la ensefianza de este concepto hacen que los profesores adapten el
tema a las capacidades de los alumnos y, con ello, ni siquiera se realice una definicién formal del
concepto que ayudaria a establecer esa conexién perdida con el infinito actual. Todo ello deriva,
sobretodo en alumnos de esta rama de bachiller, en una concepcién potencial del infinito
derivado de la nocién intuitiva del concepto.
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Por otro lado, también se ha estudiado el infinito a través del concepto de divisibilidad. En este
caso, se debe sefalar que predomina la nocién infinitista sobre la finitista, pero al igual que en
lo relativo al contexto de operatividad, sigue predominando la concepcion potencial sobre la
actual.

Al evaluar el concepto de infinito bajo el contexto linglistico, se observa que los alumnos siguen
estando influenciados por la idea intuitiva del concepto, pues practicamente ninguno de ellos
ha cambiado su manera de definir el infinito, es decir, siguen admitiendo que infinito es “Sin fin”
o “Interminable”. Esto reafirma los resultados obtenidos en el cuestionario, pues la mayoria de
los estudiantes continla teniendo una nocién potencial del infinito, nocidn ligada a un proceso
gue no acaba y no alcanza el limite. Ademas, se pone de manifiesto la dificultad de modificar
ese conocimiento erréneo que los estudiantes tienen acerca del concepto de infinito, pues el
infinito matematico va mucho mas alla de la propia idea intuitiva.

Como conclusién, se puede decir que en el cuestionario final también predomina el modelo
infinito = infinito en aquellos items donde se estudia el concepto bajo el contexto de conjuntos.
Ademads, se ha observado que las respuestas ligadas a la nocidn actual del concepto se han
incrementado, pero no lo suficiente para contrarrestar la gran presencia de la nocién potencial
del mismo. Por Ultimo, destacar el decremento en las respuestas de los modelos de divergencia
y la nocién finitista del infinito, que en este cuestionario se muestran en reducidos tantos por
cien.

6.3. Discusion de los resultados

Tras haber analizado en los anteriores epigrafes la concepcidn del infinito en los estudiantes
antes y después de estudiar el concepto de limite, en este se trata de evaluar si el aprendizaje
de esa unidad did4ctica ha determinado o ha supuesto cambios importantes en esa concepcion.

Como se ha comentado anteriormente, en el cuestionario previo se ha observado el predominio
de los modelos infinito = infinito y de divergencia, que describen una concepcidn potencial del
infinito, lo que pone de manifiesto la gran influencia de la idea intuitiva del concepto.

La metodologia que se llevé a cabo para el desarrollo de la unidad didactica relativa a limites fue
la presentada en el epigrafe 2.3.5.. Asi, se esperaba que los resultados anteriores se modificaran
de tal forma que ahora predominase la nocién actual del infinito, ya que durante todo el proceso
de ensefianza se hizo hincapié en que el cdlculo de un limite es un proceso acabado y, ademas,
se facilité y desarrollé la realizacidon de la tarea de conexion entre los contextos numérico,
grafico y geométrico.

Pues bien, una vez evaluados los resultados obtenidos del uUltimo cuestionario se ha podido
concluir que todavia sigue predominando la nocién potencial sobre la actual y que, ademas, el
modelo infinito = infinito sigue teniendo una importancia vital sobre todo cuando se trabaja el
concepto de infinito bajo el contexto de conjuntos. Ademas, la ultima pregunta referente al
contexto lingistico refuerza todavia mds si cabe este hecho, pues los alumnos expresan el
infinito de la misma forma antes y después del estudio del tema relativo a limites (Figura 6.1).
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Figura 6.1. Concepcién previa y final del infinito de los estudiantes.

No obstante, se ha apreciado un aumento significativo de la concepcién actual del concepto y,
ademas, el modelo de divergencia, que tenia tanta relevancia antes del estudio de la unidad
didactica mencionada anteriormente, ha pasado a un segundo plano (Figura 6.2). También es
conveniente resaltar que las respuestas de tipo finitista se han visto reducidas de tal forma que
la gran mayoria de los alumnos era consciente de los procesos infinitos que se trataban en los
distintos items.
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Figura 6.2. Modelos intuitivos del infinito en los cuestionarios previo y final.

Otra de las conclusiones importantes extraidas del analisis de los resultados obtenidos es que
se ha podido verificar la hipdtesis de que la concepcidn del infinito no es absoluta, es decir, sino
que la concepciéon que un alumno tiene acerca del concepto depende en gran medida del
sistema de representacion en el que se presenta y, también, del contexto en el que se trabaja el
concepto.

Ademas, cabe destacar que la mayoria de los alumnos no han sido capaces de realizar la tarea
de conexidn, es decir, no han sido capaces de relacionar aquellos items que presentados bajo
diferentes sistemas de representacion manejaban la misma idea de infinito. Esto es lo que ha
Ilevado a gran parte del alumnado a respuestas incoherentes, pues algunos contestaban a
ciertas preguntas bajo una nocidn finitista y a otras bajo una infinitista y en el fondo las
preguntas manejaban el infinito bajo un mismo contexto.

Por ultimo, aunque no es objeto del trabajo un analisis individual de los alumnos, se quiere
destacar los resultados de dos de los alumnos, pues han sido capaces de llevar a cabo tareas de
conexién y proponer razonamientos constantemente ligados a la nocion actual del infinito, lo
que les ha llevado a una linea coherente y consistente en sus respuestas. Esto pone de
manifiesto la ventaja que presenta llevar a cabo tareas de conexidén a la hora de enfrentarse al
estudio de un concepto bajo distintos contextos.
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7.CONCLUSIONES

Lo primero que se debe destacar es que el desarrollo del trabajo ha permitido llevar a cabo el
objetivo principal del mismo, pues los cuestionarios disefiados acerca del concepto de infinito
han permitido evaluar de una manera correcta y adecuada la concepcién que tienen los
estudiantes de CCSSHH antes y después del estudio de la unidad didactica relativa al concepto
de limites.

Para ello, ha sido fundamental el estudio del capitulo 2 relativo a los antecedentes, donde se ha
evaluado el concepto de infinito, el concepto de limite y la didactica de este ultimo. Fruto de
este estudio se ha podido observar lo complejo y dificil que es tanto el aprendizaje como la
ensefianza del infinito, dificultades principalmente derivadas de la percepcidn intuitiva que
reside en nuestra mente y la poca referencia que se hace de este concepto en el curriculum.
Ademas, se ha identificado que el concepto de infinito es primordial para el aprendizaje y
ensefianza de multitud de conceptos relacionados con el cadlculo matematico, sin embargo la
construccién del concepto no se propone en el curriculum y, consecuentemente, no se llevaala
practica en las aulas de matemdticas.

Por otro lado, también se han identificado las dificultades y obstaculos en lo que respecta a la
ensefianza y aprendizaje de limite. En este caso, se ha podido observar como muchos de estos
obstdculos residen en la concepcidn del propio infinito. Ademas, al evaluar las distintas unidades
didacticas relativas a la ensefianza de limites, se ha identificado la distancia cada vez mayor que
hay entre la ensefianza formal del concepto y la ensefianza real. En este sentido, la mayoria de
los profesores optan por llegar a formalizar el concepto iniciando su construccion a partir de la
idea intuitiva de limite, pero ya casi ninguno de ellos entra en la definicién formal épsilon-delta
debido a la dificultad y extrafieza que resulta en los alumnos. De ahi deriva que el alumno se
quede con la nocidn intuitiva y, con ello, con la concepcidn potencial del infinito.

Todos estos aspectos del capitulo 2, que eran imprescindibles para el desarrollo del trabajo,
permitieron definir el marco tedrico de la investigacién. En este sentido, cabe destacar el
esquema conceptual que se situa al final del capitulo 3 de este estudio, donde se define las dos
concepciones matematicas del infinito (potencial y actual), los obstaculos y dificultades del
aprendizaje y ensefanza del infinito, la presencia de este mismo concepto en el curriculum, los
diferentes sistemas de representacion en los que se puede presentar el infinito, los modelos
intuitivos utilizados para el andlisis de los cuestionarios evaluados en la investigacion y las
concepciones generales del infinito que pueden llegar a tener los alumnos (potencial, actual y
finitista).

Ademas, el analisis del capitulo de Antecedentes también ha tenido un papel fundamental en el
disefio de los cuestionarios con los que se ha evaluado la concepcidn del infinito, para el analisis
de estos y para determinar las hipodtesis de la investigacion.

En cuanto a los resultados mds interesantes de la investigacidn, cabe resaltar la confirmacién de
cada una de las hipétesis del estudio.

En primer lugar, se ha identificado que en los alumnos reside una concepcién potencial del
infinito derivada principalmente de la idea intuitiva del infinito que reside en las personas por el
uso cotidiano que se le da al concepto, lo que se ha visto reflejado en el primero de los
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cuestionarios a partir del predominio del modelo infinito = infinito y del modelo de divergencia.
Con respecto a esta observacion, se ha de decir que corrobora las conclusiones de muchas de
las investigaciones que se han incorporado al marco tedrico de la investigacion.

Asimismo, aunque en los resultados derivados del segundo cuestionario todavia predominaba
la nocién potencial del infinito, la concepcidn actual se ha visto fuertemente favorecida por el
estudio de la unidad didactica, puesto que el tanto por ciento relativo a esta concepcion se ha
visto incrementado en detrimento del modelo de divergencia y las posturas finitistas, que han
pasado a un segundo plano.

Otra de las conclusiones mds interesantes del estudio hace referencia a los sistemas de
representacién en los que se puede presentar el concepto de infinito. En este sentido, se ha
observado como dependiendo del sistema un alumno puede actuar bajo una concepcidn u otra
del infinito, aunque en el fondo se esté tratando el concepto bajo un mismo contexto, es decir,
se trabaje sobre una misma idea de infinito. Asi pues, se puede confirmar que la concepcién que
un alumno tiene sobre el infinito no es fija, sino que dependera del sistema de representacién e
incluso del contexto bajo el cual se presente. Esto se ha traducido en los estudiantes a través de
incoherencias en sus respuestas, puesto que bajo una misma idea de infinito se encontraban
respuestas que no tenian nada que ver unas con otras.

Por otro lado, cabe resaltar el reducido nimero de alumnos que ha realizado tareas de conexion,
es decir, estudiantes que han sabido relacionar unos items con otros porque en ellos se trabaja
la misma idea de infinito. No obstante, dos de los alumnos han puesto de manifiesto la gran
utilidad que conlleva realizar este tipo de tareas, pues en ambos se ha observado una linea
coherente, es decir, han sido capaces de trabajar con la misma concepcidn del infinito en
practicamente todos los items que se han presentado, conclusion a la que también llegaron
Garbin y Azcarate (2001). En referencia a estos alumnos, se debe destacar también que son dos
alumnos que utilizan la biyeccién en gran parte de sus razonamientos, lo que va ligado a una
concepcion actual del infinito.

En resumen, el concepto de infinito es un concepto con una complejidad y dificultades en su
aprendizaje enormes que deberia tener hueco en el curriculum de secundaria y bachillerato,
pues de él depende en gran medida el aprendizaje del calculo matemadtico. Para que el
aprendizaje de este concepto sea significativo, no basta con el estudio de la unidad didactica
relativa a limites, donde Unicamente se ve el concepto de infinito de manera superficial, pues la
modificacion de la concepcidn del infinito en la mente de los estudiantes requiere de un proceso
mas largo y profundo del que ahora mismo se contempla en las escuelas.

Por tanto, como muchos de los autores consultados, cabe destacar que la nocién actual del
infinito matematico no es intuitiva, y mucho menos puede ser aprendida por la experiencia
sensible, sino que se requiere de contextos educativos que favorezcan la reflexion matematica
a través de intervenciones de ensefianza especificas y sostenidas.

Por ultimo, es necesario destacar que aunque este trabajo ha permitido determinar las
concepciones de los alumnos de 12 de Bachiller de CCSSHH de un instituto concertado de
Valencia, no debe hacerse una extrapolacidon al resto de estudiantes de estas mismas
caracteristicas, pues los resultados obtenidos pueden estar fuertemente influenciados por la
ensefianza del propio instituto y podria darse el caso de que otro instituto de este misma ciudad
arrojase resultados muy dispares a los obtenidos.
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1.CUESTIONARIO PREVIO

Nombre y apellidos

Curso Grupo Edad Sexo Hombre/Mujer

¢Qué matematicas cursaste en 42 ESO? | A/B | éQué nota obtuviste en 42 ESO?

éHas estudiado el concepto de ¢Y el concepto de sucesion o
e SI/NO . SI/NO
limite? progresion?

1- Tenemos dos conjuntos de nimeros, los naturales N={1, 2, 3, 4, 5, 6...} y los triangulares

T={1, 3, 6, 10, 15, 21...}. ¢ Cudl de los dos conjuntos crees que tendrd mas nimeros? Explica
tu respuesta.

¢Cudl de los siguientes segmentos posee mas puntos? Explica tu respuesta.

2

[ ]
L)

Dado un cuadrado de 5 cm de lado, édédnde hay mds puntos, en el interior del mismo o en
uno de sus lados? Justifica tu respuesta.

Imaginate que tienes una hoja de papel. La divides en dos trozos iguales y te quedas con
uno de ellos. La parte con la que te has quedado la vuelves a dividir en dos partes iguales y
te quedas con una de ellas. Y asi sucesivamente. {Qué obtendras al final? Justifica tu

respuesta.
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1m

5- Si tienes un conjunto de segmentos tal

que el siguiente es la mitad del anterior
y los unes, écuanto medira el segmento —
resultante?

a. Nose puede calcular
b. 3 metros

c. Infinito

d. 2 metros

Explica tu respuesta.

4 8 16 , .
6- Dadalasuma 3+ 2+ 3 + 5 + s + --+, su resultado, segln vamos afadiendo una nueva

fraccion es:

Crece indefinidamente

Decrece indefinidamente

Se acerca indefinidamente a un nimero

a 0 T o

Otra respuesta. Indica cual.
Justifica tu respuesta

7- Setiene un tridngulo equildtero. En primer lugar se unen los puntos medios de los lados de

este tridngulo formando un nuevo tridngulo
equildtero y se colorea uno de los tridngulos
resultantes. Luego, realizamos la misma tarea
con el triangulo central. Y asi sucesivamente.

A) (Tiene fin este proceso? Explica tu

respuesta.

B) ¢Como sera el area resultante?
a. Una cantidad finita
b. Una cantidad infinita

c. Nose puede calcular
Justifica tu respuesta.
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8- Describe que ocurre cuando la funciéon
toma valores muy grandes de x.
¢Alcanzard en algun punto la funcién el ol
valor y=2? Explica tu respuesta.

9- Considera el intervalo ]2, 5]:
A) ¢Podrias decir en qué numero comienza y termina el mismo? Explica tu respuesta.

B) ¢Ddnde crees que hay mas numeros reales, en el intervalo anterior o en el intervalo [2,
6]? Justifica la respuesta.

10- Observa la siguiente funcidn cuadrdtica 1 B
y=x*+x+1. Si cogemos el tramo de curva entre 20
Ay B, ¢donde hay mas puntos, en el intervalo
[1, 4] de la variable x o en el tramo de curva 15+
AB? Explica tu respuesta.

-9
iy

11- Sefala la respuesta verdadera. Justifica tu respuesta.

a. 09<1
b. 00=1
c. 09>1
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12- Escribe al menos 3 palabras, frases o expresiones que signifiquen lo mismo que infinito.

13- iCrees que existen diferentes tamafios de infinito? Si es asi, indica un ejemplo de cada uno
de ellos. En caso contrario, justifica tu respuesta.

4 - ANEXO | - CUESTIONARIOS



“CONCEPCIONES DEL INFINITO EN ESTUDIANTES DE 12 DE BACHILLERATO”

2.CUESTIONARIO FINAL

Nombre y apellidos

Curso Grupo Edad Sexo Hombre/Mujer
¢Qué matematicas cursaste en 42 A/B ¢Qué nota obtuviste en 42
ESO? ESO?
éHas estudiado el concepto de ¢Y el concepto de sucesion o
L. SI/NO .. SI/NO
limite? progresion?
PRI PRI
Nivel educativo del padre SEC Nivel educativo de la madre SEC
UNI UNI

1- Imaginate que al conjunto de los nimero naturales N={1, 2, 3, 4...} le quitamos un millén
de numeros.
a. ¢Cudntos quedan? Explica tu respuesta.

b. ¢Qué conjunto de los siguientes tiene mas nimeros? Razona tu respuesta.
{1,2,3,4,5,..} 0 {1.000.001, 1.000.002, 1.000.003,...}

2- Compara las lineas a, b y c de la figura. ¢Cudl es mas larga? éCudl de ellas contiene mas
puntos? Explica tu respuesta.
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3- Considera una cuerda que la divides por la mitad y te quedas con una de las partes. Esta la
vuelves a dividir y te quedas con una de las mitades. ¢ Cuantas veces podemos repetir este
proceso? Explica tu respuesta.

¢Cudnto medira la cuerda al final del proceso? Justifica tu respuesta.

4- Observa la siguiente figura. En ella se muestra el proceso de dividir un segmento en dos
partes iguales, coger una de esas mitades y volverla a dividir y asi sucesivamente. Asi, los
puntos M, N, O y P son los puntos medios de las segmentos AB, MB, NB y OB
respectivamente.

A M N 0 B
\ Al AL L) s
P Lay 7% 7% o

Si se sigue haciendo este proceso, icrees que es posible llegar a una situacion en la que el
punto medio coincida con el punto B? Justifica tu respuesta.

5- Sitienes un conjunto de segmentos tal que el siguiente es un tercio del anterior y los unes,
écuanto medira el segmento resultante?
a. No se puede calcular
b. Una cantidad finita
c. Una cantidad infinita
Explica tu respuesta.
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1,1 1 , .
6- Dadalasuma 2+1 +5+Z+5+ -++, su resultado, seglin vamos afiadiendo una nueva

fraccion es:

Crece indefinidamente

Decrece indefinidamente

Se acerca indefinidamente a un nimero

Qa 0 T o

Otra respuesta. Indica cual.
Justifica tu respuesta.

7-
y mds pequefios?
a. Nose puede calcular ¢Por qué?

b. Una cantidad finita ¢Cudl?

c. Una cantidad infinita ¢ Por qué?

Explica tu respuesta.

8- Observa la siguiente funcidn. ¢Alcanzard
en algln punto la funcién el valor y=2?

Justifica tu respuesta.

¢Cudnto suman los diametros de todos los circulos de la siguiente figura si cada vez son mds

. T r———

20 30 35
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9- Considera los intervalos [5, 10] y [1, 21):
a. ¢Podrias decir en qué nimero comienza y acaba cada uno de los intervalos?
Explica tu respuesta.

b. ¢Puedes representar estos dos intervalos en la recta real? ¢En qué intervalos crees que
hay mds numero reales? Justifica la respuesta.

10- ¢Existe alguin nimero entre 2'9 y 3?
a. Si. Escribe uno
b. No. ¢Por qué?

¢Podrias calcular 2'9 + 1'5? En caso afirmativo calcula la suma, en caso negativo justifica
tu respuesta.

11- Responde a las siguientes cuestiones de la forma mds sincera posible:
a. Explicasile resulta conocida la palabra infinito:

b. ¢Has utilizado la palabra infinito alguna vez? ¢Para qué?

c. Escribe al menos 3 palabras, frases o expresiones que se asocien con el infinito.

d. Describe con tus propias palabras el infinito
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