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Este trabajo de investigacion pretende ser una contribucién dentro del campo
de la optimizacién dinimica y, méds concretamente, dentro de la teoria del control
éptimo cuando el tiempo se toma como variable discreta. Se persigue también
realizar alguna aportacién en la modelizacién y resolucién de problemas de tipo

econémico y financiero mediante la aplicacién de éstos métodos matematicos.

La importancia del entorno dindmico en el que se mueve la economia es
evidente, de ahi la necesidad de incorporar al anilisis econdmico instrumentos
matematicos que permitan relacionar variables y modelizar comportamientos desde
un punto de vista dindmico. La ventaja del andlisis dindmico sobre el estdtico deriva
de la presencia de una variable mis en el problema, el tiempo, lo cual permite
encontrar soluciones mejores ya que se tiene en cuenta cémo pueden afectar las
decisiones de hoy al mafiana y en el anilisis del presente se consideran las
situaciones previstas en el futuro. De esta manera, la decisién tomada se compone

de decisiones a lo largo del tiempo.

En el anilisis econdmico dindmico, al igual que en el anilisis estitico, se ha
venido utilizando instrumental matemdtico de una forma bastante habitual. Las
ecuaciones dindmicas son el elemento matematico basico porque con ellas se recoge
el comportamiento de las variables en el tiempo. La conjuncién del anélisis dindmico
con la optimizacién matemdtica permite hablar de optimizacién dinidmica cuya
aplicabilidad a la economia responde al objetivo de repartir recursos escasos entre

usos alternativos en un entorno de interrelaciones dinidmicas entre las variables.

Los problemas susceptibles de resolverse a través de la optimizacién dindmica
son diversos y, entre ellos, destaca el problema de control éptimo. Este problema
se caracteriza por incluir variables de decision (de control) que afectan, a través de
la ecuaciones dindmicas, a otras variables (de estado) y cuyos valores se eligen de
forma que optimicen algin funcional objetivo. Tales problemas admiten distintos
métodos de resolucion siendo la llamada teoria del control éptimo el mds especifico

de ellos, aunque también destaca uno mas general: la programacién dindmica.
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El anilisis dinimico en tiempo discreto ha ido histéricamente por detrds del
anilisis en tiempo continuo debido a que requiere un uso mis complejo de
formulaciones matemadticas de tipo analitico. En el dmbito de la teoria del control
6ptimo se puede citar a Boltyanskii (1978) como el intento més sélido de presentar
una teoria en tiempo discreto paralela a la del tiempo continuo desarrollada 20 afios
antes. No obstante, creemos que es necesario un esfuerzo de esquematizacién y
homogeneizacién para clarificar las semejanzas y diferencias de esta teoria con otras
ya conocidas, sobre todo para aquél que, como nosotros, hace uso de la teoria del

control 6ptimo discreto con fines aplicados.

El objetivo de este trabajo es doble. A nivel tedrico, se pretende resaltar los
aspectos principales de la teoria del control 6ptimo en tiempo discreto de manera que
resulte un instrumento matematico asequible para el estudio de problemas financieros
y econdmicos. A nivel aplicado, se persigue el estudio de problemas de tipo
financiero relacionados con las pensiones de jubilacién a través de su modelizacién .
y posterior resolucién utilizando la teoria del control 6ptimo discreto. De esta
manera, se completa el objetivo planteado a nivel tedrico en la medida que se
demuestra la utilidad del control éptimo discreto en el 4mbito de las aplicaciones

econdmicas.

Los contenidos de este trabajo estdn organizados en seis capitulos. Los cuatro
primeros incluyen principalmente material de tipo tedrico y los dos ultimos
desarrollan modelos matematicos concretos para cubrir el objetivo planteado a nivel

aplicado.

En la parte teérica no se ha pretendido realizar un manual de la teoria del
control 6ptimo en tiempo discreto, sino que se ha recogido aquellos aspectos mds
relevantes para presentar las formulaciones propias de este método matematico de
una forma clara, al mismo tiempo que rigurosa, con el objetivo de que sirvan de
base para su uso posterior a nivel aplicado. Lo més destacado de esta parte es la
clarificacién de las interrelaciones que se dan entre los dos enfoques que existen para

abordar el problema, todo ello sintetizado a través de esquemas comprensibles que
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esperamos sean de utilidad. En cambio, se ha evitado profundizar en los aspectos
tedricos no fundamentales para no recargar la exposicién y, sobre todo, pensando

en cubrir el objetivo planteado a nivel aplicado.

El primer capitulo inserta la teoria del control ptimo en tiempo discreto en
el dmbito més general de la optimizacién dindmica, destacando la interrelacién con
el cilculo de variaciones y la programacién dindmica. En este primer capitulo se
analizan, ademds, las distintas alternativas para enunciar el problema, tanto a nivel

de funcién objetivo como de restricciones y de sistema dindmico.

El capitulo segundo constituye la parte principal a nivel tedrico. Partiendo del
enunciado del problema recogido en el capitulo anterior se desarrollan las dos vias
de enfocar la obtencién de las condiciones de 6ptimo del problema: a través de la
programacién no lineal y a través del principio del maximo. La interrelacién entre
ambas vias para un enunciado simplificado del problema queda totalmente
demostrada en uno de los teoremas del capitulo, constituyendo una de las principales

aportaciones en el dmbito tedrico.

La metodologia seguida al enunciar y demostrar los teoremas aplicables al
problema de control éptimo discreto ha consistido en tomar como punto de
referencia los teoremas equivalentes en programacién no lineal y realizar
postefiérmente las identificaciones correspondientes entre ambos tipos de problemas.
De esta manera, y sin perder rigurosidad, no ha sido necesario realizar largas
demostraciones matematicas en la medida que dichas demostraciones descansan sobre
otras ya conocidas en programacién no lineal y de ficil consulta en cualquier

manual.

En el capitulo tres se exponen aspectos complementarios relacionados con €l
nicleo de la teoria que se ha desarrollado en el capitulo dos. Se estudian conceptos
como la existencia de solucién, las condiciones de suficiencia, la estabilidad y
sensibilidad de la solucién 6ptima y la ampliacién de la teoria al campo estocastico.

El nivel de profundizacién en estos aspectos secundarios no es excesivo pero
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creemos que resulta interesante incluirlos para tener un conocimiento mas amp'io de
las posibilidades de este instrumento matematico. La lista de extensiones de la eoria
del control éptimo discreto no se cierra con las que se incluyen en este capitulo y,

en todo caso, siempre habra que esperar nuevas aportaciones tedricas en el futuro.

El cuarto capitulo estudia de forma algo mas especifica las peculiaridades de
dos tipos de problemas: los lineales y los lineales-cuadriticos. Su estudio por
separado se justifica de cara a las aplicaciones que se desarrollan ﬁosteriom:cnte,
puesto que en ellas aparecen modelos que responden a la estructura lineal y Ineal-
cuadritica. La segunda parte del capitulo conecta la teoria con la prictica al
centrarse en los métodos de resolucion del problema y, en especial, en los mé&odos
numéricos dada la limitacion que suele aparecer al intentar la resolucién analitica.
La investigacién en el campo de los métodos numéricos de resolucién es,
posiblemente, la que ofrece un mayor dinamismo en la actualidad. En este capitulo
dedicaremos una parte a comentar los métodos numéricos mds utilizadcs en
programacién no lineal y se hard una breve referencia a los todavia incipentes

métodos numéricos especificos para el problema de control éptimo discreto.

La parte aplicada consta de dos capitulos en los que se desarrollan aspectos
financieros relacionados con las pensiones de jubilacién, siempre desde un purto de
vista dinimico como corresponde al instrumento matematico que se va a utilizar. Los
objetivos de los modelos que se plantean son diversos. En unos, no interesa tanto
los resultados que se obtienen sino la validez del método matemdtico utilizado y la
resolucién analitica de las condiciones de 6ptimo. En otros modelos, ademds, los

resultados concretos alcanzados son novedosos y revisten cierta importancia.

Nuestro interés por las pensiones de jubilacién es un reflejo de la
preocupacién més general que se observa en el conjunto de la sociedad, donde la
discusién acerca del sistema privado y publico de pensiones estd de permanente
actualidad. Esta motivacién no sélo estd presente en el campo cientifico sino que se
extiende, pricticamente, a todos los dmbitos sociales. Estas observaciones son

igualmente aplicables a la mayoria de los paises de nuestro entorno.
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en uno de sus aspectos. En concreto, se pretende determinar a través de qué
instrumento canalizar el ahorro con vistas a la jubilacién dadas las caracteristicas
fiscales de las distintas alternativas existentes. Los resultados que se obtienen en esta
aplicacién no son nuevos dado que las relaciones que aparecen al solucionar el
modelo se pueden conseguir’tambiéh a través de ecuaciones de equilibrio financiero
sin utilizar modelos de optimizacién. La novedad que aporta la aplicacién estd, por
tanto, en el instrumento matemdtico utilizado, es decir, en el uso de la teoria del
control 6ptimo en tiempo discreto. En la medida que los resultados son los ya
conocidos, esta aplicacién sirve para darles mayor consistencia a la vez que se

observa la coherencia del modelo y del instrumental matemadtico utilizado.

En el capitulo sexto se desarrolla una aplicacién referida a la parte piblica
de las pensiones de jubilacién. En este caso, no s6lo destacamos la aplicabilidad del
instrumental matematico sino también los resultados obtenidos, en la medida que
aportan elementos nuevos en el campo de la viabilidad futura del sistema piiblico de
pensiones. El contenido de esta aplicacién intenta ser una aportacién al esfuerzo
intelectual que se estd produciendo y que va dirigido a la construccién de modelos
que sean adecuados para el andlisis de la evolucién de las principales variables del
sistema publico de pensiones y de las posibles vias de solucién de los problemas a

los que estd sometido.

En este ultimo capitulo se abordan dos tipos de modelos con el objetivo
comin de hacer frente a las necesidades futuras del sistema de pensiones publico.
Con ese fin, las variables de control de cada modelo se deben desviar lo menos
posible de unos valores deseados (bajo un criterio de aproximacién cuadratico) y se
permite, como elemento fundamental del modelo, la formacién de un fondo de

capital cuyos rendimientos pasan a constituir una parte de los ingresos del sistema.

El primer modelo parte de supuestos simples acerca de la evolucién de las
variables exdgenas, lo cual permite solucionar el modelo en términos analiticos. Otra
caracteristica de este modelo es que el fondo de capital es una variable de estado

sometida a una condicién terminal, es decir, la formacién 6ptima del fondo de
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capital se debe llevar a cabo de manera que al final del horizonte de planificacién
la cuantia del fondo sea la deseada. Asi pues, este modelo podria servir de base si
la decisién politica fuera la de formar un fondo de capital durante un periodo
transitorio para que, de forma permanente o hasta que se tome la decisién contraria,
los rendimientos del capital pasen a formar parie de los ingresos del sistema

aliviando asf la carga a soportar por las cotizaciones.

El segundo tipo de modelos considera al fondo de capital como una variable
de estado con valor final libre. El objetivo que se persigue en esta aplicacién es
determinar la evolucién de las variables de control fundamentales del sistema (tipo
de cotizacién y tasa de reemplazo de pensiones) para que sea viable el sistema de
reparto ante el cambio demogrifico que se espera, todo ello permitiendo la
formacién de un fondo de capital que tendrd la funcién de suavizar el impacto

demogréfico sobre las variables de control.

La aplicacién numérica de este modelo se concreta al caso espafiol tomando
como punto de partida la proyeccién demogréifica realizada por el Instituto de
Demografia y estableciendo hipétesis y escenarios sobre el valor de los pardmetros.
En consecuencia, la resolucién del modelo se realiza en términos numéricos, no
analiticos, dado el grado de concrecién exigido a las variables exdgenas. Este tipo
de modelos es el apropiado si la decision politica es la de mantener el sistema de
reparto pero incorporando reformas necesarias, entre las que destaca la de permitir

la existencia de un fondo de capital.

Un tema que nos ha preocupado particularmente y al que hemos dedicado
esfuerzo en este trabajo ha sido el de los efectos de cambios en las condiciones de
partida de los modelos. La posibilidad de adaptar el modelo ante cambios en los
supuestos es una muestra de su flexibilidad, lo cual es una caracteristica deseable
que hemos intentado explotar. En cuanto a las aplicaciones numéricas, también nos
ha interesado observar cémo cambia la solucién si se toman otros valores para los
pardmetros u otras trayectorias temporales para las variables exGgenas. Este tipo de

andlisis de post-optimizacién permite completar la informacién que proporciona la
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solucién numérica concreta.

Los resultados obtenidos tras la aplicacién numeérica no se pueden instaurar
por decreto pero sirven de referencia para tomar las medidas de politica econémica
adecuadas. En este sentido, se elaboran unas consideraciones acerca de cémo
conseguir que las variables en la realidad se ajusten a los valores 6ptimos obtenidos,
para lo cual hay que acudir a las reformas técnicas del sistema de reparto que
habitualmente se pueden leer en la mayoria de los estudios sobre este tema y que,
basicamente, vienen recogidas en el llamado Pacto de Toledo. Los célculos que se
realizan son s6lo una primera aproximacién ya que los datos publicados oficialmente

son insuficientes para este tipo de anélisis.

En todo caso, esta aplicacion se inserta plenamente dentro de la polémica
acerca de la viabilidad futura del sistema de pensiones piblico y esperamos que los
resultados que aqui se obtienen constituyan una aportacién a tener en cuenta a la

hora de introducir las reformas ineludibles que se avecinan.

Finalmente, la tesis se cierra con una exposicién de las conclusiones maés
relevantes derivadas de la investigacién realizada y una relacién de la bibliografia
utilizada. Tenemos que sefialar que la revision de la literatura no ha pretendido ser
exhaustiva, sino que se ha centrado en los articulos y trabajos cuya influencia y

relevancia es ampliamente reconocida.



CAPITULO I:

OPTIMIZACION DINAMICA EN TIEMPO DISCRETO
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1.1.- INTRODUCCION

La optimizacién matemdtica es el instrumento mis adecuado para dar
respuesta al problema central en economia de distribuir recursos escasos entre usos
alternativos de una rhanera 6ptima. Cuahdo este problema se plantea a lo largo de
un horizonte temporal, de forma que los valores de las variables en un periodo o en
un instante estdn relacionados con los valores de esas mismas variables en otros

periodos o instantes, estamos ante la optimizacién dindmica.

La optimizacién dindmica no se caracteriza sélo por el hecho de optimizar
a lo largo del tiempo, ya que esto se podria resolver a través de un conjunto de
problemas estiticos sucesivos (optimizacion estitica multietdpica), ni tampoco por
las técnicas de resolucién ya que, aunque la optimizacién dinimica posea técnicas
especificas de resolucién, bajo ciertas condiciones, como veremos a lo largo de este
trabajo, se pueden utilizar técnicas del andlisis estdtico para resolver problemas
- dindmicos. La caracteristica relevante para clasificar a un problema como dinamico
es la interrelacion entre las variables en distintos periodos o instantes de tiempo. En
términos matemadticos el instrumento que refleja esta interrelacién es el operador

derivada (en tiempo continuo) o el operador diferencia (en tiempo discreto).

Como suele ocurrir en otros campos de la ciencia, la optimizacién dindmica
ha ido desarrolldndose con el tiempo, ampliando el tipo de problemas a los que se
aplica y mejorando las técnicas generales y concretas de resolucidon. En este
desarrollo se aprovecha la ventaja de que la optimizacién estitica, desarrollada
cronolégicamente antes, ofrece campos de investigacién susceptibles de ser
abordados tarde o temprano por la dindmica. Desde los primeros problemas de
optimizacién dindmica (como el problema isoperimétrico, el de la distancia més
corta entre dos puntos o el de la braquistocrona) se observa una tendencia a ampliar
la casuistica de los problemas abordados a medida que surgen nuevas
investigaciones. Por lo general, estas investigaciomes tienen como referencia las
desarrolladas previamente en optimizacidn estitica. Asi, van emergiendo nuevas

partes de la optimizacién dindmica como la optimizacién en tiempo discreto (cuando



CAPITULO I: OPTIMIZACION DINAMICA EN TIEMPO DISCRETO. 16

la variable tiempo es discreta), la optimizacién dinimica estocéstica (con variables
estocasticas) y la teoria de juegos diferenciales (cuando hay mds de un sujeto

decisor).

Por lo que se refiere a las técnicas de resolucién, la primera teoria que
intent6 abordar de una forma sistematica la resolucién del problema de optimizacién
dindmica fue el Célculo de Variaciones en el s. XVII, teoria que se aplicé a
problemas econémicos desde los afios 20 de este siglo. Las limitaciones de este

-método impulsan el desarrollo de métodos méas generales y surge asi la Teoria del

Control Optimo y la Programacién Dinimica.

La Teorfa del Control Optimo tiene como principal resultado el Principio del
Maximo atribuido a L.S. Pontryagin y otros en 1956, aunque Hestenes en 1950 lo
habia utilizado pero de una forma menos general y sin llamarlo con ese nombre. La
Programacién Dindmica se desarrolla paralelamente en el tiempo y en sus origenes
destacan Bellman y Isaacs; los principales resultados de este método como el

Principio de Optimo o la ecuacién de Bellman son también de 1956.

Sin embargo, se ha publicado recientemente un interesante articulo (Pesch y
Bulirsch, 1994) que revela las aportaciones pioneras de Carathéodory. Este articulo
considera que los principales resultados en optimizacién dindmica (Principio del
Maiximo y ecuacién de Bellman) se pueden derivar de los trabajos de Carathéodory
de 1935 e incluso de 1926 por lo que este autor deberia ser considerado como un
punto de partida en el estudio de la Teoria del Control Optimo y de la Programacién

Dindmica.

Estas primeras aportaciones a la optimizacién dinimica se desarrollaron en
tiempo continuo debido a las ventajas analiticas de los instrumentos matemaéticos
tedricos que requiere. La alternativa de tratar la variable independiente tiempo como
una variable continua o una variable discreta es importante tanto a nivel tedrico
como a nivel préctico y éxisten varios motivos por los cuales es deseable desarrollar

los métodos matemadticos de la optimizacién dindmica en tiempo discreto, destacando
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entre ellos la propia naturaleza de los problemas a resolver. Este seria el caso de
algunos tipos de aplicaciones econémicas que incorporan variables significativas
Unicamente si se evalian en un periodo de tiempo, "variables-flujo"; simplificar el
tratamiento de estas variables como si fueran "variables-fondo", valoradas en
instantes temporales, en aras a una modelizacién del problema m4s operativa puede
resultar a veces excesivo, es decir, la formulacién continua de relaciones discretas

puede no llevar siempre a aproximaciones aceptables.

De esta manera, en Borrell (1985) se destaca que conviene desarrollar
modelos discretos o continuos segin la naturaleza del problema a resolver. Asi, se
argumenta la necesidad de la version discreta con el objetivo de resolver problemas
de gran dimensién a través del ordenador, cuando las soluciones no se pueden
explicitar sino s6lo resolver por métodos numéricos; y también, para modelizar
problemas en los que el valor de una variable en un periodo no depende sélo del
valor en el periodo anterior sino también del valor en periodos precedentes (Sethi

y Thompson, 1981).

Una vez enunciado un problema en tiempo discreto, aplicar mediante
traslacién la teoria y los métodos de resolucién desarrollados en tiempo continuo no
es valido de una forma general, por ello son necesarias teorias y métodos especificos
en tiempo discreto, tanto en lo que se refiere al Calculo de Variaciones, como a la

Teorfa del Control Optimo y la Programacién Dindmica.

Asi pues, este trabajo tiene como uno de sus objetivos avanzar en la
construccién de una teoria de la optimizacién dindmica en tiempo discreto. En
concreto, se centra en el planteamiento y resolucién de problemas de optimizacién
deterministas y con un solo sujeto decisor. Este tipo de problemas se enfocan, sobre
todo, a través de la Teoria del Control Optimo y se estudian también - las
interrelaciones entre las dos formas de deducir las condiciones de 6ptimo en el
problema: el Principio del Maximo, en su versién discreta; y la Programacién no

Lineal.
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Antes de profundizar en ello conviene situar la Teorfa del Control Optimo
dentro de los métodos de optimizacién dindmica en tiempo discreto, y hacer una
breve referencia a todos ellos. Estos métodos surgen por analogia con los
correspondientes métodos en tiempo continuo y son el Célculo de Variaciones

(C.V.), la Teoria del Control Optimo (C.0.) y la Programacién Dinidmica (P.D.).
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1.2.- CALCULO DE VARIACIONES EN TIEMPO DISCRETO

1.2.1.- El problema mds elemental

Un problema simple de optimizacién dinimica en tiempo discreto se puede

enunciar de la siguiente manera:

T-1
Max F =) F(x,.,X) ]
t=0

donde el objetivo es encontrar los valores de la sucesién de nimeros reales:

{ x,€R; ¢=0,12,..,T' }

que maximiza aquel sumatorio. La dinamicidad del problema viene del hecho que
la funcién intermedia F, depende de dos elementos de la sucesién, es decir de la
variable evaluada en dos periodos de tiempo. El Problema [I] es el equivalente, en

tiempo discreto, al problema de C.V. cldsico en tiempo continuo.

Sin embargo, este instrumento no ha sido apenas desarrollado en la literatura
existente hasta el momento ni lo va a ser en el futuro, a pesar de que su equivalente
en tiempo continuo se remonta al s.XVII (algunos ejemplos de problemas que mas
tarde se resolvieron a través del C.V. son mucho mds antiguos, como el
isoperimétrico y el de la distancia mds corta entre: dos puntos). Asi pues, a pesar de
ser una extension natural del caso continuo no ha sido estudiado. Creemos que las

siguientes razones ayudan a explicar este hecho:

a) Los problemas a los que se aplicé el C.V., en una primera etapa, no

tenian necesidad de un andlisis en tiempo discreto debido a su propia naturaleza.
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b) Cuando en los afios 20 surgieron las aplicaciones econémicas del C.V.
quedaba justificado el salto al caso discreto. Sin embargo, al realizar este paso se
observa que el problema resultante queda dentro del campo de la programacién

clasica.

c) El desarrollo de la teoria del C.O. aparc6é definitivamente cualquier

extensién del C.V. porque éste resultaba ser ya un instrumento superado.

Las pocas referencias existentes al C.V. en tiempo discreto, entre las que
destacan las de Tapiero (1977) y Tu (1991), tratan este instrumento muy de pasada,
como una simple extensién del caso continuo, y sélo puede servirnos a nivel

ilustrativo.

El Problema [I] se puede resolver, tal y como hacen Tapiero y Tu, utilizando
paralelismos con las técnicas de resolucién en tiempo continuo, en concreto la
ecuacién de Euler. Sin embargo, se pueden utilizar también técnicas més antiguas
de programacién cldsica, aunque de esta manera se pierde la visién dindmica del
problema ya que éstas son técnicas estdticas. Para ello hay que razonar de la
siguiente manera: la variable dindmica x, se puede entender como una sucesion de
T+1 variables estiticas, cada una de las cuales representa el valor de la variable
dindmica en cada periodo de tiempo. De esta manera, el Problema [I] se relee como
un problema de programacién clasica con T'+1 variables estdticas. A partir de aqui,
y con la tnica condicién de que las funciones intermedias sean diferenciables, se
pueden aplicar las conocidas condiciones necesarias de méximo relativo, que
proporcionan el conjunto de puntos criticos. Estas condiciones se expresan igualando
a cero el gradiente de la funcién objetivo, obteniéndose para el Problema [I] el

sistema de ecuaciones siguiente:
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oF, B
0%,
oF, OF,
—— —
ox, ox
oF,_, . oF,, _
Oxp, Oxp,
oF_, _

ox,

o (la)
oF, oF
Py t-0 ¢=1,2,..,T-1 (19)
ox, ox,
OFr.; _ (1c)
Ox

Las ecuaciones (1) representan las condiciones necesarias de maximo local.
La ecuacién (1b) se puede entender como la equivalente en tiempo discreto a la

condicién de Euler en tiempo continuo. Se observa que al desarrollarla se obtiene

una ecuacion dinimica de la forma:

h(x,,,xpx,_) =0 t=1,2,..,T-1

es decir, una ecuacién en diferencias de segundo orden. Para resolverla se necesita

de dos condiciones de transversalidad que vienen dadas por las ecuaciones (1a) y (1c).
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La condicién suficiente de maximo local también se conoce en programacién
clasica y hace referencia a la concavidad de la funcién objetivo en un punto critico
x’, condicién que queda asegurada si la siguiente matriz Hessiana de la funcién

objetivo representa una forma cuadritica definida negativa:

PF(x" FF(xH)

et

8x12 Ox, 0%,

HF(xY = | ...
FPF’ ) FPF(x"
\ Ox70%, ox2 )

El hecho de que se utilicen técnicas estiticas para resolver un problema
dindmico no significa que éste carezca de entidad propia ya que modelizar y
presentar los resultados con los instrumentos propios de las variables dindmicas
discretas (ecuaciones en diferencias) supone una ventaja de concrecién respecto a
tratar la variable de estado en cada periodo de tiempo como una variable estdtica
distinta. Relacionado con esto, en Tapiero (1977) se reflexiona sobre si se necesita
un procedimiento para la optimizacién de sistemas dindmicos llegdndose a la
conclusién de que si ya que, aunque la solucién se pueda encontrar con técnicas de
optimizacion clésica, éste es un método ineficiente porque la estructura dindmica de
los problemas no se utiliza como una ventaja en la optimizacidn clasica y por tanto
se realiza un esfuerzo de cilculo innecesario. Ademds, destaca implicaciones
conceptuales de la vision dindmica a la hora de comprender mejor la plasmacion de

interrelaciones econdmicas en un modelo dindmico.

Por tanto, se puede aprovechar las ventajas, en lo que a técnicas de
resolucién se refiere, de la equivalencia de nuestro problema con otro ya conocido
como el de programacién cldsica, pero sin perder de vista que se trata de un
problema dindmico, es decir, la solucién se debe interpretar como una variable

dindmica y no como un conjunto de variables estéticas.
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El anterior enunciado simple del Problema [I] del Cilculo de Variaciones
admite algunas extensiones que no suponen cambios cualitativos importantes en
cuanto al método de resolucién apropiado. Dado que, en todos los casos, las técnicas
de programacioén cldsica son satisfactorias para afrontar estas modificaciones, sélo

se van a comentar brevemente.

1.2.2.- Condiciones de contorno

Existen distintos tipos de problemas segin se conozcan o no los valores
iniciales y finales de las variables de estado. Asi, se dice que el enunciado [I] es un
problema de punto inicial y final libres porque no se parte de valores conocidos
inicial, x,; ni final, x;. De forma similar puede aparecer el problema de punto inicial
fijo o el problema de punto final fijo. Es facil observar que si se fija el punto inicial
desaparece la condicién (1a) y si se fija el punto final desaparece la condicién (1c)
al existir en cada caso una variable menos en el problema. El enunciado mas

habitual es el de punto inicial conocido y punto final libre:

X =% (19

xTe]R

Este problema tiene como condiciones necesarias (1b) y (1c), junto con (1d).
1.2.3.- Funcién residual

A veces, sobre todo en aplicaciones econémicas, suele aparecer en la funcién
objetivo algun tipo de funcién que depende del estado final del sistema y que tiene
la interpretacién de una funcién residual S(x(7)). Si se introduce en el Problema [I]
en forma de un término adicional de la funcién objetivo el Unico cambio que se

produce es sobre la condicién (1c) que ahora se transforma en:
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Fra,d5 5 (14
ox,. de

I.2.4.- Variable n-dimensional

Si aparece més de una variable, es decir x€R", el conjunto de condiciones

(1) debe exigirse para cada una de las variables. Basta por tanto con reinterpretar X,

como un vector (x/, ..., x,") y al mismo tiempo reescribir las condiciones necesarias

como:

—= i=l,...,n
ax,
aFr-l aF: .
—=0 r=1,..,T-1; i=1,..,n
ax,i ax,i
Friy it
8x;

Lo que se tiene es, por tanto, un sistema de n ecuaciones en diferencias de

orden 2 con un conjunto de 2n condiciones de contorno.

1.2.5.- Desfases de orden mayor que 1

Si las funciones intermedias dependen de la variable de estado desfasada en

mis de un periodo, las condiciones (1) tienen mds sumandos. Suponemos que

aparecen s+ 1 desfases en las funciones intermedias, es decir son de la forma:

F, (Xpeys Xp X, g5 woos xt_s)
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y suponemos también que se conocen los s+1 primeros valores de la sucesién: x,,

X5 ..., X, conocidos. Entonces se tiene el Problema [II]:

-1 T-1
Max Y Gty %%, %) = Y F,
t=s t=s tm

XgsXys e X, CONOCIdOS

Las condiciones necesarias asociadas son:

oF
-1 +%+".+J§=O t=s+1,...,T-1
ox, Ox, ox

t

oF,_,
ox,

=0

Hay que tener en cuenta que en la primera igualdad, para que la notacién sea
consistente, se anulan los sumandos en los que el subindice de la funcién F sea

mayor que 7-1. Se observa que la solucién forma una ecuacién en diferencias de

orden s+2.
1.2.6.- Restricciones sobre las variables

Es también habitual en las aplicaciones econémicas que los valores de las
variables no sean del todo libres sino que deban pertenecer a un determinado
subconjunto. En la medida en que este subconjunto se pueda delimitar por
restricciones de igualdad, el problema se puede resolver a través del método de
Lagrange, esto es, sin salirse de la programacién clasica. El problema, en el caso

de m (m<T+1) restricciones de igualdad funcionalmente independientes, admite el

siguiente enunciado:
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T-1 7-1
Max gF(xM,x,) =Y F,
t

=0

sa: g(xpsXrq5.0%y) =0 [XII]

8 XpsXp_1+e0sXg) =0

El problema [III] se resuelve con programacidn clasica. Para ello se define

la siguiente funcién Lagrangiana:

T-1 m
L(xpsXg_gpeesXgs s b) = Y FtY H;8;
t=0 Jj=1

El vector (y,,...,1,) es el de multiplicadores de Lagrange. Las condiciones
necesarias de méximo local se obtienen al igualar a cero las derivadas parciales
primeras de la funcién Lagrangiana. Si la estructura que adoptan las restricciones es
adecuada se llega a una ecuacién en diferencias de segundo orden como en el caso
mds simple; sin embargo, en el caso general, esto no queda asegurado y se tiene que

resolver un sistema de ecuaciones simultineas.

Por otra parte, las derivadas de segundo orden de la funcién Lagrangiana
forman la matriz Hessiana que representa a una forma cuadrética restringida que, en

el caso que sea definida negativa, determina con caricter suficiente el maximo local.

1.2.7.- Un problema mas general

Las consideraciones introducidas en los epigrafes anteriores permiten
establecer como enunciado més general de un problema de C.V. en tiempo discreto

el siguiente:
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-1
Max Y F(x,,,,x)+S(x)
=0

sa: x€X, t=1,...,.T

Xo=Xp

donde x, (x,€ER", V¢) son las variables dependientes y X, (X,CR", Vf) son los
subconjuntos definidos por restricciones de igualdad. El objetivo es encontrar aquella
sucesién en R" de entre las sucesiones admisibles (sucesiones que cumplan las
restricciones y cuyo valor inicial sea el fijado) qﬁe maximice la funcién objetivo. La
solucién se obtiene construyendo la funcién lagrangiana, a partir de la cual,
mediante las correspondientes derivadas parciales, se obtiene un sistema de
ecuaciones que, segin la forma de las restricciones, puede ser también un conjunto
de ecuaciones en diferencias de segundo orden con sus condiciones de

transversalidad.
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L.3.- CONTROL OPTIMO EN TIEMPO DISCRETO

1.3.1.- Consideraciones previas

El problema de C.O. es un problema de optimizacién dinidmica en el que
aparecen variables de estado sobre las que el sujeto decisor no puede influir
directamente sino sélb a través de otras variables, llamadas de control, que son las
variables de decisién. Ambos tipos de variables son funciones del tiempo, pero
mientras las variables de control toman valores dictados por la decisién del sujeto
decisor, las variables de estado siguen unas sendas temporales dictadas por un
sistema dinimico (conjunto de ecuaciones dinimicas) en cuya expresion intervienen
las variables de control. Como en todo problema de optimizacion dindmica, el sujeto
debe encontrar, con todas las limitaciones que se le planteen (restricciones), los
mejores valores que puede asignar a las variables de decisi6én para optimizar algin

funcional objetivo.

Este problema pretende ser equivalente en tiempo discreto al problema de
control 6ptimo desarrollado originariamente en tiempo continuo y como tal debe
admitir restricciones sobre las variables de control. Por otra parte, como veremos,
se puede identificar como un problema de extremos de funciones en un subconjunto
del espacio euclideo n-dimensional. Mds concretamente, si se dan condiciones de
diferenciabilidad de las funciones y si el subconjunto en el que se encuentran los
extremos esta definido a través de igualdades y/o desigualdades, el problema se
reduce a uno de programacién matemdtica (en general de programacién no lineal -

P.N.L.- dado que la programacién clasica no permite restricciones de desigualdad).

Efectivamente, el problema de C.O. discreto se puede enfocar como uno de
extremos de funciones y, por tanto, de optimizacién estitica de manera andloga a lo
realizado con el Célculo de Variaciones. Para ello, se interpreta cada variable no
como una variable dindmica sino como un conjunto de variables estticas: una
variable dinimica en tiempo discreto es una sucesién finita {x,, x,, ..., x;} y queda

determinada si se determinan todos los valores de esa sucesion.
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Asi pues, el problema se puede abordar tomando como base la teoria del
control 6ptimo en tiempo continuo o a partir de la programacién no lineal. Ambas
aproximaciones han sido estudiadas y puestas en relacién a lo largo de los dltimos
afios por diferentes autores. Aunque el desarrollo formal se realiza con més detalle
en el siguiente capitulo conviene plasmar de forma breve los rasgos generales de

cada una de ellas y su interrelacién:

a) La aproximacion a través de la teoria del C.O. trata a las variables
como dindmicas y estudia los supuestos bajo los cuales se puede enunciar para el
caso discreto un Principio del Maximo (P.M.) similar al del caso continuo. Dicho
P.M. contiene, entre otras, una condicidn necesaria de maximo representada por la
maximizacién de una funcién, llamada funcién hamiltoniana, respecto a las variables

de control, condicién que caracteriza a esta aproximacién.

b) La aproximacion a través de la P.N.L. trata a las variables como
estdticas y desarrolla las condiciones de maximo aplicando las condiciones de Kuhn
y Tucker (K-T). Se trata de estudiar bajo qué supuestos dichas condiciones son
necesarias y/o suficientes para la maximizacién. Dichas condiciones no recogen

ninguna que maximice la funcién hamiltoniana.

c¢) La interrelacién entre ambas aproximaciones trata de establecer una
correspondencia del tipo si y s6lo si entre las condiciones de K-T y la maximizacion
de la funcién hamiltoniana. Para lograr esta correspondencia se establecen supuestos
cada vez menos restrictivos acerca de las funciones que intervienen en el enunciado
del problema y acerca de los conjuntos sobre los que estin definidos dichas

funciones.

Dado que el estudio de la teoria del Control Optimo en tiempo discreto es
nuestro principal objetivo, conviene especificar la nomenclatura y el enunciado del
problema que se va a seguir en los proximos capitulos. En cuanto a la nomenclatura

bésica se tiene:
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- La variable independiente tiempo, ¢, es discreta, es decir, se habla de
periodos de tiempo y no de instantes de tiempo. Se parte siempre del instante O.
Desde ese instante hasta el instante 1 transcurre el periodo 0, de la misma forma
desde el instante z-1 hasta el instante ¢ transcurre el periodo #-1. Los valores de las
variables se asignan al principio del periodo y son constantes en el periodo. Salvo
que se indique otra cosa, se supondrd que el proceso de optimizacién termina en el

instante T, es decir, se consideran T periodos.

- La variable de estado en un periodo ¢ es una variable n-dimensional
representada por x,=(x/,...,x},...,x"). El total de vectores de variables de estado en
un problema con T periodos es T+1, {x,x,,...,X,...,Xr}, Y por tanto el vector que
incluye todas las variables de estado es X=(x;,x,...,X,...,X7), s decir, un vector con

(T+1)n componentes.

- La variable de control en un periodo ¢ es una variable m-dimensional
representada por u,=(,...,u/,...,u™). El total de vectores de variables de control
en un problema con T periodos es T, {¥,4,,...,U,...,Ur,}, de donde el vector que
contiene todas las variables de control es U=(u,...,4,...,u;), vector con Im

componentes.

En la Figura I.1 se recoge la situacion de las variables en el tiempo.

U, U . .o Ur,

X, X, . .. X5, Xr

0 1 . T-1 T
Per. 0 . .. Per. T-1

Figura I.1.: Variables de estado y de control en C.O. discreto.

Una vez introducida la notacién basica se pasa a continuacién a especificar
las partes que intervienen en el enunciado de un problema de C.O. discreto y que

son:



CAPITULO 1: OPTIMIZACION DINAMICA EN TIEMPO DISCRETO. 31

- - El sistema dindmico.
- Las restricciones sobre los dos tipos de variables.
- Las condiciones de transversalidad.

- La funcién objetivo.
1.3.2.- El sistema dindmico

El sistema dindmico establece las relaciones de cambio dindmico de las
variables de estado segun los valores asignados a las variables de control, es decir,
establece la dindmica de las variables de estado. Estas relaciones se modelizan
mediante ecuaciones diferenciales en tiempo continuo y mediante ecuaciones en
diferencias en tiempo discreto. La dindmica de las variables de estado, esto es, como
las variables de estado cambian de valor en un periodo en funcién de los valores de
todas las variables en el periodo anterior, viene descrita por funciones vectoriales
de la forma f(x,u,) definidas de R"xR™ sobre R" y que son continuamente

diferenciables respecto a todas las variables.

Los sistemas dindmicos en tiempo discreto que se van a considerar son del

tipo:

X% = f@u)  t=0,1,.,T-1  (2)

donde cada funcién vectorial se compone de n funciones reales, es decir,

f=0h o firee .

Existen autores’' que expresan el sistema dinimico de una forma mds general

que (2), esto es:

Ise puede citar entre otros a Arkin y Evstigneev, Boltyanskii, Chow, Nahorsky, Ravny Valqui, Tu,
etc.
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X, =fxu) t=0,1,.,T-1 (3)

5
y otros autores® prefieren enunciar el sistema dindmico como:

J & x,u) = 0 t=0,1,...,7T-1 4)

Las formas (3) y (4) tienen la ventaja de incluir relaciones dinimicas mas
generales que las posibles con (2) pero tienen el inconveniente de apartarse del

paralelismo que (2) tiene con el caso continuo donde el sistema dinidmico es:

&)
it F&(@®),u(®),? &)

Cuando mas adelante se utilice el sistema dindmico se seguird la expresion

(2) dado que es la més utilizada en la literatura consultada.
I.3.3.- Las restricciones

Las restricciones en el problema de control, como en cualquier problema de
optimizacién, determinan el subconjunto en el que se debe realizar la bisqueda de
los 6ptimos. Relacionado con las restricciones y con el sistema dindmico se pueden

definir tres conceptos.

Definicién I.1.: Control admisible es aquel valor de las variables de
control que satisface todas las restricciones y que da lugar a estados
que son compatibles con las restricciones y con el sistema dindmico.

Utilizando una nomenclatura propia de problemas de optimizacién

2Entre los que se puede citar a Dechert, Lin y Yang, etc.
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diremos que un control admisible equivale a un control factible.

Definicién 1.2. : Estado alcanzable en un periodo ¢ es aquel valor de

las variables de estado que cumple las restricciones y que se puede
alcanzar desde el periodo #-1 a través de un control admisible y

mediante la aplicacion del sistema dindmico.

Definicion I. 3. : Soluciones factibles son todos aquellos valores de las
variables de estado y de control que, cumpliendo las restricciones,

verifican conjuntamente el sistema dindmico.

Las restricciones de un problema de C.O. pueden adoptar multiples formas.

- Una primera distincién de las restricciones se puede establecer segin

afecten a variables de estado, de control o a ambas al mismo tiempo.

- En segundo lugar, pueden ser estiticas en el sentido que afecten a variables
evaluadas en un mismo periodo de tiempo o dindmicas si relacionan variables en mas

de un periodo de tiempo.

- Por ultimo, las restricciones se pueden plasmar a través de igualdades,

desigualdades o a través de subconjuntos mas generales.

Existe la posibilidad de encontrar una notacién general que incluya todos los
tipos de restricciones posibles a través de una funcién vectorial que dependa de todas
las variables que aparecen en el problema. Para ello las variables dindmicas discretas

se descomponen en sucesiones de variables estticas de la forma habitual.

Suponiendo que en el problema haya s restricciones, se necesita una funcién

vectorial A para expresar esas restricciones de la siguiente forma:
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B(X gy ees Xy Uy ovy Uy ) EHCRS 6

0 equivalentemente:

(Xgs +oesXps Uy o-vs U ) EDR (69

donde A:R"—> R’y D es el subconjunto de puntos que cumplen (6). A su vez r

es el namero total de variables de estado y control, es decir, r=(T+1)n+Tm.

La restriccién se puede escribir de forma més compacta como:

kX, 0)eH (1)

X0ed  (7)

La expresién (7) es una expresién general de cualquier restriccién. Sin
embargo, muchos autores creen conveniente especificar de forma separada ciertas
expresiones que recojan sélo un tipo de restricciones que, eso si, sean frecuentes en
la mayoria de los enunciados de un problema de control. De esta forma se sacrifica
la generalidad de la expresién (7) a cambio de diferenciar claramente distintos tipos
de restricciones, lo cual tiene la ventaja de que permite establecer condiciones de

6ptimo mucho mads operativas.

En Canon, Cullum y Polack (1970) se distingue, por ejemplo, otros dos tipos
de restricciones; las restricciones de control que afectan a las variables de control

en cada periodo de tiempo y las restricciones de estado-espacio que afectan a las
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variables de estado en cada periodo de tiempo, es decir:

ueU, ;

;  XcR*  t=0,1,..,T ©)

UcR"  t=0,1,.,7-1 (8

x,€X,

Asi mismo incluyen la expresién general (7) para recoger otro tipo de
restricciones llamadas restricciones de trayectoria. De esta manera, el conjunto
factible queda reducido a subconjuntos para ambos tipos de variables (regiones de
control y regiones de estado). Esta divisién permite que ciertas restricciones muy
frecuentes se puedan englobar ficilmente en un conjunto u otro. Para ver esto

pueden servir los siguientes ejemplos.

Un ejemplo de restricciones del tipo (7) son las restricciones que expresan
limitaciones de utilizacién de recursos a lo largo del periodo de planificacién. Asi
‘'sea u, el vector control de cantidades empleadas de m recursos en un periodo ¢, y sea
d el vector que tiene como componentes las cantidades disponibles para cada uno de
ellos a lo largo de los T periodos, entonces, en ausencia de otras restricciones del

tipo (7), se puede expresar el conjunto D de la siguiente manera:

T-1
D = {(ug.., iy )ER™ [ Y u/<d’ ; j=1,..,m}
=0

Un ejemplo de restricciones del tipo (8) es el caso de controles acotados,

entonces el subconjunto U, adopta una expresién similar a esta:
1 m J J i ji_,J
U=U x..xU" , con U] ={u]eR [ ul,<ul<ul }

Como ejemplo de restricciones del tipo (9) puede servir la exigencia de

trabajar en el ortante positivo para muchas de las variables de estado que se utilizan
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en aplicaciones econdmicas, en ese caso el conjunto X, es el siguiente:

X, = {x,eR" | x,20}

En Boltyanskii (1978) se utiliza tinicamente las restricciones (8) y (9), y en
sus desarrollos posteriores distingue dos casos para la regién de control: cuando no

depende de la variable de estado (U,) y cuando si que depende (Uj(x,)).

Otros autores se han decantado por limitar el tipo de restricciones que
aparecen en el problema con el objetivo de ganar en operatividad. Por ejemplo en
Tapiero (1977) se distingue sélo un tipo de restricciones en el enunciado general del
problema: las restricciones de control. Ademds no permite que éstas dependan del

tiempo y por tanto las engloba en una expresién del tipo , € U.

En Sethi y Thompson (1981) se utiliza sdlo la restriccién de control del tipo
(8) mientras que en Hwang y Fang (1966) solamente se utilizan restricciones de la

forma h(u,,...,ur;) € H que es una expresién menos general que la (7).

Un paso més en la delimitacién del tipo de restricciones se da cuando se
procede a concretar los subconjuntos mediante igualdades o desigualdades. Este paso
supone una merma de generalidad en el problema pero permite la obtencién de
resultados mds potentes. De hecho es imprescindible si se quiere seguir la linea de
la programacién matemdtica para la resolucién del problema. Si esta concrecion no
se produce se llega a resultados cuya validez depende de condiciones mds dificiles
de comprobar. Afortunadamente, los modelos econdmicos permiten que un conjunto
de oportunidades quede totalmente definido a través de un sistema de igualdades y

desigualdades.

El tratamiento mads riguroso de toda la casuistica que se puede plantear en
este sentido se recoge en el libro de Boltyanskii (1978). Este autor incluye

restricciones de igualdad y desigualdad a la hora de concretar tanto las regiones de
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control como las de estado y también considera el caso general donde las regiones
vienen dadas a través de subconjuntos. Otros autores reducen el tipo de restricciones

en sus enunciados bésicos para llegar a resultados mas manejables.

Una nota comin a todos ellos es que prescinden de las restricciones de
trayectoria. Asi, ademds de Boltyanskii, autores como Kleindorfer y otros (en
Tapiero, 1977), Nahorsky, Ravn y Valqui (1984), Lin y Yang (1989), etc., s6lo
consideran las restricciones del tipo (8) y (9) con expresiones como g(x,)=0, g(x)=0
o la muy utilizada g(x,,#,)=0. Como se ve ninguna de estas expresiones incluye a
variables en distintos periodos de tiempo (restricciones de trayectoria), lo cual
supone una simplificacién. Sin embargo, tal y como se indica en Nahorski y otros
(1984), existen ciertos tipos de restricciones de trayectoria, en concreto las que

adoptan la forma general:

T-1
Y g(x,u)eHR’
t=0

que pueden transformarse en restricciones de estado-espacio por medio de la

creacion de variables de estado adicionales que cumplan:
X =0 y x,,-x =gx,u) t=0,.,T-1

y la consecuente redefinicién del problema.

1.3.4.- Las condiciones de contorno

Un primer nivel de condiciones de contorno son las restricciones que se
pueden imponer o no al valor de las variables de estado en los periodos inicial y
final. En general, se puede incluir dentro del conjunto de restricciones de estado-

espacio ya que las restricciones x,€X, y x,€X; son también condiciones de
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transversalidad. Sin embargo es bastante habitual, y muchos autores asi lo reflejan,
que los conjuntos X, y X; sean todo el espacio vectorial (condiciones de contorno
libres) o tengan un solo punto (condiciones de contorno fijadas). Segiin esto el

problema de control 6ptimo puede ser:

- de puntos inicial y final conocidos.
- de puntos inicial y final libres.
- de punto inicial libre y final fijado.

- de punto inicial fijado y final libre.

La eleccién de.una posibilidad u otra no es importante dado que los
problemas se resuelven de forma similar, sin embargo preferimos la tltima
posibilidad por ser la més habitual en la literatura, por tanto en el enunciado del
problema de control el conjunto X, estd formado s6lo por aquel punto cuyas
componentes son los valores de las variables de estado en el momento inicial, es

decir:

X, = {x3} = Gegyooxg)  (10)

dejando la condicién de contorno final, si existe, englobada dentro de las

restricciones mds generales del tipo (9).

Por paralelismo con la teoria del C.O. en tiempo continuo se puede
considerar un segundo nivel de condiciones de contorno que hace referencia a si se
fija 0 no la duracién del horizonte de planificacion. Esto equivale a determinar si el
nimero de periodos (7) que aparece en el problema de control es fijo o libre, dado
que siempre se parte del periodo cero y los periodos son de amplitud uno. Esta
distincién es importante debido a que la mayoria de estudios y resultados obtenidos
se han hecho para el caso de tiempo fijo y extender los métodos al caso de tiempo
libre no es trivial. No obstante, se hara una breve extension al caso en que sea libre,

es decir, cuando sea una variable mds del problema.
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1.3.5.- La funcién objetivo

La funcién objetivo (o funcional objetivo®) es la que se encarga de evaluar
las soluciones 6ptimas (funcién de costes, beneficios, etc.). Efectivamente, el
sistema dindmico puede evolucionar de distintas maneras posibles segin la eleccién
hecha sobre las variables de control, incluso si el valor final de las variables de
estado estd fijado. La funcidn objetivo sirve de referencia para elegir de entre todas
ellas la mejor, en el sentido de que lleve a un méaximo o un minimo de dicha
funcién. Se trata de una funcién real en la que intervienen, en general, todas las
variables del problema. Ello sugiere una funcién del tipo F(X, U) pero de nuevo ésta

es una expresion demasiado general para la funcién objetivo.

La forma mds habitual de enunciar esta funcién es como suma de funciones
intermedias (F,), dado que lo mds corriente es que en cada periodo se evalie el
objetivo (beneficios, costes, etc.). De esta forma el objetivo total es la suma de los

objetivos en cada periodo, es decir:

T-1

F(X,U) = Y F(x,u)+F.(xp (1)

t=0

La funcién F; se puede interpretar en algunas aplicaciones econémicas como

un valor residual ya que depende del estado final del sistema.

Este planteamiento, llamado de Bolza, es uno de los mds utilizados en la
literatura consultada y tiene la ventaja de separar el cardcter del objetivo en el ltimo
periodo del caricter en periodos anteriores lo cual suele ser habitual en aplicaciones

econdmicas.

3En nomenclatura propia del anélisis dindmico es més propio utilizar "funcional objetivo™ porque los
argumentos de las funciones que intervienen son, a su vez, funciones (dependen de la variable
independiente tiempo). Sin embargo, dado que el problema es reducible a uno de extremos, se puede
mantener la expresién "funcién objetivo”.
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Existen otras formas de enunciar la funcién objetivo que también son
habituales y que, aunque parecen distintas a la (11) en realidad no lo son dado que
se puede pasar de un enunciado a otro haciendo algin cambio de variable y
combinando la expresién (11) con el sistema dindmico (2). Supongamos la funcién

objetivo en la llamada forma de Mayer:
FX,U) = Goxp  (12)

utilizada entre otros por Sethi y Thompson (1981). Se puede demostrar el siguiente

teorema:
Teorema I.1.: Las formas (11) y (12) de expresar la funcién objetivo
son equivalentes si se redefine de forma adecuada el vector de

variables de estado y el sistema dindmico.

Demostracién: (12) implica (11) sin mis que tomar las funciones

intermedias F, iguales a O para r=0,...,7-1 y hacer G;=F7.

(11) implica (12) si se crea una variable discreta x° con las siguientes

caracteristicas:

xg‘l—xl‘o = F‘(xt’ ut) t=0, 1,-.., T_l

o
x0=0

entonces (11) se transforma en:
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T-1
FXU) = Y (01 -x)+Fplxp) =
t=0

= 1p+Fy(xp) = Gl

0 _1 n
con  xp = (XpsXpsesX7)

con el sistema dinidmico y las condiciones de transversalidad

correspondientes siguientes:

Xeor X = QLX) t=0,1,..,T-1
Xo = Xo
con @, = (Fpf) ¥ X = 0%

dando lugar a una funcién objetivo propia de la expresion (12).

Una tercera forma de expresar el funcional objetivo es la de Lagrange:

T-1

FX,U) = Y Fxu)  (13)

t=0

para la cual también se verifica el siguiente teorema:

Teorema I.2.: La expresion (13) es equivalente a cualquiera de las

dos anteriores (expresiones (11) y (12)).

Demostracién: (13) implica (11): basta con hacer F; (x;)=0.

(12) implica (13): basta con realizar las siguientes transformaciones:
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F(x,u) =0 t=0,1,..,T-2

Fr G ptpy) = Gplxp)

La demostracidn del teorema se completa aplicando el teorema

I1..

Pese a que estas tres formas son las m4s habituales para expresar la funcién
objetivo, no se puede ignorar que existen otras formas de expresiébn que no se
pueden reducir a (11). Un ejemplo es cuando queremos minimizar la maixima
desviacién de una funcién K, respecto a un valor deseado K que se produce en un

periodo. En este caso la funcién objetivo es:

F(X,U) = Max {|K(x,u)-K|, t=0,..,T-1}

I.3.6.- Enunciado estindar del problema

Una vez hecho el repaso de las distintas formas de expresar cada componente
del problema de control, es conveniente tomar un enunciado estdndar del problema
sin perjuicio de hacer referencia ocasional a otros enunciados que, por algiin motivo,
sean interesantes. Recopilando lo visto en anteriores epigrafes aparece el siguiente

enunciado:
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7-1
Max FX,U) = Y F(x,u)+Fp(x,)
1=0

s.a.

X, % = f(x,u) t=0,...,7T-1

u cUcR™ t=0,...,7T-1 vl
x,eXcR" t=0,..,T

h(X,U)eHcR®

X, = {x,}

T conocido

Es decir, el problema estdndar consiste en una funcién objetivo que se puede
descomponer en suma de funciones intermedias y una funcion residual, un sistema
dinimico como un conjunto de ecuaciones en diferencias, unas restricciones de
control, de estado-espacio y de trayectoria, un punto inicial fijo y final libre y una

duracién del proceso conocida.

Para el Problema [V] se establece la siguiente definicion de solucién 6ptima:

Definicién I.4.: La solucién 6ptima de un problema de control estd

formada por unas sucesiones de las variables de control {u,’;
t=0,...,T-1} y las correspondientes sucesiones de las vaﬁables de
estado {x,”; t=0,...,T} de tal forma que, siendo compatibles con el
sistema dindmico (2), con las restricciones (7), (8) y (9) y con la

condicién inicial (10), se consiga la desigualdad:

FX*,U% 2 F(X,U)

para todo vector (X, U) que cumpla (2), (7), (8), (9) y (10), es decir,
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para toda solucion factible.
1.3.7.- Enunciado en forma canodnica

El enunciado cambia si se adopta otra forma de expresar alguna de las cuatro
partes que componen el problema de control: la funcién objetivo, el sistema

dinamico, las restricciones o las condiciones de transversalidad.

En la mayoria de los casos el cambio del enunciado no supone cambios
cualitativos importantes de cara a la posterior resolucion del problema. Sin embargo,
es conveniente destacar la llamada forma canénica del problema de control éptimo
discreto, que aparece cuando la funcién objetivo anterior se pasa a la forma de
Mayer (12) y se realizan los cambios ya vistos en el sistema dindmico y en las

condiciones de transversalidad. El enunciado en forma candnica es:

Max FX,U) = G(xp
s.a:
Xewg~Xe = O (Xply) t=0,...,7T-1
u,€UcR" t=0,..,7T-1
[vi
x,€X,cR™1 t=1,..,T
hX,U)eH<R’
Xo = %o
T conocido

La ventaja de la forma canénica, como se indica en Canon, Cullum y Polack
(1970) es que permite un tratamiento geométrico del problema y esto sirve para
utilizar técnicas de perturbaciones alrededor de las sucesiones dptimas con el fin de
determinar condiciones necesarias de éptimos. Estas técnicas, sin embargo, no son

més eficientes que las que se derivan de la programacién no lineal, segin estos
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mismos autores.

1.3.8.- Enunciado del problema de tiempo final libre

El problema de tiempo final libre introduce un cambio cualitativo importante
como es el hecho de que no se especifica la duracién del pericdo de planificacién,
siendo ésta una variable mds del problema. El enunciado del problema de tiempo

final libre es:

Max FX,U) = 2 F(x,u)+F(xp)
s.a:
XX, = f(xp,u) t=0,..,T-1
ucUcR™ t=0,..,7-1 [vin
x,eXcR" t=1,.,T
h(X,U)eH<R’
X, = %,
T libre

La forma mds ficil de abordar el problema es introducir 7’ como una variable
adicional y resolver el problema de tiempo final libre a través de la resolucion de
multiples subproblemas de tiempo final fijo de la forma estindar, aunque cada uno
de ellos con un valor distinto de 7. En cada subproblema se encontrard una solucion
que depende de 7. La solucidn al problema de tiempo final libre serd la solucién del
subproblema para el cual se alcanza un mayor valor de la funcién objetivo, es decir,

aquel valor T° con su correspondiente solucién que cumpla la desigualdad:

FXXT)UXT™) = FX*(D,U™(D)
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para todo TE N.
Este método de resolucién que es evidente en teoria resulta inabordable en
la practica dado que T puede tomar infinitos valores. Por eso se debe acompaiiar de

un estudio del valor de la funcién objetivo como funcién de la variable 7.

1.3.9.- Enunciado del problema de tiempo infinito

El denominado problema de tiempo infinito aparece cuando el horizonte de
planificacién no es finito. Este problema es habitual en ciertas aplicaciones
econémicas, por ejemplo el problema de la explotacién de recursos naturales, donde
la obtencién de la politica 6ptima debe tener en cuenta las generaciones futuras. El

enunciado del problema de horizonte infinito es:

Max F(X,U) = ¥ F(x,u)+F(x;)
teN

s.a:

XX, = f(x,u) teN

u,€UcR" teN [vim
x,€X,cR" teN

h(X, U)eH<R®

%, =%

con la particularidad de que las variables del problema forman parte de un espacio

de dimensién infinita, es decir, (X, U)={(x,u,);t € N}.

Abordar la resolucién de este tipo de problemas requiere tratar con espacios
de dimensién infinita dado que hay infinitas variables, lo que deja a este problema
al margen de los anteriores. Sin embargo, se puede aproximar la solucién del

problema a través de la resolucién de subproblemas de la forma estindar para
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valores T, concretos que formen parte de una sucesién {7,; T,€ N} que tienda a
infinito. Para cada T, aparece una solucién éptima (X'(T,),U"(T})) y un valor de la
funci6n objetivo F(X'(T,),U'(T})). Por tanto, a medida que 7, va tomando valores se
podrd construir una sucesién de soluciones Optimas y una sucesién de valores

optimos de la funcidn objetivo.

La clave para poder encontrar la solucién del problema de tiempo infinito es
que los valores 6ptimos de la funcién objetivo que van apareciendo para cada valor
de T, formen una sucesién convergente. En ese caso el limite de la sucesién de

soluciones forma la solucién del problema de tiempo infinito, es decir:

&"U") = lim,_, (X*(TY,U(TY)

FX*U" = ]jmr,‘w FX*(T),U(T))

. Las condiciones para que esto ocurra se recogen en los teoremas de existencia
de solucién para el problema de control éptimo discreto con tiempo infinito, entre
los que se puede citar los que aparecen en Keerthi y Gilbert (1985).
Alternativamente, se pueden seguir métodos de resolucién basados en los
multiplicadores de Lagrange (Dechert, 1982) o establecer condiciones necesarias y
suficientes de 6ptimo sin reducir el problema a una sucesién de problemas de tiempo
finito (Michel, 1990).
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1.4.- PROGRAMACION DINAMICA EN TIEMPO DISCRETO

1.4.1.- Fundamentos de 1a Programacion Dindmica

La Programacién Dindmica (P.D.) es una metodologia mas que una técnica
para resolver problemas. Su caracteristica definitoria es la de abordar un problema
de varias variables a través de su descomposicion en subproblemas de una sola
variable. Esta descomposiciéon permite llegar a establecer una "ecuacién de
optimalidad" cuya solucién es la del problema original. La forma de resolver esta
ecuacién no es una caracteristica propia de la P.D., sino que se debe resolver por
cualquier técnica que resulte apropiada para ese problema en concreto. Asi pues, la

metodologia de la P.D. consiste en:

1) Descomponer el problema original y plantear la "ecuacién de

optimalidad".

2) Resolver dicha ecuacion.

La formulacién original de la P.D. se debe a Isaac y Bellman (desde el afio
1951) quienes la desarrollaron como una técnica para aplicar en problemas de
optimizacién, de ahi términos como el de "ecuacién de optimalidad”, "principio de
optimalidad", "funcién valor 6ptimo", etc. El libro bésico de partida sobre P.D. es

el de Bellman (1957) donde se recoge las primeras formulaciones de este método.
La visién inicial de la P.D. como una técnica de optimizacién se ha ido
superando poco a poco y hoy en dia se considera mas como una metodologia que se

puede aplicar también a problemas que no son de optimizacién®.

Seglin esta metodologia un problema se puede abordar a través de la

“Entre los manuales recientes que insisten més en el aspecto metodolSgico que en el instrumental de
la Programacién Dindmica se puede citar a Sniedovich (1992).
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programacion dinimica si se puede formular mediante una ecuacién de 6ptimo que
se obtiene aplicando el siguiente principio de optimizacién condicional: "Un
problema con dos variables de decisién se puede descomponer en dos problemas,
cada uno de ellos con una variable de decisién". En el caso de problemas de

optimizacién este principio se puede establecer de la siguiente forma:

Opt(x,y)GZc(XxY) F (xs)’) = Optxex’ (Optyey’(x) F (x,y))

donde X e Y son los conjuntos de oportunidades de las variables x € y; Z es el

conjunto de puntos factibles, y se han definido los conjuntos:

X’ = {xeX | (x,y)€Z, yeY }
Y/(x) = {yeY | (x,y)eZ }

Es decir, el problema de P.D. se caracteriza por su descomposicién en varios
problemas con menos variables de decisién. La forma general de abordarlo tiene

ahora dos etapas:
12, Para cada x€X’, optimizar F(x,y) para la variable y; y obtener y=f(x).

22, Con ese valor de y sustituir en la funcién objetivo y calcular el valor

6ptimo de x (x*) para x€X’, valor que determina a su vez y"=f(x").

Esto es s6lo un método general de resolver el problema, la forma concreta
de obtener los valores 6ptimos no es relevante para caracterizar a un problema como
de P.D., es més, un método de optimizacién puede ser apropiado para unos casos

y no para otros, todo depende de la naturaleza del problema a resolver.
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1.4.2.- Enunciado v tratamiento del problema

En el contexto de este trabajo interesa estudiar, aunque sea brevemente, c6mo
se aborda el problema de optimizacién dindmica en tiempo discreto desde el punto

de vista de 1a P.D..

El probléina de optimizacién dindmica que tenemos planteado se trata bajo
el método de la P.D. como un problema de decisién multietidpica, esto es, un
problema en el que la decisién tomada en un periodo depende de la tomada en
periodos anteriores y afecta, a su vez, a la de periodos posteriores. Este tipo de
problemas admiten la descomposicién en varios subproblemas, cada uno de ellos en
un periodo de tiempo y admite, por tanto, la aplicacién de la metodologia propia de

la P.D.. Partamos, por tanto, del siguiente problema:

-1
Max F(X,U) = Y F(x,u)+F (x)
=0

s.a:
X%, = f(x,u) t=0,..,T-1 [IX]
u,cUcR" t=0,...,7-1
x,eXcR" t=0,...,T
Xy = X,

Para llegar a establecer la ecuacién de Optimo hay que observar que el
sistema dindmico determina las variables de estado una vez elegidos los valores de
los controles para cada valor inicial x,. Como consecuencia, la funcién objetivo, una
vez fijado el valor inicial, s6lo depende de las variables de control; esto permite

formular las siguientes igualdades:



CAPITULO I: OPTIMIZACION DINAMICA EN TIEMPO DISCRETO.

T-1
Maxu,ev’, Frxp +Z Fxpu)=
1=0

= Max, yi,,.up ey, Frlp+Fo(oue) ot Fr y(tr 1,4, )=

T-1

= Max, o [Fo(xpug)+ Max, o ., v Frlp+ EIF xpu)]
t=

siendo:
U/ = (ueU,|x,, =x+f@xu) X, }

De esta forma queda establecida la "ecuacién de optimalidad" siguiente:

7-1
Max, . . F T(xT)+§ Fx,u) =

T-1
= Max, [Fy(xpu)+ Max Fr(xp)+Y F(x,u)]
t=1

Uyyoorsllgy

ecuacién que se puede ir extendiendo sin mas que repetir el proceso sobre el

problema de maximizacién que queda entre corchetes y seguir asi hasta llegar al

ultimo periodo.

Se puede apreciar que la ecuacién obtenida responde al conocido "Principio

de optimalidad" de Bellman con el que este autor resume el método de la P.D..

Efectivamente, si nos situamos en un periodo de tiempo determinado, la "ecuacién

de optimalidad" hallada exige que las decisiones sean 6ptimas con independencia de

la eleccién hecha en periodos anteriores.
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La forma de llegar desde la ecuacion a la solucién es un problema que suele
ser dificil de resolver y depende del tipo de problema concreto. Este, sin embargo,

no es el objetivo del presente trabajo.

1.4.3.- Comparacion entre la P.D. y las técnicas variacionales

Para acabar este capitulo es conveniente plasmar las diferencias y semejanzas
que existen entre las tres técnicas citadas: la Programacién Dindmica, por una parte;
y las técnicas variacionales (Calculo de Variaciones y Control Optimo), por otra. En
Tapiero (1977) se destaca que las técnicas variacionales son métodos equivalentes
mientras no aparezcan restricciones de desigualdad, sin embargo existen importantes
diferencias entre estas técnicas y la P.D.. Tapiero destaca el hecho de que las
técnicas variacionales llevan a Optimos locales (aunque bajo ciertas condiciones
pueden ser Optimos globales) mientras que la P.D. utiliza un principio que consigue
optimos globales; sin embargo, la aplicacion de las técnicas para obtener el valor de
las variables depende de cada problema mientras que en los métodos variacionales
se sigue el mismo procedimiento. Se argumenta, por tanto, que cada problema de
P.D. y su solucién son una teoria en si mismos mientras que esto no ocurre en los
métodos variacionales. Finalmente, destaca que la P.D. es un método més general
mientras que los otros no se pueden aplicar en ciertos casos de problemas en tiempo
discreto, cuestién que se verd con mds detalle en el préximo capitulo cuando se

estudie detenidamente la teorfa del Control Optimo en tiempo discreto.

Existen otras diferencias importantes entre ambos métodos. Una ventaja de
la P.D. es su alto rango de aplicabilidad, dado que no tienen porque aparecer
supuestos sobre la funcidn objetivo ni sobre el subconjunto de soluciones factibles.
Por contra, resulta imposible estandarizar los métodos numéricos de resolucién
basados en el "principio de optimalidad" porque se resuelve segin sea el problema.
Por otra parte, y de cara a la eficiencia en la resolucién, el hecho de que la
dimensién del problema se reduzca es s6lo una ventaja aparente ya que la
contrapartida es que las funciones que van apareciendo (cada vez de menos

variables) son progresivamente mds dificiles de manejar y contienen méis parimetros.
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En cambio, los métodos basados en la teoria del Control Optimo si que se
pueden estandarizar, sobre todo si el problema se enfoca a través de la P.N.L.,
donde existe software muy avanzado. Si se utilizan algoritmos especificos de C.O.
discreto, que son todavia incipientes, se aumenta la eficiencia, aunque en ultima
instancia todo depende del problema a resolver. En una posicién conciliadora se
sitia Chow (1992), quien desarrolla una técnica numérica que se basa en el método
de multiplicadores de Lagrange y que toma algunos elementos caracteristicos tanto

de la P.D. como del Control Optimo.



CAPITULO II:

LA TEORIA DEL CONTROL OPTIMO EN TIEMPO
DISCRETO
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I1.1.- INTRODUCCION

En el epigrafe 1.3.6. se ha establecido un enunciado estindar del problema
de C.O. en tiempo discreto seguido de otros enunciados que por unos motivos u
otros hemos creido conveniente plasmar. El objetivo de este capitulo es obtener los
métodos matemadticos analiticos que se utilizan para resolver los problemas alli
planteados. Dedicaremos un capitulo posterior a complementar este andlisis a través

del estudio de los métodos numéricos y su concrecién en algoritmos de resolucién.

Desde los primeros trabajos sobre control ptimo discreto se pueden observar
dos grandes aproximaciones al problema: una, a través de la Programacién No
‘Lineal (P.N.L.); y otra, a través del Principio del Méiximo discreto (P.M.)’. La
interrelacién entre ambas aproximaciones fue brevemente comentada por Holtzman
en un articulo (Holtzman, 1966) y mdis claramente establecida a medida que se
producian nuevas investigaciones (se puede destacar el libro de Canon, Cullum y
Polack, 1970; el de Boltyanski, 1978; y articulos como los de Nahorski y Ravn,
1988a; Lin y Yang, 1989; y Ravn, 1990, 1991). El desarrollo posterior tanto de la
Programacién Matemitica como de la Teoria del Control Optimo permite establecer

interrelaciones mds enriquecedoras.

En el epigrafe I1.2. se parte de establecer la equivalencia entre el enunciado
del problema de C.O. discreto y el de extremos de funciones en un subconjunto del
espacio euclideo, lo cual justifica la aplicacién de las técnicas de la Programacién
Matematica (y en especial de la P.N.L.) al problema objeto de estudio en el caso en
que se den condiciones de diferenciabilidad y el subconjunto quede definido a través
de igualdades y/o desigualdades. Estas técnicas se recogen brevemente en el
siguiente epigrafe. A continuacién, en el epigrafe I1.4., se estudia el P.M. discreto
por ser la técnica mds especifica de la Optimizacién Dindmica en tiempo discreto.

Este capitulo acaba destacando algunas interrelaciones entre ambas aproximaciones.

SEntre los trabajos pioneros que utilizan un P.M. discreto se puede citar el de Rozonoer (1959).
Entre los primeros trabajos que siguen la aproximacién a través de la P.N.L., en Holtzman (1966) se cita
uno de J.B. Rosen publicado en 1957.
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La equivalencia entre los dos problemas es una caracteristica que se explotaré
més adelante para realizar algunas extensiones del problema de C.O. discreto
(capitulo III) y para aplicarle métodos numéricos de la P.N.L. (capitulo IV). En
definitiva, esta equivalencia permite aplicar las técnicas analiticas y numéricas ya
muy desarrolladas de la P.N.L. al problema de C.O. discreto, siendo esta la via mds

eficiente, a nuestro juicio, de enfocar el problema.
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I1.2. EQUIVALENCIA ENTRE EL_ ENUNCIADO DE UN PROBLEMA DE
EXTREMOS DE UNA FUNCION Y EL DE C.0. DISCRETO

En este epigrafe se demuestra la equivalencia entre un problema de C.O.
discreto enunciado en forma estdndar y un problema de extremos de una funcién.
El Problema [I] es el de C.O. discreto de partida.

T-1
Max  FOLUY=Y Fxe) +Fylxp)
t=0

s.a.

X, ~X,=f(xu,) t=0,...,7-1

u,cUcR"™ t=0,...,T-1 [
x X cR" t=0,...,T

h(X,U)eHcR’

X,={x;}

T conocido

El primer paso para demostrar la equivalencia es definir un tinico vector de

variables que englobe a todas las variables de estado y de control, es decir:

z=(X,U) =(xy,... X pylhgse-eslip_1) ER €))

La notacién es la misma que en el capitulo anterior, esto es:
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r=(T+1)n+TI'm
x,=(x,1,...,x,") eR® t=0,...,T

u,=(u,l,...,u,"‘)€1R"' t=0,...,T-1

En segundo lugar, el conjunto de oportunidades, sin tener en cuenta el

sistema dindmico, se puede construir como:

S=(Xyx...xX;xUpx...xUp_ )1 D 2)

donde nuevamente D es el subconjunto de puntos de R™ que cumplen las
restricciones de trayectoria. A su vez el conjunto S se puede suponer que se

descompone como interseccién de dos conjuntos:

1°) Un conjunto definido por restricciones de desigualdad del tipo mayor o |

igual®, G(z) =0; y,

2°) Un subconjunto ZE R" que no se puede definir a través de igualdades o

desigualdades.

Por tanto, el conjunto S admite la siguiente expresion:
S ={zeR" | G20, zeZ}  (3)

donde G: R" —> R’ es una funcién vectorial cuyas funciones componentes son

G(2), [=1,2,...,p; si se supone que hay p restricciones.

®Esto no supone ninguna pérdida de generalidad ya que las restricciones de igualdad o del tipo menor
o igual se pueden pasar a restricciones del tipo mayor o igual con transformaciones simples.
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En tercer lugar, el sistema dindmico, x,,,-x,=f,(x, «,), se puede releer como
un conjunto de In restricciones de igualdad que, utilizando una notacién maés

general, se puede escribir como:

Q=0 4

donde se tiene que Q: R" —> R™, siendo:

Q@) =(Q@)5--+Q()s-Qr, @)
Q=(Q, @2 @,-Q @)  1=0,...,T-1

. D ‘
Q, @ =%, -x, -, (x 1) i=1,..,n
Por ultimo, la funcién objetivo se puede representar simplemente como:

F(z)

utilizando la definicién del vector z dada en (1).

Haciendo todas estas transformaciones sobre el Problema [I] se pasa al
Problema [I’].
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Max F(2)
s.a:
G(2)20 ry
Q=0
zeZ

Este problema responde al enunciado de un problema de extremos de una
funcién en un subconjunto del espacio euclideo r-dimensional. Si ademds las
funciones F, Gy Q son diferenciables (en general no lineales) y Z es un subconjunto
abierto no vacio de R " se puede interpretar este problema como uno de

Programacién no Lineal.’

De esta manera queda demostrado que un problema de C.O. discreto se
reduce a uno de extremos. Para completar la equivalencia a que hace referencia el
titulo de este epigrafe hay que demostrar ahora que un problema de extremos de
funciones se puede enunciar como uno de C.O. discreto. Para ello se toma el

Problema [II] como el problema de extremos de partida.

Max F(y)
s.a:
G20
yeYcR?

donde G:RY —> RP.

"Para no recargar excesivamente la notacién, prescindiremos de especificar el dominio de definicién
de las funciones como un subconjunto del espacio inicial sobre el que se construyen. No obstante, al
plantear los conjuntos de oportunidades sobre las variables argumento de tales funciones siempre habré
que asumir que dichos conjuntos son compatibles con los dominios de las funciones.
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Dado que este es un problema estitico, basta considerarlo un problema
dindmico con un solo periodo (I'=1). Ademas se considera que y es el vector de
variables de control y se toma una tUnica variable de estado (ficticia) con valor
constante cero. Para llegar al enunciado de un problema de C.O. 6ptimo discreto

hay que plantear las siguientes equivalencias:

X=(x,x,) €R?

U=u,=yeR?

FX,U)=F()

=0
U,=lu,eRYG(u,)20,u, e}

X,={0) , D=Re*

Se consigue por tanto el Problema [II’] con la estructura del Problema [I] de

C.O. discreto en forma estindar:

Max  F(xgx,,u)=F(uy)
s.a:

x,-x,=0 [1r]

Tras demostrar esta equivalencia surge la siguiente pregunta: ;Es necesario
construir una teoria propia para resolver el problema de C.O. discreto o este
esfuerzo resulta innecesario dado que se puede considerar un caso especial de la
teoria de extremos de funciones?. Distintos autores se han hecho esta misma

pregunta y, en general, se decantan por la opinién de construir una teoria propia.
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A pesar de esta equivalencia, hay que hacer constar, como se resalta en
Borrell (1985) que el problema de control tiene ciertas peculiaridades que se derivan
del hecho de que sus funciones tienen una estructura dindmica y esto se debe
aprovechar a la hora de especificar las condiciones de 6ptimo por lo que no se debe
englobar el problema de C.O. discreto en la teoria de extremos de funciones, es
decir, se debe sacar ventaja de la dinamicidad del problema tanto para expresar las
condiciones de 6ptimo como para plantearse cuestiones especificamente dindmicas
que no tendrian sentido en un problema de extremos mas general. Boltyanskii (1978)
también pone de relieve estas consideraciones y aflade que muchas aplicaciones
requieren que el problema se formule como un problema donde las variables de
estado se controlen por variables de decisién; ademas puede servir para obtener una

variante simplificada del problema continuo.

En nuestra opinién, abandonar el tratamiento del problema como uno
especifico y subsumirlo en uno de extremos puede resultar empobrecedor, tanto en
lo que se refiere a la interpretacién del problema, como a la limitacién que ello
supondria para buscar algoritmos mds eficientes de resolucién del problema.
Efectivamente, si se desarrolla la teoria del C.O. discreto, creemos que la forma
separable de la funcién objetivo y la forma tan estructurada de las restricciones
(donde cada variable de estado y de control entra a formar parte de un nimero muy
reducido de restricciones) favorecerd la busqueda de métodos numéricos de

resolucién més eficientes que los existentes, por ejemplo, en P.N.L..

No obstante, lo que si resulta conveniente es aprovechar la equivalencia entre
ambos problemas para validar las condiciones necesarias y suficientes de maximo
en el problema de control a través de las respectivas condiciones en P.N.L..
Ademds, mientras se investiga en los métodos numéricos especificos de este
problema, siempre se puede utilizar los paquetes informdticos existentes en el
mercado propios de la P.N.L.; cosa que, hoy por hoy, parece lo més eficiente. Por
estas consideraciones, es conveniente dedicar un epigrafe a la teoria mas amplia de

extremos de funciones y mis concretamente a la P.N.L..
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IL.3. PROGRAMACION NO LINEAL

I1.3.1. Aspectos generales de la P.N.L.

Los Problemas [III] y [TII’] corresponden a uno de extremos de una funcién

en un subespacio del espacio euclideo n-dimensional:

Max F(2)
sS.a. [III]
8(2)20 '
z€Z
Max F(2)
s.a: 11’}
zeC

donde;

C = { zeR" | g(2)20, zeZ }

siendo F'y g funciones del tipo:

F:R"—> Ry g R"—> R"

En Takayama (1985) se resume en cinco las cuestiones que se pueden

plantear a la hora de abordar la resolucién del problema:
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12) ;Es el conjunto de oportunidades C no vacio, es decir, existe algin punto

factible?.

22) ;Existe solucién Gptima, es decir, un punto factible z° tal que F(z') = F(2)
vze(?

32) ;Cudles son las caracteristicas de ese punto z*?.
43) ;Porqué es la solucién 6ptima?.
52) ;Existen algoritmos para encontrar todas las soluciones?.

Las dos primeras cuestiones hacen referencia a la existencia de solucién
Optima, para lo cual se enuncian teoremas que aseguran la existencia de maximo
(minimo) de una funcién real definida en un subconjunto de R". El teorema cldsico

de existencia de méximo y minimo es el teorema de Weierstrass:

Teorema II.1.: Si la funcién F(z) es continua en un subconjunto C

compacto, la funcién admite maximo y minimo en C.

Las hipétesis del teorema II.1. no se pueden relajar més si se quiere asegurar
la existencia de maximo y minimo, sin embargo la hipétesis de continuidad se puede
relajar por la de semicontinuidad superior en un problema de maximizar o por la de
semicontinuidad inferior en un problema de minimizar. Por ello el teorema de

existencia anterior puede quedar de la siguiente manera:

"Si la funcién F(z) es semicontinua superiormente en el conjunto

compacto C existe maximo del problema en C."

La cuestion 32 y colateralmente la 42 son las mds importantes a nivel tedrico
y las que han ocupado una mayor parte en la literatura sobre optimizacién

matemdtica, sobre todo desde que autores como Fritz John (en 1948) y Kuhn y
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Tucker (en 1951) aportaron diversos tipos de caracteristicas que deben cumplir los
puntos dptimos. A raiz de sus trabajos fueron apareciendo muchos otros en la linea
de refinar las condiciones de 6ptimo de forma que en los afios 70 se llegaron a
establecer condiciones de 6ptimo mds relajadas para el problema de extremos. Un
resumen de este proceso se desarrollard més adelante y se puede seguir en algunos

manuales cldsicos de programacién no lineal®.

Por dltimo, la 52 cuestién, es decir, la bisqueda de algoritmos para encontrar
todas las soluciones, ha sido muy tratada a raiz de la obtencién del algoritmo del
simplex en programacién lineal. Esta es la linea de investigaciéon mdas seguida
actualmente en programacién no lineal, debido en parte al desarrollo de ordenadores
cada vez mds potentes que permiten, a través de paquetes informaticos basados en
alguno de estos algoritmos, resolver problemas de programaciéon no lineal. En el
capitulo cuarto se comentan algunos de estos algoritmos aplicados al problema de

control éptimo discreto.

Veamos a continuacién algunas consideraciones tedricas que hay que tener

presentes a la hora de resolver el Problema [III].

El problema de encontrar el méaximo absoluto de un problema de P.N.L. se
desarrolld, inicialmente por parte de Karush en 1939°, como una ampliacién de la
programacién clisica (donde todas las restricciones son de igualdad). Este autor
reduce las restricciones de desigualdad a igualdades mediante la resta del cuadrado

de un nimero real:

®Entre los muchos manuales sobre P.N.L. merece la pena destacar, entre los pioneros, a Mangasarian
(1969) debido a su rigurosidad y claridad al mismo tiempo; y entre los mds recientes a Bazaraa, Sherali
y Shetty (1993), que incorpora también métodos numéricos de resolucién.

5El estudio de este autor se recoge en su tesis doctoral y s6lo se publicé en la Universidad de
Chicago de ahf que permaneciera bastante ignorado hasta finales de los afios 60 (un pequefio resumen de
la evolucion de los enfoques dados a 1a P.N.L. se puede seguir en Takayama, 1985)
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g()-8=0  j=l,..m

y a continuacién aplica el teorema cldsico de Lagrange tomando §; como variables
adicionales del problema. La obtencién de las condiciones de éptimo se basa, igual
que en programacién cldsica, en el célculo diferencial: derivabilidad y

diferenciabilidad de funciones y teorema de la funcidén implicita.

Otra aproximacién al Problema [III] se puede realizar a través de
desigualdades de punto de silla utilizando la teoria de conjuntos convexos, funciones
concavas y convexas y teoremas de separacién. En esta aproximacién no se exige
diferenciabilidad de las funciones que intervienen en el problema y por tanto es una
aproximacién mdés general. Segun este enfoque la condicién de punto de silla es
suficiente para obtener un médximo global pero sélo es necesaria bajo hipétesis
adicionales de convexidad y de ciertas condiciones de regularidad sobre las
restricciones 1lamadas también cualificacién de restricciones. Una limitacion de esta
aproximacién es la poca operatividad de las desigualdades de punto de silla de cara
a la obtencién de los puntos concretos que las satisfacen, aunque en problemas de
C.0. discreto la condicién de punto de silla puede dar lugar a un principio del
méximo como se hace en Valqui (1987). Para que las condiciones de punto de silla

- ganen en eficacia hay que introducir la hipétesis de diferenciabilidad. -

Efectivamente, si se parte de funciones diferenciables y de un conjunto Z
abierto y no vacio se llega a la aproximacion mdas conocida y més desarrollada en
los afios 50 y 60: la Programacién no Lineal. Esta aproximacién da lugar a un
conjunto de igualdades y desigualdades llamadas condiciones de cuasi-punto de silla
(Takayama, 1985) o condiciones de punto estacionario (Mangasarian, 1969) que se
deducen de las desigualdades de punto de silla y de la caracteristica de
diferenciabilidad de las funciones, reciprocamente las condiciones de punto

estacionario implican las desigualdades de punto de silla bajo hipdtesis de
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convexidad o concavidad®.

En P.N.L. Fritz John en 1948 y con mids éxito Kuhn y Tucker en 1951,
formularon inicialmente las condiciones de Optimo bajo hipétesis de
diferenciabilidad. La divergencia entre ambos autores se encuentra en la definicién
de la funcién lagrangiana, lo que a su vez lleva a la exigencia de cualificacién de
restricciones para Kuhn y Tucker sin que esto aparezca en Fritz John'!. A partir
de estas aportaciones fueron apareciendo en la década de los 60 distintos trabajos en
la linea de relajar los supuestos bajo los cuales las condiciones de punto estacionario
de Kuhn y Tucker son necesarias y/o suficientes. Este relajamiento se produjo
introduciendo conceptos como el de pseudoconcavidad y cuasiconcavidad de
funciones, conceptos definidos tras la publicacién del citado articulo de Kuhn y
Tucker. Por su importancia de cara a la resolucién de nuestro problema de control,
en el siguiente epigrafe mencionaremos las aportaciones de algunos autores al caso

particular en que aparecen restricciones mixtas, esto es, de igualdad y desigualdad.

Establezcamos a continuacion las técnicas de la programacién no lineal

tomando como base las aportaciones de Kuhn y Tucker.

Sea de nuevo el Problema [III] o [III’] donde las funciones F'y g se suponen
diferenciables respecto a z en Z y se parte de que el conjunto Z es abierto y no

vacio. EIl objetivo es obtener el madximo global de dicho problema.

Dpado que el objetivo de este trabajo no es realizar un andlisis riguroso de la P.N.L. no creemos
conveniente demostrar aquf estas implicaciones, que se puede ver en alguno de los manuales citados.

"L as condiciones de punto estacionario de Fritz John no necesitan ninguna cualificacién de
restricciones para ser condiciones necesarias de méximo global porque se parte de una funci6n lagrangiana
del tipo:

Liz,ApA)=AoF () +Ag(2)

En realidad la cualificacién de restricciones de Kuhn y Tucker garantiza que N0 lo cual permite pasar
de las condiciones de Fritz John a las de Kuhn y Tucker.
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Definicién I1.1. (M.G.): Maximo global del Problema [III] es aquel
punto z'€ C que cumple:

F(iz")2F(z) V zeC

Para llegar a encontrar este punto a través de ciertas caracteristicas, Kuhn y
Tucker expresaron las condiciones de punto estacionario o simplemente "condiciones

de Kuhn y Tucker" que se enuncian a continuacién:

Definicion II.2. (K-T): Un punto z’E€Z cumple las condiciones de

Kuhn y Tucker si existe un vector \’ € R™ tal que:

VF(zH+A'Vg(zh=0 (K-T, a)

g(z)>0 (K-T, b)
A'g(z)=0 (X-T, o)
2’20 (K-T, d)

La condicién (K-T, a), llamada de estacionariedad, se puede escribir también
en términos de la funcién lagrangiana de programacién clasica de la siguiente

manera:

V,L@z/,\)=0
[ Leh)-F@)+igk) ]

Tal condicién, junto con las otras tres, (K-T, b) de factibilidad, (K-T, c) de
holgura complementaria, y (K-T, d) de no negatividad, no son por si solas necesarias
ni suficientes para llegar a M.G., por eso se necesitan condiciones adicionales. Las

siguientes definiciones y teoremas aclaran bajo qué supuestos un punto que satisface
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K-T cumple también M.G. (K-T son suficientes) y, reciprocamente, bajo qué otros

supuestos un punto que cumple M.G. cumple también K-T (K-T son necesarias).

Definicién II.3.: Una restriccién g{(z) =0 se dice que es activa en un

punto z’ si se cumple con igualdad: g(z")=0.

Teorema II.2.: Sean F y las componentes de g funciones
diferenciables respecto a z en Z. Sea g, el subvector de g formado por
las restricciones activas en un punto z’. Entonces si F y las
componentes de g, son funciones céncavas respecto de z en Z, K-T

implica M.G..

Definicién II.4. (C.R.): Un punto z’ € C satisface la cualificacion de

restricciones si se cumple una de las dos siguientes condiciones:

a) Z’ pertenece al conjunto interior de C, es decir, no cumple

ninguna restriccién con igualdad (ninguna es activa).

b) Si se saturan algunas restricciones en z’, es decir,

gz A=0 VjeAd1,2,...,m}

entonces para cualquier punto z’’€Z que cumpla

Vg(z)z"-2)20 Vjed

debe existir una funcién

h():[0,1]~Z
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diferenciable en O con las siguientes condiciones:

i)  h(0)=z’
i) h(@eC
iii) Vh(0)=a(z”-z")  para algin a>0

Teorema I1. 3. : Si un punto satisface (M.G.) y en ese punto se cumple

la cualificacién de restricciones entonces también se cumple (K-T).

La dificultad que conlleva la verificacién de esta condiciéon (C.R.) llevé a
varios autores a enumerar condiciones que pudieran sustituirla en el sentido que
también aseguraran que las condiciones (K-T) fueran necesarias de 6ptimo global.
Algunas de estas nuevas cualificaciones de restricciones son tan poco operativas
como la de Kuhn y Tucker'?, sin embargo otras son mds ficiles de comprobar y
por tanto mds importantes desde un punto de vista operativo'®. De todas ellas hay
que destacar la llamada condicién de regularidad, que se recoge en la definicién
IL.5..

o eos

Definicion I1.5. : Un punto cumple la condicién de regularidad o de

rango completo si en ese punto el rango de la matriz jacobiana de las
funciones g, es igual al nimero de restricciones saturadas, en otras
palabras, si los gradientes de las restricciones saturadas en ese punto

forman un sistema de vectores linealmente independientes.

Las hipétesis de los teoremas II.2. y II.3. se resumen en la Figura II.1.

2por ejemplo, las de Slater y Karlin (Mangasarian, 1969).

BEntre éstas se puede citar la de Arrow-Hurwicz-Uzawa, la de Abadie y la de Evans; todas ellas
recogidas en Mangasarian (1969).
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Fy g, concavas
>
K-T M.G.
<
Cualificacién de restricciones
o condicién de regularidad

Figura II.1: Hipétesis para que K-T sean condiciones necesarias y/o suficientes
- para M.G..

I1.3.2.- Incorporacién de restricciones de igualdad

Como paso necesario de cara a establecer las condiciones necesarias y
suficientes de Optimo en P.N.L. que sirvan para el problema de C.O. discreto
conviene ver los efectos que se producen al considerar en el enunciado del problema
restricciones especificas de igualdad, dado que en el problema de control el sistema

dindmico se expresa a través de igualdades.

El enunciado correspondiente da lugar al Problema [IV] o [IV’].

Max F(2)

s.a.
g8(2)20 [IV]
q(z)=0

Z€EZ

Max F(2)
s.a: [v’]

zeC’
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donde:

C’={zeRYg(2)20, q(2)=0, zeZ}

siendo la nueva funcién g del tipo ¢q:R" —> R’.

Para relacionar el Problema [IV] con el Problema [III] basta con observar

que una igualdad equivale a dos desigualdades:

q,(2)20

qk(z) ~g @20

Debido a estas nuevas restricciones, se debe adaptar al nuevo enunciado las
condiciones de Kuhn y Tucker y las hipétesis exigidas en los teoremas I1.2. y IL.3..
No obstante, todos los cambios se pueden realizar sin desdoblar las restricciones de
igualdad para no aumentar todavia més la dimensién del problema. De esta manera

los cambios que se introducen son los siguientes:

- En la funcién lagrangiana se deberian introducir 2p multiplicadores no
negativos asociados a las nuevas 2p restricciones de desigualdad, pero esto es
equivalente a introducir p multiplicadores no restringidos en signo asociados a las
p nuevas restricciones de igualdad. Las condiciones de Kuhn y Tucker recogen las

p igualdades adicionales.
- En el teorema de suficiencia de Kuhn y Tucker se exige a las restricciones
de desigualdad que sean cdncavas, lo cual significa que las funciones g,(z) y -¢q,(z)

deben ser cdncavas, de donde se llega a que g,(z) deben ser lineales.

- En la condicién de regularidad y dado que las restricciones de igualdad se
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saturan siempre, la matriz jacobiana afecta a las funciones componentes de g, y de

qg.

Hechas estas observaciones se puede enunciar a continuacién las condiciones
de Kuhn y Tucker y los supuestos bajo los cuales dichas condiciones son necesarias

y/o suficientes de méximo global en el problema con restricciones de igualdad.

Las condiciones de Kuhn y Tucker se obtienen definiendo previamente la

lagrangiana:

L(z,A,p)=F(2)+2g(2) +11q(2)

con A€R™ y peR?

Ahora, aplicando la definicién I1.2., un punto z’ € Z satisface las condiciones
de Kuhn y Tucker o es punto estacionario de la lagrangiana si existen

multiplicadores (A,u) de forma que se cumple simultineamente:

i) VF(z)+AVg(z)+pVq(z)=0
ii) gz=0
q(zH=0
iii) Ag(z")=0
iv) 120

A partir de estas condiciones y de las observaciones anteriores se puede

enunciar el siguiente teorema de suficiencia para el Problema [IV]:

Teorema I1.4.: Si F y las componentes de g, son funciones céncavas

y las componentes de g son funciones lineales, todo ello respecto a z

en Z, entonces si un punto cumple las anteriores condiciones de Kuhn
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y Tucker es méiximo global del problema.

Para que las condiciones i) a iv) de Kuhn y Tucker sean necesarias, se debe
especificar la condicién de regularidad que en el caso de restricciones de igualdad
viene dada por la definicién II.6.. A su vez, esta definicién permite enunciar el

teorema II.5..

Definicién II.6.: Un punto cumple la condicién de regularidad en el

Problema [IV] si el rango de la matriz jacobiana de las funciones
componentes de g, y de g en ese punto es igual al nimero de
restricciones de desigualdad saturadas en ese punto mas el nimero de

restricciones de igualdad.

Teorema I1.5.: Un punto que es maximo global del Problema [IV] y
que cumple la definicién II.6. cumple también las condiciones i) a
iv), de Kuhn y Tucker.

La condicién de regularidad dada en la definicién II.6. se puede sustituir por
alguna otra cualificacién de restricciones adaptada al caso de restricciones de
igualdad. También se puede sustituir por otras cualificaciones especificas al caso de
restricciones de igualdad y desigualdad, entre las que destaca la de Mangasarian y
Fromovitz enunciada en 1967 (recogida también en Mangasarian, 1969) y que se

reproduce en la definicién II.7..

Definicion II.7.: Un punto 7’ satisface la cualificacion de

restricciones en el Problema [IV] si cumple:

a) rango (J(q(z’)) = p

b) existe un punto y & R" tal que:
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Jgizhy =0
Jg,zhy <0

donde J indica la matriz jacobiana.

La condicién dada por la definicién II.7. es menos fuerte que la condicién
de regularidad enunciada en la definicién II.6 aunque también menos operativa. Sin
embargo, es la condicién que utilizan m4s recientemente autores como Ravn (Ravn,
1990, 1991).

Como 1ltimo paso para establecer de forma definitiva las condiciones de
6ptimo hay que utilizar conceptos como el de cuasiconcavidad (enunciado por
primera vez por Nikaido en 1954) y el de pseudoconcavidad (enmunciado por
Mangasarian en 1965) de una funcién. Estos conceptos son menos fuertes que el de
concavidad y por tanto permiten enunciar los anteriores teoremas de forma que
resulten aplicables a un conjunto de funciones méis extenso. La relajacién de los
supuestos bajo los cuales se cumplen los teoremas ha ido produciéndose
sucesivamente a lo largo de los afios 60 y 70 utilizando estos conceptos mas
generales que el de concavidad. En Bazaraa y otros (1993) por ejemplo, se formulan

los teoremas que recogen tales supuestos.

Aqui destacamos, mediante el teorema II.6., las hipétesis y resultados

equivalentes al enunciado del teorema I1.4..

Teorema I1.6.: Sean F, las componentes de g y las componentes de

g funciones diferenciables respecto a z en el conjunto abierto y no
vacio Z. Si existe un punto z’ que cumple las condiciones i) a iv), de
Kuhn y Tucker, y en ese punto F es pseudocéncava, las componentes
de g, son cuasicéncavas, las de g, son cuasicéncavas y las de gy, son

cuasiconvexas; entonces ese punto es maximo global del problema.



CAPITULO II: LA TEOR{A DEL CONTROL OPTIMO EN TIEMPO DISCRETO. 76

En este enunciado g, y gy son los subvectores de la funcién vectorial g

asociados a un multiplicador p mayor que cero y menor que cero respectivamente.

Algunas de las cualificaciones de restricciones existentes también se pueden
enunciar de una forma mis relajada utilizando estos conceptos, sin embargo no
ocurre esto con la condicién de regularidad (definici6én I1.6.) ni con la condicién de
Mangasarian y Fromovitz (definicion II.7.) que son las més utilizadas por su

operatividad.

Para acabar este epigrafe se esquematiza en la Figura II.2. las implicaciones
entre las condiciones de Kuhn y Tucker y la condicién de maximo global teniendo
en cuenta las restricciones de igualdad y los conceptos introducidos de

cuasiconcavidad y pseudoconcavidad:

F pseudocéncava
g, cuasicéncavas si p, >0
g, cuasiconvexas si u, <0
8,4 cuasiconcavas

<
Cualificacion de restricciones
o condicién de regularidad

Figura II.2.: Hipdtesis menos fuertes para que K-T sean condiciones necesarias

y/o suficientes de M.G. en el problema con restricciones de igualdad.
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I1.3.3. Aplicacién de las condiciones de éptimo de P.N.L. a un problema
de C.O. discreto

Dado que se ha demostrado la equivalencia entre el problema de extremos
de funciones y por tanto de Programacién no Lineal y el problema de Control
Optimo discreto (epigrafe II.2.) se puede aplicar las condiciones de 6ptimo de la
P.N.L. (epigrafes I1.3.1. y I1.3.2.) al problema de C.O. discreto en forma estdndar

enunciado en el capitulo I. Sea el Problema [I] de C.O. discreto en forma estdndar:

T-1
Max F(X,U)=Y F(x,u)+F/{x,)
=0

s.a.

X, ~X=f (x4 t=0,...,T-1

u,ceUcR™ t=0,...,T-1 M
x,€XcR" t=0,...,T

h(X,U)eHcR’

X,=l,)

T conocido

El conjunto de oportunidades, sin tener en cuenta el sistema dindmico es:

S=(XyxX;%..xX;xUpx...Ur_ ) D

donde nuevamente D es el subconjunto de puntos de R’ que cumplen las
restricciones de trayectoria. Se supone que el conjunto S se puede expresar a través
de restricciones de desigualdad, de la condicién inicial y de un conjunto Z abierto

y no vacio que no se puede reducir a desigualdades, es decir:
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S = {(X,U)eR7 g(X,U)20; xy=x, (X,U)eZ}

donde g es una funcién vectorial de p funciones componentes con r variables reales

cada una (r=(T+1Dn+Tm).

Por tanto, el Problema [I] de C.O. discreto también puede adoptar el
enunciado del Problema [V] con T(n+m) variables (dado que x, es conocido) y

Tn+p restricciones:

T-1
Max F(X,U)=Y F(x,u)+F{xp)
¢=0

s.a:
X% fxpu) t=0,..,T-1 vl

8(X,0)20
X, U)ez

X,y T conocidos

El Problema [V] se puede tratar mediante P.N.L. donde:

- el vector de variables, zE RT™*™ es:

1 n 1 n_1 m 1 m
Z=(Xg 3eesXy seresXTaesesX sl genesll seeeslhgogseeesliyey)

- las restricciones de igualdad son:

q,i(z) =f,'(x,,u,) -x,f,1+x,i=0 t=0,...,T-1 , i=1,..,n
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- las restricciones de desigualdad son:
g(2)20 I=1,..p

- y la funcién lagrangiana adopta la expresion:

T-1

P
L@ A1) =F@+Y By (i, #3)+ Y Mg,
=0 =1

Ahora, en forma desarrollada, las condiciones de estacionariedad de Kuhn

y Tucker para el Problema [V] son las siguientes:

oF noL off
TN ) bea— ‘ EA 5, a)
ox, k=1 x, -1 ax,

t=1,..,7-1, i=l,..,n

—-—-p.T+E }. i=1,..,n G, b)
o

_+E f+1 : E A _._0 (5’ c)

ou k1 au] i

t=0,..,T-1 , j=1,..m

Igualmente aparecen las condiciones de factibilidad siguientes:
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£;20 I=1,...p 6, a)

ﬂ—x,i1+x,l=0 t=0,...,T-1 , i=l,.,n (6, b)
También las condiciones de no negatividad:

120 I=lp (D

Y, por ultimo, las condiciones de holgura complementaria:
’,8,=0 I=1,..p 8)

Estas condiciones se suelen aplicar a través de una funcién llamada

hamiltoniana que es la siguiente:

n
H(x b, ) =F 1) *Y penf )  1=0,.,T-1

i=1

Esta funcién es habitual en optimizacién dindmica tanto en tiempo discreto
como continuo y su importancia es crucial para relacionar las condiciones de 6ptimo
derivadas de la P.N.L. y aquéllas que se obtendrin desde el P.M.. Utilizando la

funcién hamiltoniana, y como paso intermedio, se tiene:
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3H, oF, * af
__;__kz

ox, Ox, ax

t=0,..,T-1 , i=1,..n

oH, oF, =
S T S af‘j £=0,..,T-1 , j=l,..m

ou! ou] ¥

oH, .
==, t=0,...,.7-1 , i=1,.n

Oltra

Entonces, algunas de las condiciones de Kuhn y Tucker del Problema [V] se
pueden expresar mediante la funcién hamiltoniana, en concreto las condiciones (35,

a), (5, ¢) y (6, b) pasan a ser, respectivamente:

H, 0
—-u#um{) A —g=0 t=1,..,T-1, i=l,..n (5, a)
ox, I=1 ax,
aH LA
3 Y WhicLim £=0,..,T-1 , j=1,.,m s, ¢
au =1 au,j
OH, . »
x,,1+x, '=0 t=0,...,T-1 , i=1,...,n 6, b')
al"'nl

Por dltimo, reordenando los términos, agrupando las expresiones y pasando

a una notacién vectorial* se consigue las condiciones de Kuhn y Tucker del

Problema [V] de C.O. discreto:

10bsérvese el abuso de notaci6n al expresar la derivada parcial de una funcién vectorial, puesto que
deberia expresarse a través de una matriz Jacobiana. Sin embargo, cuando no haya lugar a confusién
utilizaremos la derivada parcial para presentar los resultados de una manera mis homogénea.
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%d-—aib(u a-k)  t=1,.,T-1 (KT-COD a)
ax x0T

oF

T8y (KT-COD b)
ox, Oxp

6H

%y 0,71 (KT-COD ¢)
ou, :

g20 , Ag=0 , 120 (KT-COD d)
oH,

—Lt=x,,-x  1=0,.,T-1 (KT-COD e)
apul

Para llegar a especificar si estas condiciones son necesarias y/o suficientes
de méaximo global hay que partir de una serie de supuestos que tienen su justificacién

en el epigrafe I1.3.2. y que, a continuacion, se resumen:

1°) Las funciones F, Fp, f'y g; son diferenciables en el conjunto de
oportunidades respecto a todas sus variables, lo que implica, a su vez, la

diferenciabilidad de la funcién hamiltoniana.
2°) La funcién objetivo es pseudocéncava.
3°) Las funciones f/ son cuasicéncavas si g/ >0 o cuasiconvexas si u,'<0.

4°) Las funciones g que corresponden a restricciones saturadas son

cuasicéncavas.

5°) Se cumple alguna cualificacién de restricciones, por ejemplo la condicién

de regularidad o la de Mangasarian y Fromovitz.

Ahora se tienen los siguientes teoremas:
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Teorema II.7.: Sea 7" un punto méximo global del Problema [V] de
C.0. discreto. Si se cumple el supuesto 1°) y en z" se verifica el
supuesto 5°), entonces z° cumple las condiciones de Kuhn y Tucker

expresadas en (KT-COD).

Teorema I1.8.: Sea z’€Z un punto que verifica las condiciones (K7-

COD). Si en 7’ se satisfacen los supuestos 2°), 3°) y 4°), entonces z’

es un maximo global del Problema [V] de C.O. discreto.

Los teoremas II.7. y II.8. son una simple traslacién respectivamente de los
teoremas IL.5. y I1.6. de P.N.L. al Problema [V] de C.O. discreto, traslacién que

es posible dada la equivalencia demostrada entre ambos problemas.

A continuacién se considera un caso especial de restricciones de desigualdad
de forma que dependan de las variables en un mismo periodo de tiempo. Para ello
las restricciones de trayectoria se deben poder englobar dentro de las restricciones
de control y de estado-espacio lo cual, aunque pueda restar generalidad, es bastante

seguido por muchos autores.

Tras eliminar las restricciones de trayectoria, el conjunto de oportunidades
se puede definir a través de unas restricciones de desigualdad de la forma
&(x,u,) =0, de la condicién inicial y de un conjunto Z que no se pueda reducir a
restricciones de desigualdad. La funcién g, es una funcién vectorial, es decir, se
considera que en cada periodo hay varias restricciones de desigualdad, cada una de
las cuales tiene la caracteristica de tener como argumentos las variables en un mismo

periodo de tiempo.

El Problema [VI] es ahora similar al anterior pero, al eliminar las
restricciones de trayectoria, es posible establecer unas condiciones de estacionariedad

més simples.
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X X =f (X1 t=0,...,T-1
gt(xt’ut) 20 t=0,-..,T— 1

x, ¥ T conocidos

84
T-1
Max Y F(x,u)+Fxp)
1=0
s.a:
[Vi]

Utilizando la funcién hamiltoniana y en notacién vectorial, las condiciones

de K-T para el Problema [VI] son:

OB, 2 B y  t=1,.,T-1
—_—tA—=- - =1,..,T-
axt tax‘ p'ﬂl p't

oF,
—T= 9, b
&, Br ®, b)
0H, o
—ts Lo 1=0,..T-1

u, ou,
820, 2,0, 220 t=0,...,T-1
ﬂ= -X t=0,...,7-1
3 t+1 Tt e

I“"nl

O, a)

©, o)

G, 9

S, o

El enunciado de las condiciones (9,a) a (9,e) es posible gracias a la forma

que han adoptado las restricciones de desigualdad y tiene la ventaja de que se pueden

separar en cada periodo de tiempo. Esto permite, como veremos en el siguiente

epigrafe, una mejor comparacién entre la aproximacién a través de la P.N.L. y la

aproximacién con el P.M..

Antes de acabar este epigrafe es interesante hacer algunas observaciones.
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La primera hace referencia a las condiciones de transversalidad. Como se
coment6 en el capitulo I el problema admite distintos enunciados en funcién de si
se fijan o no los puntos iniciales y/o finales. En este sentido, y referido al Problema
[V], la segunda condicién de Kuhn y Tucker (K-T, b) se puede entender como la
condicién de transversalidad asociada a un valor final no especificado de la variable
de estado, en cambio si se fija este valor de x; la segunda condicién desaparece. De
la misma forma, si la condicion inicial no se especifica en el enunciado del
problema, es decir, si x, es libre, en su lugar aparece una condicién de
transversalidad que la sustituye. Esta condicién, de tipo estacionario, se obtiene al
derivar la lagrangiana respecto a x, e igualar a cero. En el Problema [VI] la

condicién correspondiente a x, libre seria:

Otra observaci6n hace referencia al caracter del conjunto de oportunidades
S. Se ha partido de la hipétesis que este conjunto se puede delimitar a través de un
conjunto de igualdades y desigualdades y a través de un conjunto Z abierto y no
vacio para que tenga sentido hablar de diferenciabilidad en todos los puntos. Detras
de este supuesto estd la conviccidn de que en la mayoria de los problemas y sobre
todo en las aplicaciones econdmicas Z es todo el espacio R', es decir, el conjunto
de oportunidades se puede delimitar totalmente con restricciones de igualdad o
desigualdad. Sin embargo, se puede plantear otras formas més generales del conjunto
de oportunidades abandonando asi la P.N.L.. Si el conjunto S es convexo y la

funcién objetivo es diferenciable, la condicién necesaria que se obtiene es del tipo:

VF(z")(z-2/)<0 VzeS

que es también suficiente si F es céncava en z’. Si el conjunto S es todavia més
general se puede utilizar como condicién necesaria la no existencia de direcciones

factibles de mejora (ver Bazaraa, Sherali y Shetty, 1993).
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I1.4.- RESOLUCION A TRAVES DEL PRINCIPIO DEL MAXIMO CLASICO

I1.4.1. Enunciado del Principio del Maximo discreto clasico

Siguiendo a Boltyanskii (1978), la gran popularidad del P.M. de Pontryagin
en el caso continuo hizo dirigir los esfuerzos de los investigadores hacia la obtencién
de condiciones de 6ptimo en el problema discreto en forma también de un Principio
del Méximo. Se enuncid, en consecuencia, un Principio del Maximo discreto
andlogo al continuo, aunque su validez no quedé asegurada automdaticamente ya que
en el paso de una variable continua a una discreta se producen errores de
aproximacién y de concepto. Pese a ello, este primer enunciado del P.M. discreto
es uno de los principales puntos de partida en la obtencién de las condiciones de
6ptimo del problema de C.O. discreto. Veamos como surge el P.M. discreto a partir

del continuo.

. Para obtener el P.M. continuo se parte del Problema [VII] de control 6ptimo

en tiempo continuo:

T
Max  Fyx(D), D)+ [FG(t),u()
0

S.a.

%a‘tx(t),u(t))

8(x(2),u())20
x(0) y T conocidos

[vii]

donde ahora tER, x()ER", ut)ER™ y g: R"™" —> R?

Para establecer las condiciones necesarias de maximo hay que partir de la

funcién hamiltoniana:
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H(x(®), u(®), p@) = Fx@), u@), ) + p@RxQ), u@), 1)

o también de la funcién hamiltoniana ampliada:

H'(x(@), u@®), p®) = H + A(0)g(x(®), ul®), 1)

donde u(r) es el vector den n> variables de coestado y A(f) es el vector de p

multiplicadores dindmicos.

El siguiente sistema hamiltoniano dindmico expresa las relaciones entre las

variables dinamicas:

dx(t) _8H'(®)

o  x=H'

dt op( ¥
du) __ oH (¢ . f=-H'
ar oax(d) *

La resolucién de este sistema permite obtener las variables x(7) y u(#) una vez
conocida la variable u(?) y aplicar las condiciones de transversalidad. Para encontrar
los controles u(r) y, en su caso, las condiciones de transversalidad se debe tener en
cuenta el denominado Principio del Maximo de Pontryagin (Pontryagin y otros,

1962) que, para el Problema [VII], se enuncia a través del teorema IL.9..

Teorema II.9.: Sea u'(f) una funcién continua que resuelve el

Problema [VII] y sea x'(f) la trayectoria éptima asociada a tales

variables de control. Entonces, existe una funcién continua no nula

p(®) tal que:
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a) Si U(r) es el conjunto de controles admisibles o factibles, se

cumple para todo t€[0,7] y para todo u(r) € U(?):

Hx®, u*@), p@®, 0 2 Hx®), u@), p@), 9

b) Se cumple el sistema hamiltoniano dinimico en (x'(?), &' (?)).

¢) Se cumple la condicién de transversalidad asociada a un valor final

libre de la variable de estado:

SF (DD _

(D) p(D

Este enunciado del Principio del Maximo se puede trasladar al caso de tiempo
discreto si el problema se enuncia sin restricciones de trayectoria®®. Sea, por tanto,

- el Problema [VI] de C.O. discreto ya enunciado en II.3.3.:

T-1
Max 20: F(x,u)+F(x)
t=

s.a:

vij

xt+1 -x;=j;(xput) t=0,...,T-1
8,(x,u)>0 t=0,...,T-1

x, ¥ T conocidos

La funcién hamiltoniana asociada en el periodo ¢ es:

BEsto no siempre supone una pérdida de generalidad porque como hemos visto en el epigrafe 1.3.3.
ciertas restricciones de trayectoria se pueden eliminar creando variables de estado adicionales.
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H(xpusl,, ) =FX0)+ 1, fi(xpu)

Y la hamiltoniana ampliada en el periodo ¢:

H/t(xl’ut’ pt"']’lt) =Ht+ Atgl(xf’ut)

El sistema hamiltoniano estd formado ahora por las siguientes ecuaciones en

diferencias:

oH'
X, X =— (10, @)
aptd-l
oH'
p'g+1-l"'¢—_ { (109 b)
ox

Estas son equivalentes, en tiempo discreto, a las ecuaciones diferenciales que

forman el sistema hamiltoniano en tiempo continuo. Ahora el enunciado del principio

del méximo a validar es el siguiente:

Teorema 11 10.

(Principio

del Mdximo _ discreto): Sea

U'={u;t=0,...,T-1} una sucesién solucién del Problema [VI] y
X'={x";r=0,...,T-1} la solucién asociada para las variables de

estado. Entonces, existe una sucesién no nula u(f) tal que:

a) Si U, es el conjunto de controles admisibles o factibles, se cumple

para todo =0,1,...,Ty para todo u,€ U;:
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H(X:, uz‘: IJ'tq) 2 H(x;, u,, P-,,,l) (PM, a)

b) Se cumple el sistema hamiltoniano dinimico en (x°,, u°).

c¢) Se cumple la siguiente condicioén de transversalidad asociada a un

valor final libre de la variable de estado:

Este P.M. discreto ha sido enunciado en forma de condicién necesaria por
analogia al P.M. continuo. Sin embargo, los errores que se cometen al pasar del
caso continuo al discreto impiden considerar este enunciado como una condicién
necesaria, por lo que hay que considerarlo s6lo como un punto de partida. Lo que
interesa a partir de aqui es estudiar bajo que condiciones el anterior P.M. discreto
es valido y en consecuencia sirve, al igual que el continuo, como condicion necesaria
de 6ptimo global. Las formas de demostrar o dar validez a este P.M. en tiempo

discreto es lo que nos ocupa en el siguiente epigrafe.

11.4.2. Validaciones del Principio del Mdximo discreto

El Principio del Maximo discreto como condicién necesaria para obtener un
control 6ptimo ha tenido dos vias de demostracién. La primera, a través de
argumentos geométricos similares a los utilizados en el Principio del Maximo
continuo, se basa en estudiar las caracteristicas que se pueden deducir de trayectorias
de control préximas a las trayectorias 6ptimas, esto es lo que se llama "técnicas de

perturbaciones".

La segunda aproximacién, a través de la Programacion no Lineal, trata de

estudiar bajo qué condiciones se produce la equivalencia entre el P.M. discreto
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(junto con el sistema hamiltoniano) y las condiciones de estacionariedad de Kuhn y
Tucker; si se da esta equivalencia se puede aplicar las técnicas de la P.N.L. para

llegar a la condicién de maximo global.

En otras palabras, para relacionar el principio del médximo con la condicién
de maximo global se puede seguir dos caminos: uno, directo, mediante argumentos
geométricos; y otro indirecto a través de las condiciones de Kuhn y Tucker. En
ambas aproximaciones se exigen condiciones adicionales sobre la estructura del
problema para que el principio del mdximo sea condicién necesaria de maximo
global. El requerimiento matemaético de la primera aproximacioén es mas complejo
pero es necesario para ampliar la aplicabilidad del P.M. discreto ya que existen
problemas donde los supuestos de diferenciabilidad, convexidad, cualificacién de
restricciones, etc. que se exigen en la segunda aproximacién no se dan, aunque éste

no es el caso de las aplicaciones econdémicas que aqui se desarrollan.

La aproximacion geométrica se basa en técnicas similares a las del Principio
del Méaximo en tiempo continuo. A pesar de que algunos autores trasladaron
inicialmente de forma automdtica este principio al caso discreto otros autores
pusieron de manifiesto que esto conduce a errores en ciertos tipos de sistemas
discretos's. El primero que intenta acotar la validez del principio del maximo
discreto es Rozonoer (1959) que demuestra su validez en sistemas discretos lineales.
Las investigaciones posteriores se orientaron a resaltar la importancia de Ia
convexidad del conjunto que forman los posibles valores de los estados y de la
funcién objetivo, llamado conjunto de estados extendidos alcanzables'’. En este
sentido los articulos de Halkin y Holtzman son los mds conocidos. La condicién

importante para dar validez al P.M. discreto necesita de las definiciones I.8. y II.9.

1Entre los autores que utilizaron de forma incorrecta el P.M. en tiempo discreto se puede citar a
Fang y Wang (The Discrete Maximum Principle. John Wiley, Nueva York, 1964), aunque previamente (en
1962) Katz habia publicado dos articulos en la misma linea. Un resumen esclarecedor de estos inicios del
P.M. discreto se puede seguir en Nahorski, Ravn y Valqui (1984).

YE] tratamiento del valor de la funcién objetivo como un estado mds proviene del enunciado del
problema en la forma de Mayer.
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Definicion II. 8.: Un conjunto 4 C R" es direccionalmente convexo
en la direccion del vector dGRnsi x+\dGA VXECo(/l) para

algin A>0, donde Co(/1) es la envoltura lineal convexa del conjunto
A.

Esta definicion implica que cualquier combinacion lineal convexa de puntos
del conjunto 4, se puede desplazar en la direccion d y llegar a un punto de dicho
conjunto. El siguiente ejemplo grafico muestra, en R 2 un conjunto no convexo pero

direccionalmente convexo en la direccion del vector (0,1).

Grdfico Il 1.: Convexidad direccional.

Definicion 1I.9.: Se llama conjunto de estados extendidos
alcanzables desde un estado previo x¢, a un subconjunto de E K
donde cada elemento tiene una primera componente que es el valor
que puede alcanzar la suma de las funciones intermedias hasta el
periodo siguiente y el resto de componentes son los valores que
pueden alcanzar las variables de estado. Estos valores van

apareciendo al aplicar controles admisibles sobre la funcion
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intermedia y el sistema dindmico. Es decir, llamando V,_,(x,) a este

conjunto de estados extendidos alcanzables desde x, se tiene:

V. x) = { xo1%,. ) ER™ | ueUfx) }

donde:

t
0
X1 =Y, Fylxuy)
k=0

X, =X (%)

Ux) = {u, [ gxu)=0}

Con estas definiciones se tiene la condicién de convexidad direccional,

establecida por primera vez en Holtzman (1966).

Condicién de Convexidad Direccional (C.D.): El conjunto de estados

extendidos alcanzables desde un estado previo en cada periodo de
tiempo, V,,,(x,), debe ser direccionalmente convexo en la direccién
del primer vector de la base canénica.

Ahora podemos enunciar el siguiente teorema:

Teorema II.11. (12 validacién del P.M. discreto): Si se cumple la

condicién C.D. entonces es vélido el enunciado del teorema II.10.

Se puede ver la demostracién pionera en Holtzman (1966) tomando como
base de partida la de Halkin en 1965 aunque la demostracién més rigurosa de este
teorema se encuentra en Boltyanskii (1978) donde se realiza para distintos casos

segin sea la expresién de la regién de control. Este teorema es aplicable no sélo en
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el Problema [VI] sino también en aquellos casos en que la regién de control no se
pueda reducir a igualdades y desigualdades. Para entender la importancia de C.D.
resulta también interesante las consideraciones que se recogen en Nahorski, Ravn y
Valqui (1984) y en Nahorski y Ravn (1988b) dado que ilustran graficamente las
implicaciones de la convexidad direccional del conjunto de estados extendidos
alcanzables para asegurar la existencia de un hiperplano soporte a dicho conjunto y
que pase por el estado extendido 6ptimo, hecho éste que permite la demostracién del
P.M. discreto.

Esta aproximacién geométrica ha sido objeto de estudio por otros autores a
partir de los afios 80 con el objetivo de relajar la hipdtesis de convexidad
direccional. Uno de los estudios més importantes se debe a autores ya citados
(Nahorski, Ravn y Valqui, 1984; Nahorski y Ravn, 1988b), los cuales presentaron
un principio del maximo generalizado que no parte de C.D. sino que se basa en la
construccién de una hamiltoniana generalizada que no es lineal en la variable de

coestado.

En los articulos publicados por Halkin y Holtzman se reconoce que C.D. es
s6lo una condicién suficiente para dar validez al P.M. discreto, condicién que,
ademds, facilita su demostracién. Por tanto aunque el P.M. pueda no cumplirse si
esta condicién no se da, es posible que se cumpla bajo otras condiciones como
efectivamente demuestra Kleindorfer (en Tapiero, 1977) o en general a través de la

segunda via de validar el P.M.: la Programacién no Lineal.

La segunda via para validar el principio del maximo se realiza a través de las
condiciones de Kuhn y Tucker y tiene la ventaja de que no necesita instrumentos
matemadticos distintos a los utilizados en P.N.L.. Los inconvenientes ldgicos
aparecen porque el problema de control debe cumplir las condiciones adecuadas ya
vistas en el epigrafe I1.2 para poderse tratar como un problema de programacién
matematica, condiciones que se cumplen habitualmente en las aplicaciones
econfmicas. Las implicaciones que se deben dar siguen el esquema de la Figura
I1.3..
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P.M. < K-T < M.G.

2% 12

Figura II.3. : El principio del mdximo a través de K-T.

La implicacién 12 ha sido estudiada en el epigrafe I1.3.2. y se cumple bajo

la hipétesis de cualificacion de restricciones o alguna condicién de regularidad.

Ahora, para analizar la implicacién 22 hay que realizar un estudio de la
interrelacion entre el bloque de condiciones (10)-P.M. (sistema hamiltoniano
dinidmico y maximizacién de la hamiltoniana) y el bloque de condiciones (9)
(condiciones de Kuhn y Tucker). Efectivamente, la implicacién 22 se puede

desglosar tal y como se recoge en la figura I1.4..

(10, a), (10, b), (P.M., a), (P.M., b)) <—— (9, a) hasta (9, e)

Figura I1.4.: Desglose de la implicacién 2°.

Dado que la funcién hamiltoniana es igual, independientemente de si el
problema se toma como de P.N.L. o de C.O. discreto, se observa facilmente que
el sistema de ecuaciones en diferencias (10) junto con las condiciones de

transversalidad (P.M., b) equivalen a (9, a), (9, b) y (9, e).

Sin embargo, para que la equivalencia entre ambas aproximaciones fuera total
se deberia dar la equivalencia entre la condicién (P.M., a) por una parte y las
condiciones (9, ¢) y (9, d) por otra. Para ello, los controles que maximicen la

hamiltoniana deben cumplir también las condiciones de K-T expresadas en (9, ¢) y
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(9, d) y viceversa. En otras palabras, el siguiente problema de maximizar la

hamiltoniana entre los controles admisibles:

Max  H(x/ uph,.,)

sa:  gx, u)20 [vIm]

para t=0,...,T-1

debe tener como condiciones necesarias y suficientes para resolverlo las siguientes:

i) 2t t=0,...,T-1 © o

820, 4,8=0,120 1=0..,T-1 (9d

aunque, para que la implicacién 22 se cumpla basta con que las dos condiciones (9,

c) y (9, d) sean suficientes de (P.M., b).

Para ello hay que observar que este problema de maximizar la hamiltoniana
respecto a los controles admisibles es un problema no lineal (dado que el problema
de control de partida también lo es) y por tanto se puede abordar a través de las
condiciones de Kuhn y Tucker, condiciones que se obtienen construyendo

previamente su funcién lagrangiana:

L(ut) =Ht+ltgt

sobre la que se aplica las condiciones de éptimo:
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VL(u)=0 (11, @)

2,20, g,20, A,g,=0 (11, b)

Las condiciones (11, a) y (11, b) coinciden con (9, ¢) y (9, d). Es decir, las
condiciones de Kuhn y Tucker del problema de maximizar la hamiltoniana respecto
a las variables de control constituyen una parte de las condiciones de K-T del

problema de C.O. discreto.

Para completar la demostracién de la implicacién 22 basta con observar bajo
qué supuestos estas condiciones de Kuhn y Tucker son suficientes de méximo global
de la hamiltoniana. Recordando el teorema de suficiencia en P.N.L. se puede

enunciar el teorema II.12.:

Teorema II. 12. : Sila funcién hamiltoniana es pseudocéncava respecto

de u, y las funciones componentes de g, son cuasicéncavas también
respecto de u, entonces los controles que cumplen (9, ¢) y (9, d) son

méximos globales de la funcién hamiltoniana.

Demostracién: Basta con aplicar el teorema II.6. al problema de

maximizar la hamiltoniana y observar que la funcién objetivo es la

hamiltoniana y que no hay restricciones de igualdad.
De esta manera queda completada la demostracién de las implicaciones
recogidas en la figura II.4., que se puede resumir en forma de teorema (teorema

II.13.).

Teorema II.13. (2° validacién del P.M. discreto): Si se cumple la

hipétesis de cualificacién de restricciones o alguna condicién de
regularidad en el problema [VI] y si la funcién hamiltoniana es

pseudocdncava respecto de u, y las funciones componentes de g, son
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cuasicéncavas también respecto de u, entonces es vélido el enunciado

del teorema I1.10.

Kleindorfer y otros (en Tapiero, 1977) exponen otra via para demostrar la
segunda implicacién de la Figura I1.3. a través de las condiciones de Kuhn y Tucker
del problema de maximizacién de la hamiltoniana. Esta demostracion es menos
importante por la propia naturaleza de los supuestos, que la hacen pricticamente

trivial.

Teorema II. 14.: Las condiciones de K-T son suficientes de maximo

global si se dan los tres supuestos siguientes:
a) Existencia de maximo global de la hamiltoniana entre los controles
admisibles (compacidad del conjunto de controles admisibles y

semicontinuidad superior de la hamiltoniana'®).

b) Cualificacién de restricciones en el problema de maximizar la

hamiltoniana.

c¢) La solucién del sistema formado por las condiciones de Kuhn y

Tucker de este problema es tinica.

Demostracién: Efectivamente bajo los dos primeros supuestos las

condiciones de K-T son necesarias de maximo para la hamiltoniana
y dado que estas condiciones tienen solucifn tinica, ésta es también
la solucién del problema de maximizacién de la hamiltoniana dado

que en este problema existe maximo global.

El P.M. discreto clésico exige, como acabamos de ver, el cumplimiento de

18En realidad estos autores exigen la continuidad de la hamiltoniana aunque este supuesto se puede
relajar por el de semicontinuidad superior,
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hipdtesis adicionales acerca de los conjuntos y funciones que aparecen en el
problema, hipétesis que dependen de la aproximacién que se utilice. Esto se puede

resumir en la figura II.5..

Aproximacion geométrica

Convexidad direccional
Miximo global > Principio del maximo

Aproximacion a través de K-T

Miximo global

> Condiciones de K-T > Principio del maximo
Cualificacién H, pseudocéncava
de restricciones 84 cuasicéncavas

Figura I1.5.: Las dos vias para validar el Principio del Mdximo en tiempo

discreto.

I1.4.3.- Comparacién_entre las condiciones de Kuhn v Tucker v el

Principio del Maximo como condiciones necesarias de miximo global

La aproximacién a través de las condiciones de Kuhn y Tucker se puede
seguir si se dan las condiciones para reducir un problema de extremos a un problema
de programacion matemdtica dado que el problema de control éptimo se puede tratar
como un problema de extremos; para ello las funciones deben ser diferenciables y
el conjunto de puntos factibles se debe expresar a través de igualdades,
desigualdades y a través de un conjunto abierto. Esta aproximaci6én permite englobar

la teoria del C.O. en tiempo discreto dentro de otra mucho mis conocida y
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desarrollada como es la programacién matemdtica con la consiguiente ventaja que
ello supone, tanto a la hora de expresar las caracteristicas que deben cumplir los
méximos globales como a la hora de establecer algoritmos y métodos numéricos para
obtener esos puntos. El principal inconveniente de esta aproximacién es la gran
dimensién del problema que se deriva del hecho de considerar a cada variable en
cada periodo de tiempo como una variable estdtica, con lo que la dimension del
problema crece muy rédpidamente a medida que aumenta el nimero de periodos de
tiempo que forman parte del problema, ademds esta aproximacién no aprovecha la
estructura especial del problema de control con lo que la ventaja que supone
disponer de algoritmos de resolucién de problemas no lineales queda un poco
mermada al tratarse de algoritmos generales y no especificos al problema de control

lo que se traduce en tiempos de cilculo mayores.

El P.M. es més especifico de la optimizacién dindmica y se basa en resolver
un problema de optimizacién de dimensién menor en cada periodo de tiempo (el
problema de maximizar la hamiltoniana) gracias a que si aprovecha la estructura del
problema de control para desglosarlo en varios problemas de menor dimensién. Sin
embargo, los algoritmos de resolucion no han sido todavia suficientemente
estudiados y es de esperar que vayan surgiendo algoritmos mds eficientes para este

problema que los disponibles en P.N.L..

En cuanto a la validez de ambos métodos, se ha estudiado que las condiciones
de K-T necesitan de la cualificacién de restricciones como hipétesis adicional para
ser condiciones necesarias de miximo global. Por otra parte, el P.M. necesita
también hipdtesis adicionales. La ms habitual es la de convexidad direccional de los
estados extendidos alcanzables, aunque en la Figura I1.5. se recoge otra via de dar

validez al Principio del Mdximo: a través de las condiciones de K-T.

Ambas aproximaciones, pese a ser distintas en su origen, se pueden
relacionar como se ha visto en el epigrafe 11.4.2 en el sentido que bajo ciertas
hip6tesis las condiciones de Kuhn y Tucker implican la maximizacién de la

hamiltoniana.
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II1.1.- INTRODUCCION

El capitulo anterior se ha centrado en el estudio del Principio del Méaximo
como condicién necesaria de 6ptimo global en el problema general de C.O. discreto.
En este capitulo se har4 referencia a aspectos colaterales que merece la pena destacar
para tener una vision mds amplia de las posibilidades que encierra este tipo de
técnicas. Hay que decir que las extensiones que se desarrollan en este capitulo son
puramente matematicas y que el campo de extensiones no se cierra con las que aqui
se enumeran limitdndonos a las que creemos mds importantes o que pueden servir

para las aplicaciones incluidas en los dltimos capitulos.

Destacamos, en primer lugar, consideraciones acerca de la existencia de la
solucién y acerca de condiciones de suficiencia para un punto'®. Analizar los puntos
que cumplen el P.M. sélo significa que si existe una solucién ptima ésta formard
parte de esos puntos; sin embargo, en ningin caso se puede asegurar que la solucion
encontrada a través del P.M. sea la Optima dado que es posible que no exista
6ptimo. En otros casos, puede haber varios puntos que cumplan las condiciones
necesarias y se necesitan condiciones de segundo orden para concluir cuél o cuéles
de ellos son efectivamente Optimos. No obstante, si se sabe que existe solucién
6ptima y si el P.M. tiene una tinica solucién se podrd asegurar que ésa es la solucién
6ptima buscada. Los teoremas de existencia y de suficiencia se abordan en el

siguiente epigrafe.

Tanto la existencia como la suficiencia son aspectos puramente matematicos
ligados a la resolucién de un problema genérico. En las aplicaciones econdmicas no
se suele plantear estas dos cuestiones debido a que la modelizacién del
comportamiento econémico se lleva a cabo con una légica que lleva implicito el
cumplimiento de ambos requisitos, quedando como cuestién fundamental 1a biasqueda

del punto que cumple las condiciones necesarias.

En el contexto dindmico en el que nos encontramos un punto equivale a una trayectoria.
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Una extension de sumo interés en este tipo de problemas es el denominado
andlisis de sensibilidad. Este andlisis complementa la informacién que se persigue
con la obtencién de la solucién ya que permite aproximar la nueva solucién o, al
menos, observar en qué direccién se desplazard la solucion original al producirse

pequefios cambios en el valor de algin parémetro del problema.

El capitulo finaliza con un epigrafe donde se recoge, a nivel introductorio,
dos extensiones que marcan lineas de investigacién recientes y de desarrollo futuro.
La primera trata la extension de la teoria del C.O. discreto al campo estocastico. La
segunda hace referencia a la relajacién de la condicién de convexidad direccional

para dar validez al P.M. discreto.
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II1.2.- TEOREMAS DE EXISTENCIA Y SUFICIENCIA

IT1.2.1.- Estudio de la existencia de solucion éptima

Los teoremas de existencia especifican bajo qué condiciones se puede llegar
a aplicar el teorema de Weierstrass que, como se sabe, garantiza la existencia de
Optimo global en un problema de extremos. Este teorema exige dos condiciones:
continuidad de la funcién objetivo y conjunto de oportunidades compacto y no vacio.
Estas dos condiciones vienen referidas al problema tomado como uno de extremos
(de gran dimensién) pero, por operatividad, interesa especificar otras que las
sustituyan y que se apliquen en cada periodo. Para ello tomemos €l Problema [I] de

C.0. discreto:

-1
Max 25‘ F(x,u)+F(x)
L=

s.a:
1)
xt-rl —x¢=f;(xt,ut) t=0,-..,T-1
gg(xg’ut)zo t=0,...,T"1

x, ¥ T conocidos

Sobre este problema se enuncia el teorema de existencia que se enuncia a

continuacion.

Teorema III.1.: Si las funciones F,, funciones intermedias; Fy, la
funcién residual; y f; son continuas y si Uy(x,) es compacto y no vacio
para r=0,...,7-1,donde Ufx) = {4,/ g (x,, u,) = 0 }; entonces se

cumple el teorema de Weierstrass, es decir, existe solucién Optima.

Demostracién: Si la funcién intermedia F, es continua y si la funcién

residual Fr es continua entonces la funcién objetivo también lo es
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dado que la suma de funciones continuas es otra funcién continua. Asi
queda demostrada la 1? condicién del teorema de Weierstrass, la

continuidad de la funcién objetivo.

La segunda condicion del teorema, conjunto de oportunidades
compacto y no vacio, es equivalente a la existencia de trayectorias
factibles. Para demostrarla, partiendo de un valor para x, conocido,
se tiene que, por hipdtesis, 4, tomard valores en un conjunto
compacto y no vacio; de donde se puede deducir que x; también
tomard valores en un conjunto compacto y no vacio teniendo en
cuenta el sistema dindmico y la continuidad de f,. De esta manera, el
conjunto de oportunidades en el periodo inicial es compacto y no
vacio. Con el valor x; se repite el proceso hasta llegar al ultimo
periodo. Como el vector de variables se puede particionar por
periodos, el conjunto de oportunidades del problema inicial es la
interseccién de los conjuntos de oportunidades de todos los periodos
y por tanto es compacto. Ademds es no vacio porque por hipétesis
todos los conjuntos U, son no vacios. Asi queda demostrada la

segunda condicién del teorema de Weierstrass.

Este teorema se ha enunciado y demostrado en referencia al Problema [I] de
control éptimo. Para otros enunciados mas completos se pueden seguir teoremas y

demostraciones andlogas (ver por ejemplo Boltyanskii, 1978).

También se han estudiado teoremas de existencia en otros problemas mds
especiales como el de control 6ptimo discreto en tiempo infinito (Keerthi y Gilbert,
1985) y el caso no diferenciable (Dolezal, 1988).

El problema de la existencia de solucién en aplicaciones econémicas suele
obviarse dado que la construccién del modelo atiende a unas consideraciones
econdémicas que garantizan que existe solucién Optima. Sin embargo, tal y como

sefialan Seierstad y Sydsaeter (1987), la 16gica en la construccién del modelo no
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sustituye a la demostracién matemdtica de la existencia de solucién, e incluso dicha

demostracién ayuda a dar consistencia al modelo.

I11.2.2.- El Principio del Mdximo como condicién suficiente

En la busqueda de algiin teorema de suficiencia se toma como punto de
partida el Principio del Médximo. Aunque dicho principio se enuncia originalmente
como condicién necesaria, se trata de estudiar los requisitos adicionales que aseguren
que la condicién de maximizacién de la hamiltoniana y el sistema hamiltoniano
dindmico lleven en efecto a un 6ptimo global, pasindose asi a un Principio del

Maiaximo suficiente,

Una primera posibilidad es a través de las condiciones de K-T y por tanto
bajo el supuesto de que el problema de C.O. discreto sea reducible a uno de
Programacién Matemética. En este caso, y si seguimos el Problema [I], se tiene el

siguiente teorema:
Teorema II1.2.: Sea (X°, U’) un punto que maximiza la hamiltoniana
y cumple el sistema hamiltoniano dinimico. Si en ese punto se
cumple la cualificacién de restricciones para g, y si se cumplen las
tres condiciones siguientes:

- Funcién objetivo pseudocéncava®.

- Funciones f;’ cuasicéncavas (si el multiplicador asociado es

positivo) o cuasiconvexas (si es negativo).

- Restricciones de desigualdad saturadas (componentes de g,)

Este supuesto no se puede establecer en términos de las funciones en cada periodo, es decir, no
se puede sustituir por la condicién de que F, y F; sean pseudoc6ncavas ya que la suma de funciones
pseudocdncavas no es, en general, otra funcién pseudocéncava. Si se puede exigir en cambio que F, y F;
sean céncavas ya que la suma es céncava y por tanto pseudocéncava.
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cuasicéncavas.

Entonces ese punto es el maximo global del Problema [I].

Demostracion: La demostracion se realiza interpretando el problema
como uno de P.N.L. El esquema de relaciones que se debe demostrar
es similar al de la figura II.3. del capitulo anterior pero en sentido

opuesto, es decir:

P.M. ———> K-T ——> M.G.
12 22

Figura Il1.1.: El P.M. discreto como condicion suficiente.

La implicacién 12 tiene dos partes. Por un lado el sistema
hamiltoniano dindmico y la condicién de transversalidad implican
algunas de las condiciones de K-T dado que son totalmente
equivalentes como ya se vio en el capitulo II (en concreto (10, a),
(10, b) y (P.M., b) implican (9, a), (9, b) y (9, e)).

En segundo lugar queda estudiar cuidndo la maximizacién de
la hamiltoniana para los controles admisibles implica las condiciones
9,c) y (9,d). Esto es lo mismo que establecer cudndo estas
condiciones son necesarias del problema no lineal que en realidad es
el de maximizacién de la hamiltoniana. Ahora bien, en el epigrafe
I1.3.2. ha quedado establecido que las condiciones (9,c) y (9,d) son
en realidad las condiciones de K-T del problema de maximizar la
hamiltoniana y por tanto esas condiciones serdn necesarias si se
cumple la cualificacion de restricciones para este problema (es decir

una cualificacién de restricciones que s6lo afecta a las restricciones
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g). Esta cualificacién de restricciones es la que se cumple por
hipétesis y podria sustituirse por la condicion de regularidad que,

aunque es mas fuerte, es mds operativa.

En cuanto a la implicacién 22, hay que estudiar bajo qué
supuestos las condiciones de K-T (todas las condiciones (9) del
capitulo II) son también condiciones suficientes de M.G. del problema
de C.O. discreto. Siguiendo en este caso el teorema de suficiencia en
P.N.L. (teorema II.6) se establecen como supuestos adicionales las
tres condiciones de partida que aparecen en el enunciado del teorema
(son hipétesis de partida) y, por tanto, queda demostrada la

implicacion 22,

La figura III.2. resume los supuestos que se deben dar:

Funcién obj. pseudocéncava
Jf; cuasicéncavas o cuasiconvexas (segin

Cualificacién el signo del multiplicador asociado)
de restricciones g, cuasicéncavas
|
I |
Principio del Maximo ——> Condiciones de K-T ——> Maximo global

Figura II1.2.: Condiciones adicionales de suficiencia.

Aunque no se den las circunstancias que permitan subsumir el problema de
C.O. discreto dentro de la Programacién Matematica todavia se puede enunciar otros
teoremas de suficiencia aprovechando la equivalencia con un problema de extremos

de funciones.

En este sentido Boltyanskii (1978) enuncia un teorema de suficiencia para el

caso en que la regién de control U, sea un conjunto convexo que no dependa de la
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variable de estado. En ese caso, ademds de la maximizacion de la hamiltoniana y el
cumplimiento del sistema hamiltoniano dindmico se debe exigir que la funcién
intermedia sea cdéncava, que las funciones f, sean lineales y que no aparezcan

restricciones sobre los estados.?

Valqui (1987) establece un teorema de suficiencia todavia méas global. Este
autor presenta un conjunto de principios del maximo distintos al cldsico con la
ventaja de llegar a la condicién de maximo global a través de desigualdades de punto
de silla y por tanto sin necesidad de exigir supuestos adicionales a las funciones que
intervienen en el problema. La desventaja de estos principios del maximo es que en
lugar de maximizar la hamiltoniana en cada periodo respecto a los controles
admisibles (T" subproblemas con m variables) se maximiza una funcién en cada
periodo respecto a los controles y estados factibles (7'+1 subproblemas con n+m

variables).

Valqui elabora una familia de principios del maximo con el objetivo de
conseguir las desigualdades de punto de silla de la optimizacién matemética para el
problema de C.O. discreto. A partir de ahi, es casi inmediato pasar a la condicién
de M.G. (ver en cualquier manual de P.N.L., por ejemplo en Mangasarian, 1969).
Lo que se haré a continuacién es adaptar estos principios al Problema [I]. Para ese

problema se toma la siguiente funcién Lagrangiana:
T-1
L(X,U,1,7) =E Fx,u)+F(xp)+
=0

T-1 T-1
+E Ba1 (ft(xt’ut) a1 +xt) +E A'tg ! xt’ut)
t=0 t=0

2IEste teorema se enuncia en Boltyanskii para el caso de minimizar. En él se podrian relajar mis
algunos supuestos si se consideran conceptos de pseudoconcavidad y cuasiconcavidad que este autor no
utiliza.
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y a partir de ella se enuncia el siguiente teorema que proviene de la teoria de

extremos de funciones:

Teorema I11.3.: Si existe un par admisible (X’,U’) y vectores 4’ y A’

(X’ =0) de dimensiones apropiadas tales que, para todo par (X,U),

para todo p y para todo A =0, se verifica:
LX U p,A) 2 LXU M) 2 LU, (1)

entonces (X°,U”) es maximo global del Problema [I].

La demostracién de este teorema aparece en cualquier manual clésico de

extremos de funciones o de P.N.L. (Mangasarian, 1969; Takayama, 1985).

La anterior funcién L(X,U,u,N) se puede separar por periodos gracias a la
forma que adoptan las restricciones de desigualdad. Si quitamos los argumentos de

las funciones para simplificar la notacién se tiene:

T-1
L=YL+F, (2
t=0

donde:

L=F+p,, (f;-x,,,+x)+1 8, t=0,...,7-1

Introduciendo ahora la funcion hamiltoniana conocida:
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H=F+p, f  t=0,.,T-1

se observa la siguiente relacién:
L=H-p,, (x.,~x)+A8, ©)

Esto permite expresar L en funcién de la hamiltoniana sustituyendo la

expresion (3) en (2). Si se sustituye y se hacen operaciones se llega a:

7-1
L=Ho+p'1xo+kogo+2 [H (B ~0)X, A8 +Fr—p X,
t=1

funcién que es separable por periodos. Con todos estos antecedentes se puede

enunciar el siguiente teorema:

Teorema III.4.: Si existe un par admisible (X*,U’) del problema [I]
y vectores u’ y N\’ =0 tales que:

1.- uy’ maximiza [ Hy+p,’xo+No'8o ] para los i, factibles.

2.- (%', w’) maximiza [ H -+ -p)%+N'g, ] para los (x,,
u,) factibles y ello para t=1,...,7-1.

3.- x; maximiza [ Fr-pur/x;] para los x; factibles.

4.- \'g(x’,u’)=0 para t=0,...,7-1.

Entonces (X’,U’) es un maximo global del problema [I].
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Demostracion: Las condiciones 1,2 y 3 del teorema garantizan la
segunda desigualdad que se recoge en la expresion (1) aplicando la
descomposicién que se ha hecho de la funcién L por periodos. Por
otra parte, la primera desigualdad de esa expresién se demuestra de
la siguiente manera. Por definicién de la funcién lagrangiana se parte
de:

Lo h)=F by (X w2 A 8 ) (@)

Dado que el punto (X’,U’) es factible, cumple la restriccién de
igualdad por lo que en el segundo sumando se puede reemplazar
por u’ sin que cambie el resultado. Como el tercer sumando es mayor
o igual que cero, si se sustituye por una expresién igual a cero se
conseguird una desigualdad del tipo mayor o igual, esa expresion
viene dada por la condicién cuarta del teorema. Con todo ello se llega

a:

(4) 2F3+ P’:*l (f;~xt/¢l +xt/) + A’ t, g 1(xt/’ut/) =Lg(xt/!ut/’ p'ths A't,)

con lo cual se tiene:

T-1
LU p,0) =Y L%, 48,150 ) +Fp2

t=0
= I ) A
ZE Lt(xt ’ut’pnl’lr) +F1'=L(X ,:Ul:ll/,)\"‘)

t=0

lo que demuestra la primera desigualdad de la expresién (2). Por todo

ello queda demostrado que (X°,U”, u’, N\’) es un punto de silla de la
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funcién L y aplicando el teorema III.3. es también un maximo global.

El teorema III.4. es el equivalente al que aparece en Valqui (1987) pero para
el problema [I]. Se trata segiin este autor de un principio del maximo suficiente que
no exige condiciones adicionales a las funéiones, ni siquiera que sean diferenciables.
Sin embargo, una critica a nuestro juicio es que exige resolver 7+1 problemas, 7-1
de los cuales tienen n+m variables en lugar del principio cldsico del miximo que
so6lo resuelve T problemas con m variables. Este intercambio entre operatividad y
generalidad de los teoremas es algo que ya ha aparecido en otros epigrafes de este
trabajo: si se quiere obtener condiciones més potentes, mis manejables y mads

operativas tiene que ser a costa de disminuir su rango de aplicabilidad.

A partir de este principio del maximo, Valqui impone supuestos cada vez mas
restrictivos que le permiten obtener otros principios del médximo més simples. Al
final, bajo supuestos adecuados de separabilidad, diferenciabilidad y
pseudoconcavidad llega al principio del médximo cldsico como condicién suficiente
de méximo global, pero esto es ya similar a lo desarrollado por la via de las

condiciones de K-T.
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II1.3.- ANALISIS DE SENSIBILIDAD Y DE ESTABILIDAD EN EL
PROBLEMA DE C.O. DISCRETO

I11.3.1.- Introduccion

Es muy habitual que cuando se modelizan los comportamientos que se
quieren estudiar no se conozcan los valores exactos de ciertos parimetros, o que
estos pardmetros estén sujetos a perturbaciones. Es de crucial importancia conocer
cémo estas perturbaciones afectan a las variables de control del problema para de
este modo poder tomar las decisiones adecuadas. Este estudio se conoce como
andlisis de sensibilidad y estabilidad de las soluciones respecto a los pardmetros del
problema. Este andlisis afecta tanto a la solucién (variables de estado y de control)

como al valor 6ptimo de la funcién objetivo.

Este anilisis no hay que confundirlo con el problema de optimizacién de
pardmetros aunque en cierto sentido puede resultar complementario. Este otro
problema consiste en obtener el valor 6ptimo que debe tener un pardmetro "a" que
afecta a las funciones y que es desconocido. La solucién, como apunta Tapiero
(1977), pasa por transformar dicho pardmetro en una variable dindmica de estado
con valor constante, es decir, con una ecuacion en diferencias del tipo q,,,-a,=0 y
con valores iniciales y finales iguales pero libres. Por tanto, este andlisis calcula el
valor 6ptimo de un pardmetro desconocido y no se ocupa de ver los efectos sobre
la solucién de perturbaciones en el valor de ese parimetro, es decir no es un analisis

de sensibilidad.

El andlisis de sensibilidad y estabilidad forma parte de cualquier metodologia
de resolucién de un problema matematico hasta el punto que la resolucién no
quedaria completa sin algunos comentarios acerca de la sensibilidad y estabilidad de

la solucién.

Aunque la principal utilidad del anilisis de sensibilidad es la de aproximar

soluciones cercanas a la inicial con diferentes datos, las técnicas de perturbaciones
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también se utilizan para obtener condiciones de éptimo, resultados de dualidad,

algoritmos de resolucién, etc..

El andlisis de sensibilidad se ocupa de analizar penurbacibnes locales o
infinitesimales en algin dato del problema mientras que el andlisis de estabilidad
analiza perturbaciones finitas®>. En el primer caso, el objetivo serd encontrar las
derivadas de la solucién o de la funcién objetivo respecto al vector de
perturbaciones; y, en el segundo caso, se trata de obtener cuinto puede cambiar la
solucién 6ptima o el valor de la funcidn objetivo ante pequeiias variaciones en dicho
vector. Evidentemente, ambos tipos de anilisis estdn relacionados; por ejemplo, si
se puede obtener las derivadas se podrd analizar perturbaciones finitas aproximando

mediante la férmula de Taylor.

La posibilidad de estandarizar el anélisis de sensibilidad y estabilidad depende
del tipo de problema matemitico que se estudia. En programacién lineal se ha
conseguido esta estandarizacién gracias a la dominancia del método simplex y a las
caracteristicas apropiadas de las funciones; sin embargo, en programacién no lineal
esto no ha sido posible debido a la gran casuistica que se puede plantear y es un
campo en el que continuamente van apareciendo nuevos resultados. En C.O.
discreto, los resultados de sensibilidad y estabilidad se basan en los obtenidos en
P.N.L. (Malanowski, 1991), dada la equivalencia entre ambos tipos de problemas

ya comentada.

1I1.3.2.- Andlisis de sensibilidad en P.N.L.

Los resultados basicos de sensibilidad y estabilidad en P.N.L. se pueden ver
en Fiacco (1983) donde, ademads, se presentan técnicas numéricas para calcular las
derivadas direccionales respecto a los pardmetros de perturbaciones. Aqui sélo

vamos a recoger los principales resultados utilizando el punto de vista que resulta

22E] anlisis de estabilidad no se refiere, por tanto, a la estabilidad del sistema dindmico sino a la
estabilidad de la solucién, es decir, si la nueva solucién ante un cambio finito en algin dato se puede
acotar. La estabilidad del sistema dindmico no se plantea al estar en tiempo finito.
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mads fécil de entender a nuestro juicio y que consiste en combinar las condiciones de
Kuhn y Tucker y el teorema de la funcién implicita. Este andlisis se puede
considerar como el clasico para estudiar la dependencia de la solucién respecto de
los pardmetros y necesita de supuestos que restringen la aplicabilidad del andlisis.
Una aproximacién mds general y mds completa, aunque también méis compleja

matemadticamente, se puede seguir en Levitin (1994).

Para desarrollar el andlisis cldsico se parte del Problema [II] de P.N.L. con

un vector de parametros o perturbaciones:

Max F(x,0)
s.a. h(x,0)=0 (1]
2(x,0)20

donde xER" y 6 € R*, 1a funcién F es real con nxk variables y las funciones 2y g

son vectoriales (m igualdades y p desigualdades) y con nxk variables.

El anilisis de sensibilidad trata de ver las condiciones para asegurar la
existencia de un méaximo local dinico que sea, ademds, una funcién de § diferenciable
en el valor inicial del pardmetro que, sin pérdida de generalidad, puede establecerse
en 6=0. En segundo lugar, interesa la forma de llegar a calcular las derivadas
direccionales que son las que informan del efecto de las perturbaciones locales sobre
la solucién. Estas derivadas dificilmente se podran calcular directamente porque es
raro disponer de la solucién como funcion del vector de perturbaciones por lo que
se hace necesario disponer de formulaciones para estas derivadas que se puedan
someter a técnicas de resolucién numérica. Cuando el problema inicial se resuelve
a través de algtn algoritmo numérico, es posible estimar resultados de sensibilidad
a partir de la informacién que se obtiene a medida que el algoritmo se va acercando

a la solucién Gptima.

La obtencién de la solucién inicial parte de las condiciones de Kuhn y Tucker
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de primer orden, cuyas igualdades son las siguientes:

V,L(x,1,1.,8)=0
h(x,6)=0
Ag(x,0)=0

donde:

L=F(x,0)+ph(x,0)+1g(x,0)  (5)

A su vez, estas igualdades definen un sistema de n+p+m ecuaciones
implicitas con n+p+m+k variables, que si se cumplen las hipétesis del teorema de
la funcién implicita definen n+p+m funciones de k variables diferenciables en el
punto que define la solucién de partida (la solucién del probiema para §=0). Estas
funciones son x(6), N(#) y u(6) y permiten realizar el andlisis de sensibilidad al ser

diferenciables en 6=0.

Asi pues, las hipétesis que se plantean en los distintos teoremas de
sensibilidad deben garantizar, por una parte, que las condiciones de Kuhn y Tucker
den lugar a un Unico méximo local y, por otra, el cumplimiento del teorema de la
funcién implicita para sistemas de ecuaciones. Aunque existen teoremas de
sensibilidad mds completos o que exigen condiciones menos fuertes vamos a destacar

el siguiente por su claridad:

Teorema II1.5. : Si en la solucién inicial del Problema [II] (para §=0)

se cumplen las siguientes hipétesis:

1.- Las funciones F, 7 y g admiten derivadas continuas de
segundo orden respecto de x dos veces y respecto de x y de 6;

y h'y g admiten derivadas primeras continuas respecto de 8.
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2.- Condiciones suficientes de segundo orden para maximo

local.

3.- Condicién de regularidad.

4.- Holgura complementaria estricta, es decir, el multiplicador
asociado a una restriccibn de desigualdad saturada es
estrictamente positivo. Ademas, el conjunto de multiplicadores

debe ser tnico.

Entonces se puede asegurar la existencia, alrededor de 6=0,
de funciones diferenciables x(6), N(6) y u(f) de forma que x(6) es el
mdéximo local dnico del problema con multiplicadores asociados A(f)
y u(6). Ademds, para 6=0, el valor de estas funciones coincide con
la solucién del problema sin perturbaciones y por tanto constituye el

maximo local unico.

Demostracién: Las hipétesis 2 y 3 del teorema permiten asegurar que
la solucién del sistema de Kuhn y Tucker para §=0 es el tnico
méximo local. Por otra parte, la hipé6tesis 1 garantiza que la matriz
Jacobiana del sistema de ecuaciones implicitas esté bien definida y las
hipétesis 2, 3 y 4 permiten, por ultimo, asegurar la existencia de su
inversa y asi poder aplicar el teorema de la funcién implicita al
sistema de ecuaciones de Kuhn y Tucker quedando demostrado el

teorema.

Tras garantizar la existencia de una funcién diferenciable que permite obtener
localmente la solucién en funcién del vector de perturbaciones, hay que pasar al
célculo de las derivadas parciales y, como consecuencia, de las direccionales. El
vector de derivadas parciales se puede calcular, al igual que en cualquier funcién
implicita, haciendo referencia a la regla de la cadena una vez ha quedado asegurada

la diferenciabilidad de las funciones. En este caso se plantea el encadenamiento:
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0 —> (x' K, x, 0) _— (VLx’ h’ >\g) = (0,...,0)

Y se aplica la regla de la cadena para calcular las derivadas parciales

deseadas en 6:

: (VY x )
o*
0) [Vel Vi Ve Vel -
of=|vr 0 o0 Vp vex
0/ |Avg 0 g AVg ‘1’
\ /

donde cada elemento es, a su vez, una matriz de dimensién apropiada. Haciendo

operaciones por bloques se llega a la expresién siguiente para las derivadas

parciales:
Vy = -M°'N

donde:

ViL Vi Vg
M=(Vh 0 O
AVg 0 g

N=|Vh

Vey = Ve[l
VA
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La matriz M es la Jacobiana del sistema de ecuaciones de Kuhn y Tucker

respecto de x, A y p y admite inversa dadas las hipétesis del teorema III.5..

Las derivadas direccionales se calculan a partir de las derivadas parciales ya

que las funciones son diferenciables al cumplirse el teorema de la funcién implicita.

A partir de las derivadas parciales se puede calcular una estimacién de primer
orden de los valores de la solucién al producirse un cambio en el vector de
pardmetros aplicando la férmula de Taylor, dada la diferenciabilidad de 1las

funciones:

¥(8) = y(0)+M(0)'N(0)6+R(®) ; lim, ,R(6)=0

De esta manera, se consigue aproximar la nueva solucion ante perturbaciones
en los valores de los pardmetros. Evidentemente se pueden conseguir aproximaciones
més exactas exigiendo un grado mayor de diferenciabilidad. En este sentido, para
que las funciones x(8), A(0) y u(0) sean diferenciables de grado g, las condiciones

del teorema III.5. se deben cumplir en grado g+1.

Existen otros teoremas de sensibilidad con condiciones menos fuertes, entre
ellos cabe destacar la referencia que de Jittorntrum hace Malanowski para aplicarla
al problema de C.O. discreto. Este teorema no exige la hipétesis 4 de holgura
complementaria estricta pero a cambio sustituye la hipdtesis 2 de suficiencia por la
llamada condicién de suficiencia fuerte de segundo orden que, en el caso de maximo
local es la siguiente: la matriz hessiana de la funcién lagrangiana asociada al
problema debe representar una determinada forma cuadrética restringida definida

negativa, en concreto:
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2T V2L 2<0 Y z#0; zeZ

Z={ zeR" | V hz=0, V g,z=0, Vk [ g,=0 }

También es de utilidad el andlisis de sensibilidad del valor de la funcién
objetivo. Este andlisis ha sido tratado muy frecuentemente en lo que hace referencia
a perturbaciones en el término independiente de las restricciones, debido a su
importancia en aplicaciones econémicas. En efecto, la interpretacién de los
multiplicadores de Kuhn y Tucker como precios sombra se deriva del andlisis de
sensibilidad del valor de la funcién objetivo y es conocida desde hace tiempo
(Dorfman, 1969). Sin embargo, este resultado es s6lo un caso particular del andlisis

de sensibilidad mas general que se obtiene a partir del teorema IIL.6.

Teorema III.6.: Dadas las hipétesis del teorema III.5. se cumple en

un entorno de =0 lo siguiente:

1.- El valor 6ptimo de la funcién objetivo coincide con el

valor 6ptimo de la funcién lagrangiana: F'(6)=L"(6).

2.- Las derivadas del valor 6ptimo de la funcién objetivo se

calculan a través de las de la funcién lagrangiana:

VF(0)" = VF+pVph+dV,g  (6)

Demostracién: La conclusién 1 se deduce de la expresién (5) de la

funcién Lagrangiana y del hecho de que el punto 6ptimo cumple las

condiciones de Kuhn y Tucker dadas las hipétesis del teorema.

La conclusién 2 se obtiene diferenciando respecto de § ambos

miembros de la igualdad que se recoge en la conclusién 1 y aplicando
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las hipdtesis.

Con la expresiéon (6) para las derivadas del valor 6ptimo de la funcién
objetivo se puede aproximar por Taylor el nuevo valor de la funcién objetivo ante

perturbaciones en los pardmetros partiendo del valor inicial 6=0:

F*(8) = F"(0)+V,F"(0)0+R/(®) ; lim, ,R(6)=0

Si la perturbacién se encuentra sélo en el término independiente de las
restricciones se tiene el caso particular mas conocido ya que entonces las funciones

son:

F(x,0) = F(z)
h(x,0) = h(x)-6,

g(x,0) = g(x)-0,

y la expresion de las derivadas parciales respecto al vector de parimetros queda, en

este caso, de la siguiente manera:

VelF" = -}
VezF = -A

Evidentemente se pueden obtener otros resultados para otros casos
particulares y también es posible llegar a formulaciones para derivadas de orden

superior o derivadas cruzadas.
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II1.3.3.- Andlisis de sensibilidad en C.O. discreto.

Para realizar el anilisis de sensibilidad en el problema de C.O. discreto a
nivel teérico y de forma general, hay que aplicar los resultados generales en P.N.L.
al enunciado del problema de C.O. discreto. Podemos considerar, por ejemplo, el

siguiente problema con el vector de perturbaciones:

Max F(X,U,0) =§ F (x,u,0)+F (x,0)
=0
s.a:
X, ~%,=f(x,4,,0) t=0,...,T-1 [111]
8,(x,u,0)20 t=0,...,T-1
X, =r(0)
T conocido

En consecuencia, el vector de variables, que en P.N.L. se ha llamado x, estd
formado ahora por el vector de estados y de controles en cada periodo de tiempo,

es decir, (X, U). Y la funcién lagrangiana asociada es:

7-1
L(X,U,p,A,0)=Y F(x,u,0)+F(x,0)+
=0

T-1 T-1
+E "Lz+1(f;(xz’ut’e) X +xt) +E )"Ig z(xt’ut’e)
=0 t=0

A su vez, el teorema IIL.5. se transforma en el siguiente:

Teorema III.7.: Si en la solucién inicial del Problema [III] (para

60=0) se cumplen las siguientes hipétesis:
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1.- Las funciones F, Fy, f,, y g, admiten derivadas continuas
de segundo orden respecto a todos sus argumentos (X, Uy
).

2.- Se cumplen las condiciones suficientes de segundo orden
para méximo local (por ejemplo, las hipétesis del teorema
I1.2.).

3.- Se cumple la condicién de regularidad: los gradientes de
las funciones componentes de g, junto con los gradientes de

las funciones f; forman un sistema linealmente independiente.
4.- Se cumple la holgura complementaria estricta, es decir, el
multiplicador asociado a una restriccién de desigualdad

saturada es estrictamente positivo.

Entonces se puede asegurar la existencia, alrededor de =0,

de funciones diferenciables X(6), U(6), N(0) y n(6) de forma que

(X(0),

U)) es el miximo local unico del problema con

multiplicadores asociados A(6) y u(6). Ademds, para =0 el valor de

estas funciones coincide con la solucién del problema sin

perturbaciones y por tanto constituye el maximo local unico.

Anélogamente se podria enunciar un teorema similar al III.6. pero concretado

al problema de C.O. discreto.

Los teoremas adaptados al problema de control admiten distintas

formulaciones, por ejemplo utilizando la condicién de suficiencia fuerte de segundo

orden como se hace en Malanowski (1991).

BEsta condicién se ha relajado respecto a la 1 del teorema III.5. para no recargar excesivamente la

notacién,
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Si se desea calcular el valor de las derivadas respecto al vector de
perturbaciones o la estimacién del vector de variables o de la funcién objetivo ante
pequefios cambios en los datos se utilizaran las formulaciones obtenidas en P.N.L.

pero con la funcién lagrangiana del problema de control éptimo.

Todos estos resultados dificilmente se pueden obtener analiticamente porque
la solucién no es normal que quede explicita. Lo 16gico es obtenerlos a través de

técnicas numéricas, tanto en P.N.L. como en C.O. discreto.

Lo mds préctico es extraer informacién acerca de la sensibilidad a medida
que el algoritmo que se utiliza para obtener la solucién inicial vaya aproximandose
al 6ptimo. En el proceso de obtencién de dicho 6ptimo va apareciendo informacién
relevante para el andlisis de sensibilidad y estabilidad. Otra posibilidad es adaptar
algin método numérico en P.N.L. para estimar los valores de las derivadas
desarrolladas antes a nivel teérico, en este sentido existe una recopilacién de
métodos en Fiacco (1983, cap. 6 y 7). Las nuevas aportaciones que se recogen en
Levitin (1994) también deben impulsar el desarrollo de nuevos métodos numéricos

de optimizacién.

En C.O. discreto ocurre lo mismo con el agravante que s6lo se podrdn
utilizar ciertos métodos numéricos de P.N.L., dada la gran dimensién de los
problemas, o algin método especifico de este tipo de problemas. A partir de estos
métodos se puede llegar, como resultado adicional, a informacién sobre la
sensibilidad. Esto es lo que ocurre, por ejemplo, en Vinter (1988) en el caso de que

las perturbaciones s6lo afecten a los términos independientes de las restricciones.

La dificultad de estos temas se refleja en que los paquetes informéticos en
P.N.L. y C.O. discreto no recogen la posibilidad de anilisis de sensibilidad
generales. Si que se puede analizar perturbaciones en los términos independientes
de las restricciones y de tipo finito, de forma que se obtiene la nueva solucién para
el nuevo valor del pardmetro (andlisis de post-optimizacién). Otras veces se exigen

condiciones especiales al problema para poder realizar el andlisis, como linealidad,
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convexidad, separabilidad, etc.. Es de esperar que, a medida que surjan nuevas
investigaciones se vayan perfeccionando los paquetes informaticos en la linea de
introducir el andlisis de sensibilidad aunque resulta improbable que se llegue al nivel

de estandarizacion que existe en programacion lineal.
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III.4.- OTRAS EXTENSIONES

II1.4.1.- Aproximacidén al control 6ptimo estocistico en tiempo discreto

El problema se ha planteado hasta ahora de forma determinista, se conoce el
valor de todos los pardmetros del problema y las relaciones dinimicas entre las
variables se pueden determinar de forma exacta. El andlisis cambia sustancialmente
si se introduce la incertidumbre, pasando asi al problema de Control Optimo
Estocdstico. Esta consideracién aumenta el realismo del modelo pero la consecuencia
que se deriva es que las técnicas de resolucién se complican de forma importante,
obteniéndose soluciones analiticas s6lo en problemas muy sencillos, y acudiendo
generalmente a técnicas numéricas (sobre todo simulaciones?) como tnica via de

observar las posibles trayectorias solucion.

Hay veces, sin embargo, que el problema se puede reducir a uno
determinista. Esto ocurre cuando se conoce la distribucién de probabilidad de algtin
parimetro incierto del problema, en cuyo caso sus variables descriptivas
(normalmente la media y la varianza) se transforman en nuevas variables de estado
y su evolucién en las nuevas ecuaciones dinimicas. Este problema se 1lama también

pseudo-estocéstico (Neck, 1984).

El caso més comuin de fuente de incertidumbre y que da lugar al problema
de control estocéstico propiamente dicho es aquél que afecta al sistema dindmico, es
decir, el caso en que la evolucién de las variables de estado depende de alguna
componente aleatoria. En este caso, se utilizan elementos basicos de la modelizacién
dindmica estocdstica en tiempo discreto como los procesos estocdsticos y las
ecuaciones en diferencias estocésticas (ver por ejemplo en Chow, 1975; en Malliaris
y Broch, 1982; y en Neck, 1984). La aplicacion de estas técnicas a problemas de
C.O. discreto ha sido tratada sobre todo en Tapiero (1988).

2 08 aspectos generales de la técnica de la simulacién en modelos dindmicos discretos se pueden
consultar en Delaney y Vaccari (1989).



CAPITULO I1I: EXTENSIONES 128

Las fuentes de incertidumbre se completan con aquélla que afecta a la
observacidn de los valores de las variables de estado. Esto significa que los estados
no siempre se pueden observar directamente sino que se observan ciertas variables
que estdn relacionadas de forma estocastica con las de estado. La estimacién del
valor de las variables de estado recibe el nombre de filtering. Este problema ha sido
tratado ampliamente sélo en el caso de sistema dindmico lineal (problemas lineales
o lineales-cuadraticos) donde la estimacion 6ptima de la variable de estado se conoce
como filtro de Kalman. Con esa estimacion se obtiene el control 6ptimo tratando el
problema como uno determinista si no hay otras fuentes de incertidumbre o se pasa
al problema de control 6ptimo estocdstico propiamente dicho. En el caso de
problemas distintos al lineal-cuadratico se pueden utilizar técnicas de aproximacion

basadas en el desarrollo de Taylor u otras mas complejas.

El problema del control éptimo estocistico en tiempo discreto surge como
confluencia de dos elementos: el control 6ptimo discreto determinista y los sistemas
dindmicos discretos estocasticos. El primer elemento es el estudiado en el capitulo

II y el segundo se reduce a tratar las ecuaciones en diferencias estocasticas.

Una ecuacion en diferencias estocastica se obtiene a partir de una ecuacién
determinista al afiadir una componente que, en cada periodo, es una variable
aleatoria (e) de media cero y varianza ¢® y que es independiente de unos periodos

a otros. Un ejemplo de ecuacion en diferencias estocastica de primer orden es:

Xp1X, = flx) +e (7

donde f(x,) es la media del incremento en la variable dada x,. Evidentemente, la
componente aleatoria no tiene porque aparecer de forma aditiva. La sucesién de
variables aleatorias {e; t=0,1,...,T-1} es un proceso estocdstico. A su vez, la
sucesién {x,; t=1,2,...,T} resulta ser un proceso estocéstico de Markov (el valor de
la variable en un periodo depende del valor en el periodo anterior, y por tanto, la

informacién del pasado queda recogida en el valor de la variable en el presente).
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La resolucién de la ecuacién (7) no da lugar a una relacién determinista entre
la variable de estado y el tiempo, y el objetivo es obtener su distribucién de
probabilidad para cada periodo. En la mayoria de los casos, sin embargo, esto no
es posible y hay que conformarse con obtener medias, varianzas y covarianzas. No
obstante, si ¢, se distribuye seglin una normal, x, es conocido de forma cierta y la
ecuacion en diferencias es lineal, entonces las variables de estado se distribuirdn
segiin una normal y el conocimiento de sus momentos es suficiente para conocer su
distribucién de probabilidad completamente. El cilculo de las medias, varianzas y
covarianzas se puede realizar aplicando el método recursivo tipico de las ecuaciones
en diferencias y aplicando el operador esperanza. La solucion analitica raramente es
posible en tiempo discreto siendo mdas ficil obtenerla en tiempo continuo. La

resolucién por métodos numéricos, en cambio, es mas exacta en tiempo discreto.

Para observar el paralelismo entre ecuaciones estocésticas diferenciales y en
diferencias, la componente aleatoria que se afiade en la ecuacion en diferencias debe

corresponder a los incrementos asociados a un proceso de Wiener:

XX, = fix)+Avy, con Av, ~ N(0,02)

y si se pasa a un proceso de Wiener estidndar:

Ax, = fix)+0,Aw, con Aw, ~ N(0,1) ®

La expresion (8) es la que se obtiene si se discretiza una ecuacién diferencial
estocdstica de Itd y se toma Ar=1%. La distribucién para Aw, inducird una
distribucién para Ax,. En el caso de que la varianza sea constante serd una normal
de media f{x) y varianza ¢®>. Aplicando el método recursivo se puede intentar
solucionar la ecuacién en diferencias, en el sentido de obtener una distribucién de

probabilidad para la variable x, o al menos su media y varianza. Asi, suponiendo que

2La ecuacién diferencial estoc4stica de Itd es la més habitual en la modelizacién dinimica bajo
incertidumbre aunque, recientemente, se han utilizado otras més completas que resultan apropiadas en
ciertos cilculos financieros (ver en Blenman y otros, 1995).
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se parte de x,=0 se tiene:

E(x,)=fx;) , Var(x)= o

E(x) =fx) +f(x;) , Var(x,)=20>

E(x)=f0)+... +f(x.) , Var(x)=td*

Cov(x,,x,)=min {z,5} ¢*

La distribucién de probabilidad depende de 1a funcién f. Asi, si dicha funcién

es lineal las variables x, estdn distribuidas segin una normal.

Existen otras formas de obtener ecuaciones en diferencias estocasticas que no
se pueden reducir a la forma equivalente de It6. En cualquier caso, la resolucion
parte de aplicar el método recursivo y observar si de las expresiones que se obtienen
se puede extraer la distribucién de probabilidad y/o la media y varianza del término
general de la sucesién de variables aleatorias. Este proceso s6lo es posible ante
ecuaciones relativamente simples, siendo necesario utilizar técnicas mas complejas

en casos mds generales (ver, por ejemplo, en Aoki, 1989).

La combinacién del sistema dindmico estocéstico y el resto de elementos de
un problema de control éptimo determinista da lugar al control éptimo estocéstico.
El sistema dindmico describe la evolucién de las variables de estado en funcién de
las variables de control y de una componente estocdstica. A su vez, la funcién
objetivo, al depender de una variable de estado aleatoria, se optimizara en referencia
a su valor medio. De esta manera el enunciado del problema puede adoptar la
siguiente forma que, aunque no es la més general, mantiene el paralelismo con el

problema determinista:
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T-1
Max E[Y F(xu)+F{xp)]
t=0
s.a:

X ~X, = (XU +E, t=0,...,7-1

gg(xput) 20 ) t=0,...,T— 1 [IV]

x, conocido

T conocido

e, ~ N(0,0%)

El Problema [IV] es s6lo un posible enunciado dado que la componente
aleatoria también puede afectar a las funciones intermedias F,, a las funciones f,, a
las restricciones o incluso a la condicién inicial en el caso de valor inicial libre. Por
otra parte, puede haber incertidumbre en la observacién de las variables de estado,

la componente aleatoria puede no distribuirse como una normal, etc..

Siguiendo a Arkin y Evstigneev (1987) la definicién correcta del problema
desde un punto de vista matemético necesita distintos supuestos. Por una parte estin
los que se pueden considerar equivalentes a los del caso determinista (convexidad,
regularidad, diferenciabilidad) y por otra, aquéllos especificos del caso estocastico
que hacen referencia a la mesurabilidad de las funciones, definicién de los espacios

de probabilidad, etc..

La resolucién del problema es compleja y, en términos analiticos,
pricticamente imposible salvo en problemas limitados como el lineal-cuadratico o
alguno mas general en el caso continuo (ver en Tapiero, 1994). El Principio del
Maéximo estocéstico es una mas de las técnicas posibles. Parte de la definicién de un
Hamiltoniano que se construye igual que el del caso determinista pero que ahora
dependerd de la variable aleatoria: H,,,(x,, #, A, i €). El control 6ptimo es aquél

que maximiza la funcién E[H,,,] tomada como funcién de u, de entre los controles
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admisibles. Otra técnica, también paralela al caso determinista, es la Programacién
Dindmica estocéstica, que se basa en el conocido "Principio de optimalidad" de
Bellman. Esta técnica necesita menos requisitos que el Principio del Maximo
estocdstico aunque no existe un algoritmo general para su aplicacién. Un tratamiento
a fondo de estas dos técnicas y su interrelacién se puede seguir en Arkin y
Evstigneev (1987).

La dificultad propia del problema de C.O. discreto aumenta todavia mas en
el caso estocastico, de ahi que estas técnicas no resulten operativas y se deban

utilizar otras como la simulacién o la reduccidén a un problema determinista.

I11.4.2.- Un Principio del Maximo sin la condicién de convexidad
direccional

El hecho de que el Principio del Médximo en tiempo continuo no necesite de
hipétesis sobre el conjunto de estados extendidos alcanzables ha estimulado los
intentos para relajar la hipétesis de convexidad de dicho conjunto que se exige para
dar validez al P.M. en tiempo discreto®®. Asi, se pas6 pronto a la hipdtesis de
convexidad direccional. Otros intentos de relajacion son maés recientes y entre ellos
se puede destacar a Nahorski y otros (1984) y a Vinter (1988). Hay que decir que
estas aportaciones son puramente matematicas ya que dicha relajacion se hace a costa
de aumentar la complejidad matematica de las formulaciones, sin apenas

consecuencias para el aspecto aplicado.
La aportacién de Nahorski, Ravn y Valqui es mds interesante de comentar
porque lleva consigo la definicién de una funcién hamiltoniana distinta a la habitual

y da lugar, para estos autores, a un principio del maximo generalizado.

El P.M. clésico parte de la funcién hamiltoniana tipica que, como se sabe,

2No hay que olvidar que se puede dar validez al Principio del Méximo cuando el problema se reduce
a uno de Programacién Matemdtica y se dan condiciones apropiadas de cualificacion de restricciones y
convexidad.
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es lineal respecto a la variable de coestado o, 1o que es 1o mismo, respecto al vector
de multiplicadores de Kuhn y Tucker asociado al sistema dindmico. La funcién
hamiltoniana que proponen estos autores es una funcion no lineal, donde en lugar
de la variable de coestado aparece una funcién méas general de la variable de estado
(m(x,)). Utilizando la nomenclatura de estos autores aparece la siguiente

hamiltoniana;:

NH(x o, ) =Fx )+, (fx4)) )

y con ella se enuncia el principio del maximo generalizado, que es el siguiente:

Teorema II1.8.: Si (X°, U") es una solucién dptima del problema [I] de C.O.

discreto, entonces existe una sucesién de funciones ,°(x) tal que u,

maximiza el hamiltoniano no lineal expresado en (9) para 1=0,...,7-1.

Se puede observar que el hamiltoniano clasico coincide con el generalizado

en el caso en que se cumpla:

nt+l(f;) = P’t+1fr = p‘t+l(xt+l—xt)

por tanto el sistema hamiltoniano de ecuaciones en diferencias que se obtenia se

puede generalizar teniendo en cuenta la siguiente equivalencia:

El problema, tal y como resaltan estos autores, es construir esta funcién ,.
La idea que aportan para que se cumpla el sistema hamiltoniano dinimico es tomar

una familia de funciones del tipo:
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= l"':(xt"’ct—l) +kt(xt-xt-l)

donde el multiplicador es el mismo que en el P.M. clésico y la funcidn £, tiene una

derivada parcial respecto a x, igual a cero.

Mediante algunos ejemplos sencillos se encuentran las funciones
adecuadas, partiendo de que se conoce la solucién de antemano. Cuando la solucién
no es conocida se necesita un algoritmo iterativo para encontrar estas funciones entre
las del tipo cuadritico. Sin embargo, en Nahorski y Ravn (1988b) no se concreta
este tipo de algoritmo, al tiempo que reconocen que esta herramienta no es flexible
en la practica, aunque su aportacion tedrica puede servir para crear algoritmos o

mejorar los existentes de cara a la optimizacién de problemas multietdpicos.



CAPITULO IV:

METODOS DE RESOLUCION DE PROBLEMAS DE CONTROL
OPTIMO DISCRETO
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IV.1.- INTRODUCCION

Este capitulo sirve de conexién entre los capitulos de contenido mds tedrico
desarrollados hasta ahora y los de caricter aplicado que se abordan posteriormente.
Se trata de resolver el problema de C.O. discreto una vez se han estudiado las

condiciones que debe cumplir el 6ptimo. .

La resolucién analitica es compleja debido a la dimensién que alcanza el
problema en cuanto se pretende modelizar relaciones econémicas o de otro tipo con
cierto grado de aproximacién a la realidad. Ademads, el tratamiento analitico en

tiempo discreto es mds complejo que en tiempo continuo.

La solucién 6ptima en problemas dindmicos consiste en obtener funciones del
tiempo que, en el caso discreto, son funciones discretas o sucesiones y, en este
sentido, lo ideal siempre es encontrar el término general de la sucesién dado que,
de esta manera, se consigue una relacién vilida entre las variables (de control y de
estado) y el tiempo, para todo el horizonte de planificacién. Sin embargo, esto s6lo
es posible en problemas de reducidas dimensiones y con funciones muy especificas
(por ejemplo, las lineales). Este método de resolucion analitico es, por tanto, el mas
deseable porque es el que mds informacién aporta acerca de la solucidn, pero
también el menos operativo porque es el que més exige al enunciado del problema.
Ademids, la resolucién analitica de ecuaciones en diferencias (el sistema dindmico
hamiltoniano) sélo tiene un procedimiento generalizado para el caso de ecuaciones
lineales mientras que las no lineales requiere técnicas mas complejas que sélo son
vilidas bajo determinados supuestos®’. Por otra parte, el uso del método analitico
es totalmente inapropiado a medida que crece el nimero de variables y de periodos

del problema.

Una vez asumidas las limitaciones del método analitico se hace necesario

utilizar otros métodos de resolucion del problema que se engloban en los llamados

2Un manual cldsico de resolucién de ecuaciones en diferencias es Goldberg (1964).
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métodos numéricos. La resolucién numérica apoyada en soporte informético es la
mejor opcién cuando no es posible la resolucién analitica. Ademds, en tiempo
discreto, el tratamiento numérico consigue soluciones mds exactas que en tiempo
continuo donde el proceso de discretizacion lleva implicito ya cierto error. Estos
métodos se diferencian del anterior en que no buscan el término general de la
sucesién solucién sino que tratan de determinar cada uno de los elementos de la
sucesién. De esta manera, se consigue una relacién punto a punto entre la variable
independiente y las variables de estado y control y no una relacién valida para todo
el horizonte de planificacién. Sin embargo, la representacién grifica de las
sucesiones puede servir para deducir ciertas consideraciones cualitativas de la
solucién, y ademdas puede orientar una aproximacién analitica por algin tipo de

curva (fitting).

El método numérico puede ser en algunos problemas un método exacto.
Efectivamente, si el control 6ptimo, como solucién al problema de maximizacién de
la hamiltoniana, se obtiene de forma analitica y si se parte de un valor inicial de las
variables de estado, entonces la resolucién numérica de las ecuaciones en diferencias
llevara a una solucién exacta sin més que aplicar la forma de recurrencia que lleva
consigo toda ecuacién en diferencias. El método numérico también es un método

exacto en problemas lineales o cuadritico-lineales.

En problemas generales con gran nimero de periodos, de variables y de
restricciones, hay que acudir a los métodos numéricos aproximados para resolver el
problema. Los primeros métodos que se desarrollaron son los propios de la
Programacién Matemadtica (los de P.N.L.) y de la Programacién Dindmica.
Recientemente ha empezado a aparecer software especifico para el problema de C.O.

discreto.

Para la resolucién de problemas que nosotros perseguimos creemos que lo
mads adecuado es el uso de software estindar de Programacién no Lineal. La razén
principal para ello es el hecho de que estd més desarrollado, es mds asequible y

abarca una amplia variedad de problemas.
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Los métodos basados en técnicas de Programacién Dindmica no suelen estar
estandarizados porque utilizan técnicas distintas segin el tipo de problemas que
resuelve; ademds, tienen unos requerimientos de memoria de almacenamiento de

datos mds exigentes.

Los métodos que utilizan la teoria del C.O. discreto o el P.M. discreto son
todavia incipientes y tienen un uso muy limitado al 4mbito de los investigadores que
los estdn desarrollando. Como luego se comentard, es de esperar que estos métodos
sean mds eficientes que los generales de P.N.L. y que poco a poco se vaya

generalizando su uso.

La resolucién numérica se caracteriza por el uso de algoritmos para llegar a
los valores 6ptimos de las variables. Los algoritmos constan de una serie de etapas
en las que se realiza un conjunto de operaciones tras las cuales se llega a una
aproximacién a la solucién. Repitiendo las etapas se consiguen sucesivas
aproximaciones. Todo algoritmo contiene también un criterio de parada tras el que,
0 se da por buena la 1iltima aproximacién conseguida, o se deduce que no se ha

llegado a ninguna solucién.

Las operaciones que se realizan en cada etapa definen el método numérico
utilizado y de él dependen aspectos importantes como la convergencia, generalidad
y eficiencia del algoritmo. La convergencia puede ser de distintos tipos pero,
bésicamente, implica que las aproximaciones al final de cada etapa sean cada vez
mejores y el criterio de parada indica que se ha llegado a una solucién aceptable. La
generalidad del algoritmo supone que se pueda aplicar a un conjunto lo mas amplio
posible de problemas. Por ultimo, la eficiencia hace referencia al tiempo de célculo

necesario para llegar a la solucién.

La resolucién numérica del problema de C.O. discreto se puede enfocar de
dos maneras. Dado que es un problema equivalente al de programacién matemadtica,
la primera opcién es utilizar algoritmos de P.N.L. con la ventaja de que estin maés

estudiados y desarrollados. Sin embargo, en estos algoritmos tanto las variables de
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control como las de estado son variables de decisién y las ecuaciones dindmicas se
interpretan como restricciones adicionales, es decir, son métodos que no aprovechan
la estructura especifica del problema de C.O. discreto lo cual hace pensar que se

puedan lograr otros algoritmos mds eficientes.

La segunda opcién es utilizar algoritmos especificos del problema de C.O.
discreto que, aunque todavia poco desarrollados, deben ser mds eficientes que los
anteriores. Ambas opciones se relacionan ya que a menudo utilizan métodos

numéricos comunes.

A continuacién se exponen de forma breve algunos de los métodos numéricos
en P.N.L. clasificados segin el tipo de problemas a los que se aplican. La
descripcidn de estos métodos no es exhaustiva y para una visién més profunda de
éstos y otros métodos numeéricos se puede consultar manuales como Fletcher (1991)

y Bazaraa y otros (1993).

El epigrafe IV.3. esta dedicado a dos casos especiales de problemas de C.O.
discreto: los problemas lineales y los lineales-cuadriticos. En estos problemas las
funciones utilizadas cumplen una serie de caracteristicas deseables, lo cual ha
propiciado la existencia de algoritmos generales de P.N.L. muy eficientes. Su
estudio se justifica también por las aplicaciones que se desarrollan en los siguientes
capitulos, las cuales se modelizan a través de este tipo de problemas. Por iltimo, se
comentan los métodos que se estdn utilizando para resolver el problema de C.O.
discreto, se presentan algunas caracteristicas del software disponible y se justifica

la eleccién del mismo.
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IV.2.- METODOS NUMERICOS EN PROGRAMACION NO LINEAL
IV.2.1.- Problemas sin restricciones.

La importancia de estos problemas radica en que suelen formar parte de
algin paso dentro de algoritmos para problemas con restricciones. En el problema
con una sola variable (line search) se utilizan métodos que realizan, en cada etapa,
una acotacién cada vez mds estrecha del intervalo en el que se encuentra el 6ptimo
(intervalo de incertidumbre). Para ello hay métodos que evalian la funcién objetivo
en un punto interior del intervalo y lo comparan con €l valor en los extremos; otros
métodos evalian la derivada de la funcién en un punto interior y segin su signo
acotan el intervalo por un extremo o por el otro. Estos métodos requieren, para ser
consistentes, alguna hipdtesis acerca de la cuasiconcavidad o pseudoconcavidad (en

el caso de maximo) de la funcién objetivo.

En los problemas sin restricciones pero con varias variables (multidimensional
search) existen distintos métodos con la caracteristica comin que realizan dos

operaciones en cada etapa k:

- Seleccionar una direccioén dieR" apropiada en la que se debe desplazar el

punto para mejorar la funcidn (search direction).
- Seleccionar la magnitud \eR de ese desplazamiento (step size).

De esta manera en la etapa k se pasa de un punto x, a otro x,,, que cumple

Xes1 =X+ N,

- La biisqueda del tamaifio del desplazamiento en cada etapa (step size) se
reduce a un problema no lineal sin restricciones en una dimensién. Efectivamente,

se trata de resolver el siguiente problema de line search:
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Max F(x,+\d) (1

Para resolver el problema de encontrar la direccién de busqueda mais
apropiada (search direction) existen diversos métodos. Uno de los mds bésicos es
el método del gradiente, que se basa en utilizar como direccién de bisqueda la del
gradiente normalizada por ser la direccién de maximo crecimiento (si se minimiza
se utiliza la direccién opuesta). Evidentemente ello estd limitado al caso de funcién
diferenciable. Tomando como base el método del gradiente se han desarrollado otros
que han ido corrigiendo la direccion del gradiente para hacerla més eficiente y evitar
algunos inconvenientes. Entre estos cabe citar el método de Newton (que utiliza el
Hessiano) o métodos de cuasi-Newton (que utilizan aproximaciones al Hessiano)®.
Por ultimo cabe citar los métodos del gradiente conjugado que corrigen la
direccién del gradiente utilizando una apropiada combinacién lineal convexa del

gradiente y de la direccién usada en la iteracién anterior®.

IV.2.2.- Problemas con restricciones

Un primer conjunto de métodos numéricos que resuelve el problema con
restricciones se basa en pasar a un problema asociado sin restricciones a través de
la incorporacion de una funcién auxiliar a la funcidn objetivo y de forma que la
solucién de este problema sea la misma que la del problema original. Esta técnica

es la que se utiliza en los métodos de penalizacién y en los métodos de barrera.

En los métodos de penalizacion se afiade una funcién de penalizacién cuyo

objetivo es doble: no penalizar a los puntos factibles y penalizar a los puntos

28 0s métodos de cuasi-Newton mis utilizados actualizan la aproximacién al hessiano en cada
iteracién, teniendo en cuenta siempre que el resultado debe ser una matriz simétrica y definida negativa.
La férmula de actualizacién m4s utilizada sigue siendo la llamada BFGS (Broyden, Fletcher, Goldfarb and
Shanno) y data de 1970.

2De ellos destaca el de Fletcher y Reeves de 1964. Los métodos de gradiente conjugado son, en
general, menos eficientes que los de cuasi-Newton pero, al requerir menos célculos en cada iteracién, son
los mds aconsejables en problemas de gran dimensién.
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infactibles. Existen muchas funciones de este tipo y cada una de ellas da lugar a

distintos algoritmos de penalizacién. Por ejemplo, dado el problema:

Max F(x)
s.a:
h(x)=0
g(x)<0

[11]

una de las funciones de penalizacién mds habituales es la del valor absoluto:
a(x) = max {0,g(x)}+|h(x)|

o si se busca que sea diferenciable:
a(x) = max {0,e(x)P+h%(x)

Estas funciones de penalizacién dan lugar al siguiente problema sin restricciones:

Max F(x)-pa(x)

donde p es un nimero arbitrariamente grande. Se observa que la funcién de
penalizacién toma el valor cero en puntos factibles y valor positivo en puntos
infactibles, incurriendo en este caso en una penalizacién total igual a pa(x) que

disminuye el valor de la funcién objetivo.

Los métodos de penalizacién empiezan con un punto inicial infactible y un

escalar p>0 arbitrario. El siguiente paso es resolver el problema asociado sin
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restricciones utilizando alguno de los métodos apropiados ya mencionados. Si tras
resolverlo se obtiene un punto con una penalizacién total suficientemente pequefia
se acepta como solucién Optima y si no, se aumenta el valor del escalar. De esta

manera se va acercando al punto 6ptimo desde puntos infactibles.

En los métodos de barrera, en cambio, el mecanismo es acercarse al punto
6ptimo desde puntos factibles. En estos métodos las restricciones de igualdad se
deben incorporar a un conjunto X o, si es posible, utilizarlas para sustituir unas
variables en funcién de las otras y trabajar con el problema con menos variables;
esto es necesario porque los puntos que van apareciendo en cada paso son interiores

al conjunto de oportunidades.

La funcién de barrera que se incorpora tiene el objetivo de establecer una
barrera a los puntos que alcancen la frontera del conjunto de oportunidades desde
el interior. Para ello dicha funcién debe tomar valores positivos para puntos

interiores y el valor infinito para puntos frontera. Por ejemplo, dado el problema:

Max F(x)
S.a.

8(x)<0

xeX

(1]

una de las funciones de barrera que se utiliza es:

1
B(x)=———
= ®

que da lugar al siguiente problema sin restricciones:
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Max F(x)-pB(x)
xeX

donde ahora p es un mimero positivo arbitrariamente pequefio. Se observa que la
funcién de barrera toma un valor positivo en puntos interiores y tiende a infinito a

medida que el punto se acerca a la frontera del conjunto de oportunidades.

Los métodos de barrera empiezan con un punto interior del conjunto de
oportunidades® y un escalar u>0Q arbitrario. Luego se soluciona el problema
asociado sin restricciones mediante alguno de los métodos ya mencionados. Si tras
resolverlo se obtiene un punto con un valor uB(x) suficientemente pequefio se acepta
como solucién 6ptima, si no se disminuye el valor del escalar (manteniéndolo

positivo) y se repiten las operaciones.

Un segundo método mds eficiente y directo es el de Programacion
Cuadratica Secuencial (SQP), mencionado por Wilson en 1963. La adaptacién de
este método a problemas de C.O. discreto es una de las lineas que parece mads
fructifera en la construccién de algoritmos especificos de C.O. discreto (por

ejemplo, en Pantoja y Mayne, 1991; y en Fisher y Jennings, 1992).

La base del método es, en cada etapa, aproximar las restricciones por
funciones lineales (primer término del desarrollo de Taylor) alrededor del punto
resultante de la etapa anterior y la funcién objetivo por una funcién cuadrética (los
dos primeros términos del desarrollo de Taylor pero con el hessiano de la funcién
lagrangiana) también alrededor del punto resultante de la etapa anterior. Con ello se
reduce el problema no lineal original a subproblemas cuadratico-lineales cuyas
técnicas de resolucién son generalmente exactas. Tras cada etapa se consigue una
nueva solucién que sirve de base para construir otro subproblema cuadrético-lineal,

etc..

3% obtencién de un punto interior de partida no suele ser una cuestién trivial, de ahi que existan
algoritmos para conseguir un punto interior empezando desde cualquier otro punto.
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Tomando como base el método SQP existen distintas maneras de modificarlo
para aumentar su eficiencia o asegurar la convergencia de la solucién. Entre ellas
se puede citar el uso de aproximaciones al hessiano de la lagrangiana (por ejemplo
con la férmula BFGS) o utilizar funciones de penalizacién para realizar las

aproximaciones cuadraticas.

En tercer lugar, se pueden citar los métodos de direcciones factibles. Estos
métodos, iniciados por Zoutendijk en 1960, actian sobre un punto factible
desplazdndolo a otro donde la funcién objetivo es mejor, para ello la direccién de
desplazamiento debe tener la doble cualidad de ser factible y de mejora. Tras
determinar la direccion apropiada, la segunda parte del algoritmo debe calcular el
tamafio de ese desplazamiento, lo cual es un problema del tipo step size ya

comentado.
Si se parte de nuevo del problema [II], las direcciones de mejora en un punto
factible, supuesta la diferenciabilidad de las funciones, son las que dan lugar a una

derivada direccional positiva en ese punto y por tanto son direcciones deR" que

cumplen:

VF(x)d>0

Ademds, para que sean direcciones factibles, deben admitir un
desplazamiento (aunque sea muy pequefio) que lleve a otro punto factible, es decir,

se debe satisfacer la siguiente condicién:

36>0 / x+AdeS VA€]0,6]

donde S es el conjunto de puntos factibles.

El problema de las direcciones factibles sélo se plantea en puntos de la
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frontera del conjunto S dado que en puntos interiores todas las direcciones son
factibles. Por tanto, para obtener estas direcciones s0lo se tiene en cuenta las
restricciones de desigualdad saturadas en el punto de partida (g,) y las restricciones
de igualdad. Suponiendo diferenciabilidad de estas funciones se tendra que cumplir,

en notacién vectorial, la desigualdad e igualdad siguientes:

84(x+Ad)=g ,(x) +AJg (x)d+R,(x,Ad)<0
h(x+Ad)=h(x)+AJh(x)d+R,(x,Ad)=0

donde R, y R, son los restos de Taylor (tienden a cero a medida que A tiende a
cero). Ahora, dado que x es factible y A es un valor positivo suficientemente

pequefio, la desigualdad se cumplird si*!:

Jg,(x)d<0

mientras que la igualdad no se conseguird para ninguna direccién no nula. Sin

embargo, la condicién:

Jh(x)d=0

que por si sola llevarfa a un punto infactible (a no ser que la funcién fuera lineal),

se combina con un movimiento corrector hasta llevar a un punto factible.

En resumen, para el problema [II], una direccién factible de mejora debe

cumplir simultineamente:

315i 1a funcién es lineal la desigualdad que sigue no tiene porqué ser estricta porque el resto de
Taylor se igualaria a cero.
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VF(x)d>0
Jg ,(x)d<0

Jh(x)d=0

y para determinar cuél de las direcciones que cumplen estas condiciones se debe
escoger, se puede seguir el método de Zoutendijk que elige como direccién

apropiada aquélla que es solucién del siguiente programa lineal:

Max z
s.a

VF(x)d-z>0

Jg ,(x)d+Z<0

Jh(x)d=0

~1<d;<1

donde Z es un vector de dimensién apropiada con componentes iguales a z y donde
se han afiadido cotas a las componentes de la direccién para que la solucion sea
acotada. Ademds, si es necesario, se debe realizar el movimiento corrector

correspondiente antes comentado.

Tras obtener la direccién factible de mejora hay que resolver el siguiente

problema de line search:

Max F(x+\d)
O<A<A .

donde para valores A> A\, el punto es infactible.
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Existen otros métodos para encontrar la direccion factible de mejora. Uno de
ellos es el del gradiente reducido generalizado (GRG), propuesto por Abadie y
Carpentier en 1969. Este tipo de métodos se han adaptado posteriormente para
resolver problemas de control éptimo. Mejoras posteriores de este método son las
que se utilizan con més asiduidad en los algoritmos con soporte informético (por
ejemplo, el método GRG2 de Lasdon y Waren de 1978).

"El método GRG2 distingue dos tipos de restricciones: las cotas y el resto de
restricciones. Estas iltimas siempre se pueden pasar a igualdades (si no lo son)
afiadiendo variables de holgura positivas. En un punto factible se puede hablar de

tres tipos de variables (incluyendo las de holgura):

- variables bésicas: aparecen cuando hay restricciones activas en ese punto
y son las que se despejan en funcién de las otras variables y se sustituyen en la

funcién objetivo.

- variables superbdsicas: son no bdsicas y aquéllas donde no actian las cotas.

Pueden variar en cualquier direccién hasta que alcancen su cota superior o inferior.

- resto de variables no basicas: en ellas actian las cotas. Se evalda, a través
del gradiente, si es conveniente que abandone su cota o no. Si no es conveniente su

valor queda fijado y si es conveniente su valor puede variar hasta la otra cota.

Este método resuelve a continuacién un problema reducido, es decir, un
problema con menos variables: las superbdsicas y las no bdsicas que pueden
abandonar la cota. Este problema, sin restricciones, se resuelve a través de alguno
de los métodos de multidimensional search, en concreto se realiza la siguiente

eleccion:
- en la primera iteracién utiliza como direccién de biisqueda la del gradiente.

- en las siguientes iteraciones utiliza métodos de cuasi-Newton si el problema
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no es de grandes dimensiones o métodos del gradiente conjugado si es de grandes
dimensiones. De esta manera aprovecha al maximo la eficiencia de cada uno de estos

métodos.

Tras resolver el problema reducido se encuentra el valor de las variables
bésicas utilizando la ecuacién correspondiente. Con el nuevo punto obtenido, que
debe cumplir todas las ecuaciones, se repite el proceso. El criterio de parada, en
caso de convergencia, aparece cuando la direccion de biisqueda esta suficientemente

préxima al vector nulo.

Junto con éste método de busqueda de la solucién Optima, hace falta un
algoritmo de busqueda de un punto factible inicial. Este problema se resuelve
convirtiéndolo en uno de programacién matemadtica donde, partiendo de un punto
cualquiera no factible, se construye la funcién objetivo como suma de
infactibilidades (utilizando las restricciones que no se satisfacen pasidndolas todas a
un miembro de forma que el resultado deba ser negativo) y como restricciones las
que si se cumplen. De esta manera minimizando la suma de infactibilidades se llega

a un punto factible (si existe) con el que puede empezar el algoritmo principal.
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IV.3.- PROBLEMAS LINEALES Y LINEALES-CUADRATICOS
IV.3.1.- Problemas lineales

Los problemas lineales se refieren a aquellos casos en los que la resolucién
del Principio del Méximo es un problema lineal. En otras palabras, la funcién
hamiltoniana es lineal respecto a la variable de control y la regién de control viene
también definida a través de restricciones lineales en la variable de control. El
problema de maximizacién de la hamiltoniana respecto a los controles factibles se
convierte en un programa lineal. El algoritmo m4s utilizado en estos problemas es

el del simplex que se debe a Dantzig y data de 1951.

El hecho de tener un programa lineal significa que el 6ptimo, si existe, se
encuentra analizando s6lo los puntos extremos del conjunto de oportunidades y que
serd o bien un punto extremo (en caso de solucién unica o de vértice) o una
combinacién lineal convexa de dos 0 mis puntos extremos (en caso de solucién
multiple). La solucién dependera, entre otras cosas, de los coeficientes de los
controles en la funcién hamiltoniana y dado que, en general, dependen del tiempo,
la solucién del problema puede ir pasando de un punto extremo a otro de la regién

de control a medida que transcurren los periodos.

Un caso particular interesante es aquél en que la regién de control se reduce
a intervalos de acotacién para cada variable de control en cada periodo. Si la funcién
es lineal respecto a una variable acotada, el maximo (y el minimo) de la funcién se
encuentra en un extremo del intervalo de acotacién segin el signo del coeficiente de
la variable de control en la funcién hamiltoniana. A medida que dicho coeficiente
cambia de signo, la solucién cambia de un extremo a otro del intervalo. Este tipo

de solucién se llama bang-bang.

Aunque el enunciado del problema lineal no es tinico, para observar el tipo

de solucién bang-bang, se parte del siguiente (Problema [IV]):
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7-1
Max Y ax by,
1=0
s.a:
X, ~X=Ax,+Bu, t=0,...,T-1 ad
m su <M t=0,...,7T-1
x, dado

donde g, es un vector de dimensién #, b, es de dimensién m, A, son matrices nxn y
B, son nxm. A su vez, los valores minimos y maximos de las variables de control
en cada periodo vienen dados, respectivamente, por los vectores m, y M, El
enunciado con restricciones de estado, no necesariamente lineales, se puede reducir
a éste‘ modificando adecuadamente las cotas de los controles para que dichas cotas,
junto con el sistema dindmico, sea compatible con las restricciones de estado. En ese

caso las cotas son funcion de las variables de estado.

Este enunciado lleva a una hamiltoniana lineal respecto a la variable de
control que, a su vez, estd acotada. El problema de maximizar la hamiltoniana se

reduce al siguiente:

Max Ht = (a!+ pl+1A!)xI+(bt+ pt+1Bl)ut

s.a. m,j < u,j < M,j Jj=1,...,m

El problema es separable dado que cada restriccién s6lo depende de una
variable de control, es decir, son independientes entre si. La solucién depende del
signo de los elementos de las sucesiones b/+p,,,B/=C’/ obteniendo la tipica

expresion de los controles bang-bang:
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m! si Cj<0

u/ . .
J o J
M; si C;>0

En consecuencia, la sucesién solucién para una variable de control esta
formada por elementos que toman un valor que va pasando de un extremo a otro del
intervalo correspondiente segiin el valor del elemento asociado de la sucesién C/

llamada también sucesién de cambio o switching.

Nétese que si en algin periodo y para algin control la funcién C/ es igual
a cero, la solucién para dicho control no queda determinada siendo indiferente la
eleccion de un valor u otro dentro de su intervalo. Se trata, por tanto, de solucién
multiple y es raro que se dé este caso debido a que el cambio de signo de C/ es poco

probable que ocurra en valores de ¢ naturales®.

Si la linealidad afecta también a la variable de estado, el problema de C.O.
discreto en su totalidad se reduce a uno de programacién lineal y se puede resolver,
de nuevo a través de métodos especificos. En consecuencia, se puede aprovechar el
mayor desarrollo en soporte informético de los métodos numéricos en programacién

lineal, tanto del método simplex como de otros mds recientes.

Ademads del método simplex que fue el pﬁmero que se desarroll6, se pueden
citar algunas modificaciones posteriores que lo dotan de mayor eficiencia. El método
del simplex revisado, por ejemplo, necesita ir actualizando en cada iteracién una
matriz de menor dimensién, ahorrando asi tiempo de célculo y necesidad de
memoria. Para problemas con muchas restricciones de desigualdad es preferible

seguir un método de conjunto activo que trata el problema, en una primera etapa,

32 En control 6ptimo en tiempo continuo, el cambio de signo da lugar a saltos en la variable de
control (funcién continua a tramos). La solucién recibe el nombre de solucién singular si la funcién
switching se anula a lo largo de un intervalo de tiempo. En esos casos la resolucién a través del Principio
del Mdximo continuo falla y se hace necesario utilizar principios de 6ptimo de segundo orden (uno de los
mds recientes se puede ver en Gift (1993)).
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con sélo las restricciones activas desplazando el punto de un extremo a otro de la
arista y observando, en una segunda etapa, si alguna restriccién inactiva no se
cumple, en cuyo caso se realiza el movimiento corrector correspondiente. Si el
problema es de gran dimensién y la matriz de coeficientes tiene gran cantidad de
ceros (como ocurre con el problema de C.O. discreto) existen métodos especiales

para ganar en eficiencia entre los que destaca el de descomposiciéon del simplex.

Otra ventaja de la linealidad es que asegura que se cumplen todos los
supuestos de los teoremas que validan el principio del méximo, tanto a través de las
condiciones de Kuhn y Tucker como a través de los argumentos geométricos, lo cual
puede aprovecharse para desarrollar métodos numéricos especificos en C.O. discreto

lineal que utilicen el principio del méximo.

Por ultimo, hay que hacer notar que el tipo de solucién bang-bang no es
exclusivo de los problemas lineales. Como se ha descrito antes para el caso lineal,
si la regién de control viene dada a través de intervalos de acotacién para cada
variable de control en cada periodo, el problema de maximizar la hamiltoniana
respecto a los controles es un problema separable. Sin embargo, el problema puede
seguir siendo separable si la hamiltoniana lo es y para eso no es necesario que sea

lineal.

En realidad, para que aparezca un tipo de solucién bang-bang es suficiente
con que la hamiltoniana sea creciente o decreciente para cada control a lo largo del
intervalo de acotacién. Efectivamente, el miximo de una funcién creciente
(decreciente) que depende de una variable acotada se encuentra en el extremo
superior (inferior) del intervalo. El hecho de que sea creciente o decreciente
dependerd, en general, del periodo de tiempo considerado. En consecuencia, la
sucesién Optima para cada control puede ir pasando de un extremo a otro del
intervalo a medida que transcurren los periodos dando lugar a la solucién de tipo

bang-bang.
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IV.3.2.- Problemas lineales-cuadraticos

Los problemas lineales-cuadraticos son aquéllos donde la funcién objetivo es
cuadritica y el sistema dindmico y las restricciones son lineales, respecto a todas las
variables del problema. La ventaja de estos problemas es que al transformarse en un
problema de P.N.L. se tiene un problema de programacién cuadritica y, en
consecuencia, se dispone de algoritmos eficientes. de resolucién. Los métodos
numéricos que se han citado en el epigrafe anterior funcionan bien o incluso se
transforman en métodos exactos ante problemas cuadratico-lineales, debido a la
simplicidad de las funciones y a lo bien determinado que estd el 6ptimo en una

funcién cuadratica.

Los problemas de programacion cuadratica en P.N.L. necesitan pocos
supuestos adicionales para asegurar la existencia de 6ptimo, asi como para llegar a
condiciones necesarias y suficientes. Aunque existen distintas formas de enunciar un

problema cuadratico, utilizaremos el siguiente enunciado:

Min  z"Rz+dz
sa
X, ~X=Ax+Bu,  t=0,...T-1 [Vl
Gz20
x, dado

donde z=(X, U) y R, d, A,, B,y G son vectores y matrices de dimensién adecuada

para la conformidad de las operaciones enunciadas.

Un primer resultado evidente referido a la existencia de solucién es que si la

matriz R es semidefinida positiva, d=0 y existe una solucién factible, entonces
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existe una solucién 6ptima®. El resultado es claro ya que al ser semidefinida
positiva estd acotada inferiormente y por tanto existe minimo siempre que el
conjunto de oportunidades sea no vacio. En segundo lugar, se tiene que las
condiciones de Kuhn y Tucker son necesarias al cumplirse la cualificacién de

restricciones (son lineales) y son suficientes si R es semidefinida positiva.

Por tanto, lo Unico que hay que comprobar en estos problemas es el signo de
la forma cuadritica representada por la matriz simétrica R, o lo que es lo mismo,

la concavidad (para méximo) o la convexidad (para minimo) de la funcidn objetivo.

Un ejemplo de este tipo de problemas que conviene destacar, ya que se va
a utilizarlo luego en las aplicaciones del capitulo VI, es el caso de minimizar las
desviaciones cuadréticas de ciertas variables respecto de unos valores deseados en
cada periodo. Por ejemplo, si estas variables s6lo son las de control se tiene una

funcién objetivo del tipo:

T-1 m
MIN Y Y @l

=0 j=1

donde u/ es el valor deseado de cada variable. En este tipo de problemas se
redefinen las variables de control como la diferencia entre el control éptimo y su
valor deseado. Asi, utilizando la notacién del Problema [V], se tiene que d=0y la

matriz R es semidefinida positiva, dado que es igual a:

=

donde cada bloque es de dimensidn apropiada, segiin sea el nimero de variables de

**En Canon, Cullum y Polack (1970) se puede ver otros enunciados de problemas de programacion
cuadrética, asi como teoremas de existencia més generales,
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estado y de control. La aplicacién de los algoritmos generales de P.N.L. antes
resefiados o de algoritmos especificos para problemas cuadraticos resulta, en este

caso, muy eficiente dada la sencillez de la matriz R.

Una vez analizado el problema, se aplica algin algoritmo de programacién
cuadritica®, aunque el gran nimero de variables y restricciones es un
inconveniente serio. Para reducir el nimero de variables y restricciones se puede
resolver primero el sistema dindmico y obtener las variables de estado en funcién
de las de control y del estado inicial, pero esto exige realizar cilculos adicionales.
Otra posibilidad es aprovechar la estructura del problema, ya que al ser de C.O.
discreto, las matrices deben tener gran cantidad de ceros correspondientes, en cada
fila, a los coeficientes de las variables en los periodos de tiempo no considerados en
esa restriccién. Por otra parte, el uso del P.M. discreto es vélido al tratarse de un
sistema dindmico lineal, lo cual se puede aprovechar para desarrollar métodos

numéricos especificos.

Uno de los algoritmos iniciales de programacion cuadratica es una adaptacion
del método simplex de programacién lineal y se debe a Wolfe y Dantzig. Para
aplicarse, las restricciones deben adoptar la misma estructura que en el método
simplex (restricciones de desigualdad y condiciones de no negatividad). Este método
necesita actualizar en cada etapa una matriz inversa, necesidad que ha sido superada

en algoritmos posteriores.

Los algoritmos mds generales de programacién cuadritica parten del
problema con restricciones de igualdad. La linealidad de las restricciones permite
entonces obtener unas variables en funcién de otras siguiendo algin método de
eliminacién. Se pasa asi a un problema reducido sin restricciones donde el sistema
que se obtiene tras aplicér las condiciones de primer orden es lineal. Si la matriz R

es semidefinida positiva la solucién del sistema proporciona un minimo global y si

3L os algoritmos de programacién cuadrdtica, ademés de utilizarse para resolver este tipo de
problemas, sirven de base, como ya se ha visto, para desarrollar algoritmos en problemas mis generales
(no cuadriticos) de P.N.L.; por ejemplo, en el método SQP.
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es definida positiva es tnico.

Cuando el problema tiene restricciones de desigualdad se utiliza una
estrategia de conjunto activo que resuelve, en cada etapa, un problema con
restricciones de igualdad (las que lo son, mas las de desigualdad activas) para pasar
a un punto mejor que también las cumpla. Si el nuevo punto no cumple alguna de
las inactivas se resuelve un problema de step size para pasar a un punto factible

donde el conjunto de restricciones activas habrd cambiado.
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IV.4.- METODOS NUMERICOS ESPECIFICOS EN CONTROL OPTIMO
DISCRETO

Estos métodos utilizan técnicas de la teoria del control 6ptimo discreto y, en
concreto, el Principio del Méaximo. Son métodos que estin en pleno desarrollo
actualmente y, légicamente, deben ser mds eficientes que los anteriores al

aprovechar la estructura del enunciado del problema.

Los métodos que tratan de resolver numéricamente las condiciones del
Principio del Mé4ximo discreto junto con el sistema hamiltoniano dindmico presentan
el inconveniente de que las variables son interdependientes lo cual complica bastante

el uso de métodos de shooting para el valor inicial de la variable de coestado™.

Los métodos mds tradicionales utilizan algoritmos de programacién dindmica
diferencial que requieren gran capacidad de almacenamiento y tienen ciertas
dificultades para tratar restricciones de caricter general. Como toda técnica de
programacion dindmica, se basa- en cilculos iterativos de las variables y de la

funcién objetivo.

La alternativa que se impone es la combinacién de elementos del Principio
del Maximo con métodos numéricos de P.N.L. antes comentados. Esta opcién es la
seguida por gran parte de los investigadores a la vista de los trabajos publicados.
Asi, Dunn y Bertsekas (1989) aplican el método de Newton por etapas al problema

de C.O. discreto sin restricciones.

Pantoja y Mayne (1991) amplian la estrategia de los anteriores autores para
incluir restricciones, aunque s6lo de control. Transforman el problema de control en
uno de programacién matemdética y, aprovechando su estructura, utilizan un

algoritmo SQP para resolver en cada etapa, no el problema general de gran

35En este contexto, los métodos de shooting consisten en probar un valor inicial para la variable de
coestado y resolver el sistema hamiltoniano dindmico hacia delante en el tiempo. Si la solucién obtenida
no cumple las condiciones terminales se revisa de forma apropiada el valor inicial elegido.
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dimensién, sino varios subproblemas de menor dimensién. La aproximacién
cuadratica de la funcién objetivo se realiza utilizando el hamiltoniano y el célculo
de los multiplicadores mediante el sistema hamiltoniano dinimico que aparece en el

principio del méaximo.

Fisher y Jennings (1992) también convierten el problema original en uno de
programacién matemdtica en el que sélo se consideran como variables de decisién
las de control, calculando las variables de estado a partir del sistema dindmico.
Ademais, el resto de restricciones se transforman en una forma candnica estindar.
El algoritmo permite hacer también optimizaciéon de pardmetros. Una vez
transformado el problema, se resuelve a través del algoritmo SQP utilizando la -
funcién hamiltoniana del Principio del Méximo para el cilculo de los gradientes de

las funciones respecto al vector de parimetros.

Por ultimo, resumimos las principales caracteristicas del software susceptible
de utilizarse en la resolucién de problemas de C.O. discreto. En cuanto al software
especifico de C.O. discreto se puede citar el programa DMISER3. Es la versién en
tiempo discreto de MISER3 y permite realizar también optimizacién de pardmetros.
La primera parte consta de un algoritmo que transforma el problema en uno de
P.N.L., destacando en ese proceso la forma en la que los distintos tipos de
restricciones se pasan a una forma candnica. Una vez pasado el problema a uno de
P.N.L. se parametrizan los controles, realizando una particién del horizonte
temporal y asignando a cada variable de control un valor constante (pardmetro) para
cada intervalo resultado de la particién. El problema que queda es aproximado al
inicial y también es de P.N.L. donde las variables son los pardmetros. Sobre este
enunciado se aplica software estindar de P.N.L. y en concreto la subrutina NLPQL
de Schittkowski de 1985 que es un método SQP.

En cuanto a software general de P.N.L. destacamos GAMS y LINGO. Pese
a ser programas no especificos de C.O. discreto tienen un lenguaje de modelizacién
y unos resolutores apropiados para tratar dicho problema. En efecto, el lenguaje de

modelizacién permite introducir problemas estructurados de gran dimensién mediante
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el uso de subindices sobre las variables, creando de esta manera vectores y matrices.
Asi, tomando como ejemplo el programa LINGO, tras crear el conjunto de variables
con subindices la funcién @SUM permite introducir la funcién objetivo tecleando
simplemente la funcién intermedia y la funcién @FOR hace 1o mismo con el sistema
dingmico o las restricciones. En cuanto a los métodos numéricos de resolucion,
GAMS permite escoger el resolutor de una libreria mientras que LINGO evalia las
caracteristicas del problema y escoge el método mas adecuado (normalmente del tipo

GRG2 en modelos no lineales).

En las aplicaciones numéricas que se desarrollan en los préximos capitulos,
cuando no es posible la resolucidon analitica, se utiliza el programa informatico
LINGO en su versién para problemas de grandes dimensiones (versién 2.1 de
1995). La accesibilidad de este programa, el desarrollo que han alcanzado los
 métodos numéricos que utiliza y la disponibilidad de una versién reciente lo han
hecho preferible a los otros software citados. Ademds, dispone de un editor de
pantalla completa propio (en GAMS hay que utilizar el del sistema operativo), es
posible incorporar datos de variables ex6genas en el modeld desde hojas de célculo
(funcion @IMPORT) o trasladar la solucién a una hoja de cédlculo (funcién
@EXPORYT), realizar andlisis de post-optimizacién (anélisis What if) o crear ficheros

por lotes que automaticen varias operaciones.



CAPITULO V:

APLICACION A LA ELECCION OPTIMA DE INSTRUMENTOS
DE AHORRO DE COMPLEMENTO A LA JUBILACION
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V.1.- INTRODUCCION

V.1.1.- Marco en el que se desarrolla la aplicacién

En este capitulo se desarrolla una aplicacion financiera que tiene como prineipal
resultado la obtencién de unas relaciones que permiten valorar desde el punto de vista
financiero-fiscal y para un inversor individual distintos instrumentos financieros de
ahorro a largo plazo (en el modelo este plazo lo marca la edad de jubilacién) y
especialmente los planes de pensiones. Dichos instrumentos se comparan con los de
ahorro convencional (sin ventajas fiscales), dando lugar a estrategias dindmicas 6ptimas

de ahorro y a la formulacién de la rentabilidad financiero-fiscal para cada uno de ellos.

El modelo que se plantea atiende especialmente a los aspectos financieros y
fiscales de los instrumentos de ahorro, sin profundizar en otros aspectos tratados en la
literatura como los juridicos, sindicales, y sobre todo los macroeconémicos. Entre estos
ultimos destaca el estudio, a nivel teérico y empirico, de los efectos econdémicos de los
planes de pensiones tales como la influencia sobre el binomio consumo-ahorro y sobre
las decisiones de jubilacién anticipada y merecen que se les dedique unos breves

comentarios en esta introduccion.

La cuestién de si los planes de pensiones hacen aumentar el ahorro de una
economia 0 no es una de las mds discutidas. Desde el punto de vista de la teoria
econdmica (tomando como punto de partida el modelo de ciclo vital del ahorro®) se
concluye que el efecto sobre el ahorro privado es indeterminado ya que aparecen dos

efectos de signo contrario asociados a la mayor rentabilidad neta de los planes de

*Ver en Ando y Modigliani (1963).
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pensiones®’: el efecto renta, derivado de unos mayores ingresos netos a lo largo de
la vida, que hace aumentar tanto el consumo actual como el futuro (menor ahorro) y el
efecto sustitucion, como consecuéncia de un mayor "precio" relativo del consumo
actual, que lo disminuye a cambio de consumo futuro (mayor ahorro). Atn en el caso
de que el efecto total sobre ‘el ahorro privado sea positivo queda por ver el
comportamiento del ahorro ptblico. Si los menores ingresos fiscales derivados de los
planes de pensiones se compensan con menor gasto publico, el ahorro publico puede
mantenerse, dando lugar a un efecto global positivo sobre el ahorro. Pero este
comportamiento austero del sector publico es dudoso. Si, por otra parte, la
compensacion a las ventajas fiscales anteriores viene a través del aumento de impuestos,
se produciria una caida en la renta disponible de los individuos a lo largo del ciclo de
vida con lo que resultaria mds dificil que la combinacién del efecto renta y sustitucién

fuera favorable al ahorro.

Otros modelos tedricos basados en el modelo de ciclo vital consideran dos tipos
de ahorro: uno deducible (aportaciones a planes de pensiones) y otro que no lo es. Se
puede citar a Daly (1981) y Ko (1988) que amplian un modelo previo de Atkinson
(1971) formulado para estudiar los efectos de la imposicion sobre el capital. El modelo
béasico se puede formular como uno de control ptimo bien en tiempo discreto o
continuo. Se toma como variablés de control el consumo y la aportacién al plan de
pensiones en cada periodo y como variables de estado el ahorro acumulado en el fondo
de pensiones y en el resto de activos. La funcién objetivo a maximizar es la suma
descontada de la utilidad del consumo en cada periodo y de la utilidad descontada de
la riqueza en el ultimo periodo. El sistema dindmico indica cémo se produce la
acumulacién del fondo de pensiones y del resto del ahorro teniendo en cuenta las

caracteristicas fiscales del plan de pensiones. Bajo los supuestos habituales, la estrategia

3La mayor rentabilidad neta de los planes de pensiones deriva de sus ventajas fiscales. La posibilidad
de aplazar el pago del impuesto supone, en la mayoria de los casos, que una parte de los ingresos tributen a
un tipo marginal menor con lo que los impuestos que se pagan a lo largo del ciclo vital son menores.
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6ptima de un individuo es realizar aportaciones y recuperaciones al plan de pensiones
de forma que su tipo impositivo marginal sea creciente a lo largo de su ciclo de vida®.
Al mismo tiempo, se produce un mayor ahorro a lo largo del ciclo vital con planes de
pensiones que sin ellos debido a que las ventajas fiscales permiten destinar fondos
adicionales tanto al ahorro como al consumo. Estos modelos anticipan un mayor ahorro
privado pero no explican la evolucién del ahorro agregado de la economia. De nuevo
el menor ahorro piiblico que se deriva de la menor recaudacion fiscal que se produce

con los planes de pensiones puede llevar a un menor ahorro agregado.

Los estudios empiricos mds conocidos hacen referencia al caso americano donde
los planes de pensiones (IRAs), existentes desde 1975 para los trabajadores que no
estaban cubiertos por otro tipo de planes de pensiones privados, se generalizaron a partir
del afio 1981 al resto de trabajadores. Estos estudios, basados en técnicas
econométricas, tratan de determinar si las aportaciones a los IRAs suponen creacion de
ahorro neto o no. En el primer caso, las aportaciones provendrian de un menor consumo
y, en el segundo caso, tendrfan su origen en un trasvase de otras formas de ahorro o en
un simple ahorro impositivo. Los distintos estudios econométricos realizados con datos
de EE.UU. no parecen despejar dudas sobre este aspecto e incluso llegan a conclusiones

contrarias.

Hubbard (1984) estima un modelo de ahorro de ciclo vital y llega a conclusiones
de tipo individual, no agregado. Los resultados muestran que las aportaciones a los
IRAs y a otros instrumentos de ahorro con ventajas fiscales aumentan el ahorro
individual y esto depende directamente de los tipos impositivos marginales. Venti y

Wise iniciaron estudios de este tipo en 1986 y sus resultados més conocidos se recogen

®La estrategia 6ptima se veria modificada si se incluyen restricciones habituales como la limitacién a la
aportacién al plan de pensiones, la penalizacién o imposibilidad de realizar recuperaciones antes de los 65
aiios, etc.. Un tipo marginal creciente es necesario para compensar el diferente trato fiscal de los rendimientos
de cada periodo del plan de pensiones y del activo sin ventajas fiscales; todo ello para que a un individuo le
sea indiferente aportar en un periodo al plan de pensiones o hacerlo en el periodo siguiente, invirtiendo durante
ese periodo en el activo no deducible (Daly, 1981).
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en Venti y Wise (1990) donde destacan que las dos terceras partes de las aportaciones
a los IRAs provienen de un menor consumo y por tanto si que son efectivos para
aumentar la tasa de ahorro de una economia. Otros estudios reflejan un papel maés
neutral de los planes de pensiones e incluso los hay que llegan a la conclusion de que
su efecto sobre el ahorro es negativo. Entre estos se puede citar a Burman, Cordes y
Ozanne (1990). En Gravelle (1991) se realiza una revisién histérica de esta
controversia. En el caso espaifiol no existen estudios empiricos sobre la materia debido
a los pocos aiios transcurridos desde la implantacién de los planes de pensiones y a que

no han acumulado un volumen de capital significativo.

Otro de los efectos econémicos estudiados hace referencia a las decisiones de
jubilacién anticipadas y a las repercusiones sobre la oferta de trabajo. Estos estudios son
abundantes en lo que se refiere a las decisiones inducidas por las pensiones de jubilacién
de un sistema de Seguridad Social puiblico, pero se puede extender a planes de pensiones
de prestacién definida® ya que este tipo de planes incluyen unas prestaciones futuras
en funcién de la edad, Gltimo salario, afios de servicio, etc., similares a las variables
que se tienen en cuenta para determinar la pensién de jubilacién en un sistema de
Seguridad Social. Entre estos estudios se puede citar el de Stock y Wise (1990) quienes,
tras realizar una revisién de las formas de analizar la decisién de jubilarse, presentan
un modelo nuevo que se basa en una funcién que valora los beneficios de retirarse en
un periodo dado. Sus conclusiones, al igual que en otros estudios, apoyan la hipétesis
de que los planes de pensiones de prestaciéon definida, al igual que las pensiones de
jubilacién publicas distorsionan la oferta de trabajo en funcién de las condiciones
requeridas para disfrutar de las prestaciones. Un completo panorama de este tipo de
efectos, tanto derivados de las pensiones piiblicas como de los planes privados se puede
ver en Fabel (1994).

3En Espafia los planes de pensiones individuales no pueden ser de prestacién definida. Si en cambio los
de empresa.
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V.1.2.- Objeto de la aplicacién

El modelo que se desarrolla en este capitulo estudia los planes de pensiones
individuales (PPIs) en su aspecto financiero-fiscal y no se ocupa de los efectos
econémicos antes comentados. La novedad del modelo que aqui se desarrolla frente a
otros trabajos que estudian este mismo aspecto de los planes de pensiones reside en la
utilizacién de la teorfa del Control Optimo en tiempo discreto como método de
optimizacién a partir del cual se obtienen los resultados. Asi, por ejemplo, en Vidal
(1994a) se utiliza el método analitico del factor ganancia para comparar los planes de
pensiones con el ahorro convencional, llegando bisicamente a los mismos resultados que
con nuestro método de optimizacién. Lo novedoso de esta aplicacién no estd, por tanto,
en los resultados que se obtienen sino en el instrumento matemadtico utilizado para ello.
Dado que los resultados son los ya conocidos, lo que se consigue es, en todo caso,
darles mayor consistencia pero lo mas destacable es, como se ha dicho, observar la

aplicabilidad de la teoria del Control Optimo en tiempo discreto.

El problema que se plantea es el de determinar si es conveniente colocar en un
plan de pensiones una unidad monetaria de ahorro adicional ganada en un periodo dado
0, por el contrario, es mejor colocarla en un instrumento de ahorro convencional (sin
ventajas fiscales), todo ello con fines de complementar los ingresos del periodo de
jubilacién y atendiendo a un criterio financiero-fiscal. La solucién, como veremos,
depende bésicamente del perfil temporal de tipos impositivos marginales que se esperen
para el individuo del problema, que a su vez estd asociado con su perfil temporal de

ingresos.

Obsérvese que en el modelo no se abordan cuestiones como el volumen de
inversién 6ptimo (la alternativa ahorro-consumo se suele tratar a través de modelos de
ciclo vital) o el plazo éptimo de la inversi6én (que viene dado por la edad de jubilacidn).

Tampoco se pretende evaluar el ahorro de alguno de estos dos tipos:
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- El ahorro que no persigue fines de complemento a la jubilacién.
- El ahorro que no atiende al criterio financiero-fiscal.

Por tanto, el modelo parte de que se dispone de una unidad monetaria adicional
y se desea ahorrar de cara a la jubilacion de forma que se consiga la mejor rentabilidad

financiero-fiscal.

Los instrumentos financieros seleccionados para este tipo de ahorro son, en
principio, dos: los planes de pensiones individuales*® (PPI) y las formas convencionales
de ahorro en el sentido que no tienen ventajas fiscales (AC). Mis tarde se extendera el
andlisis a los fondos de inversiéon (FI), muy desarrollados en nuestro pafs. Las
componentes diferenciadoras de los instrumentos financieros son la rentabilidad y la
fiscalidad. En cuanto al riesgo se supondrd que no hay diferencias relevantes y en
cuanto a la liquidez la dnica restriccion serd que ambos instrumentos se puedan adquirir
en cualquier periodo y se puedan recuperar al final del horizonte de planificacién, es

decir, en el periodo de jubilacién.

Los planes de pensiones se someten al marco legal establecido principalmente
por la Ley 46/1984 reguladora de las Instituciones de Inversién Colectiva, la Ley
8/1987 de Regulacién de los Planes y Fondos de Pensiones y el Real Decreto 1307/1988
por el que se aprueba el Reglamento de Planes y Fondos de Pensiones. De entre las
caracteristicas de los planes de pensiones s6lo vamos a extraer las relevantes fiscalmente

de cara a la modelizacién matemadtica, que son las tres siguientes:

1. Las inversiones o aportaciones al plan desgravan de la base

“Se hace referencia a los Planes de Pensiones del sistema individual debido a la naturaleza del problema
a resolver.
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imponible*!,

2. Los intereses del fondo de pensiones se acumulan y no estan sujetos

a gravamen.

3. La recuperacion del ahorro a partir de los 65 afios estd sujeta a

impuestos*2,

El fondo de pensiones se compara con un activo sin ventajas fiscales, es decir,
un activo donde las aportaciones y retiradas no tienen efectos fiscales y donde los
intereses se perciben al final de cada periodo en que se divide el horizonte de

planificacién y estdn sujetos a gravamen.

41Aunque esto sélo es cierto teniendo en cuenta ciertos limites, en el modelo se supondrd que las
caracteristicas de! individuo son tales que la desgravacién por la unidad monetaria adicional que se aporta es
total.

“Existe la posibilidad de recibir el fondo acumulado en forma de capital y/o renta periédica con
tratamiento fiscal especifico en cada caso. La eleccién de una u otra alternativa no es relevante en el
planteamiento teérico del modelo.
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V.2.- EL. MODELO GENERAL

V.2.1.- Consideraciones generales y supuestos

El modelo que sirve de base para la obtencién de resultados tiene puntos de
conexién con el de Sethi y Thompson de 1970 aplicado a la gestion de saldos de

tesoreria®. El modelo se plantea adoptando los siguientes supuestos generales:

S.1. Tiempo discreto, modelo determinista y periodos de tiempo de un
afio. Esto significa que todas las variables se evaldan al final o al

principio de cada afio.

S.2. El horizonte temporal de la inversion es igual al mimero de afios que
faltan hasta la edad de 65, dado que se trata de un tipo de ahorro con

fines de complemento de pensién.

S.3. Se plantea la inversién de una unidad monetaria ganada en cada
periodo (y por tanto sujeta a impuestos). La colocacion de esta unidad
monetaria en un instrumento u otro no afecta al tipo impositivo de ese
periodo (se considera exdgeno puesto que depende de los ingresos
habituales sujetos a impuestos* y de la funcién de impuestos, todo ello

ex6geno al modelo).

.4. Los impuestos son progresivos. El tipo impositivo al que se grava

“35e puede consultar este modelo en Sethi y Thompson (1981) o en Biayna (1985). Los puntos de
conexién se refieren sobre todo a la forma de la funcién objetivo (maximizar fondos al final del horizonte de
planificacién), regién de control en forma de intervalo y existencia de dos tipos de instrumentos financieros
(tesoreria y titulos-valor en aquél caso y ahorro deducible y no deducible en el nuestro).

“Los ingresos habituales pueden estar disminuidos por las aportaciones al plan de pensiones que se
realicen al margen de la unidad monetaria cuya inversi6n se estd planteando en el modelo. '
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la unidad monetaria es, por tanto, €l tipo marginal, que serd distinto en
cada periodo en funcién de la evolucién temporal de los ingresos sujetos

a impuestos.

S.3. La situacién del inversor es tal que no supera los limites para
deducir- las aportaciones al PPI de la Base Imponible: si la unidad
monetaria adicional se invierte en el PPI, queda totalmente exenta de

impuesto.

S.6. No se permiten desinversiones de ninguno de los instrumentos
financieros antes del dltimo periodo ni saldos negativos, es decir, el
fondo acumulado en cada activo siempre debe ser mayor o igual que

cero.

S.7. No existen costes de transaccién en las inversiones ni en las

desinversiones finales.

S.8. El marco tributario es estable: no se producen cambios relevantes

en el tratamiento fiscal de las aportaciones y las recuperaciones de

fondos.

En el modelo se introducen las variables y los pardmetros con la siguiente

notacion;

T: Horizonte de planificacién. Debido a la forma de colocar las variables

en el eje temporal, T es igual a 65 menos la edad del inversor més 1.

x,: Importe acumulado en el PPI al principio del periodo ¢.
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z: Importe acumulado en el ahorro convencional, AC, al principio del

periodo ¢.

A;’: Aportacion al PPI al final del periodo # (1-4,” es la aportacién al AC

antes de impuestos).
i,’: Rentabilidad del PPI durante el periodo .
i,: Rentabilidad del AC durante el periodo ¢.

r,. Tipo marginal del individuo en el periodo ¢ (ver supuestos S.3. y
S.4.). Se evalia al final del periodo.

I: Impuesto que se paga al recuperar el ahorro acumulado en los

instrumentos financieros utilizados.

Se considera que el instante 1 es la edad inicial del sujeto decisor. Asi, si un
sujeto quiere empezar a ahorrar al cumplir los 45 aiios, se tendrd un problema con 21
periodos contando el periodo O pero con 20 decisiones de ahorro dado que al cumplir
los 65 afios no hay decisién de ahorro. Se considera también que al final de cada
periodo se realizan las aportaciones a los distintos instrumentos de ahorro tras lo cual
se pagan los impuestos correspondientes a ese periodo y se calculan las variables de

estado.



CAPITULO V: APLICACION A LA ELECCION OPTIMA ... 172

V.2.2.- Construccion del modelo

El modelo general tiene las componentes siguientes:

a) Las variables de estado y de control

Las variables de estado, x, y z,, son las cantidades acumuladas en los dos
instrumentos de ahorro considerados: el PPl y el AC respectivamente. Se trata de un
tipo de ahorro deducible en el momento de la aportacién en el caso del PPI y de un
ahorro no deducible en el caso del AC. La variable de control, 4,’, es la aportacién al
PPI y es una variable acotada porque se plantea la mejor alternativa de ahorro para una
unidad monetaria marginal. No aparece el consumo como variable de control ya que se
ha considerado exdégeno y, como consecuencia, el modelo se aparta de los
convencionales de ciclo vital. Esto se debe a que el problema a resolver es distinto: no
se trata de una decisién 6ptima ahorro-consumo sino una eleccién 6ptima de tipo de

ahorro.
b) La funcién objetivo

El objetivo del inversor es llegar a los 65 afios con el mayor volumen de ahorro
posible en los instrumentos financieros. Ademés el importe acumulado se minora por
el impuesto que se paga al recuperarlo. Este impuesto se considera al margen del
impuesto normal del dltimo periodo y su notacién es 7,. La funcién objetivo que resulta

es la siguiente:
Max  xp+zp-1

p

La recuperacién del ahorro convencional no esté sujeta a impuestos mientras que
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la del plan de pensiones si. Independientemente de si se recupera en forma de capital
o de renta periddica el impuesto a pagar se puede aproximar al resultado de multiplicar

la cuantia del PPI por un tipo impositivo (rp)“s. La funcién objetivo se transforma en:

Max x,(1 -rp) +Zp

¢) El sistema dinamico y las condiciones de contorno

El sistema dindmico indica la evolucion en el tiempo de las variables de estado.
El importe que se paga en impuestos en cada periodo tendrd una parte ex6gena que no
interviene en el modelo y una parte que si que hay que tener en cuenta. Esta parte es
la que corresponde a la unidad monetaria marginal ganada en cada periodo. Dadas las
caracteristicas fiscales de cada instrumento, el impuesto serd el tipo marginal por la
unidad monetaria ganada menos la aportacién al PPI mas los intereses que ha generado
el ahorro convencional. Dados los supuestos del modelo se deduce el siguiente sistema

dinidmico de ecuaciones en diferencias con las correspondientes condiciones de contorno:

Y /
XX, = i XA, t=0,1,...,7-1

x, conocido, x, libre

2,77 = iz +1-A-r(1-Al+iz)  1=0,1,..,T-1

z, conocido, z; libre

“La forma de calcular r, si que dependeré de cémo se produce la recuperacion del PPI. Si se hace en
forma de capital equivaldrd a una combinaci6n lineal convexa del tipo marginal y del tipo medio segin los
afios de permanencia en el fondo (renta irregular). Si se hace en forma de renta periddica serd
aproximadamente una media de los tipos marginales de los afios en que se percibir4.
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d) Las restricciones

Atendiendo a los supuestos del modelo, existen restricciones de no negatividad
para todas las variables del modelo. También hay que tener en cuenta que al cumplir
los 65 afios no se realizan aportaciones y que las aportaciones que se plantean son de

una unidad de ahorro adicional, es decir:

x,20, z,20 t=0,1,....T
0<4/<1 t=0,1,...,T-2

AZI'—I =0

Obsérvese que el hecho de que la aportacién esté entre cero y uno permite, en
principio, que la inversién se reparta entre ambos instrumentos de ahorro; sin embargo,
el enunciado final del problema resulta ser lineal con contrel acotado lo que llevard a

una solucién 6ptima en los extremos del intervalo.

La conjuncién de los anteriores elementos da lugar al Problema [I] de C.O.

discreto que se expone a continuacion:
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Max xp(1-r)+z;

s.a:

./ /
XX, = i, XA, t=0,1,...,7-1

2,7, = (,z+1-4)) (1-r)  t=0,,...,T-1 m

Xy Z, conocidos

x,20, z,20 t=0,1,...,T
0<4/<1 t=0,1,..,T-2

A;-1 =0

V.2.3.- Resolucion a través del Principio del Mdximo discreto

La aplicacién del P.M. discreto al Problema [I] requiere previamente la
definicién de la funcién hamiltoniana. Este problema tiene una funcién objetivo que
consta sélo de una funcién residual y su sistema dindmico es lineal. Por otra parte, se
observa que las condiciones de no negatividad se cumplen en cualquier periodo sin mas

que inspeccionar el sistema dindmico. Como consecuencia de todo ello, la funcién

hamiltoniana, H,, es la siguiente:

H, = p,, (it/xt+At/) + A

t+1

Gz,+1-4]) (1-1)

Se trata de una hamiltoniana lineal en la variable de control que, a su vez, es una
variable restringida a tomar valores en un intervalo de acotacién. Las condiciones de

6ptimo, descritas en el Capitulo II, se expresan a continuacién aplicadas al Problema

(1]
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a) El sistema hamiltoniano dindmico, compuesto por:

a.l) el sistema dindmico de ecuaciones en diferencias:

Y _
Xp17X, = XA, t=0,1,...,T-1

2,72, = Gz,+1-4]) (1-r)  t=0,1,..,T-1

a.2) las siguientes ecuaciones en diferencias:

./
p‘zq-l -p'g_ —p’t-pltt
A'z+l_A't=-)'t+1(lt—ltr t)

b) Las condiciones de contorno:

%y =Eo

po=1 =T,

A1

¢) El Principio del Méaximo: Los controles 6ptimos deben maximizar la funcién

hamiltoniana respecto a los controles admisibles.

La solucién de a) y b) se puede obtener de forma recursiva empezando por el
ultimo periodo y observando el término general de la sucesién que aparece. Las

soluciones para las variables de coestado son:
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T-1
B, = (1-r,) TT A+
k=t

TI-1

A, = [T A+, (1-r)

k=t

La interpretacién econémica de estas variables de coestado ha sido estudiada
desde el inicio de la teoria del control 6ptimo, siendo el trabajo pionero el de Dorfman
(1969), ya citado en III.3.2.. Su valor indica cémo afecta a la funcién objetivo las
variaciones marginales en las variables de estado en el periodo t. En nuestro caso, se

pueden interpretar de la siguiente manera:

- Aumento que se produce al recuperar la inversién en T si al final del periodo

t-1 (o al principio del periodo z) hay en el PPI una u.m. adicional.

A\;: Aumento que se produce al recuperar la inversién en T si al final del periodo
t-1 (o al principio del periodo #) hay en el activo sin ventajas fiscales una u.m.

adicional.

Si los tipos de interés se suponen constantes en el tiempo, las soluciones adoptan

la siguiente forma:

B, = A-r)A+NHT (D
T-1
ao=TIa+A-r) @

k=t _

Para obtener la solucién a la condicién c) se debe calcular previamente la

derivada parcial de la funcién hamiltoniana respecto a la variable de control:
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oH

4

/
7 = I“I't+l—A't+l(1_rt) = P:

t

donde p,” es la denominada funcién switching o funcién de cambio.

Dado que el problema es de control lineal y acotado, la solucién a la condicién
c) estd en los extremos del intervalo. De esta manera, aparece el tipo de solucién bang-

bang caracteristica de los problemas lineales (ver epigrafe IV.3.1.).

Si la derivada parcial es positiva, la funcién hamiltoniana es creciente y la
solucién estd en el extremo superior del intervalo, lo que en este contexto significa que
es conveniente aportar la unidad monetaria en el PPI. Si es negativa el efecto es el
contrario, es decir, lo conveniente es no aportar al PPI (valor de la variable igual a

cero).

En consecuencia, la solucién se puede describir de la siguiente manera:

si W, > A,,0-1) aportar al PPI al final del periodo 1.

si W, <A,,(-r) no aportar al PFI al final del periodo t.

En términos econémicos, dicho resultado dice que es conveniente aportar al PPI
si el valor adicional en T que produce una unidad monetaria bruta aportada en ¢ supera
al valor adicional que se produciria si se invierte una unidad monetaria neta en # en el
activo sin ventajas fiscales. Por tanto es una desigualdad que compara dos expresiones

que incorporan todos los efectos fiscales de ambos instrumentos.

Por otra parte, el cociente entre el primer y el segundo miembro de la
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desigualdad es lo que se 1lama el factor de ganancia del periodo ¢ (Collins, 1980):

Y utilizando esta terminologia se deduce que si el factor de ganancia es mayor

que uno es preferible el PPI y si es menor que uno la conclusién es la contraria.

Si se sustituye las expresiones para las variables de coestado obtenidas

anteriormente en la funcidén switching se tiene:

T-1 T-1
p. = (1-r)) TI (+ip) - @-r) TI A+ 1-r)
k=t+1 k=t+1

De donde se deduce que los factores que afectan a la decisién de inversion (al

signo de p,’) son los siguientes:

- Rentabilidades financieras de los dos instrumentos.

- Anos que faltan hasta la edad de 65.

- Tipos impositivos marginales de todos los periodos que faltan hasta la edad de
65 afios (lo cual depende del perfil temporal de ingresos y de los pardmetros de

fiscalidad).

De todo ello se concluye que la valoracién de los PPIs diferird de un sujeto a
otro en funcién de caracteristicas personales como la edad y su estructura temporal de

ingresos (o de tipos impositivos).
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V.2.4.- Resultados adicionales

Las anteriores formulaciones permiten obtener como resultado adicional la
rentabilidad financiero-fiscal de la aportacin al final del periodo ¢ al PPI (RF™)%.
Igualando la valoracion de la aportacién al PPI con la rentabilidad neta de impuestos se

tiene:

T-1
¢ -rp)kH (1 +ik/) =(1-r) 1 +R‘PP1 T-1-1

=t+1

Despejando se llega a la expresion de la rentabilidad financiero-fiscal de la

aportacién al PPI en el periodo ¢.

PPI 1-r, ™ ./ _'T.l-l
R = (=2) T awn™T -1
K

¢ =t+]1

En el caso de rentabilidades financieras constantes en el tiempo el resultado es:

P
R,PPI - (_1_-;2)7"1’1 (1+i’) -1 3)

46Aqui entendemos la rentabilidad financiero-fiscal como la rentabilidad neta de impuestos que se obtiene
en la operacién financiera de ahorro. No se adopta, por tanto, la otra acepcién que la define como la
rentabilidad que deberia ofrecer el activo sin ventajas fiscales para que le fuera indiferente al inversor elegir
una u otra forma de ahorro.
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De esta expresién se extrae como caracteristica interesante de los planes de
pensiones el hecho de que se puede alcanzar en un determinado periodo una rentabilidad
financiero-fiscal superior a la rentabilidad financiera, siempre que el tipo marginal del
periodo pasivo (el que grava la recuperacién del fondo) sea inferior al tipo marginal del

periodo de la aportacion.

Otro resultado adicional se consigue al descomponer la comparacién entre el PPI
y el ahorro convencional en dos partes. Efectivamente el cociente que define al factor

de ganancia se puede descomponer en el producto de dos cocientes:

T-1 ;
1 L
PPI p k=t+1

8: 1-r T1

"I a+ia-r)

k=t+1

Ambos cocientes miden respectivamente los efectos impositivo y de acumulacion:

- el efecto impositivo puede ser mayor o menor que uno y puede variar en

cualquier sentido a lo largo de los periodos;

- el efecto acumulacién es mayor que uno, ya que no es de esperar una
rentabilidad financiera en el ahorro convencional netamente superior a la del PPI, y es

creciente en el tiempo.

Para que el PPI fuera preferible al ahorro convencional en un periodo ¢ (factor
ganancia mayor que uno) seria suficiente con que el efecto impositivo fuera mayor que
uno (tipo marginal pasivo menor al del periodo f) pero esto no seria necesario, siempre

y cuando el efecto acumulacién compensara al impositivo.
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V.3.- GENERALIZACIONES DEL MODELO

V.3.1.- Generalizacion del modelo con otros instrumentos de ahorro

El modelo bésico descrito en el epigrafe V.2. para los planes de pensiones puede
aplicarse, con las modificaciones adecuadas, a otros instrumentos de ahorro que han
entrado en competencia con los planes de pensiones en el segmento del ahorro-pensién.
La iliquidez de los PPIs junto con el hecho de que la recuperacién del fondo esté sujeta
a gravamen son desventajas respecto a otras formas de ahorro (por ejemplo los fondos
de inversién y algunas formas de seguro) que son mds liquidas y cuyas recuperaciones
pueden quedar libres de impuestos si se cumplen ciertos requisitos. Este efecto puede
incluso compensar la ventaja de las desgravaciones de las aportaciones, propias del plan

de pensiones.

Para estudiar en qué casos ocurriré esto, se procede a continuacién a aplicar €l
modelo anterior al caso de los fondos de inversién (FI). La eleccidén de los FI y no de
otras formas de ahorro se debe a la popularidad que este instrumento de ahorro ha
alcanzado en los ultimos afios. Ademds, los supuestos que se adoptan en el modelo

pueden cumplirse también si se eligen otras formas de ahorro.

Pese a que los FI existian con anterioridad, el marco legal que realmente los
tipifica se remonta a la Ley 46/1984 de Instituciones de Inversién Colectiva. Con
posterioridad aparece nueva legislacién que los regula de forma sistemdtica y los va
adaptando a las nuevas condiciones econémicas’. Las principales caracteristicas
fiscales que se pueden extraer de cara a la modelizacién matemética son las tres

siguientes:

4"Real Decreto 1346/1985 que recoge el Reglamento de las instituciones de inversién colectiva,
modificaciones de dicho Reglamento (Reales Decretos 1393/1990 y 686/1993) y Ley 24/1988 reguladora del
Mercado de Valores. Aparte de esta legislacién son importantes las disposiciones aparecidas en los sucesivos
Presupuestos Generales del Estado.
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1. Las aportaciones no desgravan en el momento de producirse.

2. Los rendimientos del fondo se acumulan y no estin sujetos a

gravamen hasta que se recuperan‘,

3. Cuando se recupera el fondo existen ventajas fiscales. De ellas, la
Unica relevante que interesa en el modelo, por el momento, es la
exencién total que se produce si han transcurrido més de 15 afios desde

la aportacidn.

Con estas caracteristicas se puede adaptar el modelo presentado en el epigrafe
V.2.2. al caso de los FI*, manteniendo los supuestos de tipo general, e incorporando

otros:

S.9. Los fondos de inversion que se consideran en el andlisis invierten
en activos financieros similares a los del PPI con el objetivo de limitar
la incertidumbre sobre la rentabilidad financiera de estos instrumentos de

ahorro de forma que sea comparable a la de un PPI.

S.10. El sujeto estd en disposicién de lograr las maximas ventajas
fiscales, es decir, consigue la exencién total cuando recupera las

aportaciones.

Como consecuencia de las caracteristicas y los supuestos anteriores, las

diferencias que surgen al ver el efecto impositivo son dos:

“Esto es cierto para los fondos de inversién de acumulacién que son los mayoritarios y a los que se
aplica el modelo.

49Aspectos como las diferencias de liquidez y seguridad entre los planes de pensiones y los fondos de
inversién no pueden recogerse en el modelo ya que s6lo se incorporan las caracteristicas de rentabilidad y
fiscalidad.
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1.- El impuesto de cada periodo no queda minorado por las aportaciones
al Fl.

2.- El impuesto final no existe™.

Estas mismas caracteristicas se pueden dar, bajo ciertas circunstancias, en otras
formas de ahorro como el seguro de capital diferido. Por una parte, las aportaciones o
primas no estidn exentas. Por otra, se puede conseguir la exencién impositiva total al
recuperar el ahorro acumulado. Efectivamente, en el seguro de capital diferido (cuyo
tratamiento fiscal se recoge en el Real Decreto 1841/1991), se consigue si han
transcurrido mds de 22 afios desde la primera prima (bajo el sistema simplificado);
aunque, en contrapartida a este mayor periodo, el ahorro se puede recuperar totalmente
en el primer periodo pasivo (en los PPIs esta posibilidad supondria un mayor tipo
impositivo medio y en el caso de los FI una muy probable pérdida de ventajas fiscales).
Adicionalmente, el seguro de capital diferido disfrutara de una rentabilidad superior al
afiadir los beneficios de los que no sobrevivan. La diferencia estriba en el mayor riesgo

de este instrumento de ahorro’!.

Al introducir los nuevos efectos fiscales se llega al Problema [II] que, aunque
referido a los FI, se puede extender a los seguros de capital diferido bajo las

circunstancias adecuadas antes comentadas.

5%Esto es consecuencia del supuesto S.10.. El sujeto del modelo estd en una situacién ideal ya que dispone
del capital acumulado en el FI de una forma libre de impuestos. Bajo la legislacién actual eso significa que
siempre vende participaciones con mis de 15 afios de antigiiedad.

1Un estudio completo sobre la variedad y caracteristicas de estos y otros instrumentos de ahorro-
previsién puede verse en Gilvez y otros (1992).
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Max  y;+zp

S.a.
VoV, = iyr4! 1=0,1,.,T-1
2,72, = (z,+1) (1-r)-4,  t=0,1,.,T-1
Yo %, conocidos

.20, 2,20 t=0,1,...,.T
0<A/"<1 t=0,1,...,T-2

Ajl'l..l =0

La notacién es similar a la seguida en el Problema [I]. Las nuevas variables son:

¥,: Importe acumulado en el fondo de inversion al principio del periodo

L
i,”’: Rentabilidad del FI durante el periodo ¢.
A;”’: Aportacién al FI al final del periodo z.

La aplicacién del P.M. discreto sigue los mismos pasos que en el epigrafe

anterior.

La funcion hamiltoniana adopta la siguiente forma:
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H = o, G/y+4]) + A, [G,z+1) (A-r) - 41

Las condiciones de éptimo son:
a) El sistema hamiltoniano dindmico. Est4d compuesto por:

a.1) el sistema dinimico de ecuaciones en diferencias que aparece en el
Problema [II].

Yeur ™Y = it”yg"’Atl/ t=0,1,...,T-1

. "
Z,,,-2, = (,z,+1) (1-1r) - A, t=0,1,...,7-1
a.2) las siguientes ecuaciones en diferencias:

_ _ N/
W0, = 04

A':+1 -)‘t = _A'H-l(it—itrt)

b) Las condiciones de contorno:

Yo =§o

%y =Eo
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¢) El Principio del Maximo: Los controles 6ptimos deben maximizar la funcién

hamiltoniana respecto a los controles admisibles.

Las soluciones que aparecen ahora para las variables de coestado son:

S T-1
o, = [T (1+) @)

k=t

T-1

A, = [T A+,a-r)

k=t

Ahora la variable de coestado, w,, se interpreta como el aumento que se produce

al recuperar la inversion en T si al final del periodo #-1 (o al principio del periodo 7) hay

en el FI una unidad monetaria adicional.

Para que se cumpla c) se calcula la derivada parcial respecto a la variable de

control:

——,t, = @Oy~ = P
34!

donde p,”’ es la nueva funcidn swirching.

Razonando igual que se hizo en el modelo bésico se tiene ahora que la estrategia

de ahorro en el fondo es la siguiente:
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Si@,, > A, aportar al FI al final del periodo t.

si @,; < A,, no aportar al FI al final del periodo t.

La interpretacién econémica de la solucién es también l6gica: es conveniente
aportar al FI si el valor adicional en T que produce una u.m. invertida en # supera al
valor adicional que se produciria si se invierte esa u.m. en 7 en el activo sin ventajas

fiscales.

Al construir el factor de ganancia, g/, se observa que no existe efecto
impositivo por lo que siempre es mayor que uno (exceptuando el caso poco probable
que la rentabilidad del ahorro convencional excediera en mucho la del fondo de

inversién) y creciente en el tiempo:

T-1 p
H (1+i)
FI (‘)t+1 k=t+1

& = A T T
” I a+,a-r)

k=t+1

La rentabilidad financiero-fiscal de la aportacién en ¢ al Fondo de Inversién (R7)
entendida como la rentabilidad neta de impuestos que se obtiene en la operacién

financiera de ahorro da lugar a la igualdad:

T-1
IT (v = @R7H™

k=t+1

Despejando se tiene:
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1

T-1 _1_
R = [II a+in™! -1

k=t+1

Y en el caso de tipos de interés constantes en el tiempo se llega a:
RFI = i” (5)

Esta relacién de igualdad es valida para todos los periodos. Esta caracteristica
no se da en planes de pensiones, donde la relacién depende del periodo ¢ y no tiene

porque ser de igualdad (ambas rentabilidades pueden diferir en cualquier sentido).

Los resultados obtenidos en el modelo con PPI, problema [I], y en el modelo
con FI, problema [II], comparan cada alternativa de ahorro, por separado, con un
instrumento de ahorro sin ventajas fiscales. Sin embargo, dado que este instrumento de
ahorro convencional es el mismo en las dos aplicaciones, puede servir de puente para
comparar el PPI 'y el FI entre si. Efectivamente, la variable de coestado A, es la misma
en ambos modelos, lo cual permite enlazar las estrategias 6ptimas de ahorro de los dos
modelos para determinar cudl de los dos instrumentos es mas conveniente, dando lugar

a la siguiente estrategia:

si P, > o,,(1-r) aportar al PPI al final del periodo t

si P, <, (1-r,) aportar al FI al final del periodo t

Desarrollando las variables de coestado y en el caso de rentabilidades financieras

constantes en el tiempo la estrategia es:
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si

(1-r) +iYT+1 > (1-r,) A+"Y™*1  aportar al PPI

si. (1-r,) A+ < (1-r) A+")™  aportar al FI

Se observa que los dos factores claves para determinar la mejor alternativa de

ahorro son:

En el

1. Las diferencias de rentabilidades financieras. Dependen del mercado
financiero, de las comisiones de las entidades gestoras y depositarias, de
la calidad de la gestién de los activos, de la fiscalidad de las instituciones
de inversion colectiva, etc.. En este sentido, el entorno financiero en el
que actian las gestoras es similar en un PPI y en un FI (atendiendo al
supuesto $.9.) por lo que, a largo plazo, es de esperar que las diferencias

de rentabilidad financiera sean escasas?.

2. De las diferencias entre los tipos impositivos marginales del periodo
pasivo y del periodo de la aportacién. Esto depende del perfil de ingresos
esperados por el individuo en su etapa activa y pasiva y de los cambios

en la fiscalidad.

caso de rentabilidades financieras iguales, el individuo tendrd que

comparar si el tipo impositivo marginal del periodo actual es superior o inferior al que

espera tener tras los 65 afios. Si es superior ahorrara a través de un PPI y si es inferior

a través de un FI. Es decir, el perfil temporal de tipos impositivos futuros se convierte

en la principal variable que determina la estrategia de ahorro 6ptima.

52Tal vez se espera una pequefia prima favorable a los PPI debido a que la gestora estd exenta del
impuesto de sociedades mientras que la del FI paga un 1%. Un seguro de capital diferido disfrutard, en este
aspecto, de una ventaja siempre y cuando se consiga la supervivencia; pero con el inconveniente de que la
empresa aseguradora paga un tipo del 35% en el impuesto de sociedades.
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Las mismas conclusiones se obtienen utilizando la terminologia del factor de
ganancia y desglosando los efectos impositivo y de acumulacién. La expresién que se

obtiene ahora es:

7-1
| (1+i)
g = By _ 1-1p kgl )
t -
R T
k=t+1

Se observa, por tanto, que un PPI no siempre resulta ser la mejor alternativa
para complementar la pension de jubilacion pese a estar especialmente creado para esta
forma de ahorro. Aparte de esta conclusién, no hay que olvidar que existe otro
inconveniente en los PPIs: la rigidez o falta de liquidez. Esto supone que las otras
formas de ahorro se convierten en complementarias de un PPI incluso aunque éste sea
mejor desde el punto de vista financiero-fiscal analizado en el modelo®. Sin embargo,
no hay que descartar otro efecto no recogido en el modelo y que juega a favor de los
planes de pensiones: el fenémeno de ilusién monetaria. Este fendmeno es la mayor
percepcion del ahorro fiscal presente que del pago fiscal futuro y es de suponer que es

mayor cuanto mayor sea el tipo impositivo presente del sujeto®.

El modelo se ha descrito suponiendo que se dispone de una unidad monetaria
adicional para ahorrar y, por tanto, las conclusiones son véalidas desde un punto de vista

marginalista ya que esa unidad de ahorro no afecta al tipo impositivo marginal.

53Algunos autores ven en la iliquidez de los PPI una ventaja porque responde mejor al objetivo de
complementar los ingresos tras la jubilacién. Por otra parte, la liquidez de las otras formas de ahorro puede
llevar asociada la pérdida de ventajas fiscales.

S4Existen numerosos estudios empiricos en el caso americano que destacan una relacién directa muy
evidente entre tipos impositivos marginales y aportaciones a los IRAs, por ejemplo Long (1988, 1990) y
O’Neil y Thompson (1987, 1988).
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Extender las conclusiones para cantidades de ahorro no marginales no es, en principio,
correcto porque si que afectarian al tipo marginal. Sin embargo, no se produciria
grandes distorsiones debido a que entran en juego dos efectos que tienden a

compensarse:

1°) La aportacién a un PPI reduce el tipo impositivo del periodo, lo que ofrece

una ventaja adicional para este instrumento frente a los demas.

2°) Su recuperacién provoca un aumento del tipo impositivo tras los 65 afios,

lo cual perjudica a los PPIs.

Ambos efectos son contrarios aunque el 2° serd posiblemente superior al 1°,
ceteris paribus. El argumento es que la rentabilidad del PPI se espera que supere la
deflactacién de la tarifa (la inflacién), es decir, son de esperar rentabilidades reales
positivas. Entonces el capital que se recupera es superior en términos reales al que se
aporté y por tanto el impacto sobre el tipo impositivo final (efecto 2°) serd mayor que
el que tuvo sobre el inicial (efecto 1°). En el paso de lo marginal a lo absoluto se

desprende, por tanto, una ligera pérdida competitiva para los PPIs.

V.3.2.- Revision del modelo con planes de pensiones

Las conclusiones a las que se ha llegado indican que la fiscalidad no es
suficientemente alentadora para canalizar a través de un PPI la mayor parte del ahorro
con fines de complemento a la pensién piiblica de jubilacién, y mas si se tiene en cuenta
la iliquidez de este instrumento®. Existen propuestas de distinto signo para potenciar

los PPIs, desde reformas a fondo del sistema de pensiones publicas hasta reformas de

35Una muestra clara de la preocupacién de las entidades promotoras de fondos de pensiones por la falta
de liquidez es la reciente aparicién de fondos en los que se posibilita la liquidez mediante f6rmulas de préstamo
especialmente concebidas.
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tipo técnico.

Las propuestas més de fondo pasan por una reforma del sistema de pensiones de
jubilacién de la Seguridad Social. A veces se argumenta que el sistema puiblico deberia
quédar reducido a pensiones minimas o, incluso, a pensiones no contributivas; dejando
el resto para ser cubierto a nivel privado, a través de plan.es.dc-pensiones individuales
y de empresa. El modelo britdnico se adapta a esta propuesta al mantener un nivel de
cobertura basico (pensiones piblicas minimas) y un nivel complementario que puede ser
publico o privado. Esta propuesta impulsaria la creacién de mas fondos de pensiones
pero no corregiria las desventajas anteriormente citadas de iliquidez y posiblemente de
fiscalidad.

Otras propuestas de reforma son mds técnicas e intentan aumentar la ventaja
comparativa de los PPIs frente a los otros instrumentos de ahorro. Existen varias
maneras de plantear estas reformas técnicas y aqui vamos a estudiar los efectos de dos
de ellas (una visién méds completa asi como la materializacién préctica se puede seguir
en Vidal, 1994a).

El primer modelo de reforma es el americano. Actia en la linea de disminuir la
rigidez permitiendo el reembolso de una parte del fondo acumulado a cambio de una
penalizacién en forma de porcentaje del capital retirado (este porcentaje puede ser fijo
o variable). Esta modificacion se puede introducir en nuestro modelo cambiando el
supuesto de que el horizonte de planificacion son los 65 afios y reformulando la funcién
objetivo. En este caso la penalizacién disminuiria la rentabilidad financiero-fiscal aunque

dotaria a este tipo de ahorro de una mayor liquidez.

El segundo modelo es el britdnico. Actia eximiendo del impuesto a una parte de
los reembolsos finales. Esta reduccién impositiva se puede plantear fija o variable (en

funcién de la edad, tipo impositivo, cuantia, etc.). Con ello se produce un aumento de
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la rentabilidad financiero-fiscal que hace aumentar la ventaja de los PPIs sobre los otros
instrumentos, intentando asi compensar la falta de liquidez. La modelizacién del
problema incluyendo esta modificacidn es posible reformulando la funcién objetivo del

modelo basico.

Dado el Problema [I], los cambios que se introducen en la reforma que dota de
mayor liquidez a los PPIs a cambio de una penalizacién (modelo americano) sélo

afectan a la funcién objetivo, que pasa a ser:
Max  zprxp(1-B)(1-rp)

donde I" es ahora la edad del inversor cuando se produce la retirada de fondos menos
la edad del inversor en el momento de la aportacién mds uno. Por otra parte, § indica
la penalizacién por la retirada anticipada (en tanto por uno y sobre la cantidad retirada).
Suponiendo rentabilidades constantes para no recargar la notacién, la funcién de

coestado que se utiliza para obtener la estrategia 6ptima de ahorro es ahora:

i = (1-BYA-rp) A+NT* (6

y la rentabilidad financiero-fiscal de una unidad monetaria aportada al final del periodo
t y retirada en T’ debe ser, ceteris paribus, menor que antes de la reforma debido a la

penalizacién:

1

g - PTG 1<k @)

1-r,
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donde la desigualdad es valida si han transcurrido el mismo nimero de afios en los dos

modelos y los tipos marginales son iguales en el periodo T” y en el periodo pasivo.

Las expresiones (6) y (7) son las que sustituyen a la (1) y (3) respectivamente.
Se pueden compairar con las obtenidas para el FI, expresiones (4) y (5), siempre y
cuando el nuevo periodo 7 permita una enajenacién de participaciones de mas de 15
afios de antigliedad. La comparacidn lleva a una pérdida comparativa de los PPIs frente
a los FI debido a la penalizacién. Como es légico la ventaja de la liquidez da lugar a
una menor rentabilidad financiero-fiscal. Sin embargo, también es cierto que la liquidez
de los otros instrumentos de ahorro puede llevar consigo la pérdida de ventajas fiscales
con lo que las expresiones (4) y (5), referidas al FI, se modifican. Este efecto se puede

medir con nuestro modelo basico.

Por ejemplo, en el caso del FI, si todas las participaciones no se reembolsan tras
15 afios sino tras un nimero menor de afios (m<15)’® no se produce la exencién
impositiva total, y el valor del fondo acumulado en T’ queda disminuido por un término

que indica el pago del impuesto. La funcién objetivo del Problema [II] queda:

Zpst + Yy (1 —Cm)

donde c,, es un término variable que indica el pago impositivo que corresponde a una
unidad monetaria del FI reembolsada en I’. Este término depende de m, de la
rentabilidad financiera y de los tipos medio y marginal del sujeto en 7”, debido al
tratamiento fiscal existente para los reembolsos de un FI. Ahora la variable de coestado

que sirve para realizar las comparaciones es:

5La variable m hace referencia a un ntimero de afios a efectos fiscales, es decir, es el mimero entero por
exceso que corresponde a los afios efectivos de antigiiedad de las participaciones.
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©; = (-c, )1+ (8)

Y la rentabilidad financiero-fiscal de una unidad monetaria invertida al final del

periodo ¢ y retirada en 7" es:

1

R = (-c)™ 1 as"y -1 ()

Las expresiones (8) y (9) sustituyen a (4) y (5) respectivamente. En ellas m seria
igual a T’-t-1, aunque se aprovecharian mis las ventajas fiscales del FI con sélo atrasar

un dia el momento de la recuperacién del fondo, con lo cual m=T"-.

El ahorro convencional no pierde por un reembolso anticipado por lo que la
variable de coestado asociada, A, (recogida en la expresién (2)), es la misma salvo el
nuevo valor del periodo 7’. Naturalmente la desventaja del ahorro convencional se
reducird respecto a los PPIs y FI aunque, probablemente, no llegard a anularse debido
al peso del efecto acumulacién. Por su parte, la comparacién entre PPI y FI tendrd
como nuevos elementos de andlisis el importe de la penalizacién por la retirada

anticipada del PPI y el nimero de afios de permanencia de las aportaciones al FI.

Bajo el segundo tipo de reformas, las que aumentan las ventajas fiscales del
reembolso durante el periodo pasivo (modelo britdnico), de nuevo es la funcidn objetivo
la que recoge los cambios. En concreto, cambia el término que se encarga de minorar
el fondo acumulado en 7. Si se supone que una parte constante « de la cuantia
recuperada est4 exenta de impuesto, la funcién objetivo a maximizar del Problema [I] -

se sustituye por la siguiente:
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x (1 -(l-cc)rp) + 2.

lo que equivale a decir que los importes recuperados pagan un tipo impositivo menor.
El anilisis que sigue es el mismo Que en el epigrafe V.2. La diferencia es que en las
distintas formulaciones el tipo marginal final aparece multiplicado por el factor (1-c).

En consecuencia la estrategia 6ptima de ahorro es ahora:

si pﬁl > A (1-1) aportar al PPI

si pﬁl < A,.,(1-r,) no aportar al PPI

donde la nueva variable de coestado, con rentabilidades constantes, es:
u! = [L-r(1-0)] A+ (10)

Y la nueva rentabilidad financiero-fiscal es mayor a la de antes de la reforma:

1-r(1-¢) =
PPI" _ (_r{;(:r___))r—z-l (1+i,) -1> R,PPI (11)
t

Las expresiones (10) y (11) son las que sustituyen ahora a (1) y (3)
respectivamente. Esta reforma supone una ventaja adicional sobre el activo sin ventajas
fiscales y sobre el FI, ya que actia sobre el efecto impositivo (es como una reduccién

del impuesto del periodo pasivo).
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V.3.3.- Introduccién de una componente estocastica

En un modelo a largo plazo como el descrito en el epigrafe V.2. existen
numerosas fuentes de incertidumbre que pueden afectar a la solucién del modelo. El
objefivb ahora es considerar alguna de ellas para observar la influencia que puede tener
sobre la solucién. No se trata de realizar un tratamiento exhaustivo de cémo afecta la
incertidumbre al modelo sino sélo ilustrar con algin ejemplo el manejo de componentes

estocasticas en sistemas dindmicos discretos.

En primer lugar, se considera que el tipo impositivo marginal de cada periodo
NO Se conoce con certeza pero se supone que se conoce su distribucién de probabilidad.
Se tiene de esta manera un problema pseudo-estocéstico (ver epigrafe 1I1.4.1.) porque
las ecuaciones en diferencias no son estocisticas pero si lo es un pardmetro. El
problema se resuelve planteando nuevas ecuaciones en diferencias, que serdn
deterministas, pero donde las incégnitas son la media y la varianza de las variables
correspondientes. Teniendo en cuenta sélo la comparacién entre el PPI y el FI,

recuérdese que la estrategia de ahorro éptima es:

si W, > o,,(1-r) aportar al PPI

si B,y < o,,(1-r,) aportar al FI

Ahora, suponiendo una distribucién normal para el tipo marginal con una

varianza creciente linealmente en funcién del periodo de tiempo®, se tiene:

>Esta es una posibilidad de las muchas que se podrian contemplar y supone que el tipo marginal se
distribuye como una normal cuya media se obtiene a partir de la estructura temporal de ingresos y de la
funcién impositiva. La varianza es creciente porque cuanto mis nos alejamos del periodo actual més
desviaciones se pueden producir respecto al valor medio.
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r,~N(@,, o)

Si se supone que el tipo marginal del periodo pasivo es el del ultimo periodo
activo y los tipds de interés son constantes, la ecuacion en diferencias que hay que

resolver para la variable de coestado asociada al PPI (u,) es:

Brog By = i’
B = 1-r;

r,~N(r,, 6%

La componente estocdstica se encuentra en la condicién terminal de la variable

de coestado. Reordenando y tomando esperanzas se tiene:

(1+) E [p,] = E [1]

E [p,] = 1-7,

Esto es una ecuacién en diferencias determinista cuya solucién por el método

recursivo proporciona la esperanza de la variable de coestado:

E [u,] = A-rp) @+

De esta manera, se observa que la expresién obtenida para la esperanza de la
variable de coestado coincide con la expresién de dicha variable bajo un punto de vista

determinista. Respecto a la varianza se puede razonar de la misma manera llegando a



CAPITULO V: APLICACION A LA ELECCION OPTIMA ... 200

la ecuacién en diferencias siguiente:

(1+i")? var [y,,,] = var [p,]

var [p,] = o*T

Su solucién es:

var [p,] = o*T (1+i/)*T9

Por otra parte, la variable de coestado asociada a un FI (w,) no depende del tipo
impositivo marginal pero dicha variable se multiplica por el término (1-r,) para
compararse con el PPI y deducir la estrategia ptima. Por tanto, hay que estudiar la
influencia de la componente estocéstica sobre la variable de coestado ajustada por ese
término. El resultado se obtiene simplemente aplicando la definicién de media y

varianza y es:

E [m“*l(l—rt)] = mt+l(1—;z) = (1+i”)r—t-1 (1_;t)

var [0, (1-r)] = 0h;0% = (L+/)X+D o2

De nuevo, se obtiene el mismo resultado que en el caso determinista si se
sustituye la variable por su media. Nétese que si la rentabilidad financiera es igual en
el PPl y el FI, la varianza del valor neto de impuestos es superior en €l PPI como
consecuencia de la hipétesis de que la varianza del tipo marginal es creciente en el
tiempo. Se observa también que la estrategia 6ptima no diferird respecto a la del caso
determinista si se escogen los valores medios como sustitutos de las variables

estocasticas ya que se obtiene:
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si (U-rp) L+ > (1-r) @+ aportar al PPI

si (1-rp) A+ < (1-r,) (1+i")™*1  aportar al FI

Sin embargo, la varianza de ambos miembros de la desigualdad es distinta, lo
cual se puede utilizar si se desea ajustar la estrategia Optima. Efectivamente, en ausencia
de ajustes si ambos miembros son iguales seria indiferente un tipo de instrumento u otro
porque ambos llevarian al mismo valor neto de impuestos como media; sin embargo,
el valor obtenido a través de un PPI tiene una varianza mayor y, en este sentido, estd
sometido a un mayor riesgo. Esto podria justificar realizar un ajuste a través de la suma
de un término al segundo miembro de la desigualdad que deberia ser positivo y

decreciente en el tiempo para recoger las anteriores consideraciones.

El segundo y dltimo pardmetro que vamos a considerar estocdstico es el tipo de
interés. Bajo el supuesto que las rentabilidades son iguales en todos los instrumentos de
ahorro, si el tratamiento fiscal de los rendimientos de cada periodo es también el mismo
(estdn exentos en el PPI y en el FI) no habri ninglin efecto que distorsione la estrategia
6ptima de ahorro seguida en el caso determinista. Por ello, lo tinico relevante es
estudiar c6mo se produce la acumulacién de capital cuando el tipo de interés es

estocastico.

La complejidad de las formulaciones aconseja, si se quiere llegar a resultados
analiticos, partir de una ecuacién en diferencias simple (con término independiente igual
a cero). La siguiente ecuacién representa como se produce la acumulacién de un fondo
de capital partiendo de un valor inicial cierto y sin aportaciones ni detracciones durante

los periodos:
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=
L[}

x,_,(1+) t=12,...T

...xo

ok
|

El tipo de interés de cada periodo es estocéstico a partir de un tipo inicial cierto
y el supuesto que se adopte acerca de su distribucién de probabilidad serd determinante
para deducir la correspondiente evolucién de la media y la varianza de la variable x,
(capital acumulado en ). Tres posibilidades, entre las multiples que se podrian plantear,

son:

L- i, = i+, u, » N [0,6%]

j, = i+, u, ~ N [0,0%]

| g
'
~a
n

w
|
~.
|

. s . 2:
=, tu, , By=i u, ~ N [0,07]

En los tres casos el tipo de interés sigue una normal con los siguientes

pardmetros descriptivos:

E (i) var (i) cov (i,,i.,)

1 i o’ 0
2 i ot 0
3 i ot oz(t-k)

Tabla V.1.: Pardmetros descriptivos del tipo de interés.
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El fondo acumulado, en cambio, no sigue una distribucién normal. Sin embargo,
es posible obtener su media, varianza y covarianza aplicando el método recursivo en los

dos primeros casos:

E (x) var (x,) cov (x,X,,)

1 x(1+i) a%x,f(l +5)22 (- k)x02( 1+i)#+2

2 Xa(]_ +i) 02t(t+ 1)X02(1 +l')2r-2/2 O.Z(I_k)(t_k_'_ 1)x02(1 +l')2:-k-2/2

Tabla V.2.: Pardmetros descriptivos del fondo de capital.

El tercer caso y otros que se pudieran plantear con correlacién entre los tipos de
interés de los periodos resultan més complejos de resolver analiticamente por lo que

haria falta acudir a técnicas de simulacién.
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V.4.- APLICACION NUMERICA

A continuacién se desarrolla un ejemplo numérico de esta aplicacién, en concreto
se utiliza el modelo general, problema [I], el modelo con FI, problema [II], y la
segundé propuesta de reforma de los PPIs. La caracteristica principal del sujeto es que
su estructura temporal de ingresos en el periodo activo tiene la forma de una campana
de Gauss (se emplea por ejemplo en Ko, 1988)®. Se supone también que los ingresos
del periodo pasivo son tales que los tipos impositivos a los que se verd sometido

coinciden con los del dltimo periodo activo.

La funcién de ingresos que se adopta para el periodo activo es la siguiente:

~(t-M)?
Yt = A e V4

donde los pardmetros indican:

A: renta maxima que se percibe en términos nominales (el valor méaximo de la

campana de Gauss).
M: periodo en que se percibe la renta méxima.

p: es un coeficiente que indica el apuntamiento de la campana de Gauss. Cuanto
menor sea p mayor es el apuntamiento, es decir, méds aumenta (disminuye) el ingreso
antes (después) de la edad de méximo ingreso. Este valor se puede obtener si se conoce

la renta inicial, 4 y M.

58Este tipo de funcién de ingresos se asigna, en Vidal (1994a), al colectivo de profesionales libres o
trabajadores por cuenta propia.



CAPITULO V: APLICACION A LA ELECCION OPTIMA ... 205

La funcién de impuestos para determinar el tipo marginal es:

El pardmetro b indica la progresividad del impuesto (> 1) y se supone constante
en el tiempo. El coeficiente a, indica la magnitud del impuesto y va evolucionando en
el tiempo a medida que cambia la presion fiscal. Se supondrd que la tnica forma de
disminuir o aumentar la magnitud del impuesto a lo largo del tiempo es deflactando mas
o menos que la inflacidn la tabla del IRPF. Asi, partiendo de un valor conocido para

a,, €l coeficiente g, evolucionard segun la trayectoria siguiente:

a,=a,(1+dy@9

donde d es el coeficiente que indica la deflactacién de la tarifa en tanto por uno y se
supone constante en el tiempo®. Para estar ante un marco tributario estable, en el
sentido que capitales econdmicamente equivalentes en el tiempo sean gravados al mismo
tipo impositivo, es necesario, entre otras cosas, que el valor de d sea igual al de la

inflacion.

Los valores numéricos que se toman son®:

Esta trayectoria se ha deducido a partir de las igualdades que aparecen al suponer que un aumento en
tanto por uno de la renta de cuantia d debe suponer el mismo aumento del impuesto, es decir:

I=a, Y,b I, =a

t+1

Y, Y,(+d) L=l

b
Yt+l

t+1

®Los valores de a,y b se consiguen ajustando la tarifa del I.R.P.F. espafiol del afio 94 a través de la
funcién exponencial correspondiente. El valor del coeficiente R? es superior a 0,99.
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* Edad del individuo: 35 afios. Supone un valor 7'=31.

* Xo=Y0=2%=0

* a,=0,00572, b=1,4485, d=0,04

* i="=i{""=0,07 constantes en el tiempo.

* A=18000 (miles de pesetas).

* M=30 (edad de maximo ingreso en términos nominales: 64 afios).
* ¥,=3000 (miles de pesetas).

* o=0,1

La estructura temporal de ingresos y de tipos impositivos marginales se recoge

en el grifico V.1.

El valor de p que resulta es 502,3. Los tipos impositivos marginales inicial,

maximo y final son 31,1%, 43,2% y 38,9%, respectivamente.

En el grifico V.2. se recogen las funciones relevantes de cara a elegir la
estrategia de ahorro Optima (variables de coestado). Para que estas funciones sean
comparables, las asociadas al FI y al AC se han multiplicado por el factor (1-r,), dando

lugar a las variables de coestado ajustadas.

Dicho gréfico permite identificar cuél es la mejor alternativa en cada periodo en
funcién de la curva que sea superior, 1o que da la solucién del problema. Obsérvese que
las funciones son discretas, aunque se han representado como si fueran continuas para

una mejor visualizacién de las trayectorias.

En el ejemplo planteado se prefiere el FI hasta el periodo 9 (43 afios) y a partir
de ahi el PPI. En caso de exencién de una parte del impuesto final el periodo que marca

el cambio de instrumento de ahorro es el 4 (38 afios).
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Asi pues, el sujeto del ejemplo no utilizara los Planes de Pensiones hasta los 44
afios si su dnico criterio de decision es el de obtener la mdxima rentabilidad financiero-

fiscal.

En el ejemplo numérico también se pueden obtener las rentabilidades financiero-
fiscales de las aportaciones. Se muestra, como ejemplo, las que se obtienen en el primer

periodo y en el periodo de médximo tipo marginal (54 aifios):

PPI FI PPI’
35 afios 6,58% 7% 6,79%
54 anos 7,71% 7% 8,32%

Tabla V.3.: Rentabilidades financiero-fiscales en el ejemplo numérico.

Noétese como este procedimiento operativo permite obtener una amplia
informaci6n sobre los resultados deseados y la evolucién de los mismos a partir de las

diferentes hipétesis que se realicen para modelizar las situaciones reales.
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Grdfico V.L: Evolucion temporal de ingresos y tipos impositivos.
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CAPITULO VI:

APLICACIONES A LA FINANCIACION DE LAS PENSIONES
DE JUBILACION PUBLICAS CON UN FONDO DE CAPITAL
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VL.1.- CARACTERISTICAS GENERALES DE LA FINANCIACION DE LAS
PENSIONES PUBLICAS

VI.1.1.- Problemdtica en la financiacion de los sistemas de pensiones

7

pubiicos

La problemidtica de la financiacién de las pensiones de jubilacién publicas se
sitda dentro del contexto mas general en el que se enmarca el sistema de proteccién
publica, hecho éste que es comin a la mayoria de los paises desarrollados. Hace
unos afios el problema fundamental era determinar el d4mbito de cobertura del
sistema. La generalizacién del Estado del Bienestar se tradujo en todos los paises
desarrollados en un efecto protector que abarcaba cada vez a una parte creciente de
la poblacién y a una lista también creciente de prestaciones sociales. Este proceso
de generalizacién se enfrenta con varios problemas, uno de los cuales es el de
financiacién del Estado del Bienestar y mds concretamente de la Seguridad Social

(S.S.) como organismo que atiende gran parte de las prestaciones sociales.

El desequilibrio financiero tiene su origen principal en el aumento del gasto
derivado del aumento en la proteccién y se ve agravado por las tendencias
demogrificas que disminuyen afio a afio el ratio activos-pasivos. Factores
coyunturales de recesién econémica contribuyen todavia mds a aumentar el
desequilibrio debido a las elevadas tasas de desempleo, afectando negativamente
tanto en la parte de ingresos como de gastos. Algunos cilculos realizados bajo
hipétesis simples en nuestro pais prevén que en el afio 2000 el déficit del actual

sistema supondria el 1,7% del PIB (avance del estudio de la Fundacién BBV).

El problema de la financiacién se superpone con la necesidad de armonizar
los sistemas de S.S. en los paises de la Unién Europea. La convergencia en esta
materia es necesaria como respuesta a otras medidas como la libre circulacion de
trabajadores y también para impedir que la existencia de diferentes sisternas se
traduzca en ventajas comparativas para los paises con menor proteccién. Pero esta

convergencia se debe conseguir sin ampliar las divergencias en otros campos, como
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por ejemplo, aumentando los déficits publicos. De todas formas, Ilas
recomendaciones del Consejo de las Comunidades Europeas en esta materia
(Recomendaciones 92/441/CEE y 92/442/CEE) tienen en cuenta la autonomia y el

respeto a las peculiaridades del sistema instaurado en cada pais.

El 4mbito de la proteccién piblica abarca una lista amplia de prestaciones:
cobertura sanitaria, prestaciones por desempleo, pensiones, servicios sociales, etc..
Aunque parte de la problemética es comin a todas ellas, también hay caracteristicas
especificas que hace dificil un andlisis comin en términos matematicos, como se
pretende. Por eso la aplicacién que aqui se desarrolla se centra en una parte concreta
del sistema como son las pensiones de jubilacién. Es en este campo donde el cambio
demografico afecta de una forma mads clara, y éste serd uno de los elementos que

formara parte de la modelizacion.

En el estudio de las pensiones de jubilacidén publicas, el aspecto de la
financiacioén no es el inico ni, posiblemente, el més importante a tener en cuenta.
Junto con el andlisis de los métodos de financiacién, cabe destacar el de los efectos
econémicos de estas pensiones y las decisiones Optimas de jubilacién voluntaria
anticipada. Las técnicas utilizadas en estos estudios también han sido distintas:
modelos tedricos de equilibrio de una economia, modelos econométricos,

simulaciones, métodos de optimizacidn, etc..

La teoria del Control Optimo discreto también puede jugar un papel como
técnica matemética util en el estudio de alguna parte del problema. Hemos elegido
la parte de la financiacién por ser un tema mds afin con nuestra linea de
investigacion. Se pretende establecer un sistema de financiacién que sea estable a
largo plazo teniendo en cuenta el efecto demografico. Para ello se incorpora un
fondo de capital como fuente de financiacién adicional, que permite distribuir entre
mds generaciones el efecto del cambio demogréifico. En Durdn (1986) se realiza
también un estudio de equilibrio financiero teniendo en cuenta la evolucién
demogréfica (con pardmetros estables) de un grupo de individuos representativos

pero sin utilizar métodos de optimizacion.
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Para enmarcar el problema se parte de los esquemas mds habituales que se
pueden plantear para cubrir las pensiones de jubilacién. Una distincién aceptada es
aquélla que diferencia tres pilares: los regimenes publicos obligatorios, cuya
vocacién es garantizar un minimo bésico; los regimenes profesionales, que van

ligados al desarrollo de un trabajb; y el ahorro individual y voluntario.

A partir de esta clasificacifn, la tipologia concreta de regimenes de jubilacién
difiere bastante entre paises, sobre todo en lo que se refiere al régimen profesional.
Estas diferencias no siempre son ficiles de detectar ya que, como se sefiala en
Roberts (1993), la terminologia que se usa para unificar conceptos puede llevar a

confusiones al encerrar un mismo término situaciones distintas.

Lo ma4s habitual es que el régimen publico obligatorio siga un esquema de
reparto y el ahorro individual y voluntario uno de capitalizacién. El régimen
profesional soporta més diferencias entre los paises ya que puede gestionarse de
forma publica (caso espaiiol), privada (regimenes complementarios franceses) o a
eleccion del trabajador (caso britdnico). A su vez, el régimen profesional, sea cual

sea su forma, se puede basar en el reparto o en la capitalizacion.

El sistema espaiiol de pensiones se compone de un sistema piblico obligatorio
en régimen de reparto y de un sistema privado voluntario en régimen de
capitalizacién. El sistema publico incluye tanto la parte basica (pensiones no
contributivas y complementos a minimos de las pensiones contributivas) como la
parte profesional (pensiones contributivas no afectadas por complementos a
minimos). Nuestro campo de estudio se centra en el sistema de financiacion de las

pensiones contributivas.

El sistema de reparto consiste en que los trabajadores y empresarios de un
periodo aportan una parte de sus rentas, las cuales, junto a las aportaciones del
Estado con cargo a los presupuestos, financian las pensiones de los jubilados de ese
periodo. Bajo este sistema no hay creacién de un fondo de capital puesto que las

aportaciones igualan a las pensiones en cada periodo. Para que el método de reparto
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sea estable en el tiempo debe haber, a su vez, una cierta estabilidad en la relacién
entre cotizantes y pensionistas y una cierta igualdad entre las revalorizaciones de las
pensiones y los aumentos en las bases de cotizacién de empresarios y trabajadores
(salarios). Estas condiciones de estabilidad se pueden romper por factores socio-
econdémicos (coyunturales) corﬁo los éambios en la tasa de actividad o en la tasa de
paro o por factores demogréficos (de tipo estructural) como el envejecimiento de la
poblacién. Los factores coyunturales se solucionan ajustando las aportaciones del
Estado en funcién del nivel de actividad econdmica o recurriendo a préstamos, pero
los factores estructurales necesitan reformas més de fondo. Este fenémeno
demogrifico es comiin a muchos paises desarrollados y la necesidad de resolverlo,
junto con el proceso de armonizacidn en el seno de la Unién Europea, es una de las

principales causas que impulsan proyectos de reforma de la S.S..

El sistema de capitalizacion consiste, al igual que ocurre en los fondos de
pensiones privados, en la equivalencia financiero-actuarial entre las aportaciones del
periodo activo y las pensiones del periodo pasivo para una misma persona. Bajo este
sistema se acumula un fondo de capital cuyos rendimientos determinan las pensiones.
A nivel financiero, la teoria argumenta un enunciado muy simple: "en situaciones
estacionarias el esquema de capitalizacién es mejor que el de reparto si la tasa de
rendimiento del capital es mayor que la tasa de crecimiento de la masa salarial (base
total de cotizacién) y es peor en caso contrario”. Evidentemente, es posible un
sistema mixto en el que exista un esquema de reparto (por ejemplo los cotizantes de
un periodo pagan la pensién minima de los jubilados de ese periodo) y uno de
capitalizacién (los cotizantes pagan otra cantidad para financiar la parte de la pension

que exceda del minimo cuando se jubilen).

En la situacién actual y teniendo en cuenta la tendencia demografica, la teoria
parece aconsejar el paso a un sistema de capitalizacién, que es neutral respecto al
cambio demografico. Efectivamente, la rentabilidad del capital en términos reales
en Espaiia, incluso descontando gastos de gestién, ha sido netamente superior al
aumento de los salarios reales en el periodo 1987-1994 y si esta tendencia se

mantiene en el futuro, junto con una poblacién cotizante practicamente estancada,
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el resultado es una ventaja comparativa para la capitalizacion frente al reparto. Este
fenémeno es comin, a grandes rasgos, al resto de paises de nuestro entorno. Sin
embargo, las reformas planteadas en la mayoria de estos paises no abandonan el
sistema de reparto sino que simplemente lo adaptan. Se observa, por tanto, un
alejamiento entre lo que aconseja la ’teoria y la préctica. En el fondo, lo que ocurre
es que el enunciado tedrico es excesivamente simple y el sistema de capitalizacién

no estd exento de problemas:

- Se puede dar una disminucién de la rentabilidad del capital por debajo del
nivel 6ptimo en la economia a medida que crece el volumen acumulado
(exceso de capitalizacién). De esta manera, se anularia la ventaja de la
capitalizacién sobre el reparto. Esto es posiblemente lo que ocurriria bajo un
sistema de capitalizacién total. Este efecto se notaria més si la generacién de
activos fuera numerosa por lo que el sistema de capitalizacién no es tan

neutral respecto al cambio demogréfico como se dice.

- La rentabilidad del capital estd sujeta a incertidumbre. En la medida que
esta incertidumbre sea superior a la del sistema de reparto (derivada de una
evolucién de la poblacién ocupada distinta a la esperada) se estard
aumentando la incertidumbre de las pensiones futuras. Este peligro depende
del desarrollo del mercado financiero y del grado de estabilidad interno y

externo dada la gran sensibilidad de este tipo de mercados.

- No se pueden introducir elementos redistributivos que si que estin presentes
en un sistema de reparto. Si acaso existe una redistribucién de los que viven
ménos afios hacia los que viven mds afios. Aunque el sistema actual de
reparto (al menos en Espafia) ofrece dudas sobre si resulta progresivo o
regresivo, es innegable que el reparto permite incluir elementos

redistributivos si se desea.

- Existen problemas afiadidos en la transicién de un sistema de reparto a uno

de capitalizacién. El paso de un sistema a otro sélo se puede llevar a cabo
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con la intervencién del Estado, dados los elevados costes durante la etapa
transitoria. Si ademas el pais tiene problemas adicionales de endeudamiento
o tiene otras prioridades de gasto (infraestructuras, reconversiones
industriales, etc.) el cambio de sistema es prohibitivo ya que en la Unién
Européa el'recurso zi un aumento del déficit es contrario a los criterios de

convergencia®,

- Por ultimo, existen problemas de tipo politico que explican la renuncia
general a adoptar el sistema de capitalizacién (teoria de la eleccién
plblica®®). En primer lugar, si el fondo de capital se gestiona a nivel
publico se corre el riesgo de utilizarlo para otros fines, como la financiacién
de déficits o la expansion del gasto para ganar elecciones, con el riesgo de
no satisfacer las pensiones futuras. En segundo lugar, y mds importante,
aparecen los riesgos politicos de la transicién. Efectivamente, los pensionistas
actuales, los activos que estdn préximos a la jubilacién y los activos de rentas

bajas dificilmente dar4n su apoyo politico a una reforma de este tipo.

Como se desprende de este andlisis preliminar, la solucién a toda la
problemdtica es compleja y debe combinar distintas alternativas. Las que mds eco
han tenido son las que van encaminadas a adaptar el sistema de reparto. Sin
embargo, también se oyen voces que plantean el cambio a un sistema de

capitalizacién o mixto.

En este contexto se enmarca la propuesta de formacién de un fondo de capital
(sin capitalizacién), que puede aliviar los efectos del cambio demogréfico sin que se
renuncie a los elementos redistributivos, aunque su cuantia debe ser limitada (sistema
mixto) para que no aparezca, de forma significativa, el resto de los efectos negativos

antes comentados.

®!E] avance del informe sobre pensiones de la Fundacién BBV cifra en 2,5 veces el P.L.B. el coste
del paso brusco a un sistema de capitalizacién. Si dicho sistema se implanta sélo para los que entran en
el mercado laboral, el coste seria del 5% del P.I1.B. hasta su maduracién.

821 a influencia de la eleccién publica sobre las pensiones puede consultarse en Verbon (1993).



CAPITULO VI: APLICACIONES A LA FINANCIACION DE LAS PENSIONES ... 216

VI1.1.2.- Propuestas de reforma del esquema de financiacion

Las propuestas de reforma son muy variadas. La mayoria no se plantean un
cambio de esquema sino una simple reestructuracién del de reparto. En el otro
elxtremo hay prbpﬁestas dé abandoho del sisterna por uno de capitalizacioén total
(privado o piblico) o por uno no obligatorio.. En el medio, hay propuestas que
prefieren una situacién mixta, que se caracteriza por la existencia de una parte
bésica, que se financia con el sistema de reparto, y una parte complementaria, que

lo hace a través de un sistema de capitalizacion.

El paradigma del sistema de capitalizacion es Chile. A principios de los afios
80 se instaurd la reforma de la S.S. que supuso la privatizacién del sistema de
pensiones de jubilacién. Los activos nuevos estin obligados a abrir una cuenta de
ahorro-pension en una institucién privada (el sistema era voluntario para los
trabajadores activos antes de la reforma). Estas instituciones invierten el capital y
el individuo lo recupera en forma de pensién periddica tras la jubilacién. Asi pues,

el sistema privado de capitalizacién sustituye completamente al publico de reparto.

El sistema mixto es el existente en Reino Unido. Alli existe una pension
basica universal que se financia con las aportaciones a la S.S.. Existe otra parte
obligatoria que puede ser publica si todas las cotizaciones se pagan a la S.S. (da
lugar a los llamados SERPs o State Earnings Related Pension) o privada si una parte
se paga a una entidad privada (como en Chile o a través de un plan de pensiones de
empresa). Por ultimo, existe una tercera parte voluntaria a través de un plan de
pensiones privado. En este sistema mixto, la capitalizacién sustituye y complementa

al reparto.

Los ejemplos de sistema de reparto son los mis abundantes, entre ellos el
sistema espafiol. Las pensiones de jubilacién son publicas y siguen el esquema de
reparto. Los planes de pensiones privados son voluntarios y por tanto no sustituyen

al sistema publico sino que sélo lo complementan.
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Las opiniones a favor y en contra del sistema de reparto se suceden
continuamente, tanto dentro como fuera de nuestro pais. Entre ellas cabe destacar
la del Premio Nobel de Economia de 1992, Gary S. Becker, quien pronostica una
quiebra en el sistema de reparto argumentando razones demogréficas. Es partidario
de un sistema privado de capitaiizacién‘como el de Chile excepto para las pensiones
no contributivas que deben correr a cargo del Estado. El periodo transitorio seria
necesario para evitar un coste excesivo y seria voluntario para los actuales
trabajadores activos, que optarian entre seguir en el sistema antiguo u obtener una
especie de bono por las cotizaciones realizadas hasta ahora e invertirlas en un fondo
de pensiones privado. Esta opinién coincide bisicamente con la aportada por el
F.M.IL en la reunién anual de Madrid de 1994. Entre los partidarios de seguir con
el reparto se destaca el coste excesivo que supondria el paso a un sistema de
capitalizacién (entre 2 y 2,5 veces el PIB), siendo preferible reformar el sistema
actual con medidas técnicas que lo hagan viable en el futuro. Esta dltima opcién es
la que actualmente sostienen en nuestro pais los partidos politicos (Pacto de Toledo)
y los sindicatos. En la misma linea parecen ir algunos trabajos recientes: Barea
(1995), el avance del estudio de la fundacién BBV (cuya versidn final esta prevista
para Enero de 1996) y el estudio de la Direccién General de Planificacién y

Ordenacién Econémica de la Seguridad Social.

La realidad es que, aunque las propuestas de reforma del sistema de reparto
para transformarlo en un sistema de capitalizacién o mixto estdn bien fundamentadas
tedricamente, son pocos los paises que parecen estar dispuestos a llevarla a cabo.
Los problemas antes comentados del sistema de capitalizacién y el coste politico de
la transicién explican esta divergencia entre teoria y practica®. Sin embargo,
también es verdad que se asiste a una potenciacién de los planes de pensiones
privados ante el peligro de que el mantenimiento del sistema de reparto s6lo se
pueda llevar a cabo a través de menores pensiones en el futuro. Como propuesta

intermedia estd la de crear un fondo de capital pero sin el esquema tipico del sistema

83Sobre los limites politicos de las reformas del sistema piblico de pensiones se puede leer un
interesante articulo de opini6én de J.L. Oller (Expansién, 19-V-95).
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de capitalizacion.

Haciendo un breve repaso de las reformas recientes* en el marco de un
sistema de reparto en el caso espaiiol, cabe citar la Ley 26/1985 de racionalizacién
de la estructura y de la accion protectora de la S.S. como primer intento de
envergadura de garantizar la proteccién social en el marco de un equilibrio
financiero estable. Las medidas adoptadas tienen como objetivo frenar el crecimiento
en el gasto, corregir algunos defectos en la proteccién y racionalizar la estructura
del sistema. Las medidas concretas que se adoptaron fueron la revalorizacién
automatica de las pensiones, ampliar el periodo de carencia para tener derecho a una
pensién de 10 a 15 afios, establecer un nuevo método de célculo de la base
reguladora de las pensiones que tuviera en cuenta 8 afios en vez de 2, redistribuir
los recursos destinados a la proteccién familiar y englobar a ciertos regimenes

especiales en el régimen general.

La ampliacién del periodo de carencia y de los afios de cilculo de la base
reguladora refuerzan el caricter contributivo de las pensiones, lo cual ayuda a la
reduccién del "fraude" (disminuye el fenémeno de compra de pensiones) y a
contener el gasto en pensiones ya que, en la practica, la pensién media de los nuevos
jubilados sobre la base media de cotizacién disminuyé con la reforma como muestra

la tabla VI.1.

Una visi6n m4s histérica puede consultarse en Gémez Sala (1994).
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Pension media de altas /

base media mensual

1985 67,86%
1989 55,00%
1993 58,45%

Tabla VI.1.: Pension media mensual de las altas por base media mensual de
cotizacion (Régimen general). Elaboracién propia. Fuente: Proyecto de

Presupuestos de la S.S. para 1994.%

Otro dato que demuestra el efecto de la reforma sobre las nuevas pensiones
es la disminucién que se produjo en la pensién media mensual de jubilacién de las

altas en el Régimen General en el afio 86 respecto al 85 (-1,11%).

La siguiente reforma que merece destacarse es la 1lamada reforma financiera
de la S.S. (se inicia en 1989), que consiste en asignar un destino a los recursos del
sistema. Las cotizaciones y aportaciones del Estado que hasta entonces tenian un
destino global pasan a tener cada vez més un cardcter finalista. Este es el inicio de
una mejora en la estructura financiera de la S.S.. A grandes rasgos, el objetivo es
que los gastos contributivos se financien con cotizaciones y los gastos no
contributivos con aportaciones del Estado. La parte con cargo al Estado ha ido
creciendo continuamente en términos relativos incluso antes de 1989 y lo ha seguido
haciendo después, avanzando asi hacia una mayor racionalizacién de la estructura
financiera. La aparicion de pensiones no contributivas en 1991 (Ley 26/1990) y la
universalizacién de la Sanidad exigié profundizar en el caricter finalista de los

recursos para que el aumento del gasto no repercutiera en las cotizaciones. Hay que

85E] dato de 1993 corresponde a una estimaci6n para la base media y a la pensién media hasta Junio.
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decir que en la actualidad la parte contributiva sigue teniendo superavit pero se esta
avanzando en el equilibrio presupuestario por separado de la parte contributiva y la
no contributiva. Esto se puede observar en la tabla VI.2., donde se recogen las
cifras de los tres ultimos presupuestos y el porcentaje de alivio que se podria
introducir en las cotizaciones a cambio del correspondiente aumento impositivo. La
parte contributiva recoge cotizaciones sociales de trabajadores y empresarios en la
parte de ingresos y prestaciones contributivas en la parte de gastos. La parte no
contributiva incluye como ingresos las transferencias del Estado y como gastos las
prestaciones no contributivas, los complementos a minimos®%, la asistencia sanitaria
y los servicios sociales. El resto de ingresos y gastos se han repartido

proporcionalmente dentro de cada programa o capitulo.

Superévit parte Superévit/
contributiva (mill. ptas.) total cuotas

1993 916.074 " 14.50%
1994 823.826 “ 12.85%
1995 624.933 u 9.43%

Tabla VI.2.: Superdvit de la parte contributiva=Déficit de la parte no
contributiva. Elaboracién propia. Datos del Proyecto de presupuestos de la S.S.
para 1994 y 1995.

En el afio 95 se ha avanzado en la racionalizacién financiera por medio de
una sustitucién de cuotas por impuestos indirectos, lo que explica gran parte del
descenso en el superavit de la parte contributiva previsto para este afio. En la medida

en que el superdvit de la parte contributiva supone un alivio para el sistema

) porcentaje que representan los complementos a minimos dentro del total de pensiones se ha
supuesto en un 10,3% en 1994 y en un 10% en 1995, tras observar su evolucién desde 1983,
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impositivo, se puede seguir avanzando en esta sustitucion, sin embargo también hay
que considerar la alternativa que se plantea en nuestra aplicacién, es decir, la
utilizacion de una parte del superdvit para la formacién de un fondo de capital que
evite aumentos en la cotizacién (o disminuciones en las pensiones) cuando la

demografia sea desfavorable.

Las medidas de reforma para financiar el sistema de reparto que se han dado
en otros paises de la Unién Europea se recogen en la monografia sobre la proteccion
social en Europa en 1993 (Comisién de las comunidades europeas, 1994) y se

pueden resumir en las siguientes:

- Por la parte de los ingresos, se ha recurrido en ocasiones al aumento de las
cotizaciones, a la eliminacién de los topes de las bases de cotizacién, a la
creacién de cotizaciones o impuestos especificos para financiar algin aspecto
de la proteécién social y a la sustitucién de cotizaciones sociales por alguna

figura del sistema general de impuestos para favorecer el empleo.

- Por la parte del gasto, se han recortado prestaciones de forma directa
(reduccién de la cuantia) o indirecta (endurecimiento de los requisitos para
tener derecho a ellas). También se suspendié ocasionalmente en algunos

paises la revalorizacién automética de las prestaciones.

- Una reforma més de fondo consiste en reducir el 4mbito de aplicacion del
sistema de reparto. Esto se dio en el Reino Unido al permitir que la pensién
de jubilacién, en la parte que supera la pensién bésica, se pueda contratar en
el sector privado y por tanto bajo el sistema de capitalizacién. Otros paises,
sin llegar a esta privatizacién, han potenciado las planes de pensiones

privados.

Ademis de estas medidas y de aquéllas que no son objeto de controversia
(reduccién del desempleo, aumento de la tasa de actividad, lucha contra el fraude,

mejora de la gestion, etc.) existen otras propuestas que son objeto de estudio y que
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aparecen en las conclusiones del pacto de Toledo sobre pensiones (Vicente, 1995):

- Retrasar la edad efectiva de jubilacién, promoviendo férmulas flexibles de
jubilacién, favoreciendo trabajos mas adecuados para las personas mayores

de 65 afios, compatibilizahdo la jubilacién y el trabajo a tiempo parcial, etc.

- Completar la reforma de la estructura financiera aumentando las
aportaciones del Estado y, posiblemente, modificar la relacién existente entre
cotizaciones de trabajadores y empresarios. El acercamiento a la estructura
de ingresos media de la U.E. supondria para Espafia aumentar la parte a
cargo del Estado y de los trabajadores y disminuir la parte a cargo de

empresarios.

- Aumentar la vinculacién entre la cuantia de la pensién y las cotizaciones
pagadas durante la etapa activa (tener en cuenta més de los 8 afios actuales
para calcular la base reguladora, aumentar el periodo de carencia y el

nimero de afios para acceder al 100% de la base).

- Avanzar en la simplificacién de regimenes hasta pasar a solamente dos:

trabajadores por cuenta ajena y por cuenta propia.

- Crear reservas de nivelacién que permita acumular fondos en afos de
expansién econdmica y liberarlos en afios de recesién. Esta misma politica

se puede utilizar para el caso de expansién y recesién demografica®’.

Para analizar correctamente las distintas medidas que se proponen se han de
tener en cuenta los efectos, tanto financieros como econdémicos, del cambio

demogréfico asi como tener una idea de los efectos generales de la proteccién social

712 posibilidad de la creacién de reservas de nivelacién se recoge en Jiménez (1994) y es una de
las conclusiones del Pacto de Toledo, siempre referida al caso de la coyuntura econémica. La ampliacién
para englobar el efecto del cambio demogrifico es uno de los objetivos de la aplicacién que se desarrolla
en los siguientes epigrafes.
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y su financiacion sobre las variables econémicas.

Los efectos del cambio demogrifico en su aspecto financiero han sido
estudiados en el caso espafiol por Barea y Ferndndez (1994) llegando a cifrar en un
50% el aumento en términos reales de la carga a financiar por habitante en el
capitulo de pensiones (un 30% si se tiene en cuenta el conjunto de la proteccién
social). Otros trabajos relacionan el cambio demogréfico con la Seguridad Social no
s6lo en su aspecto financiero. Asi Schméhl (1990) describe la complejidad de estas
relaciones y la dificultad en su andlisis. Autores como Peters (1991), Boadway y
otros (1991), Lopez Garcia (1994) y Artus (1994) realizan anilisis tedricos para
observar los cambios en variables como el ahorro, salarios, tipos de interés, etc.
para maximizar la funcién de bienestar social ante el transito demografico. Por
ultimo, el paso de los modelos teéricos a las simulaciones se da en Auerbach y
Kotlikoff (1985), Blanchet y Kessler (1991), Lépez Garcia (1992) y Montalvo y
Quesada (1994); llegando a conclusiones no siempre coincidentes: por ejemplo,
Montalvo y Quesada prevén una disminucién del bienestar (consumo per cépita)
mientras que Auerbach y Kotlikoff anuncian un aumento del bienestar (medido en

gasto de un adulto en consumo y 0cio).

Para analizar las propuestas de reforma, también hay que tener en cuenta los
efectos econémicos de la proteccién social o de su financiacién. Existen abundantes
estudios al respecto, aunque sus conclusiones no siempre son compatibles entre si.
A pesar de ello, todos estos estudios son una guia 1til para orientar las medidas de
reforma de la S.S. y para tomar medidas complementarias que potencien los efectos

positivos de dichas reformas.

Las técnicas utilizadas en estos estudios son variadas: estudios tedricos de
equilibrio general, técnicas econométricas, simulaciones, estudios comparativos entre
paises, etc.. Por otra parte, también hay diversidad en cuanto al tipo de efectos
econémicos estudiados: efectos de las cotizaciones e impuestos sobre la oferta y
demanda de trabajo, sobre el déficit piblico, sobre la competitividad de un pais,

efectos de las prestaciones sobre la oferta de trabajo y sobre las variables
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econdmicas de una economia (salarios, tipos de interés, bienestar, etc.).

Gran parte de los modelos que se manejan en los estudios de tipo tedrico
parten del modelo de generaciones superpuestas (overlapping generations model),
desarrollado ihiéialmente por Samuelson (1958) y Diamond (1965), aunque estos
autores no introdujeron la Seguridad Social en el andlisis. Este modelo se utilizd
posteriormente para ver los efectos macroeconémicos de la Seguridad Social en
Feldstein (1974), Samuelson (1975), Burbidge (1983) y Craig y Batina (1991) entre
otros. En Espafia lo han utilizado autores como Ldpez Garcia (1986, 1991) para
estudiar los efectos de los métodos de financiacién y Hercé (1986) para ver cémo

afecta la Seguridad Social a la oferta de trabajo y capital.

‘También existen estudios que enmarcan los efectos de 1a S.S. en un modelo
de ciclo vital de consumo-ahorro. Este modelo prevé que aumentos en las
prestaciones provocan mayor consumo al aumentar la renta disponible a lo largo del
ciclo vital. Sin embargo, los individuos pueden pensar que, tarde o temprano, esto
ird seguido de un aumento de impuestos con lo cual no habrd efectos sobre la
alternativa ahorro-consumo (equivalencia ricardiana). Estos resultados teéricos han
sido contrastados a nivel empirico con conclusiones desiguales (ver, por ejemplo,

Diamond y Hausman, 1984 y Wilcox, 1989).

En cuanto a trabajos aplicados al caso espafiol cabe sefialar, en primer lugar,
los referidos a los efectos de una reduccidn en las cotizaciones empresariales sobre
la demanda de trabajo, por medio de modelos econométricos (Escobedo, 1991) o por
medio de modelos de equilibrio general (Polo y Sancho, 1990). Y, en segundo lugar,
el estudio de la influencia de las pensiones sobre la oferta de trabajo (Martin y

Moreno, 1990; Lépez Garcia, 1986, 1990; y Hercé, 1986).
Algunos resultados interesantes de estos trabajos son:

- La reduccién de las cuotas empresariales a la S.S. a cambio de un aumento

en la financiacién del Estado (via IVA o IRPF) o en las cotizaciones de
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trabajadores persigue el objetivo de reducir la tasa de paro aumentando la
cantidad demandada de trabajo, lo cual beneficiaria al sistema al aumentar
el nimero de cotizantes. Sin embargo, el aumento de las cotizaciones de
trabajadores se tenderia a compensar con mayores salarios nominales para
evitar una merma en su poder adquisitivo, lo que, a su vez, podria anular el
efecto de la reduccién de las cuotas de empresarios y no generarse nuevo
empleo. Por otra parte, el aumento de las aportaciones del Estado trae
consigo el problema del aumento de impuestos. Se argumenta que el IVA es
el mds neutral sobre el trabajo pero al ser un impuesto indirecto se estarian
pagando los gastos sociales de forma proporcional y no progresiva, ademas
de sus efectos inflacionistas. La alternativa de un aumento del IRPF
encontraria resistencias generalizadas. El trabajo econométrico de Escobedo
(1991) recoge un efecto total escaso sobre la demanda de trabajo debido a la
traslacién de la reduccién de las cuotas empresariales a los salarios reales.
Creemos, sin embargo, que la situacién del mercado laboral en los afios de
andlisis del anterior estudio (1975-1983) es bastante distinta del actual donde
han disminuido ciertas rigideces y la reivindicacién salarial ha pasado a un
segundo término. El modelo de equilibrio general analizado en Polo y Sancho
(1990) da resultados mas optimistas por cuanto, a no ser que la traslacién a
los salarios reales sea total, se produce una disminucién en la tasa de
desempleo y un aumento en la inversién. El aumento en la aportacién del
Estado a la S.S. puede provocar un aumento del déficit piblico aunque éste
se ve atenuado por el aumento en la imposicién directa que se produce al
aumentar el nivel de actividad. En Barea y otros (1995) se recogen las
principales conclusiones de varios estudios referidos a este tema, desde el
pionero de Zabalza de 1987 que no deducia efectos positivos relevantes hasta
otros mds recientes que pronostican un efecto positivo de las reducciones en

las cuotas empresariales y su sustitucién por imposicién indirecta.

- Aumentar la relacién entre las pensiones recibidas y las cotizaciones
pagadas pretende disminuir las perturbaciones sobre la oferta de trabajo

inherentes al sistema de S.S.. Efectivamente, la S.S. puede afectar a la
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decision de trabajo y de retiro anticipado ya que redistribuye la renta de los
trabajadores a lo largo de su ciclo vital, graviandole en los periodos activos
(cotizaciones) y subvenciondndole en los pasivos (pensiones). En un sistema
de capitalizacion puro no se producen estas alteraciones porque los beneficios
futuros compensan exactamente las cotizaciones pagadas. Este efecto se ha
traducido, sobre todo antes de la reforma de 1985, en el fenémeno de
compra de pensiones: los trabajadores estaban dispuestos a cotizar més en los
dos ultimos periodos porque eran los que servian de base al cdlculo de la
pensién. Estas perturbaciones estin ampliamente fundamentadas en la
literatura. En el caso espaiiol se puede citar a nivel teérico a Hercé (1986)
que analiza el efecto de sustitucién intertemporal en la oferta de trabajo; y
a nivel empirico a Martin y Moreno (1990), donde se destaca un pequeiio
efecto positivo del sistema de S.S. sobre la oferta de trabajo en el periodo
1964-1984. Por tanto, una medida que vinculara mdés las pensiones a las
cotizaciones tenderia a reducir las distorsiones intertemporales en la oferta
de trabajo aunque el efecto global presumiblemente seria de una pequefia

reduccion en la oferta de trabajo.

- Otros efectos econdmicos son més dificiles de estudiar a nivel tedrico y se
acude a la comparacién internacional; esto ocurre, por ejemplo, en el estudio
de los efectos de la proteccidn social sobre la competitividad y el empleo de
un pais. El enunciado teérico que se argumenta es que la proteccion social
y su financiacién a través de cotizaciones es un elemento que resta
competitividad a un pais. Este enunciado parece cumplirse a simple vista en
la comparacién EEUU-Japén-Europa (Izquierdo y Cuevas, 1994) aunque
haria falta un estudio més profundo que tuviera en cuenta otros factores. De
hecho, en el dmbito europeo, no se llega a esa conclusién. Efectivamente, en
la monografia de la Comisién de las Comunidades Europeas dedicada a la
proteccién social en Europa en 1993, se recoge una correlacién positiva
evidente entre gastos en proteccion social por habitante y coste de la mano
de obra por trabajador; sin embargo, dicha correlacién no se traslada al nivel

de empleo o de competitividad (medida a través de las exportaciones). Asi
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pues, no se confirma la hipétesis de una influencia negativa de la proteccién
social sobre el empleo y la competitividad de un pais. La conclusién a la que
se llega en dicha monografia es que el crecimiento en los gastos en
proteccion social debe ir asociado a un crecimiento econémico y, en ese
caso, no se producirén distorsiones. Sin embargo, si se producen cambios
que alteren el equilibrio entre proteccién social y desarrollo econémico
(como por ejemplo, los cambios demograficos sin aumentos paralelos en la
productividad) habrd que replantear el equilibrio a través de menores
prestaciones o de menores salarios y beneficios para recuperar la senda de

crecimiento.

VI1.1.3.- Financiaciéon a través de fondos de capital

Existen otras propuestas mds radicales de reforma del esquema de
financiacion del sistema de pensiones. Nos estamos refiriendo a las que propugnan
un mayor protagonismo de los rendimientos del capital en la financiacion del sistema
de pensiones. Estas propuestas tienen en comiin la constitucién de un fondo de
capital cuyos rendimientos pasan a formar parte de los ingresos del sistema. Sin
embargo, difieren en otros aspectos ya que este fondo de capital puede ser privado
o ptblico. En el primer caso, se trata de privatizar una parte del sistema de
pensiones (en el Reino Unido existe esta posibilidad para la parte complementaria
de las pensiones de jubilacion) y supondria el paso a un sistema de capitalizacion.
En el segundo caso, no hay privatizacién y el sistema puede ser de capitalizacién o

no.

En el 4dmbito privado se enmarca la Ley de Planes y Fondos de Pensiones de
1988, cuyo objetivo es fomentar el ahorro y complementar las pensiones publicas®.
Este tipo de instrumento, sin embargo, tiene un discutible efecto potenciador del

ahorro (a no ser que existan considerables ventajas fiscales), ya que se produce més

68Aunque en el Capitulo V se pudo obtener que existen otros instrumentos financieros que pueden
ser mis adecuados como férmula de ahorro-pensién para un individuo.
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una sustitucién por otro tipo de ahorro que una creacién de ahorro neto. Este parece
ser el caso espaiiol ya que el volumen acumulado es modesto (aproximadamente 1,5
billones de ptas. a finales de 1994), lo que hace prever medidas de potenciacién,

sobre todo de tipo fiscal y de aumento en su liquidez.

La sustitucién total del sistema publico por el privado se ha argumentado en
ocasiones, aunque es previsible que diera lugar a una tasa de ahorro y una
capitalizacién por encima de las 6ptimas. Ademds, para garantizar las pensiones de
los actuales pensionistas y de los activos a punto de jubilarse se tendria que acudir
a su provisién puiblica (aumento de impuestos o del endeudamiento). Entre los
partidarios de este cambio de sistema se puede citar a José Pifiera (ex-ministro de
Trabajo de Chile que implanté la reforma en ese pais) y en cuyo libro se incluye un
prologo de Pedro Schwartz en el que se dan algunas recomendaciones para pasar a
un sistema privado de capitalizacién en Espafia (Pifiera, 1995). El mismo autor del
libro estd actualmente preparando un informe completo sobre cémo llevar a cabo la

reforma del sistema de pensiones en Espaiia.

Las propuestas més cercanas a la aplicacién que se va a desarrollar persiguen
un sistema mixto. Puede ser mixto en el sentido de que tiene una forma de reparto
(por ejemplo la financiacién de una pensién minima) y una de capitalizacion (lo que
excede de la pensién minima) o puede ser mixto en el sentido més general de que
una parte de los ingresos provienen de un fondo de capital que no se ha constituido

necesariamente bajo un esquema de capitalizacion.

Teniendo en cuenta aspectos puramente financieros, la capacidad de generar
recursos de un fondo de capital depende de los tipos de interés y la capacidad de un
esquema de reparto depende de la expansion de la masa salarial de cotizacion.
Aproximadamente, lo anterior equivale a decir que la capacidad financiera del
esquema de reparto es mejor si la poblacion cotizante crece a una tasa superior al
tipo de interés real y peor en caso contrario. La existencia de una tendencia
demogréfica regresiva, factores coyunturales de recesién econdémica y tipos de

interés reales positivos, han llevado a afirmar que, en la situacién actual, es maés
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rentable el sistema con fondos de capital que el de reparto.

El anterior razonamiento es valido bajo dos consideraciones importantes: s6lo
se refiere al aspecto financiero y sélo se comparan sistemas ya maduros. No se
tienen en cuenta todavia los efectos de tipo macroeconémico ni las consecuencias
que tendria el paso del sistema de reparto actual al sistema con fondo de capital
(establecimiento de periodos transitorios, transferencias intergeneracionales, etc.).

Estas consideraciones se recogen de una forma descriptiva en Disney (1994).

La via habitual para tratar los efectos econémicos de los métodos de
financiacién es, de nuevo, el modelo de generaciones superpuestas. Bajo los
supuestos restrictivos de este tipo de modelos se demuestra que la tasa de interés
tiende a ser menor y la de salarios mayor bajo un esquema con fondos de capital que
bajo un esquema de reparto. Lépez Garcia (1986) ademds de reflejar estas
consideraciones estudia a nivel teérico lo que puede ocurrir en el paso de un sistema
a otro. Una de sus principales conclusiones es la aparicién de paradojas del siguiente
tipo: para llegar a una situacion estacionaria superior a otra (en el sentido de Pareto)
es posible que algunas generaciones intermedias tengan que salir perdiendo durante
el periodo transitorio. De esta manera, ademds del problema de obtener el mejor
esquema de financiacién de pensiones (la mejor situacion estacionaria), aparece el

problema de llegar a ese esquema de la mejor manera posible (la mejor transicion).

A las anteriores consideraciones hay que sumarle las de tipo politico. La
formacién de un fondo de capital exige costes transitorios y la manera de
financiarlos hay que evaluarla en términos politicos. El recurso al endeudamiento
significa trasladar la carga a las generaciones futuras ademads de poner en peligro el
objetivo de déficit piblico; mientras que el aumento de impuestos, de cotizaciones
o la disminucién de pensiones lleva consigo costes politicos que s6lo se pueden

minimizar si se parte de un amplio consenso en esta materia.

La creacion de un fondo de capital se puede plantear si la rentabilidad de la

capitalizacién es superior a la del reparto (tipo de interés real superior al crecimiento
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de la poblacién cotizante) y si la tasa de ahorro de partida de la economia es inferior
a la optima. Dados ambos supuestos, su cuantia deberia ser moderada para evitar
una caida en su rentabilidad real y el periodo transitorio suficientemente dilatado
para reducir la dureza del ajuste para las generaciones intermedias. La distribucién

de la carga es una cuestién a resolver, lo cual no es ficil. Hay que determinar:

- Sobre qué colectivo recae: pueden ser los pensionistas (rebajando sus
pensiones), los empresarios y trabajadores (subiendo sus cotizaciones respectivas)

o todos los contribuyentes (subida de impuestos).

- Sobre cuantas generaciones se reparte: establecimiento de un periodo

transitorio adecuado.

Situados en este punto llega el momento de discutir el papel que puede jugar
la optimizacién matemdtica y mis concretamente la teoria del C.O. discreto en la
formacién del fondo de capital, es decir, en el paso de un sistema de reparto a uno

mixto.

La optimizacién matemadtica se utiliza en el modelo teérico de generaciones
superpuestas pero de forma estitica. Los ejercicios de estitica comparativa que se
realizan a partir de este tipo de modelos orientan los efectos de ciertos cambios
sobre las variables del modelo y sirven para fundamentar teéricamente las ventajas
de unos esquemas sobre otros. La programacioén lineal se ha utilizado en un marco
simple de combinacién de esquemas de financiacién (Enriquez de Salamanca, 1986).
Cuando se plantea el paso de un esquema a otro, sin embargo, aparece un problema
dindmico, puesto que la transicién debe hacerse también de una forma 6ptima. En

este punto la optimizacién dindmica puede jugar un papel destacado.

En este sentido la tinica referencia que conocemos en el caso espafiol es la
de Enriquez de Salamanca (1989) donde utiliza la programacién dindmica y la teoria
del C.O. tanto en tiempo continuo como discreto. Son modelos de aproximacion

cuadritica de ciertas variables a determinados valores deseados, es decir, estudian
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las trayectorias que deben seguir las variables de control (porcentaje de cotizacién,
tasa de reemplazo de pensiones, tipo de revalorizacién, etc.) para que se aproximen
lo més posible a ciertos valores deseados, que se determinan segun ciertas hipétesis
acerca de la evolucién demogrifica, incremento de la pensién media, incremento de
la cotizacién media, incremento de las reservas (fondo de capital), etc.. Este
modelo, por tanto, parte de una evolucién del fondo de capital deseado y esto supone
una limitacién porque su volumen queda mediatizado por estos valores deseados. Por
ello, los modelos que desarrollamos aqui suponen un avance al someter el volumen
del fondo de capital s6lo a una condicién terminal (primera aplicacién) o dejarla

como variable libre (segunda aplicaci6n).

La primera aplicacién (epigrafe VI.2.) tiene como variable de control el tipo
de cotizacién y, por tanto, los pensionistas no entran a formar parte del ajuste.
Partimos de algunos supuestos, entre los que destaca el tener que llegar al final del
periodo transitorio con una determinada cuantia para el fondo de capital. La
descripcién del modelo exige la formacién del fondo y la cuestién es cémo llevarla
a cabo periodo a periodo, desvidndose lo menos posible de un tipo de cotizacion
deseado que serd, por hipdtesis, el de reparto. En esta aplicacién utilizamos
supuestos simplificadores sobre la evolucién demografica para llegar a soluciones

analiticas.

En la segunda aplicacién (epigrafe VI.3.) se plantea un modelo mads
completo. Las variables de control son el porcentaje de cotizacién y la pensién
media expresada como una parte del salario (lo que se 1lama porcentaje de atribucioén
o tasa de reemplazo de pensiones ya que éstas reemplazan al salario). Por tanto, se
reparte la carga entre cotizantes y pensionistas. A su vez, el volumen del fondo de
capital que resulta al final del periodo no estd determinado y surge como resultado
del proceso de optimizacién. El modelo parte de unos porcentajes de cotizacién y
de atribucién de pensiones deseados y hay que minimizar las desviaciones
cuadréticas respecto a esos valores deseados. En esta segunda aplicacién se utilizan
supuestos mds especificos para obtener la evolucién de las variables exdgenas con

lo que la solucién no es analitica sino numérica.
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La cuantia del fondo se puede establecer en términos absolutos (en nuestra
segunda aplicacién) o en términos relativos, bien sea por trabajador, por pensionista,
como una parte de la masa salarial (en nuestra primera aplicacién) o de la masa de

pensiones.

En los préximos epigrafes se describen las aplicaciones que tienen como
objetivo determinar, mediante la teoria del C.O. en tiempo discreto, cémo se debe
llevar a cabo la acumulacién 6ptima de un fondo de capital a lo largo de un periodo.
Ambos modelos son mis adecuados para un sistema que no sea de capitalizacién
pues no se vinculan las cotizaciones con las pensiones. Son a largo plazo y, por lo
tanto, el nimero de cotizantes y de pensionistas no depende del ciclo econémico sino
de la estructura demografica que, a su vez, se ha determinado de forma
completamente exdgena al modelo. Esto ultimo significa que los modelos que se
desarrollan asumen la hipétesis de aumento exégeno de la poblacién, tipica de los
modelos neoclisicos de crecimiento. Existen, no obstante, otras lineas mds recientes
en el dmbito de la teoria del crecimiento econdémico que hacen depender la
componente demogrifica (especialmente la natalidad) de variables econdmicas o,

incluso, que endogeneizan el crecimiento de la poblacién (Becker y otros, 1990)%.

El objetivo, en udltima instancia, es mostrar la utilidad de la teoria del C.O.
en tiempo discreto en modelos dindmicos de optimizacién. Somos conscientes que
las hipétesis enunciadas para la aplicacion numérica del modelo, aunque las
consideramos razonables, son discutibles. Esto, sin embargo, s6lo afecta a los
valores concretos de la solucién pero no anula, a nuestro juicio, la validez del
modelo y la utilizacién de la teoria del C.O. discreto como instrumento adecuado

para el andlisis de problemas dindmicos.

$Este tipo de modelos suelen anticipar un efecto negativo de la S.S. sobre la natalidad, aunque
existen muchos efectos colaterales. El descenso en el nimero y/o en la calidad de los hijos se produce por
varias causas: las cotizaciones aumentan el coste efectivo de los hijos, éstos dejan de ser una inversion
para la vejez de los padres y, por iltimo, bajo un sistema de reparto los padres no se benefician tanto de
una inversi6én en hijos porque €stos ayudarin a mantener a otros ancianos (efecto de riesgo moral). Una
amplia revision de esta literatura se realiza en Ehrlich y Lui (1994).
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VI.2.- MODELO DE FORMACION OPTIMA DE UN FONDO DE CAPITAL

VI.2.1.- Supuestos v planteamiento

El objetivo que se plantea es la creacién de un fondo de capital a lo largo de
un periodo transitorio de forma que, al final del mismo, los rendimientos de ese
fondo supongan un alivio para los cotizantes posteriores. Para ello, las generaciones
del periodo transitorio deberdn realizar un esfuerzo financiero extra. Dadas las
tendencias de la poblacién, este fondo permitird nivelar, en parte, las cotizaciones
de ambas etapas. El modelo resuelve el problema de cémo llevar a cabo la

formacién Optima de ese fondo una vez elegidos una serie de pardmetros.

En este modelo inicial nos centraremos en el aspecto matemético de la
resolucién de un problema de C.O. discreto, por lo que se parte de supuestos
simples y de un conjunto de pardmetros conocidos. De esta manera, se consiguen
soluciones analiticas que permiten deducir los factores que influyen en la formacién
del fondo asi como realizar anilisis de sensibilidad de los pardmetros. La solucién
se debe aceptar con las cautelas propias de un modelo tan simplificado ya que no se
consideran otros aspectos que también influirian en la solucién. En el modelo que
se desarrolla en el epigrafe VI.3. se destacard mds el aspecto aplicado, por lo que
se realizardn hipétesis més detalladas y se dedicardn amplios comentarios a la forma

de llevar a la préctica la solucién.
Los supuestos de este primer modelo son:

S1: Se supone que se ha tomado una decisién politica de considerar los
rendimientos de capital como una parte del esquema de financiacién de las pensiones
de jubilacién. En concreto se desea que al final de un periodo transitorio el fondo
de capital suponga una parte constante de la masa salarial de cotizacién. Esta parte
se fija seglin un nivel deseado, pero de forma que el volumen del fondo no sea
demasiado grande para que no tenga efectos distorsionadores sobre el mercado de

capitales.



CAPITULO VI: APLICACIONES A LA FINANCIACION DE LAS PENSIONES ... 234

S2: La acumulacién de capital no sigue un esquema de capitalizacién
individual sino que se realiza con cotizaciones superiores al gasto en pensiones

durante el periodo transitorio hasta llegar al nivel de madurez deseado.

S3: El mimero de pensionistas y de cotizantes, la pensién media y el salario
base de cotizacién medio crecen exponencialmente a una tasa constante en todo el
periodo. Este supuesto no es necesario en el modelo pero se establece para llegar a

soluciones analiticas.

S4: La tasa de rendimiento del capital es constante y tiene ya deducidos los
gastos de gestién. Este supuesto tampoco es necesario pero permite simplificar las

formulaciones.

S5: La cotizacién durante el periodo transitorio estd sujeta a limitaciones para
que no aparezcan efectos econémicos colaterales (los derivados de una mayor carga
impositiva o de un mayor endeudamiento). Estas limitaciones indican las

posibilidades financieras de la economia.

S6: En la formacién del fondo de capital se persigue el objetivo de que el
tipo de cotizacién se desvie lo menos posible respecto a un valor deseado a lo largo
de todas las generaciones intermedias. Este valor deseado coincide con el tipo de
cotizacién del esquema de reparto, aunque podria elegirse otro. De esta manera, la
formacién del fondo de capital se realiza desvidndose lo menos posible del esquema

de reparto.

S7: No aparecen algunos peligros que se extraen de la teorfa de la eleccion
publica. Por ejemplo, no se contempla la posibilidad de que se cambie la decisién
de acumular el fondo en algin periodo intermedio en funcién de cambios politicos.
Es decir, existe consenso politico en este aspecto y este consenso se mantiene a lo

largo del periodo transitorio.

La ecuacién en diferencias que recoge la evolucién del fondo de capital o
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nivel de reservas es:

I{Hl-Kt = th+ct+lu,t+lCt+l-pt+1Pt+l 1)

donde:

r es la rentabilidad real del fondo de capital descontados los gastos de
gestion.

K, es la cuantia del fondo de capital en el periodo 2.

P, es el nimero de pensionistas de jubilacién en el periodo .

C, es el nimero de cotizantes en el periodo .

D, es la pensién media en el periodo ¢.

W, es el salario medio de cotizacién (base media) en el periodo ¢.

¢, es el tipo medio de cotizacion en el periodo . Incluye la parte de

empresarios, trabajadores y Estado.

La ecuacién (1) se transforma expresando el fondo de capital como muiltiplo
de la masa salarial de cotizacién. Para ello se hace uso del supuesto $3, que implica

una evolucion de cada variable segun las siguientes ecuaciones:

= W(l+iy)

1'Vtirl

C

t+1

C(1+ip)

Pry=P1+)
P, = P(1+i,)
siendo iy, ic, i, € ip las tasas de crecimiento de cada variable.

La ecuacidn (1) se divide por la masa salarial de cotizacién del periodo 7+1,

es decir, por el término:
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w,.,C

£+]1 7 t+1

= WC(1+ig)(1+i) = WC(1+n)

donde r indica la tasa de crecimiento de la masa salarial de cotizacién. El resultado

de la division es:

donde:

es la parte que representa el fondo de capital sobre la masa salarial y:

r_ PP,
““Wwec

tt

es el tipo de cotizacién bajo un esquema de reparto.

Realizando transformaciones en la ecuacién (2) se llega a:
r-n r
kt+1'kz = ('1'+_n)kt+ct+1_ct+1 (3)

que es la ecuacién en diferencias fundamental del modelo. Indica la evolucién del

fondo de capital como parte de la masa salarial de cotizacién.
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En un sistema de reparto el tipo de cotizacién es el de reparto y por tanto no

se crea un fondo de capital por lo que %, es igual a cero en todo periodo.

La expresién (3) es vélida para cualquier periodo, tanto en los periodos de
la etapa transitoria (cuando se forma el fondo), como en los periodos de la etapa
madura (cuando el fondo se mantiene constante). Esta segunda etapa no se tiene en
cuenta en el modelo porque el horizonte de planificacién es el dltimo periodo de la
etapa transitoria, pero es interesante ver lo que ocurre en la etapa madura y asi
observar bajo qué condiciones la existencia de un fondo de capital de estas
caracteristicas produce un alivio en las cotizaciones futuras. Atendiendo al supuesto
S1, en nuestro sistema maduro el fondo de capital es una parte constante de la masa
salarial, es decir k=@, y por tanto, sustituyendo en (3) y llamando T al periodo

final de la etapa transitoria se tiene:

r r—-n
C, .=Coy—P— t>T
t+1 e+l ﬁ 1+n

La conclusién es que el tipo de cotizacién serd inferior al de reparto siy sélo
si la rentabilidad del capital supera al crecimiento de la masa salarial de cotizacién
en la fase de madurez”. Esta condicién es previsiblemente la que se dard en
Espafia dentro de unos 25 afios, cuando la poblaci6n cotizante tienda a decrecer por
factores demograficos. Por otra parte, la rentabilidad real del capital ha estado en
los 1iltimos afios por encima del aumento de los salarios y de las bases de cotizacién,
y no es de esperar que esto cambie, a no ser que el volumen del fondo acumulado
fuera tan elevado que presionara a la baja los tipos de interés de una forma

significativa.

Por tanto, parece ser que es conveniente la creacién de este fondo pero eso

Este resultado es similar a otros que comparan el rendimiento del capital con la tasa de crecimiento
de la poblacién (Lépez Garcia, 1991). Las diferencias se deben a las distintas transformaciones que se han
realizado para plantear la ecuacién final.
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s6lo se puede hacer a costa de pagar un tipo de cotizacién superior al de reparto
durante el periodo transitorio. Efectivamente, si se desea formar este fondo desde
una situacién de partida en la que no existe (k,=0) se deberd pasar por periodos en
los que k,,,>k,, es decir, periodos donde el tipo de cotizacién sea superior al de

reparto segun la ecuacion (3).

El esfuerzo de cada periodo se puede repartir de muchas formas a lo largo
de la etapa transitoria. La forma que adopte la funcién objetivo serd relevante de
cara a elegir una u otra distribucién del esfuerzo. Un objetivo razonable es el de
repartir ese esfuerzo entre todas las generaciones intermedias de forma que nos
alejemos del esquema de reparto lo menos posible (supuesto S6). Una decisién de

esta naturaleza lleva a una funcién objetivo del tipo:

T-1
Min ¥ (c.y-Cor)? @
t=0

Si se desea dar més peso a unos periodos que a otros se puede multiplicar la
expresién elevada al cuadrado por una funcién decreciente en el tiempo (mayor
esfuerzo cuanto mds cerca del final del periodo transitorio) o una creciente (mayor

esfuerzo en las primeras generaciones).

El esfuerzo de cada periodo estd limitado para que los efectos econdmicos no
actien de forma relevante (supuesto S5). Este limite se materializa a través de un
tipo de cotizacién maximo que puede ser constante en todos los periodos o variable,
por ejemplo si depende del tipo de cotizacién de reparto. Una posibilidad es que el
tipo de cotizacién maximo de cada periodo (c,") se exprese como el de reparto méas
una parte constante (¢), lo que indica que, en cada periodo, los trabajadores,
empresarios y el Estado tienen una capacidad financiera para aportar ¢ puntos de
cotizacidn por encima del de reparto sin que ello cause distorsiones relevantes sobre

las variables y pardmetros exdgenos del modelo. La restriccion queda definida dgg,\

>
~

siguiente manera:
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r m
¢, s ¢ +c¢ = ¢, ®)

Esta limitacién, que indica las posibilidades financieras de la economia, se
relaciona estrechamente con la duracién del periodo transitorio (7) y con el grado
de sistema mixto a alcanzar (f) para determinar el conjunto de oportunidades del
problema de optimizacién, o en otras palabras, para determinar si es posible 0 no
alcanzar el objetivo. Asi, si las posibilidades financieras de la economia son
pequeiias, se deberd alargar el periodo transitorio o ser menos optimistas en cuanto
a la parte a financiar con el capital que se desea alcanzar. De lo contrario, es posible
que, aunque las posibilidades financieras se exploten al mdximo, no se alcance el

objetivo en T el problema de optimizacién serd infactible.

La interrelacién entre estas tres variables permite hacer ejercicios como el
célculo del tiempo minimo de duracién del periodo transitorio dados 8 y ¢*; o el

cdlculo del miximo peso de los rendimientos de capital dados ¢®y T, etc..

Las expresiones (3), (4) y (5), junto con las condiciones iniciales y finales

para el fondo de capital forman el enunciado del modelo propuesto:

-1
. r\2
Min E (€01 =Cret)
=0
s.a:

i [

r-n r
ok, = ke mchy  t=0,.,T-1

Y 1+n

ky=0 k =p>0

m
€y S Cpu t=0,...,T-1

El problema tiene como variable de control al tipo de cotizacién y como

variable de estado al fondo de capital o nivel de reservas. El tipo de cotizacién de
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reparto es una variable exdgena que se determina en base a escenarios sobre la
evolucién demografica y econdmica futura. Se trata de un problema de C.O. discreto
con valores inicial y final fijos para la variable de estado. A su vez, adopta la forma
de un problema cuadratico-lineal con una funcién objetivo convexa y un conjunto de
oportunidades que puéde ser vacio o no en funcién del valor de algunos pardmetros
por lo que no estd asegurada la existencia de minimo global. Por tltimo, existen
varios pardmetros sobre los que se puede realizar anilisis de sensibilidad como el
tipo de cotizacién médxima, la parte deseada para la cuantia del fondo, la rentabilidad

del fondo y la duracién del periodo transitorio.
VI.2.2.- Resolucién del modelo a través del P.M. discreto

La solucién parte de construir la funcién hamiltoniana del Problema [I], que

€Ss:
H = - T\ T‘nk+ _r+l _.m
t = (ct+1 Ct*l) pt(l +n t Ct+l ct+1) t(ct+l C:+1)

A continuacién se aplica el Principio del Méaximo discreto, cuyas condiciones

de 6ptimo son las siguientes:

OH, ,

acn-l ) -Z(Ct*l_c”l)-’-p'r-")‘t =0 (6)
aHt r-n
SE-P,(E;) = (P-, F,-l) )

20

t

lt(cul-ctTl) =0 ; A

Condiciones que, junto con las restricciones, el sistema dindmico y las

condiciones iniciales y finales, forman el conjunto de condiciones necesarias de
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6ptimo del problema. La resolucién se obtiene considerando dos casos posibles:

Caso _1: Solucién interior a la regién de control

Si la solucién se da en puntos interiores de la regién de control, es decir, si
las posibilidades financieras no se utilizan al méximo, se tiene que A,=0, y

combinando (6) y el sistema dindmico (3) aparecen las siguientes expresiones:

1 r
Coa1 = 5 BetCrat ®

k

141

_r-n, 1
ST L

Por otra parte, la expresién (7) es una ecuacién en diferencias lineal de

primer orden con coeficientes y término independiente constante, cuya solucién es:

_ 1+n.t
B, = Bl 1+r) (10

El pardmetro que falta por determinar es y, que se obtiene sustituyendo esta
expresion en el sistema dindmico (9) y resolviendo la ecuacién en diferencias junto
con las condiciones inicial y final. La sustitucién de (10) en (9) y la reordenacién

de términos da lugar a:

_1+r
t+1 1+n t

1+r .
Bol 1+n) (11)

[\CF N

Esta ecuacién en diferencias es lineal pero con término variable.
Afortunadamente, es posible obtener la solucién analitica de (11) por el método

recursivo y utilizando nociones de series numéricas. La solucién particular,
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utilizando la condicién inicial k=0, es:

2t
= _IJ'_O ___b 1 (12)

2 plp2-1)

t

donde b=(1+r)/(1+n) debe ser distinto de 1.

La trayectoria temporal, dada por la expresién (12), tiene valor final

conocido (ky=p) de lo cual se deduce el valor de y,:

bTY(b2-1)

e 13)

p’o=2B

Este valor permite completar la solucién para todas las variables.
Efectivamente, sustituyéndolo en (10) se tiene la trayectoria de la variable de
coestado, que a su vez lleva a la solucidn para el tipo de cotizacién (al sustituir en

(8)) y para el fondo de capital (al sustituir en (12)).

Al estudiar las trayectorias-solucion se deduce que la relacion entre 7 y n es
crucial para determinar la forma de la solucién. Dado que r>n para que tenga
sentido la acumulacién de capital, el pardmetro b es mayor que 1 y en consecuencia
la variable de coestado es positiva pero decreciente. El tipo de cotizacidn resultante
es mayor que el de reparto pero acercindose a él por lo que el esfuerzo de

cotizacién serd mayor en los primeros periodos que en los ultimos.

Si la solucién obtenida para el tipo de cotizacién satisface la restriccién que
indica las posibilidades financieras de la economia en cada periodo, se habré llegado
a la solucién dOptima para la variable de control y por lo tanto serdn éptimas las
trayectorias para el resto de variables. De lo contrario la solucién no se encuentra

en puntos interiores de la regién de control y habra que replantear el proceso de
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optimizacién (caso 2). La condicién para que la solucién esté en puntos interiores
se puede especificar en funcién de los pardmetros de partida. Efectivamente, dado
que la diferencia entre el tipo de cotizacién 6ptimo y el de reparto es decreciente
mientras qﬁe la diferencia entre el tipo de cotizacién méximo y el de reparto es
constante (e igual a ¢®), es suficiente con que el tipo de cotizacién 6ptimo sea menor

que el méximo en el primer periodo, de donde se tiene la condicidn:

¢ =%po+c1’ < ¢l =c/+ct  (14)

Simplificando la expresién (14) y sustituyendo el valor de u, dado en (13) se

llega a la siguiente relacion entre los parimetros:

T-10p2_
b (b*-1) <

P b¥-1

c¢ (15)

Esta relacion liga los valores de los parimetros para que la solucién se
encuentre en puntos interiores, y por tanto, para que sea valida la solucién obtenida

bajo este supuesto.

Caso 2: Soluciones frontera

El caso de solucion frontera se caracteriza por la saturacion de la restriccién
(5) en algtin periodo, si bien hay que sefialar que no es posible mantener la hipétesis
de que el tipo de cotizacién alcanza el tipo miximo admisible en periodos
intermedios o finales porque la curva de tipos méximos es paralela y superior a la
del tipo de reparto. Entonces, si el tipo de cotizacién éptimo no alcanza el maximo
en los periodos iniciales ya nunca lo alcanzard porque es una curva que va
aproximandose a la senda del tipo de reparto, dado que la variable de coestado sigue

siendo decreciente, al igual que en el Caso 1.
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Analiticamente, el caso de solucién frontera se da si la solucién es factible
y los valores de los pardmetros no cumplen la expresién (15). En este caso, el tipo
de cotizacién Optimo se sitia en el méximo hasta algin periodo intermedio,
descendiendo a partir de entonces de forma que se cumpla la condicién final. Un
caso extremo seria aquel en el Que el maximo se mantiene hasta el final del periodo
transitorio, caso éste del que se deduciria la condicién de problema infactible. En
efecto, bajo este caso extremo el tipo de cotizacién es el maximo en todo periodo

y, por tanto, la trayectoria (3) para el fondo de capital quedaria:

k,,k, = ﬁ%k e (16)

La solucién particular de la ecuacién (16) utilizando la condicién inicial

ky=0, es:

La sucesién para £, que se deduce de (17) es creciente (b>1), pero sien T
no alcanza el valor 8 el problema serd infactible: el periodo transitorio es demasiado
corto o las posibilidades financieras de la economia son demasiado escasas para el
nivel de sistema mixto que se pretende alcanzar. Por tanto, la condicion para que se
de una solucién factible en puntos frontera es que se cumpla la siguiente

desigualdad:

Si (18) se cumple con igualdad la solucién es cotizar al tipo méximo sin

necesidad de resolver ningin problema de optimizacién. Si (18) se cumple con
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desigualdad estricta pero no se verifica (15) la solucién es cotizar al maximo hasta
algtin periodo intermedio y luego cotizar por debajo del miximo. El objetivo es
encontrar este periodo intermedio. Llamandolo #* se tiene que a partir de (16) y de

(11) aparece respectivamente:

k,, -k, = c* Vist! k=0 (19)
1 ..
kg =Dk, = Z b ‘ Veet! k=B (20)

La solucién a ambas ecuaciones en diferencias es, respectivamente:

1t

k, = 11’; ce Vist!  @l)
AT-9) _

kepprT-—to b7 Tl gy (g

2(b2__1) b2T-t-1

La igualdad entre (21) y (22) en t’ junto con la ecuacion:

1 -t/

permite calcular los valores de p, y £’.

En tiempo continuo esto proporcionaria el instante en el que se produce el
cambio de trayectoria dada la continuidad de las variables de estado y de control,
pero en tiempo discreto el resultado serd, probablemente, un valor no natural para

el periodo #’, por lo que el resultado serd aproximado.

La solucién también se puede obtener mediante métodos numeéricos, a través
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de paquetes informdticos que resuelven este tipo de problemas. Estos paquetes
aproximan de forma bastante exacta la solucién, y mas en problemas de tipo
cuadritico-lineal como es el planteado. Ademas, una funcidn objetivo cuadratica (y
convexa) y unas restricciones lineales caracterizan a todo minimo local como global,
por lo que nd es necesario un estudio més detallado de las condiciones de

suficiencia.

VI.2.3.- Comentarios acerca de la solucion

En caso de existencia de solucién se puede extraer una serie de caracteristicas
que valen tanto para el Caso I como para el Caso 2 y dependen de los valores de

los pardmetros r, n 'y (.

El esfuerzo de cotizacién en el periodo transitorio (medido como diferencia
respecto a la cotizacién de reparto) es mayor cuanto mayor sea la diferencia entre
ry n (cuanto mis exceda de 1 el valor de b) y cuanto mayor sea 3. Ademas, el
esfuerzo sera decreciente (dado r>n). En contrapartida, el alivio en la cotizacién
en el periodo maduro depende también de la diferencia entre ambos pardmetros y
de B, como ha quedado establecido en el epigrafe VI.2.1.. Se trata, por tanto, de
hacer un esfuerzo de cotizacién durante el periodo transitorio para que los intereses

del fondo de capital supongan un alivio en las cotizaciones de los periodos futuros.

El parametro f afecta a la solucién de forma lineal por lo que si se quiere
doblar el fondo de capital al final de la etapa transitoria habrd que doblar el esfuerzo
financiero en todos los periodos intermedios y el alivio en los periodos futuros serd
también el doble. Por contra, otros pardmetros como T y la diferencia entre r y n
afectan de forma distinta. Asi, cuanto mayor sea la etapa transitoria el esfuerzo anual
de cotizacién es menor porque se reparte entre mas periodos; y cuanto mayor sea
la diferencia entre r y n més recae el esfuerzo sobre los primeros periodos que sobre

los ultimos dentro de la etapa transitoria.

Un momento adecuado para elegir una politica de este tipo seria aquel en que
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se esperan cambios demograficos que hagan disminuir la relacién cotizantes-
pensionistas. Bajo un sistema de reparto, ello llevaria a un aumento progresivo del
tipo de cotizacién, aumento que se podria suavizar con la formacién de un fondo de
capital. En estas condiciones resulta también importante elegir un periodo transitorio
adecuado para que el esfuerzo de cotizacién recaiga sobre una poblacion cotizante
en expansioén y se llegue a la fase madura cuando el nimero de cotizantes esté en
regresiéon. La duracién de este periodo, ademds, debe ser compatible con las

posibilidades financieras de la economia y con el valor del pardmetro 8 a alcanzar.

La formacién del fondo de capital se realiza con aportaciones extraordinarias
y no pasando a un esquema de capitalizacién ya que, en ese caso, el modelo no seria
valido. Efectivamente, con un esquema de capitalizacién puro hay una estrecha
relacién entre las cotizaciones realizadas y las pensiones recibidas, lo que significa
que los pardmetros que afectan a las variables que determinan el gasto en pensiones
no son independientes de los que afectan a las que determinan el volumen de
cotizaciones, como se considera en el modelo descrito. La igualdad financiero-
actuarial del sistema de capitalizacién es una ecuacién de equilibrio de tipo
longitudinal en el sentido que es una igualdad a lo largo del tiempo para un
individuo, mientras que la ecuacién que se ha considerado en el modelo recoge un
equilibrio transversal, esto es, un equilibrio en un periodo de tiempo para el total de
la poblacién. Esta distincién impide que se pueda recoger el esquema de

capitalizacién en un modelo como el propuesto.

VI1.2.4.- Aplicacion numérica

A continuacién se desarrolla una aplicacién para ilustrar las caracteristicas

de la solucién. En la medida de lo posible se tomardn datos del caso espafiol.

Se toma el periodo transitorio 1996-2021 (T=25) al final del cual se debe
haber formado un fondo de capital. Los valores de los pardmetros que se especifican
a continuacién estdn justificados de forma mds detallada en la préxima aplicacion y

se recogen en la tabla VI.3..



CAPITULO VI: APLICACIONES A LA FINANCIACION DE LAS PENSIONES ... 248

Tasas de incremento Periodo transitorio | Periodo de madurez
interanual 1996-2021 2021-2046
Pobl. cotizante (i) 0,35% -0,7%
i’oi)l. peﬂsionista (ip) 0,81% 1,36%
Tipo de interés real 3%

iy i, 1,5%

Tabla VI.3.: Valores de los pardmetros en el ejemplo numérico.

Bajo estas condiciones el valor del pardmetro b es 1,011 (en la etapa de

madurez es igual a 1,022).

Se elige un valor para el pardmetro 3 de forma que el volumen del fondo de
capital no cause distorsiones en el mercado financiero y de forma que sea compatible
con la duracién del periodo transitorio y con las posibilidades financieras de la
economia (expresadas a través de un tipo de cotizacién maximo por encima del de
reparto). Para el ejemplo tomado, la relacién entre 8 y ¢ se puede representar
graficamente (grafico VI.1.) y asi identificar el tipo de solucién segin las
desigualdades (15) y (18).
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Tipos de solucidén segun beta y tipo maximo

T=25.
5,00%
joluciorT
o 4.00% frontera
£ Solucién
W interior
% 3,00%
0.
o .0
-0 2,00%
©
S Soluciéon
:;3 infactible
S 1,00%
0,00%
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1
Valores de beta
[ Limite de sol, interior o Limite de sol, infactible j

Grdriico VI 1.: Tipos de solucion en el ejemplo numérico.

Supongamos que las posibilidades financieras de la economia y el mercado
financiero permiten una solucioén interior para un valor /3=0,571. Este valor
determina a su vez el valor inicial de la variable de coestado, en este caso

*>=0,0395.

El esfuerzo de cotizacion es variable y viene dado por la funcion:

TIEn el caso espaiiol, esto supone llegar al aiio 2021 con un fondo de capital de aproximadamente

19 billones de ptas. del afio 1996. Se debe suponer que el mercado financiero y la rentabilidad del capital
no se veran distorsionados por la existencia de este fondo.
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t

¢-c/ = %0,0395-(1,011)-"1 £<25

Por tanto, es un esfuerzo decreciente cuyo valor inicial es de 1,97 puntos
porcentuales. A su vez el alivio en la etapa de madurez es constante e igual a 1,09

puntos:

t

¢/-¢c, = B2 = B(v-1) = 0,0109 1>25
1+n

La solucién se admite siempre y cuando los 1,97 puntos de cotizacién
extraordinaria maxima se puedan soportar por la economia, bien a través de
aportaciones del Estado compatibles con otros objetivos econémicos (déficit ptiblico)
o bien con mayores aportaciones de trabajadores y/o empresarios que no distorsionen

el mercado laboral ni depriman el consumo o la inversién.

En este sentido, hay que decir que una profundizacién en la racionalizacién
de la estructura financiera de la Seguridad Social seria suficiente para conseguir
estos recursos adicionales que se requieren en la etapa transitoria para formar el
fondo de capital. Efectivamente, tal y como se resalta en la préxima aplicacién de
una forma mads detallada, si las cotizaciones que actualmente se desvian a pagar
complementos a minimos y gasto sanitario se mantuvieran en el sistema contributivo
seria equivalente a un aumento de 2,38 puntos del tipo de cotizacidn, lo cual supera
ampliamente los 1,97 puntos méximos requeridos en el ejemplo. Sin embargo,
realizar este cambio de forma repentina puede ser excesivo y en ese caso habria que
disminuir B (objetivo de sistema mixto) y/o aumentar T (duracién del periodo

transitorio).

"En el caso espafiol, esto supone en 1996 algo menos de medio billén de ptas..
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VL.3.- MODELO DE AJUSTE OPTIMO DEL PORCENTAJE DE
COTIZACION Y DE LA TASA DE REEMPLAZO DE PENSIONES CON
FORMACION DE UN FONDO DE CAPITAL

VL.3.1.- Silpuestos y planfeamiento

El modelo que se desarrolla pretende, al igual que el anterior, conseguir un
equilibrio estable a largo plazo en la financiacion de las pensiones de jubilacién
mediante la creacién de un fondo de capital. Sin embargo, ahora el esfuerzo se
desglosa en la parte de cotizantes y en la parte de pensionistas, que deben ajustarse
lo mas posible a unos valores deseados; por otra parte, el fondo de capital no estd
sometido a una condicién terminal sino a restricciones sobre su cuantia para evitar
efectos politicos y econdmicos adversos ya comentados. Adicionalmente, las
variables exdgenas, como la evolucién del mimero de cotizantes y de pensionistas,
no se toman en su versién simplificada (forma exponencial) sino que se concretan

mas.
Los supuestos del modelo son:

SI: Se parte de un porcentaje deseado de cotizacién sobre la masa salarial
que incluye la parte de empresarios, trabajadores y Estado. El reparto entre las tres
partes no queda reflejado en el modelo y se debe establecer a posteriori. Se supone

que este porcentaje deseado es constante en el tiempo.

S2: También se parte de una tasa de reemplazo de pensiones deseada. Esta
tasa es la parte que supone la pensién media respecto del salario medio de cotizacién

y se supone constante en el tiempo.

S3: Se conoce la evolucion de las otras variables del modelo como el nimero
de cotizantes, el salario medio y el mimero de beneficiarios de la pension de
jubilacién. Dado que el modelo es a largo plazo, el nimero de cotizantes y jubilados

dependera de la demografia y no de la coyuntura econémica. Se trata, por tanto, de
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variables exdgenas.

S4: El horizonte de planificacién es conocido y suficientemente dilatado como

para incluir todo el impacto demogréfico.

S3: La tasa de rentabilidad del capital sigue las consideraciones vistas en la
anterior aplicacién, entre ellas la de su constancia a lo largo del periodo de

planificacion.

S6: Para evitar las distorsiones del fondo de capital se imponen restricciones
a su cuantia en términos de no poder exceder de un miiltiplo de las pensiones de

cada periodo.

S7: El objetivo es minimizar las desviaciones del volumen de cotizaciones y

del volumen de pensiones respecto de sus valores deseados.

S8: No aparecen los peligros que se derivan de la teoria de la eleccién

publica comentados en la aplicacion del epigrafe VI.2..

El modelo logra el equilibrio financiero durante todo el horizonte de
planificacién por medio de desviaciones respecto a los valores deseados. Estas
desviaciones dan lugar normalmente a desequilibrios en cada periodo cuyo resultado

es la acumulacién de un fondo de capital a lo largo de los periodos intermedios.

En base a las hipétesis del modelo se tiene el siguiente enunciado del

problema:
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T
Min Y [CWCimc WC AW P-d WP

t=1
s.a:

K, K, = rK+c, W,,C,,~d,.,W,..P,

t+1 t 4177 14177041 Fp177 1417 141

t=0,...,T-1 ]

K0, K20  t=1,.,T

K,<ad WP, t=1,...T

Se ha seguido la misma nomenclatura que en el epigrafe VI.2.1. para cada
variable y, ademds, ¢" es el tipo de cotizacién deseado, d, es la tasa de reemplazo
en el periodo #, d" es la tasa de reemplazo deseada y a es la parte sobre la masa de
pensiones que, como méximo, puede alcanzar el fondo de capital segiin el supuesto
S6.

El problema tiene dos variables de control, el tipo de cotizacién, c,, y la tasa
de reemplazo de pensiones, d,; y una variable de estado, el fondo de capital o nivel
de reservas, K,. Se trata de un problema de C.O. discreto con valor inicial fijo y
final libre para la variable de estado. A su vez, adopta la forma de un problema
cuadratico-lineal con una funcién objetivo convexa y un conjunto de oportunidades
no vacio (dado que el esquema de reparto cumple las restricciones), por lo que

existird minimo global.

El problema [II] se puede entender como el modelo bésico de estudio, pero
sobre €l es posible introducir ligeras modificaciones que resultan interesantes y que

pasamos a enumerar:

M1I) El modelo asi enunciado lleva implicito un reparto igual de la carga
entre cotizantes y pensionistas. Esto se puede cambiar ficilmente
introduciendo pardmetros de penalizacidn estrictamente positivos (M y N) de

forma que la funcién objetivo pasa a ser:
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T
Min Y [M(c,WC,~c*WC)Y+NdWP,~d*WPY]

t=1

Con este cambio se tiene que si M=N la carga se reparte por igual entre
ambos colectivos, mientras que si M>N (M <N) la poblacién pasiva debera
realizar un ajuste mayor (menor) q'uer la ac-ti\-/a. Los pafémetros M y N deben
ser elegidos por el sujeto decisor en base a los efectos econémicos y politicos
de cada alternativa. Los casos extremos se resuelven de la siguiente manera:
si la decisiébn es que no recaiga esfuerzo alguno sobre la poblacién
pensionista entonces d,=d” Vty si se desea que no lo soporten los cotizantes
hay que hacer ¢,=c"; en ambos casos el problema tendria una variable de

control menos.

M?2) Al igual que se hizo en la aplicacién del epigrafe VI.2., se puede forzar
una distribucion del ajuste m4s intensa en los primeros periodos (introduccién
de una funcién creciente con el tiempo) o en los dltimos (con una funcién
decreciente) utilizando algtin pardmetro de preferencia temporal. En ausencia
de estas funciones el modelo recoge implicitamente una mayor penalizacién
para las desviaciones futuras debido a que los salarios suelen ser ligeramente
crecientes en términos reales, y, en consecuencia, el ajuste serd mayor en los

primeros periodos.

M3) El modelo permite, mediante la introduccién de nuevas restricciones,
forzar una determinada trayectoria temporal para el tipo de cotizacién y la
tasa de reemplazo de forma que sea mds fécil, desde un punto de vista de
politica econémica, llevarlas a la prictica. Se trata de acercar la solucién
6ptima del modelo matemadtico al resultado de aplicar los instrumentos de

politica econémica.

Por ejemplo, se puede exigir que las tasas y tipos sean constantes en

el tiempo, lo cual significaria un ajuste inmediato en ambas variables a los



CAPITULO VI: APLICACIONES A LA FINANCIACION DE LAS PENSIONES ... 255

valores que, en ese caso, se interpretarian como los de equilibrio a largo
plazo. Para ello, se seguiria la metodologia comentada en el Capitulo III
respecto a la optimizacién de pardmetros, es decir, cada variable se
consideraria como una de estado con valor constante. La funcién objetivo no
cambiaria pero apareceria una Iiuéva ecuacién en diferencias dentro del
sistema dinimico. Si la tasa de reemplazo se desea con valor constante se

tiene:

d

t

16,0 d, libre

t

El mismo razonamiento habria que hacer si se exige que el tipo de
cotizacién 6ptimo sea constante. En el caso en que ambas variables de
control fueran parametros a optimizar se tendria un problema dindmico pero
sin variables de control, cuya solucién podria ser ficilmente infactible a no
ser que se relajaran mucho las restricciones sobre el tope maximo de la

cuantia del fondo.

También se puede forzar una trayectoria temporal para el tipo de
cotizacidn y la tasa de reemplazo que sea constante a partir de cierto periodo
intermedio. Se estaria exigiendo, en ese caso, que el ajuste en ambas
variables finalizara en un periodo ¢’ a partir del cual la trayectoria seria

estable. Las restricciones a afiadir serian:

= /
Co1=C; tat

d,,=d t2t/

t t
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VI1.3.2.- Resoluciéon a través del P.M. discreto

La funcién hamiltoniana del Problema [II] es:

H, = ~(Cpy=¢ "V WiyCluy=(d, g ~d "YW, Py +

+ l“"t(th+c 4 Ct+1 -dt-rl thﬂPn-l) +

t+177 ¢+l

+o, K

t+170t

+1 +Dt+1(adr+l T'Vt+lP¢+l _Kt+1)

Las condiciones de éptimo correspondientes, teniendo en cuenta el P.M.

discreto desarrollado en el Capitulo II son:

OH, 2 2
= -2(¢,,y ¢ W1 Cra B W, 1Cpy = 0 t=0,...,T-1
actﬂ
OH, w2 2
= = -2(d,,,-d YW, Py W, Py +Y,, W Py = 0 t=0,...,,T-1
t+1
oH
—a—K: =rp @0, = ~(g,p, ) ;3 pp=0 t=1,...T
oK =0 ; w20 ; K20 t=1,..,T

v(adWP-K)=0 ; v20 ; K<adWpP, t=1,...,T

La resolucién de estas ecuaciones junto con el sistema dindmico proporciona
el porcentaje de cotizacién y la tasa de reemplazo de cada periodo que, en su

conjunto, mas se acercan a los valores deseados respetando todas las restricciones.

Si se manipulan las condiciones de Optimo se consiguen algunas

caracteristicas de la solucién. Por ejemplo, de las dos primeras condiciones se llega
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n

Ct+1 = C*+___t_

2H’t*'lct'é'l

d.=d- B,maV,
t+1 2W P

41" 141

La interpretacién que se puede hacer es que, en aquellos periodos en los que
no se alcanza el méximo volumen del fondo posible (v,=0), las desviaciones de las
dos variables respecto a sus valores deseados tienen signos opuestos: si las
cotizaciones son superiores a los valores deseados, entonces las pensiones son
menores y viceversa. El signo de la variable de coestado g, es el dato relevante. Esta
variable estd sometida a una ecuacién dinimica que se desprende del resto de
condiciones de O6ptimo. Una resolucién analitica exigiria concretar el tipo de
funciones y la evolucién temporal de las variables exdgenas del modelo. Sin
embargo, la evolucién previsible de estas variables da lugar a una sucesién de puntos
cuyo término general no se puede explicitar. En consecuencia resulta mas adecuado
utilizar la Programacién no Lineal como técnica de resolucién del modelo con ayuda
de programas informéticos que, en general, aproximan bien la solucién en problemas

cuadrético-lineales como el descrito.

La resolucién del modelo proporciona el porcentaje de cotizacion y la tasa
de reemplazo Optimos en el sentido de acercarse lo mds posible a sus niveles
deseados. Estas dos variables de control son muy generales y queda por resolver el
problema de cémo instrumentalizar los valores obtenidos. Es decir, el modelo
resuelve una cuestién puramente financiera pero a la hora de poner en prictica la
solucién obtenida se debe tener en cuenta también cuestiones de tipo econémico y

politico.

Efectivamente, por lo que hace referencia a las cotizaciones, el porcentaje
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hay que repartirlo entre trabajadores, empresarios y Estado. En este sentido, se ha
escrito mucho sobre la conveniencia de disminuir las cotizaciones empresariales a
cambio de aumentar la de trabajadores y Estado (subida de impuestos). Esta nueva
distribucién del tipo de cotizacién se argumenta por sus efectos beneficiosos sobre
la demanda de tfabéjo y tamb'ién, en nuestro pais, por avanzar hacia una distribucién
de las cuotas més acorde con la existente en la Unién Europea. Las distintas
propuestas lanzadas sirven para orientar la decisién politica sobre cémo debe ser la

distribucién del porcentaje de cotizacién obtenido por el modelo.

En cuanto a la tasa de reemplazo de pensiones, la forma de instrumentalizarla
también debe ser determinada después de realizar la optimizacién. Dado que lo que
se obtiene es un porcentaje medio, existe margen para incorporar, si se desea,
elementos redistributivos. Por ejemplo, se puede aumentar la pensién de forma lineal
o aumentar menos las pensiones altas (redistribucién de la renta) o se puede
disminuir las pensiones de los nuevos pensionistas a cambio de mantener la
revalorizacién de las pensiones (redistribucién intergeneracional). También cabria
la posibilidad de afectar a cada régimen de la Seguridad Social de forma distinta

pero logrando que la tasa media siga siendo la 6ptima.

Este modelo, por tanto, es una alternativa al esquema de financiacién de las
pensiones de jubilacion en el sentido que propugna la formacién de un fondo de
capital, pero al mismo tiempo, necesita de propuestas complementarias para que el
resultado obtenido se pueda instrumentalizar de forma que se incorporen los efectos

deseados.

La formacién de un fondo de capital que se deriva de este modelo permite
distribuir parte de la carga intergeneracionalmente acumulando capital cuando la
demografia es favorable y desacumulando cuando es desfavorable, anticipandose. asi
a los problemas futuros causados por el envejecimiento de la poblacién.
Efectivamente, en Espaiia, las generaciones que llegaran a la edad de jubilacién en
los afios 2000-2015 no van a ser muy numerosas y, al mismo tiempo, la tasa de

actividad registrard una tendencia al alza por la llegada a las edades maés activas de
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las generaciones numerosas del baby boom. En consecuencia, se puede aprovechar
ese periodo para formar un fondo de capital, que permitird financiar parte de las
pensiones de estas generaciones cuando lleguen a la jubilacién en los afios 2025-2040
desacumulando capital y no cargando asi el peso sobre los activos de esos afios. Para
ver c6mo surge’ esta esirategié, é cbntinﬁacién se aplica el modelo al caso espaiiol
utilizando datos reales de 1a S.S., proyecciones demogréaficas y estableciendo algunos

supuestos adicionales.

VI.3.3.- Aplicacién del modelo al caso espaiiol en el periodo 1996-2056

VI.3.3.1.- Metodologia y determinacion de parametros y variables

exogenas

La aplicacién con datos numéricos pretende comprobar la coherencia del
modelo tedrico y observar los rasgos principales de la solucién. Mas que los valores
concretos de las variables, interesan cuestiones mis generales como su tendencia
dindmica o la diferencia entre los resultados cuando se parte de escenarios
alternativos. Por este motivo, y dado que se enuncian hipétesis razonables para
determinar las variables exdgenas y los pardmetros, las conclusiones de tipo general
no variardn sustancialmente si dichas hipétesis resultan algo alejadas de las que en
la realidad se manifiesten. Esto significa que el rango de validez de los resultados
numeéricos concretos estd limitado al cumplimiento de las hipétesis mientras que las

conclusiones generales que de ellos se derivan tienen una validez mas amplia.

En la eleccién de hipétesis hay que tener en cuenta que el modelo es a muy
largo plazo con lo que las fuentes de incertidumbre son numerosas y no compensa
un excesivo esfuerzo por refinarlas ya que las desviaciones serdn inevitables por
muchos factores que se tengan en cuenta. La alternativa que parece més apropiada
es la de plantear distintos escenarios a partir de unas hipétesis intermedias bien
justificadas (esto es lo que se hace, por ejemplo, en las proyecciones demogréaficas

a largo plazo).
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La duracién del periodo de estudio se ha tomado en 60 aiios
(aproximadamente dos generaciones). Un periodo mayor hubiera sido més apropiado
para englobar todo el cambio demografico, sin embargo, resultaria excesivo para

realizar proyecciones minimamente fiables.

Para los datos de las variables ex6genas (nimero de cotizantes y nimero de
pensionistas) y a falta de proyecciones oficiales conocidas, se adopta la hipétesis
general de que evolucionan principalmente en funciébn de la componente
demogréfica. Por tanto, hay que concretar cémo se realiza la proyeccién
demogrifica y, posteriormente, c6mo se pasa a la proyeccidn para los cotizantes y

los pensionistas.
Proyeccion demografica

Para la proyeccién demogrifica se dispone de una publicacion del Instituto
de Demografia (1994). Dicha proyeccién contiene los datos desagregados hasta el
2006, y a partir de ahi sélo se incluyen datos cada cinco afios y por grupos
quinquenales hasta el afio 2026. Para completar la proyeccién hemos adoptado
algunas de las hipdtesis del Instituto de Demografia (I.D.) y hemos utilizado la
misma metodologia. Las proyecciones a un plazo tan largo estdn sometidas a mucha
incertidumbre por lo que los resultados deben admitirse sélo a grandes rasgos. El
afio 2026 lo tomaremos como frontera en otros supuestos que estableceremos mds
adelante, pero es 1itil escoger un periodo més grande de tiempo porque el punto més
bajo del cambio demogrifico se espera alrededor de 20 afios después. Los aspectos

generales de nuestra proyeccion son:

- Hasta el afio 2026 inclusive hemos utilizado la proyeccién del 1.D. en su

hipétesis media™.

"Desde el afio 2006 los datos son quinquenales. El paso a anuales se ha realizado por interpolacién
lineal.
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- Para el periodo 2026-2056 hemos utilizado 1a hip6tesis media del I.D. del
quinquenio 2021-2026 para la mortalidad y la hipétesis alta del I.D. del afio 2025

para la natalidad™.

Los valores de las principales variables de la proyeccién se resumen en la
tabla VI.4.

1991-2026
Hip6tesis media I.D.

2026-2056

Hipétesis propia

Poblacién de partida

Censo provisional de

1991 ajustado

Proyeccién del 1.D.
para el afio 2026

Mortalidad: esperanza

de vida (afio).

H. 74,41(91)-77,82(25)
M. 80,76(91)-83,91(25)

Hombres 77,82
Mujeres 83,91

Natalidad: n®hijos (afio)

media y varianza (afio)

1,326(1991)-1,8(2025)
28,92 y 29,25 (1991)

2,1
29,02 y 25,29

Saldo migratorio

+20.000 (hasta 2005)

0

Tabla VI.4.: Hipdétesis de las proyecciones demogrdficas.

A partir de la proyeccién de poblacién se obtienen las proyecciones para el
nimero de cotizantes y el de pensionistas de jubilacién. Dado que el nimero de
cotizantes depende bisicamente de la poblacion entre 15 y 64 afios y el nimero de
pensionistas de la poblacion de mis de 65 afios, presentamos los resultados por
grandes grupos de edad (grafico VI.2.). El cambio demografico muestra una caida

méxima del 56,4 % en el ratio poblacién de 15-64 afios por poblacién de més de 65

"*Mantener la hipétesis media para la natalidad hubiera llevado a una poblacién de 34,8 millones de
personas al final del periodo, lo cual parece una cifra excesivamente baja.
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(de 4,44 en 1996 a 1,93 en 2046).
Numero de cotizantes

El hﬁmero de cotizantes a lé S.S. (mimero medio mensual de trabajadores en
alta con efectos en cotizacién), que es aproximadamente el nimero de ocupados en
la economia, es una variable que considérémos exdgena en el modelo. No obstante,
se debe tener en cuenta la interrelacion entre esta variable, el producto nacional y
la productividad del trabajo. Nuestra hipétesis, al ser un modelo a largo plazo, es
que la fuerza de trabajo depende de la poblacién entre 15 y 64 afios, lo cual afectard
al crecimiento del producto segin evolucione la productividad, todo ello para
mantener la interrelacién entre las tres variables. Otra opcién hubiera sido, por
ejemplo, lanzar hipétesis sobre el crecimiento del producto y de la productividad y

deducir la evolucién del nimero de ocupados.

El nimero de ocupados o de cotizantes depende de la componente
demogréfica, de variables socio-culturalés (tasa de actividad) y de variables
econémicas (tasa de paro). La tasa de actividad total apenas se ve afectada por el
ciclo econémico y, en los dltimos afios, se ha comportado de forma practicamente
constante en el tiempo. Debido a razones de cambios socio-culturales, se observa
" una tendencia a una disminucién de la tasa de actividad de los hombres y un
aumento en las mujeres y, por otra parte, una disminucién de la tasa en edades
jovenes (menos de 25 afios) y mds mayores (mds de 55) por un aumento en las

edades intermedias.

Dado que es imposible anticipar el efecto de los futuros cambios socio-
culturales, la eleccién de una u otra hipétesis acerca de la evolucién de la tasa de
actividad es igualmente criticable™. Una tasa global constante parece adecuarse a

lo ocurrido en los ultimos afios pero no tiene en cuenta el cambio demografico ni

Existe algin estudio cldsico (Bell, 1976) de tipo socioeconémico que intenta prever tendencias
futuras en la actividad aunque referido a EEUU y ya algo alejado en el tiempo.
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algunos hechos que previsiblemente impulsardn la tasa de actividad al alza. Otra
posibilidad es la de mantener constantes las tasas de actividad por edades, y en ese
caso el cambio en la estructura de edad de la poblacion afecta a la tasa de actividad
global. Asi, a medida que los grupos de edad mas numerosos lleguen a edades de
mas actiflidad la tasa global auméntarﬁ, pero posteriormente se produciré el efecto
contrario al llegar a la jubilacion. Mantener esta hipétesis supondria pasar de una
tasa de actividad del 49% actual al 51% en diez afios y bajar al 44% treinta afios

después’.

Sin embargo, la tasa de actividad en el futuro parece que tenga una tendencia
a aumentar si se desarrolla el trabajo a tiempo parcial, se entra en una fase de
moderacién salarial y se produce una cierta convergencia a las tasas europeas (cuya
tasa media es un 15% superior a la espafiola en 1991 segiin la monografia sobre la

proteccién social en Europa en 1993).

En base a estas consideraciones recogemos como hipétesis mas razonable la
de una tasa de actividad creciente linealmente, partiendo del nivel de 1994 y
tomando como punto de llegada en el afio 2026 la de partida mis un 15%7".
Algunas cifras que se obtienen como resultado de aplicar esta metodologia se

muestran en la tabla V1.5,

"Los porcentajes son de activos sobre la poblacién de 16 afios o més.

"La tasa de actividad de partida, en nuestra aplicacién, se obtiene dividiendo los activos (media de
1994 segin la EPA) entre la poblacién entre 15 y 64 afios a 1 de Enero de 1994 segiin la proyeccién del
1.D.. Esta tasa difiere de la tasa de actividad segin la EPA porque el denominador del cociente es distinto,
pero es la forma adecuada de calcularla dado que asf transformar4 la poblacién segin el I.D. (a 1 de
Enero) en activos segiin EPA (media anual).
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Tasa de partida | Tasa de llegada Incremento
afio 1994 afios 2026-2056 anual

58,14 % 66,86 % 0,273 ptos.

Tabla VI.5.: Hipotesis sobre tasas de actividad.

Los activos asi calculados se multiplican por uno menos la tasa de paro para
obtener los ocupados, es decir, el nimero de cotizantes. En este contexto, hay que
decir que las tasas de paro si que estdn sometidas al ciclo econémico, por lo que se
hace necesario escoger adecuadamente las cifras correspondientes a la fase
intermedia del ciclo y mantenerla constante para todo el periodo. Por contra, apenas
se distingue ninguna tendencia diferenciadora por sexos y edades, es decir, el

aumento o disminucién del paro afecta a ambos sexos y a todos los grupos de edad.

En cuanto a eleccién de la fase intermedia del ciclo, se puede plantear un
conjunto de escenarios dada la dificultad de prever las tendencias futuras del
mercado laboral. En la proyeccién utilizamos como escenario medio la tasa de paro
media del dltimo ciclo econémico, considerado éste como el tiempo que transcurre
desde un minimo a un méiximo en la tasa de paro o desde un miximo a un minimo.
En el caso espafiol el ultimo minimo se dio en el 4° trimestre de 1990 y el maximo
en el 2° de 1994. La tasa de paro media de esos trimestres fue del 19,02%. Los
escenarios alternativos varian ese porcentaje en dos puntos al alza y a la baja. La

tabla VI.6. resume los tres escenarios.

"Este porcentaje tiene en cuenta el nimero de cotizantes en el numerador y, por tanto, difiere de
la tasa de paro segin la EPA. Si se consideran los ocupados segiin la EPA en lugar de los cotizantes, el
ciclo econ6mico se alarga tres trimestres més (uno al principio y dos al final) y el porcentaje medio sube
al 19,85%. Parece ser que la encuesta de poblaci6n activa es el mejor indicador de la evolucién de la
ocupacién pero no de la cifra global de ocupados que es lo que aquf interesa.
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Escenario bajo | Escenario medio | Escenario alto

21% 19% 17%

Tabla VI.6.: Hipdtesis sobre tasas de paro.

Con las tasas de actividad, los escenarios sobre tasas de paro y la proyeccion
demografica, se calcula la proyecciéon de poblacién ocupada realizando las
operaciones aritméticas correspondientes. El resultado para el escenario medio se
muestra en el gréfico VI.3.. El mimero medio de cotizantes que se deduce para 1996

es de 12,7 millones en la hipétesis media.
Nimero de pensiones de jubilacion

El célculo de la poblacién pensionista (mimero medio mensual de pensiones
de jubilacién) no sigue el mismo criterio en todo el periodo dadas las caracteristicas
del sistema de pensiones espaiiol (posibilidad de jubilarse con menos de 65 afios para
los trabajadores en alta antes de 1967). Asi, partiendo de un nivel inicial, los
aumentos en la poblacién pensionista (recordemos que s6lo en su parte contributiva)

tienen tres factores explicativos:

- Efecto poblacién: aumento en la poblacién de mas de 65 afios.

- Efecto proteccién o cobertura: es el aumento que se produce en el nimero
de pensiones de jubilacién contributivas de mayores de 65 afios descontando el efecto

poblacién.

- Efecto menores de 65 afios: aumento en el nimero de pensiones de

jubilacién contributivas descontando los dos primeros efectos.
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Los dos primeros efectos son los importantes en una proyeccién a largo
plazo. El efecto poblacidn se calcula a través de las proyecciones demograficas. La
estimacién del efecto proteccion en el futuro es méds problemdtico. Un valor igual
a cero significaria la madurez del sistema contributivo en mayores de 65 afios y un
valor posiﬁvo (negativo) sigm’ﬁcaria que el porcentaje de poblacién de 65 afios con
derecho a pensidn de jubilacién es creciente (decreciente) lo que implica un sistema
todavia no maduro. El cilculo del efecto proteccién en los afios recientes da lugar
a cifras distorsionadas debido a la incorporacién de colectivos importantes (ONCE
en 1991, ITP en 1992 y MUNPAL en 1993) que sobrevaloran el efecto, y a medidas
coyunturales de seguimiento de pensionistas ya fallecidos (1994), que lo
infravaloran. Esto hay que tenerlo en cuenta al observar la tabla VI.7., donde se

desglosan los distintos efectos.

1-1-92 / 1-1-93 / 1-1-94 / 1-1-95 /

1-1-91 1-1-92 1-1-93 1-1-94
Incremento total 2,87% 2,83% 4,41% 2,67%
Efecto poblacién 2,67% 2,38% 2,54 % 2,35%
Efecto proteccién 0,13% 0,17% 1,70% -0,15%
Efecto < 65 0,06% 0,27 0,12% 0,46%

Tabla VI.7.: Descomposicién del aumento en el numero de pensiones de
Jubilacién contributivas. Elaboracién propia. Datos de los Boletines Informativos

de la S.S. y de la proyeccion de poblacion segin el 1.D..

La hipétesis que se tome para el efecto proteccion debe tener en cuenta
hechos como la incorporacién de la mujer al trabajo, que originard en un futuro un
mayor porcentaje de personas de mds de 65 afios con derecho a pensién de

jubilacién; la reforma de 1985, cuyo efecto es contrario al anterior; las elevadas
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tasas de paro de los tltimos afios, que también puede provocar la llegada a la
jubilacién de personas que no han cotizado los afios suficientes, etc.. En general, es
de esperar un efecto proteccién positivo porque €l aumento en la cobertura de la
poblacién pensionista se produce con retardo respecto al aumento en la cobertura de
la pobla;cién’ cotizante y esto es lo que ha ocurrido en las dltimas décadas (el
porcentaje de trabajadores en alta respecto a la poblacién activa ha pasado del 74%
en 1972 al 91% en 1992). El supuesto que adoptaremos para el efecto protecciéon

serd de 0,1% hasta el afio 2026 y de 0% (sistema maduro) después.

El efecto menores de 65 afios, aunque puede ser positivo durante algunos
afios, comenzard a ser negativo (los jubilados de menos de 65 afios aumentaran
menos que los de mas de 65 afios) hasta dar lugar a un nimero de jubilados que més
0 menos se mantendra constante. Como consecuencia, el efecto menores de 65 anos
se establece en términos absolutos y se supone que el mimero de pensiones en
menores de 65 afios serd de 340.000 en 1996™. Luego, debido a la llegada a los
60 afios de las generaciones poco numerosas nacidas en la guerra civil y la posguerra
mantendremos este valor constante hasta el afio 2004, a partir del cual hemos
supuesto un periodo de 6 afios en los que desaparecen las jubilaciones con
coeficiente reductor®. El nimero de jubilaciones sin coeficiente reductor lo
mantenemos constante para el resto del periodo de anilisis debido a que los
regimenes que permiten la jubilacién normal antes de los 65 estin estancados o en

recesion.

En el grifico VI.3. se presentan, junto con el nimero de cotizantes, los
resultados para el nimero de jubilados que se obtienen a partir de la proyeccion
demogrifica y de los supuestos antes comentados. El ratio cotizantes-jubilados sufre,

bajo estas consideraciones, una caida del 46,6% (de 3,81 en 1996 a 2,04 en

Esta previsién corresponde a un aumento anual del 5% en 1995 y 1996 a partir de la cifra media
de 1994 que es de 308.285.

891 a eliminacién de este tipo de jubilaciones (el 90% del total) la hemos considerado lineal, es decir,
a razén de 51.000 por afio, hasta llegar al 2010 con 34.000 jubilados.
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2046)%,

En la tabla VI.8. se presentan algunos resultados obtenidos de las
proyecciones que permiten separar el efecto demografico (12 y 32 filas) del efecto
del resto de supuestos planteados, asi como comparar la evolucién por grandes

periodos.

1996-2006 | 2006-2026 | 2026-2056
Pobl. 15-64 afios | 0,06% -0,21% -0,57%
Cotizantes 0,51% 0,22% -0,57%
Pobl. 65 o mis 1,39% 1,11% 0,38%
Jubilados 1,07% 0,92% 0,38%

Tabla VI.8.: Incrementos interanuales resultantes de las proyecciones.

810bsérvese que esta caida es menor a la del efecto demogrifico (56,4%) debido a los supuestos
realizados para determinar los cotizantes y jubilados que, en este sentido, se pueden considerar supuestos
ligeramente optimistas para el sistema.



Resultados por grandes grupos de edad

A 0-14 afios

es 15-64 afos
E365 o mas afios
_ 15-64/65 o mas

1996 2006 2016 2026 2036 2046 2056
Afos

Proyeccion depoblacion

Resultados para cotizantes vy jubilados

10 _ Cotizantes
_ Jubilados

8 ... Ratio Cot./jub.

2
1996 2006 2016 2026 2036 2046 2056
Afos

Proyeccion de cotizantes y jubilados

269
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Valores de los parametros

En cuanto a la rentabilidad neta del capital se establecerd como hipétesis para
todo el periodo un valor del 3% en términos reales, aunque se realizardn andlisis de
sensibilidad para valores del 2% y del 4%. La rentabilidad media obtenido en los
ultimos afios por las instituciones de inversion colectiva en fondos de inversién o de
pensiones ha superado esta cifra, por ello estamos considerando en nuestra hipétesis
que se avanza hacia un periodo de menores tipos de interés reales debido a que el
proceso de unién europea debe llevar a tipos de interés y tasas de inflacién mas
moderados. El valor elegido es habitual en estudios a largo plazo en Espaiia, por

ejemplo en Barea (1995).

La revalorizacién de los salarios o bases de cotizacién en términos reales ha
sido algo superior al 2% anual en los ultimos afios, dato que es similar a la
revalorizacién de la pension media de jubilacién en términos reales a pesar de que
cada variable depende de factores distintos. Las bases de cotizacion aumentan en
términos reales debido principalmente a un aumento de los salarios reales (convenios
colectivos, antigiiedad, deslizamientos, etc.) y a una aproximacion entre salarios y
bases de cotizacién. La pensién media aumenta por las diferencias entre las altas y
las bajas (efecto sustitucién). Se tomard como hipétesis un crecimiento de las bases
de cotizacién del 1,5% real anual para todo el periodo®, lo cual refleja un
agotamiento en el acercamiento de los salarios a las bases de cotizacién y una cierta
moderacién salarial®.

Los ultimos pardmetros que faltan por determinar son los valores deseados

para el tipo de cotizacién y para la tasa de reemplazo de pensiones. Estos valores

82E] incremento para 1996 es el mismo que para 1995 (4,51 % nominal, como mds tarde se razona).

8si se supone que 2/3 de la productividad va a salarios reales se estd considerando un aumento en
la productividad del 2,25% para todo el periodo. Si este valor se suma al crecimiento del mimero de
ocupados se obtiene la hip6tesis implicita de crecimiento del PIB: 2,76 % en 1996-2006, 2,47 % en 2006-
2026 y 1,68% en 2026-2056. El reciente informe de la Fundacién BBV determina las variables de forma
inversa: primero se supone un crecimiento del PIB del 3,5% hasta el 2000 y del 3% en adelante; después,
se supone una productividad del 2,5%; y, por tltimo, se deduce 1a evolucién del nimero de ocupados.
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son medios y por tanto se razona como si todos los cotizantes tuvieran el mismo tipo
de cotizacién y todos los pensionistas la misma tasa de reemplazo. Para obtener estos
valores medios deseados se pueden adoptar distintos criterios. La alternativa que

vamos a seguir consta de los siguientes pasos:

1°) Se calculan los valores de partida (esperados para 1995) del tipo de
cotizacién y de la tasa de reemplazo de pensiones. En nuestro caso, las variables que

los determinan son las siguientes:

- Gasto en pensiones de jubilacion: considera las transferencias a
familias por pensiones de jubilacién segin el presupuesto de 1995 (de
todos los regimenes y s6lo las contributivas). No se tiene en cuenta,
por tanto, ni las pensiones no contributivas ni los gastos de gestion,

administracién y control.

- Niimero medio de pensiones de jubilacién contributivas: esta cifra
no aparece en el presupuesto, pero si el mimero estimado a principios
y a final de afio, por lo que se puede deducir el incremento esperado
que es de 2,32 %. Aplicando este porcentaje al nimero medio mensual

de pensiones de 1994 se obtiene la cifra esperada para 1995.

- Nimero de cotizantes: se toma el nimero medio mensual real de

1994 més un 2,5%%.

- Base media de cotizaci6n (salario): se calcula a través de una media

de las bases de cotizacién esperadas de cada régimen ponderada por

$Este porcentaje representa el aumento medio observado durante el primer semestre de 1995 y es
similar a la proyecci6n realizada para el aumento de la poblacién ocupada segiin el grupo de expertos de
previsién econémica del Ministerio de economia que lo cifra en un 2,4% (Sintesis de indicadores de
coyuntura, Julio de 1995).
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el nimero de cotizaciones®.

Los valores de cada variable y los resultantes para el tipo de cotizacién y la

tasa de reemplazo de pensiones para 1995 se resumen en la tabla VI.9..

Datos 1995
Gasto en pensiones de jubil. (mill.) (a) 3.369.201
Niimero medio de cotizantes (b) 12.347.465
Nimero medio de pensionistas (c) 3.250.036
Base media de cotizacién (d) 1.763.383
Tipo de cotizacién medio (a/(b-d)) 15,47%
Tasa de reemplazo media (a/(c-d)) 58,79%

Tabla VI.9.: Cdlculo de los pardmetros de partida®.

2°) Se resuelven a continuacién dos problemas de C.O. discreto previos que
recogen el esfuerzo médximo que debe recaer sobre cotizantes y pensionistas
respectivamente para hacer frente al cambio demografico si se permite la creacién
de un fondo de capital sin limitaciones y no se produce ninguna otra reforma.

Llamando a los pardmetros de partida anteriores ¢ y @, los Problemas [1II] y [IV]

8Este calculo se realiza para 1994 sin tener en cuenta la cotizacién por jornadas reales y teéricas
del régimen especial agrario (Anexo al informe econémico-financiero del proyecto de presupuestos de la
SS. 1994). El resultado se aumenta en un 4,51 % para 1995 que corresponde a un aumento del volumen
de cotizaciones normales de empresarios y trabajadores del 6,61% (tras homogeneizar la cifra del 94 y
del 95) descontando el aumento previsto del nimero de cotizaciones del 2% (Presupuesto de la SS. Cifras
y datos. 1995).

8Si el modelo incluyera también los gastos generales imputables a las pensiones de jubilacién
contributivas los parimetros de partida habria que recalcularlos. Lo mismo ocurriria si se deseara incluir
las pensiones no contributivas.
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siguientes dan como solucién respectiva el tipo de cotizaciéon (¢”) y la tasa de
reemplazo de pensiones (d") que se deberia implantar durante todo el periodo para
que el otro pardmetro se mantuviera al nivel de partida y se hiciera frente al cambio

demografico esperado (se trata de porcentajes de maximo esfuerzo).

61
Min Y (cWC,-c?WC)?

t=1

s.a: [II1]
K. ,-K, = rK+cW,,C, -d*W, P t=0,...,60

t+1 t t+1 t+17 t+1

K0, K20  t=1,.,61

61
Min Y (dWP-d*WP)
=1

s.a: [IV]
K, -K, = rK,+c*W, C, ,-dW, P 1=0,...,60

t+1 t t+1 e+l t+17 t+1

K0, K20  t=1,..61

Comparando las soluciones a ambos problemas con los valores iniciales de
los pardmetros se observa la magnitud del esfuerzo que debiera recaer sobre cada

colectivo (cotizantes o pensionistas) si el otro se mantuviera al nivel de partida.

Las soluciones se han obtenido utilizando software estindar de P.N.L.
(programa LINGO en su versiéon 2.1 de 1995 para problemas de grandes
dimensiones) y para cada hipétesis sobre la fase intermedia del ciclo. Las tablas
VI.10. y VI.11. recogen los valores 6ptimos de los pardmetros. Unas caracteristicas
adicionales de las soluciones son que al resolver el Problema [III] se acumula un

fondo de capital superior en cada afio al que se consigue al solucionar el Problema
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[IV], pero en ambos casos el importe maximo del fondo tiene lugar el mismo afio

y es igual a cero al finalizar el horizonte de planificacion.

(o dar
(¢=15,47%) (@=58,79%)

Tasa de paro alta (21%) 20,03% 45,42%

Tasa de paro media (19%) 19,53% 46,57 %
Tasa de paro baja (17%) 19,06 % 47,72 %

Tabla VI.10.: Tipos de cotizacion y tasas de reemplazo de pensiones de mdximo
esfuerzo en funcion de la tasa de paro para un rendimiento del capital del 3% en

términos reales.

r=2% 20,22% 44,99%

r=4% 18,92% 48,09%

Tabla VI.11.: Tipos de cotizacion y tasas de reemplazo de pensiones de mdximo

esfuerzo en funcién del rendimiento del capital para una tasa de paro del 19%.

Estas tablas dan, como resultado adicional, una aproximacién a la
sensibilidad de los tipos maximos ante variaciones en la tasa de paro y en la
rentabilidad del capital. Se observa que variaciones en 2 puntos en la tasa de paro

modifican el tipo de cotizacién méaximo en 0,5 puntos aproximadamente (relacion
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directa) o la tasa de reemplazo méxima en 1,15 puntos (relacién inversa). Por otro
lado, variaciones en 1 punto en el rendimiento real del capital afectan en 0,65 puntos
al tipo de cotizacién maximo (relacién inversa) o en 1,55 puntos a la tasa de

reemplazo maxima.

En términos relativos, la solucién bajo las hipétesis medias indica que el tipo
de cotizacién debe aumentar un 26,2% o, alternativamente, la tasa de reemplazo
bajar un 20,8% para hacer frente al cambio demografico si se crea un fondo de
capital sin limitaciones. Estos cambios son muy inferiores a los que se exigirian sin
fondo de capital (aumento maximo del tipo de cotizacién del 86,8% o disminucién
méxima de la tasa de reemplazo del 46,6 %) aunque, por contra, el cambio debe ser

inmediato.

3°) Con los valores obtenidos debe haber a continuacién una decision
subjetiva de como repartir el ajuste y obtener asf los porcentajes deseados. Se trata
de elegir subjetivamente un valor (8) del intervalo [0,1] y obtener los porcentajes
deseados como combinacién lineal convexa de los valores de partida y los de

maximo esfuerzo:

(C "d l'l) = ﬁ(C m’dp)+(1 _B)(C P’d m)

De esta manera cuanto mis préximo esté § a 0 mas esfuerzo recae sobre los
pensionistas y cuanto mds préximo esté a 1 mis recae sobre los cotizantes. Si la
decisién es que el reparto entre ambos grupos sea equilibrado el valor de 8 es 0,5

y los valores deseados correspondientes son ¢'=17,50% y d"=52,68%.
VI.3.3.2.- Aplicacion del modelo y resultados
Con las variables exdgenas y los pardmetros se pasa a resolver el modelo

general. El modelo considera que hay limitaciones en la cuantia del fondo de capital

y para adaptarse a ellas los tipos de cotizacién y tasas de reemplazo son variables
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en el tiempo. La solucién del modelo determina ambos porcentajes en cada periodo
(variables de control) y adicionalmente la cuantia del fondo de capital (variable de
estado) en términos reales. El modelo se resuelve para distintos supuestos acerca de
la limitacién del fondo de capital (parimetro a), empezando por el caso no
restringido’(a =o0) cuya solucién para el tipo de cotizacién y tasa de reemplazo es,
obviamente, igual en cada periodo a los valores deseados. También incluimos la
solucién que se obtendria bajo un sistema de reparto (a=0) para comparar mejor el

efecto que produce la consideracién del fondo de capital.

El modelo a resolver es el descrito en el epigrafe VI.3.2. (Problema [II]):

61
Min E [(cWC,—c *thCz)z.F(detP ;—d" WP 1)2]
t=1

s.a:

K.-K, =rKs+c,W,C,,-d.,W.P

t+1 t (20 B 23 gt £ Slinar 23 I £ 3 ¥ £ 1

t=0,...,60 =

K=0, K20  t=1,..,61
K, < adWpP,  t=1,.,61

Los valores de los pardmetros son: ¢'=17,50%, d°=52,68%, r=3%. Sobre
a se toman distintas hipétesis y se escoge la hipétesis media para el nimero de

cotizantes.

Un resumen de los resultados que se obtienen para cada variable del
problema y para cuatro hipétesis sobre el pardmetro a se recoge en los gréaficos
V1.4., VL.5. y VL6..
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La tabla VI.12. recoge los principales resultados en términos absolutos: el
ajuste inicial (diferencia entre los valores 6ptimos de 1996 y los iniciales de 1995),
la magnitud total del ajuste (diferencia entre los valores 6ptimos del afio de méximo
esfuerzo y los de 1995) y la cuantia méxima del fondo de capital (en pesetas de
1996).

a=0 a=3 a=oo
Ajuste c 0,18 0,90 2,03
inicial d 0,94 -1,78 -6,11
Ajuste c 6,22 3,93 2,03
total d -14,64 -10,55 -6,11
Cuantia max. K 0 26,73 bill. | 46,35 bill.

Tabla VI.12.: Principales resultados de la aplicacion del modelo en términos

absolutos.

La tabla VI.13. sintetiza los resultados en términos relativos: ajuste inicial,
variaciones interanuales desde 1996 hasta el afio de maximo esfuerzo y cuantia

méxima del fondo de capital en % del PIB si este crece al 2% anual.
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a=0 a=3 a=oo
Ajuste c 1,18% 5,79% 13,12%
inicial d 1,60% | -3,03% | -10,39%
Ajuste c 0,65% 0,41% 0%
interanual d -0,60% -0,40% 0%
K max. (% P.1.B.) 0 16,18% 30,36%

Tabla VI.13.: Principales resultados de la aplicacion del modelo en términos

relativos.

Las soluciones muestran un intercambio entre magnitud y rapidez del ajuste.
Asi, la solucién de reparto puro (a=0) realiza el ajuste al mismo ritmo que
evoluciona la demografia y, por tahto, es un ajuste gradual pero profundo. En el
caso opuesto, la existencia de reservas financieras no limitadas requiere un ajuste
inmediato aunque de magnitud menor®. Si se limita el fondo de capital las
soluciones son intermedias (el afio de maximo esfuerzo se sitda en el 2038, ocho

afos antes que bajo el sistema de reparto puro).

El modelo se puede resolver incorporando algunas de las modificaciones que
se han planteado en el epigrafe VI.3.1. o cambiando alguno de los valores de los
pardmetros sujetos a una decisién politica. A continuacién se analizan otros tres
modelos con el objetivo de comparar los distintos tipos de ajuste que surgen. Los

modelos modificados tratan de incluir los siguientes efectos:

- Exigir un ajuste menor en los primeros periodos que en los ultimos. Esto
se consigue penalizando mds las desviaciones de los tltimos periodos. Para ello se

introduce una funcién creciente con el tiempo dentro del sumatorio de la funcién

87La dificultad de esta politica, aparte de exigir una reforma radical, estd en los posibles efectos
econémicos adversos de un fondo de capital excesivamente dimensionado que puede llevar a una economia
sobrecapitalizada.
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objetivo, quedando:

61
E (1+)! [(c,W,C,-c "WtCt)2+(dtWrP —~d WP r)2]

t=1

- Cambiar la distribucién del ajﬁste entre cotizantes y pensionistas. En
concreto, se ha resuelto el modelo exigiendo un mayor ajuste a los pensionistas que
a los cotizantes. En términos matemadticos esto se logra disminuyendo el valor del

pardmetro f3.

- Exigir trayectorias estables a partir de cierto periodo para las variables de
control. Esto responde al objetivo de llegar a una fase de madurez con tipos de
cotizacién y tasas de reemplazo constantes para dotar al sistema de estabilidad. Si

el periodo a partir del cual se exige la estabilidad es #’, el modelo a resolver es:

61
Min Y (W C-c W +AWP,-d"WPY]
t=1

s.a.
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Los valores numéricos concretos que se han tomado son: £#=0,02 en el
primer modelo modificado, 3=0,25 en el segundo y #’ =31 (afio 2026) en el tercero.
La solucién de los tres modelos y la comparacién con el modelo original, todo ello

para a=3, se recoge en los grificos VI.7 a VI.9.
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Los resultados en términos relativos se presentan en la tabla VI.14.. En ella
se recoge la variacién del afio de maximo esfuerzo respecto de los valores iniciales
y, entre paréntesis, la variacién interanual desde 1996 hasta el afio de méiximo

esfuerzo que es el 2038 excepto en el caso de trayectorias estables que es el 2026.

Incremento tipo | Disminucién tasa | Cuantia maxima K
MODELOS | de cotizacién de reemplazo como % del PIB
Original 25,39%(0,41%) | 17,94%(0,40%) 16,56 %
b=0,02 26,72%(0,47%) | 18,43 %(0,45%) 16,61%
£=0,25 18,12%(0,41%) | 22,70%(0,40%) 15,60%
Estabilidad 2026 | 23,12%(0,60%) | 15,74%(0,56%) 16,13%

Tabla VI.14.: Principales resultados de los modelos modificados con a=3.

El resultado de los modelos permite encontrar la solucién 6ptima segin el

tipo de ajuste deseado:

- Bajo un sistema de reparto puro el ajuste es gradual, lento (hasta el
ano 2046) y de magnitud amplia: disminucién mdxima de 14,6 puntos en la
pensién media como porcentaje del salario medio y aumento en 6,2 puntos
en el tipo de cotizacion. Estas diferencias se recortarian al final del periodo

considerado al mejorar las curvas demograficas.

- Con fondos de capital se puede alterar esta forma de realizar el
ajuste. En primer lugar, cuantas menos limitaciones se impongan al volumen
del fondo mds rdpido serd el ajuste y menor su magnitud maxima (tablas
VI.12. y VI.13. y grificos VI.4. a V1.6.). En segundo lugar, si se exige que

el ajuste finalice en un determinado afio (a partir del cual las tasas y los tipos
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son estables), el ajuste se realizard de forma gradual hasta dicho afio donde
se producird un ajuste brusco, que serd mayor cuanto mais corto sea el
periodo de ajuste (graficos VI.7. a VI.9.). Adicionalmente, el ajuste puede
repartirse de multiples formas entre cotizantes y pensionistas (pardmetro 3)

y también entre géneraciones (pardmetro b).

Estas consideraciones son importantes porque los instrumentos que se utilicen
para reformar el sistema de pensiones son adecuados o no en funcién del tipo de

ajuste deseado.

Mis que los valores concretos de las variables hay que observar, como ya
hemos mencionado antes, su tendencia dinidmica y la comparacién entre los
resultados bajo distintos escenarios. Las conclusiones relevantes son, en
consecuencia, la magnitud aproximada del ajuste que requiere el cambio demogrifico

y cémo este ajuste se puede suavizar a través de la creacién de reservas financieras.

No se han tenido en cuenta ciertos efectos econémicos de la acumulacién de
capital, es decir, variables como el aumento en los salarios, la tasa de rentabilidad
del capital o la tasa de paro se han supuesto exdgenas y no en funcién del nivel de
capitalizacién, como parece aconsejar la teoria (por ejemplo en Burbidge, 1983; y
Lépez Garcia, 1991). Creemos, sin embargo, que esto no afecta sustancialmente a

la tendencia observada por las variables, debido a dos motivos:

- Primero, porque si se limita el fondo de capital se limita, a su vez, este tipo

de efectos econdmicos.

- Segundo, porque la consecuencia de estos efectos a nivel financiero hubiera
tendido a compensarse segun los estudios tedricos: a mayor capitalizacién, menores

tipos de interés pero también menores tasas de paro.

Los comentarios anteriores no suponen, a nuestro juicio, un obstéculo para

dar validez al modelo y, por tanto, al uso de la teoria del C.O. en tiempo discreto
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para estudiar el problema de la financiacién de las pensiones de jubilacién ptblicas.
A partir de ahi, el modelo puede servir de base para hacer estudios similares a éste
que partan de hipétesis distintas (por ejemplo, con otras proyecciones para el nimero
de cotizantes y de pensionistas) o que reduzcan €l problema al caso de las pensiones
del Régimen General de la S.S. o que lo amplien al caso de otras clases de

pensiones, etc..

VI1.3.4.- Instrumentalizacion de la solucion

La decisién de establecer un nivel de reservas para hacer frente al cambio
demogrifico debe ir acompaiada de otras decisiones que tengan como objetivo el
adecuar los tipos de cotizacién y las tasas de reemplazo a los valores Optimos de
cada periodo. Estas variables, pese a ser variables de control en el contexto del
modelo matemaético, no son instrumentos reales de decisién en el dmbito de la
politica econdmica, sobre todo en lo que se refiere a la tasa de reemplazo. Por tanto,
la solucion del modelo se debe interpretar como un objetivo intermedio a alcanzar,
y lo que queda por determinar es el conjunto de instrumentos concretos que se deben
utilizar para conseguir el objetivo. Los instrumentos que vamos a analizar son
bastante citados en la literatura® y también aparecen, aunque no concretados, en

las conclusiones del Pacto de Toledo (Vicente, 1995).

El tipo de cotizacién se divide en la parte de empresarios, trabajadores y
Estado (via impuestos). En ausencia de reformas, el tipo se mantendria constante al
nivel de 1995 lo cual no es compatible con la solucién del modelo. El principal
instrumento que se maneja para aumentar el tipo de cotizacién es la profundizacién
en la reforma de la estructura financiera de la S.S.. Esto significa distinguir las
fuentes de financiacién de la parte contributiva (sustitucién de rentas) y de la no

contributiva (redistribucién de renta). La idea es que la parte de sustitucién de rentas

88Existe abundante literatura divulgativa sobre propuestas de reforma de la S.S., aunque una
limitacién bastante general de estos trabajos es que no suelen cuantificar los efectos de las reformas que
plantean. De entre ellos cabe citar 1a monografia dirigida por José Barea (Barea y otros, 1995), que
destaca, no sélo por ser reciente, sino por el detalle con que concreta las propuestas.
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se financie con cotizaciones y la parte redistributiva con impuestos, lo cual supondria
un aumento en la aportacién del Estado dado el superdvit actual de la parte
contributiva®®. Los efectos cuantitativos de esta propuesta sobre el tipo de

cotizacién se recogen a continuacién, distinguiendo dos niveles de actuacidn.

En un primer nivel, dentro de las pensiones de jubilacién, la parte de
complementos a minimos que todavia se financia con cotizaciones debe pasar a
financiarse con impuestos. En el presupuesto de 1995 esto significaria una aportacién
extraordinaria del Estado de aproximadamente 171.000 millones de ptas.. Si esta
aportacién se realiza sin disminuir la aportacién de trabajadores y empresarios el
resultado seria equivalente a un aumento del tipo de cotizacién desde el nivel inicial

(15,47 %) hasta el 16,26%.

En un segundo nivel, si las cotizaciones que en 1995 se destinan a financiar
la Sanidad se sustituyen por impuestos y se desvian a la parte contributiva de la
Seguridad Social, se dispondrd de recursos adicionales para financiar los gastos
contributivos (de los cuales el 52,6% son pensiones de jubilacién). La cuantia
resultante es de 347.000 millones, que permite pasar a un tipo de cotizacién
equivalente del 17,07%, siempre y cuando el aumento en la aportacién del Estado

se realice sin disminuir las cotizaciones®.

Si se tiene en cuenta los dos niveles de racionalizacién comentados en los dos
pérrafos anteriores, los recursos adicionales que debe aportar el Estado via mayores
impuestos permite situar el tipo de cotizacién en el 17,85%. Esta reforma es
adecuada para aplicarla a un modelo cuya solucién 6ptima requiera un ajuste

gradual. Veamos cuatro ejemplos de ajustes:

8E1 superdvit de la parte contributiva se sitia en 1,1 billones segin Barea y otros (1995) en el
presupuesto de 1994, aunque nuestros célculos dan una cifra inferior (0,82 billones en 1994 y 0,62 en
1995) debido a distintas metodologias de cilculo. El Ministerio de Trabajo y Seguridad Social lo cifra en
0,19 billones en 1995 debido bisicamente a que no incluye los complementos a minimos como gasto no
contributivo (Presupuestos de la Seguridad Social. Cifras y datos. 1995).

%Recientemente, el F.M.I. ha recomendado la creacién de un impuesto para financiar los gastos
sanitarios.
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- En el caso de un sistema sin reservas financieras el aumento de impuestos
se puede repartir hasta el afio 2029, quedando pendiente una subida de 3,84
puntos en el tipo de cotizacién (hasta el 21,69% en el afio 2046), pudiendo

descender mds tarde. Se cubre el 38,2% del ajuste necesario.

- En el caso de fondo de capital limitado (a=3), esta reforma se puede
implantar de forma progresiva (hasta el afio 2028 aproximadamente). A partir
de entonces el tipo de cotizacién debe aumentar todavia 1,55 puntos (hasta
el 19,40% en el afio 2038), aunque luego puede disminuir. Se cubre el
60,5% del ajuste.

- Si la decision es que recaiga un mayor ajuste sobre los pensionistas que
sobre los cotizantes (8=0,25), esta reforma es pricticamente suficiente para
realizar el ajuste de la parte de cotizantes (cubre un 84,7%) y sélo se

necesita un aumento de 0,43 puntos.

- Si se desean tipos estables a partir del afio 2026 (con a=3), esta reforma
es suficiente para cubrir todo el periodo transitorio y una parte del ajuste
brusco de ese afio, siendo necesario un aumento adicional en dicho afio de

1,2 puntos (hasta el 19,05%). Se cubre el 66,4% del ajuste.

La tasa de reemplazo depende de la pensién media y de los salarios. En
ausencia de reformas es muy posible que tienda a ser creciente ya que la pension
media crecerd mds que los salarios. Esto es asi porque se ha supuesto moderacién
salarial y por tanto el crecimiento de los salarios en el pasado (que afecta al
crecimiento futuro de la pensién media via pension media de las altas) es superior
al crecimiento en el futuro. Esto contrasta con la solucién éptima, que exige
disminuciones en la tasa de reemplazo, por lo que hay que analizar las propuestas

de reforma.
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Una de las reformas que se maneja es el aumento en la edad de
jubilacién® 2, Esta propuesta no debe entenderse como un aumento obligatorio
en la edad de jubilacién sino como un retraso en el comienzo del pago de las
pensiones publicas. Asi, un trabajador de 65 afos puede optar por seguir trabajando
los afios adicionales o por retirarse, teniendo en cuenta que debe disponer de un
ahorro privado suficiente hasta que empiece a percibir las pensiones puiblicas unos
afios después. Aparte de otras implicaciones, los efectos de esta medida sobre la
financiacién de las pensiones son positivos por cuanto disminuye el nimero de
jubilados que cobran pensién, pero en el otro sentido también es verdad que se
puede producir una disminucién del mimero de cotizantes® o un aumento en la

pensién media®.

Un anélisis simple seria aquel en el que sélo se tiene en cuenta el efecto
sobre el nimero de jubilados. Los célculos realizados dan como resultado una
disminucién del nimero de perceptores del 5,21% por cada afio que se retrase el
derecho a percibir la pensién de jubilacién (antes de la desaparicién de las
jubilaciones anticipadas este porcentaje serd aproximadamente de 4,7%)%. Con este
andlisis simple, las tasas de reemplazo 6ptimas quedan aumentadas en la misma

medida que disminuye el nimero de pensionistas, lo cual permite que el ajuste que

Ma propuesta concreta en Barea y otros (1995) es "aumentar la edad de jubilacién a 70 afios,
excepto para aquellos trabajos que requiriesen una edad menor de jubilacién”" (pig. 51). La cuantificacién
que en ese trabajo se realiza de dicha propuesta se refiere al ratio afios de pensionista por afios de
cotizante que pasaria de 0,37 a 0,2.

92Villagarcia (1995) ha estudiado las variables socioeconémicas que influyen en el paso a la jubilacién
a través de un modelo econométrico. Sus resultados son que existen ciertos colectivos, como los
trabajadores por cuenta propia y los que tienen un alto nivel de educacién-renta, que prolongarian su vida
laboral si ello fuera posible.

93si los mayores de 65 afios que siguen trabajando no cotizan y, como parece 16gico, ocupan un
puesto de trabajo que irfa a una persona més joven

%45 en el calculo de la pensién inicial se considera la base de cotizacién de los afios adicionales de
trabajo y dicha base es superior a la de antes.

%5En estos célculos se ha utilizado Ia proyeccién del I.D. para los afios 1996-2026 y el cociente entre
el porcentaje de personas entre 65 y 69 sobre los mayores de 65 aiios y los jubilados entre 65 y 69 afios
sobre el total de jubilados mayores de 65 afios a 1-1-95.
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requiere la solucién 6ptima no se traduzca en menores pensiones.

Este tipo de politica provoca saltos bruscos en la tasa de reemplazo por lo
que no se acomoda bien a las soluciones Optimas que requieren ajustes graduales y

si, en cambio, a las que incluyen ajustes repentinos. Veamos dos ejemplos:

- Si se opta por una reforma radical desde el primer periodo permitiendo un
nivel de reservas sin limitaciones, la tasa Optima es igual a la deseada
(52,68%) y este descenso respecto de la tasa inicial (que es del 10,4%) se
conseguiria aumentando en dos afios la edad de jubilacién sin modificar la
cuantia de las pensiones. El inconveniente es que este tipo de reforma deberia
conocerse con antelacién por lo que resulta el instrumento ideal para los
modelos cuyas soluciones Optimas contengan ajustes bruscos en periodos
intermedios, es decir, para los modelos que exigen acabar con una tasa de

reemplazo estable.

- Efectivamente, si se exige estabilidad a partir del afio 2026 (con a=3) el
descenso repentino en la tasa de reemplazo en ese afio es de 4,41 puntos
(8,2%), lo cual se consigue con holgura aumentando dos afios la edad de
jubilacién: se deberia anunciar, por tanto, un aumento en dos afios en la edad
de jubilaci6n para los nacidos después de 1960. De esta manera, la reforma
ya no se puede considerar radical ya que hay tiempo para que los actuales
trabajadores ahorren lo suficiente si no quieren prolongar la edad de retiro

esos dos afios.

El andlisis realizado ha sido el més simple posible, dado que el alargamiento
en la edad de jubilacién puede llevar a un aumento en la pensién inicial 0 a una
disminucién de cotizaciones. Por otra parte, la dindmica de la tasa de reemplazo,
como se ha comentado, es creciente en ausencia de reformas, por lo que el resultado
obtenido sélo es vélido si se llevan a cabo otras reformas cuya consecuencia sea el
mantenimiento de la tasa de reemplazo al nivel de pa'rtida. Estas reformas

adicionales son las que pasamos a analizar.
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Efectivamente, otros instrumentos que se manejan por el lado de las
prestaciones se pueden englobar en uno mds general: la disminucién de la pensién
media. Existen dos formas posibles: disminuir la pensién inicial de entrada al
sistema o revalorizar por debajo de la inflacién las pensiones existentes. Los

instrumentos concretos que se citan son, entre otros, los siguientes:

- Ampliar el periodo de referencia para el cilculo de la base reguladora.
Se trata de calcular la base reguladora, que sirve de base para calcular la pension de
las altas, en funcién de la base de cotizaciéon de un periodo de tiempo més amplio
que el actual (ocho afios). Esto, ademds de aumentar la relacion entre lo cotizado y
lo recibido, da lugar a una reduccion de la base reguladora y por tanto de la pensién
media de las altas. Este mismo instrumento se puso en préctica tras la reforma de
1985 (se paso de dos a ocho afios) y el resultado fue un aumento en la pensién

media de las altas en 1986 de sélo el 0,76% nominal.

- Asignar el porcentaje de la base reguladora que supone la pensioén de las
altas de manera que se reduzca en términos medios. Se enuncian dos posibilidades:
aumentar el nimero de afios para llegar al 100% de la base reguladora
(actualmente en 35) y pasar a un sistema proporcional (actualmente con 15 afios
cotizados se obtiene el 60% de la base reguladora y los otros 20 afios dan lugar al
otro 40%).

- Revalorizar las pensiones menos que la inflacién. Esta propuesta tendria
efectos muy potentes porque afectaria a todas las pensiones y no sélo a las altas pero
también enormes costes desde un punto de vista politico. Sin embargo, existe cierto
margen para llevarla a cabo si se introducen elementos redistributivos como la
congelacién de las pensiones méximas, menor aumento de las pensiones mds

elevadas, etc..

La forma de cuantificar este tipo de reformas parte de la ecuacién (23) que
relaciona la pensién media con la dindmica de altas y bajas y con la revalorizacién

de las existentes.
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p ulP t+1~ P, xP t(l +0) +at+lAt+l _bt+le+l (23)

donde las nuevas variables son la pensién media de las altas (a,), el nimero de altas
(4,), la pensién media de las bajas (b,), el mimero de bajas (B,) y la revalorizacién

en términos reales de las existentes (i). -

Las dos primeras reformas comentadas inciden sobre la forma de célculo de
la pensién media de las altas (a,) reduciéndola, el tercer tipo de reforma disminuye
el pardmetro i. En todos los casos se produce una disminucién de la pensién media
global. La tabla VI.15 muestra en tres columnas el impacto de diversas reformas.
La primera recoge la variacién que se produciria en la pensién media de las altas del
afio 96 al implantar cada reforma respecto a la situacién actual. La segunda columna
indica, en términos nominales, la variacion de la pensién media de las altas de 1996

_respecto a la de 1995 con cada reforma (una posible limitacién de tipo politico a las
reformas es que esta pensién no disminuya en términos nominales como en la
reforma de 1985). La tltima columna muestra el aumento de la pensién media global
en términos reales del afio 1996 respecto a 1995, con el objetivo de compararla con
la solucién 6ptima. También se han incluido los valores si no se introduce ninguna
reforma (sistema actual). Las cifras obtenidas son s6lo una primera aproximacién al
verdadero efecto de cada reforma ya que los célculos se han basado en supuestos

generales y en datos publicados oficialmente.
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Variacién en | Variacion en a, Variacion en p,
Sistema a, respecto al | de 1996 respecto | de 1996 respecto
actual sistema | a 1995 (nominal) | a 1995 (real)
actual 0% 6,34% 2,26%
pr35% -4,51% - 1,54% 1,83%
pr40 -11,41% -5,79% 1,18%
actual 40% -7,02% -1,13% - 1,59%
bal5% -6,82% -0,92% 1,61%
ba30 -18,98% -13,85% 0,45%
pr40-ba30 -28,22% -23,67% -0,43%
" i=-0,5% -28,22% -23,67% -0,91%

Tabla VI.15.: Porcentajes de aumento de la pensién media de las altas y global

segiin varias hipétesis. Elaboracién propia.”

%1 sistema pr35 (pr40) determina el % de la base reguladora que supone la pension inicial de una
forma proporcional con 35 afios (40 afios) cotizados para alcanzar el 100%. Los céilculos se han realizado
con los datos de los afios cotizados de las altas con hecho causante en 1992.

“TSistema actual modificado para alcanzar el 100% con 40 afios cotizados. Los 15 primeros permiten
obtener el 50% de la base reguladora y los otros 25 dan lugar al 50% restante de forma proporcional. Es
una reforma intermedia a la de pasar directamente a un sistema proporcional.

%8E] sistema bal5 (ba30) calcula la base reguladora en funcién de los dltimos 15 (30) afios cotizados
actualizando las bases de cotizacién excepto en los dos tltimos afios. Los célculos se han realizado como
si la media de los nuevos pensionistas hubieran tenido una base de cotizacién que se revalorizara un 2%
anual en términos reales y utilizando un 7% en la actualizaci6n (estos porcentajes son aproximadamente
las medias anuales de aumento de las bases de cotizacién en los idltimos 15 afios).

$Los porcentajes se obtienen utilizando la férmula (23). La pensién media de 1995 se ha calculado
aumentando la media de 1994 en un 6,84% anual (este porcentaje es el que se ha dado en el primer
semestre de 1995). Para 1996 el aumento ha sido el mismo menos medio punto ante la previsién de una
menor inflacién (4% frente a 4,5% en 1995). La pensi6n media de altas y bajas se calcula a partir de la
pensién media manteniendo las proporciones existentes entre las tres a 1 de Julio de 1993. La dindmica
de altas y bajas se obtiene con la proyeccién demogrifica del 1.D.,
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Con este anilisis se tiene una idea del efecto cuantitativo de cada reforma en
términos de aumento de la pension media del primer afio tras la reforma.
Evidentemente se pueden combinar entre si aunque en la tabla sélo aparezca la
combinacifn entre los sistemas "pr40" y "ba30". Las reformas se deben introducir
paulativamente y, por tanto, son instrumentos adecuados para realizar ajustes
graduales. Se observa que bajo el sistema actual la pensién media crece mas que los
salarios reales (2,26% frente a 1,5%) por lo que la tasa de reemplazo es creciente.
El sistema "pr40" llevaria a una tasa de reemplazo decreciente (1,18% frente a
1,5%), tal y como exige las soluciones Gptimas'®, pero a costa de una disminucién
nominal de las pensiones de las altas, lo cual puede ser peligroso en base a los
efectos politicos. La alternativa de revalorizar menos que la inflacién las pensiones
elevadas tampoco parece muy popular. La iinica salida para aliviar los efectos de las
reformas es introducirlas gradualmente junto con el aumento en la edad de

jubilacién.

Lanzar una propuesta concreta vilida para todo el periodo que combine las
distintas reformas exige realizar una proyeccién de la pensién media a largo plazo,
ejercicio éste realmente atractivo pero laborioso y sujeto a muchas incertidumbres.
Haria falta disponer de la pensién media por edades (estidn publicadas por grupos
quinquenales), de las tasas de mortalidad esperadas, ademds de la proyeccion de
jubilados realizada y de hipdtesis sobre aumentos reales futuros de la pensién media
de las altas (que dependerian no sélo del aumento esperado de salarios sino también
del efecto de la desaparicién de las jubilaciones con coeficiente reductor y de la

tendencia a completar cada vez mds los periodos de cotizacién'®).

El modelo elegido determina los instrumentos de reforma mas adecuados, los

1005 1a tasa de reemplazo Gptima disminuye en cuantia x (en tanto por uno), la reforma debe ser tal
que la pensién media crezca a la tasa (1+aw)(1-x)-1 (en tanto por uno). Por ejemplo, una disminucién
de la tasa de reemplazo del 0,4% y unos salarios creciendo al 1,5% implican que la pensién media s6lo
podr4 subir un 1,094 % en términos reales.

101gy, Achurray Quilez (1990) se cuantifican dichos efectos en 1989, llegindose a la conclusién que
la pensién media de las altas estd infravalorada aproximadamente un 9% por las jubilaciones anticipadas
y un 8% por no estar jubilindose con 35 afios cotizados.
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cuales, a su vez, generan unos costes politicos que no hay que menospreciar. En
consecuencia, los efectos politicos determinan indirectamente el modelo a seguir.
Una opcién razonable parece ser la creacién de un fondo de capital moderado con
estabilidad a partir del afio 2026 ya que requiere un ajuste gradual en los primeros
30 afios (12 etapé) seguido de un ajﬁste brusco (22 etapa) para el que se ha tenido
tiempo suficiente de prepararse. Un valor del pardmetro a igual a 3 con 8=0,5
reparte pricticamente al 50% el ajuste entre ambas etapas y entre cotizantes y

pensionistas.

Con estos valores de los pardmetros el modelo pronostica un aumento del
23,12% en el tipo de cotizacién y una caida del 15,74 % en la tasa de reemplazo. El
incremento en el tipo de cotizacién seria cubierto en dos terceras partes por un
aumento de impuestos para lograr el equilibrio de la parte contributiva y la no
contributiva (aproximadamente 2 puntos de IVA), y el tercio restante con un
aumento del tipo a cargo de empresarios y trabajadores (1,1 puntos de cotizacidn).
La mitad de estos aumentos se debe producir de forma gradual hasta el 2026 y la
otra mitad de forma brusca en dicho afio. El descenso en la tasa de reemplazo se
repartiria a partes iguales entre menores pensiones (instauracién progresiva del
sistema "pr40-ba30" con moderacién de las pensiones mds altas hasta el 2026) y

menos pensionistas (aumento de dos afios en la edad de jubilacién en el 2026).

Asi pues, el mantenimiento del sistema publico de pensiones puede
asegurarse, no sin esfuerzo, con una adecuada combinacién de reformas graduales

y otras méds bruscas pero anunciadas con suficiente antelacion.

Esto es s6lo un ejemplo de ajuste con el uso de unos determinados
instrumentos de reforma, pero indica que si el tema se afronta de forma decidida y
rdpida se puede conseguir la viabilidad, no s6lo financiera sino también politica, del

sistema publico de pensiones.
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Las conclusiones de la tesis recogen el grado de cumplimiento de los
objetivos propuestos en su inicio, asi como las limitaciones a las que estin sujetos
los resultados obtenidos y las posibilidades que quedan abiertas para futuras

investigaciones.

El objetivo principal planteado ha sido presentar los aspectos més relevantes
de la teoria del control 6ptimo en tiempo discreto de una forma homogénea y
rigurosa para su posterior uso como instrumento matematico aplicado al
planteamiento y resolucién de modelos financieros relacionados con las pensiones

de jubilacién.

El objetivo a nivel tedrico se ha cubierto fundamentalmente a lo largo del
capitulo segundo en la medida en que las formulaciones recogidas relacionan la
teoria del control 6ptimo discreto con la programacién no lineal, mas conocida y
utilizada en el entorno de modelos econdémicos. Presentar las formulaciones del
control 6ptimo discreto como un caso particular de la programacion no lineal resulta
ventajoso de cara a su comprension y a su resolucion a través de métodos numéricos
mas estandarizados. A su vez, el hecho de incluir el principio del maximo discreto
como via alternativa de trabajo ha permitido observar las relaciones entre ambos

procedimientos lo cual es enriquecedor desde un punto de vista tedrico.

Nuestra aportacién en este nivel teérico ha sido sobre todo de clarificacion
en la interrelacién entre los dos enfoques. Para ello se ha enunciado un conjunto de
teoremas que ha permitido representar en las Figuras II.2. y II.5. las distintas
maneras de dar validez a las condiciones necesarias de 6ptimo del problema. Otro
resultado interesante ha sido la obtencién completa de dichas condiciones para un
determinado enunciado del problema, tanto a través de la programacién no lineal

como a través del principio del maximo.

En el resto de capitulos tedricos se ha buscado, sobre todo, avanzar en el
conocimiento de aspectos colaterales que permiten dotar a la teoria del control

6ptimo discreto de una visién mds amplia como instrumento matemaético.
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En el capitulo tres se han desarrollado extensiones puramente matematicas,
aunque sin 4nimo de ser exhaustivos ya que el campo de ampliaciones no se cierra
con las alli enumeradas. En este capitulo se han presentado teoremas referidos a
temas como la existencia de solucidn, condiciones suficientes de méiximo global,
andlisis de sensibilidad, etc.. La metodologia seguida nos ha permitido trasladar
teoremas de la programacién no lineal al problema de control éptimo discreto,

obteniéndose asi los principales resultados de una forma clara y rigurosa.

El capitulo cuarto se ha ocupado de estudiar los problemas que aparecen al
pasar del planteamiento tedrico de las condiciones de 6ptimo a su resolucién. Las
limitaciones del tratamiento analitico de este tipo de problemas aconseja pasar a
métodos numéricos de resolucién. En este capitulo se han comentado brevemente
estos métodos en programacion no lineal, asi como las posibilidades que emergen
hoy en dia para lograr métodos especificos en el problema de control éptimo
discreto. Por ultimo, se han destacado los problemas lineales y lineales-cuadréticos,
debido tanto a las caracteristicas deseables que cumplen las funciones como al hecho
de que en los modelos financieros tratados en la parte aplicada se utilizan enunciados

de este tipo.

En la parte de aplicaciones se han planteado distintos objetivos. La resolucién
de modelos en términos analiticos ha pretendido observar el manejo de las
condiciones de 6ptimo que surgen al aplicar el principio del méximo. El caso lineal
ha sido el tratado en el capitulo cinco donde se ha estudiado un problema de eleccion
6ptima de instrumentos de ahorro con fines de complemento a la pensién de
jubilacién. Los resultados, ya conocidos a través de otros trabajos, se han ratificado

mediante la teoria del control éptimo discreto.

En la primera parte del capitulo seis se ha desarrollado un modelo nuevo con
el objetivo de determinar el tipo de cotizacién 6ptimo en el &mbito de un problema
de formacién de un fondo de capital con condicién terminal. Este problema, de tipo
lineal-cuadritico, queda resuelto también de forma analitica utilizando el principio

del maximo.
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Un objetivo mas ambicioso, a nivel aplicado, ha sido el de estudiar un
problema de permanente actualidad como es el de la viabilidad futura del sistema de
pensiones ptiblico (sélo de jubilacién) en términos de mantener el sistema de reparto
pero incorporando un fondo de capital en un horizonte temporal que incluya el

impacto dembgréﬁco.

La aplicacién numérica realizada sirve también de ilustracion en el uso de
paquetes informdticos basados en métodos numéricos de programacién no lineal y,
en concreto, en el uso de LINGO. El buen comportamiento en cuanto a tiempo de
célculo, lenguaje de modelizacién, exportacién e importacién de datos a hoja de

célculo, etc. han sido algunas de las caracteristicas a resaltar.

En cuanto a los resultados obtenidos en esta aplicacién hay que destacar la
cuantificacién que se realiza del efecto del cambio demografico en términos de ajuste
necesario para el tipo de cotizacién y la tasa de reemplazo de pensiones. El ajuste
que se extrae del simple cambio demografico se compara con el obtenido tras aplicar
diferentes modelos de desviaciones cuadriticas minimas en el contexto de la teoria

del control 6ptimo.

La flexibilidad del modelo original se pone de manifiesto al permitir la
incorporacién de diversas modificaciones que pueden resultar interesantes para una

distribucién del ajuste que tenga en cuenta distintos efectos de tipo politico.

Las conclusiones mds relevantes muestran como la incorporacién del fondo
de capital es un elemento nivelador intergeneracional que permite reducir la
magnitud del ajuste para las generaciones mdis desfavorecidas por el cambio
demogréfico. La contrapartida es un ajuste mayor en los primeros periodos. La
cuantfa médxima del fondo de capital es el pardmetro que refleja este intercambio, a

mayor fondo de capital mds igualacién del ajuste entre generaciones.

Los resultados numéricos concretos del modelo indican que, bajo las hipétesis

consideradas como mds razonables, el tipo de cotizacién deberia aumentar un 40%
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y la pensién media como parte del salario medio disminuir un 25% hasta el afio
2046 si no se incorporan fondos de capital en el sistema. Esta solucién exige
profundizar mucho en las reformas técnicas que habitualmente se proponen para
adaptar el sistema de reparto a las nuevas circunstancias de manera que se consiga
un aumento interanual aproxixhado' dél ‘0,‘65»% en el tipo de cotizacién y una
disminucién del 0,6% en la tasa de reemplazo de pensiones, aunque con la ventaja
de que el periodo transitorio es muy dilatado. Si el ajuste sélo recayera sobre
cotizantes 0 pensionistas las cifras anteriores se multiplicarian aproximadamente por

dos para el colectivo correspondiente.

Los modelos que hemos desarrollado incorporan la creacién de un fondo de
capital cuyos rendimientos forman parte de los ingresos del sistema. Incorporar este
fondo de una manera no traumética (limitando su cuantia) permite disminuir el ajuste
anterior de forma importante. Por ejemplo, si la cuantia del fondo no excede de tres
veces la masa de pensiones, el ajuste anterior se reduce aproximadamente en un
tercio: el tipo de cotizacién debe aumentar un 25% y la pensién media disminuir un
18%. Claro estd que cuanto mis se reduzca el ajuste, mis corto es el periodo
transitorio y mas se deben esforzar las generaciones iniciales. En definitiva, lo que
se produce es una redistribucién intergeneracional, tendiendo a igualarse las
cotizaciones y pensiones a lo largo del periodo de estudio. El caso extremo es el de
un fondo de capital sin restricciones que permite igualar totalmente las variables,

aunque sus efectos econdmicos y politicos pueden ser excesivos.

La creacién de un fondo de capital es una medida complementaria al resto
de instrumentos de reforma que son necesarios para adaptar el sistema de reparto.
Su existencia permite que el efecto del resto de reformas pueda ser menos intenso

a largo plazo aunque es necesario introducirlas més pronto.

En el dltimo epigrafe del capitulo seis se ha realizado un primer intento de
cuantificacion del efecto de algunas de las reformas que se plantean para adaptar el
sistema de reparto. Los célculos se basan en hip6tesis simples y en datos publicados

oficialmente. La disponibilidad de datos méds pormenorizados permitiria un mayor
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grado de exactitud, por lo que los valores obtenidos s6lo son vilidos como una
primera aproximacién. En cualquier caso, se concluye que es posible lograr la
viabilidad del sistema de reparto pero combinando varios tipos de reformas para que

la transicién no resulte excesivamente costosa para ningin colectivo.

En cuanto a las limitaciones del modelo se puede hablar de las que afectan

al planteamiento teérico y aquéllas que inciden sobre la aplicacién numérica.

El modelo teérico pretende conseguir el equilibrio financiero del sistema de
pensiones a largo plazo y para ello existen variables como el tipo de interés, el nivel
de salarios y el nimero de cotizantes y pensionistas, que se han tomado como
pardmetros o como variables ex6genas. Esto puede suponer una limitacién respecto
a otros modelos porque son variables que pueden verse afectadas por las que si que
forman parte del modelo como el nivel del fondo de capital, el tipo de cotizacién o

la tasa de reemplazo.

Esta limitacién existe en menor medida en los modelos de generaciones
superpuestas ya que el salario y el tipo de interés son variables end6genas. Sin
embargo, esto se realiza a cambio de introducir hipétesis muy restrictivas para que
el modelo sea manejable: los individuos viven dos periodos, uno de cotizante y otro
de pensionista; crecimiento de la poblacién constante; etc.. En consecuencia, estos
modelos son mds apropiados para observar relaciones tedricas entre las variables
econémicas pero no para realizar aplicaciones numéricas de tipo financiero como

hemos pretendido en nuestro modelo.

Lo ideal seria integrar los dos tipos de modelos, por ejemplo tomando el tipo
de interés y el salario como funciones del resto de variables del modelo, aunque la
especificacion de este tipo de funciones requeriria de un profundo anilisis previo.

En todo caso, esta seria una linea de estudio posterior que queda abierta.

Las limitaciones a las que estd sometida la aplicacién numérica son

significativas debido fundamentalmente a la amplitud del horizonte temporal
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escogido. Es evidente que tomar valores de parametros o de variables exdgenas a 60
afios vista puede resultar excesivo, lo cual afecta al grado de validez de los
resultados. Sin embargo, €l uso de la técnica de la post-optimizacién para observar
cémo cambia la solucién para otros valores de los pardmetros u otras trayectorias
de las variables exdgenas es siempfe posible. En el trabajo s6lo hemos realizado
algiin célculo de este tipo en lo referente a la tasa de paro y el tipo de interés, pero

cabria la opcién de ampliar mucho mds este anélisis.

Por otra parte, existen ciertas variables que no aparecen directamente en el
modelo cuyo comportamiento debe ser el esperado para dar validez a los resultados.
Una tasa de natalidad y de actividad creciente y una evolucién del PIB y de la
productividad compatible con la proyeccién de ocupados son ejemplos de hipétesis
cuya variacién afectaria a los resultados y, por tanto, se deberian tomar medidas
complementarias para que la evolucién de estas variables fuera la pronosticada o

mejor.

El modelo sélo proporciona la evolucién en el tiempo que deben seguir las
variables de control y de estado pero no dice nada acerca de cdmo lograr ese
objetivo. Queda abierto, por tanto, todo un abanico de posibilidades a la hora de

materializar esa solucion:

- Eleccién de los instrumentos para conseguir el tipo de cotizacién y tasa de

reemplazo 6ptimos (en el trabajo se dan algunas orientaciones).

- Diferenciar o no las reformas por colectivos: segiin el régimen de la

Seguridad Social, el nivel de renta, etc..

- La gestion del fondo de capital: privada o publica, tipo de activos en los

que se invierte, etc..

- Seguimiento del modelo: seria necesario, como se recomienda en las

conclusiones del Pacto de Toledo, establecer un periodo de tiempo regular para, en
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su caso, adaptar las variables a los nuevos acontecimientos.

Los responsables politicos son los que, en ultima instancia, deben valorar,
como ya han hecho otros paises, la gravedad del problema financiero a largo plazo
del sistema publico de pensiories y extraer las consecuencias correspondientes en aras-
a su viabilidad futura. En este sentido, los modelos aqui presentados, al margen de
los valores numéricos obtenidos, creemos que tienen la suficiente flexibilidad,

generalidad y rigor para poder utilizarse como una buena herramienta de trabajo.
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