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INTRODUCCTION

Este trabajo se ocupa de la caracterizacidén algebraica de los
2-tensores simétricos y del estudio de 1los referenciales de

espacio-tiempo.

El objetivo de 1la primera parte es expresar, en términos
intrinsecos a un 2-tensor simétrico dado, las propiedades alge-
braicas de éste. Estudiamos la determinacién de su tipo algebraico
a partir de operaciones elementales con el tensor y la métrica asf

como la resolucidén covariante del problema de autovectores.

La segunda parte se dedica a estudiar los referenciales de
espacio-tiempo. En primer lugar éstos se analizan desde la ¢ptica
de sus caracteristicas causales, que conduce a una clasificacién
de los mismos en ciento noventa y nueve clases. En segundo lugar
introducimos los referenciales simétricos, es decir, los
constituidos por vectores métricamente indiscernibles. Estudiamos
los referenciales simétricos naturales (coordenados)> y damos la
caracterizacién de los espacio-tiempos que los admiten. También
analizamos la existencia de referenciales simétricos para los

conconitantes diferenciales de la métrica.



[

a) Es bien conocido /Churchill, 1932/ que la clasifica-
cién algebraica de un 2-tensor simétrico real en el espacio-tiempo
conduce a cuatro tipos disjuntos. Existe un trabajo /Hall, 1984/
donde se encuentra recopilada gran parte de la extensa
bibliografia sobre el tema, asi{i como los diferentes puntos de
vista que se han empleado ‘al abordar el problema. Estos se centran
esencialmente en 1la obtencién y comparacién de 1los diferentes
criterios equivalentes de clasificacién, y en el andlisis de las
particularidades algebraicas y geométricas de cada tipo. El tipo I
es el que admite al menos una direccidén propia temporal. Los tipos
II y I11 poseen una tnica direccién propia isdtropa; se distinguen
por el numero de vectores propios linealmente independientes: tres
para el tipo II y dos para el 1II. Estos tres tipos se denominan
reales por ser tal la naturaleza de sus autovalores. El caso con

un dnico par de autovalores complejos conjugados es el tipo IV.

Todos estos resultados, aunque conciernen objetos geométricos
intrinsecamente ligados a cada tensor, no han sido, en general,
formulados explicitamente en forma covariante. El1 objetivo del
capitulo I es llenar esta laguna, proporcionando una caracteri-
zacion intrinseca de 1los tipos algebraicos que no exija la
resolucién previa del problema de autovectores. Una tal
caracterizacién es interesante, especialmente, en el estudio de
tensores impulso-energia, de los que es sabido /Plebahski, 1964
P.1011-7/ que sélo los tipos I y II son candidatos adecuados para
describir una distribucidn ene}gética fisicamente aceptable. De
ahi la importancia de establecer el minimo de operaciones

necesarias para determinar el tipo algebraico de un tensor.



b) En Relatividad General, el tensor impulso-energia
aparece sometido a diversas condiciones algebraicas a fin de poder
describir situaciones susceptibles de interpretacidén fisica. Es
usual considerar la denominada condicién dominante de energfa:
para todo observador, la densidad de energia es no negativa y su
flujo es un vector no espacial . Para los tensores de tipo I, tal
condicidén equivale a que sus autovalores verifiquen ciertas desi-
gualdades dependientes del caricter causal de 1los subespacilos
propios asociados /Plebahski, 1964; Linet, 197;/.

La determinacién previa del tipo algebraico de un tensor T es
uno de los dos ingredientes necesarios para la formulacidén intrin-
seca explicita <(en términos solamente del propioc T> de las
condiciones de energia, problema aun abierto. El otro ingrediente
es la determinacién intrinseca del caricter causal del subespacio

propio asociado a cada uno de los autovalores.

El objetivo del capitulo II es la resolucidn covariante del
problema de autovectores de un tensor simétrico. Con tal fin
introducimos, para cada autovalor, un concomitante algebraico del
tensor y de la métrica cuya accién sobre una base arbitraria del
espacio-tiempo coincide o estid contenida en el subespacio propio
del autovalor elegido. En los casos en que dicho concomitante no
genera la totalidad del subespacio propio, completamos su
determinacién de modo intrinseco, mediante operaciones que sdélo
involucran el tensor y la métrica. Para cada uno de los tipos
reales damos un método priactico de obtencidén de sus autovectores y
expresamos, con ayuda de los concomitantes, el caricter causal de

sus subespacios propios.

Algunos de 1los resultados de esta primera parte fueron
presentados en los Encuentros Relativistas Espafioles (E.R.E.) de
1986 /C.Bona, B.Coll y J.A.Morales, 1986/.



c) La clasificacién algebraica de 1los tensores de
segundo orden simétricos en un espacio-tiempo ha mostrado su
utilidad en Relatividad General. En un amplio articulo, Plebahki
71964/ motivé el interés de los relativistas por la cuestidén, tras
realizar un minucioso andlisis algebraico y poner dé manifiesto
sus multiples aplicaciones fisicas. De este trabajo derilvan
publicaciones tedéricas de interés como son el estudio de los
espacio-tiempos con simetria esférica y con contenido energético
de un tipo dado /Flebafiski & Stachel, 1968/, y la posterior
generalizacién a métricas admitiendo grupos de isometrias a tres

parametros con érbitas bidimensionales /Goener & Stachel, 1970/.

Por otra parte, las versiones de la clasificacién basadas en
técnicas espinoriales han resultado interesantes en el problema de
la geometrizacién de varios campos /Ludwing & Scanlan, 1971/. Cabe
también destacar la tarea realizada por Hall y colaboradores en el
andlisis e interpretacidén geométrica de la clasificacidn, asi{ como
en el marco de las aplicaciones /G.S.Hall, 1976 <(a),<(b), 1982;
Cormack & Hall 1979 (a),(b>, 1981; Crade & Hall 1979, 1981, 1982/.

El estudio que realizamos en la primera parte de la memoria,
ademds de su interés practico, abre la posibilidad de nuevas
aplicaciones tedéricas. Nuestro método covariante de obtencidén de
autovectores es Gtil para traduclir ecuaciones algebraicas o
diferenciales verificadas por los vectores propios de un tensor T
en ecuaciones sobre T. Y la determinacién del caricter causal de
los subespacios proplos es especialmente adecuada en la
caracterizacidén intrinseca de la clase de tensores que admiten
cierta expresién general. Como.ejemplo de aplicacidén, damos la
caracterizacién algebraica completa de 1los fluidos perfectos
(pascalianos, no conductores del calor) gque obedecen a la

condicién dominante de energia.



[]

a) Los referenciales de un espacio con métrica no
eliptica pueden tener diferentes caracteristicas causales. El
caridcter causal de los n-1 conjuntos ordenados de s-planos (l=<s<n)
generados por las combinaciones de s en s de los n vectores de un
referencial proporciona toda la informacidén causal acerca del
ﬁismc. Asi, en particular, el caricter causal de un referencial
lorentziano depende de los 2P-2 caracteres causales de sus
s-planos. Segun ¢ésto, llamaremos clase causal de un referencial al
conjunto de referegciales con el mismo caricter causal.

En el capitulo III planteamos la siguiente cuestidén biasica:
icudntas clases causales de referenciales existen en el
espacio-tiempo?. Comenzaremos por analizar las configuraciones de
2-planos y de 3-planos que son compatibles con el caricter causal
de las cuatro direcciones de un referencial dado. Dicho an4dlisis
nos conducird a una clasificacién de los referenciales de espacio-

tiempo en 199 clases causales.

Este sorprendente numero induce una clasificacién en igual
numerc de partes del grupo general lineal, que se revelarid 4til,
eh particular, en el estudio de perturbaciones de una métrica
dada.

Algunas de estas clases presentan ciertas propiedades de

dualidad que ser4n asimismo estudiadas en este capitulo.



b) Con objeto de poder transcribir al espacio-tiempo de
la Relatividad cilertas situaciones fisicas de interés, en los dos
dltimos capitulos de esta memoria introducimos y estudiamos el

concepto de referencial simétrico.

Un referencial simétrico es un referencial tal que sus
vectores son métricamente indistinguibles (son iguales sus médulos
e lguales sus productos escalares mutuos). Tales referenciales no
privilegian ninguna direccién de espacio-tiempo desde el punto de
vista métrico; por ello son buenos candidatos a priori para el

anidlisis de propiedades cosmolégicas ligadas a la isotropia.

El capitulo IV es un estudio de las propiedades algebraicas
de los referenciales simétricos: signatura de las mf€tricas que los
admiten, grupo de transformaciones que los relacionan, etc.
Probamos que las dnicas métricas hiperbdlicas que admiten
referenciales simétricos son las lorentzianas, y damos la
clasificacién causal de dichos referenciales. Nuestro anidlisis se

realiza en dimensién cualguiera.

En el capitulo V incorporamos los referenciales simétricos a
la estructura diferenciable de una variedad, ufilizando dos vias
diferentes.

En primer 1lugar estudiamos 1los referenciales simétricos
naturales, es decir, asoclados a sistemas de coordenadas locales.
Nuestro resultado fundamental es que tales referenciales son
realizables en todos 1los espacio-tiempos que admiten una
sincronitzacion umbilical conformemente plana. Como ese es el caso
para muchos universos cosmoldégicos, cabe pensar que las coordena-
das simétricas gque introducimos deberian jugar un papel interesante

en Cosmologia.



En segundo lugar exigimos que los vectores de un referencial
simétriéo sean también indiscernibles para el tensor de curvatura.
Los espacio-tiempos que admiten dichos referenclales resultan ser
los fluldos perfectos conformemente planos, ampliamente analizados
en otro contexto por Stephani 71967/ y Barnes /1973, 1974/. Final-
mente consideramos la existencia de referenciales simétricos para
la métrica, el tensor de Ricci y sus derivadas covariantes;
entonces probamos que el espacio-tiempo se reduce a un espacio de

Einstein o bien a un universo de Friedmann-Robertson-Valker.

Los resultados de estos dos capitulos son el contenido
detallado de una nota a los Comptes Rendus y de sendas comunica-
ciones a los E.R.E.-87 y a las Journées Relativistes, /B.Coll y
J.A.Morales, 1987, 1988<a), (b)/.



Primera parte:

CARACTERIZACION ALGEBRAICA DE UN 2-TENSOR SIMETRICO



CAPITULO O

DETERMINACION DEL TIPO ALGEBRAICO

1. SITUACION Y PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA .

a) Este capitulo resuelve la siguiente cuestién: dado un
2-tensor simétrico T y una métrica lorentziana g en dimensidén

cuatro, scémo obtener el tipo algebraico de T con respecto a g7.

Nuestras consideraciones son estrictamente algebraicas y por
tanto aplicables en cada punto de un espacio-tiempo (V4,g). Indis—
tintamente denotaremos por T el endomorfismo del espacio tangente
TPV4 en peV4,'asociado candénicamente al 2-tensor simétrico por g.
El estudio de las formas reducidas de Jordan de T conduce a su
clasificacién algebraica /B.Linet, 1971/. Las formas candnicas en
una base ortonormal adaptada a los vectores propilos del tensor
pueden consultarse, por ejemplo, en un trabajo de Petrov /1966/.
También se han estudiado de manera sistemitica las correspondien-

tes expresiones en una tetrada isdtropa real /G.S.Hall, 1876/.



Nuestro objetivo aqui es bien distinto al de los trabajos
anteriores: a partir de los resultados algebraicos conocidos, nos
proponemos caracterizar intrinsecamente la clasificacidén de los

2-tensores simétricos en el espacio-tiempo.

En la seccidén 2 elegimos un conjunto de invariantes adecuado
a nuestros propésitos y analizamos el problema de autovalores de
T. Esto permite distinguir los tipos cuyos autovalores son todos
reales (I, II y III> del que posee un uUnico par de autovalores
complejo-conjugados (tipo IV). Queda entonces 1la tarea de
diferenciar los +tres tipos reales entre si. Para éstos, es
conocido que est&n biunivocamente determinados por el valor de la
multiplicidad mi&xima (1) de las raices del polinomio minimal de T.
El problema es por tanto expresar el invariante 7 en términos de

otros invariantes que sean calculables.directamente a partir de T

y de g.

En la seccién 3 escribimos todos los posibles polinomios
minimales y construimos la Tabla 1.2. que proporciona un método

para determinar el tipo algebraico del tensor.

De 1la TAbla 1.2. se sigue (para los tipos reales) la sencilla
relacién: 7 = k-v , siendo k el orden de la ecuacién minimal y v
el numerp de i1nvariantes positivos que intervienen en nuestra
discusién. Esta relacién, complementada con el algoritmo de
cidlculo de k que presentamos en la seccidén 4, proporciona un

nétodo alternativo para la determinacién del tipo algebraico.

10



b) El tipo Petrov-Bel de un espacio-tiempo puede deter-—
ninarse a partir de la multiplicidad de las raices de una ecuacidn
cudrtica cuyos coeficientes son las componentes del tensor de Veyl
en una tetrada isétropa compleja. Para su obtencidén se utiliza el
algoritmo de d’Inverno y Russell-Clark /1971/ o alguna de sus

versiones mejoradas /Letniowskl & MclLenaghan, 1988/

La obtencién de un algoritmo que proporcione el tipo de un
tensor simétrico no es tan sencilla. Primero hay que constatar si
todos los autovalores son reales; y sl es ese el caso, no basta
con dar su multiplicidad: se precisa ademis el orden de 1la
ecuacién minimal verificada por T. Quiz4d sea ésta la razdén por la
que algunos autores hayan propuesto un método "mixto” para obtener
el tipo de un T dado /Collinson & Shaw, 1972 (Tabla 3)/; ééste se
basa en la aplicacién del algoritmo de d'Inverno y Russell-Clark a
una doble 2-forma weyliana -denominada "tensor de Plebahski”
/McIntosh, Foyster & Lun, 1981/- gque est4d asociada a la parte sin
traza de T y ha sido estudiada por Sobczyk /1980/. En conexidn con
estas 1deas, cabe mencionar un articulo de Dozmorov /1973/ sobre
la relacidén de los "tipos Petrov” del tensor de materia construido
a partir del tensor de Riccli y 1la clasificacién algebraica de
éste.

Sin embargo, algoritmos similares a los descritos en este
capitulo para determinar el tipo algebraico de T no parece que

hayan sido considerados con anterioridad.

11



2. AUTOVALORES DE UN TENSOR SIMETRICO.

a) En dimensién cuatro, consideremos un endomorfismo
real T, y sea N su parte sin traza, ¥ = T - %(trT)I. El polinomio

caracteristico de N est4 dado por:

4

P(x) = x* — 2

c 1

» o

en donde
b = try® , ¢ = trN® , d = try*

Conviene definir un conjunto adecuado de invariantes cuyos
signos determinen la naturaleza (real o compleja) y la multipli-

cidad de las raices de P(x). Elegimos:

I =1.2-1%, I, =2v- || (1.2-3)

1 3 4 2 3

. = 7b° - 124 , I,=3b], + 4¢3c% - ¥ (I1.4-5)

La Tabla I.1. resume la discusién de la ecuacién P(x)=0 en
términos de 1los invariantes introducidos y se aplica a wuna
ecuacién cuirtica genérica con coeficientes reales. Dicha tabla se
obtiene como una consecuencia de las proposiciones 1.2-3., que
serdn dtiles en la determinacidén del tipo algebraico de un tensor

simétrico en el espacio-tiempo.

Entre las trazas de 1las potencias de N y T se tilene las

siguientes relaciones:
3
-1 af? + y (1.6-7)

a 1l =2
[=( 3 DI 3 a3 ] ay + 6 (I.8>

siendo

Q
]
(-'.
H
-
D
I
('"
H
!
~
n
ot
N
-
w
O
]
ot
H
=
[
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TABLA I.1. Naturaleza y multiplicidad de las raices de un
polinomio real de cuarto grado.

Ii<0 .................. dos raices reales distintas y un par
complejo-conjugadas (c.c).

Iz>0 .......... cuatro raices reales distintas.
I >0
* Iz<0 .......... dos pares diferentes de raices c.c.
. Ia>0 ... dos reales distintas y una real doble.
1.>0
13=0 ... una triple y una simple.
Ia>0 ... dos reales dobles y distintas.
I1=O 4 Iz=0
Ia= ... una cuadruple.
I4>0 ... una real doble y un par c.c.
I.<0
- I4<O ... dos pares iguales de raices c.c.

De 1la tabla anterior se 1infiere que las raices de un
polinomio real de cuarto grado son todas reales si, y sdlo si,

1120 e 1220 (el caso I£>O, Iz=0 est4d excluida).

13



b) En cada punto de un espacio-tiempo (V4,g>, un
2-tensor simétrico T (real) posee al menos dos autovalores reales
/Plebafhekl 1964, p.983/. De hecho, las partes real e imaginaria de
un autovector complejo generan un 2-plano temporal invariante por
el tensor. El 2-plano espacial ortogonal al anterior es también
invariante y estid generado por dos direcciones propias espaciales
con autovalores reales. Asi{i pues, eliminando de la Tabla I.1. 1los
casos correspondientes a dos pares de raices complejo-conjugadas

se obtiene:

PROPOSICION I.1. En (V4,g), la naturaleza y multiplicidad de
los autovalores de un tensor simétrico estdan dadas por el

signo de sus invariantes [, 1. e 1. de acuerdo con:
1 2 a3 ¢

I>0 ...... cuatro aqutovalores reales distintos.
Ia>0 cervees uno dobdle.
 I1_>0
Ia=0 ...... uno triple.
(todos reales)
Ia>0 ...... dos dobles.
1=0 3 I,=0
Ia=0 ...... uno cuadruple
L Iz<0 ...... uno real doble y un par c.c.
I1<0 ...... dos autovalores reales distintos y un par c.c.

14



Puede verse que la tabla de la proposicién anterior concuerda
con la dada por Plebahski /1964, p.990/. Sin embargo, debido al
invariante I2 introducido, nuestro resultado presenta una ventaja:
sé6lo requiere el concurso de tres signos, mientras que en la tabla

de Plebahski se necesitan cuatro.

¢) Con objeto de Jjustificar la Tabla 1.1., consideremos

la factorizacién P(x) = p+(x) p_{(x), con

=2+ l —-t-)-f- =
P (x) x° * ecfﬁ x+ 5 (u- 3% )f £.= sgn(c) (1.9
y en donde v = u(u - b) + 4 - v/4 , Silendo u cualquier raiz
de la ecuacién resolvente Ouv = c2 , es decir
b2 2
ua—bu2+(d-——4——)u—%—=0 (1.10)

que posee una raiz real no negativa.

+
respectivamente,

Sean A y A_ 1los discriminantes de P,(x> ¥y p_{(x)

A =Db - <(uzt2 YO (1.1

Las raices <(x,> de P(x) se escriben

i
2x = - Yu + Y&, , 2x. = - Yu - YA
1 c + 2 C +
(1.12>
2x. = 'e Yu + YA, 2x = e Yu - VYA
3 C - < C —-—
de donde se obtiene
- -1
1 (xi - xj) = VA+A_ (Ia 2 A+A_) (I1.13

15



Llamando w = 3u - b , la ecuacidn (I.10)> se escribe

1 -
w 2@ Iw+Ip =0 (1.14)

cuyas raices son /ver, por ejemplo, Abramowitz & Stegun, 1970/:

=1 =-1 3
W, T 5 8, W, = i (a % 3 a_) (1.1%
donde
a
.a, = a ta a, =7 14 x J—Ii (I.16)
A partir de (I.11) resulta

A+ A =2 @2b-w 3AA =]-w (1.17-18)
+ - 3 ! +7= 3 )

Sustituyendo en (I.2) el valor de I‘ en funcién de w segun (I.14),
y aplicando (I.18) se obtiene:

= z
I1 =27 A A (Is— 4 4,80 (I.19
y teniendo presente (I.183), todas las raices son diferentes sii
L#O. Cuando LfO , la ecuacién (I.10) posee dos raices complejas
conjugadas y una raiz real no negativa; para esta raiz A+A_<O ,
y por tanto, P(x) tilene dos raices reales diferentes y un par

complejo-conjugadas.

Cuando 11>0 entonces 13>0 y necesariamente se tiene que Izzo.
En efecto, si fuese Iz=0 e Ia>0 , de (I.2) se tendria

11=—3(4c>z<4b3+302) £ 0 pues 2b = I;/2

16



Por otra parte, siendo L?O, las tres raices de (l.14) son reales

y distintas, y se escriben:

cos & (k=0,1,2; W= W,, W= W )
k 1 + 2 -
eiendo

(& + 2nk) 6 = arcos|] 1.7
4 13

En virtud de (I.19) resulta (A+A_>k>0 Vk, con lo que las raices
de P(x) son todas de igual naturaleza. Por sustitucién de w,_ en
(I1.17) se obtiene

_ 2 1,2
a, + A__)k- 3 [Iz + 2 Ia

‘e

sen® (e, /2 >]

Si Iz>0 entonces (A+)k>0 y las raices son reales. En cambio,
dos raices complejo-cojugadas corresponde a (A+)k<0 » 1o que

significa

I < =2 Iai/z

sen’(@ /2) < 0
2 k
Estas consideraciones conducen a enunciar la siguiente

proposicidn, que resume el estudio del caso no degenerado.

PROPOSICION I.2. Las raices de P(x) son todas simples si, y
sélo si, ] #0 . Ademds, '

i) 11<0 corresponde a dos raices reales distintas y un par
de complejas conjugadas.

ii) I1>0 corresponde a cuatro raices de la misma naturaleza;

eésta es real (resp. compleja) sttt Iz>0 (resp. Iz<0).
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d) En los casos degenerados se tiene Ii=0 , ¥ por tanto

1320. Para su estudio conviene definir:
s=2b-1""=2b-1*=1+a - LLY* a.zm
< a 2 a

en donde € = sgn(I‘): Se presentan las situaciones que muestra la
siguiente proposicidén.

PROPOSICION 1I.3. En el caso 11>O se tiene:
i) st Ié>0 entonces >0 y todas las raices son reales:
c c
- = = 4 .
d 3 xi z * Y&/6 (r.z2u

Ademds st Ia>0, Xy es una ratz doble y x, son simples, y st
Ia=0 hay una raiz simple y una triple:
3 ¢

=3¢ =-1¢c
xS =3P xt 3B (1.22>
ii) st Iz=0, hdy dos pares de raices reales dobles:
: 1 1
xi=i§1’5, con b=§1’1;20 (1.23)

iii) st Iz<0 entonces Ia>0 e I‘SO. Cuando I4>O (§=Iz) hay

una raiz real doble y un par complejo-conjugadas:

= - = +
X4 c/[2 ) X, c/I2 + V|2/6 (I.24)
Cuando I‘<0 hay dos pares iguales de raices complejas conju—
sadas:

x, =276 con b=-32+7<0 (1.25)
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Prueba: En el caso degenerado, de (I.15-16) resulta

W, o, o 14 , W, w_ w /2
1/3
Como 3u = b + 14 , las raices de (I1.10) son
1 : 1/3 _ _ 1 1,13, _ &
uo—s'(b-irl‘ ), u+-u_—3(b 214 ) =
Sustituyendo la raiz u = u, = b - /3 en (I.11) se obtiene:
_ & _ . _ 2 _ - 2
<A = = F 2V con uv =c¢c /9 =uuu = u (&/6)
T o 3 o o o o + - o

Analicemos los diferentes casos de la proposicién.

Cuando Iz= Z‘b-I;/z > 0 entonces por (1.20)

resulta

u = (2esa)? v_ = (3/6)%
o o
y en consecuencia
e Yu = 2c¢/% , A> =0, A > =
c o + o - 0

&>0.

2%/3

Si

c=0

que sustituidas en (I.12) conducen a (I.21). Si ¢=0 se tiene u°=0.

es decir b=-] 13

P(x) son xd 172

=0 y x,= #(bs2) %= x(23/6) , de acuerdo con

=%/3; entonces, por (I1.5), b?=2d y las raices de

(I.21O.

Ademss, para Ia=0 se tiene & =Iz= 2b >0, y como I‘=0, resulta

(F.22) pues b®=3c%.

Cuando Iz=0’ 2b = ] 2 0 y por (l.4) se sigue que c=0 y

b®=4d con lo cual P(x) = (x— b/a)Z,
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Cuando Iz<0 necesariamente I‘#O e Ia> 0. En efecto, si
fuese I‘=O seria Ia=0 e 12=2b<0. Pero de la expresidén (I.5)
se tendria b’=3c®20. Si I‘>O se tiene Iz=§<0, y para c#0

resulta ahora que

ecv'q = -2¢/8 , v, = -8/6 , )y = 28/3 , oy =0
y sustituyendo en (I.12) se obtiene (I1.24). Para c=0, el mismo
argumento empl:aado anteriormente prueba que (I.24) también se
aplica en este caso, ahora con b=%/3<0. Si en cambio I‘<0 se
tiene & = 2b + I;/z
uo§2=40220. si. fuese &=0 entonces uOZO y dado que e=-1,
resultaria b 2 -] *?= I;/z
tanto 2b = -1;’z < 0 y c=0. Ademis como ] = 7b%-12d, ahora se

tiene b®=4d y P(x)=(x"~b/4>> que conduce a (I1.25).

Yy necesariamente $=0; en efecto, como

> 0, en contradiccién con Iz<0. Por
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3.TIPOS REALES Y ECUACIONES MINIMALES.

a) A partir del estudio de la seccién anterior, los
tensores simétricos que poseen un solo par de autovalores complejo
conjugados —que aqu{ llamaremos tensores de tipo IV- quedan carac-
terizados porque al menos uno de los invariantes Iy Iz es
negativo. En cuanto a los tensores de tipo real -asi denominados
por ser reales todos sus autovalores- se distinguen por el valor
miximo de 1las multiplicidades de sus autovalores consirindolos
como raices del polinomio minimal /Plebahski, 1964 p.990/.

Tomaremos como punto de partida la sigulente:

DEFINICION. En el espacio-tiempo, sea T la multiplicidad
maxima de las raices del polinomico minimal de wun tensor
simétrico T de tipo real (1120 e IZZO). Diremos gue T es de

tipo I, II 6 I1I si T vale respectivamente 1, 2 o 3.

En los tensores de tipo I todas las raices del polinomio
minimal son simples; en el tipo II (resp. III)> el polinomio
minimal posee una dYnica raiz doble (resp. triple). Los casos
correspondientes a polinomios minimales con dos raices dobles y
con una cuiddruple no son posibles para tensores simétricos en el
espacio-tiempo /Plebahski, 1964; Linet, 1971/.

b) Nuestro objetivo es caracterizar intrinsecamente los
tipos reales, lo que requiere evaluar T a partir de un T dado. De
las expresiones halladas para las raices (proposicién I[.3) podemos
obtener 1los polinomios minimales de todos 1los tipos reales
degenerados (I;=0). Sin perdida de generalidad, consideramos la

parte sin traza N de T. Se presentan los siguientes casos:
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Caso 1: Iz>0. Ia>0. Para el tipo I el polinomio minimal es

»(x-x) (x=x_>= x° = £ x° - %/3" + %) x + c>/8° -

o110

p(x)=(x—xd

Al considerar el polinimio caracteristico P(x) = (x + §> p(x>

igualar con la expresién (I.1), del coeficiente del término en x

U]

se obtiene

z,.2 2 b
2c/8" + g = 3 (1.26)
gque sustituida en el polinomio minimal conduce a
R T 2,42 _ b c b _
p{x) = x z X t (c /e 2) x + 7 (3 1L (1.27)

Para el tipo II los polinomios minimal y caracteristico coinciden.

Caso 2: Iz=0, Is>0. Para el tipo I el polinomio minimal es

PO = (x - 2/B)(x + 27B) = ¥° - 2 S (1.28)

Para el tipo II, sea e el signo de la raiz doble del polinomio
minimal. Entonces p{(x) = (x + e/b/2) (x - &vb/2)? y es decir

px> = x" - £ 46 ( x° + 5 /b x- E ) (1.29)
De hecho, ¢ es el signo del autovalor correspondiente a la

direccidén propia isdtropa de T.
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Caso 3: Iz>0, Ia=0 (b%= 3c%>0). Para el tipo I el polinomio

ninimal es

- ..1.-. _§—=z—-_ - -
px) = (x + 3 b)(x 3 b) X 5 X Z (I.30)
= -3¢ 1l g,z
Para el tipo II es p(x> (x 2 ])(x + > ]) , es decir
- L3 _1 ¢ 2 5 c
p(x) = x 2 (] x° + 3 b x + 4) (1.31>

Para el tipo III los polinomios minimal y caracteristico coinciden.

Caso 4: Iz=13=0' Para el tipo I el polinomio minimal es

p(x)=x; para el tipo II es p(x)=x2 y para el tipo II1I, p(x)=x{

c) A partir del conjunto de ecuaciones minimales

{p(N>=0> construimos la Tabla I.2., cuyo interés reside en que
permite obtener el tipo algebraico de T de acuerdo la siguiente:

PROPOSICION I1.4. En (V‘.g) sea N un tensor simetirico de traza
nula, e It. Iz, I3 sus tnvariantes. La primera ecuacidn gue
se verifigque de la fila correspondiente de la Tabla 1.2. es
su ecuacion minimal, y el tipo del tensor es el indicado por

la columna donde se halle dicha ecuacidn.
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TABLA 1.2.

Tk _ - =
.50 N | n2 | kK + | (b2/2 d) g 0 (E.C)
12>°
Na- é N2+ (cvt*- [>N + 4T " 1)g =0, S = 2b - YT~ <E. C)
I 4
Ta>0
I.-o ..
N2 - | g=20 N* i VB [n2 ¢ | YEU- \g) =o
Ta>0 .
1t-0
12>0
N2 - N-Jg=0 a-11m + 1 bN+; « - o . C)
Ta=0
rer N =0 N2 = 0 N3 =0
Tipo I II III



4. GRADO DEL POLINOMIO MINIMAL DE LOS TIPOS REALES.

El tipo (real) de T depende, por definicidén, del valor de 7,
y éste puede obtenerse a partir de la Tabla I.2. pues de la misma

se infiere:

PROPOSICION 1.5. Para los tipos reales la multiplicidad

maxima T de las raices del polinomio minimal esta dada por:
T=k-w (1.32)

stendo k el orden de la ecuacidén minimal y v el numero de

invartantes positivos en el conjunto {Iﬂlz’Ia)'

Disponemos asi{ de una regla sencilla para caracterizar los
tipos reales, siempre que completemos la relacién (1.32) con un
algoritmo que permita evaluar k. Este algoritmo estid representado
en Tabla I.3. Ha sido conveniente introducir el operador guita-
traza QA relativo a un 2-tensor A de traza no nula; su definicidén
est4d dada por:

- trT
QAT =T - ETT Y

A (1.33)
Hemos puesto @ = Qg , de modo que se tiene KN = QT, y hemos deno-
tado por.A el producto exterior de Z2-tensores considerados como
elementos (vectores) de su estructura de espacio vectorial. La

Tabla 1.3. se lee del modo siguiente:
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i) 5S¢ ninguna expresion de la columna de la
tzguierda se anula, es k=4. ii) S¢{ la primera
expresion gue se anula es la cuarta, es k=3 &
k=4, segin gue se anule © no la expresion de su
derecha. iii) En todoc otro caso, k toma el
valor indicado sobre la linea de la primera

expresion gue se anula.

TABLA I.3.

(=0)

QN2A N (=0) =

(=20

trN

(=0)

tr2N%- 2try* (=0) ——» @ 2N3 AN (=0)

(=0 (=0) =

l

Q@ Z<N><®N9> A Q z(NxQNz) (=0 =

N

(20) =

=1

=3
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Claramente, k=1 cuando N=0, y k=2 si ®Nz AN = 0, que indica
la proporcionalidad entre oN® y N (QN°x M),

Por otra parte, de la Tabla I.2. y de la definicién de los
invariantes ]’s resulta que los unicos tipos reales para los
cuales trN°=0 son los correspondientes a una raiz cuadruple. Sus
ecuaciones minimales son N=0, Nz=0. 6 N’=0 segin se trate de un
tipo I, II, o III respectivamente. En consecuencia, sélo existe un

caso real con k>2 y trN®=0 (el tipo III de ecuacién minimal N°=0>.

Para kd>2 y trN?#0 (de hecho trN¥>>0) distinguiremos entre N
singular - entonces por (I.1) es trin’=2trN*- y N regular. Como
un endomorfismo es invertible sii el término independiente de su
polinomio minimal es diferente de cero, cuando N es singular, es

k=3 sii NAN°A XN = 0, o equivalentemente, dado que terzo, sii

@ NP AN=0 (1.34)
2
N
Cuando N es regular, es k=3 sii N°A KA N A g = 0, es decir
QN°A QN°A N = 0
y como ahora N es invertible, la anterior relacidén equivale a:
Q _(NxQN®) A Q@ (NxQN® = 0 (1.35)
N* N

que resulta de multiplicar por N y quitar trazas respecto de N,

Mediante el empleo del operador quita-traza, la evaluacidén de
¥ se reduce a verificar en tultima instancia la proporcionalidad

entre dos tensores.



CAFPITULO 00

DETERMINACION COVARIANTE DE AUTOVECTORES

1 OBJETIVOS Y CONTENIDO.

El objetivo de este capitulo es la resolucidn intrinseca del
problema de autovectores de un tensor simétrico en el espacio-
tiempo, una vez que su tipo algebraico ha sido determinado. Para
cada autovalor definimos un concomitante propio del tensor y de la
métrica de tal modo que su imagen, considerandolo como endomor-
fismo, proporcidna al menos una direccién propia del tensor de

partida.

En la seccién 2 introducimos dichos concomitantes y
analizamos sus propiedades algebraicas. A partir de las mismas
probamos que a toda raiz simple del polinomio minimal del tensor
le corresponde un concomitante propio que genera la totalidad del
subespacio propio asociado. Este es el caso de cualquier autovalor
de un tensor de tipo I y también el de los autovalores de 1los
tensores de tipo II y III cuyos subespacios propios sean

espacilales.
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Cuando un autovalor es raiz doble o triple del polinomio
minimal, le corresponde un concomitante que genera la direccidn
propia isétropa asociada a dicho autovalor, pero que en general,
no proporciona todo el subespacio propio correspondiente. Esta
situacién se presenta cuando un tensor de tipo II posee un
autovalor +triple, y también cuando un tensor de tipo II o III
posee un autovalor cuiddruple. En estos tres casos completamos el

cdlculo del subespacio propio de un modo intrinseco.

En 1la’ seccién 3 escribimos 11la forma explicita de cada
concaomitante propio y damos un método priactico para determinar los

subespacios propios de un tensor de tipo real.

La seccién 4 plantea la siguiente cuestién: Dado un autovalor
N, ¢cudl es el caricter causal de su subespacio propio?. Veremos
que nuestros concomitantes permiten responder fdcilmente a esta
pregunta pues el signo de ciertas cantidades definidas a partir de
los mismos es un invariante relacionado con el caricter causal del

subespacio propio de A.

Finalmente, como aplicacidén simple de los resultados de este
capitulo, presentamos un teorema de caracterizacién de un tensor T
para que pueda ser interpretado algebraicamente como un fluido

perfecto verificando la condicidén dominante de energia.
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2. CONCOMITANTES PROPIOS DE UN TENSOR SIMETRICO.

a) Sea T un 2-tensor simétrico cualquiera, y p(x) su
polinomio minimal. Para cada autovalor A de T, consideremos el
polinomio

P, (X) = (x - 7T poo . (I11.1)

a partir del cual damos la sigulente:

DEFINICION. LLamaremos concomitante propio T?\’ asociado al

autovalor A de T a

T, = P(T (I1.2)

TR es necesariamente no nulo y permite escribir la ecuacidn

minimal de T como

p(T) = (T = AR Tk =0 (11.3
En consecuencia,

PROPOSICION II.1. La imagen de Tk’ consitderado como endo-
morfismo, esta contenida en el subespacio propio Ek asociado

a \:
Im Tl < Ek (I11.4)

Por tanto, TK genera al menos una direccidén propia de autovalor A:

. - ?
si v & Ker Tk entonces Tl(v> € Ek‘ Pero, gcudndo es Im Tk Ek 2.
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A partir de (II.3> y puesto que si A=y, T# contiene el

factor T-Ag, resulta

T. T =0 ¥YAXxu (I1.5
El concomnitante Tk es un autotensor de T gque conmuta con €1,

Tk T=T TK = X\ Tk (I11.6>

y en consecuencia se tiene

2 _
T,” = p,(T) T, = p, A T, (11.7)

Por otra parte, denotando por m, la multiplicidad de A como

ralz del polinomio caracteristico, se verifica

tr TP = ¢ AP
)\mx

qué permite evaluar la traza de Tk' Para ello escribimos
k-1 k-1 o
pk<x) =¥ya x , Tk =¥ ap T

p=0 p=0

con k el grado del polinomio minimal de T y oiek'si todos los

autovalores de T son reales. Entonces

k-1 k-1

tr T, = tr TP = m g =9¥m ¢7D)
A g & ? o r ,, H z ,, Py (M
p=0 p=o M [

Por (II.1), V u#A se tiene pk(u)=0. con la cual

tr Tk = m pk(k) (I1.8)
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que sustituida en (II.6) conduce a

(I1.9

Sea o, la multiplicidad del autovalor X como raiz del

polinomio minimal p(x) de T (1 = nks ml). Entonces

n, -1 n

p, (x> = [x - 7\] S | [x - u] A (I1.10)

UEN

y podemos enunciar:

PROPOSICION II.Z2. El autovalor A es una raiz simple del

polinomio minimal de T (nk=1) sit ter#O (o0 eguilvalente-

mente, sit Tkzz 0.

b) El concomitante propio T considerado como

k’
endomorfismo, se expresa:
'nk—l n#
T, = [’r - AI] TT [T - px] (I1.11)
HEN .
Cuando es nk=1 entonces V v € EA’ v#0, se tiene
D, ' oy
Tk(v> = | I EK - u] v = pK(K) v = m (tr Tx) veo0

MEN

es decir, Ek < Im Tl' que junto con (II.4) conduce a enunciar:
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PROPOSICION IX.3. Para cada autovalor A con nl=1 se vertifica:

Ek = Im TK

y como corolario resulta:

PROPOSICION 11.4. Para todo tensor T de tipo I y todo autova-
lor A\, la accion de Tk sobre una base arbitraria del espacio-—
tiempo engendra un sistema de generadores del correspondien—

te subespacio propio Ek'

Supongamos un T de tipo II o III. El concomitante asociado a
cada autovalor A con nk=1 también genera, de acuerdo con la
proposidén I1.3, la totalidad del subespacio propio Ek‘ Pero ahora

existe un dUnico autovalor con nk>1 y se verifica:

PROPOSICION II.5. Para ltos tensores T de tipoe II o II1I, la

imagen del concomitante Tk asociado a nk>1 es la direccion

propla isdtropa del subespacio El'

Para probar este resultado sea ! € Im Tk ; entonces existe
un vector u tal que 1=Thu y puesto que TK (como Z2-tensor
covariante) es simétrico y ademis Tkz = 0 , resulta

gL, ) = g(TLu,TXu) = sz(u.u) =0
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Pero dado cualquier otro vector l'= Tlu’zo )

z
gL, ')y = g(Tku,Tku’) =T, (u,u’) =0
con lo que ! y l’' son vectores isétopos ortogonales y por tanto

colineales.

En el estudio algebraico de las propiedades del polinomio
minimal de un endomorfismo T se emplea la matriz adjunta reducida
asociada a T. Se trata de la matriz polinomial en A que se obtiene
al dividir los elementos de la matriz adjunta de la matriz carac-
teristica (T-AI) por su miximo comin divisor /F.R.Gantmacher, 1966
p.90-93/. Puede mostrarse que salvo factores de proporcionalidad,
el valor para K=k° de dicha matriz coincide, para cada tipo, con

el concomitante propio Tk correspondiente. El 1interés de
' o

introducir directamente nuestros concomitantes propios estriba en

que pueden obtenerse para ellos expresiones covariantes expliciltas

relativamente sencillas que se prestan bien, tanto a anilisis

teéricos como a cdlculos practicos.

Por otra parte, la propiedad (II.9) de los concomitantes
propios introducidos los distingue de los denominados covartantes
de Frobenius /G.Frobenius, 1879; J.Wellstein, 1903/. Si denotamos

estos Ultimos mediante Fk’ entonces. se tiene VYA que F, %= Fl

A
/H.Schwerdtfeger, 1938, p.20/. Cuando terzo. ambos concomitantes
son proporcionales; en cambio si es trTX=O, la distincién entre
los mismos es esencial para poder determinar la direccién propia

isétropa asociada a los tensares de tipo II o III.
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3. EXPRESION DE LOS CONCOMITANTES PROPIOS YMETODO COVARIANTE
DE OBTENCION DE LOS AUTOVECTORES.

En esta seccién damos un método practico de obtencidén de los
vectores propios de un tensor simétrico T de tipo real. Construi-
mos los concomitantes Nv asociados a los autovalores v de N=QT.
Cuando éstos no generan la totalidad del correspondiente subespa-
cio propio, presentamos un procedimiento que completa su determi-
nacién. Con la notacién introducida en el capitulo I, analicemos

los casos que se presentan para cada tipo algebraico.

aj Sea T de tipo I. Cuando es Ii>0, los polinomios

minimal y caracteristico coinciden, con lo cual

p{x> _ 3

= 2 z2_ D> z _ by _
pv(x) = - x + vx + v z)x + v(v 2)

c
3

y entonces el concomitante asociado es Nv = pv(N).

Cuando es I1=0, 12>0 e 13>O, de (1.26) y del polinomio mini-

mal px) = (x - xd)(x - x+)(x - x_) resulta
= X - - =x*-28 2,52 - P
P (x> % x, (x x,)(x x_) x 2  x ¥ 3c /e 5
po(x) = PX o (x — xyx-x =x2 466 x-% 3 S
Tt X - x, d + 2 &

y los concomitantes asociados son Ndspd(N) y» NtEPt(N)'

Cuando es [ =] =0 e [ >0, de (I1.23) (I.28) resulta
1 2 a y

=.__Pﬂ_= - = +l
pi(x) X - X, x X2 x t3 )
y los concomitantes asociados son Nt= pi(N> = N % vb/2 g
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Cuando es I:qa=0 e Iz>0, de (1.22) y (1.30) se obtienen los

concomitantes asociados a los autovalores simple y triple:

=y- 3
8 N =¥-3%8

o'l0

Cuando Lfl;qa=0, el concomitante asociado es g. Reuniendo-

los, todos estos casos conducen al siguiente:

TEOREMA I1I.1. Un tensor de tipo I cuyos tnvariantes sean Iﬂ
Iz

fila correspondiente de la Tabla II1.1. La accidn de éstos

e Ia, tiene asociados los concomitantes gue muestra la

sobre wuna base arbitraria del espacio-tiempo genera los

vectores propilos del tensor.

TABLA II.1.

. _ 3 2 2 _ b z _ b, _c
11,0 Nv = N° + vR  + (v 2)N + [v(w 2) 3] g

d
3
1,=0, 1,50, 1>0 [@ = 2b - -/1_4]
2 C Cc

N+ = N° = v8/6 N -~ 5 (5 F Y&/6) g
<=0, .50 N, =N =32+
1 ‘2 ' 3 + -2 g

_ = le =N - 3¢

Itﬁa_o’ Iz>0 Ns =N+ 2p 8 Nt =N 2o 8
Ii=IZ=Ia=O NO = 8
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b) Supongamos ahora un tensor de tipo II. Entonces bhay
tres (y sélo tres) vectores propios linealmente independientes.
Uno es 1sdétropo y 1los otros dos son espaciales. Veamos como

obtenerlos en los diferentes casos que se presentan.

Cuando es IZ>O e Ia>0, los -polinomios minimal y caracteris-
tico.coinciden,

P(x) = p(x) = (x = x)0% (x - x) (x - x)

y aplicando la relacidén (I1.26) resultan los polinomios

- p&x> _ 3 _c 2 2,.2 _ b c ,b _
p(x) = % = x™ (§ t VBB x"- £ F 2v876)x - ¢ (F ¥ ¥E/6) /8"
- +

El concomitante Ndz pd<N) genera la direccién propia isétropa y

los concomitantes N = p (N) son 1los generadores de las dos

direcciones propias espaclales.

Cuando es Iz=0 e Ia>0, el polinomio minimal es (I1.29):
. p(x) = (x + g /b)) (x - g 75 2 .

siendo e=%1 el signo del autovalor de N gue tiene asociada la

direccién propia isdétropa <l>. A partir de los polinomios

= - £ € = L2 - b %) = - £ z
p_(x) = (x 2-/S)<x+2-f6>-x 7  P__(x) = x 2ﬁ>

se obtienen los concomitantes:



e A
¥ =p (M =N-cv5N+2¢g
-~ “-eg 4
Se ha denotado Na = Nz por ser el generador de {l}. Nétese que
ter = 0 vy le = 0 , de acuerdo con la proposicién II.2. pues
nk=2.

Un comentario sobre cémo determinar €. S8i dado un T, su tipo
algebraico se ha obtenido por aplicacién de la Tadbla I1.2., el

valor de ¢ se conocerid al verificar la ecuacién minimal

3 _ £ £ _b
=LA W+iA/N-T

En cambio, si se ha determinado el tipo algebraico a partir del

procedimiento de la seccién 1.4. -que sélo precisa conocer el
grado k=3 del ©polinomio minimal- el signo & se obtiene
directamente una vez calculado 1 pues - N(1) = g o U, y en la

determinacién de 1 sélo interviene N que no depende de ¢.

l’

Cuando es Iz=0 e Ia>0' el polinomio minimal est4 dado por

(1.81) con b%=3e%»0 Yy se tiene:

ps<x) = (x + % % 2 = %% 4+ % x + b/l2
= leg - 38y g2 _S4-0F
Pt(X) = (x + 3 b)(x > b) = x 5 ¥ i

El concomitante NSE ps(N) genera la direccién propia espacial <e>
asociada al autovalor simple. Denotando por i{(u) el producto

interior por u,

e x t{(u) N VueKer N
s =
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El concomitante NtE pt(N) s¢lo genera la direccidén isdtropa (1>
del 2-plano propio asociado al autovalor triple. Este 2~plano es
ortogonal al generado por e y l, luego tiene asociada la 2-forma
F = x(e N 1), siendo * el operador de dualidad. Si tomamos un

vector u temporal tal que i(u)NS= 0 resulta:

’

e A1 =z2uANATS i(WF+biwWF] +2 £ {(WF A L (WK .
2 bt

W

Cuando es I;ﬂa=0, al autovalor cuidruple v»=0 corresponde el

concomitante No= N, que sdélo genera la direccidén isdtropa <1>:
l «x t(WN V u temporal

El subespacio propio es el 3-plano isétropo que contiene a 1, es
decir, el asociado a la 3-forma H = %X 1 = {(l)n, siendo 7 el ele-

mento de voldmen de espacio-tiempo.

Las consideraciones precedentes permiten enunciar:

TEOREMA II.2. Un tensor de tipo II cuyos invariantes sean If
e Ia’ tiene asociados los concomitantes gque muestra la

fila correspondienie de la Tabla 11.2. Entonces:

i) Cuando es Ia>0, cada concomitante genera el respectivo

subespacio propilo.
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ii) Cuando es 12>0 e Ia=0, el concomitante NS genera la di-
reccion propia (espacial) asociada al autovalor simple; al
autovalor triple corresponde el 2-planoc (isctropo) definido

por:

[F=>k{

para todo u gue vertifigue i(u)Nsxo.

un [ g

Wi

LCWF + b (WF] + 2 £ WN A i(u)Nz}

iii) Cuando es I;ﬂa=0, el subespacio propio es el 3-plano

(isdtropo) definido por:

H= X ¢¢(w N ¥ u temporal.

TABLA II.Z2.

= §° - € 2,52 _ P e (b _
Nd-TN §Jsrz+<<:/§ 3PN +7 G- g
El
1,0, 1,0 [@szb—-/IJ
N,= W+ £ ¥876) N'- 2(Z 7 2/876)F - (3 7 ¥&/6)/8" g
- =2 -P = =% - ¢ b b
1,=0, 1,>0 N =N -Jg=N, N =N-cv/%N+]¢g
- = x% + S = -S8y-2
1,0, 1.=0 N =N +ZN+b/i2g N =N-ZN-7g
0 N =N
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c) Consideremos un tensor de tipo III. Entonces existen
sélo dos vectores propios linealmente independientes, siendo uno
de ellos isétropo y el otro espacial. Necesariamente I;ﬂa=0, y se

tiene dos casos segun que IZ>O 6 Iz=0.

Cuando es Iz>0, los polinomios minimal y caracteristico
coinciden, )
Px) = px) = (x + 2 £ <x- 28
P 2 b b
y teniendo presente que se verifica b’ = 3c% > 0, resulta:
_ lc 3_ _3 1 c .2 c
ps(x)— (X+§B) = x +Z (Gsx +bx+6)
- le,2 ,_8¢ . ,3_1..,2,58 c
pt(x) = (x + 3% U (x > b) x 5 (b X" + g b x + 4)

El concomitante NSE ps(N> genera la direccién propia espacial,

y Nts pt(N> es el generador de la direccién propia isétropa.

Cuando es Iz=0, existe un 2-plano isdtropo asociado al

2 sélo genera la

autovalor cuidruple »=0. El conconitante NOE N
direcclén isétropa de dicho 2-plano. Para completarlo, recordemos
que la forma canénica de un tensor de tipo III1 en base isdtropa
real <{l,n,p,q> adaptada a sus direcciones propilas 1 y q -—de

autovalores A y u respectivamente- estd dada por:
T =X l&n + Lép - A P®p - u q®q
en donde ® denota el producto tensorial simetrizado y g(l,n)=1,

g(p,p>=g{q,q)=—-1 , siendo todos 1los demis productos escalares
iguales a cero. /J.Plebafski, 1964 p.987; G.S.Hall, 1976/.
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En el caso degenerado que nos ocupa A = i, con lo cual
T = Ag + L&®p
y por tanto N = (@p . Contrayendo con un vector u,

t(wN = glu,l) p + glu,p’> 1

de modo que los dos 2-planos generados por {l,p> y <{l,i(wWN>

coinciden con tal que u sea temporal o isétropo no colineal con 1.

Por tanto, el 2-plano proplo de un tensor de tipo III con un

autovalor cuadruple es el ortogonal al generado por QZ(u)N,i(u)N?}

y queda probado el siguiente:

TEOREMA 11.3. Sea N un tensor de tipo II1 de traza nula.

i) Cwuando es Iz>0, la direccion propia espactial [resp.

isdtropal de N es la generada por el concomitante:

N =18+ 3 [§ Sy +buw+ S g]

(1]
>

(resp. Nt = Na—% [%N‘z+

olag
o
=
+
Lol

il

ii) Cwuando es Iz=0, el subespacio propio es el 2-plano

isétropo definido por:

F = % [{(WOF A {(wWN V u temporal.
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d) Consideremos un tensor de tipo IY. Cuando es I‘<O

entonces el concomitante

YN + [ -

Nio’
Nig’

N =N + o8 + o -

c
v ) - §] g

genera la direccidén propia espacial asociada al al autovalor real
v de N. Cuando es 11=0 e Iz<0' el concomitante

_ w2 _ -1 2 .-2 _ b
N, =X 2cl, N+ [Bc I 2] g

genera el 2-plano espacial asociado al autovalor doble del tensor.

e) En los esquemas fisicos usuales (fluidos perfectos,
campo electromagnético,etc.) una o varias de las direcciones
propias del tensor impulso-energia T aparecen a veces sometidas a
condiciones diferenciales particulares: ser integrables, geodési-
cas, sin distorsién, etc. Los resultados obtenidos anteriormente
abren la via para poder traducir estas propiedades en términas del
propio temsor T. La situvacién mis simple se presenta cuando la
imagen del concomitante Tk es unidimensional ((vk}=ImTk); as{ por
ejemplo, el caracter integrable de Vo (va dvk=0) es equivalente a
que T, satisfaga la ecuacién T)\A dT,=0 , en la cual Ny d son el
producto exterior y la diferencial exterior obtenidos considerando
Tk como 1l-forma a valores vectoriales. ‘En el estudio de la
permanencia del campo electromagnético singular intervienen
condiciones del tipo mencionado; su andlisis requiere 1la
resolucién covariante del problema de autovectores de una 2-forma

/B.Coll y J.J.Ferrando, 1988/,

43



4. CARACTER CAUSAL DE LOS SUBESPACIOS PROPIOS.

Este método de determinacidén covariante de los autovectores
gue hemos analizado proporciona un criterio simple para dietinguir
el cardcter causal del subespacio propio asociado al autovalor A.

Para tensores de tipo II y III, dicho caracter se deduce

inmediatamente de los resultados precedentes: el subespacio EK

correspondiente al autovalor A con nk>1 es isétropo, y los sub-

espacios EH con u*\ son necesariamente espaciales.

a) Los tensores de tipo 1 merecen una atencién especial.
Consideremos en primer 1lugar un autovalor simple X y su

concomitante T la direccién propia v, correspondiente estd dada

A X
por Tkx = o v, para cualquier x & Keer. siendo axeR un factor

de proporcionalidad que depende del vector x. El caricter causal

de v, aparece asi ligado al cuadrado de T y una condicidén de

k x)
“"elipticidad” es necesaria para ponerlo de manifiesto.
Dado un 2-tensor A arbitrario, llamaremos pseudotraza de A

(relativa a una base <ea>2=1) a la cantidad

n n
ps*l:r{e }A =5 g(A(ea),ea) =% A (II.12)>
a a=1 . a=

Debido a la simetria de Tk’ la expresién de la pseudotraza de T)\2

relativa a una base (ea> conduce a:
2 _ = F
pstr<ea} TX = E S(Tx(ea)’chea)> g(vk.vx) % o

donde el indice b corresponde a los e

le = (ter>Tk’ podemns enuncilar:

b= Ker Tk‘ Aplicando (II.9),

44



PROPOSICION II.6. Sea A un autovalor simple de wun tensor de
tipo I. i) El signo de la pseudotraza del concomitante TK es
independiente de la base elegida. ii) En signatura -2, la di-
reccion propia asociada a N es espacial (resp. temporal) sttt
la traza v la pseudotraza de TK tienen diferente (resp.igual)

signo.

También se define la traza riemanniana de A (relativa a un

vector temporal u, u?=1) como: .
tr A =2 t2CuwA - tra (11.13)

Cuando {ea} es una base ortonormal que contiene a u, entonces se

tiene que pstrcea}A = truA y, ¥ por tanto:

PROPOSICION II.7. Para tensores de tipo I, la pseudotiraza y
la traza Ariemanniana de los concomitantes Tl asociados a

autovalores simples tienen el mismo signo.

De la propousicién anterior resulta que el empleo de la traza
riemanniana en 1lugar de la pseudotraza es facultativo. La
expresién mis compacta de la primera la hace nis deseable para un
tratamiento tedérico, mientras que la segunda ofrece indudables

ventajas en un formalismo matricial de calculo explicito.

b) Con objeto de determinar el caricter causal del 2-plano
propio asociado a un autovalor doble de un T de tipo I, extendemos

la nocién de pseudotraza al espacio de las daobles 2-formas A%en®,
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Si DeAzaAz, definimos la pseudotraza de D relativa a una base

«F Y

AT A=1" N=n{(n-1)>/2 del espacio A% de las 2-formas mediante:

N
pstr<FA}D EAngAA (11.14>

Al concomitante Tl podemos asociarle la doble 2-forma simétrica:

. A
Tk = Tk TK (11.15%
donde ahora A denota el producto exterior de doble 1-formas. Si
P y Q son doble 1-formas, se define P AN Q como la doble 2-forma

de componentes ’

(P A + P (II.16

Q)abcd = Pachd banc - Padec - Pchad

Sean P,Q,R,S doble l-formas cualesquiera; entonces se verifica:

(PAQ x (RASY = (P xR AN@Qx 8 + (P x 8 NWQxR (II.17)
De (II.9) y (II.17) resulta:

Z
= A
TK = <TK T

A = 2 2
k> X (Tk TK> 2/mx (tr TA) TK (II.1&

Mediante " x" hemos denotado el producto cruzado de tensores:
contraccidén de los indices adyacentes del producto tensorial. Para
doble 1-formas se trata del producto matricial; en el caso de
doble 2-formas se entiende contraccién de parejas de 1indices
dobles y entonces es el producto matricial si se considera a éstas

2
como endomorfismos en A",
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En particular, si A es un autovalor doble se verifica
T.2= % @ar 10?7 (11.19)
AT 2 X A '

relacién que permite probar:

PROPOSICION II.S8. Sea A un autovalor doble de wun tensor de
tipo I. i) El signo de la pseudotraza de TXE TKA T, es inde-
pendiente de la base de 2-formas elegida. ii) Cualguiera gue
sea el signo de la signatura de la metrica, el 2-plano propio
asociado a A es espacial (resp. temporal) sii la pseudotraza

de Tk es postitiva (resp. negativa)

Para demostrar esta proposicién, sea {FAE eah eb} una base de

Az, en donde el indice A representa las seis parejas de valores de
los indices (a b). Entonces,

rs

. 1 =31 =
( 1<FA>TK )cd =4 6ab (Tl>rscd T2 <Tk)abcd

= (T T.)> - (T

= (£ A
2 ac T’ ba NadTlbe = 2" fplca

donde f = (e )T, € E, . Sea {x,y> una base de E , en la cuil
a a A A A
fa= o X + Bay . Asi,

N = A - -
fa fb Ya ¥ o con Yp= aaﬁb o‘br"a
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En esta base, la pseudotraza de le se escribe:

N N
F 4 2 2
pstr T. =D C2FPT, X = x AP T »
FOIN T, IALPN W27
siendo
(x A y)2 = % (x A Y ,p (X A y)ab = g(x,x) gly,y) - [gix,y>12

.

Para tensores de tipo I sabemos, en virtud de la proposicidn
I1.2., que trTK

za de Tk no depende de la base de 2-formas empleada y coincide con

#0; entonces por (11.19), el signo de la pseudotra-

el signo de (x A y)z. Ahora bien, independientemente del signo de
la signatura de g, el signo de (x A y)z proporciona el caricter
del 2-plano generado por {(x,y}: éste es espacial (resp. temporal)

sii el valor de (x N y)z es positivo (resp. negativo).

c) Cuando A es un autovalor triple de un tensor de tipo
I, el estudio del cardcter causal del 3-plano propio Ek se reduce
al de la direccidn E“, con wu#\, para el cual se aplica la pro-
posicién 11.6. Reuniendo los resultados de esta seccién se tiene

el siguiente teorema-resumen:
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TEOREMA I1.4. Sea T un tensor simétrico de tipo real y o la
signatura de la meétrica. El cardcter causal del subespacilo
propio Ek asociladeo al autovalor X de T, de nmultiplicidad m, .,

se deduce a partir de su concomtitante TK:

i) ST T es de tipo 1 y ml=1, Ek es espacial o temporal segin
gque el signo de ter x pstrTK sea ilgual o diferente gue el

signo de o.

ii) S{ T es de tipo I vy mx=2. Ek es espacial o temporal segin
gue la pseudotraza de TkA Tk sea positiva o negativa.

iii) 5t T es de tipo I vy ni=3, Ek es espacial o temporal
segin que el signo de trT“ x pstrTH sea diferente o tgual

que el signo de o, sitendo uxA el autovalor con m“=1.

iv) S1 T es de tipo II o III, Ek es espacial o isdtropo segin

gque terz 0 o ter= 0.
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5. APLICACION AL FLUIDO PERFECTO.

a) los resultados precedentes minimizan tanto el bagaje
tedrico como los célculos concretos necesarios para la
clasificacién algebraica completa de un 2-tensor dado, en métrica
lorentziana cuadridimensional. Pero también se revelan utiles en
la formulacidén del problema reciproco: obtener la caracterizacidn
algebraica completa de la clase de tensores que admiten una cierta
expresidén general.

Comp aplicacién vamos a caracterizar la clase de los tensores

gue pueden escribirse en la forma:
T= (o + p) uwdu - p g

Un fluido cuyo tensor impulsidén-energia sea de esta forma y admita

u como vector velocidad es un fluido perfecto <(pascaliano, no

conductor del calor), de densidad total de energia p y presién p.
En primer lugar veamos la caracterizacién de los tensores de

tipo I que poseen un autovalor triple estricto.

Lema. Un tensor simétrico T es de tipo I con un autovalor

simple y uno triple si, y sdlo si, satisface:

1) 4 trT? > trT

11) @T? = x QT con  x = % trT

2

En efecto, por (I.6)_1a primera condicién equivale a bB>0; la

segunda se escribe:

)N+§g, x =

NIQ

y entonces c¢ = try? = (x = o2)b # 0 . Ademids, de la Tabla I.2. y
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de la definicién de los invariantes [’s resulta que los dnicos
tensores simétricos cuya ecuacién minimal es de orden dos y
verifican que c#0 son los de tipo I con un autovalor triple

estricto.
n

Puesto que la existencia de un autovalor triple implica que

ba=302, el factor x est4 dado por:

+

x = [ o+ scv/% “p - o 1 (I1.20)

[\S ][]
Nl

NIQ

c o =
5 + scfb/S =

y por (1.22) los autovalores de T se expresan:

By = o) , A, = 1

L =3 (a- (I1.21)

1
A T 3
Notar que el conocimiento de o=trT ¥y ﬁztrTz no basta para
determinar x ; se requiere ademids conocer el signo €. Y por tanto-

calcular yamrTa y aplicar la identidad (I.8).

b) Por otra parte, de la proposicién II.6. se sigue cémo
determinar el cardcter causal de 1la direccidén principal <u>
asoclada al autovalor simple ks de T. El correspondiente concomi-
tante es Ts= T - th » ¥ por tanto trTs= ks-K = 2c/b . Asi, en

t
signatura -2,

u es temporal sii (ks— Kt) pstrTS >0
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Pero el signo de As—kt es precisamente £,» ¥y como por la

proposicién 11.7. la pseudotraza y la traza riemanniana de TS

tienen el mismo signo resulta:
u es temporal sii 2£_i°(OT > £ x (I1.22>
pues la traza riemanniana de TS esti dada por
¥ ] ] ¥ ] .2
tr . T = 2¢7()T_ — trT_ = 217¢C)T = (A_+ A.) = 217 ()T - x
X's s s = t
en donde x es cualquier vector temporal unitario.

Es razonable asumir sobre el tensor impulso—-energia de un
sistema macroscépico la condicién dominante de energia /Plebafiski,
1964 p.1011/. Para el caso particular de un fluido perfecto tal
condicién es equivalente a las desigualdades:

-p<p<ep (11.23)

Como p=xs y p=—ht estdn dados por (I1.21), las desigualdades

anteriores se expresan
e =1 y x =0 (11.23%
Asi pues, si al lema I.1. affadimos el hecho que <{u> sea temporal

—expresado por (11.22)- y la condicién dominante de energia,

podemos enunciar:
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TEOREMA II.5. Un 2-tensor siméirico T, en un espacic—-tiempo
de stgnatura -2, define algebraicamente wun fluido perfecto

sometido a la condicidn dominante de energia si, y solo st,

veri fica:

1) 4 tr1® > tr’T

11) @1 = ¥ QT  con % £rT < % 2 0

iiid 2¢%GoHT > X para un x temporal unitario arbitrarto.

Entonces el valor de x es:

x = % (trT + v’% (4trT?- tr’m J

v la densidad p, la presion p y la direccion u de la
cuadrivelocidad del fluido vienen dadas por:

o = (3 = trD , P = % (x = trD, u x t(x>T + px

NI

Ciertas condiciones necesarias para la caracterizacidén de un
fluido perfecto fueron ya dadas por Taub /1967/. La condicidn
iii), que cilerra la suficiencia, no parece sin embargo haber sido
considerada previamente.

Como consecuencia de las ecuaciones de Einstein, el teorema
anterior puede expresarse en términos del tensor de Riceci, Ric(g),
y proporciona entonces las condiciones que ha de verificar una
métrica g para que sea interpretablé como un espacio-tiempo de
fluido perfecto. Ademis, pueden analizarse 1las condiciones
(diferenciales) que ha de satisfacer Ric(g) para que un tal fluido
admita una termodinimica. Este andlisis ha sido realizado por J.J.
Ferrando /1987/, completando de este modo la "teorfa a la Rainich”

del fluido perfecto termodindmico.
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Segunda parte:

REFERENCIALES LORENTZIANOS



CAPITLLO DOO

CLASIFICACION CAUSAL DE LOS REFERENCIALES DE ESPACI O-TIEMPO

1. TIPO CAUSAL DE UN REFERENCIAL Y DE SU DUAL.

a) En este capitulo clasificamos los referenciales de
espaclo-tiempo atendiendo a sus peculiaridades causales. Precise-
mos en primer lugar la notacién que vamos a emplear. Un referen-—
cial es una base ordenada de vectores; nosotros consideramos el
tipo causal de un referencial, es decir, la especificacién de los
caracteres causales de sus vectores. En lo sucesivo, éstos se
ordenarian segun el siguiente convenio (que denominamos estidndar):
en primer 1lugar los vectores temporales, a continuacién los

isétropos y finalmente los espaciales.

En dimensién n y métrica lorentziana las combinaciones con
repeticién de los tres géneros causales tomados de n en n dan
lugar a (n+1)><(n+2>/2 tipos causales de referenciales. Asi{, los

quince tipos que resultan en el espacio de Minkowski se escriben:
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{tttt>
{ttti> {ttte>
{ttil> {ttie> {ttee)
{tiii) <tiieX> {tiee> {teeel

{1ii11> {iiier {ileel) {ieeer {eeee)

en donde t, i, e designan el caridcter temporal, isétropo o
espacial respectivamente. Pero esto ﬁo constituye una clasifica-
cldén causal exhaustiva de los referenciales de espacio—tiempo pues
no tiene en cuenta ni el caricter causal de los 2-planos ni el de
los 3-planos asociados al referencial.

La ordenacién precedente de un referencial con p vectores
temporales, q 1isétropos y r espaciales no estid completamente
fijada pues todavia podemos reordenar 1los caracteres causales
idénticos. Mediante pr qu Pr denotamos el grupo de las permu-
taciones de los vectores de un referencial de igual caricter
causal. La necesidad de tener en cuenta dicho grupo se verid al
establecer una ordenacidén para el referencial dual y al elegir
convenientemente un representante de cada clase causal. Una clase
causal designard el conjunto de referenciales con el nmismo
caracter causal de sus vectores, 2-planos y 3-planos. Es obvio que
los transformados de un referencial por el grupo de Lorentz y

todas sus permutaciones pertenecen a la misma clase.

Los resultados de este capitulo han sido presentados recien-

temente en los Encuentros Relativistas /Coll y Morales 1988(c)/.
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b) En el espacio de Minkowski, un 3-plano es temporal,
espacial o isétropo si su normal es respectivamente espacial,
temporal o isétropa. Dicho caricter se infiere parcialmente a

partir del siguiente lema.

LEMA III.1. Sean tres direcciones linealmente independientes.
i) ST una es temporal o dos de ellas son isdtropas, entonces
generan un 3-plano temporal. ii) Si una es isdtropa y las
otras espaciﬁles. generan un 3-planc temporal o isotropo.
iii) St las tres son espactales el 3-plano puede ser

temporal, espacial o isdtropo.

Ahora bien, las normales a los hiperplanos de un referencial
son las direcciones vectoriales asociadas por la métrica a los
co-vectores de su dual algebraico. Dado el referencial (ei}
i=1,...,n, el caricter causal del Jj—-ésimo co-vector ej del
referencial dual es el de la normal al hiperplano generado por las
n-1 direcciones e1 con'i#j.

Asi{ pues, un primer paso en la clasificacidén causal de los
referenciales minkowskianos consiste en averiguar qué tipos de
duales son compatibles con cada uno de los quince tipos causales
de referenciales que existen en el espacio—fiempo. Por de pronto,

del lema anterior se sigue directamente:



PROPOSICION III.1.

i) Los referenciales {tttt>, {ttti>, {tttelr, {ttii>, <(tiiid>,
{iii1i>, <Lttied>, <{ttee>, {tiied y {Liiier tienen asociado wun
unico tipo causal de dual: el {eeeel.

ii) Al referencial <tiee> le corresponden .dos tipos de
duales: {eeee’> y {ileee>. La codireccidn isdtropa de {ieee} es
la asocirada por la métrica a la direccion 1isotropa del
referencial de partida.

iii) Il dwal de un referencial {teeed> es de wuno de los tres
tipos {eeee), {ieeer, {(teee.

iv) Cualguiera de los guince tipos causales puede ser el dual

de un referencial con cuatro direcciones espacilales {(eeeel.

Denotemos por r el referencial y por r* su dual. En los tres
primeros apartados de 1la proposicidén III.1. el orden que se
obtiene para r* coincide directamente con el estindar. Para un
referencial de 1la forma <{eeee> es siempre posible conseguir,

mediante permutaciones Pe de sus direcciones, el orden estindar en

su dual.
c) Veamos el caso de dos direcciones isétropas y dos
espaciales: {1i1iee?. Los 3-planos asociados son (i_ee)),
17271 2 21 2
(iee)d, 11ie, (i1 e, El caricter de 1los dos primeros
1 1 2 1 2 2 1 2 1

puede ser. temporal o isétropo, mientras que el de los dos dltimos
es necesariamente temporal. El referencial dual serd de uno de los

tipos:
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{eeee)>; {eil ee)>; {1 eee>; {1 i ee>
1 2 271

que corresponden respectivamente a los casos en que el primer y
segundo hiperplanos son: ambos temporales; temporal e isétropo;

isétropo y temporal; ambos isdétropos.

Notar que, en este caso, las direcciones isétropas de r* son
las asociadas métricamente a las respectivas direcciones isétropas

.de r con el mismo subindice.

Entre los dos tipos de dual {eiiee} y {12eee} no existe
ninguna distincién causal: la permutacidén de 11 por 12 intercambia
también los 3-planos (12e‘e2) ’ (i‘e1ez>. La eleccién de {izeee}
como representante de los mismos supone establecer la ordenacién
estandar en r*. Asf{, cuando uno de los dos primeros 3-planos sea
temporal y el otro isétropo se tomara 11 como la direccién que
genera con las dos espaciales el 3-plano temporal. En este caso
queda aun libre la ordenacién de las dos direcciones espaciales

(permutacidén PZe)' Estas consideraciones permiten enunciar:

PROPOSICION III.Z2. Un referencial de la forma < 1‘iee1e2}
admite tres tipos de duvales: <{eeeel, < izeee} , € iziiee> . Para
(izeee} se han ordenado las direcciones 1isctropas del

referencial de modo gue el 3-plano '(iie‘ez) es temporal

59



d) Por dltimo, consideremos un referencial con una

direccién isétropa y tres espaciales: (ie1e2e3>. Los 3-planos

asociados son <(eee), (iee ), (lee > y (lee ). El primero
1 2 3 2 3 1 3 1 2

puede ser temporal, isétropo o espacial y 1los otros tres

temporales o isétropos. Pero de estos tres dltimos, dos han de ser
necesariamente temporales; en efecto, si existiesen dos isétropos
entonces iee1= 1oe2= i°ea= 0, y la m¢trica seria degenerada. En
lo sucesivo se empleard a menudo esta propiedad por 1lo que

.

conviene enunciar:

LEMA I1I1I.2. Un vector isdtropo y tres espaciales ortogonales

a él no pueden ser linealmente independientes.

Es més, por reordenacidén de las direcciones espaciales
siempre puede conseguirse que los dos udltimos 3-planos sean
temporales. Se tiene entonces las sigulentes posibllidades para el
dual:

r*: {eeee}, {ieeel>, {teee), {eieer, {iieer, {tieel

Un referencial {ie1e2ea} cuyo dual es de la forma {elee) es
causalmente diferente de un réferencial (ief&ea} de dual {ieeel.
En el primer caso, los vectores espaciales de r generan un 3-plano
temporal, mientras que en el segundo dicho 3-plano es isétropo.
Ademss el co-vector isétropo de <{eiee> es el asociado por la
métrica a la direccidén isotropa del referencial pues es la normal
al 3-plano (1ezea). En cambio la co-direccién isétropa de {ieeed
es ortogonal a ei, ez y ea, y en virtud del lema 2, ne puede ser

colineal con la direccién isdétopa del referencial.
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Es posible precisar mis la notacién en r* denotando por i’ el
co-vector isdétropo que no es el asociado métricamente a la

direccidén isdétropa de r. Resumiendo, se tiene:

PROPOSICION III.3. £l referencial dual de un {ieiezea} puede

ser de los siguientes tipos:
{eeeeY, {eiee), {i'eee>, {(i’'iee), {teee), {(tiee>

Las direcciones espaciales del referencial se han ordenado de

modo que {1e‘e5} \Y (1e1e2} sean hiperplanos temporales.

En los referenciales {ieeeX> cuyo dual se de uno de los tipos
{eeeey, {1i'eee} o {(teee>, aun existe libertad de permutar las tres
direcciones espaciales de r. Para los restantes tipos de r* 1a
ordenacién convenida en la proposicién 3 fija e, pero todavia es
posible permutar e, por e,.

Los resultados de esta seccién permiten enunciar:

TEOREMA III.1. Atendiendo al cardcter causal de los vectores
de un referencial y al de los co-vectores de su dual , en el
espacio~tiempo existen treinta y nueve clases causales de

referenciales. Estas se indican en la tabla siguiente:
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TABLA III.1. Tipos causales de referenciales (r) y sus duales r®

r r*

<{tttt> {eeee>

{ttti> {eeee>

{ttii> {eeee>

<tiii> {eeeeX

€iiidi> {eeeel>

{ttte> {eeee>

{ttie> {eeee>

{tiie> {eeee>

{iiie> {eeee>

{ttee> {eeee>

{tiee> {eecee> {leee>

{teee> {eeee’ {ieee> {teee) ,

{ii'ee> {eeee> {1’ eee> <i'iee>

(leee>  <{eeee> E;;:zf} ‘Cteee>  (i'iee>  {(tiee>
{eeee’ {ieee> {teee> {iiee> {tiee>

{eeeed> {iiie> {tiie> {ttee> {ttie> {iiii>
<tiii> {ttii> {ttte> {ttti> {tttt>
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Nétese que, salvo en el caso de un referencial {ieeel> de dual
{elee>, siempre es posible elegir el orden estandar para el
referencial dual.

En sélo cuatro tipos causales de referencilales la eleccién
del orden de r* restringe la libertad de ordenacién de r. Estos
son: el tipo <(ii'ee> de dual {i'eee> en el que i’ es la direccién
isétropa ortogonal a las dos espacilales de r, y los refefenciales
de la forma <{ieee}> cuyo dual es de uno de los tres tipos {elee?,
{i’iee> o {(tiee>, en los cuales el primer vector espacial de r es
el (dnico) no ortogonal al isdtropo. En dichos casos todavia es

posible realizar permutaciones P2e

2. CONFIGURACIONES DE 2-PLANOS.

a) Ahora vamos a considerar el cardcter causal de los
2-planos asocilados a un referencial. Es el ingrediente que
necesitamos incorporar a nuestro esquema para obtener una
clasificacién causal completa de los referenciales minkowskianos.
El carédcter causal de un 2-plano esti4 parcialmente ligado al de
los vectores que lo generan; concretamente, en métrica lorentziana

se tiene:

LEMA III.3. Sean dos vectores linealmente independientes.

i) St uno es iemporal o ambos son isdtropos, entonces generan
un 2-plano temporal. 1ii) Si uno es tisotropo y el otro
espacial, el 2-plano gqgue generan es 1isdtropo si son
ortogonales, y temporal si no lo son. iii) Si ambos son
espaciales y unitarios, el 2-plana gue generan es temporal
isdtropo o. espacial segun gue el valor absoluto de su

producto escalar sea mayor, igual o menor gue uno.
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Consideremos el 2-plano [l generado por {x,y>. El signo n de
la cantidad xzyz—CXoy)z no depende de la base elegida en el
2-plano, e indica el cardcter causal de [1 independientemente de
cuidl sea la signatura de la métrica empleada. Lo denominaremos
indicador causal del 2-plano II pues n = 1, 0, ¢ -1 segin que I

sea (respectivamente) espacial, isétropo o temporal.

- Sea el referencial {abcd>. Ordenemcs los indicadores causales

de los 2-planos asociados del modo siguiente:

i1 >

<m cd

n 14 114 14

ab ac ad bc bd

Este conjunto de signos denotarid la configuracién de 2-planos del

referencial. Del lema 3 resulta de inmediato:

PROPOSICION III. 4.

i) Los referenciales de la forma <{tttt), <L{tttid, <(tttel,
{ttii>, <tiii> y <i1ii1> tienen asociada la configuracidn de
2-planos {——-——- >.

ii) Al tipo causal de referencial {ttied> le corresponden las
canfiguraciones de 2-planos {(-———-—- >, {———=- 0>.

iii) El tipo causal {tteer tiene asocia&as las configuracio-

nes de 2-planos: {—-—-=——-—- >, {-————- 0>, {(————- +>.

En la proposicién anterior los signos de las configuraciones
de 2-planos resultan directamente fijados y ademis ordenados de
menor a mayor. Es claro que ésta no serid la situacién general. De
hecho, existirin configuraciones de 2-planos que podrdn reordenar-

se mediante permutaciones pr qu Pr' lo que motiva:

64



DEFINICION. Dos configuraciones de 2-planos se dirdn
eguivalentes si coinciden por permutaciones que no alteren el

orden convenido del referencial ni de su dual.

Asi pues, cada clase de configuraciones equivalentes de
2-planos contendri (conjuntos de) signos "méviles” en el sentido
gue su orden no est4d fijado de antemano por el convenido para r y

r*a Emplearemos el siguiente criterio de ordenacidn:

Los signos "mSviles" de una clase de configuraciones
egulvalentes de 2-planos comenzardn a ordenarse de menor a

mayor hasta gue todos gueden fijados.

Seguin el lema 3, las configuraciones de 2-planos asociadas a
los referenciales {(tiie> y {iiied> son respectivamente de la forma
{~===00) y {—=0c—00> en ddbénde el éimbolo o 1ndica - & 0. Por
otra parte, el dual de estos referenciales es necesariamente un
{eeeel, con lo que existe completa libertad en la ordenacién de

las direcciones isétropas. Con el criterio convenido resulta:

PROPOSICION III1.S. .

i) Un referencial {tiied> tiéne asociladas las cénfiguraciones
{(==—=—- > (=== (04 {———=-00>
ii) Un referencial {iiie> tiene como configuraciones posibles

(- R 0>  (===—=00>  <-=0-00>
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b) El caricter causal de las direcciones y de los
2-planos de un referencial est4d dado respectivamente por los
signos de la diagonal y de los menores principales de segundo
orden de las componentes g“v de la métrica g en dicho referencial.

Y lo mismo para el referencial dual respecto de las componentes g“v.

Sean <naﬁ} y (naﬁ} (o#f3) los respectivos indicadores causales
de las configuraciones asociadas a un referencial y a su dual,

2

= - a3 _
naﬁ = sgn.[gaa gﬁﬁ (Saﬁ>

1, L4 = sgn.(gaa gﬁﬁ - (gaﬁ>2]
En dimensién cuatro, para cualesquiera cuatro valores
distintos de los indices se verifica la identidad:

1 2

g% gﬂﬁ - (Saﬁ>2 = (det.g)~ 41

[gyy Bss (876
que es un caso particular de 1la relacién existente entre cada
menor de una matriz y el menor complementario de su inversa. Asi

pues, para el caso de un espacio—- tiempo resulta

o3 _
R

y en consecuencia hemos' probado:

LEMA 1III.A4.
St un referencial tiene asociada la configuracion de 2-planos
dada por

<t n 24 114 T 114
1z 13 14 23 24 a4

la configuracion de 2-planos correspondiente a su dual es

{-n - -n 14 - -1
34 24 23 14 13 12
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c) De acuerdo con la proposicidén 1, los diez tipos de
referenciales de 1las proposiciones 4 y 5 tienen por dual el
{eeee>. Las configuraciones duales de 2-planos evaluadas directa-
por el lema 4, resultan compatibles con dicho dual, en virtud del
lema 3.

Cuando existen varias posibilidades causales de realizacién
para el co-referencial, ha de especificarse qué configuraciones de
2-planos corresponden a cada posibilidad. Concretamente, para un
referencial {(tiee} las configuraciones de 2-planos son de la forma
{——-*%%> en donde (#*%xx) se refiere al cardcter de los tres
2-planos generados por {iee>. Si el 3-plano generado por {iee)> es
isétropo se tiene una unica configuracién de 2-planos, y el
referencial dual es {(ieee>. En cambio, cuando dicho hiperplano es

temporal le correspondern las posibilidades
(——=> (--0> ; (——+)
(=0-> , C0--> ; (=00> , <€0-0> ; (=0+> , (O0-%>

Las seis dltimas dan lugar a pares de configuraciones equivalentes
por permutaciones de tipo P2e del referencial. Con el criterio de

eleccidén ya definido, resulta:

PROPOSICION III.6. A un referencial {tieed cuyo dual es de
la forma <{eeee) le corresponden las configuraciones de
2-planos

=== > {——--- 0> L-==-- +> {====0-> <{-=--00> {~===0+>

Y le corresponde la unica configuracidén {---00+> cuando su

dual es de la forma {ieeel.
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La compatibilidad de la proposicidén 6 con el lema 4 se sigue
directamente pues a un referencial {ieee> no pueden corresponder

configuraciones con un 2-plano espacial entre los tres primeros.

d) Precisemos lo que entendemos por clase causal de un

referencial.

DEFINICION. Denominaremos clase causal de un referencial «a
la especificacidn del cardcter causal de sus direcciones, de

las de su dual y de su configuracidén de 2-planos.

La tabla 1II1.2. muestra las clases causales a que conducen
las proposiciones 4, 5 y 6. Cada clase se denota por {r w r*.
Ademds se ha escrito el subgrupo PI de prP xPr que deja
invariante el representante elegido de la clase <{(con PI=Id.. si
éste se reduce a la identidad). Para los referenciales con tres
vectores vt,vz,va del mismo cariacter causal, la permutacién de dos

de ellos se indica mediante P Los signos que aparecen subra-

v.v,
yados pueden reordenarse arbi;f;riamente sin que ello implique
cambio de clase causal; es decir, las permutaciones de los mismos
conducen a configuraciones equivalentes de 2-planos. En tales
casos se especifica también el grupo P de las permutaciones de los
vectores del referenclal que da lugar a dichas reordenaciones de
signos. Per(...) indica permutacién ciclica de los simbolos entre

paréntesis.
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TABLA 1III.2. Clases causales de referenciales {tttt>,{ttti>,
{ttter, Cttii>, <{tiii),{iiii>,{ttier,{tteer,{(tiieX,{iiie>,(tieel>.

{irm r*} P P
I

<ttt —————— eeee’ P4t

{ttti —-———— eeeel PSt

{ttte —-————- ecee’ PSt

<ttii -———— eeee’> P2tXP21

{tiii - ————- eeee) PSi

{iiilf —-——=—- eeee’ P41

{ttie -—=——-— eeee’ P2t

{ttie —-==—- 0 eeece P2t

{Ftee —————— eeee) Pztx P2e

{ttee -—---—- 0 eeeeX Pth P2e

{ttee ————- + eeeeX> P2tx PZe

{tiie —————- eeeed P21

{tiie -———:2 eeeel Id P21

{tiie =-=-—=-00 eecee> P21

{iiie —-—=——- eeee) P31

{iiie -——-- 0 eeee)> P Perdi i i)
- — i1 1°2"3

172

{iiie -=--00 eeee> P Perd(i i 4

- — i i 1°2° 2
2°3
{iiie ——-0-00 eecee> PSi
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(cont.)

{rmr > PI P
{tiee -—————- eeeel P,
ze
{tiee —-—-——— 0 eeeeX> P
ze
{tiee -=-=--- + eeeeX P
2e
{tiee ———=-0- eeee> Id P
— 2e
{tiee --——00 eeee> Id P
— 2e
{tiee --——-0+ ecee) Id P
— 2e
{tiee ——-00+ iecee> P
2e
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3. REFERENCIALES {(teee> y {iiee>. AUTODUALIDAD.

a) Veamos cuidntas clases causales corresponden a los
referenciales constituidos por una direccién temporal y tres
espaciales, y a cudl de ellas pertenece un referencial fisico

esténdar.

Las configuraciones de 2-planos asociadas a un referencial
r={teee)> son de la forma {-——=#*%> en donde #* indica cualquier
cardcter causal. Los tres tipos posibles de duales r*: {eeee,
{ieee>, y {(teee>, no restringen la libertad de ordenacién de las
tres direcciones espaciales de r. Mediante permutaciones PSe’
cualquier configuracién de 2-planos es equivalente a una de las

diez siguientes:

{ L > L————- 0> < + < 00> {----0+> }
L 1 S

{====++> {(===000> <{~—-00+> <L===0++> {———+++>
Por el lema 4, las respectivas configuraciones duales son

- { {++++++> (O++++4>  {—+++++> L00++++> {-0++++> }
L ‘

L——+++4>  <000+++> {=00+++> {~=0+++> {———+++>

Si el dval es de la forma r*={eeee>, del lema 3 resulta que
todas las configuraciones n* son compatibles con ¢1. Si el dual es
*-(teee> le corresponde la configuracidén n¥=(———++4>. Y si es de
la forma r*=Cieee> sélo puede tener 1las configuraciones de

2-planos AR S, y {--0+++>. En efecto, todas aquellas que
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poseen algun 2-plano ecspacial entre 1los tres primeros no son
compatibles con tal tipo de dual; tampoco lo es <{000+++> pues
vicla el lema 2. Finalmente, la configuracidénm <{-00+++> no es
compatible con r*=Cieee> porque el 3-plano generado por la
direccién isétropa y las dos ultimas espaciales es isétropo; su
normal es 1isétropa y esto contradice el cardcter espacial
del segundo vector del referencial de partida. Como emplearemos a

menudo este argumento, conviene enunciar:
LEMA III.5. Un referencial {i*ee} cuyas configuraciones sean
de la forma {*00%%+> tiene por dual {®ixx),

H
Podemos reunir los resultados de este epigrafe en la siguiente:

PROPOSICION III.7. Existen trece clases causales de refe-
renciales con una direccidén temporal y tres espactales. Estas

se representan en la siguiente tabla.

r* *
- -0 | === + -===00 —-—==0+
+4+++++ O+++++ —+++++ 00++++ —0++++

teee

eeee ++ 000 | —==00+ | —=—0++ | ———+++
——++++ 000+++ —00+++ | ——0+++ ———t++

teee ——=0++ ———+++

ieee -=0+++ —==+++

teee ———t++

teee ——=t+++
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b) Consideremos ahora los referenciales con dos direc-—
ciones isétroﬁas y dos espacilales: (iiizeiez}. Las configura-
ciones de 2-planos son necesariamente de la forma <{-ceoco*> en
donde o indica - 6 0, y * denota -,0 ¢ +. Resultan las siguientes

configuraciones de 2-planos:

1) {~-—- *)
2) {=—=—=0%>, {——-0-%> <P2e>, {==0——%> (P21), {—0———%> <PziXP2e)
3) {(—-0-0%>, {-0-0-%> (P, D
2e
4) {—=00-%>, {—-0-—=0%> (P21> é (P2e)
5) {~===00+>, <{-00——+> (Pzi)

6) {—=000+>, {(~0-00+> (P <-00-0+> (P,,), <-000-+> (P21xP )

2e’ 217 2e
7) €-0000+>

Para cada valor de =*, las configuraciones de 2-planos perte-
necientes a la misma fila son equivalentes; su representante es la
situada en primer lugar. A continuvacidén de las restantes configu-
raciones de 2-planos se ha escrito la permutacién (P..) que la
transforma en su representante. En 5), 6) y 7) el 2-plano generado
por e y e, es necesariamente espacial pues ambos vectores son

ortogonales a la misma direccidén isétropa.
S1 el dual es de la forma r'=Ceeee> los hiperplanos
¥=(1ee) y ¥=(1ee ) son ambos temporales, y 1le corresponden
1 271 2 2 11 2

las doce configuraciones de 2-planos:

S *> L=—==0%> C{==0-0%> {-=00-#>
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Si el dual es r*={izeee} se tiene que & es isdtropo y ¥
temporal. En este caso, r tiene asociadas las configuraciones de

2-planos {(——-00+> y {—=000+>.

Si el dual es de la forma r*={izifagz}, a r le corresponde
la configuracién de 2-planos {(-0000+> pues aa y 2; son isétropos.

Reuniendo estos resultados se tiene:

PROPOSICION III.8. Existen guince clases causales de refe-
renciales con dos direcciones isdtropas y dos espactiales.

Lstas son las dadas en la tabla siguiente:

w
*
r T
e --0 -+ |-———0- -00|----0+
{ i'e e ++++++ | O+++++ |—+++++ | +0++++ | 00++++ | - O++++
. © %€ 1 —0-0-|--0-00|--0-0+|-=00-- [--00-0 |--00-+
+0+0++ | 00+0++ |—0+0++ | ++00++ | 0+00++ [ —-+00++
i i'e e |--—-00+4|-—-000+
i'e e e {—-00+++|-000++
i 1’e e [-0000+
i'i e e {-0000+

c) Una propiedad de cilertas clases causales que conviene

analizar es la de autodualidad.

DEFINICION. Llamaremos dual de la clase causal de referen-—
clales {r o r‘) a la clase causal.(r*nyrﬂn Una clase causal

se dird autodual si coircide con su dual.
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En las proposiciones 7 y 8 aparecen dos clases causales
autoduales:

{teee —-—-—-+++ teee, {ii'ee -0000+ i'ieed>

a las que pertenecen respectivamente las tetradas ortogonales y
las isdétropas reales. Para un referencial ortonormado se tiene
ademids autodualidad de sus vectores: los co-vectores de su dual

son los asociados por la métrica a los vectores del referencial.

Puede darse autodualidad sélo en el sentido de la configura-
clén de 2-planos, como ocurre para las clases {(teee ——-—+++ eeeed y
{teee —-—-+++ leeel. Sin embargo, no es éste el caso de un referen-
clal <ii’ee> en el cual la autodualidad del referencial y la de su

configuracién de 2-planos aparecen conjuntamente.

La clase {i1i'ee -0000+ 1i'iee> no sélo es autodual en el sen-
tido causal. Las direcciones isétropas de' r* son las asociadas
métricamente a las direcciones 1isétropas de r en orden

intercambiado; ademis los 2-planos espaciales de m y n* coinciden.

d) La Tabla I1I1.3 presenta las clases causales asociadas
a los referenciales de la forma {teee> e {1ieé}, ¥y su notacién es
similar a la de Tabla III.2. Las 1lineas discontinuas separan
clases causales de igual r y diferente r*. Para r={iiee>, en las
configuraciones de 2-planos (—:9:9*} y C-:gg:*} (con #*=-,0,+)
pueden permutarse simultineamente el segundo signo con el tercero
y el cuarto con el quinto, sin que ello implique cambio de clase
causal. Mediante P(2i,2e) se denota la permutacién simultdnea y
por separado de 1los dos vectores isétropos y de 1los dos
espaciales. Para cada valor de 4, las clases {iiee —--00-% eeceel y
{iiee —-0--0% eeee> son equivalentes por permutaciones P21 o P2e’
lo cual se denota en la tabla mediante P21=P2e; la eleccidén de la
primera para representarlas ocbedece al criterio de ordenacién

convenido.
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TABLA I1I.3. Clases causales de referenciales {(teee) y {iieel.

rmw r*} PI P
{teee ——==——- eeceel P
3e
{teee ————- 0 eeeel> P Per(e e e )
— ee_ 1 2 3
{teee ————- + eeeeX> P Per(e e e )
— ee, 1 2 8
{teee ——--00 eeee P Per(e e e )
— ee, 1 2 3
{teee -——-0+ eeee)> Id P
— 3e
{teee —-—---++ eeee) P Per(e e e )
— ee, 1 2 3
{teee ——000 eeee) P
3e
{teee ———00+ eeeeX> P Per(e e e )
— ee_ : 1 2 3
{teee -—-0++ eeee) P Per(e e e )
— ee, 1 2 3
{teee ———+++ eceeeX P
) 3e
{teee ——-0++ iéee} P Per(e e e )
— e.e, 1 2 8
{teee -—--+++ ieeed> P
. 3e
{teee —=—-+++ teecer P
3e
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(cont.)

{r mr > PI P
{iiee —===—- eeee PzixP29
{iiee ——=—- 0 eeee’> PZiXPZe
{iiee —-——=-- + eeeel PZiXPBE
{iiee ==--0- eeee> Id P21xP2e
{iiee ————00 eeeeX> Id PzixP2e
{iiee ——--0+ eeeed> Id PZiXPZe
{iiee --0-0- eeee) P2i P2e
<iiee --0-00 eeee> Py, Pz;'
{iiee --0-0+ eeee> P21 P2e
{iiee —:99:— eeeeX §(21,2e) P21=P29
{iieé —:99:0 eeeel P21, 2e) P21=P2e
{iiee —:99:+ eeeed P(21i,2e) P21=P2e
{ii'ee -=--00+ 1i’eee> Pze
{ii’ee —--000+ i’eeed> 1d P2e
{ii’ee -0000+ 1i’iee> P21><Pze
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4 REFERENCIALES DE LA FORMA <{ieee>.

a) Vamos a analizar los referenciales con una direccién
isétropa y tres espaciales: {iefaea}. En virtud del lema 2, 1los
2-planos (ie1>, (iez), (iea> no pueden ser los tres isétropos; se

tiene las siguientes posibilidades para los mismos:

1> Los tres son temporales.
2) Dos son temporales y uno isétropo.

3> Uno es temporal y dos isdétropos.

Los casos 1) y 2) corresponden a un referencial cuyo dual es
de la forma r'=(*eee> pues los 3-planos 2a5<1ezea), a;E<ie1ea),
y 225(1e1e2) son temporales. Este tipo de dual no impone ninguna
restriccidén sobre el orden de las tres direcciones espaciales del
referencial; por tanto se pueden elegir e, v e, de modo gque los
dos primeros 2Z2-planos de las configuraciones sean temporales. Asf
pues, a estos dos casos corresponden respectivamente las

configuraciones de 2-planos:

1) C———%%*> y 2) {——O%*x)

En el caso 1) no se privilegia ninguna direccién espacial del
referencial. Mediante permutaciones P:_,’e podemos ordenar de menor a
mayor los caracteres causales de los 2-planos [(eiez)uaae)(ezea)]

del 3-plano ¥ =(e e e ):
< 123
(=~=1 [=-0] [~=+]1 [-001 [~0+] [-++1 [000] [00+] [O++] [+++]
En el caso 2) se ha privilegiado el tercer vector espacial

del referencial respecto de los otros dos, cuya ordenacidén queda

ain libre. Para cada cardcter causal del 2-plano (eiez), podemos
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ordenar de menor a mayor los caracteres causales de los Z-planos

(eiea) y (ezea). Los 2-planos asociados a aa son ahora:
{%——] [#*=0] [ %—+] [%00] [%0+] [*++]

Para 1los casos 1) y 2) resuitan. pues en total veintiocho
configuraciones de 2-planos. Del lema 4 se obtienen sus duales n*
y ahora, por aplicacién del 1lema 3, hay que ver cudles son
compatibles con cada uno de los tres tipos de dual {(*eee>. Esta

claro que si r¥=ceeee> ya no habrd mis restricciomnes.

Cuando el duvual es de la forma {teee} los tres primeros planos
de las n* son temporales y sélo estaridn permitidas aquellas w
cuyos tres Ultimos 2-planos son espaciales: {-——+++3, {—=0+++> (de

acuerdo con las dos clases carrespondientes de la propasicién 7).

En cambio si el dual es del tipo <{i’eeeX>, entre los tres
primeros 2-planos de las configuraciones duales no puede existir
ninguno espacial ni tampoco ser los tres isétropos; esto limita

las n* a las siguientes:

{=00+++2> {—=0+++2 {———+++>

L=000++> {==00++> <00-0++> {-0-0++> {—==0++>
Ahora bien, el lema 5 aplicado al dual r¥=¢i’eee> prohibe las
n*—configuraciones {=00+++> y <{-000++> porque contradicen la forma
del referencial de partida <ieee>. Ademias la <{00-0++> tampoco es
compatible con r*=Ci'eee> pues siendo los dos primeros 2-planos
isétropos, el cuarto ha de ser espacial. Asi, al tipo causal de
{ieee> cuyo dual es de la forma {i'eee> le corresponden las cinco

configuraciones de 2-planos:

W C——=0++>  L{———+++>  {~=00+4+>  {—=0+0+>  <{~-—0+++>
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Consideremos finalmente el caso 3) que se presenta cuando uno
de los S—Rlancs'ﬂi, %;, 92 es isétropo (y los otros dos nécesaria—
nmente temporales). El referencial dual contiene 1la direccidn
isétropa asociada por la métrica a 1la direccidén isétropa del
referencial. La eleccién de los tres tipos de dual {(*iee> que se
hizo en 1la proposicién 3 consiste en tomar ﬁ;z(iezea) como el
3-plano isétropo; tal eleccidén fija el primer vector espacial del
referencial de modo que sea (iei) el 2-plano temporal. Como (etez)

es espacial las configuraciones de 2-planos son de la formna:
3> {—00%x+>

Pero ain podemos permutar e,y e, es decir, cambiar en 3) el
cuarto signo por el quinto. Ordenados estos signos de menor a
mayor, cualquier configuracién de 2-planos es equivalente a una de
las siguientes:

w : {~00-=4> {-00-04> {-00-++> <{-0000+> {-000++> {-00+++>

Las configuraciones duales de las anteriores son:

n*: {=++00+4> {-0+00+4> {--+00+> <-0000+> {--000+> {(-——00+>

y todas ellas son compatibles con un duvual de la forma r*= Ceiee>.

Si r*={t1ee} la dnica n* compatible con é1 es {---00+}, lo cual
concuerda con la proposicién 6. Para r*= {1i'iee>, las n* no pueden
tener un 2-plano espacial en los tres primeros lugares; ademis la
configuracién <-0000+> viola el lema 5 aplicadoc al referencial
dual, y por tanto sélo son compatibles con este dual las n* de la
forma {---00+4> y {---00+>.Al mismo resultado se llega directamente

por dualidad de las correspondientes clases de la proposicidén 8.

La discusién de este epigrafe permite enunciar:
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PROPOSICION III.O.

Existen cuarenta y cuatro clases causales

de referenciales con wuna direccion isétropa v tres
espaclales. Estas son las dadas en la sigulente tabla:
w
* "*

——————————— 0|==——=4|-—==00|=-===0+|====++|-==000
++++++ | 0+++++ | —+++++ | 00++++ | -O++++ | —=++++ [ 000+++
—==00+|-—=0++|-—=+++|-=0--= | -=0-=0 [ -=0--+[-=0-00

jeeca -00+++ |—=0+++|———+++ | +++0++ | 0++0++ | —++0++ | 00+ 0++

€€Ee | ——0~0+|-=0=++|==00-~ [==00~0 [-=00~+[--0000 |--000+
—0+0++ [==+0++|++00++|0+00++|{—=+00++{0000++ |-000++
~=00++ |==04——|-=0+-0|-=0+-4 [-=0+00 | -~0+0+ [ -—0+++
—=00++ | ++=0++|0+=0++|=+=0++{ 00—=0++ | =0=0++ | ———0++

ieee |-00-=-+|{-00-0+|—-00—++|—-0000+|—-000++|—-00+++

eiee |-++00+{-0+00+}|--+004]|-0000+|—=000+{-—-00+

ieee |===0++[===+++[——00++|——0+0+|=—0+++

ieee |==0+++|—=~+++|~~00++]|-0~0++|=-——0++

ieee |-00+++|-000++

ijee |-=-00+{--000+

ieee |[=-=O0+++|———+++]| ,

teee |—==0++|+++———

ieee |-00+++

tiee |(~--00+
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b) Consideremos mids detenidamente 1las seis clases
causales asociadas a los referenciales del tipo {ieee}> cuyo dual

es de la forma {(eieel:
= {ieee —00——+ eieer>

= {ieee -00-0+ eiee>

A

A

A = {ieee -00-++ eieed>
A = {ieee —-0000+ eieed>
R .

= {ieee -000++ eiee>

5
Ac = {ieee —00+++ eieel>
La clase dual de Aa es A:={eiee --+00+ ieee)> y posee los mnismos

caracteres causales que Aa aunque ordenados de diferente modo.
Pero si se considera el orden estiandar para el referencial en A:

(permutacién Pe del primer e por 1) se obtiene la clase A3 de

i
partida. Luego Aa y A: son la misma clase causal: A:=Aa' Del mismo

modo se tiene que A%=a i y también A%=a 'y A%=a .
4« 4 1 e z s

Por otra parte, denotemos las cinco clases causales de

referenciales {(ieee)> cuyo dual es de la forma {i'eee> por:

B‘ = {ieee ——-0++ 1’'eee>
. Bz = {ieee ———+++ 1i'eeed .
Ba = {ieee --00++ 1i'eee>
B, = {ieee —-0+0+ 1'eee>
B5 = {ieee ——0+++ 1'eece>

La clase dual de B‘ es la Bs, B’:=B5. Las clases B2 y Ba son
autoduales en sentido causal. La clase B‘ también es autodual pues
B:=<1’eee -0-0++ ieee> coincide causalmente con B‘ sl se permutan
las dos dltimas direcciones espaciales.
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5.NUMERO TOTAL DE CLASES CAUSALES.

Un referencial <{eeee> causalmente autodual tiene asociadas
veintiocho configuraciones de 2-planos no equivalentes (las
combinaciones de los tres caracteres -, 0, + tomados de seis en
seis). Como representantes de las mismas pueden elegirse las que
poseen el orden estdndar pues la forma de r*= Ceeee> no restringe
la libertad de ordenacién del referencial. Un modo adecuado de

distribuirlas es el siguiente:

-

< > £ +> {—=—==++> {———+++3 {—=++++> {—+++++> {++++++>
(=== 0> {(——--- 0> {===0+4)> {==0+++> {=0++++> {O0+++++>
‘f——-—OO} {===00+> {-—00++> {-00+++> <O0++++>
{---OQO} {==000+> {~000++> {000+++>
<—-0060> {=0000+> €0000++>
{=00000> €00000+>
<000000>
En la linea vertical central se sitdan las cuatro configu-
raciones de 2-planos autoduales; simétricamente respecto a ellas

segin la horizontal, estdn colocados los doce ©pares de

configuraciones de 2-planos relaclonados por dualidad.
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Las configuraciones de 2-planos asociadas a los catorce tipos
de referenciales {eeee) no autoduales se obtienen directamente de

las proposiciones 4 5 6 7 8 y 9.

Ahora vamos a reunir en un cuadro todos 1los resultados
precedentes. Dicho cuadro es manifiestamente asimétrico debido a
la existencia de las seis clases causales de referencilales d{ieeeX
cuyo dual es de la forma <{eilee>. Posee quince entradas para los
referenciales y dieciseis salidas para los duales. De acuerdo con
el teorema II11.1. hay un total de treinta y nueve casillas a
rellenar y en ellas se han escrito las configuraciones de 2-planos
n asociadas al referencial r cuyo dual es r* 1a inspeccidén del

cuadro conduce a enunciar:

TEOREMA III.2. Un espacio-tiempo admite 199 clases causales
de  referenciales. Son las dadas en el cuadro de la pagina

siguiente.

La existencia de 1las 199 clases causales de referenciales
minkowskianos ha sido verificada mediante ejemplos numéricos de

cada tipo.
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CAPITULC DV

REFERENCIALES SIMETRICOS. ESTUDIO ALGEBRAICO

1 MOTIVACION Y CONTENIDO.

Los referenciales usualmente utilizados en Fisica privilegian
ciertas direcciones de espacio-tiempo (la direccién temporal con.
respecto a las tres direcciones espacialés en los '"referenciales
fisicos"”, las dos direcciones isdétropas con respecto a 1las dos
direcciones espaciales en 1los "referenciales isétropos”,etc.).
Ahora bien, como el principio cosmolégico sugiere en parte,
ciertas propiedades del espacio-tiempo podrian ser mejor descritas
en referenciales que no privilegien métricamente ninguna direc-
cién. Tales referenciales los llamaremos referenciales simétricbs;
el estudio de sus propiedades algebraicas es el objetivo del

presente capitulo.
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" ;Existen referenciales simétricos en métrica hiperbdlica?.
Mostraremos en la seccién 2 que sélo existen si ésta es lorent-
ziana. En la misma secciédn estudiamos el ndmero miximo de vectores
métricamente permutables no generadores de subespacios isétropos
gue admite una métrica de tipo general. Asimismo analizamos la
dimensién maximal de 1los subespacios isétropos generados por

dichos vectores.

La seccién 3 introduce la nocién de eje de un referencial
simétrico, que en el caso lorentziano define wuna direccién
temporal. A continuacién obtenemos el grupo miximo de transfor-
maciones entre referenciales simétricos y analizamos cémo asociar

a un referencial simétrico dado un referencial auxiliar ortogonal.

La seccién 4 estudia la clasificacién causal de los refe-
renciales simétricos 1lorentzianos. Veremos que, en dimensién m,
existen 2m-1 clases causales de tales referenciales, y que éstas

pueden ser caracterizadas mediante un sélo pardmetro.



2. VECTORES METRICAMENTE PERMUTABLES.

a) Un conjunto de p Vvectores esta métricamente
caracterizado por sus p(p+1)/2 productos escalares mituos. Damos

la siguiente:

DEFINICION. Diremos gqgue Pp wvectores son métricamente:
permutables si son titguales sus mdédulos e ilguales sus
productos escalares, y llamaremos referenciales simétricos a

los constituidos por vectores métricamente permutables.

En dimensién m = n+l, sea {EA}Agl’ un referencial simétrico

respecto de la métrica g:

88 =, 8ZMEp =0 VA=B
AL m m
Sea <8 }A=1 el co-referencial dual algebraico de {EA}A=1’ es decir
A _ A _ . _ A__B
g (EB) = 6B = 6AB’ la métrica g = 8AR e ®o es entonces tal que

Bpp = (@ - S5+ A1, 1y (IV. 1)

donde 1A es la m-upla de 1’s.

Es obvio que las métricas elipticas admiten referenciales
simétricos. Pero, ggué otras métricas los admiten?. Responder a

esta cuestién exige estudiar la signatura de BAB"
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Sea Ak+1 el menor principal de orden k+l de la matriz gAR"
Para obtener su expresién observemos que, para r=<k se tiene
g. -8 = (a3 (<S,u-éA M) , con lo cual es

ir L,r+d i,r

k+t

)
B ket i=1, r<k

- ]
Lr+d

_ k+1 = _
Akﬂ= det (gtj) L, =t det (g'_'r g

y desarrollando por la primera fila resulta:

k kK _ .\ k
Bpyq = (o AL+ DT B (FrdT = (o A + B (oD

Por recurrencia se obtiene el siguiente:

LEMA.IV.1. El menor principal de orden k+1l de 8an esta dado

por:
Ak+l = (a + k) (a0 - B)k C(Iv.2>

de donde se sigue, en particular, que

COROLARIO, Exp €5 regular st, y solo si, se tiene

D=<(x+na—-p13#0 ’ C(IV.3

Por ser 8an regular, de (IV.3) y (IV.2) se sigue que su
secuencia de signatura contiene a2 lo sumo un cero. Por tanto, el
teorema de Jacobi o ,en su caso, el de Gundelfinger permiten
evaluar la signatura. Recordemos brevemente su contenido /F.R.

Gantmacher (1966), p. 305/.
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1) E1 teorema de Jacobi afirma que cuando la secuencia de

signatura (1, A A2, e Am} no contiene ningdn cero, la

1’
signatura es o = m - 2v = p - v , siendo respectivamente p y v
el numero de permanencias y el de variaciones de signo en la

secuencia.

2> Cuando la secuencla de signatura de una métrica contiene
ceros no consecutivos, el teocrema de Gundelfinger afirma ' que
o =m - 2v siendo v el nudmero de variaciones de signo de la

secuencia reducida que se obtiene al omitir los ceros.

A partir de la expresidn (IV.2) de los menores principales de
8AB puede entonces probarse el siguiente teorema, en donde sgnix)

denota el signo de x.

TEOREMA 1V.1. En dimensidén wm=n+l, la signatura o de una

métrica gue admite un referencial simétrico estd dada por

o = sgn{(a + nf3) + n sgnla - 3) (IV. 4

Distinguiremos varios casos en la demostracién, segin sea el
signo de 3. Cuando (3=0 'y o=0 la m¢trica es eliptica, y la
relacidén (IV.4) se satisface de inmediato.

Supongamos ahora 3>0. Cuando a>R , todos 1los menores

principales son positivos vy 8ap ©S definida positiva; cuando

a<-nf3, cualesquiera dos menores principales sucesivos tienen
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signos opuestos y la métrica es definida negativa. En cambio,
cuando =-nfB<alf3 hay que distinguir dos situaciones <(segdin que
haya, o©o no, un menor nulo)> pero ambas conducen a una métrica
lorentziana de signatura 1l-n . En efecto, si para algun k se tiene
a=-kf3 entonces Ak+1=0 y en la secuencia que resulta de omitir el
cero existen n variaciones de signo. Cuando se verifica que
~kfB<a<(1-k)? entonces Ak#O cualgquiera que sea k, y la unica

permanencia de signo tiene lugar entre Ak y Ak+1’ Asi pues,

1+n si a>f >0
o= 1-n si -n? < a < 3 (IV.5
=1-n si a < -nf3 < 0
Cuando <0 , 1la discusién precedente aplicada a (-a,—3

proporciona la signatura de “8pp

i1+n si a > -nR > 0
o = -1l+n si -nB > a> (IV.6)
=1l-n si a< nr <0

Yy queda probado el teorema.

Una consecuencia directa importante del teorema IV.1 es

_COROLARIO. Las Unicas métricas no elipticas gue admiten

referenciales simétricos son las lorentzianas.
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De hecho, resulta de (IV.4) que la métrica Epp &9 definida o

lorentziana segin que sea D>0 & D<0 respectivamente.

En el caso lorentziano con m>2, denotando mediante £, el

signo de la signatura, se sigue a partir de (IV.5-8) que

€, = sgn(o) = sgnl(a—-3) = —sgn(3) = —sgnlo+nf3) C(IV.7)
b) Consideremos un referencial simétrico <EA}A:1
o = gl&,,E,), B =g, &y A=B
y sea v = kAfA tal que {El,...,tm,v} constituya un conjunto de

mt+l vectores métricamente permutables:
a = glv,v) , B = g(v,EA) VA

De las relaciones precedentes resulta

a = lA g(v,fA) =R lAkA

p=a X+ 2 B =-m At +a

B=A

y como o*f3 se tiene KA=—1 VA y o=-m3 ; esto exige que la
métrica sea elfiptica pues D = (a3 {(atnp) = (m+1)ﬁz>0 . Por tanto

hemos probado:
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PROPOSICION 1IV.1. i) En dimensidn m, el numero mdximo de
vectores métricamente permutables gue admite wuna métrica
eliptica es m+l. 1ii) En métrica lorentziana, todo sistema de
generadores formado por vectores metricamente permutables es

un referencial simétrico.

_ _.4A
Los mt+l vectores permutables {fl, Cees Em’ fm+1— 1 EA> que
admite una métrica eliptica son precisamente los radios de un
(m+1)-edro regular pues

m+l
a = -nm f3 y ) {R =0 (1v.8
R=1

c) Sea una métrica general de tipo (p,q), p+q=m, p-g=o,
y denotemos por ¢ el indice de la misma, esto es, la dimensién
de los subespacios maximales totalmente isotropos: ¢ = min <{p,q>."

Los resultados de los epigrafes anteriores permiten probar:

TEOREMA 1V.Z2. i) Para una métrica de indice i, el numero
maximo N de wvectores métricamente permutables no generadores
de subespacios isotropos es N = m-i+l.

ii) La dimension maximal dM de los subespacios tisdtropos
generados por vectores metricamente permutables es 1 st
estos son isdtropos . Si son espaciales y o#0 entonces dM es
i+l (resp. m-i) si sus modulos son iguales (resp. diferentes)
a sus productos escalares. Si son espaciales y o0=0, © son

temporales entonces dH =1 2 2.
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Si o#0, decimos que un vector v es espacial [resp. temporall
2 2
si sgn(v )=$o (resp. sgn(v >=—sa].
La primera parte del teorema se obtiene aplicando 1la

proposicién IV.1l. a los subespacios maximales con métrica eliptica

o lorentziana.

Sea {Ei}f=1

vectores métricamente permutables: a = g(&i,fi), p = g(fi,fj) i=j.

una base del subespacio isétropo Sk formada por

Por (IV.2) Sk puede ser de dos tipos segun que o=3 o oa=(1-k)f3.
El caso o=0 corresponde a subespacios totalmente isétropos con lo
cual dH=i, y todos sus vectores son métricamente permutables.

Cuando o=3%0, Sk se obtiene afiadiendo a un (k-1l)-plano total-

mente isdétropo, generado por {la}:;:. un vector v ortogonal no
= = ° o= o= z=

isétopo: {q: l°+v , Ek= v , con la lb la v=0 y v=aa . Si o=0

entonces k-1=t con lo cual dM=i+1 ; si ademis k=dM necesaria-—

mente v es espacial, y los {i’s también son espaciales. En cambio,
si o=0, todo vector ortogonal a un subespacio maximal totalmente

isétropo es isdtropo, y asf k-1<¢{ , es decir dM=i.

Cuando a=(1-k)3 , 2=k<{m , en Sk existe una udnica direccién
ortogonal a todos sus vectores pues si z=xi:i¢o, L.fJ=0 Vi , se
tiene

i i
0 = ATg, ez, = ki[<a—{3><§i'J + B 11, = pe-xnd + 1,A )

lo que implica kia 11, y por tanto l=A 1151 . Asi, = A Ei- 13

(i=1,...,k) son los radios de un k-edro regular y generan un (k-1)
Plano con métrica eliptica y ortogonal a 1. A lo sumo existen i-1
[resp. m—t-1] vectores temporales [resp. espaciales] ortogonales a
ly linealmente independientes. En consecuencia, dM =12 2 si los

r,’s son temporales, o bien, dM = m{ cuando son espaciales. Si

i
o=0, entonces m=2{ y dM=i en cualquier caso.
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3. EJE DE UN REFERENCIAL SIMETRICO.

a) Suponiéndole & la matriz inversa de g la forma:

gAB = (u - v 6AB + v 1A1B (IV.9)

donde 1A=5AB1 , resulta como unicas condiciones de compatibilidad

g = Datn-1031 , v = -D'p3 (IV.10)

y por tanto:

PROPOSICION 1IV.2. El dual algebraico de wun referencial

simeétrico es un referencial simétrico.

Sea & un vector arbitrario. Se llama cono métrico de eje (la
direccién definida por) &, al lugar geométrico de las direcciones
que forman c¢on ¢ un 4ngulo constante. ‘Para cada referencial
simétrico <EA}A21 , existe una dnica direccidén que forma uanismo
&ngulo con todos los vectores del referencial, pues si §=A ER es
tal que g(f,fA)=g(E,EB) entonces KA=AB para cualesquiera A,B. Por
tanto, el cono métrico que contiene las direcciones definidas por
un referencial simétrico es unico, y su eje estad dado por EElAfA;
la direccién determinada por £ se denominard eje del referencial
simétrico (EA}.

A

Sea GzlAe el correspondiente eje del referencial dual

algebraico {BA} de {fA>. Se tiene entonces:
= AB _ A _
g = SABl 8" = (atn/® lAG = (a+nf’) &

¥y en consecuenc ia,
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PROPOSICION 1IV.3. El eje del dual algebraico de un

referencial simeétrico es el dual métrico de su eje.

Por otra parte se tiene que
gCZ,¢) = m g(f,EA) = m (a+n/3) (IV.1L)

y para m>2, de (IV.7) resulta sgn(g(f,&)) = -, + con lo cual

PROPOSICION IV.4. En métrica lorentziana (& dimension m>2),

el eje de un referencial simétrico es temporal.

b) Sea (eA}Afl la proyeccién de un referencial simétri-

co en el hiperplano ortogonal a su eje:

£CE,, 8
S U Wl 7 2w 5 2

1
T =8, o¢
Si » es la métrica inducida en dicho hiperplano, por (IV.11)

riey,epd = g(eA,eB) = Bap " i (otn3)d VA, B

lo que significa:
LEMA.IV.2. La proyeccidon de un referencial simétrico sobre
el hiperplano ortogonal a su eje constituye un sistema de

nm=n+l vectores métricamente permutables para la métrica

eliptica n-dimensional inducida en dicho hiperplano.
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El lema IV.2 es util en la obtencidn del subgrupo de GL(m,R)
constituido por el conjunto de transformaciones entre referencia-
les simétricos. Como ya hemos indicado, los m vectores (eA} son
los radios de un m-edro regular pues verifican (IV.8), que en este

caso se escriben:
7(eA.eA) + n y(eA,eB> =0 (A=B) , 1 e, = 0]

En consecuencia, 1las dnicas transformaciones en el hiperplano
ortogonal a £ que mantienen el caridcter métricamente permutable de

los m vectores e, son las rotaciones y las dilataciones. Estas

A

dilataciones gA=aeA corresponden, en el espacio total, a trans-

formaciones del tipo EA = aEA + b , por lo que resulta:

TEOREMA TIV.3. Toda transformacion entre referenciales
simétricos es la composicion de una transformacidn ortogonal,
una dilatacion y una transformacion del tipo

= _ A-1 ,R ,
Ey =&, +="1%,, A=0 (IV.12)

Una transformacién ortogonal cambiari, en general el eje del
referencial, pero mantendrid el caridcter causal de todos 1los
vectores asi como sus productos escalares. En cambio, (IV.12)
preserva el eje, pero puede modificar el caricter causal del

referencial.
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La transformacidén (1IV.12) es regular. Para verlo, ndétese que

su expresidén matricial MAB es de la forma (IV.1):

B_1 B _ B
Mo = 2 L) 6,7 + (1) 1,17) (IV.13)

por lo que, de acuerdo con (IV.2), se tiene det MAB=K . Las com

ponentes &, f# de la métrica transformada éAB estdn relacionadas

con las a, 3 de 8,p POT

a-a=p-p-= i Catn) (A%-1) CIV.14)

Es posible asociar a cada referencial simétrico
constituido

c)

m n

{tA}A=1 un referencial auxiliar ortogonal <x;,xg>a=1

por el eje del referencial simétrico y un n-edro del hiperplano
ortogonal. Para ello, consideremos la transformacidén:

_ _-4s2 _A _ A4
xz = m 1 EA , xg = Aa fA . (IV.15)

De (IV.11)> y (IV.1) resulta directamente

_ _ _-1r2 A
g(k%,}h) = a + 3, g(x;,xg) =m (aa + 1) 1AAa

_ _ A B
8(X_, X)) = [(a=&,p + B 1,151 Al A

Por tanto, g<xz.x$>=o significa que 1AA2=0 y en consecuencia

(XL,&%} es un referencial ortogonal con

. g<x;,x%> = o + nﬁ . g<x;,x;> =a-3 (IV.16>
si, y sé6lo si, se verifican las relaciones
A _ A B _
1AAa =0 , 6AB Aa Ab = 6ab CIV.17
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Consideremos, en particular, una transfarmacidén (IV.15) de la

forma:

A% T=o A2=y =0 A2 Toy, 20 v r>0
a a a a a

En tal caso, las relaciones (IV.17) se reducen a

; < ya+(m—a)va=0 y
pa+(m—a)va=1 , con lo cual

p = e Y(ma)/(ma+ld , v _= ¢ /Y(ma){ma+D (e_=%*1)
a a a a’, a

Si se eligen los signos 5a=1 Va resulta:

TEOREMA IV. 4. Sea <EA>A21 un referencial simetrico. El

. n
referencial {X£,X%}a=1 dado por:
_ A
xb B lo 1 EA
C(IV. 18>
. » n
xﬁ - Ka—l [ _Ka.za * ka § fr+1 J
r=a
con RNE(m—NYA/z , m=n+l, N=0,...,n, es ortogonal y verifica
g(Xb,ib) = a + nf3 , gcxa,x;> =a- (IV.19)

stendo a=g(EA,EA) \Y B=g(EA,fB) VA=RB.

De (IV.1>, todo referencial simétrico es é—ortonormado:

6<EA,6B) = 6AB . En consecuencia, las transformaciones (IV.15) que
verifican (IV.17) son &S-ortogonales pues
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1 -
SCX_,X ) = T 6¢E,8) =1

_ _-1s2 LA _ _-1r2 ,A -
6(3;,3%) =m Aa é(f,fA) = m Aa 1A 0

A ,B _
Al AL 6CE, 80 = 6

6(XA,X') ab

b

Por tanto, la inversa de (IV.19) es precisamente su pranspuesta,

con 1o cual resulta el siguiente:

COROLARIO. Cada referencial ortogonal (XA}A:o gque vertfigue

(X , X r=g(X_,X.) (a,b=1,...,n), tiene asociado el referen-
BiXgr g ' TB A Ay
cial simetrico:
ko
T = 2% — xz'xl
s Ks
fs = KOXL + § hr 1 Kr X} - x Xé+1 (IV.20)
r=1 s+l
n
Em = A X + § kr—l kr X}
r=1
en donde A,=(m-A)>"*%, m=n+1 y s=2,...,n.

AS

Las relaciones reciprocas de (Ir.19 proporcionan las

componentes a y 3 de la métrica en el referencial simétrico:

]
Hi-

8 ,0E ) [g§(X_,X ) + n g(X,,X )]

(Iv.21)

[y

§CE,, 8 = 2 [g(X_,X ) - g(X,,%X,>1 A=B
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4. CLASIFICACION CAUSAL DE LOS REFERENCIALES SIMETRICOS.

a) En métrica lorentziana (y dimensién m2) el carécter
causal del s-plano generado por los vectores (vl,...,vs} estid dado
por el signo (&) del determinante formado c<¢on sus productos
escalares mituos. Un s-plano es espacial o temporal si, y sélo si,
s=(ea)s é a=—(ea)s respectivamente, siendo €, el signo de la
signatura de la métrica. Esto se sigue facilmente si se tiene en
cuenta que & es independiente de la base elegida en el s-plano y
que sgn(x2)=co é sgn(xz)=-sa segin que el vector x sea espacial
o temporal; basta entonces considerar una base ortonormal del
s—-plano para demostrar la anterior afirmacién. En el caso de un
s-plano isétropo, la métrica inducida sobre el mismo es degenerada

y por tanto £=0.

Es obvio que las m direcciones definidas por los vectores de
un referencial simétrico lorentziano tienen igual caricter causal,
y lo mismo ocurre con los Eﬂ s-planos, 0<s<m, engendrados por las
combinaciones de s en s de dichos vectores. Por tanto clasificar
causalmente los refereﬁciales simétricos se reduce a establecer
las diferentes series de signos correspondientes a las
orientaciones posibles de los m1 s-planos{ Cada una de estas

series representa una clase causal de referenciales simétricos.
La clasificacién causal de los referenciales simétricos es

claramente invariante por conformidad de la métrica. Es

convenlente, por ello, elegir un pardmetro invariante conforne.

101



DEFINICION. Llamaremos indicador de wna clase causal dé

referenciales simetricos lorentzianos al parametro:

x=1- % e (0, m (1V.22)

Nétese que O<z<m es equivalente a (a-f3)(a+nB3)<0 y por tanto

significa que la métrica es lorentziana.
A partir de (IV.2) se tiene

fa + (s-1)p31 = - 2 (e 17% A

)
R

de donde, en virtud de (IV.7), resulta

LEMA IV.3. En el caso lorentziano, el signo de los menores

principales As (0<s<m) de la matriz gAB estd dado por:

sgn(a) = (e )% sgnix - ) (IV.23)

del cual se infiere que el caricter causal de los s—-planos del

referencial esti directamente relacionado con el indicador =

COROLARIO Los s-planos de wun referencial simétrico son
espaciales, isdlropos o temporales si, y solo si, ad>s, wu=s 6

#<s respectivamente.

Los resultados anteriores permiten clasificar causalmente los

referenciales simétricos de acuerdo con el siguiente:
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TEOREMA 1IV.5. -En dimension m, existen 2m1 clases causales
de referenciales simétricos lorentzianos:

i) A cada intervalo de wvalores (p, pt1) del tindicador ®
(p=0,1,...,m1) corresponde una clase causal cuyos s-planos
son, respectivamente, espaciales o temporales segin gue sS=<p
& s2Zp+l. |

ii) A cada valor entero »=p (p=1l,....,m 1), corresponde una
clase causal con los p-planos isdtropos y cuyos s—planos,
s#p, son respectivamente espaciales o temporales segin gue

s{p & s>p.

Las clases xe(p,p+l) corresponden a 1las m secuencias de
signatura de la métrica (IV.1) que no contienen ceros. En éstas
puede darse sélo una permanencia o sélo una variacién de signo si
la signatura es 1-n 6 n-1 respectivamente. Las clases x»=p=l,...,n,
estdn asociadas a las secuencias de signatura que presentan un
tnico cero. Que no son posibles secuencias que contengan mids de un
cero significa que no existen referenciales simétricos con dos a

mis subespacios isétropos de diferente dimensién.

Puede resultar conveniente utilizar como indicador causal el
pardmetro positivo:

ot+nf3

ﬁ’—a (IV.24)

X =

(142 = m « pues en términos del mismo se sigue de (IV.9-10) que

El indicador del dual algebraico de wun referencial de
indicador = es (=) *.
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b) Las consideraciones precedentes conducen a que en el
espacio-tiempo, y dependiendo del valor del indicador =, existan
siete clases causales de referenclales simétricos, segun se

indican en el diagrama sigulente.

{ele>
{i-e> {e+i>
{e—-eX> {et+e>

{t-e> - {e+t>

DIAGRAMA: e, 1, t designan respectivamente el carébter
espaclal, 1isdétropao, temporal de las direcciones de un
referencial r y de su dual r*. El carscter causal de 1los
2-planos se indica por w = +, 0, - en los casos espacial,
isétopo, temporal respectivamente. Cada clase causal se
denota por {r m r‘}, y su emplazamiento en el diagrama
corresponde al valor o intervalo de valores de « indicados en
abscisas. Las clases situadas en la misma linea horizontal

son duales. La clase {ele) es autodual en el sentido causal.

104



CAPITULO ¥

REFERENCIALES SIMETRICOS NATURALES Y DE ORDEN SUPERIOR

1 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA Y OBJETIVOS.

Después del estudio algebraico de los referenciales simétri-
cos que hemos realizado en el capitulo anterior, cabe preguntarse
cémo incorporar estas nociones a la estructura diferenciable de
una variedad. En este capitulo presentamos dos maneras totalmente
diferentes de responder a esta cuestidén. La primera supone que los
referenciales simétricos son naturales, mientras que en la segunda
se exlige que los vectores del referencial sean indiscernibles no
sélo para 1la métrica sino también para sus concomitantes

diferencliales.

A partir del corolario del Teorema IV.1., en cada punto de
una variedad riemanniana o lorentziana pueden siempre construirse
referenciales simétricos, pero los campos de referenciales a que
dan lugar en un abierto serdn, en general, no holdénomos. Nuestro
primer objetivo es caracterizar aquellas estructuras métricas
excepcionales que admiten referenciales simétricos naturales

(holénomos) es decir, asocilados a sistemas de coordenadas locales.
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En la seccidén 2 estudiamos las propiedades del eje de un
referencial simétrico natural, que define una direccidén integrable
y sin distorsién. En el caso de un espaclo-tiempo, resulta que el
tensor de VWeyl es de tipo eléctrico con respecto a dicho eje . En
la misma seccién obtenemos la expresién general de la curvatura y
del tensor de Weyl para una métrica lorentziana que admita un tal
referencial. En la seccién 3 damos la carécterizacién geométrica
de las estructuras métricas en las que existen referenciales
simétricos naturales: son las que admiten <(localmente) una
sincronizacidn umbilical conformemente plana. Los espacio-tiempos
correspondientes contienen a los esféricamente simétricos, y éstos
gozan ademds de wuna importante peculiaridad: los potenciales
gravitatorios (en estos referenciales) dependen dnicamente de las

dos primeras funciones simétricas elementales de las coordenadas.

En la seccién 4 comenzamos suponiendo que existe un referen-
cial simétrico (no holénomo) para la métrica y para su tensor de
Riemann. Entonces probamos gue los espacio-tiempos que admiten
tetradas de este tipo son los fluidos perfectos conformemente
planos. Finalmente, consideramos aquellos referenciales cuyos
vectores son indiscernibles para la métrica, el tensor de Ricci y
sus derivadas covariantes; ademis del caso obvio de un espacio de
Einstein, veremos que los universos de Friédmann—RQbertson—Walker

son los tdnicos espacio-tiempos que los admiten.
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2. REFERENCIALES SIMETRICOS NATURALES. PROPIEDADES DEL EJE.
CURVATURA Y TENSOR DE WEYL..

a) Sea {dy“}uzo un co-referencial simétrico natural:
g=(Ca-m& +p11 1dy" e ay” V. 1)
v U ’

en donde a y {3 son funciones de las coordenadas {y“}. Mediante

1'u = 1¥ denotamos 1a m—upla de 1's , de modo que

1 1¥ = m = n+1 , g 1Y = (a + o1 (V.2)
Tu vy u

La 1-forma asociada por la métrica al eje del referencial
' P
fsl“a“ 4(6“5 a/ay“) est4d dada por

H (V.3

i}
[y
<

g() = (a + nf3) d=  con z
y por tanto, ¢ define una direccién integrable.

De (IV.11), el campo unitario en la direccidén del eje es

-1/2
u = [mla + nﬁl] 4 (V.4
Puesto que f“ = 1%, 1as componentes covariantes de u son
v 1 1/2
u = u =€ [T |jat 1 (V.5
i " S RS
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siendo e=g(u,uw=sgn(a+n3). Entonces, la métrica inducida sobre la

familia de hipersuperficies ortogonales a ¢, y=g—cu®u , se expresa

- xln 11 ) ay? e ay” (V. 6)

[T o)

¥y = (- ( 6pv

Teniendo en cuenta que 1“va=o' es inmediato calcular la derivada

de Lie de » a lo largo de u,
- e
[E(wyl = (a=- B ua a-m
LS I o 3 Y

Por tanto &£<(udy es proporcional a py

Lwy = {(wdln|a - 3} 7 V.7

Con esto queda probada la siguiente proposicidn:

PROPOSICION V.1. £l eje de un referencial simétrico natural

es una direccidn integrable y de distorsidn nula.

Es conocido /M. Trimper (1965)/ que si un espacio-tiempo
admite wuna direccién temporal integrable y sin distorsidn
entonces, relativamente a dicha direccién, el tensor de Weyl es de
tipo eléctrico. Asi, podemos enunciar como consecuencia inmediata
de las proposiciones IV.4 y V.1
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PROPOSICION Y.2 £En los espacio-liempos gue admiten referen—
ciales simetricos naturales, el tensor de Weyl relativamente
al eje del referencial es puramente electrico, y por lo tanto

el tipo de Petrov-Bel del espacio-tiempo es ], D 6 0 .

El resultado anterior es consecuencia dnicamente de la
cinemitica de u y es independiente de las ecuaciones de campo.
Nétese también que la anulacién de la rotacién y/o la distorsién
de una congruencia es una propiedad invariante por conformidades
de 1la métrica, y por tanto las proposiciones precedentes
constituyen una caracteristica de las clases de conformidad de

métricas que admiten referenciales simétricos naturales.

b) Veamos la forma explicita del tensor de curvatura
para una nétrica que admite un referencial simétrico natural. A
partir de ahora consideraremos métricas lorentzianas de signafura
o=2-m. Los resultados asi{ obtenidos pueden extenderse inmediata-

mente a métricas elipticas. Denotando

2% _ 2¥ _ o« + np3
e = X, e = _ﬁ_:_a——
la expresidén (V.1) se escribe:
_ 22 — - . C M v
g = e g . g =« 6yv + Y 1ylv) dy @ dy
con (V.8
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Sean R y X las doble 2-formas de curvatura de g y g , entre

las cuales existe la conocida relacién

®=e2 R+ BA g

(V.9)

con
B=-ec?vae®+lgwra g

y en donde V es la conexién métrica de g, y /N denota el producto

exterior de doble l-formas definido en (II.16).

Los simbolos de Christoffel de la conexién ¥ de g se escriben

(Yylle + lehlp + Yklulv) R YyE a“Y

|
N =

con lo cual
‘=0 = _ =0 = _

vakp = axrvp.u- aprvl o rvxrup.o rvprpk.a

1 =0 = =0 =

=5 (Yvklplu Yuklvlp_valllp+Ypplvlh) + karup.a- varﬂk.a

Introduciendo el hesiano de Y respecto de g, (VdY) =Y =~ToY
. pe e o
se tiene: '
® = —(¥dY A 1el) +(F2 11, -T° 1107 +
[ 2N UV e v ATV P o

+ T2 1 (Y 1 +Y 1y - T 1 (Y 1.+Y.1 ) =
vATo Tup vo o TuTA AT

[[—Vﬂy + g(mY—lfddYedY] A 1@1]
N

en donde la dltima igualdad se sigue al simplificar la expresidén

que resulta de sustituir

M =g*F =L vy 11% v 1% - 1 1)
uy Y. A z v v u [Tt
siendo
g o= =M ¢+ (ma™t 1M1V ™= E“vlv , Y= E#va
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Las 1-formas u y u segyn el eje, y unitarias respecto de g y

g respectivamente, estan dadas por

w=a?e®ar, T=o%?e¥as (dz=1 dy*
2 2%
y teniendo presente que dY = z © d¥ resulta:
R=-eTWe*ATeq V. 10>

En virtud de (V.9) y la relacién Jv = Vv + v§d§ - glv,dd>g, valida
para toda l-forma v (& denota el producto tensorial simetrizado:

x%y=x®y+y®x), podemos enunciar:

PROPOSICION V. 3. La doble 2-forma de curvatura R de una

métrica lorentziana g que admite un referencial simétrico
natural (dy“}z »

=0
g = adf ® dT + (3-a) T dyre day” (V. 11>
Y

(dZ = 1ydy“>, esta dada por:

R=ANuvue®eu+3BANg (V.12)
con
- ¥ ~
A= -[ e Vde +d¥ e d® - g(d¥,d3) g |
Bz=-e2vae®+ % g(d3,ds> g
) _ _-1s2_3+¥ , , ,
stendo u =m e dz la 1-forma temporal wunitlaria segun

el eje del referencial y

2% __ _ 2¥ _ o + nf3
e =pr a , e =_—(£—<x
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Tomando trazas respecto de g en (V.12), es inmediato calcular
el tensor de Ricci, Ric, y la curvatura escalar R de g, sin mis

que tener en cuenta
tr(P AQ) = trPQ+ trQ P-P x Q- Qx P

gue se sigue directamente de (II.6). Asi, como u2=1, resulta:

Ric

trR = trAu® u+ A - (WA & u + trB g + (m2)B

R = trRic = tr %R = 20trA - i2¢(wWA)] + 2(m1)trB

c) A partir de (V.12) podemos obtener la expresidn del
tensor de Weyl de una clase de conformidad de métricas que admiten
referenciales simétricos naturales. En dimensién m>2, se define

la doble 2-forma weyliana asociada a una doble 2-forma simétrica R
cualquiera mediante:

2
tr°R
A
o= (=27 8 g (V.13

1
= R - A
V(R) = R — — trR N g +

En particular, W(B Ng) = 0 VB, y en nuestro caso
V(R) = V(A A uew= V(A; N uew

en donde se ha aplicado que x8u AN ueu = 0 ~ V¥x, luego de escribir

la descomposicién irreducible de A relativa a u:
A= %(wA ueu + [(WIi(WA & u + A

siendo |(u) = g - ueu, y A, = l(u)xAxl(ﬁ).



pues

1 -1
V(R) = A3 N ueu - —— [A;, + trA, ueu - (m-1) "trA, g] Ng =

_ 1 -1
= == [(a, » g, ~ (@m-1)TtrA, (g + uew) A g]
8u= (m-2u®u — g . Ademids se verifica:

(g, tuew ANg= guA Jew + guA ueu + ueu N g = guA Juw = Jaw A By

y en consecuencia,

1 -1
VR = — [A - (@mD7tra; [(w] Ag,

Como ‘l:r‘A_L = trLCAL). con trL(.> la traza relativa a l(u), gueda

probada la siguiente:

PROPOSICION V. 4. El tensor de Weyl de una métrica gue admite

un referencial simétrico natural esta dado por:

W=E/\8u
con

1
E=_——Q 4, , g, = (m2)ueu - g

(v.14>

siendo QL el operador guita-traza relativo a l(u) = g-u®u, y
Al=l(u>xAxl(u), con g, u, A dados como en la proposicidn V.3.

En dimensién m=3, gu=-l(u) ¥y W es una doble 2-forma simétrica

en el 2-plano ortogonal a u, y siendo trW = 0, se tiene

ya sabiamos.
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Relativamente a un observador u, el tensor de Veyl de un

espacio-tiempo cualquiera se expresa:
= N Ta)
v E 8y T *(H gu) (V.15

donde E = {(wz2'wV y H = -{(wi’'(W*W son respectivamente la
parte eléctrica y magnética de V relativas a u ;i(.) [resp. ' (.)]
denota el producto interior a izquierda [resp. a derechal, X el
operador de dualidad, y ahora es 8,4~ 2u®u - g. Por tanto, si un
espacio admite un referencial simétrico natural, respecto de su

eje es H=0, de acuerdo con la proposicidén V.Z2.

3. ESPACIO-TIEMPOS QUE ADMITEN REFERENCIALES SIMETRICOS NATURALES.

a) El lenguaje cinemidtico de la proposicién V.1l. sobre
el eje de un referencial simétrico natural admite una
transcripcién equivalente en términos de la foliacidén por las
hipersuperficies espaciales (sincronizacicn) ortogonales al eje.
Dado que la segunda forma fundamental (o curvatura extrinseca, K)

de una hipersuperficie de normal unitaria u y métrica inducida p

estd dada por K = %Z(u)y , resulta:

PROPOSICION V.5. Una condicidn necesaria para gue una metrica
lorentziana admita referencigles simétricos naturales es gue

exista (localmente? una sincronizacion umbilical.
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Sea S una_hipersﬁperficie espacial en (Vn+1, g) ¥y sean y y K
su primera y segunda formas fundamentales respectivamente. Si v es
un vector unitario de TPS entonces K(v,v) mide la separacién
entre la geodésica de la variedad y la geodésica de S tangentes a
v en peS. El punto p se dice que es wumbilical si dicha
separacidén es independiente de la direccidén (v>, y 8 se denomina

umbilical si todos sus puntos son umbilicales.

De acuerdo con ei comentario anterior, un punto peS es
umbilical si, y sélo si, cualquier xeTpS "es un vector principal
de K, es decir sii K x » en p. Asi, una caracterizacidén del
carécter umbilical de wuna hipersuperficie estid dada por 1la
proporcionalidad entre su primera y segunda formas fundamentales

K= E%E Y » con +trK = yiJKi funcién del punto comnsiderado de S.

J

Con objeto de hallar una forma candénica para la métrica g de
un variedad Vn+1 que admita una sincronizacién umbilical conside-

de coordenadas normales adaptadas a la

remos un sistema {x“}un

sincronizacién:
= dxedx® + dx edx’ 1,3 =1 n
B soo gij , [P s I8
En estas coordenadas, la curvatura extrinseca de los

instantes (hojas) de la sincronizacién se expresa por:

_ 1 -1/2
Kij =3 |300| aogij (V.16
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¥, en particular, si éstos son umbilicales se verifica:

2

= 2 1,2
aogij - nﬁlsool

trK 8y ‘ (V.17

de modo que la razén entre dos funciones cualesquiera Sij es
independiente de x°. Por tanto 1la dependencia en x° de las
componentes de la métrica es a través de una funcién comin de las

coordenadas, es decir

x°, x5 = -b2x°, ¥ b, x5 (V. 18)

ij i

con bi definida positiva. As{ pues /L.P. Eisenhart (1926>, p.1l82/

3

LEMA IV.1. Una condicion necesaria y suficiente para gque una
variedad lorentziana Vo410 8 admita wuna sincronizacidn

umbilical es gue exista una carta (xo,xi} en la cual

2 b a:lx:l'éadx:j

= a2 o o _
g a” dx edx b 14

(,j=1,...,m

donde las a y b son funciones arbitrarias de las coordenadas

v las b no dependen de x°.

13

En el caso especial de una sincronizacién umbilical conforme-

mente plana existe un cambio de coordenadas adptadas, =% %,
;k=§k(xi). que permite escribir la métrica de cada instante

)
X =c=cte en la forma:

= -k, _ _,2 =k, = -k, _ _ f2,.zk
gij(c,x ) = =b " (ec,x) b1J(x )y = £f9¢(x™ éij
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= =k, _ Lz, -k
Luego bij(x ) = F(x™) éij’

0, resulta:

y como bajo tal transformacién es

oi=

LEMA 1IV.2. Una wvariedad lorentziana (Vn+1,g) admite wuna
sincronizacion umbilical conformemente plana si, y sdélo si, g

puede escribirse localmente en la forma:

g = a® dxedx® - b° 5, dx'edx’ (1,3=1,...,n)

con a y b funciones cualesguiera de las coordenadas <x°,xi}.

b) En vistas a "cerrar” el resultado de la proposicidn

V.5 con una condicién suficiente conviene tener presente el

teorema 1IV.4 que asocia a un referencial simétrico CEA}Agl un

n
a=1"
(Iv.18) est4 determinada por los coeficientes numéricos

referencial auxiliar ortogonal <X X > Como la transformacidn

KNE(m-N>_”?, es claro gque un referencial simétrico es natural si,
y sélo si, lo es su referencial ortogonal asociado. Por tanto, si
una variedad admite referenciales simétricos coordenados, existe
una carta {x#} en la cual .xp;a“ y &=0,1,...,n, y tal que la
nétrica se expresa:
n
g = g(X_, %> dx’edx® +i§13<xi,xi> dxtedx? (V.19)

¥y, en virtud del lema V.2, la variedad admite (localmente) una

sincronizacién umbilical conformemente plana.
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Reci{ procamente, partiendo de una sincronizacién umbilical y
conformemente plana, el lema V.Z asegura la existencia de
coordenadas <x'> en 1las que g se escribe en la forma (IV.19).
Aplicando a la correspondiente base coordenada la transformacidn
(IV.20) se obtiene un referencial simétrico natural con o y 3
dados por (IV.21)>. Asi{ pues, la existencia de referenciales
simétricos coordenados queda caracterizada geométricamente por el

siguiente:

TEOREMA V.1. Una condicidn necesaria y suficiente para gue
una wvariedad lorentziana admita wun referencial simétrico
natural es gue exista localmente una sincronizacidbn umbilical

conformemente plana.

c) Ahora vamos a considerar el caso de espacio-tiempos
con simetria esférica, con objeto de estudiar en ellos la
existencia de referenciales simétricos naturales. Partimos de 1la

siguiente expresién general para la métrica:
g = M° duedu - N° dvedv - F-(doedd + sen’® degede)

en donde M, N y F dependen sélo de las coordenadas u y v.

118



Sea f(u,v) tal que g(df,df)=-F 2, es decir una solucién de

N 2% - WZ2 = F2
v H

con la notacién usual fyza“f, fvgavf; y consideremos una funcién
(4, v) cuyo gradiente sea ortogonal a df, g(dl,df>=0. Dada una f,
' es una solucién de la ecuacién de primer orden en derivadas

parciales:
NT £, = WT £

Es claro que I' vy f son funcionalmente independientes ya que si

fuese I'=[(f) entonces la l-forma df seria isdétropa. Esto demuestra
b

la existencia de coordenadas I'=C{u,v), X=X{(u,v), (X = e ) en las
cuales se tiene:
g = gadx,dx) = -xX/m? g X = gdr,dx> = 0
2
XKNT
gl = gdr,dr) = [ - ]
v

En consecuencia, la métrica de un espacio-tiempo con simétria

esférica puede escribirse en la forma:

g = a” dledl" - b’ [dXedX + X (doedé + sen’6 dgede)]

con

[\
i
o
]
o
]
|y
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v=v(lr,X>, se

A partir de la transformacidén inversa wu=u(lr,XJ,
con lo cual

sigue que a y b son funciones uUnicamente de ' y X

resulta /J.L. Synge (1966) p.269/:

todo espacio-tiempo con simetria esférica

LEMA V.3. En
existen coordenadas <x°,x1} -llamadas isotrépicas- en las

cuales la métrica se expresa:

g = az(xo,p) dx®edx® - bz(xo,p) 613 dxiadxJ

con p = 61inxj . i,3=1,2,3

De los lemas V.2 y V.3 se sigue directamente:

COROLARIO. Todo espacio-tiempo con simetria esférica admite
una sincronizacidén umbilical conformemente plana.

Por otra parte, en un espacio-tiempo que admita un

referencial simétrico natural {E“} wu=1l,...,4, podemos considerar

la base coordenada auxiliar dada por (IV.18):

= 1 = 1 - 1
Xo = 2 G A A, X, =3 31 (P S(Ez+fa+t4)]
X = Y573 [-F + = (£ +E )] X = (=F +E Y/Z
2 2 3 "4 7! ] 3 e
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Denotemos por {y“> y <x°,xi} las coordenadas asocladas a <EP}
y <x6,x&} respectivamente. Entre las mismas existe la siguiente
relacién lineal:

x° = % (yr+y2+yP+y*y, x' = % (-3y'+y2+y°+y*Hr /3
x° = (-2y°+y +y*) /6, x° = (~yP+yHH /2

de donde se obtiene que

3
s, xtx = ¢ b2 =
13 1=1

i

(21) - Za

siemndo 21 y 22 dos de las funciones simétricas elementales de

las coordenadas {y“}, concretanmente

(v.20

Por tanto, 'cSi‘jxix‘j es una funcién simétrica de las coordenadas y“.

En el caso de simetria esférica, a partir de las coordenadas

isétropicas {xo,xi} podemos definir las coordenadas:

y' o= % x%- /3 xH

y2 = 3 &%+ X,/ V273 X

y® = % x%+ x'/V3) + X°/v6 - X /2
v = 3 GO+ X/B + X6+ X2
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en las cuales la métrica se expresa en la forma (V.1)
= [Ca=S  + 1 1 1 dyedy”
g 3 o rB u y y
con a y 3 dados, segun (IV.21), por

a®- 3% B = = (a+ o)

FNT
PN

siendo az(xo,p) y bz(xo,p) las componentes esenciales de 1la
métrica en coordenadas isotrépicas. En consecuencia, las componen-—
tes a y B de la métirica en el referencial simétrico natural
{8/ay“} son funciones simétricas de 1las coordenadas (y“} pues

dependen unicamente de 21 y Za. Hemos asi{ prabado:

TEOREMA V.2. Todo espacio-tiempo con simetria esférica
admite wun referencial simétrico natural en el cual las
componentes de la métrica dependen uUnicamente de las dos

primeras funciones simetricas elementales de las coordenadas.
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4. REFERENCIALES SIMETRICOS DE SEGUNDO Y TERCER ORDEN.

a) Los vectores de un referencial simétrico son indis-
cernibles para la métrica pero no lo son necesariamente para sus
concomitantes diferenciales. Cuando dichos vectores sean
indiscernibles para el tensor de Riemann entonces diremos que
constituyen un referencial simétrico de segundo orden. Veamos cémo

expresar esta nocién de un modo mis preciso.

Sea nAB

HAB=EAA EB’ y consideremos el tensor de curvatura como una forma

el 2-plano orientado generado por EA y EB' es decir

] -_— ) .
bilineal simétrica sobre los II's. Denotemos xABCD=Riem(HAB,HCD>.
una pareja de II's puede tener 0,1 ¢ 2 fndices comunes, lo que

conduce a considerar los tres tipos de escalares:

TpQ = ®pqrq TporR = *pQPR ° Tpers = *pqrs

donde P, Q, R, S son todos diferentes.

DEFINICION. Diremos que wun referencial simétrico es de

segundo orden si se wverifica:

r =A, r =B, = C

TpQrs

cualesguiera gue sean los valores (diferentes) de P,Q,R,S.

Entonces, las identidades algebraicas del tensor de curvatura

implican €=0. A partir de las relaciones (en dimensién m=n+1):

sABx =n A, 14,8

APBP =n [A + (n-1>B 1

RAPBP

sABx = (n-1) B , 1448

APBQ - [A + (n-1O>B 2

RppBQ =
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CD
es inmediato calcular las componentes RAB =g XCADB del tensor

de Ricci en un referencial simétrico de segundo orden:

e = RPP n [uA + (a-1D>vB 1

(v.2L

RPQ

b -LA + (n-1){(u-2v>B (P=Q)

donde y=gAA, v=gAB (A#B) estan dados por (IV.10).

Para n>1, el sistema lineal (V.21) en A y B tiene rango igual
a dos; cuando @ = b = 0 su Gnica solucién es A =B = 0 lo que
significa que la curvatura es una funcién homogénea del tensor de
Ricel:

)

R=F§(Ric—§(%_—i—)-g]/\g (V.22

y por (V.13), si una métrica admite un referencial simétrico de

segundo orden su tensor de Weyl es idénticamente nulo.

Es mis, los vectores del referencial son indiscernibles para
Ric pues

RAB = (a - & 6AB + & 1A lB v.23

y aplicando (IV.2) a RAB - KSAB resulta:
n
det(RAB - AgAB) = [a + nb - A(atnD]1 e = b - A=D1

Luegon Ric posee dos autovalores diferentes como miximo,

A1= (atnd) (u+nw) Rz= (a-b) (u-v)’ (V.24)
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donde se ha tenido en cuenta (IV.10) y (IV.3D. Ai y Az son respec-—

tivamente los autovalores del eje del referencial y de su hiper-

plano ortogonal. En efecto,

A B _ _AC _ AC _ A
R B 1" =g RCB 17 = (atnd) g 1o =21
1 A 0 se verifica:
y ¥v tal que Ns a:
A B _ AC B _ _ AC B _ A
R B v =g RCB v: = (ab) g 6CB v —kzv

As{ pues, el tensor de Ricci es espacialmente isdétropo con

respecto al eje de un referencial de segundo orden, y por tanto
Ric = r g + s u®u V. 25)

con r = kz, s = Al—kz, ¥y u el vector temporal unitario segtun el
eje (u®=1>. Reciprocamente, si Ric es de la forma (V.25) entonces
todo referencial simétrico de eje u es también simétrico para Ric.
Si ademis el tensor de VWeyl es cero, de (V.22) resulta que dicho

referencial es de segundo orden. Por tanto, hemos probado:

TEOREMA V. 3. Los espacio-tiempos gue admilen referenciales
simétricos de segundo orden son los fluidos perfectos confor-
memente planos. El eje del referencial es colineal con la

cuadrivelocidad del fluido.

Es bien conocido /H.Stephani, 1967/ que estos fluidos perfec-
tos pertenecen a la clase de interiores de Schwarschild generali-
zados o0 a la clase de los universos de Stephani (espacio-tiempos
que admiten una sincronizacidn iso-invariante homogénea .e isétropa
/C.Bona y B.Coll, 1985<a)(b), 1988/ ).
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b) La existencia ‘de un referencial simétrico (EA}2=1

para una métrica y para su tensor de Ricci implica que éste es
necesariamente de la forma Ric = rg + su®u con {u> el eje del
referencial. Por tanto, los espacio-tiempos de fluido perfecto son
los que admiten un referencial simétrico para g y para Ric(g).
Cuando ademis los vectores de dicho referencial sean indiscerni-
bles para VRic diremos que forman un referencial simétrico de

tercer orden. A partir de (V.25) resulta:

u. + u.v,u.) (V.26

v.R + s,u.u c BYAYC

ASBC ~ Ta8mc AYBYc

+ s(VAuB

con rAEEA(r) y sAEKA(s). Contrayendo con u,

_ .cC _.c.D
sVAuB = u VARBC u u VARCD up (V.27

rA + SA = u u VARBC (v.28)>

de modo que la existencia de un referencial simétrico de tercer
orden impondri condiciones sobre la cinemitica de u y sobre los

autovalores de Ric.

DEFINICION. Diremos @gue un referencial <EA>2=1 es simétirico

para un 3—-cotensor K si se verifica:

Ko &pi8p) = Kk, K<:Q,EP.:P> =k, K(EP,Eq.£P> = k_,
KFfP.fP.EQ> =k vy K(EP,EQ,ER) = k.

para valores cualesguiera (diferentes) de los indices P,Q,R.
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Denotando éABC = 6AB6A06BC’ en tales referenciales K se
expresa:
Kape = %%amc * %.1a%8c * %318%a * %1% * %slalslc

con #» =k —(k +k +k >+2k , <k -k (i=2,3,4), y 2 =k .
1 1 2 3 4 S L T S S S
Consideremos un referencial simétrico para VRic. Entonces
VRBC = rtéABC + rzlAéBC + ra(lBéCA+1C6AB> + r41A1B1C (V.29
A = .
de donde se obtiene (por ser 1 6ABC—6BC)’
1°9Rr, _=F6,  +F1,1 131 o r__ = (F+mr1 (V.30-31>
ATBC 1 AB 2 A"B "’ ATBC 1 2" "A
con r = r1+mra y r.= rz+r3+mr‘. Sustituidas estas relaciones en
(V.27) conducen a:
eV,u. = A T (6,5 — = 1,10 = A T (u-wdy
A™B 1 AB m "A'B 1 AB
donde se ha tenido presente la expresién (V.6) de yp=g+u®u y que
uA=k1A, A=(mxf*1A con A = m Y (utntE,

Cuando s#0,

es decir si el espacio no es de Einstein entonces

(V.32)

ol

e

K(pz—v)r1

y por ser i{(uw)Vu = 0, de (V.26,29) resulta:

Y. R =r

AB
) A

BC Cc

+ (&5+s8)u

C [ur‘+ (y+nv)r2]1C
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con S=i(udds. Asf dr « u , que junto con (V.28,31) implica ds o u.

En consecuencia, podemos enunciar:

LEMA V. 4. En los espacios gue no son de Einstein y admiten un
referencial simétrico de tercer orden, el eje {u> de dicho
referencial es integrable, geodésico y sin distorsidn, y los

autovalores de Ric dependen sélo del potencial de u.

- _ D _
Las identidades de Ricci, VAvBuC VBVAUC = u RDCBA’ aplica
das a (V.32) conducen a:
. 62
n (W' WWWR = - [ e + o ] ¥ (V.33
con & = 1{(uw)d@ ; la parte sin traza de esta ecuacién es
(W' (WIV = 0 (V.34

El lema V.4 aplicado al caso de un espacio-tiempo implica que
éste es necesariamente de fluido perfecto bardétropo [p=p(p)]1 de
cuadrivelocidad u, y que la parte magnética del tensor de Veyl,
relativa a u, es nula. Y, en virtud de (V.15,348 dicho
espaéio—tiempo es conformemente plano. Las ecuaciones de campo,
Ric = T-— % trT = %(p—p)g + (p+p)u®u , sustituidas en (V.22) dan

para la curvatura:
S o
R=5 [ (etpdueu — 38 ] Ns

siendo o y p la densidad de energia y la presién respectivamente.
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La traza de (V.33) da entonces la ecuacién de propagacidén de la

expansién:
. 2
8" _ 1

Puesto que 8 = - p/(p+p) , cuando 8=0 entonces p=-3p=cte. y el
espacio-tiempo es el universo estitico de Einstein /D.Kramer, 1980
p.p. 122, 362/. (Un término en constante cosmoldégica se incluye en
la expresién de T con la consiguiente redefinicién de p y p)>. En
cambio, cuando 6#0 se trata de un universo de Stephani -bardtropo,
y entonces el estudio de su grupo de isometria /A.Barnes, 1973;
C.Bona y B.Coll, 1985(a), 1988/ conduce a que necesariamente es un
espacio~tiempo de Friedmann-Robertson-Walker. Con ello queda pro-

bado el siguiente:

TEOREMA V.5. Los espacio-tiempos qgue admiten referenciales
simétricos de tercer orden son los espacios de Einstein y los

universos de Friedmann—-Robertson—-Walker.
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