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I. Introducción general
1.1 Motivaciones y objetivos

La periodicidad longitudinal del campo coherente de radiación electromagnética 
difractado por una red fue descubierta por Talbot [1-1] hace algo más de 150 años. 
Cuando se ilumina una red de difracción con un haz monocromático colimado/ en 
incidencia normal/ se obtiene una secuencia de imágenes suyas espaciadas regular­
mente entre sí a lo largo de la dirección de propagación de la luz incidente. La separa­
ción zT entre estas réplicas del objeto, llamadas convencionalmente autoimágenes, 
depende para esta situación exclusivamente del período de la red y de la longitud de 
onda de la radiación incidente. Lord Rayleigh [1-2] se interesó por este fenómeno de 
formación de imágenes sin necesidad de lentes o espejos unos 50 años más tarde, 
cuando realizaba copias fotográficas por contacto de redes de difracción. Este autor dió 
la primera explicación teórica del efecto descubierto por Talbot.

En 1948, Lau [1-3] descubrió un fenómeno, estrechamente relacionado con el 
anterior, que involucra el uso de dos redes de difracción del mismo período 
iluminadas con una fuente extensa monocromática. La primera de ellas actúa como 
fuente incoherente codificada linealmente, mientras que la segunda lo hace como 
transparencia objeto. Si la distancia entre ambas es un múltiplo entero de la mitad de 
la distancia zT, en el plano focal de una lente situada después de esta configuración de 
doble red se obtiene un patrón de franjas semejante a una autoimagen de la red 
objeto. Posteriormente, se ha descrito también la formación de franjas de Lau a 
distancia finita [1-4]. Para ello la primera red del dispositivo debe tener ahora un 
período mayor que la segunda.

Desde distintos enfoques, varios autores han intentado describir conjuntamente 
el efecto Talbot y el efecto Lau [1-5 y 1-6]. De hecho, ambos efectos son el resultado del 
acoplamiento existente entre las periodicidades lateral y axial de un campo de ondas 
electromagnéticas. Esta conexión es, en realidad, más general: si la intensidad mutua 
de un campo parcialmente coherente cuasimonocromático es periódica lateralmente 
en la coordenada media o en la coordenada diferencia, entonces lo es también 
longitudinalmente [1-7]. Este resultado proporciona un marco conceptual general que 
ha permitido describir los efectos Talbot y Lau de una manera unificada [1-8].

La formación de autoimágenes, tanto en su versión coherente como incoherente, 
ha atraído, desde su descubrimiento, la atención de muchos investigadores. El interés
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por este fenómeno se justifica, no sólo por ser una propiedad básica de ciertos campos 
de ondas, sino también por las aplicaciones que, en especial en los últimos 25 años, ha 
permitido desarrollar. En el campo de la Óptica, estas aplicaciones se inscriben en las 
áreas de procesado óptico de imágenes, tecnología y control de calidad de elementos 
ópticos y metrología óptica [1-9].

En este trabajo, la profundización en la comprensión de estos efectos ha 
permitido desarrollar nuevas posibilidades y proponer varias aplicaciones originales. 
Dentro de este último aspecto, por un lado, se describen dos aplicaciones metrológicas 
del efecto Talbot: un método para la medida de la distancia focal de un sistema óptico 
cualquiera y una técnica para generar, en un plano fijo, un patrón periódico de 
frecuencia variable, de gran utilidad como test objeto para la determinación de la 
función de transferencia de un dispositivo óptico. Por otro lado, se presenta tanto una 
técnica para realizar ópticamente puertas lógicas binarias, como un correlador óptico 
para señales bidimensionales. Estos procedimientos de procesado de información 
aprovechan ciertas propiedades que exhibe el dispositivo del efecto Lau.

El interés que despiertan, desde la década de los 60, los métodos de procesado 
óptico de información se justifica por la capacidad de los sistemas ópticos para 
procesar información en paralelo, en contraste con el procedimiento en serie intrín­
seco a los sistemas electrónicos. Las técnicas ópticas presentan ventajas potenciales en 
capacidad y velocidad de procesado.

Desde que quedó establecida hace unas 4 décadas, la capacidad de una lente 
esférica para efectuar transformadas de Fourier con luz coherente [1-10 a 1-14] es la 
clave para realizar multitud de operaciones de procesado óptico coherente de 
información. Esta propiedad de las lentes proporciona un acceso directo al espectro de 
frecuencias espaciales de la señal bidimensional de entrada, y por ende permite la 
manipulación de éstas con el fin de alterar las propiedades de dicha señal. El uso de 
las técnicas del análisis de Fourier, la sistemática explotación de la analogía existente 
entre sistemas ópticos y dispositivos electrónicos lineales, y la aplicación de las 
técnicas holográficas para generar filtros espaciales complejos han contribuido al 
rápido desarrollo de los métodos coherentes. En varios textos [1-15 a 1-19] se recoge esta 
información.

Aparte del procesado óptico de imágenes convencional, es decir, con luz cohe­
rente monocromática procedente de una fuente láser, es cada vez más frecuente en 
Óptica realizar operaciones complejas de procesado de información con luz espacial 
(fuente extensa) o temporalmente (fuente policromática) incoherente [1-20 a 1-24]. Los 
sistemas ópticos que trabajan con luz incoherente se caracterizan por su naturaleza 
multicanal, por lo que exhiben una mejor relación señal-ruido que los sistemas 
coherentes convencionales. Asimismo, poseen una menor exigencia en cuanto a 
estabilidad y una mayor flexibilidad, en principio, respecto al tipo de fuentes 
luminosas utilizables.
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Las aplicaciones de procesado óptico de información que se describen en esta 
memoria, además de enmarcarse dentro de la tendencia más actual de la Óptica de 
Fourier de trabajar con iluminación incoherente, son del máximo interés. Así, por un 
lado, una de las aplicaciones prácticas más importante dentro del procesado de 
información es el reconocimiento de caracteres, es decir, la posibilidad de reconocer 
un patrón de referencia de entre un conjunto de señales. La mayoría de estos 
dispositivos se basan en la obtención por medios ópticos de la operación de 
correlación [1-25]. En este trabajo se describe un nuevo tipo de correlador óptico 
espacialmente incoherente que no requiere ninguna lente u  otro elemento óptico 
para su funcionamiento. Por otro lado, parece claro que en un futuro relativamente 
próximo el fotón sustituirá al electrón como partícula portadora de información. De 
ahí el desarrollo que, entre otros campos, está adquiriendo últimamente la 
computación por medios ópticos. Las operaciones lógicas son el fundamento para la 
computación digital. En el transcurso de los últimos 10 años se han propuesto 
diferentes métodos para desarrollar puertas lógicas binarias [1-26]. Aquí se introduce 
un procesador lógico muy compacto que, explotando las propiedades inherentes de 
ñltraje espacial que posee el dispositivo de Lau, es capaz de realizar cualquiera de las 
16 operaciones lógicas binarias.

1.2 Esquema general
Con el propósito de establecer sólidamente los fundamentos teóricos de la forma­

ción de autoimágenes con iluminación coherente, en el Capítulo II de este trabajo se 
estudian sus características más importantes. El formalismo matemático utilizado a b  
largo de todo el trabajo es el de la aproximación de Fresnel de la integral de difracción. 
En este estudio se presta especial atención a las propiedades que exhibe el campo 
difractado por las redes de difracción, al ser éstos los objetos empleados en las 
aplicaciones propuestas posteriormente. Así pues, este capítulo sirve especialmente 
para introducir nuestro enfoque al abordar estos problemas, así como de revisión de 
los conocimientos en este tema.

A continuación, en el C apítub n i se presenta un método sencillo que, usando 
una única red de difracción, permite evaluar la distancia focal de un sistema óptico 
midiendo, como en el método de Bessel, sólamente distancias axiales. Este proce­
dimiento es válido para lentes gruesas o delgadas, tanto convergentes como diver­
gentes. También se propone una técnica, basada de nuevo en el fenómeno de 
autoimágenes, para generar un patrón periódico con una variación continua, dentro 
de un cierto intervalo, de su frecuencia espacial fundamental. Asimismo, se mués-
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tran los resultados experimentales obtenidos en la aplicación de ambas técnicas 
metrológicas.

La formación de autoimágenes con luz incoherente —efecto Lau— se trata en 
profundidad en el Capítulo IV. Aprovechando los resultados del Capítulo II, se 
estudia la formación de franjas de Lau, tanto a distancia finita como infinita, anali­
zando la influencia que sobre el perfil de estas franjas poseen diversos parámetros de 
la red fuente del dispositivo. Igualmente, se discute la generalización de este fenó­
meno a una serie de nuevas situaciones. En particular, se analiza la obtención de 
franjas de Lau bidimensionales con redes objeto de amplitud o de fase y la formación 
de franjas equivalentes a las de Lau, con máximo contraste e irradiancia, empleando 
dos redes puras de fase.

En el Capítulo V, se demuestra primero cómo una variante adecuada del 
dispositivo convencional de Lau permite realizar filtraje espacial incoherente sin 
necesidad de lentes. Este resultado se utiliza para realizar ópticamente puertas lógicas 
binarias. Este método requiere una etapa de codificado de las señales binarias a 
procesar y la operación lógica entre dichas señales se obtiene mediante una operación 
equivalente a la de filtraje espacial. Sin embargo, en nuestro caso, las propiedades del 
efecto Lau permiten realizar este tipo de filtraje sin necesidad de ninguna lente y con 
iluminación incoherente. A continuación, se desarrolla la teoría básica de un 
correlador del espacio objeto para señales bidimensionales, que funciona apoyándose 
en el fenómeno de autoimágenes con luz espacialmente incoherente. De este modo, 
la propia propagación libre del campo electromagnético permite obtener, sin 
despreciar los efectos de difracción, la operación de correlación deseada, por lo que 
este dispositivo es, en cierto sentido, un correlador de proyección geométrica perfecta. 
Finalmente, se muestran los resultados obtenidos en su aplicación en una experiencia 
sencilla de reconocimiento de caracteres.

Por último, en el Capítulo VI se resumen los logros alcanzados en este trabajo y se 
indican algunas de las posibilidades con las que vamos a proseguir nuestra investi­
gación en este campo.
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II. El efecto Talbot
II.l Introducción

Las distribuciones de amplitud que se generan, por propagación libre del campo 
electromagnético, en los planos paralelos a una abertura plana iluminada cohe­
rentemente constituyen las distintas figuras de difracción de la repartición de ampli­
tudes existente en el plano de abertura. En las condiciones de validez de la teoría 
escalar de la difracción [II-l], es decir, cuando el campo difractado no se observa 
excesivamente cerca de la pupila difractante y ésta es grande frente a la longitud de 
onda de la luz incidente, la distribución de amplitud compleja de cada patrón de 
difracción de la abertura objeto en la región de Fresnel está ligada matemáticamente 
con la correspondiente a ésta mediante una transformada de Fresnel [U-2]. Este último 
resultado exige que la región de observación y la abertura sean pequeñas comparadas 
con la distancia entre ellas.

Desde el siglo pasado, se conoce que hay objetos para los que ciertos patrones de 
difracción de Fresnel son una réplica de ellos mismos. Así, por ejemplo, una red de 
difracción monodimensional (red 1-D) de baja frecuencia iluminada normalmente 
por un haz colimado de luz monocromática genera, sin necesidad de ningún 
elemento óptico, una secuencia de imágenes suyas —autoimágenes— igualmente 
espaciadas a lo largo de la dirección de propagación de la radiación incidente. Este 
fenómeno de formación de imágenes por simple difracción fue descubierto por Talbot 
[II-3], por lo que se denomina también efecto Talbot. En sus observaciones, Talbot 
utilizó tanto una red de difracción lineal como una red bidimensional cuya celda 
unidad era un círculo de pequeño diámetro. Para iluminar estas estructuras empleó 
una fuente de luz blanca (luz solar) de pequeño tamaño. Por eso, las distribuciones de 
irradiancia correspondientes a las autoimágenes que observó detrás de estas redes 
estaban coloreadas. Lord Rayleigh [11-4], interesado por los extraños fenómenos que 
aparecen en la red copia al duplicar fotográficamente redes 1-D, cuando el contacto 
entre el original y la placa fotográfica de registro es imperfecto, fue quien dió la 
primera explicación teórica del fenómeno de autoimágenes. Considerando la interfe­
rencia entre los haces de luz difractados por una red lineal cuando se ilumina con 
una onda plana monocromática, Lord Rayleigh demostró la periodicidad longitu­
dinal del campo difractado por la red. Asimismo, obtuvo la expresión analítica para la 
separación entre las autoimágenes sucesivas de una red 1-D.

7
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Este proceso de formación de imágenes por propagación libre de la luz difractada 
se observa también con una fuente puntual monocromática a distancia finita. Las 
posiciones de las autoimágenes de una red 1-D, también llamadas imágenes de 
Fourier, dependen de su período y de la longitud de onda y curvatura del haz 
incidente [II-5]. Además, en este caso, el aumento de las autoimágenes es tal que su 
tamaño coincide con el de la proyección geométrica de la red objeto desde la fuente 
puntual. Esta característica de las autoimágenes con iluminación esférica ha moti­
vado el estudio de varios procedimientos de formación de imágenes de gran 
aumento sin necesidad de elementos ópticos convencionales [II-6 a II-8]. El efecto 
Talbot, por ser un fenómeno debido a la difracción, no es acromático. Si para 
iluminar el objeto se utiliza una radiación espacialmente coherente pero policro­
mática, las autoimágenes correspondientes a cada longitud de onda están localizadas 
en posiciones diferentes. No obstante este hecho, se han descrito también diferentes 
métodos para compensar este efecto de dispersión cromática y obtener autoimágenes 
acromáticas [II-9 a n -lll.

Los patrones de difracción de Fresnel situados entre los planos de autoimágenes 
han sido también estudiados, tanto para las redes lineales como para las bidimen­
sionales (redes 2-D) [II-5 y 11-12 a ü-151. El interés por conocer la distribución de 
irradiancia de estos patrones, también periódicos, se fundamenta, entre otras razones, 
en el posible empleo de redes de fase como transparencia objeto en muchos de los 
dispositivos basados en el efecto Talbot, con miras a mejorar su rendimiento lumi­
noso. Una red pura de fase y sus autoimágenes tienen visibilidad nula, pero algunos 
perfiles de fase generan patrones de Fresnel de máximo contraste [II-6,11-16 y 11-17].

La condición necesaria y suficiente para la periodicidad longitudinal del campo 
coherente difractado por un objeto, establecida por Montgomery [11-18], limita las 
regiones donde se permite que el espectro de Fourier del objeto sea no nulo a un 
conjunto de anillos concéntricos cuyos radios varían con la raíz cuadrada de los 
números naturales. El perfil general, en el dominio espacial, de los objetos que 
satisfacen la condición anterior —objetos de Montgomery— ha sido analizado en 
coordenadas polares [n-19]. Sin lugar a dudas, las redes de difracción representan el 
subconjunto más importante de los objetos de Montgomery.

Es evidente que el fenómeno de autoimágenes no se restringe tan sólo a las 
frecuencias ópticas del espectro electromagnético. De este modo, se ha descrito 
también la formación de imágenes de Fourier correspondientes a redes lineales y 
bidimensionales con un haz de rayos X "blandos" [11-20 y 11-21]. Este fenómeno se 
presenta, igualmente, en la propagación de otros tipos de campos de ondas. Así, por 
ejemplo, se ha examinado su posible aplicación en difracción de electrones y 
microscopía electrónica [II-5,11-22 y 11-23].

Dentro del campo de la Óptica, la formación de autoimágenes ha sido, en las 
últimas décadas, el sujeto de muchas investigaciones [11-24], bien de naturaleza teórica
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o bien encaminadas a buscar una solución competitiva para diversos problemas 
científicos o tecnológicos. En una gran parte de los trabajos publicados sobre 
autoimágenes se utiliza la aproximación de Fresnel en la integral de difracción. 
Asimismo, se supone que el objeto tiene extensión infinita y que la iluminación es 
espacialmente coherente y cuasi-monocromática. Esta descripción teórica proporciona 
una precisión suficiente para muchos estudios y será la que se adopte en este trabajo. 
No obstante, la influencia de las desviaciones que en la práctica se dan respecto a este 
modelo ideal ha sido analizada por diversos autores. La influencia de la extensión 
finita del objeto ha sido considerada, entre otros, por Smimov [11-25]. Los efectos de 
una iluminación parcialmente coherente han sido también abordados [11-26 a 11-281. 
En el caso de objetos periódicos, se ha estudiado tanto el alcance de los defectos locales 
en la estructura periódica [11-29], como el de las pequeñas desviaciones en el valor del 
período [U-30 y 11-31]. La formación de autoimágenes de objetos periódicos fuera de las 
condiciones de validez de la aproximación paraxial ha sido también tratada [II-8,11-32 
y 11-33]. Se concluye que las redes 1-D sólo verifican la condición de formación de 
autoimágenes dentro de la aproximación de ángulos pequeños [11-34].

En este capítulo se estudian las características más importantes de la formación de 
autoimágenes con iluminación coherente. Primero, en la sección II.2 se revisan las 
propiedades de la fórmula de la difracción de Fresnel-Kirchhoff de mayor transcen­
dencia para el resto del trabajo, algunas de las cuales sorprendentemente no están 
tratadas en muchos textos. Con la ayuda de estos resultados, en la sección II.3 se 
describen de un modo muy simple el fenómeno de autoimágenes y las propiedades 
de simetría que exhibe el campo difractado por un objeto de Montgomery. Por último, 
la sección II.4 está dedicada al análisis de los patrones de Fresnel correspondientes a 
redes de difracción uni y bidimensionales, de amplitud o de fase. Los objetos que se 
consideran son, esencialmente, los que se han utilizado en las aplicaciones que se 
proponen en los capítulos ulteriores.

II.2 Algunas propiedades de la 
difracción de Fresnel

Considérese una transparencia iluminada por una fuente puntual y monocro­
mática, de longitud de onda X, situada, tal y como muestra la Fig.2-1, a una distancia z 
de ella. La distribución de amplitud compleja U0(x,y) en el plano de la transparencia 
—plano objeto— viene dada por

UQ(x,y) = exp(ikX ■'j t(x,y) , (2-1)
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AberturaFuente y /  semitransparente

Fig. 2-1. Notación y esquema para el cálculo de la distribución de amplitud generada por una 
abertura difractante. Las distancias z, R y R* son arbitrarias.

donde t(x,y) es la transmitanda en amplitud de la transparencia, k=2 7t/X es el número 
de ondas y se ha tomado la aproximación cuadrática (en algunos textos denominada 
parabólica) de una onda esférica para representar la onda que la ilumina.

Esta distribución de amplitud genera, por propagación libre, imágenes desenfo­
cadas de la transparencia —patrones de difracción de Fresnel— en los planos paralelos 
al de ésta situados detrás de ella. En uno cualquiera de estos planos, la distribución de 
amplitud compleja UR(x,y) puede ser calculada, en el marco de la teoría escalar de la 
difracción, mediante la fórmula de la difracción de Fresnel-Kirchhoff [II-2]. Supo­
niendo válidas las aproximaciones usuales, aproximaciones de Fresnel, la expresión 
matemática para UR(x,y) es

UR(x,y) = 6X̂ R) exp{ik^ jR ~ ) J f  d x o d y o  /

-oo
(2 -2 )

en donde U ^ x ^ y ^  viene dada por la Ec.(2-1).
Supóngase que con un microscopio de pocos aumentos (para que su distancia de 

enfoque no sea muy pequeña) se enfoca al plano de la transparencia, la cual, por 
simplicidad, se va a suponer que es una red de difracción lineal de baja frecuencia. De 
este modo, mirando a través del microscopio se ve enfocada la red.
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Si ahora se desplaza el microscopio y se observa un plano posterior a la 
transparencia, se verá uno de sus patrones de difracción de Fresnel que, en general, 
tendrá un aspecto distinto al de la red. La distribución de amplitud UR(x,y) en dicho 
plano vendrá dada por la Ec.(2-2) y la distribución de irradiancia, que es lo que 
realmente se observa, será proporcional a ¡UR(x,y)l2. Puesto que el patrón de Fresnel 
considerado es real, esta misma distribución de irradiancia se obtiene si se coloca 
sobre el plano considerado una pantalla difusora.

Sin embargo, cuando se desplaza el microscopio en sentido contrario y se observa, 
a través de él, un plano anterior al de la transparencia, la distribución de irradiancia 
que se ve es muy diferente a la que se observaría si se colocase la pantalla difusora 
sobre ese plano. Frente al campo uniforme que se obtendría en este caso sobre la 
pantalla, mirando a través del microscopio se ve una repartición de irradiancia 
similar a la de los patrones de Fresnel reales de la red.

Puesto que se está observando a través de la red 1-D la onda incidente ya ha sido 
difractada por ella y por lo tanto, al mirar a través del microscopio lo que se ve es un 
patrón de difracción virtual de esta transparencia objeto. Esta distribución virtual de 
amplitud es aquélla que por propagación libre, desde el plano de observación al plano 
del objeto, reconstruye la propia transparencia junto al factor de fase esférico que la 
multiplica, es decir, reconstruye U0(x,y).

Como pone de manifiesto esta sencilla experiencia, una transparencia iluminada 
coherentemente genera patrones de difracción tanto reales como virtuales. Además, 
la expresión analítica que proporciona la distribución de amplitud de estos patrones 
virtuales es también la fórmula de la difracción de Fresnel-Kirchhoff [11-35]. Si, como 
indican las puntas de flecha de la Fig.2-1, se toma R, y también z, como una distancia 
orientada, la Ec.(2-2) resulta válida tanto para los patrones de difracción posteriores a 
la transparencia (patrones reales, R>0) como para los patrones anteriores a ella 
(patrones virtuales, R<0). En todo este trabajo, las distancias axiales orientadas se 
considerarán positivas si su sentido coincide con el de propagación de la luz incidente 
que se supondrá de izquierda a derecha. Consideremos de nuevo, la distribución de 
amplitud UR(x,y) generada a una distancia aibitraria R por UQ(x,y). Nada impide tratar 
a dicha función como una repartición objeto que genera, a su vez, patrones de Fresnel 
reales y virtuales. Es más, se puede pensar que la distribución de amplitud sobre un 
plano cualquiera —por ejemplo el situado, como en la Fig.2-1, a una distancia R *— 
está generada bien por esta función, bien por la propia repartición objeto U0(x,y). Es 
razonable pensar que desde ambos puntos de vista se debe obtener el mismo patrón 
UR*(x,y). Teniendo en cuenta la fórmula de la difracción y la notación de la Fig.2-1, se 
obtiene que la distribución de am plitud correspondiente al patrón de Fresnel 
generado por la transparencia en el plano localizado a la distancia R* de ella, es
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u e(*#> -  x

* J°(x°,y°J ^ ( tt^ f p g) <̂ ~ a * I|î , ayj <fab¿yo ' (2-3J
•oo

Considerando UR.(x,y) como el patrón generado por la distribución UR(x,y) al 
propagarse libremente una distancia D -R * -R , se puede calcular también su 
repartición de amplitud a partir de la fórmula de la difracción de Fresnel. De este 
modo,

U¿x,y> x

* f f  UR<xR,yR) exp r (2A)
-O O

Sustituyendo en esta expresión el valor de UR(xR,yR) dado por la Ec.(2-2) y 
operando de manera conveniente, se comprueba [11-36] que la Ec.(2-4) se reduce a la 
Ec.(2-3). Por lo tanto, el patrón de Fresnel, URJ(xfy), situado a una distancia R* de la 
transparencia se puede considerar como generado por el patrón UR(x,y) situado a una 
distancia R. Puesto que R* y  R son distancias arbitrarias, este hecho prueba que el 
conjunto de patrones de Fresnel de la transparencia objeto es el mismo que el 
generado por uno cualquiera de ellos. La información óptica asociada a la distribución 
U0(x,y), sin frecuencias espaciales mayores, en módulo, que la frecuencia de corte para 
la propagación libre (1/X), es por lo tanto la misma que la asociada a uno cualquiera 
de sus patrones de Fresnel. Dicho de otro modo, la distribución de amplitud en uno 
cualquiera de los planos paralelos a la transparencia caracteriza unívocamente el 
campo electromagnético que se genera, en todo el espacio, al ilum inar ésta 
coherentemente.

Del conjunto de imágenes desenfocadas de la transparencia, nos vamos a 
interesar por el patrón (virtual en el caso representado en la Fig.2-1) que se genera 
precisamente en el plano que contiene a la fuente. Puesto que un factor de fase * 
cuadrático realiza, bajo propagación libre, una transformación de Fourier, es lógico 
pensar que en el plano de la fuente se forma precisamente una representación del 
patrón de difracción de Fraunhofer de la transparencia. M atemáticamente la 
distribución de amplitud en este plano, Us(x,y), viene determinada por la Ec.(2-2) 
haciendo R=-z. De este modo se obtiene
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exp(-ikz)
+OQ

expi~ikX~ Íz~ ) f f  ̂ ( ^ y o í e x p ^ k ^ ^ y x p ^ a n ^ ^ ^  dXody0 ,

y  teniendo en cuenta la Ec.(2-1) resulta

Us(x,y) = " ^ i^ Z) exp(~ik^ ~ j  f f (xo>y0) exp^-ÜK ^ ^ ^ dx¿iy0 ,

, r , v exp(-ikz)Us(x,y) = —  exp
- iáz

x y > 
Xz Xzj

(2-5)

donde F es la transformada de Fourier bidimensional de la función t (esta será la
notación que, a lo largo de este trabajo, se utilizará para representar la transformada
de Fourier de una función). Así pues, se puede llevar a cabo una transformación de
Fourier bidimensional sin lentes y a distancia finita [11-35 a 11-40]. Según la ecuación 
anterior, en el plano de la fuente, la relación entre las coordenadas cartesianas (x,y) y 
las frecuencias espaciales (u,v) de la transparencia es

x -  -Xzu , (2-6a)

y y -  -2xo . (2-6b)

Esta transformada de Fourier está multiplicada por un factor de fase cuadrático 
que converge hacia el plano de la transparencia. Su escala varía linealmente con la 
distancia fuente-transparencia y como todo fenómeno debido a la difracción sufre una 
fuerte aberración cromática de aumento (proporcional a A).

El fenómeno de la difracción se puede describir en términos de la Óptica de 
Fourier considerando la transformada de Fourier a distancia finita. Teniendo en 
cuenta que este patrón de Fraunhofer bidimensional no es más que una figura de 
difracción virtual de la repartición objeto y recordando que ésta y una cualquiera de 
sus figuras de difracción generan sobre un plano arbitrario la misma repartición de 
amplitudes, está claro pues que esta herramienta conceptual ofrece la propiedad 
notable de relacionar los patrones de difracción de Fresnel de la transparencia con su 
patrón de Fraunhofer. En efecto, el patrón de difracción de Fresnel de la transparencia 
sobre un plano genérico situado a una distancia R de ella (ver la Fig.2-1), se puede 
expresar como el patrón de Fresnel de la transformada de Fourier virtual localizado a 
una distancia z+R de ella. Así, de acuerdo con la fórmula de la difracción de Fresnel- 
Kirchhoff,
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dxgdys . (2-7)

Reagrupando los factores de fase cuadráticos interiores a la integral resulta

■ S S ^ Í r , " + *  i s S j ]  x

La Ec.(2-8) expresa que el patrón de Fresnel a una distancia R se puede obtener 
mediante un proceso de doble transformación de Fourier. Mediante la primera trans­
formación se pasa del plano del objeto al de la fuente. La segunda transformación de 
Fourier nos lleva del plano de la fuente hasta el plano de observación si, tal y como 
indica el factor de fase cuadrático interior a la integral, se altera adecuadamente el 
contenido frecuendal de esta primera transformada.

Desde este punto de vista, es evidente que este factor de fase cuadrático no es más 
que el filtro espacial asociado a la propagación libre en el trayecto R. Teniendo en 
cuenta las Ecs.(2-6), cada frecuencia espacial del objeto ve modificada su fase por la 
cantidad

ex p
Xz(z+R) J 1  z+R J

Introduciendo esta expresión en la Ec.(2-8) y utilizando, de nuevo, la relación entre 
frecuencias espaciales y coordenadas cartesianas, Ecs.(2-6), resulta

w *
x  J J t(u,v) ex j^-ix  exj^i2n (2-10)

Si no existiese difracción, lo que equivaldría a la ausencia del filtro de la Ec.(2-9), el 
patrón de Fresnel considerado sería el resultado de la transformación de Fourier 
inversa de 7(u,v), por lo que UR(x,y) sería una copia, escalada, del objeto original.
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Teniendo en cuenta el factor de escala de esta segunda transformación, el aumento de 
esta imagen sería (z+R)/z, por lo que, de acuerdo con la Óptica Geométrica, UR(x,y) 
coincidiría con la proyección geométrica desde el punto fuente de la transparencia 
objeto. Obsérvese que, el factor de fase global de la Ec.(2-10), exp[ik(x2+y2)/2(z+R)], 
representa la aproximación cuadrática de la onda esférica que proviene de la fuente 
puntual. Por lo tanto, la imagen geométrica del objeto estaría "iluminada" por la 
onda emitida por la fuente. Según la Ec.(2-10), el fenómeno de la difracción simple­
mente altera, en la fase, el contenido frecuencial de esta imagen geométrica. 
Naturalmente, el factor de fase de la Ec.(2-9) es la función de transferencia ligada a la 
difracción con iluminación esférica. Las analogías con el proceso de formación de 
imágenes en un sistema óptico son desde este punto de vista evidentes.

A continuación vamos a demostrar otra importante propiedad del fenómeno de 
la difracción de Fresnel que será de utilidad en el posterior desarrollo de este trabajo.

Tal y como hemos discutido previamente, la Ec.(2-10) proporciona la distribución 
de amplitud UR(x,y) que genera, a una distancia R, una transparencia objeto ilumi­
nada por una fuente puntual y monocromática situada a una distancia z de ella. Las 
distancias z y  R son, como sabemos, arbitrarias y su valor caracteriza de manera 
unívoca el patrón de difracción de Fresnel de la transparencia que se obtiene en el 
plano considerado. Introduciendo los parámetros

Obsérvese que el parámetro a  tiene dimensiones de longitud, mientras que J íe s  
adimensional y que al igual que z y  R, también a y  J t pueden tomar cualquier valor 
real. En el factor de fase global de la Ec.(2-13) no se ha expresado z+R en función de a  y 
JC, porque así se visualiza mejor que la onda esférica que representa tiene su origen 
en el punto fuente. En todo caso, a partir de las Ecs.(2-ll) y (2-12) es inmediato obtener 
dicha relación. Así resulta

zR
(2 -11)

(2 -12)

en el integrando de la Ec.(2-10), resulta

ô  + y2 ' 
2(z+R).

z exp(ikR)

(2-14)
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y R = JLa , (2-15)

por lo que

_ JL 2az+R = -------
J L - l

Veamos cómo el cambio de variables efectuado permite analizar de una manera 
más sistemática la Ec.(2-13). La distribución de amplitud del patrón de Fresnel queda, 
ahora, especificada por los parámetros a y  JL.EI primero de ellos, a, por figurar en el 
filtro asociado al desenfoque determina cómo se altera la fase de cada una de las 
frecuencias espaciales presentes en el objeto para configurar la distribución de 
amplitud del patrón de Fresnel. Por tanto, a  fija esencialmente el perfil del patrón. El 
parámetro JL, por aparecer exclusivamente en el factor de escala de la exponencial que 
realiza la transformación de Fourier inversa, caracteriza el aumento con el que se 
obtiene dicha distribución. Es decir, JL esencialmente define la escala del patrón de 
Fresnel. Parece, pues, que a  y JL permiten caracterizar los distintos patrones de 
difracción de una abertura de una manera más natural que las distancias z y  R. Nótese 
que para el objeto se tiene R=0 y por tanto, a=0 y  JL-l.

Obsérvese que, según la Ec.(2-ll), para diferentes valores de las distancias z y  R se 
puede obtener el mismo valor de a. Para todas estas combinaciones, el patrón de 
Fresnel que se obtiene en el plano de observación es el mismo y corresponde a la 
transformada de Fourier inversa, debidamente escalada, del espectro de la transpa­
rencia en el que cada frecuencia espacial (u,v) ha visto alterada su fase en la cantidad 
expf-irtuZ+z^JAal. Ahora bien, para cada una de las parejas z, R que proporcionan el 
mismo valor de a, el valor de JL correspondiente es distinto y también lo es, por 
tanto, la escala del patrón de Fresnel.

Estos hechos ponen de manifiesto que, en el dominio de validez de la aproxima­
ción de Fresnel, una transparencia iluminada por una onda esférica genera, indepen­
dientemente de cuál sea la curvatura de la onda, un único conjunto de patrones de 
difracción. Cada una de estas figuras de difracción corresponde a uno de los infinitos 
valores reales distintos que puede tomar el parámetro a. Por ello, el índice a  es 
suficiente para caracterizar, salvo en la escala, cada uno de los patrones de Fresnel de 
la transparencia. Para una curvatura dada de la onda incidente —y, por tanto, para un 
valor determinado de la distancia fuente-transparencia, z— la Ec.(2-ll) fija qué patrón 
de Fresnel de la transparencia se obtiene a una distancia R de ella. La escala con que se 
obtiene en el plano de observación el patrón de índice a  viene dada por la Ec.(2-12). 
Por lo tanto, en cada uno de los planos paralelos a la transparencia se obtiene un 
patrón de Fresnel con un incide a  y  con un aumento JL perfectamente definidos.



II.2 Algunas propiedades de la difracción de Fresnel 17

De manera análoga, si se desea obtener en el plano de observación el patrón de 
Fresnel de la transparencia de índice a  con una determinada escala JL, las Ecs.(2-14) y 
(2-15) proporcionan respectivamente, los valores de las distancias z y  R que resuelven 
el problema.

Para clarificar el significado de los parámetros a y  JL, consideremos ahora que la 
transparencia está iluminada por una onda plana monocromática que incide normal­
mente en ella. Supondremos, sin pérdida de generalidad, que esta onda es de 
am plitud unidad. Para esta situación, la distribución de amplitud del patrón de 
Fresnel de la transparencia que se localiza a una distancia R de ella, se puede obtener 
haciendo el límite (iluminación plana) en la Ec.(2-13). Teniendo en cuenta que 
cuando z-»~ , las Ecs.(2-ll) y (2-12) se reducen, respectivamente, a

UR(x,y) -  exp(ikR) J J j(u ,v )  exp[-in(u2+v2)Xa] exp[i27r(ux+vy)] dudv (2-18)
-O©

Obsérvese que el índice a  que caracteriza a cada uno de los patrones de difracción 
de Fresnel de una transparencia resulta ser igual a la distancia R a la que se localiza, 
con iluminación plana, el patrón considerado. Además, en este caso, todas las figuras 
de difracción de Fresnel tienen la misma escala, al ser JL=1. Para iluminación esférica, 
el parámetro JL  representa el aumento, respecto a iluminación plana, con el que se 
obtiene el patrón de Fresnel. De este modo, un patrón de Fresnel generado con 
iluminación esférica coincide con la proyección geométrica desde el punto fuente del 
mismo patrón generado con iluminación plana, suponiendo que éste se sitúa en el 
lugar de la transparencia. Además, teniendo en cuenta el significado del factor de fase 
global no constante de la Ec.(2-13), el patrón de Fresnel, en este caso, se puede 
considerar iluminado por la fuente puntual.

Por todo lo expuesto, el estudio del campo difractado por un objeto se puede 
restringir, sin pérdida de generalidad, al caso de iluminación plana. Los resultados 
que se obtengan serán válidos también cuando la onda que se difracta en el objeto sea 
esférica, con las matizaciones, ya manifestadas, relativas a la localización y aumento 
de las figuras de difracción de Fresnel.

Este hecho sugiere redefinir la repartición de amplitudes del patrón de Fresnel de 
índice a  de una transparencia como

a - R  , (2-16)

y  J L - l  , (2-17)

resulta
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id * # )*  f[ t(u ,v )  expl-iiciut+tfíXa] exp[i2n(ux+vy)] dudv (2-19)
•OO

De este modo, la distribución de amplitud en un plano situado a una distancia R de la 
transparencia, cuando ésta se ilumina con una onda plana en incidencia normal, 
según la Ec.(2-18), es

donde a  viene dado por la Ec.(2-16). Para iluminación esférica, de acuerdo con la 
Ec.(2-13), se tiene

donde a y  A vienen  dados, respectivamente, por las Ecs.(2-ll) y (2-12).
Obsérvese que, según la Ec.(2-19), para los patrones de Fresnel de índice a y  - a  la 

variación de fase de cada frecuencia espacial pasa de ser expl-iTtírf+i^íXal a ser 
exp[i7t(u2+v2)Xa], es decir, existe una relación de conjugación entre los filtros 
espaciales que proporcionan estos dos patrones de Fresnel.

Teniendo en cuenta el teorema relativo a la transformada de Fourier de un 
producto, la transformada de Fourier inversa que representa la Ec.(2-19) se puede 
expresar como

En la Ec.(2-22) la integral que se convoluciona con t(x,y) no es más que la transfor­
mada de Fourier de un factor de fase cuadrático. La solución general para esta integral 
es (Ref.[n-41])

UR(x,y) = expükR) tjx ,y )  , (2-20)

x ^ y 2 ' 
2(z+R) (2 -21)

t¿x,y) = t(x,y) * Ff exp[-iíc(u2+v2)Xa] exp[i2ti(ux+vy)] du dv (2 -22)

•OO

J J t x p [ i i d x l + y 2) a ]  e x p [ - i2 r c (x ¿ ;+ y r i) ]  d x d y (2-23)

por lo que la Ec.(2-22) se reduce a
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Para el patrón de Fresnel de índice - a  se tiene

Si t(x,y) es una fundón real, t(x,y)=t*(x,y), y  por tanto

En definitiva, para esta situadón,

lt_Jx,y)l2 = ltjx ,y )l2 ,

y por tanto los patrones de Fresnel de parámetros a y  - a  tienen, en irradiancia, el 
mismo perfil. Recordando que para iluminación plana el parámetro a  coincide con la 
distancia R, se concluye que la irradiancia del campo difradado por un objeto real es 
simétrica, en la direcdón de propagadón de la onda plana incidente, respecto al plano 
del objeto.

Consideremos el caso en que la transmitancia en amplitud de la transparencia 
objeto es una fundón separable en coordenadas cartesianas, es decir,

t(x,y) = tt(x)t2(y) .

Para uno cualquiera de los patrones de Fresnel generados por esta transparencia, de 
acuerdo con la Ec.(2-24) se tiene

tla(x)t2a(y)

donde las funciones tla y t2a están definidas por las reladones

y
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y corresponden al patrón de difracción de índice a  que genera cada una de las 
estructuras monodimensionales que constituyen el objeto.

En consecuencia, los patrones de difracción de Fresnel de un objeto separable son, 
a su vez, separables y resultan ser el producto de los patrones unidimensionales 
generados en el plano considerado por cada una de las funciones 1-D que definen 
aquél.

Estudiaremos ahora, más detalladamente, la localización con iluminación 
esférica de los distintos patrones de Fresnel de un objeto. Despejando R de la Ec.(2-ll) 
resulta

R = - ^ — . (2-26)
z - a

Cuando el objeto está iluminado por una onda esférica divergente, la distancia z 
es positiva. Por tanto, para los primeros valores positivos de a  los correspondientes 
patrones de Fresnel son, según la Ec.(2-26), reales y se sitúan detrás del objeto, más 
alejados de éste cuanto mayor es su índice a. La figura de difracción de índice a  igual 
a z aparece localizada en el infinito. Los patrones de índice superior a éste propor­
cionan un valor de R negativo, son por tanto virtuales y se sitúan por delante de la 
fuente (lRl>z). Para valores de a  tendiendo a infinito, las posiciones de los patrones 
tienden a confundirse con la de la fuente. Para valores negativos de a  la distancia R es 
siempre negativa y de módulo menor que z. En tal caso, los patrones son también 
virtuales pero están situados entre el objeto y la fuente. De nuevo cuando /a/tiende a 
infinito las posiciones de los patrones tienden a confundirse con la de la fuente.

En el caso de iluminación esférica convergente, el valor de z es negativo. Un 
razonamiento análogo al anterior permite concluir que para valores positivos de a  
todos los patrones son reales y se sitúan entre el objeto y la fuente virtual. Los 
primeros valores negativos de a  dan lugar a patrones virtuales cuyas posiciones se 
alejan del objeto a medida que aumenta su módulo. Nuevamente el patrón de índice 
a  igual a z aparece en el infinito. Si a partir de este valor se aumenta el módulo de a, 
las figuras de difracción son reales y se acercan cada vez más a la posición de la fuente.

Es bien conocido que con iluminación plana el patrón de Fraunhofer de la trans­
parencia se localiza en el infinito. Por tanto, este patrón corresponde a Si en la 
Ec.(2-26) se hace este límite se obtiene R=-z, es decir, tal y como hemos manifestado 
anteriormente, con iluminación esférica el patrón de Fraunhofer de la transparencia 
se obtiene en el plano de la fuente.

La Ec.(2-18) se ha obtenido como un caso límite de la Ec.(2-13), la cual a su vez se 
dedujo apoyándose en el patrón de Fraunhofer que se localiza en el plano que 
contiene a la fuente que ilumina al objeto. Puede parecer contradictorio usar un 
resultado en el que es esencial el hecho de que la fuente esté a distancia finita para
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analizar qué ocurre cuando la fuente se localiza en el infinito. Veamos que un 
razonamiento más convencional conduce a la misma expresión para la distribución 
de amplitud de las figuras de difracción de Fresnel generadas con iluminación plana.

Consideremos la transparencia t(x,y) iluminada por una onda plana monocro­
mática de am plitud unidad que incide normalmente en élla. La distribución de 
amplitud UQ(x,y) en el plano de la transparencia es, por tanto, U0(x,y)=t(x,y). En el 
plano paralelo al de la transparencia situado a una distancia R de ella, la distribución 
de am plitud UR(x,y), viene dada, de acuerdo con la fórmula de la difracción de 
Fresnel-Kirchoff, por

Teniendo en cuenta en esta ecuación, la relación entre una función y su espectro 
de frecuencias

*o*+yoy
XR•OO

t(x,y)- ff7(u,v)  exp[i2x(ux+vy)] dudv ,
•OO

resulta

T W  ^  2

J( f ‘xp J f f t (u'v) exPli2t íux0+vy0)]
•OO

Cambiando el orden de integración se obtiene

*°° 2 2  /  \
X JJt(u,v) f f  exp(zfcX<2^Rg)  exPli2*<uxo+vyo)l dxody0 > dudv =

exp(ikR) rvn(ihx2+y2\
'  o T  exp[, k ™  ) x
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x  p ( u , v )  « p { -i2 * [x 0 ( ^ - u ]  + y0 -  ,)]}  d x jy ,
-oo  ̂-oo

Recordando la Ec.(2-23), se obtiene para la integral interior la solución

aRe+ ,t[fe'“)2+&'íW '

que se puede factorizar como

iXR exp^-ik X )  exp[-iMu2+v2)XR] exp[i2n(ux+vy)] .

> dudv . 

(2-27)

Llevando este resultado a la Ec.(2-27) queda

♦oo
UR(x,y) = exp(ikR) JJT(u,v) exp[-irfu2+v2)\R ] exp[i2ir(ux+vy)] dudv ,

expresión que coincide, considerando la Ec.(2-16), con la Ec.(2-18), tal y como quería­
mos demostrar.

El procedimiento seguido en esta demostración también se puede aplicar en el 
caso de iluminación esférica. Así, partiendo de la Ec.(2-2), con el valor de U0(x,y) dado 
por la Ec.(2-1), y siguiendo los mismos pasos que en la demostración anterior se llega, 
sin dificultad, a la expresión de UR(x,y) dada por la Ec.(2-9). No obstante este hecho, 
nos parece que el procedimiento utilizado en la deducción de dicha ecuación es más 
conveniente que éste por poner de manifiesto de una manera más clara su significado 
e implicaciones físicas.

El concepto de transformada de Fourier a distancia finita facilita también el 
análisis de otras situaciones. Por ejemplo, la capacidad de una lente esférica de 
realizar transformaciones de Fourier bidimensionales se puede reducir simplemente 
a la de formar una imagen real de este patrón de Fraunhofer virtual. Es 
perfectamente válido considerar que una lente forma tanto la imagen de la 
transparencia como la de su transformada de Fourier virtual. De este modo, el plano 
de Fourier de un sistema óptico es siempre el plano imagen del que contiene a la 
fuente y las fórmulas de la Óptica Geométrica relativas a la posición y aumento de
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una imagen se pueden utilizar para determinar la localización y el factor de escala de 
la transformada de Fourier proporcionada por el sistema.

Consideremos ahora la situación representada en la Fig.2-2, en la que, sin perder 
generalidad, el sistema formador de imágenes está constituido por una única lente, 
que vamos a suponer que se comporta como un sistema óptico perfecto. La lente L 
proporciona al mismo tiempo la transformada de Fourier y la imagen de la 
transparencia original. Ambas reparticiones están multiplicadas por sendos factores 
de fase cuadráticos que convergen/divergen hada/de  O' y S’ respectivamente. Así, la 
repartición de amplitudes UQ,(x,y) en el plano de la imagen de la transparencia viene 
dada por

donde z ' es la distancia entre S’ y O' (ver la Fig.2-2) y t'(x,y) es la imagen de la transpa­
rencia objeto, es decir,

siendo pQ el aumento lateral entre el plano del objeto y su plano conjugado.
Ahora bien, la lente L no sólo forma una imagen de la trasparencia objeto y de su 

patrón de Fraunhofer virtual sino también de todos y cada uno de los patrones de 
Fresnel de ésta. Es lógico pensar que estas imágenes deben ser a su vez los patrones de 
difracción de Fresnel de UQt(x,y). Es decir, estas imágenes se deben localizar en las 
mismas posiciones que las figuras de difracción que genera la imagen t'(x,y) del objeto 
cuando la fuente que la ilumina está situada en S'.

Veamos de una manera más formal este resultado. El patrón de Fresnel de t'(x,y) 
que se localiza a una distancia R' viene dado, de acuerdo con la Ec. (2-13), por

(2-28)

(2-29)

Fig. 2-2. Una lenta ideal redistribuye ordenadamente la posición de los patrones de difracción 
de Fresnel de una abertura.
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? J ■f°°
L í * « eXp£i^2(z^+R')\ f j ^ ' ( u ''v ') exv l - i r tu ,2+v'2) \ a ‘] e x ^ i2 n u X̂ ,  du 'dv ' ,

-O O

(2-30)

donde, por analogía con las Ecs.(2-ll) y (2-12), se tiene 

Z'K'
a  = z ' + R ' ' (2-33)

^  2 '  +  R '
y J ?  = — —  , (2-32)

Teniendo en cuenta la relación entre el espectro de Fourier de una función y el de esa 
misma función escalada, la Ec.(2-29) conduce a

ÍY u> ') = 0¿F(0ou ',&,?') . (2-33)

Considerando este resultado y haciendo el cambio de variables

k = 0ok ' / 

y v = p0v ’ , 

la Ec.(2-30) se reduce a

+oo

UR<x,y) *  ex^ ik  f f i ( w )  e x p ^ ix X a '^ - ^ - j  e x ^ i 2 * •
-OO

(2-34)

Ahora bien, el plano que estamos considerando (plano que contiene al punto A’ 
en la Fig.2-2) es el plano imagen de otro cuya posición la determina la ley de conju­
gación de las lentes. Sea R la distancia entre la transparencia objeto y este último 
plano (que es el que, en la Fig.2-2, contiene al punto A). En este plano se localiza un 
patrón de Fresnel de la transparencia caracterizado por un índice a  y un aumento JL 
perfectamente definidos por las Ecs.(2-ll) y (2-12). Para relacionar estos párametros 
con los índices a '  y J t  del patrón localizado en el plano considerado del espacio 
imagen, haremos uso de la relación [11-42]

P'Q' » PQ PpPq , (2-35)
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que liga las distancias, en el espacio objeto e imagen, entre dos pares de planos 
conjugados (P,F) y (Q,Q') con sus respectivos aumentos laterales pP y pQ. Por un lado, 
aplicada al plano de la fuente y al de la transparencia objeto, esta relación se reduce a

z'=zPsPo , (2-36)

donde Ps es el aumento lateral entre el plano de la fuente y su plano imagen (plano de
Fourier). Por otro lado, para los planos conjugados que contienen a O y O' y a A y A',
la Ec.(2-35) se convierte en

R '= R po PA , (2-37)

siendo pA el aumento lateral entre el plano que contiene a A y su plano conjugado. 
Por último, aplicando ahora la Ec.(2-35) al plano de la fuente y al del patrón de 
Fresnel, resulta

z ’ + R ,= (z + R)pspA . (2-38)

Introduciendo los valores de z', R ', y z'+R' dados, respectivamente, por las Ecs.(2-36), 
(2-37) y (2-38), en las Ecs. (2-31) y (2-32), y utilizando las Ecs. (2-11) y (2-12) se obtiene

y  - 4 T - A , . (2-40)
zPo Po

Teniendo en cuenta estas relaciones, la Ec.(2-34) se transforma en

+oo

UrJx# )  «  exj^ik ff"Í(u,v) exp[-in(u2+v2)X a ] e x ^ i2 n UX̂ ^ - dudv ,

y finalmente, considerando la Ec.(2-19), resulta

UR <x,y) -  ex^ ik  /a[  ]  . (1-41)

La distribución de amplitud que se obtiene en el plano considerado corresponde 
esencialmente a la del patrón de Fresnel de índice a  de la transparencia, con un 
aumento igual a ~¿pA, iluminado por la onda que proviene del punto fuente S'. 
Puesto que en el plano del que éste es conjugado se localiza este mismo patrón pero,
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de acuerdo con la Ec.(2-21), con el aumento JC que proporciona la propagación libre, se 
concluye que el aumento del patrón en el espacio imagen, respecto al del patrón en el 
espacio objeto, es igual al aumento lateral f)A que proporciona la lente que los conjuga. 
Dado que el patrón de Fresnel considerado es uno cualquiera de los que genera la 
transparencia objeto, resulta, por tanto, que una lente ideal transforma el conjunto de 
patrones de difracción de Fresnel del espacio objeto en otro conjunto, en el espacio 
imagen, formado por los mismos patrones pero con una localización y escala distinta. 
La posición y el aumento de estos patrones coinciden, tal y como habíamos adelan­
tado, con los de los patrones que genera la imagen de la transparencia objeto, t'(x,y), 
iluminada por el punto fuente S', imagen de la fuente S.

Este resultado es válido independientemente de cuál sea la disposición relativa 
entre la fuente y la transparencia objeto, es decir, es válido para iluminación 
convergente, plana o divergente y para cualquier tipo de lente convergente o 
divergente. Así, si la fuente S está situada en el foco objeto de la lente, en el espacio 
imagen se obtienen los patrones de difracción de la transparencia iluminados por una 
onda plana, por lo que todos ellos tienen la misma escala.

Hasta el momento, hemos considerado las características de los patrones de 
Fresnel de una transparencia generados con iluminación monocromática, plana en 
un caso y esférica en otro, pero, en ámbos, de la misma longitud de onda. Cuando se 
comparan las figuras de difracción de un objeto generadas con luz coherente de 
diferente longitud de onda, también se obtiene, independientemente de cuál sea ésta, 
el mismo conjunto de patrones de Fresnel, que es característico, por tanto, del objeto. 
Al igual que ocurre al modificar la curvatura del haz, variar la longitud de onda 
implica cambiar la localización y, en general también, el aumento de cada uno de 
estos patrones. Para poner de manifiesto estos hechos, en este caso, interesa redefinir 
el parámetro que designa cada patrón de Fresnel, mediante la relación

con lo que, a partir de la Ec.(2-19), para el patrón asociado al parámetro A  se tiene

De este modo, sin más que sustituir el subíndice a  por A  en las Ecs.(2-20) y (2-21), éstas 
siguen siendo válidas para la distribución de amplitud en un plano situado a una 
distancia R de la transparencia cuando la iluminación es, respectivamente, plana o 
esférica. Nótese que el parámetro A  tiene dimensiones de longitud al cuadrado. Para 
una situación particular, especificada por los valores de las distancias z y R y de la

A - X a  , (2-42)

-  \ (u,v) exp[-iMu2+v2)XA] exp[i2ít(ux+vy)]  dudv
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longitud de onda A de la fuente coherente, ahora, es el valor del parámetro A  el que 
determina el perfil del patrón de Fresnel que se obtiene en el plano de observación. 
Explícitamente, para iluminación plana, a partir de la Ec.(2-42) y considerando la 
Ec.(2-16), se obtiene

A  = AR ,

y, para iluminación esférica, teniendo en cuenta la Ec.(2-ll), resulta

_ , zR
* s X z + R '

Para el aumento «/tfde los patrones de Fresnel siguen siendo válidas las Ecs.(2-17) y 
(2-12). Obsérvese que con iluminación plana, la posición de los patrones de Fresnel 
depende de la longitud de onda pero su aumento es independiente de ésta e igual a la 
unidad.

Puesto que en todas las situaciones que se van a analizar en este trabajo, se va a 
suponer que la iluminación es monocromática, vamos a seguir utilizando el pará­
metro a, como en las Ecs.(2-19) a (2-21), para designar los patrones de Fresnel de una 
transparencia. Las ideas vertidas en esta sección nos van a permitir, a continuación, 
profundizar en la comprensión del efecto Talbot y analizar de una manera sencilla 
nuevas situaciones en las que se presenta.

II.3 Formación de autoimágenes
Estamos ahora interesados en especificar bajo qué condiciones la distribución de 

amplitud UR(x,y) en un plano situado a una distancia R de una transparencia t(x,y), 
iluminada por una onda monocromática plana o esférica, es precisamente una 
réplica de ésta. De acuerdo con las Ecs.(2-20) y (2-21) esto es equivalente a determinar 
cuándo el patrón de Fresnel de la transparencia que se localiza en el plano 
considerado, tjx ,y ) , coincide con el objeto. Recordando la Ec.(2-19),

-too

tjx ,y )  * I I  7(u,v) exp[-Í7t(uz+v2)Aa]exp[i2it(ux+uy)] dudv ,

en el plano de observación se tendrá una imagen del objeto si se verifica que la 
función de transferencia para la propagación libre toma el mismo valor para todas las
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frecuencias (u,v) en las que el espectro de Fourier de la transparencia es no nulo. Es 
decir, si se satisface que

«xpf-iíEÍi^+i^UaJ = C , (2-43)

cuando 7(u,v)*0, siendo C una constante compleja de módulo unidad. De este modo, 
la Ec.(2-19) se reduce a

♦oo
f Jx,y) = j j l ( u , v )  exp[ilMux+vy)]  dudv = C t(x,y) , (2-44)

-OO

y en el plano considerado se tiene esencialmente una copia, en general escalada, del 
objeto. Para poder pasar de la Ec.(2-19) a la Ec.(2-44) es necesario que t(u,v) sea distinta 
de cero exclusivamente para las frecuencias (u,v) que cumplen la Ec.(2-43). La expo­
nencial del primer miembro de esta ecuación es una función periódica en p2=u2+v2. 
Su período t, que tiene dimensiones de [L]-2, vale

donde a  se ha tomado en módulo porque puede ser tina cantidad negativa. Por lo 
tanto, los puntos (u,v) donde esta exponencial toma un mismo valor son tales que los 
cuadrados de sus distancias al origen forman una sucesión periódica con período r.

Por esta razón, para que se satisfaga la Ec.(2-44) el espectro de Fourier de la 
transparencia debe tomar valores no nulos únicamente en una serie de anillos, 
anillos de Montgomery [n-18 y 11-43], cuyos radios son equidistantes en p2. A este 
período lo designaremos (lid)2, siendo d una constante positiva con dimensiones de 
longitud, cuyo valor inverso se denomina frecuencia fundamental del objeto de 
Montgomery. Puesto que en estos anillos la función 7 puede tomar cualquier valor, 
incluido el cero, la condición anterior no implica que 7 deba ser periódica en p2, ni 
que posea simetría de revolución.

Un objeto de Montgomery presentará una transformada de Fourier discreta 
constituida en el caso más general, tal y como muestra la Fig.2-3, por una serie de 
anillos cuya separación en p*es (1/d)2. Recientemente Dumin [11-44] ha llamado la 
atención sobre el hecho de que uno cualquiera de estos anillos representa el espectro 
de Fourier de un haz adifracdonal: un campo que, en su propagación, es inmune a la 
difracción. Las frecuencias espaciales (u,v) contenidas en el y-ésimo de estos anillos, de 
radio p;- , satisfacen la relación
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Fig. 2-3. Anillos de Montgomery. Los anillos indican las regiones en el dominio frecuencial en 
las que el espectro de Fourier de un objeto capaz de proporcionar autoimágenes puede ser no 
nulo.

u2 + rp = p 2 = p2 + JM _ (2-46)

donde p, es el radio del primer anillo. Para que la función exp[-iíc(u2+v2)Xa] tome 
sobre estos anillos, donde la transformada puede ser no nula, un mismo valor C es 
necesario y suficiente que su período o un número entero, Q, de períodos coincida 
con el de la transformada. Es decir,

(2-47)

A partir de la Ec.(2-45) resulta

2Q 1 
Xa *2 '

(2A8)

en donde al sustituir i  se ha suprimido el signo de tomar módulo en a. Al hacerlo se 
acepta implícitamente que Q puede tomar valores negativos.

La condición expresada en la Ec.(2-48) indica que la autoimagen de índice Q está 
localizada en aquel plano transversal para el que el valor del parámetro a  es tal que el 
período t  de la función de transferencia para la propagación libre es iQl veces menor 
que el de la transformada de Fourier del objeto de Montgomery.

Reordenando la Ec.(2-48) se obtiene
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á2
°-2Q7  '

0  = 0,01,12,... (2-49)

Por tanto, las autoimágenes de un objeto de Montgomery de frecuencia fundamental 
1/d son los patrones de Fresnel cuyo índice a  es un número entero de veces la 
cantidad 2d2/X. La distancia zT=2d2/X se suele denominar distancia de Talbot del 
objeto de Montgomery y es un parámetro característico de éste. En la Ec.(2-49) se ha 
incluido el valor Q=0 que corresponde a la propia transparencia objeto.

Para determinar la localización de los planos de autoimagen, basta con sustituir 
en la Ec.(2-49) el valor de a  dado por la Ec.(2-ll), si la iluminación es esférica, o por la 
Ec.(2-16) si es plana. Para la primera situación se tiene

Es decir, con iluminación esférica las posiciones de las autoimágenes dependen de la 
curvatura del haz incidente, de la frecuencia fundamental del objeto de Montgomery 
y de la longitud de onda X. El efecto Talbot por ser un fenómeno debido a la difracción 
depende explícitamente de X, esto es, no es acromático.

Cuando la iluminación es plana, al ser a=R, resulta

Ahora la separación entre las autoimágenes sucesivas de un objeto de Montgomery es 
constante y de valor zr . Además, según la Ec.(2-17), todas ellas tienen la misma escala 
que el objeto. Por tanto, con iluminación esférica, las autoimágenes presentan un 
aumento Jl, respecto al objeto, dado por la Ec.(2-12).

El análisis realizado a partir de la Ec.(2-26) sobre la localización de los patrones de 
Fresnel de un objeto arbitrario es, claro está, válido también para las autoimágenes y 
conduce al esquema de la disposición relativa de éstas para iluminación divergente y 
convergente que aparece, respectivamente, en las Figs.2-4 y 2-5.

De acuerdo con la Ec.(2-46) el conjunto de anillos del espectro de un objeto de 
Montgomery está caracterizado por dos parámetros: la frecuencia fundamental, lfd, y 
el radio, pv  del primer anillo. Tal y como hemos visto, en la ley que determina la 
localización de las autoimágenes del objeto participa sólo el primero de ellos. En 
cambio ámbos influyen por igual en el valor de la constante compleja C que multi­
plica cada autoimagen. En efecto, teniendo en cuenta las Ecs.(2-46) y (2-49), para la 
autoimagen de índice Q, el valor que proporciona la Ec.(2-43) para el factor global de 
fase C es

Q = 0,±l,±2,... (2-50)

R = 2 Q - j= Q * r  - Q = 0,±l,±2,... (2-51)
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R  H
Fig. 2-4. Localización de las autoimágenes generadas por un objeto de Montgomery iluminado 
por una onda esférica divergente.

C = e x p ( - i 2 j t Q p [ d 2)  e x p [ - i 2 n Q ( j - l ) ]  =  e x p ( - i 2 7 t Q p \ d 2)

(2-52)

Puesto que este valor depende también del índice Q, para cada una de las autoimá­
genes del objeto la fase global constante de la Ec.(2-43) es diferente. Ahora bien, la 
distribución de irradiancia de todas las autoimágenes es semejante.

Según hemos discutido previamente, un objeto de Montgomery iluminado por 
una onda plana da lugar a un conjunto de autoimágenes equidistantes entre sí. Como 
demostramos en la sección anterior, cada una de estas réplicas del objeto está 
iluminada por la misma onda plana que ilumina a éste por lo que considerada como 
objeto genera, con igual disposición relativa, los mismos patrones de Fresnel que el 
objeto real. Por lo tanto, el conjunto de patrones de Fresnel comprendidos entre el 
objeto y su primera autoimagen se repite entre dos autoimágenes sucesivas cuales­
quiera. Es decir, el campo difractado por un objeto de Montgomery iluminado por 
una onda plana es periódico en la dirección de propagación de ésta. Este período es

Fig. 2-5. Localización de las autoimágenes generadas por un objeto de Montgomery iluminado 
por una onda esférica convergente.
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igual a la separación entre dos autoimágenes sucesivas, es decir, es igual a la distancia 
de Talbot zT del objeto de Montgomery. Este hecho sugiere caracterizar los patrones de 
Fresnel de un objeto de Montgomery mediante un parámetro q definido por la 
relación

a^<Q+q)zr = 2<Q+q)-^- , (2-53)
A»

donde Q es un número entero y 0<q<l. De este modo para las autoimágenes resulta, 
teniendo en cuenta la Ec.(2-49), que el parámetro q=0.

Consideremos un patrón de Fresnel cualquiera del objeto de Montgomery 
caracterizado por un índice Q+q, con q en general no nulo. Según la Ec.(2-19) el 
espectro de Fourier de este patrón es

1 a(u,v) = 7(ufv)exp[-in(u2+v2)Xa] = 7(u,v)exp[-i7tfu2+v2)X(Q+q)zT]  . (2-54)

Para el patrón considerado, la función de transferencia modifica la fase de cada uno de 
los anillos del espectro del objeto, de modo que para un anillo genérico, de radio p;- 
dado por la Ec.(2-46), este filtro de fase toma el valor

pl-inftf+xtjXíQ+q) zT]  =

= exp[-i2npi\ d2 (Q+q)] exp[-i2n(j-l) (Q+q)]=

= exp[-i2xtf d2 (Q+q)] exp[-¡2iú(j-l)Q] exp[-i2M j-l)q]=

= exp[-i2np[ d2 (Q+q)] exp[-i2ic(j-l)q] . (2-55)

Obviando la fase global constante exp[-i2np\d2(Q+q)], la distribución de amplitud 
correspondiente al patrón de Fresnel de índice Q+q de un objeto de Montgomery 
equivale a la imagen filtrada de éste obtenida colocando sobre cada anillo de su 
transformada de Fourier un filtro de fase del tipo exp[-i2tt(j-l)q], siendo j  el orden del 
anillo. Por tanto, se concluye que la distribución de irradiancia de todos los patrones 
de Fresnel con el mismo índice q (Q cualquiera) es semejante. Según las Ecs.(2-16) y 
(2-53) este resultado implica, tal y como hemos adelantado, que para iluminación 
plana la repartición de amplitudes en los planos perpendiculares al eje del sistema 
comprendidos entre una autoimagen cualquiera y la siguiente, se repite. Además un 
patrón de Fresnel de índice q aparece siempre a una distancia 2qd2/X de la autoimagen 
que le precede. Asimismo la separación entre los sucesivos patrones con el mismo 
índice q es igual a la distancia de Talbot zT. La Ec.(2-ll), con el valor de a  dado por la
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Ec.(2-53), proporciona, para la localización de los patrones de Fresnel con iluminación 
esférica, la relación

T T r = ^ Q +í > T  • «-56)

En este caso, los patrones de igual índice q no aparecen a la misma distancia de cada 
autoimagen ni igualmente espaciados entre sí.

Si la distancia z que separa la fuente del objeto se expresa en función de la 
distancia Zj, es decir,

d2
z = (Qo+qjzr = 2 (Q0+qo) —  , (2-57)

Ar

donde Q0 es un número entero y Q£q0<l, la Ec.(2-56) se puede reescribir como

r=z(q̂ f ?) •
De este modo, las posiciones de los patrones vienen expresadas directamente en 
función de la distancia fuente-transparencia z. Obsérvese que es precisamente el 
patrón de Fresnel de índice Q+q-Qo+qo el que aparece en el infinito.

En la sección anterior hemos demostrado que los patrones de índice a  y - a  de un 
objeto cualquiera de transmitancia real verifican la relación

tjx ,y )  = t^Jx,y) . (2-59)

Supongamos uno de estos objetos que sea además capaz de proporcionar autoimá­
genes. Si para el patrón asociado al parámetro a, el índice que proporciona la Ec.(2-53) 
es Q+q, para el patrón de parámetro - a  se tiene que el índice correspondiente es 
Q'+q', con Q'=-(Q+1) y q '=l-q- De este modo, a partir de la Ec.(2-59), resulta

tq(x,y) as t*_^(x,y) . (2-60)

Por lo tanto, los patrones de índice q y 1-q de un objeto de Montgomery de transmi­
tancia real tienen, en irradiancia, el mismo perfil. Por esta razón, todos los patrones 
de Fresnel del objeto diferentes se pueden encontrar entre éste y su patrón de índice 
Q+q=0'5. Además este patrón es, al igual que el objeto, real ya que, según la Ec.(2-60), 
se tiene t0-¿x,y)=tMx,y).
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Del conjunto de objetos de Montgomery tienen especial interés aquéllos para los 
que el parámetro Pj de la Ec.(2-46) es cero (pi=0). En este caso, de acuerdo con la 
Ec.(2-52), 1a constante de fase C es igual para todas las autoimágenes y se reduce a la 
unidad. Además, para estos objetos la Ec.(2-46) se convierte en

u2 + 172 = p¿ = ^ ¡r  / j  = 1,2,3,...,

y, por tanto, su espectro de Fourier puede tomar valores no nulos sólamente para 
aquellas frecuencias espaciales cuyos módulos valen ^ff/d, con ¡=0,1,2,... Es decir, para 
los objetos considerados los radios de los anillos de Montgomery de su espectro 
siguen una ley de proporcionalidad respecto a la raíz cuadrada de los números 
naturales [11-18]. Como en este caso el primer anillo de Montgomery ha degenerado 
en el punto (0,0), es más conveniente expresar los radios p; de los sucesivos anillos 
como

Pj-'lFfh  / j -0 ,1 ,2 ,..., (2-61)

donde p1 es, ahora, el radio del verdadero primer anillo.
Obsérvese que con esta notación, el punto (0,0) es el "anillo" de radio po(po-0) y 

que Pi coincide con la frecuencia fundamental del objeto de Montgomery (p ^ l/d ) . 
Para el patrón de Fresnel de índice Q+q de uno de estos objetos, la función de 
transferencia de la Ec.(2-55) se reduce a

expí-irtut+vlM Q+qhj]** exp(-i27tjq) , ¡=0,1,2,..., (2-62)

donde para contar los anillos del espectro se ha utilizado la misma notación que en la 
Ec.(2-61). Usualmente, la condición de la Ec.(2-61) es la que se toma por la mayor parte 
de los autores como condición necesaria y suficiente para que un objeto exhiba 
autoimágenes. Asimismo se suele utilizar el nombre de objetos de Montgomery para 
referirse al subconjunto de ellos que verifica la anterior condición. De cualquier 
modo, tal y como hemos visto, la física del fenómeno de las autoimágenes está en la 
periodicidad en p2 de los módulos de las frecuencias espaciales y no en su propor­
cionalidad con la raíz cuadrada de los números naturales.

Particularizemos, a continuación, algunos de los resultados de esta sección para el 
subconjunto de objetos de Montgomery de mayor interés práctico: las redes de 
difracción.
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II.4 Algunos ejemplos relativos a redes
de difracción

Consideremos, en primer lugar, una red de difracción lineal. Al ser ésta una 
estructura periódica, la función t(x,y) se reduce, mediante un desarrollo en serie de 
Fourier, a

donde i  es su período espacial. Puesto que la red 1-D consta de un conjunto discreto 
de frecuencias espaciales, su transformada de Fourier se presenta como una serie de 
máximos de irradiancia —órdenes de difracción— equidistantes, cuya separación N  
es igual a la inversa del período de la red (N=lfd). Es decir,

Las distancias, pm, desde el origen a los sucesivos órdenes de difracción vienen dadas 
por pm=lmlN, con m=0,±l¿2,... Comparando esta relación con la Ec.(2-61) se observa

Montgomery. Para ello basta con identificar el radio p 1 del primer anillo de 
Montgomery de la Ec.(2-61), con la separación entre órdenes N. Por lo tanto, toda 
estructura periódica unidimensional es capaz de proporcionar autoimágenes. 
Además, para estos objetos, el parámetro i  que determina su distancia de Talbot, Zp es 
su período espacial. Este hecho justifica la elección de este símbolo para representar el 
período de la red.

Puesto que para una red 1-D el máximo de difracción de orden m, m=0,±l,i2,..., se 
sitúa sobre el anillo de Montgomery de índice ;=m2, el factor de fase de la Ec.(2-62) se 
puede expresar, en función de este número de orden m, como exp(-i2jtm2q). Por lo 
tanto, considerando las Ecs.(2-54) y (2-64), el espectro de Fourier del patrón de Fresnel 
de índice q de una red 1-D se reduce a

(2-63)

(2-64)

que todos los órdenes de difracción de la red 1-D se localizan sobre algún anillo de

f uw  . ___________________ .
t q(u,v) = £  Cm exp(-i2mn2q) ¿Tm -  j - , n J  , (2-65)

y, realizando una transformación de Fourier inversa resulta
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t,(x,y) * t¿x )  = £  Cm exp(-i2icm2q) txp[i2mn j )  . (2-66)
m = -o o  ^  '

Comparando con la Ec.(2-63) se observa que este patrón equivale a una red 1-D con el 
mismo período que la red original pero, en general, distinto perfil. Considerando las 
Ecs.(2-20) y (2-21) resulta que el campo difractado por un objeto periódico proporciona 
también una estructura periódica en todos los planos transversales a la dirección de 
propagación. Para iluminación esférica el período de esta estructura coincide con la 
proyección geométrica desde el punto fuente del de la red 1-D.

Para el conjunto de patrones de Fresnel caracterizados por q=0, la Ec.(2-66) se 
reduce a la Ec.(2-63) y se obtiene, por tanto, una réplica del objeto. Estos patrones son, 
como sabemos, las imágenes de Talbot o autoimágenes positivas de la red. Por otra 
parte, para los patrones con q=0'5, resulta

* °°  f  X \  * ° °  f  X  \
tQ-^x)-  £  cm expf-im n2) exp(i2mnj) = £  Cm (~l)m exp \i2nm j)

m = -« o  '  '  m = -o o  ^ '

Para estos patrones, la propagación libre altera en n  la fase de los órdenes impares de 
la red. Se obtiene así un patrón idéntico a la red salvo por un desplazamiento de 
medio período respecto a ésta, ya que

*(* « 2  Cm exÁi2iütnX±i^ 2) 1 = £  Cm (~l)m exp(i2m nj\ = tQ.¡¿x) .
m=-«o L J m=-oo '  '

Estos patrones se denominan autoimágenes negativas [11-14] porque para una red de 
Ronchi, es decir, para una red binaria cuadrada (de bandas opacas igual de anchas que 
las transparentes), desplazar medio período equivale a obtener su negativo.

La Ec.(2-50) —si la iluminación es plana, la Ec.(2-51)— permite determinar las 
posiciones de las autoimágenes negativas con tal de sustituir Q por el índice semi- 
impar Q+q (q=0'5). Entre dos autoimágenes positivas siempre hay una negativa y a la 
inversa. Además, para iluminación plana resulta que cada autoimagen negativa 
aparece equidistante entre dos positivas y presenta el mismo período que éstas.

Teniendo en cuenta que exp[-i27m2(q+Q ’5)1=(-1 )mexp(-i2im 2q) otra propiedad a 
señalar es que los patrones de Fresnel de una red de parámetros q y q+0'5 exhiben el 
mismo perfil, pero con un desplazamiento relativo de medio período. Esta propiedad 
junto a la ya demostrada relativa a que, si t(x,y) es real, los patrones de parámetros q y 
1-q tienen el mismo perfil en irradiancia, conduce a que la distribución de irradianda 
en los patrones de índices q y 0 ’5-q es, obviando el desplazamiento de medio período,
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idéntica. Por tanto, todos los patrones de una red real diferentes se pueden encontrar 
entre ella y su patrón de índice Q+q=l/4.

Cuando una red de Ronchi se ilumina normalmente con un haz paralelo, la 
irradianda del campo en los planos equidistantes entre dos autoimágenes sucesivas 
—una positiva y otra negativa— es constante [11-321. Veamos cómo obtener este resul­
tado desde nuestro punto de vista. Estos planos de campo uniforme corresponden a 
los valores q-l¡4  o q=3¡4. En virtud de las propiedades de simetría estos patrones 
difieren entre sí tan sólo en un desplazamiento lateral de medio período por lo que 
basta con estudiar uno de ellos, por ejemplo el de índice q-1/4. La transmitancia en 
amplitud t(x)  de una red de Ronchi viene dada por

exp(t2 ^ X7 ) .f + 2 % cos í l xmí )  . (2-67)
nm \  d)  ¿ ", Km \

Obsérvese que para esta red, los órdenes de difracción pares no existen al ser 
sen(7cm¡2)=0  cuando m es par y que el sumatorio del segundo miembro de la 
Ec.(2-67), que contiene todos los órdenes de difracción salvo el orden cero, es igual a 
t ( x ) - l / 2 .  Para el patrón de índice 9=2/4 de una red cualquiera el filtro de desenfoque 
se reduce a exp [- im 2K/2í  y equivale, por tanto, a introducir una variación de fase de 
- k/2 en los órdenes impares. De este modo, para este patrón de la red considerada se 
tiene

c o s h tm ^ y
m=i n m  V '

, cuando t(x) = 1
2 (2-68)

, 2 (1 - i) i , cuando t(x) = 0 .

La Ec.(2-68) describe una distribución de amplitud, periódica y binaria, en la que los 
dos valores que toma esta magnitud están desfasados entre sí en ít/2. La visibilidad de 
este patrón de Fresnel es nula al ser su irradianda constante ya que I tu J x P - l l2. 
Nótese también que si se desfasan, de nuevo, los órdenes impares de t lj4(x )  en - k / 2 ,  

como corresponde con iluminación plana a la propagación libre adidonal de la luz 
difradada durante una distanda zr/4, se debe obtener el patrón de índice 9=2 /2  de la 
red. En efecto,
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Por tanto el patrón de visibilidad nula genera a su vez un patrón, la autoimagen 
negativa de la red, de visibilidad máxima. Este resultado es lógico porque, como se 
razonó en la sección II.2, cualquier patrón de Fresnel genera a su vez el resto de los 
patrones de Fresnel del objeto.

Estos resultados sugieren un camino para diseñar redes puras de fase que 
generen, bajo iluminación coherente, patrones de Fresnel de alto contraste con una 
distribución de irradianda periódica y binaria. Una red de fase binaría, cuadrada y de 
salto de fase n/2 proporciona uno de tales objetos [11-17]. La transm itanda en 
amplitud t'(x) de esta red se puede expresar de cualquiera de las siguientes maneras

donde t(x) es la transmitanda en amplitud de la red de Ronchi, Ec.(2-67), del mismo 
período. Comparando la tercera de estas expresiones con la Ec.(2-68) se obtiene

t'(x) = (i+1) t1/4(x) .

Es dedr, ambas distribudones de amplitud son, salvo en el factor constante (i+1), 
iguales. Por lo tanto, los patrones de Fresnel de esta red de fase son esencialmente los 
mismos que los generados por el patrón de Fresnel de índice q-1 /4  de la red de 
Ronchi, o, equivalentemente, iguales a los de esta misma red.

A partir de la relación anterior resulta

Por un lado, el espectro de Fourier de la red de fase se puede expresar, análogamente a 
la Ec.(2-64), como

=  1 + ( i - l ) t ( x )  =

(2-69)

T(u,v) = (i+1) T 1/4(u ,v ) (2-70)

Por otro lado, en virtud de la Ec.(2-65), para el espectro de t 1/4(x )  se tiene
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11¡4(u,v) = £  C* wp("* I™*) ^  ~ T ' V) '

donde, según la Ec.(2-67), los coeficientes Cwson Cm=sen(rnn/2)/7rm. De estas expre­
siones y la Ec.(2-70) se concluye que

Cm = (i+1) cn exp(-i y  m2)  .

Para el patrón de Fresnel de índice q de la red de fase, la Ec.(2-66) proporciona la 
relación

t¡(x) = tx p ( - i2 im 2q) exp(i2 jm tj\ ,
m = -o o  ^  '

que, teniendo en cuenta la anterior expresión para , se puede reescribir como 

tq(x) =  (i+1) Cm exp^-i j  m2 j  exp(-i2jcm2q) exp(i2KmjJ =

= (i+1) X  Cm exj^-i27rm2(q + j  J | c x p (i2 jm jj  .

El sumatorio del segundo miembro de esta ecuación no es más que t ^ 1/4(x), por lo que 
finalmente resulta

t¡(x) a  (i+1) tq+1/4(x) , 

o, considerando la irradiancia 

l t - ( x f  -  2 l t ' , tli( z f  .

El patrón de Fresnel de índice q de esta red de fase proporciona, por tanto, una 
distribución de irradiancia semejante a la del patrón de índice q+l¡4 de la red de 
Ronchi. En particular para q=l/4, se obtiene

t,¡/x) = (i+1) t0- /x )« (i+1) fíx ± j )  ,
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y resulta una distribución de irradiancia análoga a la de una red de Ronchi y, por 
tanto, de visibilidad unidad. En virtud de las propiedades de simetría y periodicidad, 
todos los patrones de Fresnel de una red binaria de fase, cuadrada y de modulación 
n¡2, caracterizados por un índice Q+q, con q-l¡4  ó 3/4 y Q entero, son patrones bina­
rios de alto contraste. Con iluminación plana, estos patrones se localizan a mitad de 
camino entre cada par de autoimágenes sucesivas. El primero de ellos aparece, por 
tanto, a una distancia Zj/4 de la red.

Para comprobar experimentalmente la existencia de estos patrones de visibilidad 
unidad se ha montado el sistema óptico que se describe a continuación. En un 
extremo de un banco triangular, de tipo Galileo, de lm  de longitud se situó un láser 
de He-Ne de 5mW de potencia y a continuación un filtro espacial constituido por un 
objetivo 40x y un estenope —o "pinhole"— de 5^m de diámetro, que actuaba como 
fuente puntual cuasi-monocromática. El haz esférico emergente iluminaba la red 1-D 
de fase y un microscopio de pocos aumentos permitía observar la luz difractada por 
ésta.

Las fotografías de la Fig.2-6 corresponden a algunos de los resultados experimen­
tales obtenidos con una red de período d=(0'253iQ'00l)mm. La distancia fuente- 
transparencia era z=l6'Q2cm, por lo que para la primera autoimagen negativa de la 
red (Q=0, q-1/2), según las Ecs.(2-57) y (2-58), se tiene R=27'43cm. La Fig.2-6a muestra 
la distribución de irradiancia de este patrón. En estas condiciones a una distancia 
R=7'39cm se localizaba el patrón de índice q-1/4 (Q=0) de la red, Fig.2-6b. Obsérvese 
que este patrón es de alto contraste, tal y como predice la teoría previamente expuesta, 
y que en él son visibles ciertas imperfecciones de la estructura de la red.

Para el registro de las redes de fase empleadas en la experiencia anterior se ha 
utilizado, como medio fotosensible, una fotorresina negativa (KPR-Kodak). Ésta se 
depositaba sobre una placa de vidrio y mediante una copia por contacto, a partir de 
una red de amplitud, binaria y cuadrada, se grababa en ella la estructura 1-D. El 
tiempo de exposición era el adecuado para obtener un salto de fase de valor tt/2 para 
la luz del láser de He-Ne (¿=632 '8nm).

Consideremos ahora el caso en el que la transparencia objeto sea una red de 
difracción bidimensional rectangular separable, es decir, aquélla cuya transmitanda 
en amplitud t(x,y) puede expresarse como el producto de las de dos redes 1-D cruzadas 
en ángulo recto. Para esta red t(x,y)=t1(x)t2(y), siendo f, y t2 las transmitandas de las 
redes 1-D, que se pueden expresar, análogamente a la Ec.(2-63), como



II.4 Algunos ejemplos relativos a redes de difracción 41

a ) b)
Ftg. 2-6. Algunas de las distribuciones de irradiancia del campo difractado por una red de fase 
binaria, cuadrada y escalón k/ 2  iluminada por una onda esférica: a) primera autoimagen 
negativa, Q=0 y q=C5, de la red. Nótese que, al igual que la red, tiene visibilidad prácticamente 
nula, b) El patrón de Fresnel de índice Q=0 y q=1/4 proporciona una distribución de irradiancia 
semejante a la de una red de Ronchi.

■foo

Y h ty ) -  ¿  A-m e x p ( i2 jm ^ j
n=-

(2-71b)

d onde d¡ y  d2 son sus respectivos períodos espaciales. 
Puesto que la transm itanda t(xfy) de  la red,

/  \  * ° °  /  \  

t(xfy ) ^ ^ A ím exp \i27cm j-J ^ A 2m exp(i2xn% -) ,
m =-oo  '  7 n=-oo '

(2-72)

es una fu n d ó n  separable, para su patrón  de Fresnel de  índice a, según la Ec.(2-25), se 
tien e

t¿ x ,y )  oc t j j x )  t2J y )  ,

d o n d e  t la y  t2a son los patrones de Fresnel de índice a  d e  cada red  1-D. Al igual que 
en la Ec. (2-53), in teresa ca rad e riza r estos patrones m onodim ensionales m ediante los 
parám etros p y r definidos a través de las relaciones

a  = 2(Q!+p)-£  , (2-73a)

y  a  = 2(Q2+r)-£ (2-73b)
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donde Qj y Q2 son enteros y p y r pertenecen al intervalo [0,1 [. De este modo, para el 
patrón de índice a  de la red 2-D resulta

tjx ,y ) oc tJp(x) t2r(y) , 

donde, por analogía con la Ec.(2-66), se tiene

Por tanto, en el plano caracterizado por el índice a , se localizan simultáneamente y 
cruzados en ángulo recto el patrón de índice (Qj+p) de la red de período dt y  el de 
índice (Q2+r) de la red de período d2. Obviamente estos índices no son independientes 
sino que, tal y como indican las Ecs.(2-73), satisfacen la condición

si se define y  para que d2=Yd-¡.
Para asegurar la existencia de autoimágenes de la red 2-D es necesario que para 

alguna de sus figuras de Fresnel los dos patrones 1-D que la componen sean autoimá­
genes. Puesto que las autoimágenes positivas de una red 1-D están caracterizadas por 
un índice Q+q entero, se obtendrá una autoimagen de la red 2-D si se satisface la 
Ec.(2-74) con Q2+p y Q2+r, simultáneamente, enteros. Esta condición implica y2=fcj/fc2 
con kj y  k2 números enteros. Por tanto, solamente para las redes 2-D cuya relación de 
períodos sea igual a la raíz cuadrada de un número racional se obtienen 
autoimágenes bidimensionales. En este caso, expresando y2 como una fracción 
irreducible,

tlp(x) = £  Alm exp(-i2itm2p) exp(i2xm j-\ ,
ffls-oa '  1'

y *2r(y) = £  A2n exp(-i2m2r) exp^i2mj-^

2(Q ,+p)£ = 2(Q!+r ) £  ,

de donde se obtiene

(2-74)

(2-75)
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las posiciones de las autoimágenes 2-D vienen determinadas por la relación

a  = 2k (2-76)

Por tanto, los planos de autoimagen de la red 2-D rectangular coinciden con los de 
una red 1-D de período i  dado por

También ahora se puede expresar, al igual que para el resto de objetos de 
Montgomery, el parámetro a  que caracteriza cada una de las figuras de difracción de 
Fresnel de la red 2-D, en función de la distancia de Talbot de ésta. De este modo, se 
tiene

y con la ayuda de las Ecs.(2-73) y (2-77), resulta que la relación que hay entre el índice 
Q+q que caracteriza cada patrón de la red 2-D y los índices Qi+p y Q2+r de los patrones 
monodimensionales que lo componen es

Qi+P ■ K(Q+q) , 

y Q2+r = UQ+q) .

Como fácilmente se deduce de las ecuaciones anteriores, las dos estructuras unidi­
mensionales que forman los patrones 2-D de índice q=0'5 son siempre autoimágenes 
—bien negativas ámbas o bien una negativa y otra positiva— de las respectivas redes 
1-D. Así, si K es par y L es impar, el patrón 2-D de índice q=0'5 se compone de una 
autoimagen positiva de la red t1 (p=0) y de una autoimagen negativa de la red 
t2(r=0'5). La situación contraria, p=0'5 y r=0, se da cuando K es impar y L par. Por 
último, si ambos enteros son impares las dos autoimágenes 1-D son negativas. Por lo 
tanto, obviando los posibles desplazamientos laterales de medio período que puedan 
presentar, estos patrones son idénticos a la red 2-D, por lo que los denominaremos 
también autoimágenes. Reservaremos, no obstante, el calificativo de positivas para 
las autoimágenes que satisfacen la Ec.(2-76). De este modo, al igual que en el caso 
monodimensional, el conjunto de autoimágenes de la red 2-D está caracterizado por 
un índice Q+q entero o semientero. Obsérvese que para una red 2-D cuadrada 
(y± l—>K=L=l), los patrones 1-D que componen cada patrón de Fresnel 2-D tienen el

(2-77)
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mismo índice que éste, es decir, Q t+p=Q2+r=Q+q. Por lo tanto, cuando Q+q es un 
número semientero la autoimagen 2-D está formada por dos autoimágenes negativas, 
por lo que podemos denominar a estos patrones autoimágenes 2-D negativas. Así, 
para una red 2-D cuadrada se obtiene una autoimagen en todos los planos donde una 
cualquiera de las redes lineales que la constituyen genera una autoimagen. 
Consideremos, ahora, la red 2-D cuadrada que se obtiene al superponer en ángulo 
recto dos redes lineales de fase como la representada por la Ec.(2-69). Recordando que 
los patrones de Fresnel de índice q^l/4  ó 3/4 de una de estas redes son binarios y de 
contraste unidad, se concluye que el objeto 2-D de fase considerado genera, por 
difracción, redes 2-D binarias de máximo contraste en los planos caracterizados por los 
valores anteriores de q. El hecho de que una red 2-D rectangular sea un objeto de 
Montgomery única y exclusivamente cuando y^K /L  se puede entender, de manera 
alternativa, desde el punto de vista frecuendal. Haciendo uso del teorema relativo a 
la transformada de Fourier de un producto, el espectro de Fourier de la red 2-D 
rectangular es la convoludón de los de las redes 1-D que la constituyen, es decir,

+oo +oo

7(U,V) = t t(u,v) * 7 2(U,V) = ^  £  A lm A2„ <5Íu ~ J Lf V ’ i2'™)
fflS.M M~T nr> '  1 ^

La distancia p de un orden de difracdón genérico (m,n) al origen de coordenadas es 

y teniendo en cuenta que d^Ydj y la Ec.(2-75), resulta

p = ' \ / m 2+ f —1 -j- = V Km2+Ln2 - = —  , m, n=0, ±1,±2,...\  IrJ di d,
(2-79)

Para cualquier valor de m y n, el número bajo el signo de la raíz es entero, por lo que 
tomando p,=l/VK dt y teniendo en cuenta la Ec.(2-61), se conduye que p es el radio de 
un anillo de Montgomery. El parámetro d que determina la localizadón de las 
autoimágenes es, como sabemos, el que proporciona la Ec.(2-77).

Consideremos, ahora, una red 2-D rectangular no separable. La transmitanda en 
amplitud t(x,y) de esta red viene dada por

t (x,y) = c (x,y) *
+DO

-  mdt) £  S(y -  nd2)
m=-oo

(2-80)
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donde c(xfy) es la celda unidad de la red y el término entre corchetes corresponde a la 
red de puntos donde se repite ésta. La función t(x,y) es periódica en las direcciones x e 
y, siendo los períodos respectivos dl y d2. Sin pérdida de generalidad, supondremos 
que c(x,y) es nula fuera de un rectángulo de lados dt y d2 —por ejemplo, el definido 
por el intervalo bidimensicnal }-dj2 4 ll2lx]-dj242l2[—. La transformada de Fourier de 
este objeto es

t (u,v) ■ c(u,v) (2-81)exp(-i2itmd2u) J ^exp(-i2jmd2v )
i s .M  n=-oo

Haciendo uso de la identidad [11-45]

X  exp(-i2jmdu) -  y-r  £  d u  -  j )  , (2-82)
nx-oo ' n=-oo

se obtiene

-?)!.<■ - a -
c ( u , v ) ~  I T j /  m n \

1 2  m = -o o n = -o o v  “ 1 2 '

+~  +~  c(mldv nld2)_  _  c \ m i a l f n i a 2j  J  m n \
■ i  s — — y - T 1 ' v - 7 2rm=-eon=~oo 1 1 N 1 1

- 2  l c . . í ( « - r » 4 )  - c - o )
m = -o o  n—oo v 1

donde los coeficientes Cmil que modulan cada uno de los órdenes de difracción del 
espectro del objeto vienen dados por

c(mldv n li2)
C™"“  á,¿2

Estos factores de peso son, en general, diferentes de los que modulan los órdenes de 
difracción del espectro de una red 2-D separable, Ec.(2-78). Sin embargo, las frecuencias 
espaciales de ambos objetos son iguales, por lo que la condición necesaria y suficiente 
para que una red 2-D rectangular no separable proporcione autoimágenes es, también,
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que la razón entre sus períodos, d2/dv  sea igual a la raíz cuadrada de un número 
racional. El parámetro que determina la distancia de Talbot de la red viene dado, de 
nuevo, por la Ec.(2-77).

La Ec.(2-80) es válida también para las redes 2-D rectangulares separables. En esta 
situación particular, la función c(x,y) es una función separable en coordenadas carte­
sianas, es decir,

c(x,y) -  a1(x)a2(y) , 

por lo que la Ec.(2-80) se puede reescribir como

t(x,y) =
+ OO

a2(x) * £  Xx  -  md2) a2 <y> * ^Xy-nd2) = t2(x)t2(y) , (2-85)

siendo

t¡(x) = at(x) * £  X x  -  mdj) ,
m=-oo

+00

y t2(y) * a2(y) * £  ffy -  nd2) ,

(2-86a)

(2 -86b)

las estructuras unidimensionales que componen la red 2-D. 
Ahora la Ec.(2-81) se convierte en

t(u,v) - at(u) £  e x p f^n m d ju )
m=-oo

a2(v) ^ e x p ( - i2 jmd2v)

donde se ha tenido en cuenta que la transformada de Fourier 2-D de una función 
separable es igual al producto de las transformadas 1-D de las funciones unidimen­
sionales que la componen.

Como, en este caso, los coeficientes Cmn de la Ec.(2-84) se reducen a Cmn=Alm A 2n, 
siendo

(2-87a)

(2-87b)
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la Ec.(2-83) se transforma en

^ A , mA2nS Í u - j - , v - f )  .
m=-oo ns-M   ̂ 2/

Esta expresión coincide, como era de esperar, con la Ec.(2-78) ya que los coeficientes de 
las Ecs.(2-87) son, como vamos a demostrar, iguales a los de las Ecs.(2-71). En efecto, 
considerando por ejemplo Alm, a partir de la definición de la transformada de Fourier 
de a¡(x) resulta

que es la definición de los coeficientes de un desarrollo en serie de Fourier.
Obsérvese por tanto que las Ecs.(2-71) y (2-86) proporcionan dos maneras alter­

nativas de expresar una función 1-D periódica. Para una red 2-D rectangular cual­
quiera, haciendo un desarrollo bidimensional en serie de Fourier se obtiene, del 
mismo modo, la expresión alternativa a la Ec.(2-80); a saber,

donde los coeficientes Cmn vienen dados por la Ec.(2-84).
Como sabemos, los patrones de Fresnel de índice Q+q semi-impar de una red 

rectangular separable que genera autoimágenes son, a su vez, réplicas, en general 
desplazadas lateralmente, de la red 2-D. Veámos que este resultado es válido también 
para las redes no separables. En virtud de la periodicidad longitudinal basta con consi­
derar el caso Q+q=0’5. Según la Ec.(2-54), el espectro de Fourier de este patrón se 
obtiene, a partir del espectro del objeto, sin más que modificar la fase de cada orden 
(m,n) en la cantidad

y teniendo en cuenta que a, Ge) es nula fuera del intervalo , i  [, se obtiene

(2 -88)

expl-irt u2+v2)X(Q+q)zT] = expl-inp^Xzjjl] = cxp[-iit(Km2+Ln2)] ,
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donde se han tenido en cuenta las Ecs.(2-79) y (2-77) a la hora de valorar p y la 
distancia de Talbot, zT=2i1!\,  del objeto. De este modo, considerando la Ec.(2-83), la 
función t0 ^u,ii) se reduce a

+ 0 0  -feo

t0-s(u,v) = £  JT Cmn exp[-irtKm2+Ln2)] s ( u - ^ , v - j - \  . (2-89)
7TI—-00 n=-oo 2 2/

De los tres casos posibles para los valores de K y  L consideremos, por ejemplo, el 
correspondiente a K y L impares. Para esta situación, la Ec.(2-89) se convierte en

tos(u,v) = ¿  I  c mn (-l)m+" $fu -  J^-, Ü -  J - ')
m=-oo rt=-oo '   ̂ 2/

por lo que, realizando una transformada de Fourier inversa, se tiene 

£  X  CmH(- l)m+n exJü n fm  ~ + n -¡f)\ =
m = -o o  n = -o o  L '  1 2 /J

Comparando esta expresión con la Ec.(2-88) se obtiene 

t0.¡¿x,y) = t [ x ± ^ , y ± ^ f j  .

Por lo tanto, en este caso el patrón de Fresnel de índice q=0 '5 de la red 2-D es igual a 
ésta, pero con un desplazamiento lateral de medio período en las direcciones x e y. La 
extensión de este resultado a los otros dos casos posibles (K par, L impar y K impar, L 
par) es inmediata y como conclusión se tiene que, al igual que para las redes 
separables, todos los patrones de Fresnel de índice Q+q entero o semi-impar de una 
red 2-D rectangular cualquiera (con Y2-K/L) son réplicas de la red.

En alguna de las aplicaciones del efecto Lau que se exponen en el Capítulo V se 
utilizan redes 2-D oblicuas separables como transparencia objeto. Por esta razón, 
vamos a estudiar ahora bajo qué condiciones una de estas redes genera autoimágenes.

En la Fig.2-7 se representa una red 2-D constituida por dos redes 1-D de igual 
período, i ,  superpuestas formando un ángulo 0 entre ellas. La transm itanda en 
amplitud de la red de líneas paralelas al eje y es
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+ 00

h(x) = X  « p í* 2 íim 4 ')  ,
m = -00 ' '

y la de la otra red, de líneas paralelas al eje y', es

+ 00 , + 00 /

*2̂  = 2  = £  A2„ ex p ít2 ^ i  -XC°s g ^ ySgW0
n— 00 n=-oo

donde se ha tenido en cuenta la ecuación del cambio de coordenadas x '= x c o sd +  ysenQ  

(y ’- - x s e n Q  + ycosd).

La transmitanda en amplitud de la red compuesta es, por tanto,

+00 +00
t(x.y) = ( « • ) =  I  I  Atm A,n tJ a * * 2 ± W Q  + yn*nB

m~-oo n--oo
(2-90)

y su espectro de Fourier

t ( u , v )  = t ^ u . v )  * t2(u ,v)  =

Fig. 2-7. Red 2-D oblicua separable compuesta por dos redes lineales del mismo período, d, 
giradas entre si un ángulo 6 (~90°<Q<, 90°, 6*0°). El ángulo 0de la figura es positivo. El sistema 
de coordenadas (x,y) se ha tomado con el eje y paralelo a las lineas de una de las redes y el 
sistema (x',y‘), girado un ángulo 0 respecto al anterior, con el eje y ' paralelo a las lineas de la 
otra red. Las dos redes lineales no tienen, necesariamente, el mismo perfil.
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+oo m \
~ T , V) *

+oo
/  neos 6  
\ u ~ i  ’ v

nsend}
dm =-© o ^ J n= -o o \ )

v ' i ?  4 m + «cosd nsenO>
= 2 , 2 . “ --------- ¡¡------ < » — j —

m = -o o  n = -o o  \  y

La frecuencia espacial (u,u) de un orden de difracción genérico (m,n) de la red 2-D es 

(m + ncosd nsend(u,v) = (2-92)d d

por lo que la distancia p de este orden al origen de coordenadas viene dada por

‘y m 2 + n 2 + 2 mncos0  
p = ~----------- ¿---------------  * (2'93)

Tomando como radio del prim er anillo de Montgomery de la red 2-D la 
frecuencia fundamental de las redes 1-D que la constituyen, p i-l¡d , los órdenes de 
difracción caerán sobre anillos de Montgomery, véase la Ec.(2-61), si para cualquier 
valor de m y n la cantidad bajo el signo de la raíz es un número natural. Para ello, 
basta con que ImncosQ sea un número entero para cualquier valor de m y n.

En este caso, las soluciones posibles en el intervalo de interés, son únicamente:
a) eos9=0 9=90°. Para esta situación p=V m2+n2 Pj. Esta solución corresponde a 

una red 2-D cuadrada y ya ha sido tratada previamente.
b) cos9=±l/2 9*±60°. Para esta situación m2+n2±mn pl respectivamente. 

Esta solución corresponde a una red 2-D hexagonal.
Sólo para estas orientaciones privilegiadas una red 2-D oblicua separable es un 

objeto de Montgomery con distancia de Talbot igual a la de las redes 1-D que la consti­
tuyen. Ahora bien, hay otros valores del ángulo 9 para los que la red 2-D es un objeto 
de Montgomery de distancia de Talbot múltiplo de la de las redes 1-D [11-461. Si se 
toma como frecuencia fundamental, la cantidad

p: = - = L -  , M = (2-94)
1 VM d

la Ec.(2-93) se convierte en

p ■ V M (m 2+n2+2mncos9) pj
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Ahora la red 2-D considerada generará autoimágenes si IMmncosQ es un número 
entero para cualquier valor de m y n. Las orientaciones 0 que satisfacen esta condición 
vienen dadas por

N
cosd = / (2-95)

donde N=0, ±1, ±2, . . y ¡Ni <2M. De este modo, resulta

p = VM (m 2 + n2) + Nmn p¡ , (2-96)

y, por tanto, todos los órdenes de difracción de la red 2-D caen sobre anillos de 
Montgomery. Obsérvese que, como el radio P Ídel primer anillo de Montgomery 
viene dado por la Ec.(2-94), la distancia de Talbot z-f de la red 2-D es

£Zj = 2 M — = M z r  , (2-97)
X

siendo zr  la distancia de Talbot de las redes 1-D. Nótese, también, que si el quebrado 
N /M  no es irreducible, es decir, N /M =N '/M ' con ¡Ni <lN'l y  M <M ' la frecuencia 
fundamental de la red 2-D es p ^ l/V ^ T ’ d y, por tanto, su distancia de Talbot es

y n o M z p
En definitiva, dos redes de difracción lineales del mismo período d, de perfil 

cualquiera, superpuestas generan autoimágenes bidimensionales siempre que el 
ángulo 9 entre sus líneas satisfaga la Ec.(2-95) para alguna pareja de números enteros 
N y M  (M>0) primos entre sí, co n 2M<N<2M. Además, las posiciones de las autoimá­
genes coinciden con las de una red lineal de período <T=Vm" d.

Obsérvese que para un valor fijo del entero M existen 4M -I orientaciones para las 
que la red 2-D que se obtiene genera autoimágenes. Entre ellas, siempre se encuentra 
la correspondiente a la red 2-D cuadrada (N=0->&=0°). Además si para un valor 6  se 
satisface la Ec.(2-95), también se cumple para el valor - 6  y, por tanto, la red de esta 
orientación genera a su vez autoimágenes.

Veamos ahora un dispositivo experimental compacto que permite verificar, de 
una manera sencilla, los resultados anteriores. Tal y como se representa en la Fig.2-8, 
se ilumina una red 1-D de período d con una onda plana monocromática. En uno de 
sus planos de autoimagen —por ejemplo, en el de su primera autoimagen negativa— 
se sitúa otra red del mismo período pero con sus líneas giradas respecto a las de 
aquélla un ángulo 6 . De este modo, la distribución de amplitud en dicho plano es 
equivalente a la de una red 2-D oblicua iluminada por una onda plana. En el plano de 
observación, separado de la segunda red lineal una distancia, Mzr, múltiplo de la 
distancia de Talbot de ambas redes, se obtendrán autoimágenes de esta estructura
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trid im ensional siem pre que el ángulo  Q en tre las dos redes 1-D verifique la Ec.(2-95) 
para  a lguno  de  los posibles valores de N. Por lo tanto, si a partir d e  la situación en que 
las dos redes tienen sus líneas paralelas se gira len tam ente una d e  ellas, po r ejem plo 
la seg u n d a , en el p lano  de  observación  se obtienen , sucesivam ente , las d is tin tas  
au to im ágenes 2-D posibles para el valor d e  M  elegido.

U tilizando  este d ispositivo se han realizado las fotografías q ue  se m uestran  en la 
Fig.2-9, q ue  corresponden a las autoim ágenes 2-D que  se obtienen para M=3. Para ello 
se em plearon  dos redes de  Ronchi iguales de período d=0'19lmm. Para esta situación, 
a p a r tir  d e  la Ec.(2-95) se obtiene, dan d o  valores a N  crecientes en m ódulo , que los 
valo res posibles d e  0 son 90°, ±80'4°, ±70'5°, ±60°, ±48'2° y ± 33’6°. En la Fig.2-9 se 
m uestran  los resu ltados experim entales correspondientes a los valores positivos de 0 .

C onsiderem os d e  nuevo una red  2-D para la cual el ángulo  Q verifica la Ec.(2-95) 
para  ciertos valores en teros M y N  prim os en tre sí. Las au to im ágenes de  esta red, al 
igual que  las del resto d e  objetos de  M ontgom ery, se caracterizan por un  índice Q+q  
entero. Estudiem os ahora, bajo qué condiciones los patrones de  Fresnel de  esta red de 
índ ice q - 0 ’5 son autoim ágenes —negativas— de ella. Para uno  d e  estos patrones, po r 
ejem plo el d e  índice Q+q=0'5, la función de  transferencia para la propagación  libre 
m odifica, d e  acuerdo  con la Ec.(2-54), la fase de cada o rden  (m,n) en la cantidad

exp[-Í7t(u2+v2)X(Q+q)zj] = exp^-iíCfPX-^J .

Teniendo en  cuenta las Ecs.(2-96), (2-94) y (2-97), se obtiene

exp^-inp2 X -^ j = exp{-iJ t[M(m2+ n2) + N m n ] }  =

= exp[-Í7tM(m2+n2)]  exp(-iítNmn) = exp[-i7iM(m2+n2)]  ( -D Nmn =

y Red 1-D
Red 1-D

Plano de 
/  observación

Fig. 2-8. Esquem a del dispositivo experimental utilizado para com probar para qué orienta­
ciones Q una red 2-0  oblicua genera autoimágenes.
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El espectro de  Fourier de  este patrón, 1 0 ^ u ,v ) , es por tanto

3

a )

c)

¡!!0

e )

b)

8 S 6 8 8 H

d)

f)
Ftg. 2-9. Autoimágenes 2-0  correspondientes ai caso  (N¿0). Las fotografías se  obtuvie­
ron utilizando el dispositivo experim ental de la Fig.2-8. Los valores de N y 6 son: a) 
N =0—*d=90°, b) c) N =2-»0*7O '5°, d) N -3->d=60°, e) N -4 -> e -4 8 ‘2°, f)
N=5—>d=33'6°. La discrepancia entre los valores teóricos y los experim entales es, en  todos los 
casos, menor que 02°.
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t 0-¡(u,v) = X  £  A ,m A!n(-V """’( -V M(m+’l> L  -  m* n.COs6, * - .  (2-,
m=-oon=-eo v /

Haciendo una transformación de Fourier inversa se obtiene

+00 +00
X  Aim A2n(- l)Nmn(- l)M<m+n) exp

98)

K + ncosQ) + ynsend}
m = -c o n = -o o ¿ r

= X  X  A,m Au ( - 1 ^ " ( - 1 ^ ’> e J a * m -n̂ gf .+ y“ " ^ 1 s
m=-oon=-oo L -I

= f  f  A2ñ( - l)Nmn(- l)M<m+n> expíi2nmX +. nX )  . (2-99)
m = -o o n = -e o  ^  ^

Analicemos en función de los valores de N y M el perfil de tos(x,y). Puesto que N y M 
son números primos entre sí, los casos posibles son que ambos enteros sean impares 
o que uno de ellos sea par y el otro impar. Cuando N  es un número par, y por tanto M 
impar, se tiene que (~ l)Nmn- l  y que ( - i ) M(m+n>=( - i ) m+n/ por lo que la Ec.(2-99) se 
reduce a

t0^x,y)  = £  £  A2n( - l ) m+n e x p ( i 2 x =
m = -o o n = -o o  '  '

+ 0 0  > 0 0  . 1 .

= 2  e x p fe x m j)  X
m = -o o  '  '  m = -o o  '  '

= X *1» <*pí'2 'rm"í T ^ )  X ^2»
m=-oo ^ '  m --oo  '  '

« ( ,(* ± 3 )  í2( x '± | )  . (2-100)

La distribución de amplitud de este patrón es por tanto idéntica a la de la red 2-D 
oblicua salvo por el desplazamiento lateral de medio período de las redes 1-D que 
componen la estructura bidimensional. Estos patrones son las autoimágenes 
negativas de la red 2-D. Así resulta que para aquellas orientaciones que verifican la 
Ec.(2-95) con N  par y M impar, la red 2-D resultante genera autoimágenes tanto positi­
vas como negativas.
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Cuando N  es un número impar, (-l)Nmn=(-l)mn, y la Ec.(2-99) se convierte en 

= £  I  Aím Aln( - i r " " p í a * ™  y x )  =
m = -e o n = -o o  \  /

S  Z  ^ 2>» M ) m" exp(i2 x ™x +. nx , si M es par. (2-lOla)
m = -o e n = -« a  \  /

=<

Z  Z  ^ 2w (-D mn exp(i2 x ™̂ X±^ 2)¿ n X̂  ̂ , si M es impar. (2 -101b)
JTÍ—-00 ns-M  v. /

En este caso, el patrón tQ>5(x,y) es una estructura bidimensional periódica en las 
direcciones x y  x ', pero de perfil diferente al del objeto. Por lo tanto, las redes 2-D que 
verifican la Ec.(2-95) con N impar, independientemente de que M lo sea o no, no 
generan autoimágenes negativas. Así ocurre por ejemplo con las redes 2-D con 
a=±60°(M=l, N±l). Estas redes son objetos de Montgomery de distancia de Talbot 
igual a la de las redes 1-D que las constituyen, pero a diferencia de éstas no generan 
autoimágenes negativas. Obsérvese que la red 2-D oblicua que representa la Ec.(2-101a) 
es la misma que la de la Ec.(2-101b) pero existe un desplazamiento relativo de medio 
período en las direcciones x y  x ' entre ámbas.

En la Fig.2-10 se muestran las distribuciones de irradiancia de los patrones de 
índice q=0'5 de las redes 2-D con M=3 y ángulo 0 positivo (véase la Fig.2-9). Estas 
fotografías se obtuvieron con el dispositivo representado en la Fig.2-8, situando el 
plano de observación a una distancia Mzjj2 de la segunda red lineal. Obsérvese que 
de acuerdo con la teoría previa sólo se obtienen autoimágenes negativas cuando N es 
par (N=0->9=90°, N=2-^ftr70'5°, N=4->9=48'2°).

Del mismo modo que una red 2-D rectangular separable, Ec.(2-72), se puede 
expresar como una celda unidad que se repite en una red de puntos, Ec.(2-85), 
también la red 2-D oblicua de la Ec.(2-90) se puede entender como una celda unidad 
—los romboides de la Fig.2-7— que se repite en la red de puntos definida por los 
extremos de los vectores

r*= n l t  + m i  , n,m  = 0, ±1, ±2,... (2-102)

donde y  ~6 están dirigidos, respectivamente, en la dirección de los ejes y e y ',  y su 
módulo, d/lsen$l, es igual a la separación, en dichas direcciones, entre romboides 
sucesivos, es decir,
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y V = d t ~ —  ~j* , (2-103b)
tgO

s ien d o  1* y /  los vectores unitarios en la dirección de los ejes z e y  respectivam ente. 
En la Fig.2-11 se han representado la red  d e  pun tos y la celda u n id ad  correspondientes 
al objeto d e  la Fig.2-7. D esde este pun to  d e  v ista , la transm itancia en am p litud  d e  la

ü

Ftg. 2-10. Distribuciones de irradianda de los patrones de índice q=0"5 de las redes 2-D cuyas 
autoim ágenes se  muestran en la Fig.2-9.
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red se expresa matemáticamente como 

t(x,y) -  c(x,y) * Mx,y) , 

siendo c(x,y) la celda unidad de la red y

* * * > = !  ^ { x ~ mdry + m é z ' n ^
m = -o o n = -o o  v sen o ^

(2-104)

(2-105)

el conjunto infinito de funciones delta de Dirac de volumen unidad centradas en los 
puntos, definidos por la Ec.(2-102), donde se repite c(x,y). Utilizando las propiedades 
de la función delta de Dirac, relativas a cambios de escala y desplazamientos laterales 
en su argumento, A(x,y) se puede reescríbir como

+oo +oo
A(x,y) - 1sen6 1 £  8(x -  md, xcosQ + ysenO -  nd) =

m = -o o n = -o o

+oo +oo
= / sene I Y . X x - m d )  Sbc- nd) . (2-106)

Tal y como indica esta ecuación las deltas de A(x,y) se localizan en los puntos donde se 
cortan entre sí las rectas de la familia de ecuación x-m d  (rectas paralelas al eje y, 
espaciadas uniformemente) y las de ecuación x ’=nd (rectas igualmente separadas, 
paralelas al eje y '). Obsérvese que la función A(x,y) es, según indica la Ec.(2-106),

Fig.2 •11. Elementos que definen una red 2-0 oblicua: celda unidad y red de puntos. Lacelda 
unidad (romboide) se repite centrada en la red de puntos de vectores elementalesó* y b . Los 
elementos de la figura corresponden a la red de la Fig.2-7.
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separable en las direcciones x y x ' en las que es periódica la red 2-D. Además, para esta 
red, c(x,y) es a su vez una función separable en estas direcciones, c(x,y)=aí(x)a2(x'), lo 
que justifica, desde esta perspectiva, que t(x,y) lo sea también.

Estos hechos permiten generalizar fácilmente el estudio hecho sobre el fenómeno 
de autoimágenes con redes 2-D oblicuas separables al caso de redes oblicuas cuales­
quiera, esto es, con celda unidad en general no separable. Para una de estas redes, a 
partir de la Ec.(2-104) y teniendo en cuenta la Ec.(2-105), se obtiene

t(x,y) = c(x,y) * Y  V  á x - m á , y  + m — - n  - ^ —1= 
m=^on=-~ l  tgO sene)

= £  £  c í x - m i ,y  + m — - n — 1 . (2-107)
onTool tgd send)

Como el espectro de Fourier de una función

tí**y > = X  L  f [x ~ m p  + n D , y  + m ^ " n § ]  '
ms-M Rs^a \  J

viene dado por [11-471

+oo +oo

g(u , v )=lDl  £  Yé f ( f yn  + abmf fan + p2m ) 8 ( u - a 1n - ( i 2m , v - f r ln - f Í 2m) ,
m=-oon=-oo

siendo &, a , y constantes reales y D=p1a2-p2cc1, k  transformada de Fourier de 
t(x,y) se puede expresar como

r ,  . lsen$l ~( cosQ m send] J  cosQ m
H u v i m — p -  j  ¿ c | « — * T , n ~ r ) \ u - n ~ r  ~ 7  ' D ~ n ~ l  ■

Si se definen los coeficientes

IsenOl ~( eos9 m send>
i  + dCmn = j2 -» + j  / nd* T ’ A ' d ' ” d ) 

la relación anterior se reduce a

(2-108)

F (« ,u )= £  L c m»¿
m = -o o n = -o o

m + ncosd nsend]
■ -  d j  J
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Los órdenes de difracción de esta red se localizan en las mismas posiciones que los 
de la red de la Ec.(2-91). Obsérvese que estas posiciones están definidas por los extre­
mos de los vectores r*=ni?+mb*, siendo cosQ fiít +(sen0/d)~f y b^-(l/d)~t. La red 
de puntos definida por los vectores r* es la red recíproca [11-48] de la definida por la 
Ec.(2-102) y los vectores a* y b* son los vectores fundamentales de la red recíproca. 
Para una red 2-D oblicua no separable ambas redes de puntos son iguales a las 
correspondientes a la red separable de igual ángulo 0 y  período d. Por esta razón, la 
condición para que una red oblicua no separable genere autoimágenes es la misma 
que la obtenida para las redes separables, Ec.(2-95). En tal caso, la distancia de Talbot de 
la red 2-D viene dada como sabemos por la Ec.(2-97).

Haciendo una transformación de Fourier inversa, la Ec.(2-109) conduce a

Z  I  c„„ « J a ,  =
m =-oon=-oo  '• '

ir? J ?  -  T mx + n(xcos8+ysen0)]
= Z  Z  c »« ,2 x -------------2— — “m=-oo rt=-oo L J

■ f f c . ,  « J/o*2S^2£-‘) . (2-110)
m=-oon=-oo  ̂ '

Esta ecuación es la generalización de la Ec.(2-90) para el caso de redes no separables. 
Los coeficientes Cm„ de este desarrollo en serie vienen dados por la Ec.(2-108) y no es 
difícil demostrar que, al igual que ocurre para las redes rectangulares, se reducen a los 
de la Ec.(2-90), A lm Aln, cuando la función c(xfy) es separable —c(x,y)=a1(x)a2(x 1—.

Considerando estos hechos es evidente que el patrón de Fresnel de índice q -0 ’5 de 
una red 2-D no separable de ángulo 0 dado por la Ec.(2-95), por analogía con la 
Ec.(2-99), viene dado por

I I Q . .  ( -1 ^ ( -V ^ >  eJi2xm* + n<*cos¡e + ys'n8)]
ffl=-oo«*-oo L J

= Z  Z  C** ‘xp(<2xmx +d nx )  ■
m =-oon=-oe  ^  '

Como en el caso de las redes separables, esta distribución es una autoimagen 
negativa de la red única y exclusivamente cuando N  es un número par y M es impar. 
En este caso,
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w * * > - 1  I  c „ .  ( - i r " « p í ¡ 2 T = ü i ^ ) »
m=-oon=-oo '  '

= I  f  C„, ,
m = ~ o o n = -o o  L J

y se obtiene una estructura idéntica al objeto, periódica en las direcciones x y x ‘, pero 
con un desplazamiento respecto a aquél de medio período en ambas direcciones.

Para finalizar este capítulo, vamos a considerar ahora la red 2-D oblicua de fase 
que se obtiene al superponer dos redes lineales como la que describe la Ec.(2-69), 
giradas entre sí un ángulo 0. Supondremos que este ángulo satisface la Ec.(2-95) con 
valores de N y M primos entre sí, por lo que la distancia de Talbot de esta red vendrá 
dada por la Ec.(2-97). Queremos determinar para qué orientaciones los patrones de 
Fresnel de índice q=l/4 6 3/4 de la red son, al igual que los de cada una de las dos 
redes lineales, binarios y de máximo contraste.

Para un patrón de Fresnel cualquiera de la red 2-D, de índice Q+q, la función de 
transferencia, exp[-Í7üp2X(Q+q)zj], que modifica la fase de cada orden (m,n) de la red se 
reduce, teniendo en cuenta las Ecs.(2-96), (2-94) y (2-97), a

expl-iKf^MQ+qiZj] -  exp{-i27c[M(m2+n2)+Nmn](Q+q)} =

= exp(-i2jc[M(m2+n2)+Nmn]q} .

De este modo, el espectro de Fourier, t ¿u.v), de este patrón viene dado, de acuerdo 
con las Ecs.(2-54) y (2-91), por

tq(u,v) * ^C^Cñexpf-i2jtqM (m 2+n2)}exp(-i2nqN m n}^u  -  m * , v - ü££!L?j #

n=-«o

donde, por ser las dos redes lineales que componen el objeto iguales, se ha sustituido 
por CjJ, el coeficiente A lm=A2m de la Ec.(2-91). Los coeficientes son, claro está, los 
del desarrollo en serie de Fourier de una red lineal de fase, binaria, cuadrada y de salto 
de fase k/2. La distribución de amplitud del patrón de Fresnel considerado es, por 
tanto,

+OQ +O0 m   K

tq(x,y) = £  X C« exp{-i2izqM(m2+n2)} exp{-i2itqNmn} e x p \ i 2 i t + nx j #
m=-«on=-oo

(2-111)
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donde se ha tenido en cuenta que xcos&+ysen0=x\ Queremos determinar para qué 
valores d e M y N  esta distribución de amplitud se reduce, cuando q-1/4 ó 3/4, al 
producto de los patrones de Fresnel generados en dicho plano por las estructuras 
lineales que componen la red y cuándo estos patrones son, además, binarios y de 
visibilidad unidad. Para que se satisfaga la primera condición, para cualquier pareja de 
números enteros m y n, se debe de verificar que exp(-i2jcqNmn)=l. Para los valores 
de q de interés, esta relación es equivalente a exigir que N  sea un múltiplo entero de 
4, es decir,

N = 4N' , N ' = 0, ±2, ±2,..., (2-112)

Puesto que, por hipótesis, N  y M son primos entre sí, la Ec.(2-112) implica que M debe 
ser un número impar. Con estas condiciones, la Ec.(2-lll) se convierte en

tq(x,y) = £  exp(-i2itqMm2) exp(i27m j) exp(-i2nqMn2) exp(i2rcri^A .
m=-00 '  Rs-w

Obsérvese que tq(x,y) es una función separable en las direcciones x y x \  y que además 
las funciones monodimensionales que componen t^(x,y) son iguales. Definiendo

t'(x) -  £  C,j, exp[-i2nqMm2] expfarcmj) , (2-113)
m = -o o

se tiene

f/x,y> = fYx;tYx') . (2-114)

Nótese también que t'(x) es el patrón de Fresnel que generaría en el plano de interés 
cada una de las redes lineales de fase considerada en solitario. Puesto que el índice a  
que caracteriza este plano es ot=(Q+q)zf=(Q+q)MzT, donde zT es la distancia de Talbot 
de las redes lineales, para cada una de ellas el índice Qi+p que caracteriza el plano 
estudiado es Qi+p=(Q+q)M. Ahora bien como q-1/4 ó 3/4 y M es un número impar, 
resulta que p es, a su vez, 2/4 ó 3/4. En otras palabras, t'(x) es siempre, bajo estas 
condiciones, un patrón de índice p-1/4 6 3/4 de la red lineal por lo que, tal y como se 
demostró al principio de esta sección, tiene un perfil análogo al de una red de Ronchi.

Por lo tanto, en virtud de la Ec.(2-114), los patrones de Fresnel de índice q-1/4 6 
3/4 de la red 2-D de fase considerada son estructuras bidimensionales de máxima 
visibilidad (análogas a la red que resulta al superponer dos redes de Ronchi) siempre 
y cuando el entero N  verifique la Ec.(2-112) y M sea, por tanto, impar.
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Puesto que ¡Ni <2M, para un valor dado de M los valores de N  que satisfacen la 
Ec.(2-112) son los correspondientes a Por tanto, hay M valores de
8 para los que la red 2-D de fase genera patrones de Fresnel de contraste unidad. Entre 
ellos siempre se encuentra el correspondiente a la red 2-D cuadrada (N=0). Ésta a su 
vez es la única solución posible para M=2. Con M=3, los valores posibles de N  son 0 y 
±4 y los ángulos 8 correspondientes son, según la Ec.(2-95), 8=0° y 8=±48'19° respec­
tivamente. La solución correspondiente a la red oblicua (8=±48’19°) será, como 
veremos, de utilidad en el funcionamiento del procesador lógico binario que se 
propone en el Capítulo V.

11.5 Conclusiones
Se ha estudiado, en el dominio de validez de la aproximación de Fresnel de la 

fórmula de la difracción de Fresnel-Kirchhoff, la relación existente entre los patrones 
de difracción de Fresnel que genera un objeto cuando se ilumina con una onda plana 
monocromática o con una esférica de distinta longitud de onda. Así, se ha puesto de 
manifiesto que un cambio tanto en la curvatura como en la longitud de onda del haz 
incidente se traduce, exclusivamente, en una variación en la localización y escala de 
sus patrones de Fresnel, sin que se modifique el perfil de éstos. De esta manera, 
siempre que el cociente XzR/(z+R) sea constante (siendo z y R ,  respectivamente, las 
distancias entre la fuente y el objeto y entre éste y el plano de observación, y A la 
longitud de onda de la radiación monocromática), en el plano de detección se obtiene, 
salvo por un factor de escala, la misma distribución de irradiancia. La escala de esta 
distribución la determina el valor del parámetro JC=(z+R)¡z.

Estos hechos se pueden reinterpretar de la siguiente forma. Está claro que un 
sistema óptico perfecto transforma el conjunto de patrones de difracción de una 
abertura del espacio objeto en el mismo conjunto de patrones en el espacio imagen, 
pero con una escala y posición distintas. Ahora bien, esta transformación es tal que las 
imágenes que la lente forma de los patrones de Fresnel de la abertura coinciden, en 
posición y aumento, con las figuras de difracción generadas por la imagen del objeto 
iluminada por el punto imagen de la fuente real. Este resultado está de acuerdo con el 
hecho de que el plano de Fouiier de un sistema óptico es siempre el plano imagen del 
que contiene a la fuente (donde se localiza, real o virtualmente, el patrón de 
Fraunhofer del objeto).

Por otro lado, los conceptos anteriores se han aplicado para revisar las 
características más importantes que exhibe el fenómeno de formación de auto- 
imágenes con iluminación coherente. También se ha discutido la condición necesaria 
y suficiente —condición de Montgomery— para que éste se produzca. Esta condición
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exige que el espectro de Fourier de los objetos de Montgomery puede ser diferente de 
cero únicamente en una serie de anillos cuyos radios están igualmente espaciados en 
p2, siendo p el módulo de la frecuencia espacial. Además, se han analizado los 
patrones de Fresnel de las redes 1-D, poniendo de relieve las propiedades de simetría 
que exhiben. Este análisis se ha extendido al caso de redes 2-D rectangulares. También 
se ha determinado cuándo una red 2-D oblicua separable en coordenadas cartesianas 
genera autoimágenes, obteniéndose que sólo verifican la condición de Montgomery 
aquellas redes para las que el ángulo 6, entre las líneas de las dos estructuras de igual 
período que forman la red, satisface la relación cosd-N/2M,  con M un número 
natural y N  un entero de módulo menor que 2M. En tal caso, la distancia de Talbot de 
la red 2-D es M  veces la de las redes lineales que la componen. De forma análoga, 
estos resultados son también aplicables para las redes 2-D oblicuas cuya celda unidad 
no es separable. Al mismo tiempo, se ha demostrado que una red 1-D binaria de fase, 
cuadrada y de salto tt/2 genera patrones de Fresnel de visibilidad unidad y se ha 
estudiado para qué redes 2-D, que sean el producto de dos de estas redes de fase, es 
válido este resultado. Las conclusiones principales del estudio teórico sobre estos 
objetos periódicos han sido también comprobadas experimentalmente. Nuestro 
interés por este tipo de objetos se verá claramente en los siguientes capítulos de este 
trabajo.
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III. Aplicaciones del 
efecto Talbot
III.l Introducción

El interés por la formación de autoimágenes se justifica no sólo por ser este 
fenómeno una propiedad básica de ciertos campos de ondas, sino también por las 
aplicaciones que ha permitido desarrollar tanto en óptica como en microscopía 
electrónica y acusto-óptica. En el campo de la Óptica, estas aplicaciones se inscriben en 
las áreas de procesado de imágenes, tecnología y control de calidad de elementos 
ópticos y metrología óptica [Ql-1].

La interferometría de tipo Talbot permite, con un dispositivo sencillo en extremo 
(un haz de luz colimado y dos redes de difracción), obtener información sobre la 
primera derivada de la estructura de fase del objeto transparente que se quiere 
analizar. Cuando el interfeiómetro opera con redes lineales [in-2 y 111-31 se obtiene la 
derivada a lo largo de la dirección perpendicular a las líneas de la red. El uso de redes 
circulares [III-4] permite obtener el valor de la derivada radial y el de redes en espiral 
[m-51 el de la derivada radial o el de la azimutal de la distribución de fase. Este tipo de 
interferómetros se ha utilizado, por ejemplo, para la medida de aberraciones de lentes 
[m-3], para el análisis de las vibraciones de un objeto de fase [m-6], para la medida de 
gradientes en el índice de refracción de estructuras transparentes [III-7] y para la 
determinación de distancias focales de lentes [ni-7 y ni-8]. Otras aplicaciones metroló- 
gicas del efecto Talbot son su empleo en espectroscopia por transformada de Fourier 
[m-91 y en la medida de desplazamientos axiales [111-10]. En la primera de ellas se 
aprovecha la dependencia de la posición de las autoimágenes con la longitud de onda 
y en la segunda la variación del contraste de los patrones de Fresnel de una red de 
difracción con la distancia a ella.

En el área de procesado óptico de imágenes, el efecto Talbot se ha empleado para 
realizar síntesis de imágenes [m-11], es decir, obtener una imagen compuesta combi­
nando las subestructuras que componen la celda elemental de un objeto periódico, 
para replicar de manera múltiple un objeto utilizando un filtro de muestreo [111-12 y 
QI-13], para restaurar objetos periódicos imperfectos [ni-14] y también para realizar 
filtraje espacial seleccionando determinadas componentes espectrales de objetos 
periódicos [ni-15]. Estas técnicas no convencionales de procesado de información se
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pueden utilizar en otros rangos de frecuencias del espectro electromagnético ya que 
no requieren el uso de elementos refractivos.

En tecnología óptica, este fenómeno se ha utilizado para generar redes de difrac­
ción de baja frecuencia de perfil asimétrico [111-16] y para obtener estructuras perió­
dicas de paso submicrométrico [111-17]. Aparte de estos ejemplos que se han querido 
destacar, en el artículo monográfico de Patorski [III-l] se hace una exhaustiva revisión 
de la larga lista de aplicaciones propuestas basadas en el fenómeno de autoimágenes 
coherentes.

Las aplicaciones del efecto Talbot que aquí se presentan continúan explotando su 
utilización en metrología óptica. Así, se ha desarrollado, por un lado, un método de 
medida de distancias focales y, por otro, un procedimiento para generar en un plano 
fijo una red cuya frecuencia espacial se puede variar, dentro de un cierto intervalo, de 
un modo continuo. La primera de estas técnicas requiere tan sólo la medida de 
distancias axiales y es aplicable a lentes gruesas y delgadas, tanto convergentes como 
divergentes. El valor de la distancia focal de la lente bajo prueba, que puede ser 
esférica o cilindrica, se obtiene con una elevada precisión a partir de un ajuste lineal 
por mínimos cuadrados de los datos experimentales. Estas características diferencian 
este método de los que, utilizando también el efecto Talbot, han sido previamente 
propuestos [III-7 y III-8]. Por otro lado, la técnica para generar el patrón periódico de 
frecuencia sintonizable precisa tan sólo de una fuente puntual monocromática y de 
una única red de difracción de período fijo. Variando la distancia que media entre la 
fuente puntual y la red y la existente entre ésta y el plano de observación, que se 
mantiene fijo, se selecciona el período de la autoimagen que se obtiene en dicho 
plano. Este patrón se puede utilizar como test objeto para evaluar la respuesta 
frecuencial, tanto con iluminación coherente como incoherente, de un sistema óptico 
formador de imágenes.

En la siguiente sección se discute la teoría básica y el procedimiento experimental 
del método de medida de distancias focales que se propone, el cual supone una 
extensión de una técnica nuestra presentada previamente [111-18]. En la sección III.3 se 
muestran los resultados obtenidos en la consiguiente verificación experimental. Los 
sistemas ópticos que se han empleado en esta comprobación son un objetivo para 
fotografía aérea, una lente esférica simple divergente y una lente cilindrica conver­
gente. En la sección m.4 se describe el procedimiento para generar el patrón periódico 
de frecuencia regulable. Los resultados experimentales correspondientes a esta técnica 
se indican en la sección m.5. El ejemplo que se muestra hace especial hincapié en la 
producción de un test visual periódico continuamente variable para la medida de la 
función de transferencia de modulación del sistema visual humano. Un trabajo 
preliminar en esta dirección ya ha sido reseñado por nosotros [HI-19].
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III.2 Medida de distancias focales
Un conocido método para medir la longitud focal de una lente convergente es el 

denominado método de Bessel [111-20]. En él, la distancia focal /  de la lente bajo prueba 
se obtiene a partir de la medida de dos distancias axiales: 1a distancia D entre dos 
planos dados y la distancia H entre las dos posiciones de la lente que hacen de uno de 
ellos el plano conjugado del otro. Este método sólo es aplicable a lentes delgadas y su 
funcionamiento exige que D sea mayor que 4/.

Basándose en la idea de determinar distancias focales a partir de la medida de 
distancias axiales, se puede desarrollar un método para medir focales que se apoye en 
el efecto Talbot. En este caso, las distancias a medir son la existente entre una red 1-D y 
una cualquiera de sus autoimágenes y la que media entre las imágenes que la lente de 
focal desconocida proporciona de ellas.

Supongamos la situación representada en la Fig.3-1, en la que la lente cuya focal 
se quiere medir se dispone detrás de una red lineal iluminada coherentemente. Tal y 
como se discutió en la sección II.2, la lente forma una imagen tanto de la red como de 
todos y cada uno de los patrones de Fresnel que ésta genera. Consideremos en 
particular una de las autoimágenes de la red. Sean R y R ' las distancias que existen 
entre la red y dicha autoimagen, en los espacios objeto e imagen respectivamente. 
Según la Ec.(2-37) estas distancias están ligadas entre sí a través de los aumentos 
laterales pQ y fiA, que la lente proporciona para los planos que contienen a la red y a la 
autoimagen. A partir de la conocida relación de la Óptica geométrica [m-21],

que conecta el aumento lateral entre dos planos conjugados a través de un sistema

Fig. 3-1. Autoimágenes con iluminación esférica y sus imágenes conjugadas a través de una 
lenta. Midiendo las distancias R y R', para varias autoimágenes, se obtiene el valor de la focal 
de la lente.
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con su distancia focal imagen /  y con la distancia x ' entre su foco imagen y el punto 
axial del plano imagen considerado, podemos escribir

Po— f  , 

y p a -  f  /

donde se ha tenido en cuenta la notación de la Fig.3-1. Sustituyendo ambas 
expresiones en la Ec.(2-37), se obtiene

R zó (zó + R')

Reordenando esta ecuación, resulta 

R' = R zq2
f 2- R z ¿

y por tanto

■ w ’

Así pues, la dependencia de 2/R' respecto a 1/R es lineal, siendo la pendiente, a, y la 
ordenada en el origen, b, de esta recta, respectivamente

« = ( £ f  . (3-2a)

y b = - 4-  . (3-2W
Z0

Este hecho permite, como vamos a ver, obtener el valor de /.
Para diferentes valores de R y sin modificar el valor de z¿, se mide la corres­

pondiente distancia axial imagen R \  Después, con este conjunto de datos 
experimentales se obtiene, mediante un ajuste lineal por mínimos cuadrados, la recta 
de regresión de 1/R' frente a 1/R. A partir de la pendiente, a, y de la ordenada en el 
origen, b, de esta recta, según las Ecs.(3-2), resulta

(3-3)
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relación que permite determinar la focal, en módulo, de la lente problema.
Para variar los valores de R, basta con modificar alguno de los parámetros que 

determinan la localización de las autoimágenes en el espacio objeto. En la situación 
representada en la Fig.3-1 —correspondiente a iluminación monocromática esfé­
rica— estos parámetros son, según la Ec.(2-56), la distancia z, el índice de la autoi­
magen (que supondremos semientero, para incluir también a las autoimágenes 
negativas, y que vamos a representar por P) y el período d de la red. Si para generar las 
autoimágenes se emplea iluminación plana, situación en la que también son válidas 
las ecuaciones anteriores, para cambiar los valores de R hay que variar i  —sustitu­
yendo la red objeto por otra—, P o ambos simultáneamente. Por otro lado, la manera 
más sencilla de garantizar que la distancia z¿ es la misma para todos los datos 
experimentales con los que se construye la recta de regresión, es mantener constante 
la separación entre la lente y la red.

Desde el punto de vista experimental, hay que hacer notar que para poder medir 
R ' las imágenes de la red y de la autoimagen elegida han de ser reales. Para ello, en el 
caso de lentes convergentes, la solución más inmediata es que la red y la autoimagen 
se localicen a la izquierda del foco objeto Fde la lente (véase la Fig.3-1). En este caso, 
para que el dispositivo experimental ocupe la menor longitud posible, es decir, para 
que la distancia OA' sea mínima, la autoimagen considerada debe estar situada a una 
distancia 2/ de la lente. Ahora bien, dado que esta condición sólo se puede satisfacer 
para una autoimagen de todas las utilizadas en la experiencia, interesa que se cumpla 
para aquélla que se encuentra más alejada de la red que la genera. Esto garantiza que 
para las autoimágenes con valores de R más pequeños que el de ésta, los correspon­
dientes valores de R ' son, a su vez, menores que el de la más alejada.

Por otro lado, la Ec.(3-1) es igualmente válida cuando se toman como redes de 
referencia —redes a partir de las que se miden los segmentos orientados R y R'— no 
la red original y su imagen a través de la lente sino una autoimagen cualquiera del 
espacio objeto y su conjugada en el espacio imagen. Esta idea permite diseñar una 
disposición experimental alternativa a la de la Fig.3-1, especialmente útil para lentes 
convergente de focal muy larga y, sobretodo, extender el método expuesto al caso de 
lentes divergentes.

La longitud total del dispositivo esquematizado en la Fig.3-1 es siempre mayor 
que 4f. Este hecho dificulta, para lentes de distancia focal muy grande, la realización 
práctica del dispositivo. Ahora bien, una lente conveliente (que para simplificar la 
discusión, supondremos delgada) proporciona imágenes reales no sólo de objetos 
reales situados antes de su foco objeto, sino también de objetos virtuales localizados 
detrás de ella. Las imágenes de estos objetos se obtienen entre la lente y su foco 
imagen.

Aprovechando esta circunstancia, el montaje representado en la Fig.3-2 permite 
reducir la longitud del dispositivo experimental para la medida de distancias focales.
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—H h -
1----------   H

Fig. 3-2. Configuración alternativa a la de la Fig.3-1, que se adapta mejor al caso de lentes 
convergentes de focal grande. Se toma como red de referencia no la red original (situada en 
G), sino una de sus autoimágenes (localizada en O).

En este caso, para que  los objetos que definen la d istancia R sean v irtuales  se debe 
tom ar com o red de referencia, tal y com o se ha dicho antes, una autoim agen adecuada 
de  la red original. En la Fig.3-2 se ha supuesto  que esta red  está ilum inada po r una 
on d a  p lan a , n a tu ra lm e n te  lo d icho  es vá lido  tam bién  cu an d o  la fuen te  está a 
d istancia finita.

El m é to d o  descrito  es tam bién  ap licab le  a len tes  d iv e rg en tes . Para ob tener 
im ágenes reales con una lente d ivergente  es necesario, po r ejem plo, si ésta es delgada, 
que el objeto se encuentre situado  en tre  la lente y el foco objeto, es decir, el objeto ha 
d e  ser necesariam en te  v irtua l. Por tan to , d e  nuevo  hay que  tom ar com o red  de  
referencia una auto im agen conveniente de  la red  objeto. En la Fig.3-3 se ha represen­
tado esta situación.

En los dos últim os casos discutidos, para asegurar que z¿ no se m odifica cuando se 
varía  la d istancia  R , la au to im agen  que  se tom a com o objeto d e  referencia  — o 
equ iv a len tem en te  la im agen que  de  ésta p roporciona la len te— d ebe  perm anecer 
s ituada en  la m ism a posición. Esto im plica que la posición a lo largo de l eje óptico d e  
la red  real se ha de  v a ria r ostensib lem en te  cuando , para  m odificar R, se varía su 
período.

En la situación de  la Fig.3-3, para que la long itud  del d ispositivo  experim ental sea 
lo m ás corta posible interesa que la au to im agen  que  hace d e  red  d e  referencia —la 
situada en  O— esté lo m ás cerca posible de la lente (estará a su derecha para que su 
im agen sea real). De este m odo, el resto d e  au to im ágenes (por ejem plo, la situada en 
A) no  estarán  m uy cerca del foco objeto F d e  la lente y así sus im ágenes se form arán a 
d istancias no m uy grandes de ésta.
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Fig. 3-3. Medida de la longitud focal de una lente divergente mediante el efecto Talbot.

Una característica importante de este método es que permite medir la distancia 
focal de lentes gruesas y sistemas ópticos cualesquiera, puesto que las distancias 
axiales R y R’ no tienen su origen en los planos principales del sistema —la posición 
de los cuales es, en general, desconocida—. Por otro lado, dado que el dispositivo 
experimental es esencialmente un dispositivo monodimensional esta técnica de 
medida de focales es válida asimismo para lentes cilindricas. En efecto, una lente 
cilindrica es capaz de proporcionar una imagen de una red 1-D, si ésta se dispone con 
sus líneas orientadas perpendicularmente a la dirección en que es activa la lente.

Otra propiedad del método descrito es que, como resultado adicional, permite 
obtener la posición de los planos principales del sistema bajo estudio. A partir de la 
recta de regresión asociada a la Ec.(3-1) se obtiene tanto el valor de /, por medio de la 
Ec.(3-3), como el de la distancia z'0, que según la Ec.(3-2b) es z¿=-l/b. Puesto que por 
definición z¿ es la distancia que media entre el foco imagen F' del sistema óptico y el 
plano donde se localiza la imagen de la red de referencia, esto es, z¿=F'0' (véase la 
Fig.3-1) y dado que fes  la distancia que existe entre el punto principal imagen H' y el 
foco F', es inmediato obtener para la distancia O'H' entre la red de referencia y el 
punto principal, en el espacio imagen, la relación

0 7H> = - z ¿ -  f  . (3-4)

Esta ecuación permite fijar la posición de H' respecto al plano imagen de la red de 
referencia. Una medida adicional (la de la distancia entre el punto O' y la última 
superficie del sistema óptico), permite referir la posición de H' respecto a dicha 
superficie, que es un elemento inherente al sistema.



74 Aplicadonec del efecto Talbot

Al igual que en el método de Comu [111-22] para la determinación de los 
elementos cardinales de un sistema, con el fin de obtener la posición del punto 
principal objeto H de la lente bajo prueba, basta con invertir la posición de ésta y 
repetir el procedimiento descrito para localizar H'.

Por último, antes de pasar a analizar los resultados obtenidos en la verificación 
experimental de la técnica propuesta, queremos destacar dos características adicionales 
de ésta. Por un lado, dado que el efecto Talbot no es acromático, el método descrito 
requiere el empleo de luz monocromática, por lo que el valor de /  que se obtiene 
corresponde a la distancia focal de la lente para la longitud de onda de la radiación 
empleada. Por otro lado, las ecuaciones que fundamentan esta técnica son válidas 
también cuando las distancias R y R' corresponden no a autoimágenes de la red 
objeto sino a otros patrones de Fresnel cualesquiera de ésta. Si se ha utilizado en la 
discusión las autoimágenes, ha sido por ser éstas patrones de Fresnel característicos de 
la red y fácilmente reconocibles. No obstante este hecho, en la técnica descrita se 
puede emplear, por ejemplo, una red lineal de fase como la de 1a Ec.(2-69) y utilizar 
sus patrones de Fresnel, binarios y de contraste unidad, de índice q^l/4 6 3/4.

III.3 Resultados experimentales
Para comprobar experimentalmente la validez del método de medida de 

distancias focales se ha utilizado un objetivo compuesto para fotografía aérea, de focal 
bien conocida. Después, se ha empleado esta técnica para determinar la distancia focal 
de una lente esférica divergente y la de una lente cilindrica convergente.

Los elementos ópticos utilizados en esta verificación experimental, se montaron 
sobre un banco triangular, de tipo Galileo, de 2m de longitud que disponía de una 
regla graduada en milímetros. Como fuente de luz se utilizó un láser de He-Ne de 
5mW de potencia, que se dispuso en un extremo del banco. A continuación se situó 
un filtro espacial constituido por un objetivo de 40x y un diafragma de 5Jim de 
diámetro. Previamente, se habían alineado, con sumo cuidado, el banco y el haz de 
luz, para que la incidencia de éste en estos elementos ópticos y en los que se colocaron 
posteriormente fuese lo más posible en eje, con el propósito de trabajar en condi­
ciones semejantes a las de la Óptica paraxial y, por tanto, reducir al mínimo las 
posibles aberraciones.

Para generar las autoimágenes del espacio objeto se utilizó iluminación plana, 
por lo que detrás del filtro espacial se situó una lente colimadora de 200mm de 
longitud focal. A continuación de esta lente, se situaba la red 1-D utilizada como red 
objeto y, por último, el sistema óptico bajo prueba. Para medir las distancias R y R ' 
entre la red de referencia y la autoimagen seleccionada, en los espacios objeto e
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imagen respectivamente, se utilizaba un microscopio compuesto por un objetivo de 
25mm de focal y un ocular xlO. El soporte del microscopio llevaba incorporado un 
nonius que permitía medir sobre la regla del banco distancias con una precisión de 
O'lmm. En condiciones normales de observación, la profundidad de enfoque de un 
microscopio de estas características es del orden de 60M.m [HI-23]. Este valor es pues 
inferior al error de sensibilidad de las medidas correspondientes a distancias axiales y 
por tanto no influyó en la precisión de estas medidas.

a) Medida de la focal de una lente convergente

En este apartado, se ha aplicado la técnica de medida de focales descrita en la 
sección III.2, para determinar la distancia focal del objetivo AERO-EKTAR de una 
cámara para fotografía aérea. Este objetivo de focal f=178mm se ha utilizado para 
poner a prueba la exactitud del método.

Dado que la longitud focal de esta lente es relativamente pequeña, se optó por 
emplear, por su mayor sencillez, la disposición experimental de la Fig.3-1 (con la 
salvedad de que se utilizó iluminación plana en lugar de esférica), en la que la red de 
referencia y las autoimágenes de interés son objetos reales para la lente.

Para obtener los diferentes valores de la distancia R, se utilizaron diversas 
autoimágenes de tres redes 1-D de Ronchi, sobre soporte de vidrio; las frecuencias 
espaciales de las cuales eran N 1̂ ( 3 ,951±0,017)m m-1, N 2- ( 7 ' 86±0 ' 04)mm-1 y 
N3=(9’30±0’05)mm-*. En particular, se emplearon la primera autoimagen (P=0'5) de la 
red de frecuencia N „ las tres primeras autoimágenes (P=0'5, 1 y 1*5) de la red de 
frecuencia N3. y las dos primeras (P=0'5 y 1) de la de frecuencia N3. Estos valores se 
escogieron teniendo en cuenta el conjunto de redes 1-D disponibles en el laboratorio y 
la longitud de la porción libre en el banco de óptica.

Antes de situar la lente problema en el dispositivo, se midieron los valores 
experimentales de R. Para ello, primero se enfocaba con el microscopio la red de 
referencia —que en este caso coincidía con la red objeto— y se leía el valor D0 que 
para la posición de aquél marcaba, sobre la regla graduada, el nonius de su soporte. 
Posteriormente, se desplazaba el microscopio hasta enfocar la primera de las 
autoimágenes elegidas de la red. Se leía su nueva posición, D, y se repetía el proceso 
para las siguientes autoimágenes seleccionadas. Este procedimiento se continuó hasta 
completar tres series de medidas para cada una de las autoimágenes de interés de las 
tres redes 1-D. No fue necesario un número mayor de medidas porque la dispersión 
de las así obtenidas era muy pequeña. Como valor de la distancia R asociada a cada 
una de estas autoimágenes se ha tomado el valor medio de las diferencias entre los 
correspondientes valores D0 y D. Como error absoluto, z(R), de cada distancia R se ha 
tomado el valor mayor entre el error de sensibilidad instrumental de estas diferencias 
(en nuestro caso, 0'14 mm) y la desviación típica de la media de las mismas. Éste ha
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sido el criterio que se ha seguido en toda esta sección para la estimación de las cotas de 
error de los valores que son la diferencia entre dos medidas directas. Los resultados de 
las medidas así efectuadas se resumen en la Tabla 3-1.

Una vez obtenidos los valores de R, se procedió a determinar la posición idónea 
de la lente de prueba para obtener la mayor sensibilidad posible en las medidas de R', 
teniendo presente que el aumento axial de una lente es mayor cuanto más cerca está 
el objeto de su foco. Para ello, se colocaba el microscopio en el extremo libre del banco 
y se desplazaba la lente hasta que la autoimagen correspondiente al mayor valor de R 
apareciese enfocada a través de él. De este modo se asegura que siendo reales todas las 
imágenes de las redes de interés el aumento axial, y por tanto el valor de R ', es para 
cada una de ellas el máximo posible.

A continuación se midieron los valores de la distancia R ', siguiendo el procedi­
miento utilizado en la medida de los valores de R. Primero, se determinaron las 
posiciones de las imágenes de la red de referencia y de las autoimágenes de interés y a 
partir de ellas, se obtuvo el valor de R' asociado a cada una de las distancias R 
consideradas. Para asegurar que la posición de la red de referencia era siempre la 
misma, antes de reemplazar una red objeto por otra se enfocaba su imagen. Sin 
mover el microscopio, si era necesario se desplazaba ligeramente la nueva red hasta 
que su imagen se viese enfocada a través de él. Así se garantizaba que la distancia z¿ 
permanecía invariante en toda la experiencia.

Los resultados numéricos así obtenidos se recogen en la Tabla 3-1. En ella también 
se muestran los correspondientes valores de 1/R y de 1/R '. Para el cálculo del error de 
éstas y otras medidas indirectas se ha seguido el método usual de las derivadas 
parciales.

Obsérvese, por un lado, que el valor de z¿ (véase la Fig.3-1) depende de la posición

R ± e(R ) [l/R ± e ( l /R )J x l( r 2 R '± e ( m fl/R '± £ Í l /R ') /x l( r 2

1797 ± 0T7 5*56 ± 0*05 20*03 ± 0*14 4*99 ± 0*03

25*50 ± 0*14 3*92 ± 0*02 29*87 ± 0T4 3'348 ± 0*016

36*0 ± 0*2 2*778 ± 0*015 45*23 ± 0*14 2*211 ± 0'007

50*97 ± 0*14 1*962 ± 0*005 71*67 ± 0*14 1*395 ± 0*003

76*43 ± 0*14 1*308 ± 0*002 134*6 ± 0'3 0*7429 ± 0*0017

101*90 ± 0T4 0’9814 ± 0’0013 238*3 ± 0'2 0'4196 ± 0*0004

Tabla 3-1. Valores experimentales de las distancias R y R‘ obtenidos en la determinación de la 
focal de la lente convergente. Los valores numéricos están expresados, según sus dimensio-
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R ± e(R ) [l/R ± eíl/R)] x  10~2 R '± e(R ') [1/R'±e(l/R')1 xlOT2

1797 ± 0*17 5*56 ± 0*05 24*23 ± 0'14 4*13 ± 0'02

25*50 ±0*14 3*92 ± 0*02 36*30 ± 0'14 2*755 ± 0*011

36’0 ± 0'2 2*778 ± 0*015 55*33 ± 0*14 1'807 ± 0*005

50’97 ± 0*14 1*962 ± 0*005 89*10 ± 0*14 1*1223 ± 0*0018

76*43 ± 0*14 1*308 ± 0'002 173*2 ± 0*2 0*5774 ± 0*0007

101*90 ± 0*14 0*9814 ± 0*0013 326*53 ± 0*14 0*30625 ± 0*00013

Tabla 3-2. Valores experimentales de la segunda serie de medidas hecha para la lente conver­
gente. La red de referencia se acercó aproximadamente lOcm hacia la lente, desde la posición 
correspondiente a los datos de la Tabla 3-1. Los valores numéricos están expresados, según 
sus dimensiones, en mm o mrrr1.

a lo largo del eje de la red de referencia. Por otro lado, según la Ec.(3-1), la pendiente y 
la ordenada en el origen de la recta obtenida en el ajuste por mínimos cuadrados 
serán diferentes para cada conjunto de puntos experimentales correspondientes a un 
valor distinto de z'0. Sin embargo, de acuerdo con la Ec.(3-3), el valor calculado para la 
distancia focal de la lente debe ser independiente de este hecho. Como comprobación 
experimental se ha repetido todo el proceso anterior cambiando la posición inicial de 
la red de referencia. Los valores obtenidos se resumen en la Tabla 3-2.

A partir de los valores de 1/R y 1/R' que recogen las Tablas 3-1 y 3-2, en la Fig.3-4 
se han representado los puntos (1/R, 1/R') correspondientes a cada una de las dos 
posiciones de la red de referencia. A ambas distribuciones de puntos experimentales 
se les ha ajustado, por mínimos cuadrados, una recta que también se ha representado 
en la Fig.3-4. Para cada una de ellas, se ha calculado asimismo el valor de su 
coeficiente de correlación r. De acuerdo con la Ec.(3-3), a partir de la pendiente a y la 
ordenada en el origen b de cada recta se ha calculado el valor de/.

Para los datos de la Tabla 3-1 los resultados obtenidos son

a = (9 '977 ± 0 '006) xlO~* , 
b ■ (-5'615 ±  0'019) xlQ-3 mrrr1 , 
r2 - 0  '9999 ,
/ =  (177'9 ±0'6) mm .

Para los datos de la Tabla 3-2 los resultados obtenidos son

a = (8'336 ±0 '006) xlOr1 ,
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Fig. 3-4. Representación gráfica de 1/R' frente a 1/R en el caso de la lente convergente. Los 
puntos □ corresponden a los datos de la Tabla 3-1 y los ▲ a los de la Tabla 3-2.

b = (-5'122 ± 0’019)xlO-3 mrrr' , 
r2 = 0 '9999 , 
f=  (1783 ± 07) mm .

Los errores de a y de b han sido calculados según el procedimiento indicado en la 
Ref.[III-24]. Como indican los valores del coeficiente de correlación, r, los datos 
experimentales se ajustan perfectamente a una recta. Además, los valores obtenidos 
para la focal de la lente (para la longitud de onda del láser de He-Ne) son prácti­
camente iguales en las dos serie y coinciden, dentro de los errores experimentales, con 
el valor dado por el fabricante.

b) M edida de la focal de una lente esférica divergente y de una lente 
cilindrica convergente.

Con el fin de comprobar las posibilidades adicionales de la técnica de medida de 
distancias focales, se ha utilizado ésta para medir la focal de una lente esférica simple 
divergente y de una lente cilindrica convergente.

Por un lado, como se ha explicado en la sección III.2, para poder aplicar esta 
técnica a una lente divergente la red de referencia, origen de la distancia R, no puede 
ser la propia red objeto. Como red de referencia se debe tomar, para cada red objeto
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que se emplee, una autoimagen conveniente que se comporte como un objeto virtual 
para la lente (ver la Fig.3-3).

Para obtener la mayor variación en los valores de R, interesa que la imagen (que 
ha de ser real) de la red de referencia se obtenga lo más cerca posible de la lente 
divergente y, al igual que antes, las redes objeto deben situarse junto a la lente 
colimadora. Ahora la focal de la lente problema, la longitud disponible del banco de 
óptica y la posición de la lente —que debe permitir que las diferentes redes objeto se 
puedan desplazar de modo que la imagen de la red de referencia, y por tanto ella 
misma, permanezca siempre en la misma posición—, determinan la cota superior 
para R.

A la vista de las características del dispositivo experimental y de las redes 1-D 
disponibles se decidió emplear, como redes objeto, únicamente las de frecuencias N í y 
N 2 del apartado anterior. Puesto que a medida que aumenta el índice P de las auto- 
imágenes su calidad va degradándose paulatinamente, para cada red objeto interesa 
elegir como red de referencia la autoimagen de menor índice. En nuestro caso se 
eligieron la primera autoimagen negativa (P=0'5) de la red de frecuencia N¡ y la 
primera positiva (P -í)  de la de frecuencia N 2. En este último caso, por problemas 
puramente experimentales no se pudo situar la red objeto lo suficientemente cerca de 
la lente para que su primera autoimagen negativa coincidiese con la posición de la 
red de referencia. Para obtener los diferentes valores de R se emplearon las 
autoimágenes de índice P -l y l '5  de la red de frecuencia Nj y las de índice P=2'5, 2, 
2 '5,3'5 y 4 de la otra red.

Una vez fijados los valores de R, la mayor sensibilidad en las medidas de R ' se 
consigue desplazando la lente hasta que la imagen que ella proporciona de la 
autoimagen correspondiente al mayor valor de los R seleccionados aparezca locali­
zada en el extremo del banco de óptica. De este modo se determinó la posición idónea 
para la lente divergente.

En este caso, al reemplazar una red por otra hay que variar su posición a lo largo 
del eje de forma apreciable para que la red de referencia, o equivalentemente su 
imagen, se mantenga en la misma posición.

En la medida de los valores experimentales de R, que se hizo antes de colocar la 
lente problema, y de R ' se siguió el procedimiento utilizado en el apartado de la lente 
convergente. Los resultados así obtenidos se muestran en la Tabla 3-3.

Por otro lado, tal y como se ha discutido en el sección III.2, la técnica de medida de 
distancias fócales es aplicable también a lentes cilindricas. Si la red objeto se dispone 
con sus líneas orientadas perpendicularmente a la dirección en que es activa la lente 
cilindrica, las propiedades de ésta relativas a la formación de imágenes son idénticas a 
las de una lente esférica de su misma distancia focal. Por este motivo, el procedi­
miento experimental seguido para la medida de la focal de la lente cilindrica 
convergente ha sido el mismo que se describe en el apartado anterior. Los resultados
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R ± e(R ) [l/R ± e(l/R)i x  10~3 R '±£(R ') [ í / R ' i s a / R l l x i c r 3

25’53 ± 0'14 39*2 ± 0*2 33'30 ± 0*14 30*03 ± 0*13

51’07 ± 0'14 19'58 ± 0'05 73*07 ± 0’14 13*69 ± 0*03

76*67 ± 0*14 13*04 ± 0*02 121*57 ±0*14 8*226 ± 0*009

102'27 ± 0*14 9*778 ± 0*013 182*77 ± 0*14 5*471 ± 0*004

128*00 ± 0*14 7813 ± 0*009 259*27 ± 0*17 3*857 ± 0*003

153*70 ± 0*14 6*506 ± 0*006 361*67 ± 0*14 2*7650 ± 0*0011

204*87 ± 0*14 4*881 ± 0'003 721*37 ± 0*14 1'3863 ± 0*0003

Tabla 3*3. Valorea experimentales de R y R' correspondientes a  la lente divergente. Los 
valores numéricos están expresados, según sus dimensiones, en mm o mm-1.

experimentales obtenidos en las medidas de R y R' se resumen en la Tabla 3-4. En este 
caso, estos valores corresponden a las seis primeras autoimágenes de la red de 
frecuencia N 2.

A partir de los valores de 1/R y 1/R ' que se muestran en las Tablas 3-3 y 3-4, en la 
Fig.3-5 se han representado los puntos (1/R, 1/R') y la recta resultante del ajuste lineal 
por mínimos cuadrados, correspondientes a las dos lentes empleadas en esta 
comprobación. Obsérvese que ambas distribuciones de puntos experimentales se 
ajustan extraordinariamente bien a una recta. Los valores de la pendiente a y de la 
ordenada en el origen b de cada una de las rectas nos han permitido calcular el valor 
de la focal de la lente divergente y de la lente cilindrica.

R ± e(R ) [1/R ± e(l/R)] xlOT3 R '± e (R ’) [ l /R 'ie a fR 'n x lC T 3

25*53 ± 0*14 39'2 ± 0'2 13*58 ± 0*14 73*6 ± 0*8

51*13 ± 0*14 19*56 ± 0*05 32*35 ± 0*14 30*91 ± 0*13

76*77 ± 0*14 13'03 ± 0 '0 2 59*93 ± 0*14 16*69 ± 0'04

102’63 ± 0*14 9*744 ± 0'013 105*00 ± 0’14 9*524 ± 0*013

128*47 ± 0*14 7784 ± 0*008 191*1 ± 0*2 5*233 ± 0*005

154*47 ± 0*14 6*474 ± 0*006 419*3 ± 0'2 2*3849 ± 0*0011

Tabla 3-4. Valores experimentales de R y R‘ correspondientes a la lente cilindrica convergente. 
Los valores numéricos están expresados, según sus dimensiones, en mm o mm*1.
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Fig. 3-5. Representación gráfica de l/R ' en función de 1/R para la lente esférica divergente 
(puntos □) y para la lente cilindrica (puntos ▲).

Para los datos de la Tabla 3-3 los resultados obtenidos son

a = (8'351±0'004)xl0-1 ,
& =  ( - 2 ' 6 7 7 ± 0 ' ( X W x 2 ( H m m - i  , 
r 2 = 0 '9999 ,

por lo que, a partir de la Ec.(3-3), resulta para la focal /  de la lente divergente el valor 

/  = (-341 '4 ±1 ’0) mm .

Para la lente cilindrica los resultados obtenidos, utilizando los datos de la Tabla 3-4, 
son

a = (2'1792 ± 0 ’0004) ,
b = (-1 '172 ±OW l)xlO~2 mm-' , 
r 2 = 0  '9999  ,

/=  (126’0 ± 0 ’1) mm .

A continuación vamos a discutir la segunda aplicación del efecto Talbot 
desarrollada: el procedimiento para generar en un plano fijo un patrón periódico 
cuya frecuencia espacial se puede variar continuamente dentro de un cierto intervalo.
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III.4 Red de frecuencia continuamente
variable

Usualmente, la calidad de los sistemas ópticos formadores de imágenes se evalúa 
a partir de su función de transferencia en el dominio frecuencial. Según cuál sea el 
grado de coherencia de la radiación monocromática que ilumina el objeto, para un 
mismo sistema se tiene una función de transferencia distinta. En el caso de 
iluminación incoherente esta función se denomina función de transferencia óptica 
—"optical transfer function", OTF—. Frecuentemente, es el módulo de la OTF, que se 
conoce como la función de transferencia de modulación —"modulation transfer 
function”, MTF—, el que se utiliza para valorar las prestaciones del sistema óptico. 
Aunque la caracterización que así se tiene de éste es incompleta, ya que se pierde la 
información sobre cómo se altera la fase relativa de las diferentes componentes 
espectrales, la MTF, cuya determinación experimental es más sencilla que la de la 
OTF, proporciona una descripción suficientemente útil del sistema formador de 
imágenes.

La medida de la MTF del ojo o de cualquier otro sistema óptico se realiza, 
normalmente, a partir de la imagen que éste forma bien de diversas redes, cada una 
de ellas con una frecuencia espacial diferente, bien de un único patrón que contiene 
un conjunto de redes de diferentes frecuencias. En cualquiera de estos dos 
procedimientos, la medida de la MTF se realiza para valores discretos de la frecuencia 
espacial. El método, basado en el fenómeno de autoimágenes, que describimos a 
continuación permite generar en un plano fijo un patrón unidimensional cuya 
frecuencia se puede variar de forma continua.

Consideremos la situación representada en la Fig.3-6, en la que una fuente 
puntual monocromática ilumina una red de difracción monodimensional (por 
ejemplo, una red cuadrada). Sea R la distancia a la que se localiza la autoimagen de 
índice P (semientero, para incluir también a las autoimágenes negativas) de la red, 
cuyo aumento J t  viene dado por la Ec.(2-12). Nuestra intención es utilizar esta 
autoimagen como un patrón periódico cuya frecuencia espacial se puede sintonizar 
variando simplemente las distancias z y R.

En la sección II.2 se demostró que para obtener el patrón de Fresnel de índice a  de 
una abertura cualquiera con un determinado aumento J í, las distancias z y R  que 
deben mediar, respectivamente, entre la fuente puntual y la abertura objeto y entre 
ésta y el plano de observación, han de satisfacer las Ecs.(2-14) y (2-15). En el caso 
particular que nos interesa, es decir, para la autoimagen de índice P de la red, a  viene 
dado por la Ec.(2-53), por lo que se tiene
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Fig. 3-6. La dependencia del aumento de las autoimágenes con las distancias z y R, permite 
seleccionar su período.

z = - ^ - 2 P -  = - ^ ^ P z r  ,J t - l A
(3-5)

y R = J ( 2 P — = J tP z T , (3-6)

siendo zT la distancia de Talbot de la red objeto.
Para cada valor de J í  mayor que cero, las Ecs.(3-5) y (3-6) proporcionan, respectiva­

mente, los valores de las distancias axiales z y R que permiten obtener en el plano de 
observación la autoimágen de índice P con un período á ’-J C á .  En la Fig.3-7 se ha 
representado la variación de z/PzT y de R/PzT, respecto a Jt. Los valores de Jt> \ 
corresponden al caso, representado en la Fig.3-6, de iluminación esférica divergente. 
Ahora bien, las Ecs.(3-5) y (3-6) son también válidas cuando la onda que incide en la 
red es convergente. Para esta situación, la distancia z es negativa y el período de las 
autoimágenes de índice positivo es menor que el de la red objeto, es decir, 0<J(<1. El 
valor Jt= \ corresponde a iluminación plana.

De esta manera, se puede obtener un patrón periódico con una frecuencia espacial 
mayor o menor que la de la red original. Para seleccionar su frecuencia y que el plano 
de observación permanezca fijo basta con modificar las distancias desde la fuente y la 
red objeto a dicho plano. El patrón que así se genera, puede ser utilizado para evaluar 
la respuesta frecuencial de los sistemas coherentes formadores de imágenes. 
Obsérvese que en la técnica propuesta sólo se emplea una fuente puntual y una única 
red de difracción. Por otro lado, si sobre el plano de observación se coloca un vidrio 
difusor giratorio, se obtiene un patrón que ahora resulta válido para la medida de la



84 A plicaciones del efecto T albo t

R/Pz,

z/Pz,

-10

0 1 2 3 4
JL

Flg. 3-7. Representación gráfica de zJPzT y R/PzT en función del aumento J í  de la autoimagen 
de Indice P (P>0) de la red.

MTF de un sistema óptico. El vidrio deslustrado en movimiento rompe la coherencia 
existente entre dos puntos cualesquiera de la autoimagen de la red, con lo que ésta así 
se comporta como un patrón periódico iluminado por una fuente extensa.

A continuación vamos a proporcionar un ejemplo y algunos resultados experi­
mentales que ilustran el método propuesto.

III.5 Verificación experimental

Supongamos que, utilizando esta técnica, queremos generar un patrón cuyo 
período se puede variar entre dos valores extremos d'm y d¡¿ (d„<dú). Para fijar ideas, 
vamos a limitamos a considerar la situación correspondiente a iluminación 
divergente (Jt>l). Sean y los valores del aumento JC que hacen que el perío­
do del test generado con una red de período d, sea respectivamente d'my d^. Esto es,
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Si se define el parámetro c como 

d ii
c = , (3-9)

a m

se tiene que J Í ^ - c J ^ .  Para que en el plano de observación el período i ' del patrón 
varíe entre y d^, es suficiente con que el aumento lo haga a su vez entre J ^  y

Por otro lado, la longitud total L (distancia entre 1a fuente puntual y el plano de 
observación) del dispositivo de la Fig.3-6 es

J í 1L = z + R = — -_-2 P zT , (3-10)

donde se han utilizado las Ecs.(3-5) y (3-6). En la Fig.3-8 se ha representado la 
variación de esta distancia (expresada en unidades PzT) con el parámetro Jí. Obsérvese 
que esta función toma su valor mínimo en Jt=2, donde L=4PzT. Para nuestro 
propósito y con la intención de que el dispositivo experimental sea lo más compacto 
posible, interesa que el intervalo de valores de J í  a utilizar incluya dicho valor 
mínimo. Por este motivo, vamos a exigir que para los valores extremos JLfm y c J ^  
del aumento requerido 1a longitud L del dispositivo sea la misma. Obsérvese, tal y 
como se indica en la Fig.3-8, que, de este modo, esta longitud es mayor que la

o
0 5 c*̂ m

J í
Ftg. 3-8. Representación gráfica de L/PZj para J>  1.
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correspondiente a valores intermedios del aumento. Llevando la anterior condición a 
la Ec.(3-10) resulta

p j .  -  C2'*Íl p
P Z r ~ c J ^ - 1  PZr '

1 C2
J ^ - l  = C ^ - l  '

u ^ - d - c a - l  

c * - l

Llevando este resultado a la Ec.(3-7) y despejando el valor de d, se obtiene

d = 7 ? r7 < i;  . (3-i2)

Esta ecuación determina, dados los valores de d ’m y c, el período d de la red objeto con 
el que se satisfacen las condiciones exigidas.

Por otra parte, obsérvese que el índice P de la autoimagen utilizada es también un 
parámetro a elegir. Siguiendo el criterio de hacer lo más compacto posible el disposi­
tivo interesa, en general, emplear la primera autoimagen negativa de la red (P-0’5).

Veamos a continuación un ejemplo numérico que resume este procedimiento. 
La agudeza visual de un ojo humano normal es del orden de un minuto de arco. Para 
una distancia de observación de un metro esta separación angular corresponde, en un 
test visual periódico, a un período espacial de alrededor de 0’5mm. Supongamos que 
queremos disponer de un test visual cuyo período i ' se pueda variar en tomo a este 
valor. En particular, consideremos que los valores extremos de interés son

d ' 0 ’1 0’25 0*5 0'75 1

J C l ’l 2*75 5*5 8*25 11

z 143’95 20’56 15*9 14'89 14*39

R 14*39 35*99 71'97 10796 143*95

L 158'34 56*55 87*96 122*85 158*34

Tabla 3-5. Ejemplo numérico adaptado para generar un test visual de periodo sintonizadle a 
partir de una única red de periodo i*0’091mm (se ha tomado X*632'8nm y P-O'S). Todas las 
distancias están expresadas en mm. En todos los casos la longitud L es menor de 16cm.
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d„= 0 ' lm m  y  d'M=lmm .  A partir de  la Ec.(3-9) resulta c - 10, y d e  la Ec.(3-12) se obtiene 
para  el período  de  la red objeto a u tilizar el valo r d = 0 ’091mm.  Para la long itud  de  
onda del láser de  H e-Ne (k=632’8nm), la distancia de Talbot de  esta red es Zj=26’lmm.  
En la Tabla 3-5 se m uestran  las distancias z y R adecuadas para  obtener, u tilizando  la 
prim era au to im agen negativa de la rea  (P -0 '5), ciertos valores particulares d e  d ‘.

Las fotografías d e  la Fig.3-9, correspondien tes a a lgunos de  los ejem plos num é­
ricos an teriores, se han obten ido  en la verificación experim ental de esta técnica. Para 
genera r la fuente  p u n tu a l m onocrom ática que ilum inaba la red  objeto, se u tilizaron

Fig. 3-9. Diferentes distribuciones de irradiancia (aum entadas) dei patrón periódico variable 
co rrespond ien tes a  los valores particulares de la Tabla 3-5 con: a) Jl=275, b) JL=5'5 y c) 
JÍ=8'2S.
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Fig. 3-10. Patrón periódico incoherente obtenido con una red de periodo d=0'091mm. En 
este  caso, Jl=4'13, z=1T27mm  y R=54'05mm. La cám ara fotográfica se enfocó directamente 
ai piano dei vidrio difusor giratorio.

los elem entos em pleados an terio rm ente  en el d ispositivo  experim ental d e  la sección 
III.3. Sin em bargo, con objeto de poder varia r d e  form a sencilla la posición axial de la 
fuente  p u n tu a l a continuación  del filtro espacial se colocó u n a  len te  d e  50mm de 
focal. De este m odo, la im agen que ésta form aba d e  la fuente proporcionada por el 
filtro  espac ia l ac tu ab a  com o fu en te  p u n tu a l real d e l d isp o s itiv o . V ariando  las 
posiciones d e  la lente y de la red objeto a lo largo del eje se obtenían los valores de  z y 
R deseados, sin m odificar la posición del plano de observación.

Por ú ltim o, en la Fig.3-10 se m uestra la d istribución  de  irradiancia que se obtiene 
cuando  se sitúa  u n  v id rio  d es lu s trad o  g irato rio  sobre el p lano d e  observación. El 
pa trón  que  así resu lta puede  ser u tilizado  para la m edida d e  la MTF de  un  sistem a 
form ador d e  im ágenes.

III.6 Conclusiones
En este  cap ítu lo  se han  desarro llado  dos nuevas técnicas m etrológicas, que se 

apoyan  en  la form ación de  autoim ágenes con luz coherente.
Por u n  lado, se ha descrito un  m étodo para la m edida d e  longitudes focales, que es 

aplicable a len tes gruesas, tanto  convergentes com o d ivergentes, y requiere solam ente 
la m edida d e  d istancias axiales. En concreto, para diferentes auto im ágenes d e  una red 
1-D, generadas ind istin tam en te  con ilum inación esférica o p lana, se m ide prim ero  la 
distancia R existente en tre  cada una de  ellas y la p rop ia  red  objeto — o, en su defecto, 
una  au to im agen  particu la r d e  ella— , que actúa com o red  d e  referencia. D espués, se 
rep ite  este  proced im ien to  con las correspondientes im ágenes que la lente form a de  la 
red  d e  referencia y de  las au to im ágenes seleccionadas. De este m odo, se obtienen las
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distancias R ‘, conjugadas de las anteriores. A continuación, para este conjunto de 
datos experimentales se obtiene, mediante un ajuste lineal por mínimos cuadrados, 
la recta de regresión de 1/R' frente a 1/R. Por último, a partir de la pendiente y de la 
ordenada en el origen de esta recta, se determina el valor de la distancia focal /  del 
sistema óptico problema. La precisión que se obtiene en la medida de /  es similar a la 
que poseen los valores de R y R ', por lo que se puede conseguir, fácilmente, que ésta 
sea elevada.

La técnica propuesta es aplicable también a lentes cilindricas, ya que utiliza un 
dispositivo monodimensionaL Para ello, se debe orientar la red 1-D de modo que sus 
líneas estén dispuestas perpendicularmente a la dirección en la que es activa la lente.

Como comprobación experimental de sus posibilidades, esta técnica se ha 
utilizado para determinar la longitud focal, conocida previamente, de un objetivo 
compuesto convergente. En las dos series independientes de medidas realizadas, los 
valores obtenidos para /  son prácticamente coincidentes, tanto entre sí como con el 
valor prescrito por el fabricante. Se ha medido además la distancia focal de una lente 
esférica divergente y de una lente cilindrica convergente. De nuevo, los resultados 
obtenidos han sido completamente satisfactorios en ambos casos. A la vista de todos 
estos resultados experimentales, se puede concluir que la precisión de este método de 
medida de focales se puede estimar en un valor entorno al 0’3%. Asimismo, 
excluyendo posibles errores sistemáticos, la fiabilidad del método es alta, al obtenerse /  
a partir de un ajuste lineal por mínimos cuadrados con un coeficiente de correlación 
que, en todas las series de medidas realizadas, ha sido superior a 0'9999.

Como resultado complementario, la técnica desarrollada permite determinar 
también la localización de los elementos cardinales —puntos focales y principales— 
del sistema óptico bajo prueba.

Por otro lado, se ha desarrollado un procedimiento para generar en un plano fijo 
un patrón periódico de frecuencia espacial sintonizable. El método propuesto, que 
aprovecha la variación de escala que exhiben las autoimágenes generadas con 
ilum inación esférica, requiere tan sólo el empleo de una fuente puntual 
monocromática y de una red de difracción 1-D. La selección de la frecuencia del 
patrón periódico resultante —una autoimagen de la red 1-D— se realiza modificando 
las distancias existentes entre la fuente puntual y la red objeto con el plano de 
observación. El patrón que se obtiene de este modo es directamente utilizable para 
evaluar la respuesta frecuencial, bajo iluminación coherente, de un sistema formador 
de imágenes. El empleo de un vidrio deslustrado giratorio, situado sobre el plano de 
observación, permite extender su utilización al caso de los sistemas iluminados con 
luz incoherente.

Se ha discutido también un ejemplo de aplicación de esta técnica para producir 
un  test visual de período continuamente variable. Los resultados obtenidos en la 
comprobación experimental de este supuesto han sido satisfactorios.
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IV. El efecto Lau
IV.l Introducción

El efecto Talbot requiere el empleo de una fuente de luz de alta coherencia 
espacial. Asi, por ejemplo, las autoimágenes de una estructura periódica desaparecen 
cuando se aumentan las dimensiones laterales de la fuente que la ilumina. Sin 
embargo, se pueden obtener patrones de franjas semejantes a las autoimágenes 
iluminando la red objeto con una fuente extensa convenientemente codificada. De 
este modo, empleando dos redes de amplitud unidimensionales idénticas, orientadas 
paralelamente y separadas una determinada distancia, que depende del período de las 
redes y de la longitud de onda de la radiación incoherente incidente, se obtienen, en 
el infinito, franjas rectilíneas de alto contraste [IV-1]. La primera red de este dispo­
sitivo actúa como fuente incoherente codificada linealmente, mientras que la segun­
da lo hace como transparencia objeto. Este fenómeno de difracción se conoce como 
efecto Lau.

Se han dado diferentes explicaciones para la formación de las franjas de Lau. Estas 
interpretaciones se basan en la teoría de la difracción [IV-2], en la teoría de la 
coherencia [IV-3 y IV-4], en la OTF de un sistema [IV-5], en las funciones de Bloch 
[IV-6 ] o de Walsh [IV-7], en las propiedades de un interferómetro de doble red [IV-8  y 
IV-9], en la utilización de una representación dual espacio-fase [IV-10J, o en la 
descripción de estas franjas como la superposición incoherente en consonancia bien 
de espectros de Fourier virtuales [IV-11], bien de autoimágenes [IV-12]. Desde este 
último punto de vista, para obtener franjas de Lau es necesario conseguir la 
superposición en consonancia, en un plano, de múltiples versiones incoherentes de 
alguna autoimagen de la red objeto. Esta perspectiva pone claramente de manifiesto 
la estrecha relación que existe entre el efecto Talbot y el efecto Lau y muestra cómo 
este primer fenómeno determina las características de los dispositivos de doble red, 
tanto para iluminación coherente como incoherente. Asimismo, esta interpretación 
ha permitido obtener, generalizando el dispositivo original, franjas de Lau a distancia 
finita con dos redes de diferente período [IV-12 y IV-13]; franjas equivalentes a las de 
Lau con alto contraste e irradiancia empleando una red de fase —red objeto— [IV-14] 
o dos —red objeto y red fuente— [IV-15]; franjas de Lau de aumento unidad [IV-16], 
colocando la red fuente en el plano focal objeto de una lente convergente, y anillos de 
Lau [IV-17], codificando en este caso la fuente a lo largo del eje del sistema.

92
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El efecto Lau se ha utilizado para diseñar un vasto conjunto de técnicas muy 
simples y versátiles que funcionan con luz espacialmente incoherente [IV-18]. En 
ellas se intenta aunar la sencillez característica de los sistemas basados en el 
fenómeno de autoimágenes y las ventajas de la iluminación incoherente [IV-19 y 
IV-20], como son la mejor relación señal-ruido y las menores exigendas/ en cuanto a 
estabilidad y tipos de fuentes de luz utilizables, de los dispositivos.

Por una parte, este fenómeno se ha empleado para desarrollar diversos 
interferómetros mono y bidimensionales que trabajan con luz incoherente [IV-17 y 
IV-21 a IV-25]. Dentro del procesado óptico de información, las propiedades inheren­
tes de ñltraje espacial que exhibe la configuración de Lau han permitido realizar 
filtraje espacial con luz incoherente [IV-16, IV-26 y IV-27]. La alta sensibilidad de las 
franjas de Lau al paralelismo entre las líneas de las redes objeto y fuente se ha 
aprovechado para decodificar objetos theta-modulados codificados con redes de 
amplitud [IV-28 y IV-291 o de fase [IV-30]. La dependencia con la longitud de onda de 
este fenómeno se ha utilizado para producir pseudocoloración de frecuencias 
espaciales [IV-31]. Otros ejemplos de aplicaciones basadas en el efecto Lau, dentro de 
este área, son su uso para realizar procesado no coherente [IV-32] o para diseñar un 
sintetizador de imágenes incoherente [IV-33].

También se ha estudiado las características del efecto Lau clásico cuando la 
iluminación incidente sobre el montaje de doble red es parcialmente coherente. Así, 
se demuestra que la sensibilidad de las franjas al giro de una de las redes del 
dispositivo depende del grado de coherencia espacial de la radiación incidente [IV-34 y 
IV-35]. Este hecho permite medir el grado de coherencia de la radiación que ilumina 
la red fuente [IV-36]. Por otro lado, la interferometría de tipo Lau se ha extendido 
asimismo al caso de iluminación parcialmente coherente [IV-37].

En este capítulo se establecen las condiciones para obtener franjas equivalentes a 
las de Lau con diversos dispositivos que suponen, de hecho, una generalización del 
montaje original del experimento de Lau. El tratamiento que se sigue unifica, en 
cierto modo, los de las Refe. [IV-2 y IV-12], por lo que parece más general y simple. En 
la sección IV2  se examinan las características del campo difractado por una transpa­
rencia objeto iluminada por una fuente plana espacialmente incoherente. Este 
estudio preliminar permite, en la sección IV.3, explicar de una manera muy sencilla, 
aprovechando los resultados del Capítulo n, la formación de franjas de difracción 
unidimensionales de alto contraste, tanto a distancia finita como infinita, como el 
resultado de la superposición incoherente en consonancia bien de autoimágenes 
—franjas de Lau—, bien de otros patrones de difracción de Fresnel de una red 1-D 
—patrones de Lau—. Estas últimas figuras de difracción son, pues, una generalización 
de las mencionadas previamente. Los resultados de la sección IV.2 permiten, 
igualmente, justificar de forma directa la influencia de diversos parámetros de la red 
fuente en el perfil de las franjas y patrones de Lau. En la sección IV.4 se extiende el
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estudio anterior a dos dimensiones, al abordar la consonancia de patrones de Fresnel 
de redes bidimensionales. La sección IV5 se dedica a la formación de franjas de tipo 
Lau, de máximo contraste e irradiancia, con un dispositivo que opera con dos redes 
puras de fase. Parte de todos estos resultados ya han sido publicados [IV-14 y IV-15].

IV.2 Difracción con una fuente plana
incoherente

Supóngase una fuente plana de luz monocromática espacialmente incoherente 
que ilumina una abertura semitransparente, localizada a una distancia z de ella, tal y 
como se indica en la Fig.4-1. Estamos interesados en calcular la distribución de 
irradiancia l(x,y) que se obtiene en un plano situado a una distancia arbitraria, R, de la 
abertura. Sea Is(x,y) la distribución de irradiancia, normalizada, de la fuente. Como 
ésta es incoherente, la función I(x,y) se obtiene, de acuerdo con el principio de 
superposición, sumando la contribución a la irradiancia de cada uno de los puntos 
emisores S' que componen la fuente, es decir,

l(x,y) * j j I R(x,y;ii,v) d\i dv , (4-1)

Fuente
incoherente

Abertura
semitransparente

Plano de
observación

Fig. 4-1. Esquema del dispositivo para estudiar la difracción de Fresnel con una fuente plana 
incoherente. El sistema auxiliar de coordenadas permite valorar fácilmente la distribución 
de irradiancia que genera, en el piano de observación, cada radiador elemental, S', de la fuente 
extensa.
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donde IR(x,y;fi,v) es la distribución de irradiancia que genera, en el plano de observa­
ción, el punto emisor de la fuente de coordenadas Esta distribución será igual al 
módulo cuadrado de la repartición de amplitudes UR(x,y;fL,v) que genera, en el plano 
de observación, el objeto t(x,y) iluminado por la fuente puntual considerada. Para 
calcular UR(x,y;it,v) definamos un nuevo sistema de coordenadas (x ’,y') con origen en 
el punto S’. Sea t ’(x’,y ‘) la transmitancia en amplitud del objeto en este sistema de 
coordenadas. Puesto que

Teniendo en cuenta que de este modo la fuente S' está situada en el eje del sistema, la 
distribución de amplitud UR(x’,y’) —o, equivalentemente, UR(x,y;ii,v)— que se obtie­
ne a una distancia R de la transparencia viene dada, de manera inmediata a partir de 
la Ec.(2-13), por

donde a y  JL satisfacen, respectivamente, las Ecs.(2-ll) y (2-12). Por otro lado, conside­
rando la Ec.(4-3), se obtiene

P( u,v) = exp[ i2 Jt(tiu+vv)]7( u,v) ,

donde se ha utilizado la propiedad de la transformación de Fourier relativa a un 
desplazamiento en el argumento de la función. Usando esta relación y las Ecs.(4-2), la 
Ec.(4-4) se puede reescribir como

x ' = x - n  , (4-2a)

y y ' - y - v , (4-2b)

se tiene

t '(x ',y') = t(x '+\L,y'+v) . (4-3)

¥R " T  2 (z+ K )J

J J P ( u,v) exp[-irtu2+v2)Xa] exp^i2n ux
•OO

z exp(ikR)UR(x \ y ') m UR(x,y;n,v) 2(z-¥R)

x  J j 7(u,v) exp[i2n(iiu+vv)]exp[-iíc(u2+v2)Xa] gzpj i2 n Û X ¿u¿v  s
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z exp( ikR) f (x-ti?  + (y— v)2!
' z+R 2(z+R) J x

}7~ r , , , 7 í u[x + (J l- l) t i]  + v[y + ( J Í - l ) v ] }x  t(u,v) exp l-ir ttf+ v1 )Xa] expy2n ------------------------------------------- 1 dudo

Definiendo el parámetro 

JCs = J C - l  , (4-5)

y teniendo en cuenta la Ec.(2-19), finalmente, se obtiene

(x + Jl<¿i y + JCsv \  
\  JC ' JL ) (4-6)

Esta última expresión establece que en el plano de observación cada uno de los puntos 
radiantes de la fuente extensa plana proporciona, con la misma escala, el patrón de 
Fresnel, t jx ,y ) ,  que genera el punto fuente S situado en el eje del sistema —véase la 
Ec.(2-21)—. Ahora bien, el centro del patrón depende de las coordenadas í/x,v) en que 
se localiza el punto emisor S’ que lo genera. Obsérvese asimismo que el factor de fase 
no constante de la Ec.(4-6) corresponde a la onda esférica emitida por S' y también que 
esta ecuación se reduce a la Ec.(2 -2 1 ) cuando se considera el punto emisor S de la 
fuente, es decir, cuando (ii,v)=(0/)), liR(x,y;0 ,0 J=L/R(;E,y).

Introduciendo en la Ec.(4-5) la definición de JC, Ec.(2-12), se tiene

, M-7)
5 2

por lo que el patrón de Fresnel de la Ec.(4-6) está centrado en el punto de coordenadas 
(-R n lz ,-R v fz ). La posición de este punto se puede visualizar geométricamente 
mediante la intersección de la recta que une la fuente S' y el punto axial O de la 
transparencia con el plano de Fresnel considerado, tal y como se indica en la Fig.4-2.

Como IR(x,y;n,v)=l UR(x,y;ii,v) I2, a partir de la Ec.(4-6) resulta

lR(x,y;^v) x+JC^i 
JC

y+ J k v
A

X + JCcll 
JC

y+-*sv
JC

Llevando este resultado a la Ec.(4-1) se obtiene

“ « '- ( i ) ’ ■
mPO
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Fuente
incoherente

A bertura 
j  sem itransparente

Plano de 
observación

Fig. 4-2. Cada uno de los puntos emisores elementales de la fuente genera el mismo patrón de 
Fresnel, pero desplazado lateralmente de tal modo que su centro coincide siempre con la 
proyección geométrica del punto fuente que lo genera, a través del punto O.

y haciendo el cambio de variables y v '= -^ fsv, resulta

donde * representa la operación de convolución. Recordando que esta operación es 
conmutativa y que para dos funciones cualesquiera fix) y g(x) se satisface la relación 
f(x)*g(x)=f(x)®g*(-x), donde ® denota la operación de correlación, finalmente se 
obtiene

Por lo tanto, la propagación libre bajo iluminación espacialmente incoherente 
implica una operación de correlación entre dos funciones bien definidas: el patrón de 
Fresnel, en irradiancia, que se obtiene en el plano de observación y la distribución de 
irradiancia de la fuente [IV-2 y IV-38]. Este hecho ha sido convenientemente utilizado 
en el diseflo de correladores ópticos que operan con luz incoherente [IV-38], como se

■&'*) (4r9)
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verá en el Capítulo V de este trabajo. Asimismo, este resultado se va a emplear, a 
continuación, para analizar la formación y propiedades de las franjas de Lau.

IV.3 Franjas de Lau y patrones de Lau
Particularicemos estos resultados para el caso concreto en que la fuente está com­

puesta por un número finito de líneas emisoras de ancho infinitesimal y de longitud 
ü ,  equidistantes ente sí y dispuestas en la dirección del eje y. La distribución de 
irradiancia normalizada, ls(x,y), de esta fuente es

donde L es un número natural, d' es la separación entre líneas fuente sucesivas, y la 
función rect(y) es no nula (e igual a uno) únicamente cuando /y/£2/2. Obsérvese que 
la Ec.(4-10) representa una red lineal de extensión finita. Consideremos, asimismo, 
que el objeto es una red 1-D de período d, con sus líneas paralelas al eje y. En este caso, 
de acuerdo con la Ec.(2-63), se tiene

El patrón de Fresnel de la red objeto que se localiza en el plano de observación —a 
una distancia R de ella— se puede caracterizar, como en la Ec.(2-53), por un índice 
Q+q. De este modo, según la Ec.(2-66), se tiene

(2L+1) a
(4-10)

donde C¿ =Cm expi-i2jtm2q) .
Para esta situación, la Ec.(4-9) se reduce a

C«U) jhC*)| ® ülIvq^ íX ~jd’)rectíjñ¿s¡
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[f21>l)fl] U ^ L | '^ ) 1

K^ir •
(4-12)

donde se ha tenido en cuenta que f(x)®8(x-a)=f(x+a)/ siendo a una constante. La 
distribución de irradiancia de la Ec.(4~12) se obtiene sumando la irradiancia de 2L+1 
réplicas del patrón de Fresnel de índice q de la red —todas ellas con igual aumento 
J í—  centradas en la dirección x en las posiciones x ^ - jJ t sd \  Obsérvese que cada una 
de estas réplicas está generada por una de las líneas de la fuente. Como la función 
ltq(x/JOl2 es periódica con período ¡Jíld , si se exige que el desplazamiento relativo, 
l j í sld ‘, entre dos réplicas consecutivas cualesquiera sea un número entero de veces 
este período, en el plano de observación las 2 L+1 réplicas del patrón se superponen en 
consonancia: todas ellas proporcionan en cada punto del plano la misma irradiancia. 
Es decir, cuando

y por tanto se tiene una distribución de irradiancia que es esencialmente la del patrón 
de Fresnel de índice q de la red —véase la Ec.(2-21)—. Ahora bien, como esta distribu­
ción de irradiancia se obtiene promediando la de 2L+1 patrones se disminuye la 
influencia de los pequeños defectos que puedan tener éstos: se mejora así la relación 
señal-ruido.

Obsérvese que dependiendo de cuál sea el valor de R, los parámetros J ís y J í  
pueden ser positivos o negativos. Teniendo en cuenta que z es una cantidad positiva, 
las tres situaciones posibles son: J í y  J ís positivos, J í y  J ís negativos y, por último, J í  
positivo y J í5 negativo. Según cuál de estos casos sea el de la situación particular 
considerada, el entero X de la Ec.(4-13) será positivo o negativo. De cualquier manera, 
IkI indica el número de períodos que desplaza cada línea fuente la réplica del patrón 
que genera respecto a la que genera la línea contigua.

J ís d ' = KJÍd  , 

con K un número entero, la Ec.(4-12) se reduce a

(4-13)

(4-14)
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Desde un punto de vista práctico usualmente se dispone de una red objeto y de 
una red fuente de períodos d y i ', respectivamente, y se quiere obtener la superpo­
sición incoherente en consonancia para el patrón de Fresnel de índice Q+q de la red 
objeto. Introduciendo en la Ec.(4-13) los valores de JCS y que proporcionan, 
respectivamente, las Ecs.(4-7) y (2-12) resulta

Rd ' = K(z+R)d ,

Sustituyendo en esta última ecuación el valor de (z+R)/R que se deduce de la Ec.(2-56) 
se obtiene, tras reordenar el resultado, que la separación z entre las redes que resuelve 
el problema es

z  = 2 < Q + q ) í^  . <4-15)

Para valores crecientes de Ik I, disminuye la separación entre las redes y aumenta el 
número de períodos que se desplaza el patrón generado por una línea emisora 
respecto al de su vecina. Por otro lado, variando la separación entre ambas redes se 
modifica a voluntad el índice del patrón en consonancia.

Utilizando la Ec.(2-58), los parámetros J í  y J ts, se pueden expresar como

J í s -  ------  ,
Qo+?o-Q-<?

y JL = ----------------------- ,
Qo+<?o-Q-<?

donde Qo+q0 es el índice del patrón que se localiza en el infinito. De este modo, la 
condición de consonancia, Ec.(4-13), resulta equivalente a

(Q+q)d' = K(Q0+qo)d ,

y también a

Q +í = ^  (Qo+ío) , K = ±2, ±2, ±3..... (4-16)

donde k se ha definido de modo que



IV.3 Franjas de Lau y patrones de Lau 101

d' =Kd  . (4-17)

Para una separación z dada entre la red fuente de período <T y la red objeto de período 
d —valores que fijan k—, 1a Ec.(2-57) determina el valor del índice Q0+q0 del patrón 
del infinito. En estas condiciones, para cada valor entero no nulo de K, la Ec.(4-16) 
proporciona un valor del índice Q+q para el que se satisface la condición de conso­
nancia. La Ec.(4-16) se puede expresar como

siendo Q'+q'=(Q0+q<¿lice1 índice del patrón para el que se obtiene la superposición en 
consonancia con desplazamiento relativo entre los patrones que generan líneas 
contiguas de la fuente igual a un período (K=l). En función de este índice la distancia 
z se puede expresar, teniendo en cuenta las Ecs.(2-57) y (4-17), como

Obsérvese, por otro lado, que en general los índices q, q' y q0 son diferentes.
De este modo, se obtiene simultáneamente la superposición incoherente en 

consonancia de patrones de Fresnel reales o virtuales en infinitos planos a distancia 
finita [IV-39]. En principio, en cada uno de estos planos el patrón que entra en 
consonancia presenta un perfil distinto. Recordando que para los patrones reales, el 
índice Q+q es positivo y menor que Q0+qo se concluye, a partir de la Ec.(4-16), que para 
obtener la consonancia de patrones de la Ec.(4-14) en planos situados detrás de la red 
objeto, k debe ser necesariamente mayor que K —que ha de ser, a su vez, positivo— o, 
equivalente, que el período de la red fuente debe ser mayor que el de la red objeto. La 
distancia R a la que se localiza cada plano de consonancia la determina la Ec.(2-58), 
que, teniendo en cuenta la Ec.(4-16), se reduce a

Por otro lado, teniendo en cuenta la Ec.(4-20) el aumento J í  del patrón en conso­
nancia, dado por la Ec.(2-12), se puede expresar como

K = ±1, ±2, ±3,.., (4-18)

d d ' d2
z = 2 ( Q '+ * ') ~ -  = 2 (Q '+ * ';k y  •

A* Ae
(4-19)

K = ± l ,i2 , ±3,... (4-20)

(4-21)

El patrón que se localiza en el infinito estará en consonancia siempre que k sea un 
número entero, es decir, siempre que d' sea un múltiplo de d. Este hecho es cierto 
independientemente de cuál sea la separación entre las dos redes del dispositivo.
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En el dispositivo de Lau convencional se obtienen franjas rectilíneas de alto 
contraste en el infinito —o  en el plano focal de una lente convergente— cuando se 
iluminan con una fuente de luz espacialmente incoherente dos redes lineales de 
amplitud, binarias y de baja modulación, idénticas, separadas entre sí una deter­
minada distancia. La primera red de este dispositivo actúa como la fuente plana 
incoherente, codificada espacialmente, que ilumina la segunda red. Puesto que la 
modulación —relación ente la anchura de las bandas transparentes y el período— de 
la red fuente es pequeña, en primera aproximación vamos a describir, despreciando la 
influencia del ancho finita de estas bandas, su distribución normalizada de irradiancia 
mediante la Ec.(4-10), que corresponde a una red fuente de líneas emisoras de ancho 
infinitesimal. Al final de esta sección analizaremos qué efecto tiene sobre el patrón de 
franjas la extensión finita de las rendijas de una fuente real.

Las franjas de Lau convencionales se obtienen estableciendo la superposición 
incoherente de patrones en consonancia de la Ec.(4-14) para alguna autoimagen de la 
red objeto localizada en el infinito. Puesto que las dos redes del dispositivo son 
iguales ( d ' = d - * K = l ) ,  tal y como se ha discutido previamente, para el patrón del 
infinito, cuyo índice Q0+ ^ 0 lo determina la Ec.(2-57), se verifica siempre la condición 
de consonancia y además —véase la Ec.(4-16)— con K -l. Como el índice asociado a las 
autoimágenes, positivas y negativas, de una red es entero o semi-impar, en el infinito 
se obtendrá una autoimagen cuando, según la Ec.(2-57), la distancia z sea

z = L —  , L = l,2,3,... (4-22)
X

Por lo tanto, mediante esta configuración de dos redes idénticas en tándem se 
obtienen, en el infinito, franjas altamente contrastadas, similares a las autoimágenes 
de la red objeto, cuando la separación entre ellas verifica la Ec.(4-22).

De una manera más general, se pueden obtener franjas análogas a las de Lau 
utilizando redes objeto binarias de transmitancia y período cualesquiera. Si se esta­
blece la consonancia de patrones para alguna de las autoimágenes de la red localizada 
a distancia finita, la distribución de irradiancia resultante constituye lo que se 
denomina franjas de Lau a distancia finita [IV-12 y IV-29]. Si las redes fuente y objeto 
se sitúan separadas una distancia z que satisface la Ec.(4-19) con Q ’+q'=0'5 se consigue 
la consonancia para la primera autoimagen. Simultáneamente se establece asimismo, 
según la Ec.(4-18), la superposición en consonancia en todos los planos de autoima­
gen. Ahora el perfil de los patrones en consonancia es el mismo en todos los casos. De 
este modo, en infinitos planos, reales o virtuales, se consiguen franjas de Lau a 
distancia finita.

Por último, el patrón de franjas —en general, no binario— que se obtiene cuando 
se establece, tal y como se ha supuesto en la discusión inicial de este apartado, la
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condición d e  consonancia para u no  cualqu iera  de  los patrones d e  Fresnel de  la red 
objeto , lo vam os a den o m in ar, p o r ser esta situación  una genera lización  d e  las 
an terio res, pa tró n  d e  Lau. O bviam ente, según cuál sea la v isib ilidad  del patrón  de  
Fresnel para el que se establece la consonancia así será la visibilidad del patrón  d e  Lau 
resu ltan te .

En la Fig.4-3 se representa el d ispositivo experim ental u tilizado para obtener en el 
laboratorio  tan to  franjas com o patrones de  Lau de  alto contraste. Para ello, el haz de 
luz p ro v en ien te  d e  u n  láser de  H e-N e (A -632 '8nm )  se hace pasar a través d e  un 
vid rio  deslu strado  que se hace g irar m ediante un  m otor auxiliar. Con la ayuda de una 
len te  se form a la im agen d e  la zona ilum inada de l v id rio  d ifu so r sobre el p lano  
d o n d e  se s itúa la red fuente. De este m odo, la radiación que incide sobre esta red  es 
m onocrom ática pero  incoherente desde  el pun to  de vista espacial. A continuación se 
sitúa la red  objeto del d ispositivo , a la d istancia adecuada para que en el p lano de 
observación se obtenga la superposición en consonancia para el patrón  deseado. En la 
Fig.4-4 se recogen algunos d e  los resultados obtenidos con este dispositivo, u tilizando 
com o red  fuen te  una red  alm ena de  período  d'= (0'801±0'003)m nt y m odu lac ión  
s '= 0 '06  y com o red objeto una red  de Ronchi de período d=(0'253±0'001)mm. Estable­
ciendo la condición de  consonancia para la prim era autoim agen de la red (Q '+q'=0'5) 
se obtienen las franjas de Lau d e  la Fig.4-4a. El patrón  de Fresnel de  índice Q'+<j'=0'42 
de  esta  m ism a red , que posee tam bién  b u en  contraste, se m uestra  en la Fig.4-4b. 
Estableciendo la condición de consonancia para esta figura de difracción, se obtiene el 
p a tró n  d e  Lau de la Fig.4-4c. En ella se aprecia claram ente la desaparición del ru ido  
coheren te . E ntre los patrones que, d e  este m odo, se ponen  al m ism o tiem po  en 
consonancia se encuentra, según la Ec.(4-18), el de índice Q+q=0'82 (K=2). La d istribu ­
ción d e  irradiancia de este patrón  de Lau se m uestra en la Fig.4-4d.

Difusor

LenteFuente fuente

Motor

giratorio j Red

y Patrón 
/  de Lau

x

z
R

Fig. 4-3. Esquem a del dispositivo experimental para obtener patrones de Lau. El vidrio difusor 
giratorio y la lente proporcionan una iluminación espacialm ente incoherente de la red fuente.
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La baja modulación de la red fuente hace que tanto las franjas como los patrones 
de Lau obtenidos con un dispositivo como el de la Fig.4-3 presenten un nivel de 
irradiancia relativamente bajo. La eficacia luminosa del dispositivo se puede mejorar 
notablemente utilizando una red objeto pura de fase —en la que prácticamente no 
hay absorción de luz— en lugar de la red de amplitud [IV-12, IV-30 y IV-40J. En 
particular, con una red de fase binaria de salto de fase n/2 como la representada por la 
Ec.(2-69), se pueden obtener patrones de Lau con una distribución de irradiancia 
semejante a la de las franjas de Lau, es decir, binaria y de contraste unidad. Para ello 
basta con establecer la condición de consonancia para uno cualquiera de sus patrones 
de Fresnel de Índice q=l/4 ó 3/4. De hecho, si se establece esta condición para el 
primero de ellos, entre los patrones que, simultáneamente, se ponen en consonancia 
se encuentran todos los demás. En efecto, haciendo Q '+ ^ 'ssl/á , por un lado, la 
Ec.(4-19) se reduce a

i i f
, (4-23)

IX

y por otro, según la Ec.(4-18), todos los patrones con q-1/4 ó 3/4 están en consonancia. 
Obsérvese que de este modo las autoimágenes de la red ,de visibilidad nula, también 
entran en consonancia. En la Fig.4-5 se muestra uno de estos patrones de Lau —el de 
índice Q+q=l/4— obtenido con una red de fase, de las características indicadas, de 
período d=0'253mm y la red fuente utilizada para obtener las franjas de Lau de la 
Fig.4-4.

A continuación vamos a estudiar dos importantes características que exhibe el 
dispositivo de doble red. En primer lugar, vamos a determinar cuál es la distribución 
de irradiancia que se obtiene en los planos situados entre los de consonancia, y 
después vamos a analizar cómo afecta al contraste de las franjas de Lau —y, por ende, 
de los patrones de Lau— la falta de paralelismo entre las líneas de las dos redes del 
dispositivo.

Consideremos un plano situado a una distancia R para la que, fijados los períodos 
i  y d ' de las dos redes y la separación z entre ellas, no se satisfaga la condición de 
consonancia. Para esta situación, los correspondientes valores JCy J ís son tales que, 
en lugar de la Ec.(4-13), se verifica la relación

'Msi '  = J í i ( K  + á) , (4-24)

siendo K el número entero adecuado para que 0<A<1. La distribución de irradiancia 
en este plano viene dada por la Ec.(4-12), que utilizando la relación anterior se reduce 
a
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c) d )

Fig. 4-4. Superposición incoherente de patrones de Fresnel en consonancia obtenidos con 
una red fuente lineal de periodo d ’*0'801mm  y modulación s'=0'06 y una red objeto de 
período d=0’253mm y modulación s*05 . a) Franjas de  Lau a  distancia finita correspondientes a 
la primera autoim agen (Q'+q'*0'5). Las distancias z y R eran, de acuerdo con las Ecs.(4-19) y 
(4-20), z~32X)2cm y R~1479cm. b) Patrón de Fresnel de Indice Q'+q’=0'41 de la red objeto. 
La fuente puntual se  situó a  z*26'26cm, por lo que el patrón estaba  localizado a una distancia 
R=12'12cm. c) Para el mismo valor de z, e s te  patrón se puso en consonancia utilizando la red 
fuenta lineal. La distancia z e s  la misma en  am bos casos para que las dos figuras posean la 
misma escala  y se  puedan com parar directam ente. La desaparición, en el patrón de Lau, del 
ruido coherente e s  evidente, d) Con esta  misma disposición experimental, el patrón de Indice 
Q+q-0'82 e s tab a  tambión en consonancia.

I(X'y)3*[(2L+l)'A í 2]

= [(2L+1) ¿ l 2]

( x + jJ ( d ( K  + A)"

Í=-L

+L

I
}=-L

( x +  jJ ld A
4  JL

(4-25)
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Rg. 4-5. Con la red fuente indicada en la Ftg.4-4, y una red objeto de fase, binaría y de salto de 
fase x/2, de período d=0'253mm se puso en consonancia el patrón de Índice Q'+q'*1/4. Las 
distancias z y R eran z=16V1cm y R=739cm. Obsérvese la gran similitud de este patrón con las 
franjas de Lau de la Fig.4-4a.

d o n d e  se ha ten ido  en cuenta que el patrón  de Fresnel t^(x¡JC)  tiene período \ j í \ d .  

Los (2L+1) patrones que  se p rom edian  para ob tener I (x ,y )  están desp lazados en tre  sí 
can tidades que son m últip lo  d e  AJÍÁ. C uando el núm ero de patrones que se sum a es 
suficientem ente g ran d e  —y, po r tanto, lo es tam bién el núm ero de  líneas em isoras de  
la fuente—  es razonable pensar que el resu ltado  del p rom edio  es prácticam ente igual 
para todos los pun tos de l p lano  d e  observación y se aproxim a al va lo r m edio de  la 
irrad iancia  del patrón  d e  Fresnel que se localiza en dicho plano. Veam os q u e  esto es 
así.

La irradiancia I t ^ x jJ O l2 zs, al igual que t^ x \J O , una función periódica d e  período 
\o á \d  po r lo que  se p u ed e  expresar, a su vez, m ed ian te  un  desarro llo  en  serie de  
Fourier, es decir,

Los coeficientes A m de  este  desarro llo  están, obviam ente, re lacionados con los coefi­
cientes de l desarro llo  d e  t ^ x / J O — véase la E c.(4 -ll)— . T eniendo en cuenta que 
I tq (x lJO Í2=tq(xl~éOt*(xlJO, y  las Ecs.(4-ll) y (4-26) es fácil obtener que

n=-oo

Por o tro  lado, sustituyendo  en la Ec.(4-25) el valor de I tq(x/~40l2 q u e  p roporciona 
la Ec.(4-26), se obtiene
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I<X'V>‘ [(2L+1) ut2

+00

-  I ' 4-
* L
]|T exp(i2jumjA) 
/=-L

Definiendo los coefícientes

♦L
Bm = JlTT  X  exp(i2rmjA) 

Í= -L
(4-28)

finalmente resulta

(4-29)

Esta expresión corresponde al desarrollo en serie de Fourier de la distribución de 
irradiancia del plano de observación, que es una distribución periódica de período 
I J t l  d. Los coefícientes de este desarrollo en serie son esencialmente los del desarrollo 
en serie de la irradiancia del patrón de Fresnel, A m, modificados por un factor, Bm, 
debido al promediado entre las réplicas de este patrón que generan las distintas líneas 
emisoras de la fuente. Ahora bien, es precisamente el valor de estos coefícientes, que 
según la Ec.(4-28) depende de A, el que determina el grado de similitud entre í(x,y) y la 
distribución de irradiancia del patrón de Fresnel

Definiendo, para simplificar la notación, el parámetro

8 -  2im A (4-30)

la Ec.(4-28) se puede reescríbir como

1 +L 2

Bm = 2L+1 ‘XPÍV® *  2 l+ l
r*-L

0  +L
£  exp(ij8) + £  exp(ijS) - 1  

j= -L  H

1
2L+1

2L+1

♦L  +L
£  exp(-ijS) + JT exp(ijS) -1  
7=0 j=o

♦L  +L
J  {cxp(-i5)}> + Y , {exp(i8)}i -1  
j=c j=0

(4-31)
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Recordando que para una serie geométrica de razón r (de términos an=a0r", n=0 , 1, 
2 f ,  ) se verifica que

N  - N + l  7

«=0 r - /

la suma de la serie geométrica de razón exp(-i8) de la Ec.(4-31) se reduce a 

exp(-iS) - 1

exp[-i8(L+l)/2 ]  fexp[-i8(L+l)/2 ]  -  exp[iS(L+l)/2]}

■ exp(-i8L¡l)

exp(-i8/2) {exp(-i8/2) -  exp(i8/2)}

( exp[-i8(L+l)¡2] -  exp[i8(L+l)/2]}

{exp(-i8/2) -  exp(i8/2)}

o equivalentemente a

I  ('XP(-ÍS)P  -  expf-iSLI2) St— ~ ¡ ~
sen(8/2)

Del mismo modo,

i ( expM )} u ^ ( iSLI2)? d * ^  .
j-Q S£fl(ó/2)

Llevando estas expresiones a la Ec.(4-31), se obtiene 

1
Bm~2L+1

r lSen[8(L+l)/2]
[exp(-i8L/2) + exp(i8L/2)]---------— —------ 1

sen(8/2)

-  j  2 cos(SL/2) sen[ S(L+1>l21 _ 2 
2L+1 [ ¡en(SI 2)

y recordando la Ec.(4-30), finalmente resulta
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sen[/cmá(L+l)]
2 cos(xmAL)

sen(jtmA)
(4-32)

Para estimar el valor de los coeficientes Bm hay que estudiar la función

F(z) = JL+Í ‘ 2 cos(kLX)
sen [*(L+VZ] 1

sen(jcx)
(4-33)

cuyo comportamiento lo determina su parte no constante

G(%) = 2 cos(kLz )
sen [n(L+l)z] 

sen(nz)

Esta función oscilante tiene un comportamiento parecido al del patrón de difracción 
de Fraunhofer que genera un conjunto finito de fuentes puntuales idénticas, 
coherentes entre sí, dispuestas regularmente a lo largo de una línea [IV-41]. G(z), y por 
tanto F(x), es una función par y periódica con período 1 en la que el término 
2cos(nLx)sen[7c(L+l)z} oscila rápidamente mientras que la función que lo modula, 
[seníxz)]'1. varía de una forma relativamente lenta. El producto de ambos factores da 
lugar a una serie de máximos principales, separados por un conjunto de máximos y 
mínimos locales —de "altura" apreciablemente menor— que se suceden alternati­
vamente. La diferencia entre el valor que toma G(z) en los máximos principales y en 
los extremos secundarios se acentúa a medida que el parámetro L crece. Los máximos 
principales se obtienen donde sen(icx)=Q, es decir, cuando

En estos puntos —para los que, simultáneamente, se anula el sen[7t(L+l)z]— la regla 
de L'Hópital, proporciona para G(z) el valor 2(L+1) (y, por tanto, F(z)-V . Este valor es 
el máximo absoluto de la función. Por otro lado, entre dos máximos principales 
sucesivos el numerador de G(z) se anula, a su vez, en 2L ocasiones más —entre ellas, 
L veces sen[x(L+l)z]=0 y otras L veces cos(nLx)=0—. Como entre cada dos de estos 
ceros sucesivos se obtiene un máximo ó un mínimo relativo, el número total de 
ellos, localizados entre máximos principales contiguos, es 2L-1. Estos extremos locales 
(L mínimos y L - l  máximos) se disponen alternativamente. El comportamiento 
descrito, relativo a la posición y número de los máximos principales y de los 
máximos y mínimos secundarios, es a su vez válido para la función F(z), tal y como 
queda patente en la Fig.4-6. En ella se representa F(z), a lo largo de dos períodos, para

(4-34)
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tres valores distintos del parámetro L (L=2,5 ,10). Obsérvese como a medida que crece 
L se van haciendo más estrechos los picos correspondientes a los máximos principa­
les. De este modo, para valores suficientemente grandes de L, es decir, para una red 
fuente con un número de lineas emisoras relativamente grande, la función F (x) toma 
valores apredables únicamente cuando x  es un número entero.

Comparando las Ecs.(4-32) y (4-33), se tiene que Bm- F (x m), siendo

Xm -  m A , m = 0, ±1, ±2,... (4-35)

Puesto que, por hipótesis, A es una cantidad comprendida entre 0 y 1, los puntos x m 

diferentes de Xo se localizan, hablando en términos generales, en zonas comprendidas 
entre máximos principales de F(x)> Obsérvese que, en cambio, £o=0 independien­
temente del valor de A: este punto se localiza siempre en el máximo principal central 
y, por tanto, BosF (0)-l. De este modo, los coeficientes Bm= F(xm) serán, en general, 
apreciablemente menores que B0 —tanto más pequeños cuanto mayor sea el número 
de líneas emisoras de la fuente—. Recordando la Ec.(4-29), este hecho implica que los 
coeficientes A m del desarrollo en serie de l(x,y), con excepción de A0 son fuertemente 
atenuados por los coeficientes Bm. Por tanto, en primera aproximación, la distribución 
de irradiancia en el plano de observación se reduce a

1.2

0.8

L=2
L=10

0.0

L=5
-0.4

0 1 2

Fig. 4-6. R epresentación gráfica de la función F(x) de la Ec.(4-33). Las curvas de trazo 
continuo, discreto y a  puntos corresponden, respectivam ente, a  valores del parám etro L 
iguales a  10 ,5  y 2.
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(4-36)

Dado que el orden cero del desarrollo en serie de Fourier de una función es el valor 
medio de ésta y teniendo en cuenta la Ec.(4-26), se concluye que la distribución de 
irradianda constante de la Ec.(4-36) corresponde a la irradianda media del patrón de 
Fresnel que se localiza en el plano de observadón. Así, a efectos prácticos resulta que 
con este dispositivo de doble red, se obtiene una distribudón de irradiancia constante 
en todos los planos salvo en aquéllos que satisfacen la condición de consonancia.

La Ec.(4-29) es válida también para los planos de consonancia. En efecto, 
comparando las Ecs.(4-13) y (4*24) se concluye que, para esta situación particular, A=0 
por lo que Zm=0- Teniendo en cuenta que Bm=F(zm), ahora resulta Bm=l, para todo 
valor de m.

Llevando esté resultado a la Ec.(4-29) se obtiene

expresión que se reduce, sin más que considerar la Ec.(4-26), a la Ec.(4-14), tal y como 
hablamos dicho. De este modo, la Ec.(4-29) permite valorar la distribudón de irradian­
cia que se obtiene con el dispositivo de doble red del efecto Lau en un plano 
cualquiera —real o virtual—. Asimismo, esta expresión pone claramente de 
manifiesto las propiedades de filtra je espacial de frecuencias espádales inherentes a 
este dispositivo. Los coeficientes Bm modifican la distribución de irradiancia del 
patrón de Fresnel que se obtiene en el plano de observación, atenuando de manera 
diferente sus distintas frecuendas espaciales. El grado de atenuación de éstas lo 
determina la fundón F(x), a través de los valores %m de la Ec.(4-35). Las situaciones 
representadas, respectivamente, por las Ecs.(4-36) y (4-37) corresponden a b s  dos casos 
particulares limite: en la primera se filtran completamente todos los órdenes, salvo el 
cero, del espectro de lt^(x,y)l2, obteniéndose una irradiancia constante y en la segunda 
se transmiten todos ellos sin sufrir alteración, resultando una distribudón de irra­
diancia como la del patrón de Fresnel. Una situación intermedia se obtiene, por 
ejem pb, cuando á  es un número fraccionario, es dedr,

(4-37)

N  ' (4-38)

con N  y M enteros primos entre sí y M<N. Ahora, la Ec.(4-35) se reduce a

M
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y por tanto los únicos puntos que caen bajo máximos principales de F(%) son aquéllos 
para tos que m es un múltiplo entero de N (m-nN, n=0¿142,...). Para estos valores, 
Bm=F(zm)=l y para el resto de valores BmdO. En este caso, la Ec.(4-29) se reduce a

ífoy) = - ^ j  X  H &p(i2xnN  . (4-39)
f|S^O N /

De este modo, en el plano de observación se filtran todas las frecuencias espaciales de 
/fffr/«4)/2a excepción del orden cero, el orden N-ésimo, y tos órdenes de índice 
múltiplo de éste. Así, la distribución l(x,y) tiene un período, I J í¡  d /N ,N  veces menor 
que el de Itq(x¡JO I2 y una visibilidad que está determinada por el valor de tos 
coeficientes A nN del desarrollo en serie de ¡t^(x/JÍ)l2 —por tanto es la visiblidad de 
este patrón la que, en última instancia, determina la de l(x,y)—. Si se elige el plano de 
observación adecuadamente, este tipo de filtraje de supresión de frecuencias 
espaciales se puede realizar sobre alguna autoimagen de la red objeto, por lo que el 
resultado será equivalente a haberlo realizado sobre ésta.

La red fuente de la Ec.(4-10) contiene un número impar de líneas emisoras. Es 
evidente que las propiedades del dispositivo de Lau manifestadas, deben ser las 
mismas cuando la red fuente tenga un número de líneas par. Para una red fuente de 
2L líneas cuya distribución normalizada de irradiancia sea

l<¿x,y) = 1
2LÜ

recíf^J , (4-40)

se obtiene, operando de igual modo que en la deducción de la Ec.(4-29), que la 
distribución de irradianda en un plano cualquiera viene dada por

Ux>y) s ^ P  X  A m Bm tfacp [,'2,rm( ^ ± í) ]  ' (4Al)

donde

1 sen ím nA L ]  ,,
Bm * y  cos(itmAL)-----------------  , (4-42)

L sen(itmA)

y el factor A, definido por la Ec.(4-24), verifica la reladón 0<A<1. Las características de 
la distribución de irradiancia de la Ec.(4-41) son análogas a las de la Ec.(4-29) al ser el 
comportamiento de los coefidentes Bm de la Ec.(4-42) esencialmente igual al de los de
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la Ec.(4-32). El desplazamiento de medio período que presenta la función I(x,y) de la 
Ec.(4-41) respecto al patrón de Fresnel I t^xjJO l2 es debido al hecho de haber elegido el 
origen del sistema de ejes coordenados (x,y) centrado en la red fuente de extensión 
finita. Esta elección deliberada simplifica la deducción y el análisis de los valores de 
los coeficientes Bm, que, al ser simétrica la función ls(x,y), resultan reales .

Estudiemos, a continuación, qué efecto tiene sobre los patrones de Lau el giro de 
una de las redes del dispositivo. A fin de simplificar este análisis consideremos, en 
primer lugar, una fuente incoherente formada por una sóla línea emisora, de ancho 
infinitesimal y longitud £2, que ilumina una red objeto situada a una distancia z y 
girada un ángulo Q respecto a la línea fuente. Eligiendo el origen del sistema de 
coordenadas (x,y) centrado en dicha linea, su distribución normalizada de irradiancia, 
l  's{x,y), viene dada por

Por otra parte, utilizando un sistema auxiliar de coordenadas (x ’,y'), con el eje y ' 
paralelo a las líneas de 1a red, la distribución de irradiancia del patrón de Fresnel de 
índice q, que se obtiene a una distancia R de ella, se puede expresar, de manera 
análoga a la Ec.(4-26), como

donde, por un lado, los coeficientes A m verifican la Ec.(4-27) y, por otro, x ' satisface la 
relación

Para esta situación, la distribución de irradiancia que se obtiene a una distancia R de la 
red objeto, viene dada, según la Ec.(4-8), por

(4-43)

(4-44)

x ’ = xcos$ + ysen9 . (4-45)

(4-46)

donde, de acuerdo con la Ec.(4-43), se tiene que
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r<c<f e )  ■

y, según la Ecs.(4-44) y (4-45), resulta

I'-és'uOI "l**©! =j^ Am ê 2’tmXc-9-s?MsenBJ

(4-47)

(4-48)

Llevando estas expresiones a la Ec.(4-46) se obtiene

l'(x ,y)-

1
a (JU ts)2

1
Q(JL*s)2

Q(JL*s)2 rect¿ )] iJ~Am expk2™xcos' ^ ~ )
( . .  xcosíA ysenQe x p ^ x m - ^ j  ex

m̂ e-oo

(4-49)

siendo ahora los térm inos entre corchetes convoluciones unidimensionales. 
Teniendo en cuenta las propiedades de la función delta de Dirac, el primero de estos 
términos se reduce a

* exp^i2 = l~*s I S(x) * exp^2itmXĈ ^  = ¡Jls lexp\ümnXĈ £ -j . (4-50)

Para valorar el segundo término, calculemos previamente

+co j  //2

rec t^ -j * expda^y) = ̂ exp[vh(y~P)]  dfi = ^ !xp[ia2(y-f))] df) .
-oo

Teniendo en cuenta que exp[ia2(y-f))]l(-ia2) es una primitiva de txp[ia2(y-$)], de 
manera inmediata resulta

rK,(«i) * ~ [txp( " C3tp('̂ 2̂ >
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2  ( la ja ,)  . ,* — exp(m2y) sen — = la jexp fm ^)  — j— ------
“ 2 V L j  laí la2

Recordando la definición de senc(x)^sen(ra)/jcc, finalmente se obtiene

recfQ 0 * exp(ia-¿y) = la1 lexp(ia2y) sene ^  ^  = Iüj lexp(ia2y) sene -^-í } (4-51)

Considerando este resultado, la convolución que depende de la variable y en la 
Ec.(4-49), se reduce a

* eXpk 2mnÜ^ ]  = a l^ s le x p ¡ i2 m n ^ j  , « .5 2 ;

por lo que, teniendo también en cuenta la Ec.(4-50), se tiene para la distribución V(x,y) 
el resultado

t*/ v I i r  * (m~£c{2sen0'\ xco$d + ysenQ\l(x»>~ze X 2 a —J —m —j=

1
S  SgytC[m^ ^ S<?ng]  g3Cr( t2 ;CTŴ ) a I ?  X  S« ' í4_53)

donde los coeficientes 5m están definidos por la relación

„  (m JtsGsene} f J ,Sm = senc\ -------1 . (4-54)

La Ec.(4-53) permite analizar sencillamente el efecto que, sobre la distribución de 
irradiancia del plano de observación, tiene el giro de la línea fuente. Por un lado, 
obsérvese que ésta distribución es una función periódica en la dirección x ' y por tanto, 
las líneas que la constituyen tienen siempre la misma orientación que las de la red 
objeto. C uando ésta y la fuente lineal se orientan perfectamente paralelas 
($=0->sen0=0 y  x ’*x) se tiene que, según la Ec.(4-54), Sm=l, por lo que la Ec.(4-53) 
coincide, naturalmente, con la distribución de irradiancia del patrón de Fresnel que 
generaría en el plano de observación una fuente puntual situada en el centro de la 
línea emisora —véanse las Ecs.(4-44) y (2-21)—. Por otro lado, nótese la gran similitud 
que existe entre las Ecs.(4-53) y (4-29). En ellas los coeficientes Sm y Bm desempeñan un
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papel análogo: determinan cómo se atenúan las diferentes frecuencias espaciales de la 
distribución de irradiancia del patrón de Fresnel de índice q, para formar la distribu­
ción de irradiancia del plano de observación. En el caso que nos ocupa, es la función 
seno-cociente la que determina el amortiguamiento de los coeficientes A m, al ser, 
según la Ec.(4-54),

Como es bien conocido la función senc(yh cuya representación gráfica se da en la 
Fig.4-7, es una función oscilante que toma su valor máximo absoluto en y=0, donde 
senc(0)=l; que se anula siempre que y  es un número entero no nulo y que posee una 
serie de máximos y mínimos relativos alternados, uno entre cada dos ceros sucesivos, 
cuya "altura" disminuye fuertemente al aumentar y. Por esta razón, para un valor 
0*0, los coeficientes Sm de la Ec.(4-55) se hacen, hablando en términos generales, 
progresivamente más pequeños (en módulo) a medida que crece el índice m, por irse 
alejando del origen los puntos ym de la Ec.(4-56). En cambio, el coeficiente Sq=1 siem­
pre, por ser y0=0 independientemente del valor de 0. La diferencia entre S0 y el resto 
de los coeficientes Sm se hace más marcada a medida que el ángulo Oes más grande.

Cuando la línea fuente y la red objeto están perfectamente paralelas (0=0), la 
distribución de irradiancia de la Ec.(4-53) coincide, tal y como se ha demostrado 
previamente, con la del patrón de Fresnel asociado al plano de observación y por 
tanto, la visibilidad de l'(x,y) es la visibilidad de este patrón. Si partiendo de esta 
situación se aumenta progresivamente el ángulo 0 la visibilidad de l'(x,y) se hace 
paulatinamente menor, ya que decrecen los valores de los coeficientes Sm mientras 
que se mantiene constante S0. En particular, cuando

Sm = se n d y j (4-55)

con

mJitClsenQ
(4-56)

JC i
(4-57)senO =

todos los puntos ym toman, según la Ec.(4-56), valores enteros, por lo que Sm=0 para 
m*0. En este caso, la Ec.(4-53) se reduce a
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y se ob tiene , com o en  la situación  d e  la Ec.(4-36), una d istribución  d e  irrad iancia 
constan te . Por tan to , el giro, bien d e  la línea fuente o bien de la red , d e  un  ángulo  
9 = a rc se n (M lJ ^ ÍÍ)  hace que  el contraste de  la distribución de franjas d e  la Ec.(4-53) 
pase d e  ser el del patrón  d e  Fresnel a ser nulo.

La Ec.(4-57) perm ite , com o vam os a ver, estim ar la tolerancia que presen tan  los 
p a tro n e s  d e  Lau a la falta d e  para le lism o  en tre  las líneas de  las dos redes del 
d ispositivo . Para ello, previam ente vam os a extender los resultados previos al caso de 
u n a  fuen te  form ada por 2L+I líneas em isoras regu larm ente espaciadas, que ilum ina 
una  red  lineal g irada u n  ángulo  0. La d istribución  norm alizada de irradiancia de  la 
red  fuen te  viene dada  por la Ec.(4-10) y a una distancia R  de la red objeto se obtiene 
u n a  d is tr ib u c ió n  d e  ir ra d ia n c ia  I (x ,y )  d ad a  p o r la Ec.(4-8), d o n d e , ah o ra , 
ltjx /* 4 t, y  1*4€)l2 satisface la Ec.(4-48) y, de acuerdo con la Ec.(4-10), ls(-x ¡J ÍSl^y¡JLs) es

(2L+1)  a

1.2

0.8

0.0

-0.4
-4 -2 0 2 4

7

Rg. 4-7. R epresentación gráfica de ia función sendy). Esta función determina los valores de 
los coeficientes de amortiguamiento Sm.



o, teniendo en cuenta la Ec.(4-47), equivalentemente

Considerando este resultado, la Ec.(4-8) se reduce a

y, utilizando la propiedad asociativa de la operación de convolurión, se tiene

El resultado de la convolurión entre corchetes es, según la Ec.(4-46), l'(x,y), por lo que 
resulta

Sustituyendo ahora V(x,y) por el valor que proporciona la Ec.(4-53), teniendo en 
cuenta la Ec.(4-45) se obtiene

+L
£  8(x+ j«*sd',y) * V(x,y) .

Í=-L

xcosQ + ysend
(2L+ l)j(2

xcosQ + ysend
(2L+ l)jf2

(2U U J12
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1

j p X  A» B„ expíüxm
m=-oo

x cosO + y senO 
M ) ■

(4-60)

donde

* 2 L+I ~  - 1;=-l v

^  . Jtcd'cosQ
X  x2im) ~ j a (4-61)

Estos coeficientes son esencialmente iguales a los coeficientes Bm de la Ec.(4-28) 
—como se ve sin más que asociar el parámetro A de esta ecuación a J tsd ’cosQ/Jld—, 
por lo que, de acuerdo con la Ec.(4-32), se pueden expresar como

Bm = 2L+l
(  d'cosO.}

2co i[ )rw M  LJ

sen ion Jtsd'cosd,,- t s ~ (L+V
(  JCtd'cosQ}

-  1 (4-62)

De nuevo, la distribución de irradiancia del plano de observación se obtiene 
atenuando las distintas componentes frecuenciales —en este caso por la acción 
combinada de los coeficientes Sm y Bm — de la distribución de irradiancia del patrón 
de Fresnel asociado a dicho plano. Obsérvese que los coeficientes Sm son debidos a la 
rotación relativa existente entre la red fuente y la red objeto, mientras que los Bm 
tienen su origen en la falta de consonancia entre el período JCsd' de la proyección de 
la fuente y el valor M /co sd  de la proyección del período, M ,  del patrón de Fresnel 
en la dirección perpendicular a las líneas de la red fuente (dirección del eje x).

Cuando el ángulo 9 es cero se tiene, como sabemos, Sm-1  y, como se observa 
recordando las Ecs.(4-24) y (4-28), Bm=Bm, por lo que la Ec.(4-60) se reduce a la Ec.(4-29). 
Si adem ás se satisface la condición de consonancia, Ec.(4-13), en el plano de 
observación se obtiene un patrón de Lau. Para esta situación, la visibilidad de las 
franjas del patrón decae progresivamente a medida que crece el ángulo de rotación 
entre las dos redes del dispositivo. En particular, la visibilidad se hace nula cuando, 
de acuerdo con las Ecs.(4-57) y (4-13), se verifica que

senQ d'
KÍ2

(4-63)

Para valores de 6 cercanos al anterior la visibilidad de las franjas del patrón de Lau es 
muy baja también al ser el producto SmBm (para m^O) una cantidad pequeña frente a 
SqBq. Esto es así, debido fundamentalmente a los bajos valores que toman los
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coeficientes Sm. De este modo, el ángulo 0 que proporciona la Ec.(4-63), se puede 
tomar como el valor límite a partir del cual se obtiene, en el plano de observación, 
una distribución de irradiancia casi uniforme. Obsérvese que esta cota superior, 
decrece a medida que el índice K aumenta, es decir, la sensibilidad de b s  patrones de 
Lau a la falta de paralelismo entre las redes del dispositivo, se incrementa en los 
sucesivos planos de consonancia.

Para una situación experimental típica, como puede ser la correspondiente a los 
resultados de las Figs.4-4 y 4-5, en la que las líneas de la fuente tienen longitud f i -  
15mm y el período de ésta es d ’d0'8mm, la Ec.(4-63) proporciona, para el primer plano 
de consonancia (K=l), el valor 9=3°. Para b s  siguientes planos de consonancia resulta, 
por ejemplo, 0=1 '5 o para K=2 y 0=1 ° para K*3. Estos valores numéricos concuerdan 
satisfactoriamente con b s  obtenidos por otros autores [IV-28 y IV-36]. Por lo tanto es 
suficiente un giro de unos pocos grados entre las dos redes del dispositivo para que la 
visibilidad de b s  patrones de Lau se haga prácticamente nula. Esta elevada sensibi­
lidad de b s  patrones de Lau se ha aprovechado convenientemente en el desarrollo de 
algunos de los dispositivos basados en este fenómeno, tal y como se verá en el 
Capítulo V.

Para finalizar esta sección vamos a estudiar la influencia que, sobre el perfil de b s  
patrones de Lau, tiene la anchura finita de las rendijas emisoras de una red fuente 
real. Consideremos una red fuente binaria de período d' y modulación s ' (0<s’<l), de 
extensión finita. El ancho de las líneas emisoras es s'd ', su longitud ü  y el número 
total de ellas es 2L+1. La distribución normalizada de irradiancia, l's(x,y), de esta fuente 
se puede expresar como

o, equivalentemente, teniendo en cuenta las propiedades de la delta de Dirac y de la 
operación de convolución

(2L+l)Qs'd'
(4-64)

(2L+l)Qs'd
1

:  . 1  [* *  - i d,) * recf( ^ p ) ]  rectf y  * =

Q L+ Vüs
1

Considerando la Ec.(4-10) se tiene
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t'stx#) = ] b [ rec t( jr¡F ) *  ¡s(x,y)  • (4-65)

La distribución de irradianda, I'(x,y), que se obtiene en un plano de observación 
genérico cuando se utiliza esta red como fuente del dispositivo de Lau, satisface la 
Ec.(4-8). En ella, la distribución de irradiancia del patrón de Fresnel de la red objeto, 
viene dada por la Ec.(4-26) y, teniendo en cuenta que para la operación de 
convoludón se verifica que [IV-42]

- < 4 - 6 6 >

siendo g(x)=f(x)*h(x), para la proyecdón de la fuente, de acuerdo con la Ec.(4-65), se 
tiene

(• \  )1* 7 E 7¡ [rect (- T ib í)  {- ̂ )]  * ^ - dfe) •

De este modo, teniendo en cuenta esta relación y la Ec.(4-8), resulta 

y considerando, de nuevo, la Ec. (4-8) se obtiene

r(x» >m7 i h n [ r' ct{ - ~ ^ ) Í ' ' k ) ] * I(x* > -

donde I(xry) es la distribudón de irradiancia que generaría en el plano de observadón 
la red fuente de lineas de ancho infinitesimal de la Ec.(4-10). Introduciendo en la 
Ec.(4-67), la expresión que para ¡(x,y) proporciona la Ec.(4-29) —correspondiente al 
caso, más general, de falta de consonanda entre ios períodos de las dos redes del 
dispositivo— resulta

V(x'y ) m M" T h d 1 **>] * 2 a p{i2,m^ ¡ y

m B m  *exi i2mn̂ ) ] ' <4'm
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donde se han utilizado las propiedades de la convolución de funciones bidimen- 
sionales separables, las de la función delta de Dirac y el hecho de que rect(x) es una 
fundón par. Según la Ec.(4-51), el resultado de la convoludón de la Ec.(4 -6 8 ) es

' “ f a r a d  * “ K '2 « " á r )  -  m i  /•  *  • « o  ( a  * " 3 )  • « ( «  £ é r L)  -

por lo que dicha ecuación se reduce a

V{X'y) X  A ^ Bm senc(m )  e x p { i2 im - ^  =

1 *°° f x \= ~ p  Z  AmBm senc[m(K+A)s'] e x p ( i2 ím -^ \  ,
m--oo V J

donde se ha tenido en cuenta la Ec. (4-24). Si se definen los coefidentes

Dm = senc[m(K+A)s'] , (4-69)

finalmente, resulta

I  AmBmDm e x p ^ x m - ^  . (4-70)

Comparando esta reladón con la Ec.(4-29), correspondiente a la red fuente ideal, se 
observa que el ancho finito de las lineas emisoras de una red fuente real se traduce en 
la presencia de un nuevo factor de amortiguamiento ,Dm, de las diferentes compo­
nentes de Fourier de la distribución de irradiancia del patrón de Fresnel que se 
localiza en el plano de observación. Al igual que ocurre en el caso de una rotadón 
entre las dos redes del dispositivo de Lau, es la función seno-codente la que 
determina el valor de b s  coefidentes Dm. Obsérvese que, de nuevo, el orden cero no 
se atenúa (al ser Dq=l) y  que son las frecuencias espádales más altas las que, grosso 
modo, sufren un mayor amortiguamiento. Este comportamiento se hace más 
acentuado cuanto mayor es el valor de K+A. Nótese asimismo que en el límite s'->0, 
en el que la Ec.(4-64) se convierte en la Ec.(4-10), se tiene Dm-1 por b  que la Ec.(4-69) se 
reduce, como era de esperar, a la Ec.(4-29).

Por otro lado, la distribución de irradiancia de la Ec.(4-70) se hace constante 
cuando la modulación s ' de la red fuente es
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al ser, en este caso, Dm=0 cuando m*0. Para los patrones de Lau (A=0), esta relación se 
reduce a s '* l/K . Esta condición limita —salvo para el primer patrón de Lau, 
correspondiente a ÍC=2— el valor máximo de la modulación s ' de la red fuente que 
permite obtener patrones de Lau de alto contraste. Por este motivo, en una 
experiencia típica, la red fuente del dispositivo tiene una modulación muy baja 
(s'sO'06 en el caso de los resultados experimentales de las Figs.4-4 y 4-5). De este modo, 
al menos para los primeros planos de consonancia, la influencia de los coeficientes 
Dm sobre la distribución de irradiancia de los patrones de Lau es relativamente 
pequeña y se traduce en una ligera pérdida de definición en los detalles, respecto al 
patrón de Fresnel para el que se establece la consonancia. Por tanto como conse­
cuencia de la mayor atenuación que sufren las frecuencias espaciales altas, se suaviza 
el perfil del patrón en consonancia. En cambio, en los patrones de Lau con un índice 
K de valor próximo a 2/s' la influencia de los coeficientes Dm es decisiva y hace que la 
distribución de irradiancia resultante sea, a efectos prácticos, uniforme.

A continuación, vamos a analizar el perfil teórico de las franjas de Lau. Como 
sabemos éstas se obtienen utilizando una red objeto de amplitud binaria y estable­
ciendo la condición de consonancia para alguna de sus autoimágenes. La distribución 
de amplitud de esta red se puede expresar, al igual que se hizo en las Ecs.(2-86), como

siendo s y d, respectivamente, la modulación y el período de la red y rect(xlsd) su 
celda unidad.

Para valorar la distribución de irradiancia, I'(x,y), de las franjas de Lau vamos a 
utilizar la Ec.(4-67). En ella, I(x,y) se puede expresar, según la Ec.(4-14), como

donde se ha tenido en cuenta que el patrón de Fresnel para el que se establece la 
condición de consonancia es una autoimagen de la red y que, por ser ésta binaria y de 
máximo contraste, lt(x )l2=t(x). Considerando las Ecs.(4-71) y (4-66), la Ec.(4-72) se 
reduce a

(4-71)

(4-72)
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1
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Llevando esta expresión a la Ec.(4-67), resulta

“  T F j P j Q [ ' “ * ( '7 k ¿ ) { - 4 ) ]*  rect( l 5 a ) * % * * - m M )

rect{ r h r ) * rec{ - á ü ) * I f * - m"tí)  [ < £ H =s 'd 'J P M

1
Z¡P

Esta ecuación describe una distribución de irradiancia periódica, con período 
1*4Id, en la que el término entre corchetes corresponde a su celda unidad. Ésta se 
obtiene, obviando el factor constante normalizador (1*4$ Is'd 'j-1, convolucionando 
dos rectángulos: uno de ellos, el de anchura /«d^/s 'i', es la proyección geométrica de 
la celda unidad de la red fuente a través del punto axial de la red objeto, y el otro, cuyo 
ancho es l*4lsd, es la celda unidad de la autoimagen. Teniendo en cuenta la condi* 
dón de consonancia, Ec.(4*13), se obtiene que l*4s I s  ’d '= 1*4 Id ¡K Is ', por lo que el perfil 
de las franjas de Lau lo determina, en definitiva, la convoludón de un rectángulo de 
ancho l*4lldlKls’ con otro de ancho l*4lsd. El resultado, inmediato, de esta opera- 
dón es un trapedo cuya base mayor tiene anchura l*4lsd+l*4s ls'd'=l*4ld(s+lKls') y 
cuya base menor tiene un ancho igual a Il«4tlsd -l~4s ls ’d ’l= l* 4 ld l(s -ÍK ls ,) l .  En la 
Fig.4-8 se representa esta fundón, para el caso en que I k I s '<s . Como se ha razonado 
previamente, ésta es la situadón experimental más frecuente al ser, usualmente, la 
m oduladón de la red fuente mucho menor que la de la red objeto y K un entero 
pequeño. En este razonamiento hemos supuesto implícitamente que no hay solapa- 
miento entre dos o más de los trapecios centrados en deltas de la Ec.(4*73) que sean 
contiguas. En caso contrario, el perfil de las franjas de Lau se toma más complicado y 
se obtiene sumando la contribución de todos los trapecios, centrados en deltas 
adyacentes, que se superponen a lo largo de un periodo cualquiera del patrón de 
franjas.

Para obtener franjas de Lau de contraste máximo es necesario que la irradiancia 
r(x,y) de la Ec.(4-73) se anule en algún intervalo. Para ello es suficiente con que la base 
de la celda unidad trapezoidal sea menor que el período, 1*4Id, de la distribución de 
franjas. De este modo no hay solapamiento entre las celdas unidades centradas en dos 
deltas contiguas de la Ec.(4-73) y se garantiza la existencia de intervalos de irradianda
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nula. Si se define la modulación, Sy de una red trapezoidal de este tipo como la razón 
entre la base de su celda unidad y el período, resulta

l ^ s l d f s *  iK ls ')
SL- -------- r —7- ---------= s +/X/s , (4-74)

¡•Mf i

por lo que la condición para obtener franjas de Lau de contraste unidad equivale a que 
sL< l. Obsérvese que sL crece a medida que aumenta Ik I. Para franjas de Lau reales, 
este hecho implica que cuanto más cerca de la red objeto esté el plano de consonancia 
—menor sea K— más parecida será la modulación de las franjas a la de la red.

La Ec.(4-73) proporciona una visión de las franjas de Lau complementaria de la 
que proporciona la Ec.(4-70). Obviamente, ambas ecuaciones (particularizando, claro 
está, la Ec.(4>70) al caso de las franjas de Lau) describen la misma distribución de 
irradiancia. La manera más sencilla de comprobar esta afirmación es, tal vez, verificar 
la igualdad de los espectros de Fourier de ambas expresiones.

Por un lado, operando de igual modo, que en la obtención del espectro de Fourier, 
Ec.(2-83), de una red 2-D rectangular no separable, Ec.(2-80), a partir de la Ec.(4-73) 
resulta

¿  s 5(“ - Jh) •
(4-75)

Por otro lado, suponiendo la situación de consonancia perfecta (A=0->Bm=l), a partir

rect(Tdir) rect(nbr)

UJC,k'i7' rec t(p j¿ j-) . rect ( ¿ f e )

1

X

Fig. 4-8. El resultado de la convolución de dos rectángulos determina la celda unidad 
trapezoidal de las franjas de Lau.
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de la £0.(4-713), de manera inmediata, se obtiene

ms-oo
*fOO
2  s se n c (m s)  s e n c (m K s ') <5̂ u ' (4-76)

donde se ha tenido en cuenta la Ec.(4-69) y el hecho de que para una red binaria, de 
amplitud, de modulación s —para la que t(x)=lt(x)l2— los coeficientes A m son

. sen(Tms) , .A m = = s sen c (m s)
K m

Por último, la condición de consonancia, Ec.(4-13), garantiza la igualdad de las 
Ecs.(4-75) y (4-76) y, por tanto, la de las Ecs.(4-73) y (4-70).

Al igual que ocurre para las franjas de Lau, también para la distribución de 
irradiancia de un patrón de Lau cualquiera existe una expresión, alternativa a la de la 
Ec.(4-70), análoga a la de la Ec.(4-73). Expresando la distribución de irradiancia del 
patrón de Fresnel que se pone en consonancia como

Itq(x) I 2 -  iq(x) * £  8(x -  md) ,
m=-oo

siendo if(x) la celda unidad del patrón (en irradiancia), y realizando las mismas 
operaciones algebraicas que en la deducción de la Ec.(4-73), es inmediato obtener para 
la distribución de irradiancia del patrón de Lau correspondiente la relación

De este modo, la celda unidad de los patrones de Lau queda determinada por la 
convoludón de las celdas unidades (convenientemente escaladas) de las distribu­
ciones de irradiancia de la red fuente y del patrón de Fresnel que se pone en 
consonancia. La Ec.(4-77) se aplica, por ejemplo, al patrón de Lau de la Fig.4-5, 
obtenido con la red de fase binaria de salto de fase k /2 ; aunque, en este caso, al ser el 
patrón de índice < p l/4  de esta red semejante a una red de Ronchi se tiene 
iq(x)=rect[x¡(d/2)] por lo que la Ec.(4-77) se reduce a la Ec.(4-73).
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IV.4 Consonancia de patrones 
bidimensionales

A continuación vamos a ver cómo se pueden obtener patrones de Lau bidimen­
sionales, como resultado de la superposición incoherente en consonancia de patrones 
de Fresnel de redes 2-D.

Para fijar ideas, vamos a considerar primero una red objeto 2-D rectangular 
separable. La transmitancia en amplitud, t(x,y)=tj(x)t2(y), de esta red viene dada por la 
Ec.(2-72), siendo dí y d2 los periodos de esta función en las direcciones x e y 
respectivamente. Tal y como se vió en el Capítulo n, cada patrón de Fresnel, tjx ,y ) , de 
esta red es, a su vez, separable en coordenadas cartesianas y está formado por el 
producto de los patrones de índice a  de las redes 1-D —véase la Ec.(2-25)—. Si se 
caracterizan estos patrones monodimensionales por los índices, Qi+p y Q^+r, 
definidos por las Ecs.(2-73), se tiene que

tjx ,y )  oc tJp(x) t2r(y) , (4-78)

verificándose, además, según la Ec.(2-74), la relación

Qi+P = Y2(Q2+r) , 

donde

De acuerdo con estos hechos, para obtener patrones de Lau bidimensionales con 
esta red objeto, es necesario que se produzca simultáneamente la superposición en 
consonancia de los patrones 1-D que constituyen el patrón de Fresnel 2-D. A la vista 
de los resultados de la sección anterior, es lógico pensar que para ello se debe utilizar 
una red fuente constituida por la superposición de dos redes fuente monodimensio­
nales como la que describe la Ec.(4-10), una de ellas dispuesta en la dirección x, y la 
otra en la dirección y. De este modo, cada fuente lineal pone en consonancia la 
componente 1-D del patrón de Fresnel de la red objeto, orientada en su misma 
dirección —para ello, claro está, se debe verificar la adecuada condición de conso­
nancia—.

La distribución normalizada de irradiancia de esta red fuente 2-D, viene dada por
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. i N2 +L +L
«*»M 57It) I  I  Sx-ji¡,y-hd¡) , (4-80)

y corresponde al producto de la de dos redes lineales como la de la Ec.(4-10) orientadas 
perpendicularmente, siendo la anchura de las lineas f l 1=(2L+l)d¡ para una de ellas y 
ÍÍ2-(2L+l)d¡ para la otra. Esta fuente 2 -D está compuesta por un conjunto de (2L+1)2 
puntos emisores elementales dispuestos en las intersecciones de las líneas de una y 
otra red 1-D (sin pérdida de generalidad hemos supuesto el mismo número de lineas, 
2 L+2, en cada red).

La distribución de irradiancia que se obtiene con esta combinación de redes 2-D en 
un plano caracterizado por un índice a, viene dada por la Ec.(4-8), que teniendo en 
cuenta la Ec.(4-80) se convierte, de manera inmediata, en

(4-81)

Cada punto emisor de la fuente, asociado a un valor particular de j  y h, genera una 
réplica del patrón de Fresnel, con aumento lj£ ¡ , desplazada lateralmente una 
cantidad -jJC¿d[ en la dirección x y -hJtsdí en la dirección y. Estos patrones se super­
ponen en consonancia si se verifica, simultáneamente para ambas direcciones, que el 
desplazamiento relativo entre los patrones generados por dos puntos fuente 
contiguos es un número entero de veces el periodo de los patrones en la dirección
considerada. Análogamente al caso unidimensional, véase la Ec.(4-13), esta condición
se expresa matemáticamente mediante las relaciones

Jtsd{ = YLlM l , (4-82a)

y = K2M 2 , (4-82b)

donde los números enteros Kt y K2 tienen el mismo significado que K en la Ec.(4-13). 
Cuando se satisfacen simultáneamente estas ecuaciones, la Ec.(4-81) se reduce a

(4-83)

y en el plano de observación se obtiene un patrón de Lau 2-D.
Por un lado, combinando las Ecs.(4-82) y la Ec.(4-79) se deduce que
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r ' m ± mt y  ‘ <**>

Por otro lado, aplicando a este caso la Ec.(4-15), que expresa la condición de conso­
nancia en función de la separación, z, entre las redes y el índice del patrón que se 
pone en consonancia, se obtiene

y 2=2(<̂ r> d*di - (4'85b>

o, equivalentemente

' <4-86a>

y  * > ' 1 ■  (4-86b>

Así pues, al igual que para las redes 1-D, dado un valor de áx y elegidos los valores de 
z, (nt+qt) y Kt queda determinado el período i{  d é la  red fuente. Al ser ahora la 
transparencia objeto una red 2-D, dado el valor de i 2 —o equivalentemente el de 7—, 
la Ec.(4-84) determina el valor de y ' —y por tanto el de d2— de la red fuente necesaria 
para establecer la consonancia en esta segunda dirección con K2 períodos desplazados. 
En el caso más usual ( K ^ K ^ l ) ,  los períodos de la red fuente y los de la red objeto 
guardan la misma proporción.

En estas condiciones, para determinar la localización de los patrones de Lau 2-D 
basta con aplicar la Ec.(2-56) —o la Ec.(2-58)— a una cualquiera de las dos direcciones.

Si se dispone de una red objeto y de una red fuente, ambas bidimensionales, sólo 
se podrá establecer la consonancia para los distintos patrones de Fresnel si la razón 
entre 7 ' y 7  es un número racional. Suponiendo válida esta condición, desde un 
punto de vista práctico, si se quiere obtener la superposición en consonancia, con Kt 
períodos desplazados, para el patrón cuyo índice para la dirección x es Qi+p, la 
separación entre ambas redes debe verificar la Ec.(4-85a). Con este valor de z, a partir 
de las Ecs.(4-85b) y (2-74) se concluye que el patrón de Fresnel 2-D estará automá­
ticamente en consonancia sólamente si es un múltiplo entero del denominador 
del quebrado y ’¡y expresado en forma irreducible.

Asimismo, dado un valor para la distancia z, los índices Q /+p' y Q¿+r' de los 
patrones 1-D, uno en la dirección x  y otro en la dirección y, para los que se obtiene la
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consonancia con Kt=l y K2=l períodos desplazados, quedan determinados por las 
Ecs.(4-85). Es decir,

y  ' (4-*7b>

y la relación entre ellos es

Q!+p‘ =%‘4 2¡(Q¡+r‘> = ry'<Qi+r') . (4-88)

Simultáneamente, tal y como señala la Ec.(4-18), se consigue la consonancia para la 
dirección x  en todos los planos caracterizados por los índices

Qi+P = (Qí+p’)Kí , K; = ±l,±2,d3   (4-89)

y  la consonancia para la dirección y en los asociados a los índices

Q2+r = (Qi+r ')K{ , K¡ = ±1, ±2, id,..., (4-90)

Entre los planos definidos por las Ecs.(4-89) y  (4-90) se encuentra un plano de con­
sonancia 2-D cada vez que para alguna combinación particular de K /y  los índices 
correspondientes satisfacen la Ec.(2-74). Teniendo en cuenta las Ecs.(4-89) y (4-90), esta 
relación se reduce a

Q!+p ‘ = r2j¿(Qi+r') .

Comparando esta ecuación y la Ec.(4-88), se deduce que

S J L  . (4-9V
X j  y

En consecuencia, únicamente se producirá la superposición 2-D incoherente en 
consonancia en aquellos planos caracterizados por un valor de K¡ que sea múltiplo 
del denominador del quebrado y 7y  expresado de forma irreducible. En el caso más
frecuente, y 'ly= l, la Ec.(4-91) asegura que K¡=K¡ y, por tanto, todos los planos de
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consonancia 1-D correspondiente a cualquiera de las dos direcciones son, a su vez, 
planos de consonancia 2-D.

En el caso de la3 redes 2-D cuadradas (y=l) al ser para todos sus patrones de 
Fresnel Qj+p=Q2+r=Q+q, la obtención de patrones de Lau se reduce, suponiendo 
también y ' - l ,  a un caso unidimensional y es, por tanto, directamente aplicable todo 
lo dicho a este respecto en la sección anterior. Así, por ejemplo, estableciendo la 
superposición en consonancia para la primera autoimagen de una red 2-D cuadrada 
(Q'+q'-O’5), todas las autoimágenes 2-D reales y virtuales se convierten en franjas de 
Lau. Asimismo, utilizando como red objeto una red 2-D cuadrada de fase, compuesta 
por dos redes 1-D como la de la Ec.(2-69) cruzadas en ángulo recto, y poniendo en 
consonancia su patrón de índice Q'+<y'=l/4, se obtienen patrones de Lau 2-D binarios 
y de contraste máximo en todos los planos caracterizados por un índice q=l/4 ó 3/4 (Q 
cualquiera). Los resultados experimentales correspondientes a las dos últimas 
situaciones se muestran en la Fig.4-9.

Una vez analizada con detalle la obtención de patrones de Lau con redes 2-D 
rectangulares separables, vamos a estudiar la extensión de estos resultados a otras 
situaciones. Para abreviar la discusión, en particular, vamos a considerar primero el 
caso de las redes 2-D separables no ortogonales (tanto de amplitud como de fase) y 
después el de las correspondientes redes 2-D no separables. Con las redes de amplitud 
nos limitaremos a estudiar la obtención de franjas de Lau (consonancia de 
autoimágenes) y con las redes de fase nos restringiremos a los patrones de Lau 
correspondientes a patrones de Fresnel binarios de alto contraste. Ambas situaciones 
particulares son las que mayor interés práctico tienen y son las que se han utilizado 
en alguna de las aplicaciones propuestas en el Capítulo V. Asimismo, su estudio 
permite entender, de manera casi inmediata, otras situaciones más generales.

A la luz de los resultados previos (tanto uni como bidimensionales) debe estar 
claro que para obtener patrones de Lau con redes 2-D cualesquiera basta con super­
poner, en un mismo plano, diferentes réplicas mutuamente incoherentes del mismo 
patrón de Fresnel, desplazadas entre sí regularmente en las dos direcciones en que es 
periódico éste. Para ello se debe utilizar una fuente plana incoherente en la que los 
puntos emisores se dispongan formando una red 2-D, periódica en las mismas direc­
ciones en las que el patrón de Fresnel —y  por tanto, la red objeto— lo es, y se debe 
establecer la adecuada condición de consonancia. En lo que sigue vamos a tomar, sin 
pérdida de generalidad, esta condición como equivalente a exigir que el desplaza­
miento relativo entre los patrones que se superponen sea igual a un período. En las 
situaciones ya tratadas, esto implica tomar los enteros K, Kt y K2 iguales a uno.

Consideremos, por tanto, una red objeto compuesta por dos redes lineales del 
mismo período, i ,  giradas entre sí un ángulo 0. Para esta estructura bidimensional, 
t(x,y) viene dada por la Ec.(2-90). De acuerdo con la Ec.(2-95), una de estas redes genera 
autoimágenes si y sólo si se verifica que
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a ) b)
Fig. 4-9. Distribuciones de irradianda obtenidas utilizando el dispositivo de Lau con dos redes 
2-D cuadradas. La red fuente era  la superposidón , en  ángulo recto, de dos redes fuente 
lineales como la em pleada en la Fig.4-4. a) Franjas de Lau 2-D correspondientes a  una red 
objeto que era, también, la versión bidimensionaJ de la de la Fig.4-4. Los valores de Q '+ ^ \ z y R 
coinciden con los de la Fig.4-4a. b) Con la red objeto que resulta de la superposidón en  ángulo 
recto de dos redes de fase como la de la Fig.4-5 se  ha obtenido este  patrón de Lau de máximo 
contraste. El Indice Q'+q'y las d istandas z y R son los mismos que en la Ftg.4-5.

„  N
cos6- m  -

siendo N=0,±l,±2,..., lNl<2M  y N/M irreducible. Tal y como se discutió en la sección 
II.4, las posiciones de las autoimágenes de esta red coinciden con las de una red lineal 
de período >J^4d, por lo que, para iluminación esférica, la ley que determina la 
localización de sus patrones de Fresnel es

De acuerdo con el razonamiento previo, para obtener franjas de Lau con esta red 
objeto basta con utilizar una fuente incoherente en la que los puntos emisores se 
dispongan en los puntos de corte de las rectas x~já’ y x'=hd' (siendo j  y h números 
enteros). Suponiendo que el número de puntos fuente en ambas direcciones x y x' es 
2L+1, la distribución normalizada de irradiancia de esta fuente es

(4-92)

I c t t Ñ l  +L +L
Isfx'y)  = l E Í T F  X  2  X x - j d ' , x ’ - h d ' )  =(2L+I)

;=-L * = -l

(4-93)
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Esta red fuente coincide esencialmente con la que se obtiene al superponer dos redes 
fuente lineales como la de la Ec.(4-10), con sus lineas orientadas respectivamente en 
las direcciones y e  y '. Por este motivo, la manera más sencilla de obtener esta red, 
experimentalmente, es superponiendo dos redes fuente, como la del dispositivo de 
Lau unidimensional, giradas entre sí un ángulo 6.

Con estas redes 2-D dispuestas paralelamente, en un plano de autoimagen 
cualquiera se obtiene una distribución de irradiancia que, a partir de la Ec.(4-8), resulta 
ser

r___l
L (2L+l)«d.

+L +L

X  X
;=-L h = - L

( x + W )

donde, se ha supuesto, además que se verifíca la condición 

J C s d '^ M  .

Esta relación garantiza la superposición de patrones en consonancia simultánea­
mente tanto en la dirección x  como en la x'. Sustituyendo en ella los valores de J (s Y 
J t —dados por las Ecs.(4-7) y (4-12), respectivamente— y utilizando la Ec.(4-92), se
obtiene que el período d* de la red fuente 2-D necesario para poner en consonancia la
autoimagen de índice Q ' es

d ' ~2Q' Md  • <4m94)

Desde un  punto de vista práctico resulta más útil la relación

z  = 2 Q ' ^ ^ -  , (4-95)

que proporciona la distancia z que debe mediar entre las dos redes oblicuas (de 
períodos d y d * dados).

De nuevo, al poner en consonancia la autoimagen de índice Q ', se obtiene 
asimismo la consonancia para otros planos de autoimagen. En particular, se obtienen 
franjas de Lau en todos los planos caracterizados por un índice Q=KQ', siendo K el 
número entero cuyo módulo indica el desplazamiento relativo, en número de 
períodos, que hay entre los patrones generados por puntos fuente contiguos (bien en 
la dirección x  o bien en la x l .  La localización de estos planos, la determina la Ec.(4-92) 
sin más que dar al índice Q+q, el valor Q correspondiente.
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Cuando N es un número par y M impar, según la Ec.(2-100) la red 2-D resultante 
genera también autoimágenes negativas (q=0 ’5). En este caso, si se establece la condi­
ción de consonancia para la primera autoimagen negativa de la red, se obtienen 
franjas de Lau en todos los planos de autoimágenes —tanto positivas como 
negativas— de ella. Para ello se debe verificar la Ec.(4-95) sustituyendo en ella Q ' por 
Q'+?'=0'5.

Por último, con una red 2-D oblicua de fase compuesta por la superposición de 
dos redes lineales como la de la Ec.(2-69), se pueden obtener patrones de Lau binarios 
y de contraste unidad sin más que establecer la condición de consonancia para uno 
cualquiera de sus patrones de Fresnel de índice <7=1/4 ó 3/4. Para ello, por un lado, el 
entero N que define el ángulo 0 debe verificar la Ec.(2-112) y, por otro lado, se debe 
satisfacer la Ec.(4-95) —sustituyendo en ella, ahora, el entero Q ' por Q'+q' con <7'=1/4 ó 
3/4— . La mejora que se obtiene en el rendimiento luminoso del dispositivo de Lau 
con el empleo de estas redes de fase, en lugar de las correspondientes redes de 
amplitud, es tan apreciable en el caso bidimensional que hace el uso de estas redes 
objeto casi imprescindible.

Consideremos ahora el caso de las redes 2-D no separables. Dado que, tal y como 
se vió en la sección II-4, el comportamiento de estas redes en lo que respecta a la 
formación de autoimágenes es igual al de las correspondientes redes separables, las 
condiciones ya expuestas para obtener franjas de Lau 2-D con este último tipo de redes 
(tanto rectangulares como oblicuas) son directamente aplicables al caso que nos ocupa.

Así con una red fuente como la correspondiente a la Ec.(4-93) y una red 2-D 
oblicua de celda cualquiera, como la de la Ec.(2-107), se obtienen franjas de Lau (que en 
este caso no tienen necesariamente el aspecto de una trama de líneas) sin más que 
situar las dos redes bidimensionales paralelamente y separadas una distancia que 
verifique la Ec.(4-95). Naturalmente, implícitamente estamos suponiendo que la red 
objeto genera autoimágenes, es decir, que satisface la Ec.(2-95).

Igualmente se pueden obtener franjas de Lau con una red objeto rectangular 
como la de la Ec.(2-80), para la que el cociente, y, entre sus períodos verifique la 
Ec.(2-75) —que para evitar confusiones en la notación vamos a escribir —, y
con una red fuente de irradiancia dada por la Ec.(4-80) —para la que supondremos 
y ' l y ± l— • Para tal fin se deben de verificar simultáneamente las Ecs.(4-85). 
Recordando que las autoimágenes 2-D de la red se obtienen cuando los parámetros 
Qi+p y Q2+r verifican las relaciones

Q,+p * tyQ+q) ,

y Q2+r=k2(Q+<7) /
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siendo Q+q el índice semienten) asociado a cada autoimagen 2-D y denotanto por 
Q'+q' el índice de aquella que se quiere poner en consonancia con K1=KZ=1, las 
Ecs.(4-85) se reducen a

^ 2 J ¿ Q ^ >  2 k ¿ Q ^ 2  . <4.%)
X X

Al igual que en las situaciones previas, con esta condición se consigue simul­
táneamente la consonancia de todas las autoimágenes para las que su índice 
Q+q=K(Q'+q’)r siendo K un entero. Puesto que según la Ec.(2-77)/ las posiciones de las 
autoimágenes 2-D coinciden con las de una red lineal de período d=yfk¡ dt -^ík¡ d2, la 
Ec.(2-56) proporciona para la localización de los sucesivos pianos de franjas de Lau la 
relación

-  2 < Q * q ) ^ f -  =  2 ( Q * q ) ^ -  . (4-97)
Ae Ae

Para concluir esta sección vamos a discutir cómo afecta a la distribución de 
irradiancia de los patrones de Lau el hecho de que los elementos emisores de una red 
fuente 2-D real no son fuentes puntuales ideales. Vamos a seguir un razonamiento 
similar al utilizado al final de la sección anterior, correspondiente al caso monodi- 
mensionaL En lo que sigue, vamos a suponer, haciendo en cada caso las matizaciones 
oportunas, que las dos redes del dispositivo son bien redes oblicuas o bien redes 
rectangulares.

La distribución normalizada de irradiancia I¿(x,y) de una red fuente real se puede 
expresar como

l ’¿x,y) = is(x,y)* Is(x,y) , (4-98)

siendo Is(x,y) la distribución normalizada de irradiancia de la correspondiente fuente 
ideal —Ec.(4-80) para las redes rectangulares y Ec.(4-93) para las oblicuas— y is(x,y) la 
celda unidad, en irradiancia, de la red, que vamos a suponer normalizada a la unidad 
(II is(x,y)dxdy=l).

La distribución de irradiancia, V(x,y), que se obtiene con el dispositivo de doble 
red en un plano de observación cualquiera, según la Ec.(4-8), es ahora
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(4-99)

donde l(x,y) es la distribución de irradiancia que se generaría, en las mismas 
condiciones, con la correspondiente red fuente ideal. Si nos restringimos al caso de 
consonancia de autoimágenes, I(x,y) coincide como sabemos con la distribución de 
irradiancia debidamente escalada del objeto, es decir,

siendo i(x,y) su celda unidad y A(x,y) la red de puntos donde se repite ésta. En los casos 
de nuestro interés, A(x,y) viene dada por la Ec.(2-105) para las redes oblicuas y por

para las redes rectangulares.
Utilizando las Ecs.(4-100) y (4-101), la Ec.(4-99) se reduce a

Esta ecuación describe una distribución de irradiancia periódica, con una celda unidad 
que es el resultado de la convolución de las celdas elementales, debidamente 
escaladas, de las distribuciones de irradiancia de las redes fuente y objeto. Puesto que 
la red de puntos donde se repite esta celda unidad coincide, salvo por el aumento A  
debido a la proyección geométrica, con la de la red objeto, las franjas de Lau son 
periódicas a su vez en las mismas direcciones que ésta.

Si las dos redes del dispositivo son separables y binarias (es decir, cada una de ellas 
es el resultado de superponer dos redes lineales binarias), las franjas de Lau 
resultantes tienen perfil trapezoidal en las dos direcciones en que son periódicas las 
redes. Al igual que ocurre en el caso monodimensional, si la modulación de las redes

(4-100)

Puesto que / t(x,y)l2 es una función periódica, se puede escribir como 

It(x,y)¡2 -  i(x,y) * A(x,y) , (4-101)

A(xfy) = £  £  5(x -  mdv  y -  nd2) , (4-102)
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lineales que componen la fuente es pequeña, el perfil de las franjas de Lau se asemeja 
mucho al de la red objeto.

La Ec.(4-103) resulta también válida para los patrones de Lau, sin más que sus­
tituir en ella la celda unidad i(x¡Jíf y  ¡JO del objeto por la celda unidad ia(x/~4l, y/JO 
de la distribución de irradiancia del patrón de Fresnel de éste que se pone en conso­
nancia.

Utilizando la relación existente entre las operaciones de convolución y de corre­
lación, la Ec(4-103) se puede expresar como

(4-104)

De este modo, el perfil de las franjas de Lau resulta igual a la correlación entre 
uCi 2i(x¡Ji' y ¡JO y is(x¡Jís, y¡JCs). Si las celdas elementales de las dos redes son igua­
les, la celda unidad de las franjas de Lau se reduce a una autocorrelación. En este caso, 
en el plano de observación se obtiene una distribución regular de máximos de 
irradiancia, correspondientes a los máximos característicos de una autocorrelación. 
Este hecho se ha utilizado para verificar la validez de los resultados anteriores. Para 
ello, se ha sustituido cada red del dispositivo de Lau por una red 2-D cuadrada cuya 
celda unidad era un  carácter alfabético binario, como los que se muestran en la 
Fig.4-10. Así se tiene que

V * » » - « « ( & ' j f c )  '  m 05a>

Y = '  m05b>

siendo a ^xy )  y a2(x,y) las transmitandas en intensidad de dichos caracteres y M, y M2 

factores de escala que permiten una mayor flexibilidad a la hora de obtener 
experimentalmente las redes.

Tal y como se ha discutido previamente, la obtención de franjas de Lau con redes 
2-D cuadradas es equivalente al caso unidimensional. Por lo tanto, la distancia z debe 
de satisfacer la Ec.(4-19) para que se verifique la condición de consonancia —Ec.(4-13) 
con el parámetro K=*2— para una autoimagen (Q ’+q' semientero) de la red objeto. 
Bajo estos supuestos la Ec.(4-104), teniendo en cuenta las Ecs.(4-105), se reduce a

[(ü ^ ;) fll(^ fA í¡  ]  * [ ( :* )  ' ^ ) ]  •

(4-106)
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a ) b)
Rg. 4-10. Versión escalada de los caracteres binarios, utilizados como celda unidad de una red 
2-0 cuadrada: a) carácter A, y b) carácter S.

Estableciendo la condición

que garan tiza  la igualdad  en la escala d e  las dos funciones que se correlacionan, en el 
p lano  d e  observación  —cuya posición la determ ina , por ejem plo, la Ec.(4-20)—  se 
obtienen  franjas de  Lau cuyo perfil corresponde a la correlación d e  las señales a2 y  av  
O bsérvese  q u e  si se eligen co nven ien tem en te  los valo res de  M , y M 2 se p u ed e  
conseguir que el factor de escala A sea igual a la unidad .

U tilizando 1a Ec.(4-13), la Ec.(4-107) proporciona la relación

para el cociente en tre  las escalas d e  los caracteres en  la red  objeto y en la red  fuente, 
que coincide, p o r tanto, con la razón  en tre  los períodos d e  éstas.

A sim ism o, com o quedó  estab lecido  en la sección an terio r, al p o n e r en conso­
n ancia  u n a  au to im ag en  se ob tiene, s im u ltáneam en te , la consonancia  p ara  o tras 
au to im ágenes. P ara éstas, se verifica la Ec.(4-13) con valores d e  K * l,  p o r  lo que, 

u tilizando  adem ás la Ec.(4-108), resulta

= Ku TM2 .

De este m odo , d e  acuerdo  con la Ec.(4-106), el perfil de  las franjas d e  Lau q u e  se 
obtienen para  los diferentes valores de K —cuya localización fija la Ec.(4-20)—  corres­
p o n d e  a la correlación en tre  a2(x/~4tM2, y¡JCM2) y ax(xlK JQ A 2, y¡KJQA2). Es decir, en 
los sucesivos p lanos d e  consonancia, se obtiene la correlación d e  las dos señales con 
una escala relativa en tre ellas igual a K.

J Í M 2 = JÍSM2 3sA (4-107)
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Fig. 4-11. Distribución da irradiancia de ia primera autoim agen negativa de la red 2-D de 
caracteres S.

En los experim en tos llevados a cabo, se han em pleado  redes 2-D cuya celda 
u n id a d  era uno  de los caracteres de la Fig.4-10. El período de las redes u tilizadas com o 
fuen te  era  <¿'=0'404mm m ien tras que el de las redes objeto era d= 0'205m m . C om o 
fuen te  d e  luz de l d ispositivo  se u tilizó  un  láser de  argón  ionizado, de  long itud  de  
onda A=514nm. Con objeto d e  hacer lo m ás com pacto posible el montaje, la condición 
d e  consonancia se establecía para la prim era au to im agen negativa (Q ’+q'=0'5) d e  la 
red  objeto  —p atró n  que, para  el caso d e  la red de  caracteres S, se m uestra  en  la 
Fig.4-11— .

a) b)
Fig. 4-12. Franjas da Lau obtenidas con dos redes 2-D: a) de caracteres A, y b) de caracteres S. 
La celda unidad de las franjas corresponde a la autocorrelación: a) del carácter A de la 
Fig.4-10a, y b) del carácter S de la Rg.4-10b. En am bos caso s se puso en consonancia la 
primera autoim ágen negativa (Q'+q'=0'5) de la red objeto (de periodo d=C'205mm). Para ello, 
teniendo en  cuen ta  que d'=0'404mm y X*514mm, las distancias z y R eran , según las 
Ecs.(4-19) y (4-20), z=16'11cm y R=16’GOcm.
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Fig. 4-13. Representación gráfica de la distribución de irradiancia asociada a la autocorrelación 
del carácter S de la Rg.4-10a.

En la Fig.4-12 se p resen tan  algunos d e  los resu ltados experim entales ob ten idos 
u tilizan d o  com o redes del d ispositivo  d e  Lau: a) dos redes de  caracteres A, y b) dos 
redes de caracteres S. O bsérvese que en am bos casos es claram ente detectable en cada 
celda u n id a d  d e  las franjas d e  Lau el m áxim o central de  irradiancia correspondiente a 
u n a  au toco rre lac ión . C om o p rueba ad icional, se ha calcu lado  num éricam en te  la 
au tocorrelación  del carácter S, a cuyo resu ltado  co rresponde la gráfica de  la Fig.4-13. 
C om o se p u e d e  ap rec ia r existe u n  alto  g rad o  d e  s im ilitud  en tre  esta gráfica y la 
d is tribuc ión  d e  irradiancia de  cada una d e  las celdas del pa trón  d e  la Fig.4-12b. Por

Fig. 4-14. Distribución de irradiancia de las franjas de Lau cuyo perfil corresponde a  la corre­
lación entre el carácter S de la Fig.4-10 y el mismo carácter girado 90°. Los valores de X, i ,  d', 
Q‘+q', z y R son los mismos que en la Fig.4-12.
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último, la Fig.4-14 corresponde a las franjas de Lau que se obtienen con las dos redes 
de la Fig.4-12b, cuando una de ellas —en este caso, la red objeto— se gira 90°. El perfil 
de estas franjas corresponde a la correlación entre el carácter S y el mismo carácter 
dispuesto perpendicularmente.

IV.5 Efecto Lau con dos redes de fase
A pesar de su sencillez, el dispositivo de Lau convencional posee una baja eficacia 

luminosa, debido a la absorción de luz que se produce en las dos redes de amplitud. 
Esta limitación se hace más evidente cuando se utilizan redes bidimensionales. El 
empleo de una red objeto de fase, tal y como se ha descrito en las secciones anteriores, 
supone una mejora en el rendimiento luminoso del dispositivo.

En esta sección vamos a ver cómo es posible incrementar todavía más la eficacia 
luminosa del dispositivo de Lau, utilizando dos redes puras de fase. Así, se va a 
describir el modo de obtener patrones de Lau de máxima visibilidad y de alta 
irradiancia, tanto a distancia finita como infinita [IV-15]. Con el propósito de simpli­
ficar la discusión, y sin pérdida de generalidad, vamos a limitar ésta al caso 
unidimensional. La extensión de este análisis al caso de redes bidimensionales es, a la 
vista de los resultados de la sección anterior, inmediata.

En las experiencias realizadas previamente —y así es como se hace por la mayor 
parte de los autores— el dispositivo de doble red se ilumina con la luz monocro­
mática que emite un láser. Para que la iluminación de la red fuente sea espacialmente 
incoherente el haz de luz, previamente expandido, se hace incidir sobre un vidrio 
difusor giratorio y, con la ayuda de una lente, se forma la imagen de la mancha de luz 
en el vidrio sobre la red fuente.

Estos mismos elementos (una fuente coherente de luz monocromática y un 
vidrio difusor) y una red de fase de perfil adecuado, permiten obtener una fuente 
incoherente, de irradiancia periódica, que puede utilizarse como red fuente del 
dispositivo de Lau. En particular, vamos a considerar una red lineal de fase, binaria, 
cuadrada y de salto de fase jt/2. Este objeto, bajo iluminación coherente genera como 
sabemos patrones de difracción (los caracterizados por un índice q-1/4 ó 3/4) que son 
binarios y de máximo contraste. La distribución periódica de irradiancia de uno de 
estos patrones se puede convertir en una fuente incoherente binaria sin más que 
situar, en el plano donde éste se forma, un vidrio deslustrado giratorio (véase la 
Fig.4-15). De este modo, el difusor giratorio destruye la coherencia existente entre dos 
puntos cualesquiera del patrón de Fresnel, por lo que su distribución de irradiancia es 
análoga a la de una red de Ronchi iluminada con una fuente incoherente mono­
cromática.
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Para obtener, en la situación representada en la Fig.4-15, la posición de los 
patrones de Fresnel binarios y de contraste unidad de la red de fase -cuyo periodo 
denominaremos d ’- , es conveniente expresar, como se hizo en la Ec.(2-57), la 
distancia zs en función de la distancia de Talbot zf de la red; es decir,

i *
z s = (Qo+lo) z t  ~  2 f Q o + ^ o ) 0-109)

De este modo, la Ec.(2-58) proporciona para la distancia Rs a la que se localizan los 
patrones de nuestro interés, la relación

Re — Zc Q + 4
Qo+ 4 o- Q - ?

(4-110)

siendo Q un número entero y q-l¡4  ó 3/4. La Ec.(4-110) determina así dónde se debe 
situar el vidrio difusor giratorio que proporciona la fuente incoherente. El período d " 
de esta distribución coincide como sabemos con la proyección geométrica del de la red 
de fase,

d - s l i ± h ¿ -  '
ZS

y teniendo en cuenta las Ecs.(4-109) y (4-110), se puede expresar como

Qo+4o“ Q “ 4
(4-111)

Red 
/ d e  faseFuente Patrón

de Fresnel

motor

Difusor 
giratorio \

Fig. 4*15. Esquema del dispositivo óptico utilizado para obtener con una fuente puntual, una 
red de fase y un difusor giratorio, una fuente incoherente de distribución de Irradiancia 
periódka y binaria.
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Supongamos ahora, tal y como se indica en la Fig.4-16, que esta distribución 
incoherente de irradiancia se utiliza como red fuente de un dispositivo de Lau en el 
que la red objeto es otra red de fase, del mismo perfil pero de período d. Como se 
discutió en la sección IV.3, para obtener patrones de Lau de máximo contraste con esta 
red basta con establecer la condición de consonancia para uno de sus patrones binarios 
y de visibilidad unidad. Para ello, si denotamos por P'+p' el índice de dicho patrón (P ' 
entero y p '=2/4 ó 3/4), la distancia z entre la red fuente efectiva del dispositivo y la red 
objeto, según la Ec.(4-19), debe ser

z = 2fP'+p')— -  2<P’+p ')k— , (4-112)
A* A

donde, como en la Ec.(4-17), k  verifica la relación

■ (4-113)

La distancia R a la que se obtiene el patrón de Lau, la determina la Ec.(4-20) 
haciendo el parámetro K - l .  De este modo resulta

R = —  . (4-114)
K - l

Por otro lado, puesto que tanto la red fuente efectiva como el patrón de Fresnel de 
índice P '+p ' son distribuciones binarias de modulación 0'5, el perfil del patrón de Lau

Red
Fuente / de fase

motor

Difusor 
giratorio \

Red
/de fase Patrón 
/ /  de Lau

Fig. 4*16. Esquema del dispositivo utilizado para obtener el efecto Lau, a distancia finita o en el 
infinito, con dos redes de fase.
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es equivalente al que tendrían las franjas de Lau obtenidas con un dispositivo que 
empleara dos redes de Ronchi. En este caso, el perfil de las franjas lo determina la 
convolución de dos rectángulos cuyo ancho es la mitad del período de éstas, por lo 
que el perfil trapezoidal de la Fig.4-8 degenera en uno triangular. De este modo, la 
modulación de las franjas toma, según la Ec.(4>74), el valor unidad.

Tal y como se estableció en la sección IV3, al poner en consonancia el patrón de 
índice P'+p ' de la red se obtienen, de acuerdo con la Ec.(4-18), patrones de Lau 
también en todos los planos caracterizados por un índice P*+p*=K(P’+p'), siendo 
K=±l,±2,... La localización de estos patrones de Lau la determina la Ec.(4-20). Estos 
planos corresponden bien a planos de autoimágenes (siempre que K es par) o bien a 
planos de patrones binarios de contraste unidad (cuando K es impar). A pesar de esto, 
el único patrón de Lau real de visibilidad máxima es el asociado al valor K=1 (el de 
índice P '+p '). Para los otros patrones de Lau, el solapamiento que existe —y que 
evidencia el hecho de que la modulación de las franjas sea, según la Ec.(4-74), mayor 
que uno cuando IK¡ >2— entre celdas unidad consecutivas hace disminuir su visibi­
lidad. Obviamente cuando además K es par, la irradiancia del patrón de Lau es 
uniforme por serlo a su vez la de las autoimágenes de la red objeto. Por estas razones 
en lo que resta vamos a centrar nuestra discusión en el patrón de Lau de máximo 
contraste.

Con el dispositivo de la Fig.4-16, este patrón de Lau se puede obtener tanto a 
distancia finita como en el infinito. En este último caso, según las Ecs.(4-114) y (4-113) 
se debe verificar que d ”=d. Asimismo, y a diferencia de lo que ocurre en el dispositivo 
convencional del efecto Lau, este montaje permite obtener patrones de Lau a 
distancia finita utilizando dos redes de fase idénticas (es decir, con d'=d). Para ello 
basta con que k > 1 ,  y por tanto que i  "x¿.

Consideremos a continuación el caso particular en que la fuente puntual que 
ilumina la primera red de fase se sitúa, usando un colimador, en el infinito. Ahora la 
ecuación que determina la localización del patrón de la red de índice Q+q y el plano 
dónde debe situarse el vidrio giratorio, según las Ecs.(2-53) y (2-16), es

Rs» 2 ÍQ + íJ -^ -  m (Qh i) z¡. . (4-115)

Al ser el aumento para iluminación plana igual a la unidad, la red fuente efectiva 
tiene período <T=<T. Las Ecs.(4-112), (4-113) y (4-114) —que proporcionan la distancia 
que debe mediar entre esta red y la red objeto y la localización del patrón de Lau— 
siguen siendo válidas sin más que tener en cuenta la precisión anterior. Si como en el 
montaje original del efecto Lau las dos redes tienen además igual período ( i  ’=d), el 
patrón de Lau se obtiene, de acuerdo con las Ecs.(4-113) y (4-114), en el infinito, o
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Red

Patrón
motor

Difusor
giratorio

Fig. 4-17. Esquema del montaje que permite obtener franjas de Lau, en el infinito, de máximo 
contraste y alta irradiancia. Este dispositivo guarda cierta similitud con el del experimento de 
Lau dásico.

equivalentemente en el plano focal imagen de una lente convergente (véase la 
Fig.4-17).

Para verificar experimentalmente las ideas anteriores, se ha realizado el experi­
mento de Lau, con dos configuraciones distintas, utilizando dos redes de fase y un 
láser de He-Ne (X=632'8nm). En la primera configuración se obtenía, como en la de la 
Fig.4-16, el patrón de Lau de alto contraste a distancia finita. Los períodos de las redes 
empleadas eran d'=Q’3l8mm y d -0 ’254mm. Con el fin de obtener un dispositivo lo 
más compacto posible, para producir, como en la Fig.4-15, la fuente incoherente se 
utilizó el patrón de Fresnel caracterizado por Q=0 y q=l/4. Asimismo, se exigió que 
d”=2d (k=2). De este modo, a partir de la Ec.(4-lll) se obtiene Q0+<7o-4/3, y de las

a )  b)

Fig. 4-18. Empleando únicamente redes de fase se han obtenido franjas análogas a las de Lau: 
a) a distanda finita como en la Fig.4-16, y b) en el infinito como en la Fig.4-17.
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Ecs.(4-109) y (4-110) resulta, respectivamente, zs=21'36cm y Rs=1276crn. El patrón de 
Fresnel de la segunda red de fase que se puso en consonancia era el caracterizado por 
P'-O y p '=l/4. De este modo, a partir de las Ecs.(4-112) y (4-114) se tiene z=R=10'20cm. 
El patrón de Lau así obtenido se muestra en la Fig.4-18a.

En el segundo experimento se utilizó el dispositivo de la Fig.4-17 para obtener el 
patrón de Lau en el infinito. El período de las dos redes era d'=d=0'254mm. Como en 
la experiencia anterior se eligió Q -0  y <pl/4, pero ahora se puso en consonancia el 
patrón de índice P'=0 y p'=3/4. Así, las Ecs.(4-115) y (4-112) proporcionan los valores 
Rs»5'20cm y z=15'29cm. Para la observación del patrón de Lau se empleó una lente 
convergente de focal f-200m m . La distribución de irradiancia que se obtenía en el 
plano focal imagen de esta lente se muestra en la Fig.4-18b. Como se puede apreciar 
en estos resultados, el perfil de las franjas es triangular como corresponde a la 
convoludón de dos rectángulos iguales, de ancho la mitad de un período.

IV.6 Conclusiones
El cálculo de la distribución de irradiancia que se obtiene, en un plano cualquiera, 

por propagación libre de la luz difractada por una abertura semitransparente 
iluminada con una fuente plana monocromática incoherente conlleva una operación 
de correlación. Específicamente, dicha distribución resulta ser la correlación entre la 
distribución de irradiancia de la figura de difracción que se obtendría en ese mismo 
plano al iluminar la transparencia con un único punto de la fuente y la distribución 
normalizada de irradiancia, convenientemente escalada, de la fuente extensa. Este 
resultado de la difracción en la región de Fresnel con iluminación incoherente se ha 
utilizado para analizar la formación de franjas de Lau.

Primero, se ha estudiado la situación ideal en la que la primera red del 
dispositivo de Lau, que actúa como la fuente incoherente codificada espacialmente 
que ilumina la segunda red, posee líneas emisoras de ancho infinitesimal. En este 
caso, la operación de correlación se reduce a superponer la irradiancia de múltiples 
réplicas (una por cada una de las líneas emisoras de la red fuente), desplazadas 
lateralmente de modo regular, del patrón de Fresnel de la red objeto correspondiente 
al plano de observación. Cuando la separación entre dos de estas réplicas, producidas 
por dos líneas consecutivas de la red fuente, es un número entero de veces el período 
del patrón de Fresnel en cuestión, se obtiene un patrón de Lau: la superposición 
incoherente en consonancia de diferentes copias de un mismo patrón de Fresnel de la 
red objeto.

Esta condición de consonancia relaciona la distancia z entre las dos redes, los 
períodos d' y  d de éstas, la longitud de onda A de la radiación y el índice Q '+ ? ' que
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caracteriza al patrón de difracción. Variando la separación entre ambas estructuras 
periódicas es posible establecer la superposición en consonancia para cualquier patrón 
de difracción fijado de antemano. Además, simultáneamente, se obtienen patrones de 
Lau en todos aquellos planos en dónde se localizan patrones de Fresnel caracterizados 
por un índice Q+q múltiplo de Q '+q'. Por el contrario, se ha demostrado que en el 
resto de los planos, si el número de líneas emisoras de la red fuente es suficiente­
mente grande, el resultado de la superposición de las réplicas es, en términos genera­
les, una distribución uniforme de irradiancia. En el caso particular en el que una de 
estas figuras de Fresnel que se encaja en consonancia sea precisamente una 
autoimagen de la red objeto, las franjas de difracción resultantes son las denominadas 
usualmente como franjas de Lau.

Asimismo, se ha analizado cómo afecta el giro de una de las dos redes lineales 
del dispositivo a la distribución de irradiancia de los patrones de Lau. La falta de 
paralelismo entre las redes se traduce en una atenuación de las frecuencias espaciales, 
exceptuado el orden cero, de la distribución de irradiancia del patrón de Lau y provoca 
una disminución de su visibilidad. En particular, a partir de la expresión analítica de 
los factores de amortiguamiento, se ha estimado el valor del ángulo de giro entre las 
redes que anula la visibilidad. En las condiciones de las experiencias de Lau realizadas 
a lo largo de este capítulo, que son representativas de una situación experimental 
típica, este ángulo crítico es aproximadamente igual a 3°.

A continuación, se ha analizado la influencia de la anchura finita de los 
elementos emisores lineales de una red fuente real sobre el perfil de los patrones de 
Lau. En este caso, la celda unidad de éstos, queda determinada por la convolución de 
las celdas unidades, con un factor de escala apropiado, de las distribuciones periódicas 
de irradiancia de la red fuente y del patrón de Fresnel que se pone en consonancia. 
Cuando no hay solapamiento, el perfil resultante para las franjas de Lau obtenidas 
con redes binarias es trapezoidal. Además, en los sucesivos planos de consonancia, 
éste se separa cada vez más del de las autoimágenes de la red objeto. La anchura finita 
de las líneas emisoras de la red fuente restringe, asimismo, el número de planos 
donde se pueden obtener franjas de Lau de contraste máximo.

El estudio anterior del dispositivo de Lau unidimensional se ha extendido de una 
manera sencilla al caso bidimensional. De este modo, se ha expuesto cómo obtener 
patrones de Lau (y, por ende, franjas de Lau) con redes 2-D rectangulares y oblicuas, 
utilizando tanto redes objeto de amplitud como de fase. Las previsiones teóricas de 
este estudio también se han comprobado experimentalmente. Así, por ejemplo, se 
han obtenido franjas de Lau con redes 2-D cuya celda unidad es un carácter alfabético 
binario, de modo que su perfil corresponde a la autocorrelación del carácter elegido.

Por último, se ha descrito un dispositivo óptico para producir el efecto Lau con 
alta irradiancia, utilizando un haz de luz coherente, dos redes de fase y un vidrio 
difusor giratorio. Este montaje permite obtener patrones de Lau de máxima
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visibilidad, tanto a distancia finita como infinita. Al mismo tiempo, presenta el 
máximo rendimiento luminoso posible, lo que soluciona el problema de la baja 
eficacia luminosa que ostentan las distintas variantes del dispositivo de Lau usado 
hasta la fecha (con red fuente de amplitud). Igualmente, se han verificado 
experimentalmente dos configuraciones particulares de esta nueva versión del 
experimento de Lau.
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V. Procesado óptico de 
información con luz 

espacialmente incoherente
V.l Introducción

En la actualidad es cada vez más frecuente en Óptica realizar operaciones 
complejas de procesado de información con luz espacial (fuente extensa) o temporal­
mente (fuente policromática) incoherente [V-l a V-5]. Estos procesadores se carac­
terizan por su naturaleza multicanal y por la posibilidad de procesar información en 
paralelo, por lo que exhiben una mejor relación señal-ruido que sus homólogos 
coherentes. Dentro de esta tendencia de la Óptica moderna, el efecto Lau se ha 
utilizado, como ya se ha indicado en el capítulo precedente, para desarrollar diversas 
técnicas de procesado incoherente de información. En este trabajo se proponen dos 
nuevas aplicaciones, dentro del área de procesado óptico de información, de este 
fenómeno de formación de autoimágenes con luz espacialmente incoherente. Así, se 
ha desarrollado un procesador lógico binario y un correlador óptico para señales 
bidimensionales.

Una de las técnicas de procesado óptico de mayor interés práctico es el reconoci­
miento de caracteres, es decir, la posibilidad de reconocer un patrón determinado 
—señal de referencia— de entre un conjunto de objetos —señal de entrada—. La 
mayoría de estos dispositivos se basan en la consecución por medios ópticos de la 
operación de correlación con luz coherente o incoherente.

El desarrollo actual de los correladores ópticos permite agruparlos fundamental­
mente en dos categorías: los correladores que trabajan en el espacio de Fourier y los 
que lo hacen en el espacio objeto [V-6 ]. Los correladores del espacio de Fourier se 
basan en el teorema de la transformada de Fourier relativo a la correlación. A esta 
categoría pertenecen los dispositivos que se apoyan en la idea clásica del filtro 
adaptado de Vander Lugt [V-7]. En vez de utilizar la señal de referencia directamente, 
estos sistemas emplean como filtro su transformada de Fourier codificada en un 
holograma de Fourier. El producto de este filtro por la transformada de la señal de 
entrada permite, tras otra operación de transformación de Fourier, obtener la 
correlación deseada sin la necesidad de realizar ningún tipo de desplazamiento lateral
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entre ambas seflales. Así pues, la habilidad que poseen las lentes para realizar 
transformadas de Fourier bajo iluminación coherente se aprovecha en este caso para 
resolver el problema. A partir de esta idea clave han surgido nuevas posibilidades que 
mejoran las características iniciales de este tipo de correladores, como son el uso de 
filtros adaptados de fase [V-8  y V-91 y binarios de fase [V-10 a V-12], la utilización de 
filtros tándem [V-13 y V-14], etc.

En contraposición, los correladores del espacio objeto se basan en la superposición 
y posterior desplazamiento, sin más pasos intermedios, de ambas seflales, usando a 
continuación algún método para integrar la energía final de la onda resultante. Estos 
correladores presentan potencialmente ciertas ventajas prácticas respecto a los 
anteriores. La primera de ellas es que los filtros empleados son esencialmente las 
propias seflales de referencia y de entrada, por lo que se evita la obtención del filtro 
adaptado holográfico y, por tanto, las pérdidas energéticas inherentes al proceso 
holográfico. De este modo, la producción de los correspondientes filtros es relativa­
mente sencilla, especialmente cuando ambas funciones son reales y positivas. La 
segunda es la capacidad de este tipo de correladores para poder ser controlados en 
tiempo real por ordenador. Además, muchos de ellos funcionan con luz incoherente, 
con lo que las exigencias de estabilidad mecánica son menores, se pueden utilizar 
objetos autoluminosos y se mejora la relación seftal-ruido del proceso lo que permite 
reducir drásticamente el número de "falsas alarmas" en la deteccción.

En contraste con estas ventajas potenciales, el desarrollo de este tipo de 
procesadores es todavía incipiente, debido fundamentalmente a los problemas asocia­
dos con la consecución del desplazamiento relativo entre las dos seflales, que ahora es 
necesario para la realización de la operación de correlación. Además, los desarrollos 
teóricos de estos dispositivos obvian, en general, los efectos de difracción, por lo que 
sólo se resuelve en primera aproximación el problema planteado. Ambos hechos son 
la causa de que, hasta ahora, los resultados conseguidos no sean tan espectaculares 
como en los descritos en primer lugar. A pesar de todo, se han conseguido algunas 
soluciones muy elegantes en este campo. Unas se apoyan en las técnicas de proyección 
geométrica [V-151, que evitan los desplazamientos mecánicos de las seflales 
aprovechando las propiedades de la iluminación espacialmente incoherente, 
mientras que otras b  hacen en las de multiplexado en función de la longitud de onda 
de la radiación incidente [V-16], usando para ello las propiedades dispersivas de 
ciertos elementos ópticos.

Dentro de los correladores que trabajan en el espacio de Fourier se incluyen 
también los correladores conjuntos —"joint transform correlators"—. En estos 
correladores coherentes, el patrón a reconocer y la seflal objeto se sitúan contiguos y 
simultáneamente en el plano de entrada del dispositivo. En una primera fase, se 
registra la distribución de intensidades correspondiente al espectro de Fourier 
conjunto. Tras esta detección cuadrática, una nueva transformación de Fourier
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permite obtener fuera de eje la correlación buscada. Desde su introducción por Rau 
[V-17] e, independientemente, por Weaver y Goodman [V-18], los correladores 
conjuntos son una herramienta muy interesante en el reconocimiento óptico de 
patrones, ya que, en síntesis, estos dispositivos intentan combinar los métodos de los 
correladores del espacio de Fourier con algunas de las ventajas de los del espacio 
objeto: la correlación buscada se obtiene en un proceso de dos pasos, pero sin 
necesidad de ningún filtro adaptado. A partir de este esquema base se han sugerido 
algunas variantes del dispositivo [V-19 y V-20], se han propuesto distintas 
arquitecturas para su utilización en tiempo real [V-21 a V-24], lo que ha llevado al 
estudio de los efectos de la binarizadón, y de otras operaciones no lineales, en el 
espectro de potencia conjunto [V-25 a V-291 o conjuntamente en él y en el plano de 
entrada del dispositivo [V-30], así como a soludonar ciertos problemas asociados con 
el uso de moduladores espaciales de luz [V-31 y V-32J, y se ha comparado su 
comportamiento con el del correlador de filtro adaptado [V-33 a V-361.

En esta memoria se avanza un paso más. En ella se presenta un correlador del 
espacio objeto para seflales bidimensionales, que funciona además con luz 
espacialmente incoherente, de forma que, aprovechándose del fenómeno de 
autoimágenes, la simple propagación libre permite obtener, dentro de la aproxima­
ción de Fresnel, la correlación buscada. De este modo, el correlador propuesto no 
requiere el uso de ninguna lente, con lo que es posible aplicarlo en otros dominios del 
espectro electromagnético fuera del rango visible (por ejemplo, rayos X). De otro lado, 
trabaja con luz incoherente, lo que hace que exhiba una elevada relación seflal-ruido. 
Además, al tratarse de un correlador del espacio objeto, la producción de b s  corres­
pondientes filtros es relativamente sencilla. Por último, el desplazamiento relativo 
entre ambas señales se consigue del mismo modo que en los correladores de 
proyección geométrica. Tal y como se ha puesto de manifiesto en el Capítulo IV, el 
efecto Lau va intrínsecamente unido a una operación de correlación, que hasta el 
momento se había considerado como algo negativo ya que distorsionaba el perfil 
ideal de las franjas de Lau. Ahora, en cambio, se explota este hecho para desarrollar 
un correlador bidimensional de proyección geométrica perfecta.

Por otro lado, un área de investigación en Óptica muy activa en los tiempos 
recientes es la de la computación óptica. Frente al procesado en serie característico de 
los sistemas electrónicos, en este campo se intenta aprovechar la capacidad inherente 
de b s  dispositivos ópticos de procesar, a alta velocidad, información en paralelo. Así, 
en el presente, el computador digital óptico parece una prometedora posibilidad en la 
tecnología de los ordenadores [V-37]. El procedimiento básico de operación de todo 
computador digital es la realización de operaciones lógicas binarias. Dado su carácter 
no lineal, en el funcionamiento de un procesador lógico basado en métodos 
puramente ópticos se desea preservar las ventajas de la Óptica y al mismo tiempo se
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debe superar el comportamiento lineal que, de ordinario, presentan los montajes 
ópticos.

Para resolver esta cuestión se han aportado en el transcurso de los últimos 10 
años diferentes soluciones. En una serie de ellas, tales como las que se fundamentan 
en las técnicas de proyección geométrica [V-38 y V-39] o de filtraje espacial en el 
dominio frecuencial [V-40 y V-41), se recurre al codificado espacial de las señales de 
entrada y al posterior decodificado de la señal de salida. En las primeras, las imágenes 
codificadas se superponen directamente, o junto a un filtro operacional [V-42], para 
obtener un patrón compuesto, el cual se proyecta desde un conjunto de fuentes 
cuasipuntuales que lo iluminan. La codificación se realiza alterando la transmitanda 
de los pixeles mediante pantallas binarias [V-38 y V-43] o modificando su estado de 
polarización [V-44]. En las segundas, la operación binaria se consigue al filtrar 
espacialmente, en el plano de Fourier de un procesador óptico coherente, el patrón 
resultante de la superposición de ambas señales de entrada codificadas. En esta técnica 
se han desarrollado también diferentes posibilidades de codificación, como son el 
empleo de redes en distintas orientaciones [V-45], de difusores aleatorios [V-46], de 
difusores anisótropos [V-47] o de láminas de media onda para variar el estado de 
polarización [V-481. Por otra parte, otras soluciones aprovechan las no linealidades de 
ciertos dispositivos optoelectrónicos —moduladores espaciales de luz— como, por 
ejemplo, las válvulas ópticas [V-49], los cristales PROM [V-50], los moduladores 
magneto-ópticos [V-51] y las pantallas de cristal líquido [V-52].

En este trabajo, el efecto Lau bidimensional, con alta irradiancia y máxima 
visibilidad, se utiliza para proponer un nuevo procesador lógico binario. En este 
método cada valor binario de ambas señales de entrada se codifica únicamente con 
una red de fase, de salto de fase jc/2, pero en diferentes orientaciones. El producto de 
los dos objetos codificados actúa como red objeto en el dispositivo de Lau, mientras 
que como red fente se emplea una red 1-D o la superposición, con un cierto ángulo, 
de dos de ellas idénticas. Las propiedades de filtraje espacial inherentes a este 
dispositivo de tipo Lau permiten realizar las 16 operaciones lógicas posibles entre dos 
variables binarias, seleccionando cada puerta lógica mediante una determinada red 
fuente. La sencillez del dispositivo, que no requiere el empleo de lentes, y el hecho de 
que opera con luz espacialmente incoherente diferencian esta técnica de los métodos 
que utilizan procedimientos de filtraje coherente citados anteriormente. Por otro 
lado, visto como un sistema de proyección con una fuente codificada espacialmente, 
resulta que en su funcionamiento no se desprecian los efectos de difracción, por lo 
que también representa una ventaja frente a los métodos puramente geométricos.

El experimento de filtraje espacial de Abbe y Porter [V-53 y V-54] es un hito dentro 
del procesado óptico de imágenes. En la sección V.2 se muestra cómo una variante 
adecuada del dispositivo del efecto Lau permite reproducir dicha experiencia, pero en 
una versión incoherente y sin necesidad de utilizar lentes. Estos resultados se recogen
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en forma más abreviada en una publicación [V-55]. En ese trabajo ya se avanza su 
posible aplicación para la elaboración de algunas operaciones lógicas. A continuación, 
en la sección V 3 se modifica ligeramente la idea anterior para desarrollar una técnica 
capaz de realizar las 16 puertas lógicas binarias con un alto nivel de irradiancia. La 
fuente correcta genera franjas de alto contraste, en el plano de detección, únicamente 
en las regiones —o "pixeles"— asociadas con el valor lógico 1 de la correspondiente 
tabla de verdad. También se muestran los resultados experimentales obtenidos en 
esta aplicación, que se presentaron en el congreso "Optics in Computing" [V-56]. Una 
versión preliminar de este dispositivo, en la que el codificado se realiza con redes de 
amplitud, se encuentra en la Ref. [V-57]. En la sección V.4 se presenta el nuevo corre­
lador óptico incoherente para seflales bidimensionales que se propone y, al mismo 
tiempo, se recogen los resultados de una experiencia sencilla de reconocimiento de 
caracteres. Nuestras primeras ideas en este campo nos llevaron a publicar alguna 
configuración original, pero más complicada que la que se discute aquí [V-58 y V-59].

V.2 Filtraje espacial incoherente: 
experiencia de Abbe y Porter

Tal y como ha quedado establecido en el capítulo anterior, para obtener franjas de 
Lau bidimensional es necesario que se produzca simultáneamente la superposición 
en consonancia de autoimágenes de la red objeto, en las dos direcciones en que es 
periódica ésta. Para ello, se debe utilizar una fuente plana en la que los puntos 
emisores incoherentes se dispongan formando una red 2-D periódica en las mismas 
direcciones que el objeto. Desde un punto de vista práctico la forma más sencilla de 
obtener esta red fuente es superponiendo dos redes lineales binarias de modulación 
baja, como las del dispositivo de Lau monodimensional. Es evidente, asimismo, que 
con esta red fuente 2-D también es posible poner en consonancia las autoimágenes (y 
el resto de patrones de Fresnel) de una red objeto 1-D, ya que sus puntos emisores 
constituyen un subconjunto de los de una red fuente lineal. El único inconveniente 
de esta situación es la menor irradiancia que se obtiene en el plano de observación.

Veámos ahora cómo una disposición de las redes invertida respecto a la anterior, 
permite realizar filtraje espacial incoherente de una manera sencilla. Consideremos, 
por tanto, una experiencia de Lau en la que la red objeto sea una red bidimensional y 
la red fuente una red lineal. Para fijar ideas, n principio vamos a suponer que la red 
objeto es una red 2-D cuadrada formada por dos redes 1-D binarias mutuamente 
perpendiculares y del mismo período d, y que las líneas de la red fuente —que tiene 
período d '— están orientadas paralelamente a una de las dos direcciones (que 
tomaremos como dirección del eje y) en que es periódica la red objeto. Esta situación
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se representa en la Fig.5-1. Exijamos también que ia distancia z entTe las dos redes 
verifique la condición de consonancia de la Ec.(4-19) para un valor del índice Q'+q' 
semientero, correspondiente a una determinada autoimagen de la red objeto. En el 
plano donde se localiza ésta —situado a la distancia R que proporciona, para K -l,  la 
Ec.(4-20)—, cada uno de los puntos emisores elementales que componen la red fuente 
genera una autoimagen de la red objeto desplazada lateralmente, en general, tanto en 
la dirección paralela como en la perpendicular a las líneas de la fuente. En esta última 
dirección (que es la del eje x), dicho desplazamiento es siempre un múltiplo entero 
del período de la autoimagen por lo que 1a superposición de autoimágenes 2-D está en 
consonancia. En cambio, en la dirección paralela a las líneas de la fuente el 
desplazamiento relativo entre autoimágenes, en general, no es un múltiplo entero 
del período de éstas. Por este motivo, el resultado neto de la superposición 
incoherente es, en esta dirección, una irradiancia constante igual al valor promedio. 
Por tanto, en el plano de observación se obtiene como resultado global de la 
superposición incoherente de autoimágenes, una estructura periódica monodi- 
mensional de perfil binario orientada en la dirección de las líneas de 1a fuente. De este 
modo se selecciona, sin necesidad de ninguna lente, una de las componentes espa­
ciales de la autoimagen de la red 2-D.

Veamos a continuación cómo se obtiene este resultado formalmente, a partir de 
la Ec.(4-8). Consideremos que la red fuente es una fuente ideal de extensión limitada, 
como la que describe la Ec.(4-10). La transmitancia en amplitud de la red objeto viene 
dada por

(5-1)

Difusor
giratorio /  

Fuente ^ Lente Red
fuente

Motor

z

y

X

R

Fig. 5-1. Dispositivo óptico para estab lecer una versión incoherente y sin lentes del experi­
mento de Abbe y Porter de filtraje espacial.
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Por ser el plano de observación un plano de autoimagen y la red objeto binaria, se 
tiene que

(5-2)

Llevando estas expresiones a la Ec.(4-8) se obtiene, tras una breve manipulación 
algebraica, para la distribución de irradiancia l(x,y) del plano de observación la 
relación

Teniendo en cuenta la condición de consonancia —expresada por la Ec.(4-13), con 
K - l— y utilizando la Ec.(4-51) resulta

,(x*)m(zi) 2 A”exp[i2*%¿) I A*sen{ĵ i¡rir)exp{'2*
'  '  m - -o o  n=—oo \  / j c á r

1 2 *°° /  \ +°° / v

“fc) I  A» **p(a*S)  ̂A; “p(í2,r̂ dJ ' <5'3>'  m=-oo n=-oo

donde el nuevo coeficiente A'n es

(  J ís Ü n ) ( ü nA n — Ansenc\

Nótese que para valores grandes de Ü este coeficiente es prácticamente cero salvo 
cuando n-0. Por lo tanto, si £i es suficientemente grande, la Ec.(5-3) se convierte en

'  '  fn—-o o

(5-4)

Como esta ecuación claramente indica, en estas condiciones, se filtra totalmente la 
componente de la red en la dirección del eje y. La Fig.5-2a corresponde a la primera 
autoimagen negativa de la red objeto utilizada en la verificación experimental de esta
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técnica. En la Fig.5-2b se m uestra  la im agen filtrada de este patrón, ob ten ida con una 
red  fuen te  con sus líneas o rien tad as  verticalm ente. Un resu ltado  sim ilar se obtiene 
cuando  se g ira  la red  fuente 90°. En este caso se selecciona la com ponente d e  la red  2-D 
en la dirección de l eje y. La fotografía de la Fig5-2c corresponde a esta situación.

Los resu ltados expuestos son en cierto m odo  análogos a los que se em plean  para 
ilu s tra r  el m éto d o  d e  filtraje espacial, con ilum inación  coheren te , d esa rro llad o  a 
p rincip ios d e  siglo p o r A bbe y P o rter [V-60]. La p rincipal ventaja d e  esta técnica 
incoheren te  es su  m ayor sencillez (no req u ie re  n ingún  sistem a óptico) y la m ejor 
relación señal-ru ido  en los resu ltados, característica de  la ilum inación incoherente.

Al igual q u e  en la experiencia de  Abbe y Porter, en  el plano d e  observación del

b )  c)

Fig. 5-2. R esultados obtenidos en  la versión incoherente del experimento de Abbe y Porter. a) 
P rim era au to im agen  negativa  (Q'+q'*0'5) de la red objeto 2-0  cuadrada, de periodo 
d=0'25m m . La fuente puntual (X=632'8nm) se  situó a z=31'61cm  de la red, por lo que 
R = 14’37cm . b) y c) Im ágenes filtradas del patrón anterior, obtenidas em pleando en el 
dispositivo de la Fig.5-1 una red fuente de periodo d'=0'80mm d ispuesta vertical y horizon- 
taimente, respectivamente. Las distancias z y R eran las mismas que en a).
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dispositivo de la Fig.5-1 también se pueden obtener franjas orientadas en otras 
direcciones.

Consideremos ahora que la red fuente se dispone con sus líneas orientadas en la 
dirección de una de las diagonales de la celda unidad cuadrada de la red 2-D, esto es, 
formando un ángulo de 45° con cada una de las redes lineales que componen el 
objeto. Sea d " el período de la red fuente. Para valorar la distribución de irradiancia, 
l(x,y), en el plano de observación resulta conveniente tomar el eje y del sistema de 
coordenadas en la dirección de las líneas de la fuente. Con esta elección, la 
distribución normalizada de irradiancia de ésta, Is(x,y), viene dada por

« « ’ - s f c ñ j i * - ' ' ' ’ ” ©  • “ *

y la transmitancia en amplitud del objeto se expresa como

«**> -J? g > ~%T *y)] ■ <“>
Introduciendo estas expresiones en la Ec.(4-8), teniendo en cuenta asimismo la 
Ec.(5-2), se obtiene sin dificultad la relación

Ahora, para valores suficientemente grandes de Ü, se tiene que 

] g 0  ,

salvo cuando n=m. De este modo, la Ec.(5-7) se reduce a 

I(x,y) * (2L+1)JC2 ^  ^
ms-eo

Exigiendo la condición de consonancia
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(5-8)

análoga a la que proporciona la Ec.(4-13), finalmente se obtiene

(5-9)

Esta expresión corresponde a una red monodimensional, de período J í  ( d/y¡ 2 ), con
sus líneas orientadas en la dirección de las de la red fuente (o, equivalentemente, en 
la dirección de la bisectriz del ángulo que forman las redes lineales que componen la 
red objeto). Para analizar el perfil de las franjas de la Ec.(5-9) es útil recordar las dos 
maneras equivalentes de expresar una función periódica/ que proporcionan las 
Ecs.(2-71a) y (2-86a). Si representamos la celda unidad de las redes 1-D que componen 
la red objeto por a(x), en el caso que nos ocupa la expresión alternativa a la Ec.(5-9)/ es

Esta afirmación se puede comprobar sencillamente/ verificando que los coeficientes 
del desarrollo en serie de Fourier asociados a la Ec.(5-10), que se obtienen a partir de la 
Ec.(2-87a)/ coinciden con los de la Ec.(5-9) —que, utilizando de nuevo la Ec.(2-87a), 
resultan ser A¡jl=a2(m/d)ld2— .

Si la red objeto está formada por dos redes binarias de amplitud/ de modulación s 
—para las que a(x)=rect(x/sd)—/ la Ec.(5-ll) se convierte en

donde frite) representa la función triángulo IV-61]. La Ec.(5-12) describe una función 
cuyo perfil es un triángulo de base 2JCs d/y[2 y altura s. Recordando que el período de 
I(x,y) es uf!¿/V 2 , se concluye que el perfil de esta distribución de irradiancia será 
triangular siempre que no exista solapamiento entre dos de los triángulos contiguos 
de la Ec.(5-10). Para ello basta con que s<0'5. Si se define la modulación sF de estas 
franjas como se hizo en el caso de las franjas de Lau trapezoidales/ Ec.(4-74)/ se tiene

(5-10)

con

(5-11)

(5-12)
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que Sp=2s. P ara las redes de Ronchi (s=0'5), la m odulación de  las franjas q u e  así se 
obtienen es Sp=l.

P or o tro  lado , obsérvese que  en esta ú ltim a experiencia de  filtraje espacial, la 
condición d e  consonancia que se debe verificar en tre los períodos de  las redes fuente y 
objeto —d ad a  por la Ec.(5-8)— es ligeram ente d istin ta de la que se debe satisfacer —y 
que p roporciona la Ec.(4-13)— para seleccionar las com ponentes originales d e  la red  
2-D. Por este  m otivo, si se desea realizar am bos tipos d e  filtraje sin  m od ificar la 
posición de l p lano de observación, se debe em plear dos redes fuente distintas: una de  
ellas para seleccionar las franjas de  la Ec.(5-4) y la o tra para  las d e  la Ec.(5-9). La 
relación que  debe existir en tre  los respectivos períodos d ' y  d ”, según las Ecs.(5-8) y (4- 
13), es

¿ ' = 4 =  . (5-13)
4 2

La fo tografía  de  la Fig.5-3, co rresp o n d e  a la verificación  ex p erim en ta l del 
resu ltado  d e  la Ec.(5-9). N ótese que, de  acuerdo  con la teoría expuesta , las franjas 
trian g u la re s  o b ten id as  tienen  una  m odulación  sFz il,  al e s ta r la red  objeto (cuya 
au to im agen  se m uestra  en la Fig.5-2a form ada po r dos redes b inarias de  m odulación  
sd0'5.

V eam os ahora  una  m anera com plem entaria  de  en ten d er la form ación d e  estas 
franjas oblicuas. C u ando  se superponen  dos redes d e  d ifracción  1 -D  idénticas, de 
período  d, g iradas en tre  sí un  ángulo  0 , se ob tiene u n  pa tró n  periódico  d e  franjas 
paralelas a la bisectriz del ángulo girado. El período dm de estas franjas de m oiré (V-62) 
es

Flfl. 5-3. Con una red  fuente de período i"=0'57mm  girada 45° respecto a  la vertical se  
obtiene, en  el plano correspondiente a  los resultados de la Fig.5-2, un patrón de franjas de 
perfil triangular.
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dm » --------------- . (5 .24)
■ 2 sen(6/2)

En el caso de una red 2-D cuadrada (9=90°), las franjas de moiré se disponen en la 
dirección de la diagonal de la celda unidad cuadrada, es decir, formando un ángulo de 
45° con cada una de las redes monodimensionales que la componen, y su período dm, 
de acuerdo con la Ec.(5-14), es dm=d/'{2. Además, cuando las redes son binarias y de 
modulación sá)'5 , el perfil de las franjas de moiré resultantes es triangular [V-63J.

Estos hechos permiten interpretar el patrón de franjas de la Ec.(5-9) como el 
resultado de poner en consonancia las franjas de moiré correspondientes a la 
autoimagen de la red 2-D, localizada en el plano de observación. De este modo, 
teniendo en cuenta las características (período y orientación) de este patrón de moiré, 
se entiende fácilmente por qué la red fuente lineal necesaria para obtener estas franjas 
oblicuas con el dispositivo de Lau, debe tener una orientación y un período tan 
particulares. Respecto a este último, es inmediato comprobar que la Ec.(5-8) es un caso 
particular de la Ec.(4-13), sin más que tener presente que el período del patrón que se 
quiere poner en consonancia es JLdm (con dm-d¡ V¿), en lugar de Jíd .

Los resultados de la experiencia de filtraje espacial incoherente discutida, se
pueden entender de un modo global más fructífero desde el punto de vista frecuen-
cial. El espectro de Fourier de la distribución de irradianda de la autoimagen de la red, 
está formado por un conjunto discreto de órdenes de difracción distribuidos 
regularmente formando una red 2-D cuadrada de "puntos" (análoga a la que describe 
la Ec.(2-91), para 0=90°). El factor de peso que modula cada orden de difracción (m,n) 
es igual al producto A mA n. Teniendo en cuenta el valor de los coeficientes de los 
desarrollos en serie de las Ecs.(5-4) y (5-9) es fácil percatarse de que las redes lineales 
que éstas representan son el resultado de filtrar todos los órdenes del espectro de la 
autoimagen, salvo los caracterizados, respectivamente, por las relaciones n=0 y n-m . 
Estos órdenes se distribuyen, en ambos casos, a lo largo de una recta que pasa por el 
origen. La orientación de esta recta y la separación entre órdenes, situados en ella,
sucesivos, determinan la orientación y el período de la red que se obtiene en la
imagen filtrada. Específicamente, las líneas de esta red son perpendiculares a dicha 
recta y su período es el valor inverso de la separación entre órdenes. Por tanto, son 
también estos parámetros los que fijan la orientación y el período de la red fuente, 
que perm ite obtener en el plano de observación del dispositivo de la Fig.5-1, la 
imagen filtrada.

Desde este punto de vista es inmediato extender las posibilidades del dispositivo 
de filtraje espadaL Éste permite seleccionar no sólo las componentes originales de la 
autoimagen de la red 2-D y su patrón de moiré, sino también cualquier otra 
componente espacial que resulte de filtrar todos los órdenes del espectro de la 
distribución de irradiancia de la autoimagen salvo los alineados en una recta que
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contenga al orden cero. La discusión precedente aclara cómo determinar la orien­
tación y el período de la red fuente necesaria en cada caso. Otra ventaja de este punto 
de vista es la de poner de manifiesto la clara analogía existente entre esta técnica de 
filtraje espacial de objetos periódicos y la desarrollada en las experiencias de Abbe y 
Porter. Una diferencia importante entre ámbas es que el filtraje se realiza sobre las 
componentes espectrales correspondientes, en la técnica clásica, a la distribución de 
amplitud del objeto y, en la incoherente, a su distribución de irradianda.

Para finalizar esta sección, consideremos ahora que la transparencia objeto es una 
red bidimensional oblicua, de amplitud, como la que describe la Ec.(2-90). Supon­
gamos, además, que el ángulo 9 entre las dos redes lineales verifica la Ec.(2-95) para 
algún valor particular del número natural M y del entero N. Para esta situación, el 
comportamiento de la red bidimensional en cuanto a posiciones de las autoimágenes 
es similar al de una red lineal de período yfMd.

Ahora, manteniendo la red lineal como fuente incoherente del dispositivo de 
Lau se pueden seleccionar también las diferentes componentes espectrales de la red 
oblicua. En particular vamos a discutir cómo seleccionar las redes lineales que 
componen una autoimagen del objeto y el patrón de franjas de moiré que éstas 
producen, por ser estas situaciones las utilizadas en la aplicación que se describe en la 
sección siguiente.

En el primer caso, se debe poner en consonancia, en un plano de autoimagen, 
una de las dos estructuras unidimensionales que componen ésta. La condición de 
consonancia que se debe satisfacer, y que es idéntica a la que se aplica para obtener 
franjas de Lau 2-D con una red fuente 2-D, viene dada por la Ec.(4-95). La selección de 
la imagen filtrada se consigue haciendo que las líneas de la red fuente sean paralelas a 
una u otra estructura original. El plano donde se obtiene esta imagen, lo determina la 
Ec.(4-92).

Para la segunda situación, la red fuente lineal se debe disponer con sus líneas 
paralelas a la dirección de las franjas de moiré (esto es, en la bisectriz del ángulo 6). 
Además, si se desea mantener fijo el plano de observación —y por tanto, los valores 
de z y R de la situación anterior—, el período d ” de dicha red debe de satisfacer la 
relación

< T = ----- - ------  . (5-15)
2  sen(6/2)

Es decir, los períodos de las redes fuente que permiten seleccionar, respectivamente, 
las franjas de moiré y las componentes originales de la autoimagen elegida, deben de 
guardar la misma proporción —dada por la Ec.(5-14)— que los períodos de dichas 
estructuras 1-D.

Teniendo en cuenta la Ec.(2-95), la Ec.(5-15) se puede expresar como
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d '=  i 1 , (5-16)
y¡2M -  N

y  utilizando la Ec. (4-94), finalmente resulta

d m =  r.Az . (5-17)
2Q'dy¡M(2M-N)

Cuado N  es un número par y M impar la red 2-D resultante genera también, tal y 
como se discutió en la sección II.4, autoimágenes negativas. En este caso, se pueden 
realizar las operaciones de filtraje anteriores sobre una autoimagen negativa de la red. 
Las ecuaciones previas se aplican también a este caso, sustituyendo, claro está, el 
entero Q ' por el índice semientero que caracteriza la autoimagen considerada.

En realidad, la técnica de filtraje espacial descrita, se puede aplicar a la distribución 
de im d ian d a  de cualquier patrón de Fresnel de la red 2-D objeto. El resultado de la 
imagen filtrada dependerá evidentemente de cuál sea el perfil del patrón elegido. En 
particular, con una red 2-D oblicua de fase compuesta por la superposición de dos 
redes lineales como la de la Ec.(2-69), se pueden obtener las mismas imágenes filtradas 
de alto contraste que se obtienen con la correspondiente red binaria de amplitud. Para 
ello basta con seleccionar las componentes espectrales de alguno de los patrones 2-D 
binarios y de alto contraste que esta red genera —cuando el entero N  que define el 
ángulo 0 verifica la Ec.(2-112)—. Las ecuaciones de la discusión anterior, relativa a las 
redes oblicuas de amplitud, son válidas en este caso sin más que cambiar en ellas el 
índice Q ' por el índice Q '+<?'/ con q'=l/4 ó 3/4, que caracteriza el patrón de Fresnel de 
alto contraste elegido.

A continuación se describe cómo los resultados anteriores, encuentran una 
aplicación práctica en el desarrollo de puertas lógicas ópticas.

V.3 Puertas lógicas binarias
Las operaciones lógicas pertenecen a la clase de operaciones no lineales de 

procesado de información. Para poder realizar estas operaciones por métodos ópticos 
hay que superar el comportamiento lineal que, de ordinario, presentan los disposi­
tivos ópticos. En el método que se propone a continuación, esto se logra mediante un 
codificado espacial no lineal de las funciones binarias a combinar. De este modo, el 
proceso para realizar la operación lógica deseada se puede dividir en tres etapas: al 
codificado no lineal de los dos objetos binarios de entrada le sigue una etapa de filtraje 
espacial incoherente, utilizando el dispositivo de la sección 5.2, que, junto a una
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decodificación no lineal posterior, permite obtener el resultado de la operación 
deseada.

Para la etapa de codificado de los datos de entrada, se ha utilizado la técnica de 
modulación theta [V-64]. La idea básica de esta técnica es codificar cada celda de 
información del objeto, mediante la orientación angular —de ahí el nombre de 
modulación theta— de una red monodimensional. Así, un objeto theta-modulado 
consiste en dos o más redes contiguas con diferentes orientaciones azimutales.

Consideremos, por tanto, dos objetos binarios que se desea combinar mediante 
una determinada operación lógica booleana. En la Fig.5-4 se muestra esquemá­
ticamente un ejemplo del proceso de codificado de dos de estos objetos, representados 
en blanco y negro. Primero, se prepara independientemente una versión theta- 
modulada de cada uno de los objetos originales. De esta forma, cada valor binario de 
las dos funciones de entrada queda codificado por una única estructura periódica 
unidimensional. La orientación de estas redes 1-D es tal que, por un lado, un valor 
lógico dado queda codificado, en uno y otro objeto, por redes mutuamente perpen­
diculares y, por otro lado, los dos valores binarios diferentes de cada objeto se 
codifican con redes 1-D que forman entre sí un ángulo <p, tal y como se muestra en la 
Fig_5-4b. Las redes 1-D que se empleen en este proceso pueden ser tanto de amplitud 
como de fase. El valor particular del ángulo <p depende del tipo de redes que se 
utilicen. En este trabajo, vamos a considerar que el codificado de los objetos se realiza 
con redes binarias cuadradas, puras de fase, con un salto de fase tt/2. Para esta 
situación, el valor más conveniente para el ángulo <p es 41’8°. La elección de este valor 
y el empleo de estas redes de fase se justifica en la discusión posterior. La técnica para

\

Rg. 5-4. Etapa de codificado no lineal, a) Objetos binados originales (en negro, valor lógico 0; 
en blanco, valor lógico 1). b) Objetos codificados por modulación theta. Las redes lineales 
tienen la misma frecuencia espacial.
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establecer las puertas lógicas binarias empleando en el codificado redes de amplitud, 
se recoge en un trabajo preliminar [V-57] y es análoga a la que aquí se va a tratar.

Para la etapa del procesado lógico, se sustituye la red objeto del dispositivo de Lau 
por la transparencia que resulta al superponer los dos objetos theta-modulados. En 
ésta, cada una de las cuatro combinaciones posibles con dos variables binarias, está 
representada por su propia red 2-D de fase, tal y como se indica en la Fig.5-5. Para dos 
de estas redes el ángulo de rotación entre las estructuras lineales que las componen es 
0=90° y para las otras dos es 0=48'2 o. Sin embargo, nótese también que la orientación 
global de las redes 2-D de igual ángulo 0, correspondientes a combinaciones lógicas 
diferentes, es distinta.

Tal y como se discutió al final de la sección U.4, tanto para la red 2-D de fase 
cuadrada como para la red oblicua de 0=48'2olos patrones de Fresnel de índice q=l/4 ó 
3/4 son binarios y de alto contraste. La distancia de Talbot de la primera de ellas 
coincide con la de las redes lineales de período d que la componen (zj=2d2/X), mien­
tras que para la segunda —que corresponde a la solución de la Ec.(2-95) con M=3 y 
N=4— es, según la Ec.(2-97), z^=Mzj=6d2/X. La localización del patrón de Fresnel de 
índice Q+q=3/4 de la red cuadrada la determina, teniendo en cuenta las Ecs.(2-ll) y 
(2-53), la relación

zR  3d
z + K 2X

(5-18)

Como se comprueba aplicando de nuevo las mismas ecuaciones, la Ec.(5-18) fija 
asimismo la posición del patrón de índice Q+q=l/4 de la red oblicua.

48'2‘

11 10

01 00

Rg. 5-5. Superposición de ios dos objetos theta-moduiados de la Flg.5-4. Las combinaciones 
lógicas 11 y 00 quedan asi codificadas por una red cuadrada (6*90°). Una respecto a otra están 
giradas 41’8°. Las regiones asociadas a los valores 10 y 01 están codificadas por una red 2-0 
oblicua con 0-46?°. Ahora, el giro relativo entre ellas es 90°.
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Por estos motivos, cada una de las diferentes estructuras bidimensionales de fase 
que componen la transparencia representada en la Fig.5-5 genera, en el plano definido 
por la Ec.(5-18), una red 2-D binaria y de contraste máximo, con su misma orientación. 
El período de las redes lineales que forman estos patrones es J í d ,  siendo J í  el 
aumento geométrico —dado por la Ec.(2-12)— asociado al plano de observación. Por 
otro lado, existe un patrón de franjas de moiré asociado a cada una de las cuatro 
regiones de este plano. Según se ha discutido en la sección anterior el período de estas 
franjas, véase la Ec.(5-14), y su orientación, respecto a la dirección horizontal, para las 
cuatro combinaciones de variables lógicas posibles 1 1 , 10 , 01 y 0 0 , son, respectiva­
mente, J í d /y ll ,  - 4 5 yfJJÍU ’d, -2 4 '1 V 3/2Í4d, 65 '9° y  J íd H  2, -3 '2 ° (los ángulos 
con sentido horario se han tomado como positivos y al contrarío). La razón de 
enfatizar estos hechos, es el importante papel que juegan en nuestro procedimiento 
para realizar ópticamente operaciones lógicas.

Eligiendo convenientemente la fuente codificada del dispositivo de Lau se puede 
obtener el resultado de la operación binaria que se desee. La red fuente permite 
seleccionar, en el plano que determina la Ec.(5-18), cada una de las redes lineales 
componentes de las estructuras 2-D, las propias redes 2-D, cada patrón de franjas de 
moiré o una combinación cualquiera de dos de éstos. La fuente codificada específica 
de cada operación debe generar franjas de Lau en las regiones asociadas a las combina­
ciones de valores lógicos para los que la operación elegida proporciona, de acuerdo 
con la correspondiente tabla de verdad, el valor lógico 1. De este modo, en cada región 
del plano de detección el resultado de la operación aparece codificado por la presencia 
de franjas de alto contraste (lineales o bidimensionales) cuando es 1 o por una irra- 
dianda uniforme cuando es 0 .

En la Fig.5-6 se resume el procedimiento a seguir para obtener con este método las 
16 operaciones lógicas binarias posibles. Consideremos, por ejemplo, la operación 
A OR B. Según la tabla de verdad correspondiente, el resultado de esta operación es 1 
para las combinadones lógicas 11, 01 y 10. Las componentes horizontales y verticales 
de las redes 2-D asociadas a estas combinadones en la etapa de preprocesado son las 
estructuras caraderísticas de estas regiones, y que las distinguen de la cuarta región 
donde las componentes de la red 2-D asociada tienen otra oríentadón. Teniendo en 
cuenta las propiedades de filtraje espacial del dispositivo de Lau discutidas en la 
secdón anterior, para seleccionar simultáneamente estas componentes horizontales y 
verticales basta con utilizar una red fuente 2-D formada por dos redes lineales de 
período d ' superpuestas en ángulo recto y orientadas en la direcdón horizontal y 
vertical respectivamente. La separación z entre la red fuente y el objeto ha de 
satisfacer la condición de consonanda

z =
3 d d ’
2X

(5- 19)
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que se deduce directamente de la Ec.(4-19), sin más que recordar que el plano donde se 
realiza el filtraje incoherente corresponde al patrón de índice Q'+q'=3/4 de la red 
cuadrada. La posición de este plano se determina, ñjado el valor de z por 1a Ec.(5-19),

O peración Tabla 
de V erdad Fuente R esultado

Teórico

B

B

A AND B

A ÑOR B

A A N D  B

1 0 Red 1-D
1 1 1 Período d'
0 0 0 <p=0°

3 i 0 Red 1-D
l i 0 Período d'
0 i 0 <p=90°

3 1 0
i
0

0 0 
1 1

1 0

0  1 
0  1

1 0

1 1 0
0 0  0

3 1 0

1
0

0  0  
0  1

3 1 0

1
0

0  1 
0  0

Red 1-D 
Período d' 

Q=41'8°

Red 1-D 
Período d ' 
<t=-48'l°

Red 1-D 
Período d'/y/í 

<¡*45°

Red 1-D 
Período d ’/^2  

<p=86’ 8 o

Red 1-D 
Período V3/2d' 

<t*65'9°

1 0 Red 1-D 
Período y/3/2d'A A N D  B i 0 0 \WV

0 1 0 f=-24'l °

Fig. 5-6. Resultado teórico y fuentes codificadas correspondientes a  las 16 operaciones 
lógicas binarias. El ángulo + representa la rotación global del conjunto de toda la red, lineal o 
bidimensional, respecto a la vertical (se ha tomado como positivo cuando tiene sentido hora­
rio). Las lineas de la red fuente quedan siempre paralelas a las de los patrones de Lau del plano 
de salida, indicados en la última columna de esta figura.
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m ed ian te  la Ec.(5-18). C on estas condiciones, la p rop ia  p ropagac ión  lib re  de  la luz 
d ifractada en el objeto se encarga de  resaltar las estructuras lineales m encionadas y de  
a ten u ar las o tras . Con los objetos de  prueba utilizados, se obtienen  franjas de Lau de  
alto  con traste  en  la m itad  superio r y en el cuadran te  inferior izqu ie rd o  d e  la figura 
p royectada d e  la transparencia objeto.

C onsiderem os ahora la operación A A N D  B, que proporciona el valo r 1 sólo para

Tabla ResultadoOperación de Verdad Fuente Teórico

A OR B

A  NAND B

A  OR B

A  OR B

A  EQV B

A  XORB

¡fc 1 0

1 1 0
0 1 1

R e d  2 -D , 0=90° 
P e r ío d o  d'

R e d  2 -D , 8=90 ° 
P e r ío d o  d ’ 

<p=41'8 o

R e d  2 -D , 8=48'I o 
P e r ío d o  d' 

<fi=0°

R e d  2 -D , 8=48'2 o 
P e r ío d o  d ’ 

<t*90°

R e d  2 -D , 8=90 °
P e r ío d o  d 'l^ lí  

<t*45°

N 1 0 R e d  2 -D , 8=90°
1 0 1 P e r ío d o  V § /2 d '
0 1 0 t= 65'9°

X 1 0 R e d  2 -D , 8=-41 '8
1 1 1 P e r ío d o  d'
0 1 1 £ = 0 °

m

0
1 0

1
0

0  0  
0  0

N o  c o d i f ic a d a

Fig. 5-6 (continuación).

4
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la com binación  lógica 01. En este  caso, el pa trón  d e  franjas característico  d e  esta 
com binación es el pa trón  de m oiré asociado a la red  2-D que la codifica. Para poner en 
consonancia  exclusivam ente este patrón , se debe u tilizar una red  fuente 1-D con sus 
líneas d isp u esta s  form ando un  ángulo  d e  -24  '1 0 con la horizontal. Para que el plano 
de  detección  sea el m ism o que en la situación  an terio r, el período  d e  la red  fuente 
debe ser yfJ¡2d '. A hora se obtienen franjas de  alto  contraste, para los objetos u tiliza­
dos, exclusivam ente en el cuadran te  inferior izquierdo  de la proyección de l objeto.

C om o ú ltim o  ejem plo d iscu tam os la operación  A EQ V  B. Según la correspon-

AANDB

AANDB AORB

Rg. 5-7. Resultados experimentales correspondientes a  algunas de las puertas lógicas de la 
Fig.5-6. En el plano de detección, el valor lógico 1 aparece codificado por la presencia de 
franjas de Lau lineales o bidimensionales y el valor 0 como un fondo uniforme. Cada una de 
estas operaciones lógicas requiere una red fuente diferente (véase el texto).
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d ien te  tabla de  verdad , esta operación se evalúa a 1 para las com binadones 11 y 00. Los 
pa tro n es  d e  franjas característicos d e  estas com binaciones son las franjas d e  m oiré 
asociadas a las do s  redes cu ad radas. Para poner en consonancia sim ultáneam en te  
estos patrones, se debe u tilizar la red fuente 2-D oblicua que resulta al superponer dos 
redes lineales iguales con u n  ángulo  d e  ro tación 0=41 '8°. Esta red se debe o rien tar 
para  que sus líneas constituyentes form en ángulos de  -4 5 °  y -3  '2 o, respectivam ente, 
respecto  a la ho rizon tal. A dem ás, para m an tener fija la posición del p lano  de detec- 
d ó n , el período  d e  las redes fuente lineales debe ser <¿'/V2. Para los objetos de  prueba 
u tiliz ad o s  las fran jas lineales de  a lto  co n traste  se ob tienen , en este  caso, en  el 
cu ad ran te  superio r izqu ierdo  y en el inferior derecho.

AEQVB

AXORB 1

Flg. 5-7 (continuación).
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Teniendo presentes estos ejemplos, no es difícil entender las siguientes afirma­
ciones. Las puertas lógicas que realiza las operaciones A, Á, B y B requieren una red 
fuente lineal de período d \  Para las de las operaciones A AND B y A N O R  Bel  
período de la red fuente lineal debe ser d'/VI y para las correspondientes a A AND B y 
Á AND B, debe ser yfJ/2d\ Empleando una red fuente 2-D cuadrada de período d' se 
obtienen las operaciones A OR B y A NAND B, mientras que si el período de la red 
2-D es V57¡i '  se tiene la puerta lógica correspondiente a A XOR B. Para las operacio­
nes A OR B y A OR B se necesita una red fuente 2-D oblicua (con 6=48 '2 °), teniendo 
sus componentes un período d \  Para establecer la puerta lógica correspondiente a 
A EQV B se requiere una red 2-D oblicua de ángulo 6=41 '8° y período <T/V2. Por 
último, la operación lógica 1 se obtiene con una red igual que la anterior, pero de 
período d ' y la operación trivial 0  se realiza utilizando una fuente extensa sin 
codificar. Como es obvio en las puertas lógicas que emplean la misma red fuente la 
orientación de ésta es diferente según la operación particular que realicen. En todos 
los casos, las líneas de la red fuente son paralelas a las de los patrones de Lau que se 
obtienen en el plano de observación.

Para verificar la técnica propuesta, se han utilizado los objetos de prueba binarios 
de la Fig.5-4. Algunos de los resultados experimentales obtenidos se recogen en la 
Fig.5-7. En ella se muestra, para cada una de las redes fuente diferentes que requiere 
esta técnica, un ejemplo del resultado que se obtiene en el plano de detección. Las 
redes de fase utilizadas en la etapa de codificado eran de período d=0'16mm. Las 
dimensiones globales de los objetos codificados eran 15xl5mm  aproximadamente. 
Dado que el período d'=0 '64mm, la distancia entre la red fuente y el plano objeto se 
tomó igual a z=24'27cm. De este modo se satisface la Ec.(5-19) para X=682'8nm. Conse­
cuentemente —véase la Ec.(5-18)— el plano de detección se situó a una distancia 
R=8 '09cm. Como se aprecia en la Fig.5-7, los resultados obtenidos concuerdan satisfac­
toriamente con las espectativas teóricas previamente expuestas y exhiben una alta 
relación señal-ruido, característica de la iluminación incoherente.

V.4 Correlador 2-D de proyección 
geométrica perfecta

Para finalizar este capítulo, veamos cómo las propiedades del campo difractado 
por una transparencia bajo iluminación incoherente, en conjunción con el efecto 
Talbot, permiten desarrollar un nuevo correlador óptico incoherente para señales 
bidimensionales positivas.
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Consideremos una fuente plana monocromática incoherente, cuya distribución 
normalizada de irradiancia, que en ocasiones anteriores se denotó por ís, es 
conveniente identificar ahora con

l¿x,y) = at(x,y) , (5-20)

que ilumina, con una geometría similar a la de la Fig.4-2, a una transparencia objeto 
de transmitancia en irradiancia dada por

T(x,y) = a2f -  / * Y Y <5fx -  md, y -n d )  , (5-21)
\J1 0 )  m t o o r £ o o

donde las funciones, de soporte compacto, a-i(x,y) y a2(x,y) son las distribuciones de 
irradiancia que se desea correlacionar y tj es un factor de escala. La red 2-D cuadrada de 
la Ec.(5-21) iluminada coherentemente genera autoimágenes, tanto positivas como 
negativas, si sus variaciones de fase preservan la estructura periódica. El índice semi­
enten) asociado a estos patrones, cuya localización determina la Ec.(2-56), lo vamos a
representar, como en el Capítulo m , por P. Para la situación considerada, la distribu­
ción de irradiancia, I(x,y), en uno de estos planos de autoimagen, de acuerdo con la 
Ec.(4-9), es

,<x*> - (:¿fj {̂ ' d£)} -
en donde los aumentos «6 y  «4TS vienen dados, por supuesto, por las Ecs.(2-12) y (4-7), 
respectivamente. Teniendo en cuenta las Ecs.(5-20) y (5-21) se obtiene la expresión

t i ' ' M  *lS Í J (x' mM’y' nM) •
Si se exige, además, que

r\JL= Jís , (5-22)

finalmente resulta

(5-23)
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Esta ecuación describe una distribución de irradiancia que corresponde a una red 2-D 
cuadrada, de periodo Jld, cuya celda unidad es el resultado de la correlación entre las 
señales a2 y av  ambas reescaladas con el mismo factor En la interpretación de este 
resultado estamos suponiendo implícitamente que el período JLd de esta red es lo 
suficientemente grande para que no haya solapamiento entre dos celdas contiguas. Si 
suponemos que at(x,y) y a2(x,y), como funciones de soporte compacto que son, se 
anulan fuera de un intervalo bidimensional cuadrado de longitud A, se tiene que la 
correlación a2(xfr\JÍ, y/i] JO 9 a 1(x¡r]JÍ, y¡r\JO es nula, a su vez, fuera de un cuadrado 
de lado 2i]JtA. Por este motivo, la condición anterior de no solapamiento equivale a 
que 2x)A£d. Dado que en la red objeto la celda unidad se inscribe en un cuadrado de 
lado ifA, esta relación establece que la fracción no idénticamente nula del período —o, 
simplemente, modulación— de dicha red, r¡A/d, debe ser igual o menor que 0’5.

Por todo ello, bajo los supuestos anteriores, la simple propagación libre de la luz 
emitida por la fuente permite realizar la operación de correlación deseada y además 
ésta se obtiene, en el plano de detección, de una manera múltiple. La periodicidad del 
filtro de referencia permite que la proyección de este patrón desde cada punto de la 
fuente coincida exactamente, para ciertos planos, con su sombra geométrica. Este 
dispositivo se comporta, de este modo, como un correlador de los de proyección 
geométrica en el que ésta es perfecta.

Introduciendo en la Ec.(5-22) los valores que para J í y  J ís proporcionan, respecti­
vamente, las Ecs.(2-12) y (4-7), se obtiene

Llevando esta relación a la Ec.(2-56) —sustituyendo en ella el índice Q+q por el 
semientero P— y despejando el valor de z resulta

(5-25)

Despejando ahora R de la Ec.(5-24) se tiene

(5-26)

y teniendo en cuenta la Ec.(5-25), en definitiva, resulta
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Dados los valores particulares der j yd,  las Ecs.(5-25) y (5-27) proporcionan, respectiva­
mente, las distancias z y R  que permiten obtener en el plano de observación (caracte­
rizado por el índice P seleccionado) la correlación buscada. La Ec.(5-25) establece que P 
debe ser una cantidad positiva, al ser z y zr  mayores que cero. De acuerdo con la Ec.(5- 
27), para que el plano de observación sea real (R>0) es necesario también que rj<l. Por 
tanto, en el caso de autocorreladón la escala de la señal a2 en la red objeto debe
ser menor que la de la señal ax que compone la fuente.

Utilizando de nuevo las Ecs.(4-7) y (5-26), se obtiene que el factor de escala en 
el plano de detección, de las señales que se correlacionan vale

. (5-28)
1 - t j

Es sencillo demostrar que en el intervalo de interés (0<tj<1) *#s es una función 
monótona creciente con rj. Para r¡=0'5 resulta J ts- \  y, según las Ecs.(5-25) y (5-27), 
z=R=2Pzt .

Con objeto de comprobar sus posibilidades, el dispositivo descrito se ha utilizado 
en un experimento de reconocimiento de caracteres. El objetivo de esta experiencia 
fue detectar la presencia y posición de un determinado carácter alfabético binario en 
una señal de entrada compuesta. En particular, en esta discusión se supone que esta 
señal está formada por un conjunto de H1xH2 caracteres, en las direcciones horizontal 
y vertical, respectivamente, de modo que la extensión de cada uno de ellos en ambas 
direcciones es Av  La distribución de los caracteres individuales es tal que los 
cuadrados de lado A, que limitan su extensión están repartidos de modo regular y con 
sus centros separados entre sí una distancia 2AV En la Fig.5-8 se muestra una señal de 
estas características (para Hx=3 y  H2=2). Estas condiciones garantizan que no hay 
solapamiento entre las correlaciones individuales de cada carácter de la señal de 
entrada con el de referencia.

En el correlador propuesto, al igual que ocurre en los de proyección geométrica, se 
utiliza la propia señal de referencia como fuente incoherente del dispositivo. Sin 
embargo, como filtro de referencia se emplea la señal de referencia, convenien­
temente escalada, replicada espacialmente en forma de red 2-D cuadrada. La transmi- 
tanda en irradiancia de este filtro coincide formalmente con la Ec.(5-21) y es, por 
tanto, el que se emplea como red objeto en el montaje descrito previamente.

Para esta situación, la Ec.(5-23) sigue siendo válida sin más que tener en cuenta 
que ax(x,y) representa, ahora, la distribución normalizada de irradiancia de la señal de 
entrada compuesta. Además, en este caso, para evitar que haya solapamiento entre 
celdas adyacentes en el plano de detección, la modulación A2/d —siendo A2̂ r¡A1 la 
extensión, en el filtro de referencia, del carácter a reconocer— de la red objeto debe 
verificar la relación
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A I S 
N S X

I I

A 1 S
N S X

a) b)

Ftg. 5-8. Señal de entrada compuesta: a) Esquema de la disposición de los caracteres indivi­
duales que la componen; b) Filtro objeto que se sitúa en el plano de entrada del correlador y 
que corresponde al negativo, excluida la trama, del esquema de a).

d * 2H '

donde H es el máximo entre H: y H2. Desde un punto de vista práctico, para obtener el 
mayor rendimiento luminoso posible interesa que la modulación de la red objeto sea 
lo mayor posible, es decir, A2=d/2H.

En la Fig.5-8b se muestra, ampliada, la señal de entrada que se ha utilizado en la 
experiencia llevada a cabo. Para esta señal, AjdO’12 mm. Esta transparencia, iluminada 
de igual modo que la red fuente del dispositivo de Lau representado en la Fig.4-3, 
actuaba como fuente incoherente para el filtro de referencia periódico. Como señal de 
referencia se ha utilizado la letra S presente en el anterior conjunto de 3x2 caracteres. 
El período del filtro de referencia construido con esta celda unidad era d=0'308mm, y 
para el factor de reducción de los caracteres de este filtro, respecto a los de la señal de 
entrada, se ha tomado el valor rj=0'5. En la Fig. 5-9 se muestra la primera autoimagen 
negativa de esta red 2-D.

Con objeto de hacer el dispositivo experimental lo más compacto posible, se eligió 
como plano de detección el correspondiente a la anterior autoimagen (P-0'5). Con 
estas condiciones y X=514nm, las Ecs.(5-25) y (5-27) proporcionan, respectivamente, 
z=R=36'91cm. La Fig.5-10 corresponde a la distribución de irradiancia que se obtenía 
en el plano de salida del sistema. La celda unidad compuesta de esta distribución, 
contiene las señales asociadas a la correlación del carácter S de referencia con cada uno 
de los caracteres que componen la señal de entrada. En cada celda unidad del patrón 
de la Fig.5-10, se aprecian claramente los picos de irradiancia máxima que detectan la 
presencia y la localización del carácter S en la señal de entrada. Obsérvese que, debido



178 Procesado óptico d e  inform ación con luz especialm en te incoherente

s  S 5 S S S

6 S S S 5 S

s  S S S 5 S

5 5 6 5 5 5

Fig. 5-9. Primera autoimagen negativa del filtro de referencia. La fuente puntual que iluminaba 
éste se situó a una distancia z=36'91cm, por lo que R=36'91cm.

a que  el d ispositivo  p ropuesto  realiza la correlación en tre  la señal d e  referencia y la 
señal d e  en tra d a , y no al con trario , la d isposic ión  re la tiva  d e  las correlaciones 
in d iv id u a le s  d en tro  d e  cada celda elem ental está in v e rtid a  respecto  a la d e  los 
correspondien tes ca ráete res den tro  de la señal de  en trada.

C om o com probación adicional, se ha calculado num éricam ente el resu ltado  de la 
correlación de  las señales em pleadas. La distribución  d e  irradiancia correspondiente a 
esta señal se m uestra, en form a d e  niveles de  gris, en la Fig.5-11. Com o se observa con 
la ay uda  de  la Fig.5-12, que  corresponde a la d istribución  experim ental d e  irradiancia 
d e  una  de  las celdas del plano de detección, la sim ilitud  entre el resu ltado  num érico y

Rg. 5-10. Repartición de irradlanda obtenida en el piano de detección del correlador. En ella 
se aprecian claramente, en cada una de las celdas elementales, los picos de la autoconelación 
de los dos caracteres S presentes en la señal de entrada.
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Ftg. 5-11. Representación en niveles de gris del resultado teórico de la correlación de las 
seriales empleadas en el experimento.

el experim en tal es altam ente satisfactoria.
Esta sencilla experiencia confirm a la validez de la teoría expuesta previam ente y 

perm ite  en trever las posibilidades prácticas del correlador incoherente propuesto.

*

ifr

Fig. 5-12. Distribución da irradiancia correspondiente a una de las celdas unidad del patrón 
periódico de la Fig.5-10.
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V.5 Conclusiones
En este capítulo se ha propuesto un correlador y un método para realizar óptica­

mente las puertas asociadas a las 16 operaciones lógicas binarias posibles. Los dos 
procesadores de información se apoyan en el fenómeno de autoimágenes con luz 
incoherente (efecto Lau), por lo que sorprendentemente, en ambos casos, su 
funcionamiento no requiere el uso de lentes y el resultado final de la operación 
exhibe una alta relación señal-ruido propia de este tipo de iluminación.

Respecto al procesador lógico, como paso previo se ha demostrado que es posible 
seleccionar, utilizando una red fuente lineal, las diferentes componentes espectrales 
unidimensionales de una autoimagen cualquiera de una red objeto 2-D que verifique 
la condición de Montgomery. La orientación del armónico lineal que se quiere 
seleccionar determina cuál debe ser la orientación y el período de la red fuente. En 
particular, para las redes 2-D oblicuas consideradas en el Capítulo II, se ha discutido 
cómo seleccionar tanto cada una de las dos estructuras lineales que componen sus 
autoimágenes —o sus patrones de máximo contraste, si son redes de fase— como el 
patrón de franjas de moiré definido por la intersección de aquéllas. Los resultados 
obtenidos con esta versión modificada del dispositivo de Lau guardan una estrecha 
analogía con los del experimento clásico, realizado por Porter, sobre la técnica de 
filtraje espacial coherente introducida por Abbe.

A continuación, estos hechos aplicados a ciertas redes 2-D de fase, rectangulares u 
oblicuas, se han utilizado para diseñar puertas lógicas binarias. En la técnica propuesta 
se distinguen tres etapas. Primero, se prepara una versión codificada, mediante el 
método de modulación theta, de los objetos binarios de entrada. Después, se sustituye 
la red objeto del dispositivo tipo Lau de filtraje incoherente por la transparencia que 
resulta de la superposición de los dos objetos theta-modulados. De este modo, cada 
combinación lógica queda apropiadamente codificada con una red 2-D diferente. Para 
obtener una determinada operación lógica se utiliza como red fuente bien una red 
lineal o bien la superposición de dos de ellas iguales, con la orientación entre ellas, el 
giro global y el período adecuados. Los valores lógicos 1 y 0 , es decir, el resultado de la 
operación, aparecen codificados, en el plano de observación, por la presencia o 
ausencia de patrones de Lau (lineales o bidimensionales), respectivamente. Este 
hecho justifica la necesidad de una última etapa de decodificado no lineal. Los 
resultados experimentales obtenidos con esta técnica incoherente han sido plena­
mente satisfactorios.

Para la etapa de codificado de las variables binarias, se puede utilizar también 
redes lineales de am plitud. Sin embargo, el empleo de las de fase mejora el 
rendimiento luminoso del dispositivo y aumenta su flexibilidad al permitir, en 
principio, el uso de elementos acusto-ópticos en este proceso.
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La última aportación de este trabajo ha sido el desarrollo de un correlador 
incoherente/ del espacio objeto/ para señales bidimensionales basado en el efecto Lau. 
Al igual que en los correladores de proyección geométrica/ la señal de entrada actúa 
como fuente incoherente del dispositivo. Sin embargo, como filtro de referencia se 
utiliza la propia señal de referencia pero codificada sobre un soporte periódico 
espacialmente. A diferencia de todos los correladores de este tipo descritos hasta la 
fecha, esta periodicidad transversal permite obtener en el plano de salida del 
dispositivo la correlación exacta de ambas señales. Como resultado adicional, esta 
correlación se obtiene de forma múltiple en dicho plano.

Con el fin de verificar sus posibilidades prácticas, este correlador se ha aplicado en 
una experiencia sencilla de reconocimiento de caracteres. La presencia del carácter S se 
ha identificado en una señal de entrada compuesta. Las propiedades de detección e 
invarianda a desplazamientos del correlador han quedado patentes.
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VI. Conclusión general
VI.l Un resumen y algunas perspectivas

Entre otros objetos, las redes de difracción unidimensionales, y ciertas redes 
bidimensionales, iluminadas con luz monocromática son capaces de proporcionar un 
duplicado de sí mismas en una serie de planos paralelos a ellas sin necesidad de 
ningún componente óptico. Esta formación de imágenes bajo propagación libre de la 
luz difractada —o fenómeno de autoimágenes— ha sido en los últimos tiempos tema 
de muchas investigaciones.

En los Capítulos II y IV de esta memoria, este fenómeno se ha estudiado bajo dos 
situaciones que consideramos complementarias, a saber, para el caso en el que la 
iluminación monocromática incidente proviene de una fuente puntual —fenómeno 
de autoimágenes con luz coherente o efecto Talbot— y para la de una fuente extensa 
incoherente codificada linealmente —efecto Lau a distancia finita e infinita—. Todo 
este estudio ha permitido introducir y estudiar las características de una serie de 
figuras de difracción nuevas —patrones de Lau uni y bidimensionales—, las cuales 
pueden exhibir un alto contraste e irradiancia y han sido observadas experimen­
talmente.

En el Capítulo n i, las propiedades de la formación de autoimágenes con luz 
coherente se han aprovechado para presentar, y verificar experimentalmente de 
modo completamente satisfactorio, dos técnicas ópticas originales. Se ha indicado 
cómo es posible, midiendo tan solo distancias axiales, determinar la longitud focal, y 
por extensión la posición de los planos principales, de un sistema óptico arbitrario 
con un error del 0’3%. También se ha expuesto cómo producir, sin despreciarlos 
efectos de difracción, un test visual periódico, altamente contrastado, de frecuencia 
espacial fácilmente variable.

En contraposición a la anterior situación, en el Capítulo V, la formación de 
autoimágenes, pero ahora con luz incoherente, ha permitido proponer dos nuevas 
configuraciones ópticas para procesado incoherente de información, que a modo de 
prueba han sido montadas con éxito en el laboratorio. Así, se han establecido las bases 
para el funcionamiento de un nuevo tipo de correlador incoherente —que hemos 
denominado correlador de proyección geométrica perfecta—, el cual se ha aplicado es 
un experimento de reconocimiento de caracteres. También, se ha mostrado us 
procesador lógico binario, sin lentes, de alto rendimiento luminoso, que en cierto
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sentido combina las características de los de proyección geométrica con los de filtraje 
espacial Cada punto de la fuente da una proyección geométrica perfecta del producto 
de los dos patrones de entrada debidamente codificados, pero éstos se distribuyen 
espacialmente de tal forma que permiten seleccionar —filtrar— en cada "pixel", 
según la operación deseada, ninguna, algunas o todas sus componentes espectrales 
lineales.

Una visión global de este trabajo permite concluir que se ha estudiado a fondo un 
fenómeno, tanto con luz coherente como incoherente, que, por su carácter simple y 
versátil, se presenta como una herramienta muy útil en el procesado óptico de 
información.

Nuestro objetivo final es formular nuevas arquitecturas ópticas para procesado de 
información con luz espacial y /o  temporalmente incoherente. El efecto Lau ya ha 
permitido elaborar a nuestro grupo de investigación todo un conjunto de técnicas 
sencillas y flexibles que funcionan con luz espacialmente incoherente, algunas de las 
cuales se integran como parte fundamental de esta memoria. Muchas posibilidades 
interesantes se ofrecen para proseguir nuestro trabajo en un futuro próximo en esta 
dirección.

Concentrando nuestra atención en el correlador incoherente propuesto, aparte de 
estudiar cuantitativamente sus características para el reconocimiento de patrones 
mediante 1a estimación de ciertos parámetros, como su relación señal-ruido, su factor 
de discriminación, etc., consideramos sencillo llevar a cabo algunas variantes en su 
esquema base para diseñar nuevas aplicaciones. De este modo, parece evidente que 
variando las distancias del objeto a la fuente y al plano de observación se puede, de 
modo análogo al método de generación de un test visual indicado en el Capítulo III, 
diseñar un correlador invariante a la escala de la señal de entrada. También se puede 
obtener un correlador invariante a rotaciones si la señal con la que, por repetición, se 
construye el filtro de referencia no es la propia señal de referencia sino alguno de sus 
armónicos circulares. No es tampoco complicado reconocer que la arquitectura 
propuesta está especialmente adaptada para realizar correlaciones de forma sucesiva. 
Apoyándose en las propiedades de difracción que exhibe un arreglo de estructuras 
idénticas de fase repetidas de forma periódica en dos dimensiones, es sencillo 
desarrollar un reconocedor óptico en el que la detección de un carácter no se haría por 
un pico de intensidad sino por un zero en la distribución brillante de irradiancia del 
plano de salida del instrumento. Además, al igual que otros tipos de correladores 
desarrollados hasta la fecha, tenemos también especial interés en aplicar este 
dispositivo a sustitución simbólica y a la realización óptica de redes neuronales.

Por último, queremos resaltar otras dos posibilidades que parece que se pueden 
incorporar de un modo relativamente simple al mencionado correlador.

Por una parte, con miras a ampliar todavía más la versatilidad de estos sistemas, 
una de ellas es la utilización de moduladores espaciales de luz para la generación de
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los filtros, puesto que éstos son simplemente las propias señales de entrada y de 
referencia, esta última montada sobre una estructura periódica bidimensional.

Los moduladores de luz alteran la distribución espacial de fase, polarización, 
amplitud o intensidad del haz de la radiación incidente [Vl-1 y VI-2]. Estos disposi­
tivos activos permiten, pues, separar la emisión de radiación luminosa de su 
modulación espacial, lo que confiere al diseño de los sistemas que los utilizan un 
grado de libertad muy útil. Parece evidente que con el desarrollo de nuevos 
materiales optoelectrónicos su utilización va a incrementarse sustancialmente. En 
particular, nuestra atención se va a centrar en las pantallas de cristal líquido. La 
transmitancia en amplitud, tanto en módulo como en fase, de estos dispositivos se 
puede gobernar localmente en función del campo eléctrico aplicado, lo que permite 
obtener diferentes niveles de gris [VI-31 y /o  distintos saltos de fase [VI-4 a VI-61. Las 
principales ventajas de estos componentes son su bajo coste y su capacidad de ser 
controlados en tiempo real por ordenador o por una cámara de vídeo, lo que hace que 
estos moduladores sean muy prácticos en muchas aplicaciones de procesado óptico de 
información. Así, ya se han empleado en filtraje espacial [VI-71; en procesado de datos 
[VI-81; en reconocimiento de patrones, bien mediante filtraje adaptado con luz mono­
cromática [VI-91 o policromática [VI-101, bien con un correlador de proyección 
geométrica [VI-lll; en procesado de señales con luz blanca [VI-121; en pseudocolo- 
radón de niveles de gris [VI-13 y VT-14] y en metrología "speckle" [VI-15 y VI-16].

Como ya quedó reseñado en el Capítulo V, estas pantallas se han utilizado 
también en el diseño de procesadores lógicos [VI-17 a VI-191 y de correladores 
conjuntos con objetos monocromáticos, de amplitud [VI-20 y VI-211 o de fase [VI-221, y 
policromáticos [VT-23]. Operando como moduladores puros de fase, estos dispositivos 
permiten generar hologramas kinoform [VI-241 y placas zonales "blazé" [VI-251. 
Ultimamente, también se han aplicado para la construcción de memorias asociativas 
con redes neuronales en combinación con una lente formadora de imágenes de gran 
apertura numérica [VI-26 y VI-271, o con un arreglo de lentes [VI-281 o de espejos 
[VI-29]. El uso de pantallas en color permite la consecución de redes neuronales 
policromáticas [VI-30J.

La incorporación de estos dispositivos electrónicos a nuestro montaje permitirá 
que el proceso de detección se realice en tiempo real y aumentará considerablemente 
su capacidad de adaptación al entorno.

Por otra parte, dada la simplicidad del sistema propuesto, consideramos factible 
? extender el uso de este tipo de correladores al caso de luz policromática, compensando 
el efecto de dispersión cromática inherente al fenómeno de difracción. La meta es, 
pues, desarrollar un nuevo correlador incoherente acromático que sea capaz de 
reconocer patrones cromáticos.

El estudio de un sistema óptico trabajando con fuente puntual y policromática 
—iluminación temporalmente incoherente— puede realizarse de modo análogo al
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caso coherente si cada longitud de onda es considerada como un canal independiente 
al cual se le aplica un tratamiento coherente. De este modo, los patrones de difracción 
policromáticos resultan de la superposición en intensidades de los distintos patrones 
monocromáticos. Sin embargo, debido a la dependencia del fenómeno de la difrac­
ción con la longitud de onda, el uso de luz policromática en los sistemas ópticos 
usuales conduce a un emborronamiento cromático de los patrones de difracción. Así, 
por ejemplo, en los procesadores de Fourier usuales, la transformada de Fourier de la 
señal de entrada se localiza en el mismo plano para todas las longitudes de onda, pero 
su escala depende explícitamente de ella.

Los procesadores ópticos acromáticos están diseñados para compensar simultá­
neamente esta dispersión cromática. La transformada de Fourier dada por un trans­
formador acromático ideal está localizada en un único plano, pero además posee la 
misma escala para todas las longitudes de onda [VI-31]. Se han propuesto varios 
métodos para obtener una transformada de Fourier acromática. Algunos utilizan 
combinaciones de lentes dispersivas especialmente diseñadas para tal efecto [VI-32], 
mientras que otros usan acoplamientos apropiados de varios objetivos dispersivos 
con elementos ópticos holográficos [VI-33 a VI-35J. Desde nuestro punto de vista, tos 
dispositivos más interesantes reportados hasta la fecha son tos que emplean dos 
elementos ópticos holográficos y una o dos lentes no dispersivas [VI-33 y VI-36 a 
VI-38]. Estas últimas configuraciones permiten, dada su relativa simplicidad, 
desarrollar algunas aplicaciones de filtraje conjugado y otras técnicas de procesado 
óptico con iluminación policromática.

Recientemente, nuestro grupo de investigación ha propuesto dos arquitecturas 
ópticas [VI-39 y VI-40] para obtener el patrón de difracción de Fraunhofer de cualquier 
pupila, independientemente del contenido espectral de la fuente, con menos elemen­
tos ópticos y /o  menor aberración cromática residual que tos reportados hasta ahora. 
Para ello, en lugar de buscar soluciones rigurosamente acromáticas, que conllevan en 
general arreglos ópticos complicados, se estudian soluciones aproximadas (con un 
buen grado de aproximación) que a cambio conduzcan a dispositivos simples en su 
funcionamiento y muy compactos. Las arquitecturas ópticas que nos interesan deben 
emplear exclusivamente elementos ópticos comunes que puedan encontrarse en el 
mercado, en concreto, objetivos acromáticos y elementos ópticos holográficos en eje 
del tipo placa zonal "blazé"—o lente "kinoform"—. Estos últimos elementos trabajan 
por difracción, por lo que presentan una fuerte aberración cromática que se había 
considerado hasta ahora como un grave inconveniente para su utilización en óptica. 
Sin embaigo, estos transformadores acromáticos aprovechan precisamente este hecho 
para conseguir su objetivo. En concreto, el segundo dispositivo propuesto solamente 
utiliza dos placas zonales y, sin perder el acromatismo, la escala de la transformada de 
Fourier es variable.
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Ya ha quedado claro a lo largo de este trabajo que, a diferencia de lo que podría 
parecer a primera vista, la difracción en la región de Fresnel también es adecuada para 
el desarrollo de técnicas de procesado óptico. Así pues, la obtención de patrones de 
difracción de Fresnel acromáticos es otro objetivo interesante. Algunos trabajos en 
esta dirección ya han sido reportados para los casos de hologramas de Fresnel (VI-411 y 
autoimágenes [VI-42 a VI-44]. Una versión simplificada de los transformadores de 
Fourier formulados por nosotros es capaz de proporcionar un único, pero arbitrario, 
patrón de difracción de Fresnel acromático de cualquier transparencia objeto. Algunos 
resultados preliminares en esta dirección ya han sido enviados para su publicación 
[VI-45 y VI-46].

Los estudios relativos a sistemas acromáticos son de gran importancia, ya que 
abren un amplio conjunto de nuevas posibilidades en el campo del procesado óptico 
de información. Las mismas técnicas desarrolladas hasta la actualidad con luz mono­
cromática pueden ahora transplantarse fácilmente al caso policromático, permitiendo 
el procesado de señales de entrada cromáticas.

Las ideas que venimos desarrolando sobre dispositivos acromáticos deben 
llevamos, primero, a la descripción de un efecto Lau acromático, para posteriormente 
permitimos conseguir un correlador compacto, espacial y temporalmente incohe­
rente. Esta posibilidad unida a la reseñada en primer lugar, referente al uso de 
pantallas de cristal líquido, nos conducirá a un correlador óptico acromático para el 
reconocimiento en tiempo real de objetos en color. No hace falta resaltar el interés 
práctico que en robótica y visión de máquinas tiene un dispositivo con estas 
propiedades.
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