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Presentacion

La presente Memoria estd dedicada, por una parte, al estudio de ciertos aspectos
del modelo de Lorenz para los laseres [también llamado modelo de Lorenz-Haken (LH)]
y, por otra, a su controvertida aplicabilidad a los laseres de gas bombeados épticamente.
Asi pues, el trabajo que aqui exponemos entronca con una ya larga tradicién de estudio
de las caracteristicas temporales de la radiacién emitida por los laseres, tradicién que
comienza practicamente con el advenimiento del laser y que recibe un gran impulso a
mediados de los afios 70 con el reconocimiento de que el modelo de Lorenz (paradigma
del estudio de la dindmica no lineal y el caos en sistemas disipativos) es aplicable a
cierto tipo de ldseres [Haken, 1975], hecho que recibiria una brillante y discutida
confirmacion experimental a mediados de la pasada década por el equipo de C.O. Weiss
en Braunschweig [Weiss y Brock, 1986]. A la interpretacion teérica de estos resultados
experimentales se dedicara una buena parte de nuestro trabajo.

La Memoria se halla, consecuentemente, dividida en dos partes. En la primera
parte exponemos nuestras contribuciones al estudio del comportamiento dinamico del
laser de dos -niveles (modelo LH), y en la segunda parte exponemos nuestras
contribuciones a la interpretacion teérica de los resultados experimentales en los que se
ha observado el comportamiento predicho por el modelo LH. Se hace necesaria, por
tanto, una Introduccién suficiente al modelo de Lorenz asi como un resumen adecuado
de los resultados ya conocidos del mismo, Introduccion que precede a ambas partes.

Nuestras contribuciones originales al estudio del modelo LH se encuentran
reunidas en los capitulos 1 y 2. En el Capitulo 1 estudiamos detalladamente la dindmica
de la fase en el modelo LH y la influencia que en la misma tiene la eleccién de una
frecuencia de referencia para el campo. Este problema ha sido objeto de bastante
atencion durante los ultimos cinco afios y nuestro trabajo permite dar una clara
interpretacion de los resultados observados. En el Capitulo 2, estudiamos la influencia
que en el modelo LH tiene considerar tasas de relajacion diferentes para cada uno de los
niveles atémicos asi como la influencia de procesos de relajacién interna entre los
mismos, aspectos que no han sido considerados hasta el presente y que pueden tener una
influencia cuantitativa en ciertos casos.

En la segunda parte tratamos el problema de la aplicabilidad del modelo LH a los
laseres de gas bombeados pticamente. La primera observacién de un comportamiento
proximo al predicho por el modelo LH se llevé a cabo en un laser de amoniaco [Weiss y
Brock, 1986], laser al que a priori no es aplicable el modelo LH porque es bombeado
Opticamente. Por esta razon los resultados experimentales fueron objeto de gran
polémica durante la pasada década ya que todos los modelos planteados del dispositivo




experimental predecian un comportamiento diferente al del modelo LH. En el Capitulo
3, que abre la segunda parte, damos una detallada (y pensamos que indispensable)
revision bibliogréfica critica tanto de los resultados experimentales como de los trabajos
tedricos que versaron sobre ellos, revision que, hasta donde sabemos, no ha sido
realizada hasta el presente y que permite centrar adecuadamente el estado de la cuestion.
En los siguientes capitulos estudiamos en profundidad dos modelos que fueron
propuestos para interpretar los resultados experimentales pero que fueron estudiados
solo preliminarmente. Asi, dedicamos el Capitulo 4 al estudio del modelo de laser de
gas bombeado dpticamente con ensanchamiento Doppler del medio material (LGBO-D)
{Laguarta et a/, 1988], llevando a cabo una importante extension del estudio numérico
realizado hasta ahora y dando una interpretacion de su capacidad para reproducir
comportamiento tipo Lorenz. En el Capitulo 5 estudiamos otro modelo, el modelo de
laser de gas bombeado Opticamente con degeneracion magnética del nivel molecular
superior (LGBO-M) [Arjona et al, 1990], modelo que permite estudiar la influencia de
la polarizaciéon de los campos en la dindmica de los ldseres bombeados épticamente.
Sobre este modelo llevamos a cabo un intensivo estudio analitico en los casos de
polarizaciones lineales, estudio que nos permite interpretar claramente los resultados
numéricos que con €l se han obtenido. Finalmente, en el Capitulo 6, reunimos las
conclusiones generales de esta Memoria y reflexionamos sobre la aplicabilidad de estos
dos ultimos modelos al dispositivo experimental y sobre su validez general, intentando
dar una visién clara del grado de compresion de la dindmica de los lseres bombeados
Opticamente a que estos nos llevan y no perdiendo de vista que el rango de aplicabilidad
del estudio va mds alla de la interpretacion de los resultados experimentales de Weiss y
colaboradores. La Memoria finaliza con las referencias bibliogréficas utilizadas a lo
largo de la Memoria y con tres breves apéndices dedicados a aspectos parciales no
desarrollados en el cuerpo principal de la misma.



Introduccion: El modelo de Lorenz-Haken y los
laseres de gas bombeados dpticamente.

I.1. El modelo de Lorenz.

" 1.2. El modelo de Lorenz y los ldseres: el modelo de Lorenz-Haken.

1.3. Efecto de la desintonia en el modelo de Lorenz-Haken.

I.4. Descripcion general de la dindmica de la fase.

LS. El problema de la verificacién experimental del modelo de Lorenz-Haken.






El modelo de Lorenz-Haken

Desde fecha tan temprana como los primeros afios 60 es sabido que los laseres
pueden exhibir comportamiento dinamico espontineamente, esto es, que pueden emitir
trenes ininterrumpidos de pulsos aunque sean bombeados de forma continua y no haya
elementos desestabilizadores externos conocidos. También podemos encontrar
investigaciones sobre la emision de trenes de pulsos por mdseres en los dltimos afios 50
[para una revision histérica detallada véase Casperson (1983) y Abraham et al (1988a)).

En 1962, Nelson y Boyle comunicaron la observacién de oscilaciones no
amortiguadas en un laser de rubi y en 1964, Buley y Cummings fueron los primeros en
encontrar pulsaciones en un modelo tedrico de laser. También en 1964, Grasyuk y
Orayevsky obtuvieron comportamientos semejantes y describieron las condiciones que
deberian verificar los pardmetros del laser para que las pulsaciones fuesen observadas.
Estos trabajos pioneros fueron ampliados en 1968 pdr Risken y Nummedal y por
Graham y Haken.

Sin embargo, en palabras de Casperson (1983), las investigaciones sobre las
pulsaciones en laseres permanecieron a un bajo nivel durante estos afios. Ademas, los
resultados tedricos obtenidos eran incapaces de explicar los resultados experimentales ni
tan siquiera de forma cualitativa. Asi, el trabajo de Buley y’' Cummings (1964) no fue
suficientemente apreciado hasta que Hermann Haken demostré en 1975 que las
ecuaciones del modelo mas sencillo de laser son isomorfas al modelo de Lorenz (1963).
A partir de este momento, quedd claro que las pulsaciones exhibidas por los laseres
pertenecian a un conjunto de fenémenos que se extiende por todas las ciencias, la teoria
de los sistemas no lineales, cambiando drasticamente la situacion y haciéndose
intensivas desde los primeros afios 80 las investigaciones en este campo.

Nosotros estamos interesados en el modelo de Lorenz-Haken vy,
consecuentemente, desarrollaremos a lo largo de esta Introduccién los principales
resultados conocidos hasta nuestro trabajo, dejando la exposicion de nuestras
contribuciones para los proximos capitulos.

I.1. El modelo de Lorenz.

En el experimento de Bénard, una capa delgada de fluido es calentada desde abajo -

en el seno de un campo gravitatorio. El fluido caliente de la capa inferior tiende a subir
"por conveccion mientras que el de la capa superior tiende a bajar por el efecto de la
gravitacion al tiempo que la viscosidad del fluido dificulta ambos movimientos.
Mientras la diferencia de temperatura existente entre las capas superior e inferior, AT, es



El modelo de Lorenz-Haken

pequeiia, el liquido permanece en reposo (la viscosidad gana) y el calor es transportado
uniformemente hacia arriba por difusion. Para un valor critico de AT, este estado se
vuelve inestable y se llega a un estado de conveccion estacionario (formacién de rollos
de conveccion estables). Si AT sigue aumentando, se observa una transiciéon brusca al
caos para cierto valor critico de AT. Esta es la llamada inestabilidad de Rayleigh-
Bénard.

Para establecer un modelo matematico sencillo de este experimento, Edward N.
Lorenz trunco el complicado conjunto de ecuaciones que describe el sistema [Saltzman,
1961; Lorenz, 1963; Schuster, 1989] y obtuvo las ecuaciones del llamado modelo de
Lorenz:

dX

F-0(Y-X
T =rX-Y-XZ @LL1)
;%=XY-bZ

donde X es una componente del desarrollo en serie de Fourier del campo de
velocidades, Y y Z son componentes del desarrollo del campo de temperaturas, o = v/x'
es el numero de Prandtl (v es la viscosidad cinemadtica y x' la conductividad
termométrica), r = R/R; (R es el niimero de Rayleigh, que es proporcional a AT, y R el
valor del mismo necesario para que se desarrolle la conveccién), b es una constante
relacionada con las dimensiones de los rollos de conveccién y t es el tiempo
normalizado.

Sefialemos que el modelo de Lorenz tunicamente describe el comportamiento
temporal de uno de los rollos. Para describir el comportamiento espacio-temporal del
problema y la formacion de patrones espaciales es necesario tener en cuenta mds
términos del desarrollo en serie de los campos de velocidades y temperaturas.

La importancia del modelo de Lorenz para los estudios de la dindmica de laseres
es doble. Por una parte, historicamente, el modelo de Lorenz constituye el primer
modelo fisico de baja dimensionalidad (tiene sélo tres grados de libertad) que
proporciona comportamiento caético, contradiciendo asi la hipétesis de Landau sobre la
necesidad de tener un nimero muy grande de grados de libertad para obtener un
comportamiento de este tipo [Bergé et al, 1984]. Esto, que provocé un estudio intensivo
del modelo [Sparrow, 1982], mostrando la variedad de comportamientos a que da lugar

10



El modelo de Lorenz-Haken

(escenarios o rutas al caos, biestabilidad generalizada, etc), hace del modelo de Lorenz
un paradigma de la dindmica no lineal. Por otra parte, como ya hemos mencionado y
veremos detalladamente en la siguiente seccion, el modelo de Lorenz describe también
el modelo de laser conceptualmente mas sencillo [Haken, 1975] convirtiéndose asi en
parte central del estudio de las ecuaciones de los laseres. Asi pues, desde el punto de

vista de la dindmica de laseres, el modelo de Lorenz es doblemente paradigmatico.

1.2. El modelo de Lorenz y los laseres: el modelo de Lorenz-Haken.

Consideremos un laser con cavidad en anillo (en el que el campo puede
describirse como una onda viajera) y con un medio amplificador homogéneo que es
bombeado incoherentemente de manera uniforme. Describiremos el medio amplificador
con dos niveles de energia y supondremos que la cavidad es adecuada para que el laser
sea monomodo (Fig.I.). En el marco de la teoria semicldsica de la interaccion
radiacion-materia y en el limite de onda plana y campo uniforme podemos expresar el

campo eléctrico como
ig(z,t) =/ <A(t) {exp[-1(Qt + <) - kz)] + c.c} 1.2.1)

donde ¢ es el vector unitario de polarizacion, £(t) es una amplitud real, Q es una
frecuencia arbitraria de referencia, <€{t) es un factor de fase que puede depender del

tiempo, k es el nimero de ondas y z es la direccion axial.

O %

Fig.l.l. (a) Esquema de una cavidad en anillo en la que el campo se describe
como una onda viajera, (b) Esquema de niveles de un laser bombeado
incoherentemente. co0l es la frecuencia de la transicion atéomica, yj es la tasa
de relajacion de las poblaciones de los niveles atdomicos o moleculares y kj es
la tasa de bombeo incoherente de los mismos.

11



El modelo de Lorenz-Haken

Entonces, aplicando las aproximaciones de la onda rotante y de la variacién lenta
de la envolvente, las ecuaciones que describen el sistema son (ver Apéndice 1):

d

% =—YoPo + 2o fzalmplo,

dp

‘?“= =Y,Py + A, +2almp,,,

d . ; .

—ztlo = ‘[Ylo +i(Q-0g + ¢’)]P10 +ia(poo —P11)s

da
o =-ka +glmp,,,

¢=(0, -Q)-g—2 (1.2.2)
a l R

donde p;; representa la poblacion del nivel atémico i (i=0,1), p;o es la amplitud
compleja (de variacién lenta) de la coherencia asociada a la transicién atémica o
molecular y a = (fy,-8/24) £(t) es la mitad de la frecuencia de Rabi del campo (i, es
el momento dipolar eléctrico de la transicién atémica, que tomamos real). En cuanto a
los pardmetros, ¥; es la tasa de relajacion del nivel i (supuesta externa, nétese que no se
ha incluido ningun término que describa relajaciones internas entre los niveles), v, es la
tasa se relajacion de la coherencia p,, que vale

1
T0=5 + 1) + o

con l"fo la relajacion de p,, debida a las colisiones desfasantes entre dtomos (i.e.,
colisiones no radiativas),  representa las pérdidas en el campo debidas a las pérdidas en
la ¢avidad, g = (onle/ZSOF!) es el parametro de ganancia o constante de acoplamiento
radiacion-materia (siendo N el nimero de moléculas activas por unidad de volumen) y
A, es la tasa de bombeo incoherente del nivel i tal que (A\/y; + Ao/yp) =y +n; =1 (n; es
la poblacién del nivel i en ausencia de campos, o poblacién térmica, y la suma de estas
poblaciones vale la unidad porque asi se ha normalizado la traza de la matriz densidad).
Finalmente, o, es la frecuencia de la transicién atdmica y @, es la frecuencia del modo
de la cavidad mas cercano a aquella. Es muy importante recalcar el cardcter arbitrario de
la frecuencia Q (siempre y cuando se mantenga la validez de la aproximacion de la onda
rotante), de manera que la cantidad que ha de permanecer invariante es la frecuencia
instanténea del ldser que es (Q + 430) donde el subindice indica el referencial en que ¢
es evaluada. Ello implica que si se cambia de frecuencia de referencia, por ejemplo, se

12



El modelo de Lorenz-Haken

pasa de una frecuencia de referencia Q, a otra Q,, la fase temporal total permanece

invariante:

Og +Qt=0g +Qt.

(1.2.3)

Insistiremos en el apartado 1.4 y en el capitulo siguiente en la importancia de la

frecuencia de referencia.

Supongamos ahora que y, =y,=v, (en el Capitulo 2 comprobaremos la

importancia de esta suposicion, asi como la influencia de la relajacion interna no

considerada aqui, en el comportamiento dinamico de este modelo de laser). En este caso

basta con escribir la ecuacién de evolucion de la diferencia de poblaciones, pudiendo

eliminarse las ecuaciones de las poblaciones mismas. Haciendo uso de las definiciones

E=ae i
P =i (g/o)py e™i¢

D = (&/5)(Poo— P11)

(1.2.4)

donde o =x/y,, g=g/y,? con y,=Y, y la frecuencia de Rabi a también ha sido
normalizada a y,. Derivando ahora respecto al tiempo adimensional t=y,t, las

Ecs.(I.2.2) se escriben:

3—f=-—c[l+i8]E+cP
%=—[1—iA]P+ED
dD

dt

donde r=(A-A,)g/c es el pardmetro adimensional de bombeo, b=y,/y,,
desintonia viene gobernada por 8 y A, que son

5= (mc— Q)
c

A=(Q-agy)

—=b(r-D)-2(EP* +PE")

13

1.2.5)

(1.2.6)

y la



El modelo de Lorenz-Haken

con las frecuencias de referencia, transicion atémica y cavidad también normalizadas a
¥, (no cambiamos el simbolo para no complicar mas la notacion).

Hermann Haken demostr6 que las Ecs.(I.2.5), en condiciones de resonancia, son
isomorfas al modelo de Lorenz [Haken, 1975]. En efecto, ya mencionamos antes que la
frecuencia Q es arbitraria. Tomemos Q = w., de manera que 3 =0y A= A= (0, — ®g,)
es la desintonia existente entre la frecuencia de la transicion atémica y la frecuencia de
la cavidad mas proxima a ésta. Si ambas frecuencias coinciden, i.e., A= 0 (resonancia o
sintonia central), P y E pueden tomarse reales (basta con ver que Re{p,,} =0 en estas
condiciones, lo que lleva atf) =0) y las Ecs.(1.2.5) se escriben ahora

dE ’

7 =0(®-E)

%=—P+ED 1.2.7)
i—?=b(r—D)—4EP

Si ahora hacemos el cambio de variables X=2E, Y =2P, Z =(r - D), obtenemos
inmediatamente las Ecs.(I.1) del modelo de Lorenz.

Existe por tanto, una sorprendente analogia entre el modelo mas sencillo de laser y
los fluidos a través del modelo de Lorenz. En realidad esta analogia no se limita a este
caso: las ecuaciones que rigen la inestabilidad baroclinica (el llamado modelo de Lorenz
complejo) es también isomorfo a las ecuaciones del laser incluyendo desintonia [Fowler
et al, 1982; Ning y Haken, 1990a]. Es mds, esta analogia puede ser llevada también al
dominio espacio-temporal ya que las ecuaciones del laser son reducibles a la ecuacion
de Ginzburg-Landau [Newell y Moloney, 1992]. Pero esto es alejarnos del tema que nos
ocupa. Lo que la biyeccion entre las ecuaciones del laser y el modelo de Lorenz
significa para nosotros es que todo lo que sobre el comportamiento dindmico de éste se
sabe, es aplicable a aquellas.

No realizaremos aqui una exposiciéon pormenorizada del comportamiento de las
distintas soluciones de las Ecs.(1.2.7). Puede encontrarse un estudio muy detallado en
Sparrow (1982) y un resumen adecuado en Weiss y Vilaseca (1991). No obstante, en la
segunda parte de esta memoria se hara continua referencia a ciertos resultados del
modelo de Lorenz. Por ello vamos a recordar a continuacion, de manera sumaria, los
resultados mas importantes.
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El modelo de Lorenz-Haken

Las Ecs.(1.2.7) tienen dos posibles soluciones estacionarias: (i), la solucién trivial,
que es estable para r <1 e inestable para r> 1 (i.e, el laser comienza a emitir cuando
r> 1)y (ii), la solucion no trivial que es de la forma

D=1 12.8)

En realidad, como puede observarse, debido a la doble posibilidad de signo existen dos
soluciones de este tipo que corresponden a una misma intensidad luminosa
(proporcional a E,?) y difieren en un factor de fase de .

El analisis lineal de estabilidad (ALE) de la solucion (I.2.8) [Haken, 1975] pone
de manifiesto que esta solucidn pierde su estabilidad si: (i) las pérdidas de la cavidad
superan la condicién de "mala cavidad" (bad cavity condition), i.e., si 6 > opc=(b + 1)
y (ii), si el valor del pardmetro de bombeo r supera un cierto valor umbral r, 4, que viene
dado por

c(c+b+3)

Lpd = o-b=1) (1.2.9)

habiendo de darse ambas condiciones simultineamente. En el valor r = r,,4, la solucién
estacionaria (1.2.8) sufre una bifurcaciéon de Hopf que, como demuestra un andlisis de
estabilidad de las 6rbitas periddicas que aparecen en la bifurcacion, es subcritica, i.e., el
ciclo limite que aparece en la bifurcacion no es estable [Mandel y Zeghlache, 1983]. En
la Fig.[.2 se representa la posicion de ry,4 frente a las pérdidas de la cavidad ¢ para
diversos valores de b. A partir de este valor del bombeo el comportamiento que muestra
el sistema es dindmico, siendo caédtico al principio y observandose para valores
crecientes del bombeo una cascada inversa de doblamientos de periodo que acaba en un
comportamiento de periodo 1. Es el llamado escenario de Feigenbaum [Feigenbaum,
1983], sélo que inverso. Hay que mencionar también el hecho de que en la zona caética
hay un conjunto de infinitas "ventanas periddicas”. El paso de las ventanas periédicas al
caos se hace a través de una ruta de intermitencias de tipo 1 y también con rutas de
Feigenbaum [Weiss y Vilaseca, 1991]. Una representacion de esta secuencia de
comportamientos para un caso concreto se encuentra en la Fig.1.3.
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50
Comportamiento dindmico
r
20 . i
Fig.1.2. Umbrales de estabilidad en el plano
parametro de bombeo, r, pérdidas de la cavidad,
b=0.25 CT, para diversos valores de la tasa de relajacion
de la diferencia de poblaciones, b. Notese como
10 .
b=0.01 en el caso mas favorable, b-»0 el wvalor
C_ ' minimo de r2nd es del orden de 9. La linea
- Comportamiento estacionario . .. .,
horizontal indica la posicion del umbral de
No emision ..,
emision Tlst.
0
10 15
a
Fig.1.3. Esquema cualitativo del dia-
grama de bifurcaciones del modelo de
Lorenz. Al final del dominio cadtico se
,Solucién trivial estable sigue una ruta inversa de Feigenbaum
Solucién no trivial con comportamientos periédicos "ruido-
/ estable Ventanas periodicas 4T sos" (T) que C()lapsa en rx a lo que
2T . .
N / \ sigue una nueva ruta inversa de
------- Comportamiento Feigenbaum pero sin ruido. En el
Dominio Cadtii Periédi .. L. e .
eriodico  dominio cadtico hay una infinidad de
4T' 2 ventanas periddicas. Entre rA y r¥

coexisten las soluciones periddica y
caoética (biestabilidad generalizada).

Para hacemos una idea mas clara de como es el comportamiento cadbtico,
representaremos a continuacién una evolucion temporal de la intensidad E2 (Fig.1.4). Es
caracteristica del comportamiento cadtico del modelo de Lorenz la secuencia (de
duracion cadtica) de picos con intensidades maximas crecientes. Este tipo de
comportamiento en la intensidad tiene su origen en el arrollamiento de la trayectoria
seguida por el sistema en el espacio de las fases, arrollamiento que crece formando una
espiral (crecimiento en espiral, spiralling) alrededor de un punto fijo [la solucidén
estacionaria ahora inestable (E+,P+,D), por ejemplo] hasta que salta a formar una nueva
espiral alrededor del otro punto fijo(E_,P_,D). Esto se observa con claridad en la Fig.1.5,
en la que se representa una proyeccion del atractor en el plano <E,P>. Una manera de
caracterizar este tipo de comportamiento es haciendo un mapa de intensidades, esto es,
representando el valor de cada maximo de intensidad frente al valor del maximo que le
precede. En la Fig.1.6 mostramos este mapa para el mismo caso de las Figs.1.4 y 1.5.
Obsérvese que los maximos de intensidad asi representados forman una secuencia
ordenada en una especie de cuspide (cusp map). La forma de ésta es muy caracteristica

del modelo de Lorenz, si bien ha de sefialarse que a medida que el bombeo r aumenta, la
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forma del mapa de intensidad varia, aunque para bombeos relativamente bajos (i.e., no
muy superiores al valor del segundo umbral) siempre tiene una forma similar a la

representada en la figura.

Fig.14. Evolucion temporal de la
intensidad del campo E2 en régimen
cadtico paraa =2, b=025 yr= 15. La
secuencia temporal muestra el tipico
crecimiento de los maximos de
intensidad en spiralling.

Fig.1.5. Proyeccion en el plano <E,P>
oo f ~el esPac*® de fes®5 del atractor
cadtico correspondiente a la Fig.4.
-0 A F/ I Noétese como la trayectoria sigue un
arrollamiento en espiral alrededor de un
punto fijo para luego "saltar" y arrollarse

-0.7 1 1 [ —
-7 -4 0 4 7 en el otro.
835
71+ 1
65
Fig.1.6. Mapa de intensidades (represen-
tacion de cada maximo de intensidad
frente al maximo anterior) correspon-
45 diente al caso de las Figs.4 y 5. Se
aprecia claramente la tipica forma de
cuspide caracteristica del modelo de
25 Lorenz (cusp map).

25 45 63 835
71
No obstante, la manera mas habitual de caracterizar el comportamiento cadtico es
especificando de alguna manera la dimension fractal del mismo. En el apéndice 2 se da
la definicion de las dimensiones Dq asi como el valor de algunas de ellas
correspondientes al atractor de Lorenz. También en la Fig.3.7 del Capitulo 3 y en la

Tabla IV del Capitulo 4 hay informacién a este respecto.
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Asi pues, el comportamiento cadtico del modelo de Lorenz puede ser
caracterizado por: (i), la forma caracteristica de su atractor; (ii), la evolucién de la
intensidad y su mapa de intensidades y (iii), por el valor de la dimension fractal del

atractor.

Por lo que respecta al comportamiento periddico, este es mucho maés facil de
caracterizar. De hecho basta con representar alguna proyeccion del atractor. La Fig.1.7

muestra dos proyecciones de un atractor periddico de periodo 2.

0.0

Lo Fig.1.7. Proyecciones en los planos
<P,E> y <D,E> de un atractor peridodico
de periodo 2 correspondiente a b =0.25,

-1a 7 7 14 a=2yr= 187.

Concluyamos este apartado resaltando el significado de las predicciones mas
importantes del modelo de Lorenz. La primera dice que se ha de verificar la condicién
de mala cavidad, a > a BC para observar comportamiento dindmico. Esto impone una
seria restriccion sobre los laseres reales ya que les fuerza a trabajar con pérdidas
elevadas. La segunda dice que el bombeo ha de superar un cierto valor umbral r2nd, que
toma valores elevadisimos para un laser: en el limite mas favorable, b &0, el valor del
segundo umbral es (r2ndymir= 9. Teniendo en cuenta que la condicion de emisidon es r = 1,
la condicion (1.2.9) exige, en el caso mas favorable, un bombeo al menos nueve veces
mayor que el necesario para emitir (el cual ya es de por si elevado), y esto con pérdidas
elevadas. 4 priori, ningun laser puede alcanzar condiciones tan restrictivas. Este hecho
ha marcado la investigacién tanto tedrica como experimental y volveremos sobre ello

mas adelante.
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I.3. Efecto de la desintonia en el modelo de Lorenz-Haken.

Hemos visto en el apartado anterior como el modelo de laser de dos niveles se
reduce al modelo de Lorenz en el caso particular A = 0. Ahora bien, la perfecta sintonia
entre la frecuencia de la cavidad y la de la transicion atémica que esta condicion
implica, es sélo un caso particular. Ademas, en un dispésitivo experimental, la
desintonia de la cavidad A, es un pardmetro modificable, de manera controlada, a través
de la variacién de la longitud de la cavidad. Parece necesario, por tanto, extender
nuestro estudio a los casos en que la desintonia es no nula.

El primer estudio de la dinamica de un laser homogéneo de dos niveles
incluyendo desintonia parece deberse a Gerber vy Biittiker (1979) pero,
desafortunadamente, la parametrizacion utilizada por estos autores les llevé a considerar
soluciones sin significado fisico desde el punto de vista del laser. Otro estudio
matematico se debe a Fowler et a/ (1982) que consideraron las llamadas ecuaciones
complejas de Lorenz, formuladas por Guibbon y McGuinnes (1982) para modelizar la
inestabilidad baroclinica [Pedlosky, 1981]. Este modelo, que en ciertas condiciones se
reduce al modelo de Lorenz, es isomorfo a las ecuaciones del l4ser desintonizado [Ning
y Haken, 1990a]. No obstante, el analisis de Fowler et al es indebidamente complejo y
ademds, no considera explicitamente la influencia de la desintonia.

Un andlisis mas fisico del problema del laser desintonizado se debe a Hendow y
Sargent (1982). Mediante el uso de espectroscopia de saturacién, estos autores
identificaron los distintos mecanismos que llevan a la aparicion de inestabilidades en
resonancia y fuera de ella. Lugiato et a/ (1983), consideraron el efecto de la desintonia
en el umbral de inestabilidad r,,; numéricamente tanto en el caso que nos ocupa
(ensanchamiento homogéneo del medio) como en el caso en que hay efecto Doppler.

Ahora bien, son los trabajos de Hazina Zeghlache y Paul Mandel [Mandel y
Zeghlache, 1983; Zeghlache y Mandel, 1985; Zeghlache, 1988] y mds recientemente
Ning y Haken (1990a), los que cuantifican analiticamente la influencia de la desintonia
en las ecuaciones del laser desintonizado. Vamos a resumir los resultados de estos
estudios.

Desde el punto de vista de la estabilidad de las soluciones estacionarias, la.
situaciéon puede resumirse en los siguientes puntos: (i) la solucién trivial pierde su
" estabilidad para r mayor que
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dando paso a través de una bifurcacidon de horca (pitchfork bifurcatiori) a la solucion no

trivial, que vale (s6lo damos el valor del médulo del campo por brevedad)

E+==+1 -y/b(r - rlst), (1.3.2)
y (ii) para observar inestabilidades se mantiene la condiciénde mala cavidad y se
requiere un valor del bombeo mayor que r2nd, cantidad que vienedada por

c2r2nd- rist)2 + ¢,(r2nd rlst) + c0=10 (1.3.3)

donde

c0=- 2(crt) [(a+ 12+y [(a+b+ 12+4],
c,=(a@+ I)[b(a-b- 1)-2b2A2a+ 1)+2(a+ D2Aa- 2b- D]+
+[b(a-b- 1)-2(3a2+4a+ {)]$, (1.3.4)

c2=b@Ba+ 1)(a-b- 1),

valor de r2nd que representamos en la Fig.1.8.

50

=3

40

30 Fig.1.8. Umbrales de estabilidad en el plano
parametro de bombeo, r, desintonia de la
cavidad, Ac, para diversos valores de las

20 pérdidas de la cavidad, a (3, 5,... hasta 15)y
b= 1. Notese como la desintonia aumenta el
valor del bombeo mnecesario para obtener

10 inestabilidades.
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Obsérvese que el papel jugado por la desintonia es el de estabilizar el laser, i.e., el
cociente entre los umbrales segundo y primero aumenta con Ac. Por otra parte, un
analisis no lineal de estabilidad (analisis de estabilidad de las soluciones oscilantes
periodicas que aparecen en la bifurcacion de Hopt) muestra que existeun valor de la
desintonia a partir delcualla bifurcaciéon de Hopfes supercritica (lo que implica la
aparicion de oscilaciones regulares estables en la vecindad de r2nd), siendo subcritica por

debajo de este valor, en particular en resonancia, como ya hemos mencionado.

El resultado del analisis numérico de las Ecs.(I.2.5) para bombeos mayores que
los del umbral de inestabilidad queda ejemplificado en la Fig.1.9, en la que se muestran
los distintos comportamientos exhibidos por el sistema para distintos valores de r y Ac
(cr=3 y b= 1). Notese que el comportamiento se hace mas sencillo a medida que la
desintonia aumenta. Puede resumirse este comportamiento, de manera poco precisa,
diciendo que para valores crecientes del bombeo y/o de la desintonia, abandonamos Ia
zona de comportamiento cadtico a través de rutas inversas de Feigenbaum

(desdoblamiento de periodos).

W 20 30 « 50 60 70 90 90 100
Rl T el I-T~J H Fig.1.9. Diagramade bifurcaciones en
Allf4 d el plano <r,S> del modelo de Lorenz-
5=00............ e ) SO Haken para cr=3 y b= 1 Linea a
5= i. i ?7 —3 trazos: emision estacionaria estable;
linea punteada, emision caodtica; lineas
s solidas, emision periddica (el periodo lo
s *2 C N=3 — indica el numero de lineas). Las letras
indican distintos tipos de atractores en
5% 3 c ~ las ventanas periddicas. Notese como el
A (Fmmmmm o 9 comportamiento es menos rico cuanto
r mayor es la desintonia. Tomado de
6 e [Zeghlache y Mandel, 1985],
<6

Existe, sin embargo, un elemento en la dindmica del laser con desintonia que no
estd presente en el caso resonante y que requiere consideracion aparte. Ya mencionamos
que el efecto inmediato de tomar Ac=0 es hacer que la polarizacién y el campo
devengan cantidades reales. En este caso, la fase ¥+permanece constante. Sin embargo,
cuando Ac* 0 ya no se verifica que Re{p10} = 0 y, por tanto, ¥* 0. Esto hace que la fase
sea una nueva variable del sistema, pero una variable que no afecta, en principio, el
régimen dindmico de las otras variables ya que no aparece explicitamente en las
ecuaciones [en las Ecs.(I.2.5) no aparece y en las Ecs.(I.2.2) puede ser sustituida en la
ecuacion de evolucion de p,0] si bien, como veremos mas adelante, juega un papel

importante en la interpretacion de la dindmica del laser con desintonia.
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I.4. Descripcion general de la dindmica de la fase.

Hasta no hace mucho la dindmica de la fase ha recibido muy poca atencién y se ha
venido considerando principalmente la dinamica de la intensidad en los estudios de la
dindmica de laseres, en parte porque la intensidad es una magnitud mas ficilmente
medible que la fase. Aparte de los estudios de la fase en los laseres bidireccionales en
anillo [Hoffer er al, 1988; Christian et al, 1988, Abraham y Weiss, 1988; Chyba, 1989],
que presentan una problemadtica muy distinta de la que nos ocupa, algunos articulos
mencionaron la dinamica de la fase [Tredicce et al, 1985; Tarroja et al, 1986] y de la
frecuencia [Casperson, 1988] en laseres monomodo, pero no ilevaron a cabo un estudio
de la misma. A partir de la medicién experimental de la fase en un laser de amoniaco
[Weiss et al, 1988] la situacién cambi6 drasticamente, apareciendo estudios teéricos de
la dindmica de la fase en el modelo de Lorenz-Haken [Zeghlache et al, 1988] a los
cuales hemos contribuido [Vilaseca et al, 1990] extendiendo ademads dichos estudios a
los laseres bombeados Opticamente con ensanchamiento homogéneo [de Valcarcel,
1989; de Valcarcel et al, 1991a), con ensanchamiento Doppler [Roldédn, 1989; Roldan et
al, 1989]. Se ha estudiado también en los laseres con degeneracion magnética [Arjona et
al, 1991] y en los laseres Raman {Lu y Harrison, 1991]. También se ha analizado la
difusion de fase en régimen cadtico [D'Alessandro et al, 1989] y se ha extendido el
concepto de fase al laser por debajo del umbral de emision [Abraham y Chyba, 1991].
Finalmente, mencionemos que se ha dedicado gran atencion a la relacién entre la fase
del lser operando en régimen dinamico y la fase geométrica o de Berry [Ning y Haken,
1990b, 1991, 1992a y 1992b, Roldén et al, 1993].

Pero los primeros en estudiar la dindmica de la fase en el modelo de Lorenz-
Haken fueron Zeghlache et al (1988) y resumiremos sus resultados a continuacién pero
antes vamos a poner de manifiesto el importante papel que la fase juega en la dindmica
del sistema. Para ello, veamos una importante diferencia entre los casos resonante y no
resonante puesta primeramente de manifiesto por Pujol et a/ (1988b) al estudiar la
dindmica de los laseres bombeados épticamente con desintonia de la cavidad no nula.

Si, por ejemplo en un régimen periddico, representamos la amplitﬁd real del
campo o, observamos que, en resonancia, el campo exhibe una alternancia de signo, i.e.,
pasa de positivo a negativo de forma regular (permaneciendo la fase constante). Sin
embargo, al desintonizar, aunque sea infinitesimalmente, la situacién cambia
drasticamente pues el campo es periddico como antes pero siempre con el mismo signo,
i.e., ya no hay cambio de signo (Fig.I.10). de Valcarcel (1989), lleg6 a la conclusion de
que la introduccién de la desintonia llevaba a que el cambio de signo del campo a (al

22



El modelo de Lorenz-Haken

menos para desintonias pequefias) pasase a manifestarse exclusivamente en la fase, en
forma de saltos bruscos de aproximadamente n radianes. Pero para entender como el
signo del campo puede ser gobernado por la fase, veamos primero coémo se comporta
¢sta cuando la desintonia es no nula.

24

E Fig.1.10. Evolucion de la amplitud real
del campo, E, y una posible evoluciéon de
la fase € en resonancia para el mismo
caso de la Fig.1.8 pero con r=300. Si la
amplitud real del campo evoluciona
como en la figura superior, la fase
permanecerd constante a lo largo del

-24 tiempo. Alternativamente, si la amplitud
no cambia de signo (por ejemplo, es
positiva todo el tiempo, equivale a tomar
el modulo del campo de la figura
superior) podemos imaginar que la fase
exhibe una evolucion constante

2 %

e

(mesetas) entre cada dos minimos de la
intensidad E2 y tiene una discontinuidad
de £nn rad (con n entero) cada vez que la
amplitud pasa por cero.

Comencemos por la soluciéon estacionaria: cuando el laser estd desintonizado, la

solucion estacionaria de las Ecs.(1.2.2) proporciona

Q +Lpmcoe  2AC _ acog )0, (1.4.1)
a+1 a+1

lo que significa que cuando Ac* 0, la frecuencia de la radiacion laser emitida no es ni la
de la transicion ni la de la cavidad, sino que se encuentra entre ambas (se dice que la
frecuencia de la cavidad "tira" de la frecuencia de la radiacion, efecto pulling)
[H.Haken, 1985]. Por tanto, si elegimos como frecuencia de referencia la de la cavidad
(Q = coc), 0 bien cualquiera otra referencia arbitraria, obtenemos una $¥no nula. Si, por el
contrario, elegimos un valor para Q que anule <% dicho valor (o referencial) nos dara
directamente la frecuencia de emision del laser. Llamaremos a este referencial cose

(referencial de la solucion estacionaria).

Pasemos al régimen dindmico. Ya hemos comentado que en resonancia &= 0. Por
tanto la fase es constante y la amplitud va cambiando de signo en el tiempo. Pero
también podemos considerar de forma alternativa que la fase es constante mientras la

amplitud es no nula y que cuando ésta llega a cero, la fase sufre un salto (discontinuo, la
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ecuacion de (> tiene una singularidad cuando a =0) de (2n+1)7i, con n un entero

arbitrario, inhibiendo el cambio de signo explicito en la amplitud (Fig.1.10).

Al introducir desintonia la fase presenta un tipo de evolucion como la
ejemplificada en la Fig.I.1l. Se observa que mientras la amplitud es no nula, la fase
tiene una evolucidn casi lineal (meseta) con una pendiente distinta de la de la solucion
estacionaria inestable. Estas mesetas se ven interrumpidas por saltos bruscos de menos
de n radianes (mas préximos a 7i cuanto mas se acerca a cero la amplitud). Notese que
los saltos se producen siempre en el mismo sentido (si bien hay otros laseres en que esto
no es asi [de Valcarcel, 1989; de Valcarcel et al, 1991a] como veremos después).
Sefialemos que la pendiente de las mesetas aumenta con Acy que el valor de los saltos
de fase disminuye con Ac. Asi mismo, cuanto mayor es Ac mas suave (redondeada) es la

transicion de una meseta a otra (Fig.I.1 1).

2n
-600
21t
-40
-80
21t
T
0
0 1 20 2

T T

Fig.I.1 1. Evolucion temporal de la fase §y de la frecuencia $para diversos
valores de la desintonia de la cavidad en un régimen periddico (los
parametros son los mismos de la Fig.1.10). Notese como los saltos de fase
son menos bruscos (y, consecuentemente, los picos de frecuencia menos
pronunciados) y de valor decreciente a medida que la desintonia aumenta y

como la meseta se inclina progresivamente.
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Una caracteristica sorprendente de este tipo de evolucion es que a pesar de
encontrarnos en un régimen periddico (el régimen caético se discutird en el préximo
capitulo si bien lo dicho hasta ahora le es aplicable), la fase no es periddica (cuando
decimos régimen periddico nos referimos a que la intensidad, la diferencia de
poblaciones y cualquier otra variable que no contenga informacion sobre la fase en su
definicion se comportan periédicamente). Este hecho llevd a Zeghlache et a/ (1988) a
realizar un cambio de referencial en el que la pendiente media de la evolucién de la fase
era eliminada (en lugar de eliminar la pendiente en la evolucién de la fase
correspondiente a la solucién estacionaria, es decir, que llevaria a elegir el referencial
o), de manera que la fase pasaba a comportarse también de manera periddica (y asi
todas las variables que contengan informacion sobre la fase). Este cambio de referencial
consiste en sumar a la frecuencia de referencia Q la frecuencia instantinea media
<¢> = [§(t+T) - 9(t))/T siendo T el periodo de la solucién periddica. Llamaremos o, a
esta nueva frecuencia de referencia. Ellos interpretaron esta frecuencia de referencia o,
en un sentido similar a como se interpreta ®,, como una modificacién de la frecuencia
de emisidn del liser debida tanto al efecto pulling como a efectos nuevos de caracter
dindmico [Zeghlache et al, 1988; Abraham et al, 1988].

Por el contrario, de Valcarcel (1989) y Vilaseca er al (1990) interpretaron la
evolucion de la fase de manera distinta: admitiendo que los saltos de fase contienen
informacion sobre el cambio del signo del campo (recuérdese la forma alternativa de ver
la evolucion de la fase en resonancia), la fase ha de mantener una estructura en escalera
en su evolucion temporal con saltos de © radianes en promedio a lo largo de cada
periodo. De esta manera, cuando A, es distinto de cero, las componentes en cuadratura
del campo complejo se comportaran de manera similar a como lo hace el campo real en
resonancia; cambiando de signo periédicamente. Ademads, existe un argumento fisico de
peso para no considerar el referencial ©; como la frecuencia de emisién del laser y, €n
consecuencia, buscar un referencial diferente: ya hemos mencionado que cuanto menor
es A, mas bruscos son los saltos de fase, lo que se traduce en picos de frecuencia
arbitrariamente alta, picos a los que no parece razonable atribuir un contenido fisico
real. En cambio, si atribuimos el origen de estos picos de frecuencia (saltos de fase) a un
cambio de signo del campo, los problemas de interpretacion del comportamiento de la
fase parecen desaparecer. Llamaremos ®, a este nuevo referencial que es distinto al
propuesto por Zeghlache et al (1988). Esta frecuencia @, al igual que la frecuencia o),
fue también interpretada por sus autores como la frecuencia de emisién del laser en
régimen dinamico.
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Se disponia, por tanto, de dos referenciales distintos para interpretar la evolucion
de la fase fuera de resonancia: w, y @, y las interpretaciones del significado de los
mismos eran claramente contradictorias. En el préximo capitulo vamos a estudiarlos
detalladamente y vamos a interpretar su significado fisico, interpretacion que queda
lejos de la que sus autores propusieron originalmente,

LS. El problema de la verificacion experimental del modelo de
Lorenz-Haken.

Hasta aqui hemos expuesto las caracteristicas mas relevantes del modelo
homogéneo del laser de dos niveles unidireccional. La pregunta inmediata es ;se ha
encontrado este tipo de comportamiento en el laboratorio?. O de forma mas general, ;ha
observado alguien caos de tipo Lorenz en algun sistema?.

Durante muchos afios se pensé que las condiciones impuestas por el modelo de
Lorenz en un laser eran inverificables en un laboratorio: Por otra parte el modelo de
Lorenz parece demasiado sencillo para ser aplicable a un fluido. Sin embargo el modelo
de Lorenz ha sido encontrado en un laser.

En 1986, Weiss y Brock anunciaron haber obtenido caos de tipo Lorenz en un
laser de amoniaco bombeado 6pticamente. El problema es que a este tipo de laser no le
es aplicable, en principio, el modelo de Lorenz-Haken. Asi, durante bastantes aiios, ha
habido gran controversia acerca de este experimento. No vamos a hacer en esta
Introduccién la revision bibliografica de este problema porque excede el objetivo de la
misma. Hemos preferido dedicar el Capitulo 3, que abre la segunda parte de esta Tesis, a
una revision bibliogréfica critica de este problema lo que, a nuestro juicio, resulta
altamente necesario para afrontar adecuadamente el resto de dicha parte, en la que
exponemos nuestras contribuciones a la interpretacién de los experimentos de Weiss y
colaboradores. Pero vamos, al menos, a adelantar Ya las razones por las que diversos
autores se opusieron a la interpretacion de los resultados de los experimentos de Weiss
et al como una manifestacion experimental del modelo de Lorenz.

Como hemos mencionado, el laser de amoniaco de infrarrojo lejano (FIR NHj;)
es bombeado Opticamente. Esto significa que la transferencia de poblacién al nivel
superior de la transicién laser se lleva a cabo mediante un haz proveniente de otro laser
(laser de bombeo) que excita la poblacién de un tercer nivel altamente poblado al nivel
superior (Fig.I.12). Asi, este mecanismo de bombeo implica al menos tres niveles
atémicos o moleculares interaccionando con dos campos. Si escribimos las ecuaciones
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de Maxwell-Schrodinger de este sistema (ver Apéndice 1 y los capitulos 4 y 5)
obtenemos 9 ecuaciones para la evolucion de la matriz densidad, ya que hay tres

Fig.l.12. Esquema de niveles de un
laser bombeado Opticamente. El
laser  de bombeo E, transfiere
poblacion del nivel 2 (muy poblado)
al nivel superior 0. La transicién
laser es la 0el. El campo de
bombeo induce también procesos
coherentes como las transiciones
Raman 21 y el desdoblamiento
del nivel superior comin (efecto
Stark).

coherencias involucradas, que es un sistema mucho mas complejo que las cuatro

ecuaciones necesarias para el laser de dos niveles. Estas ecuaciones contienen

fenomenos fisicos que no aparecen en el sistema de dos niveles (efecto Stark dindmico,

procesos Raman, etc) y que hacen que sus soluciones sean muy distintas de las de aquél.

De hecho ha habido numerosos estudios sobre la dinimica de los laseres bombeados

opticamente (véase el Capitulo 3 para un estudio detallado de esta literatura) que han

mostrado la mayor complejidad de este sistema. Dedicaremos la segunda parte de esta

Memoria a intentar arrojar luz sobre el vacio existente entre teoria y experimento.
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PARTE I: Contribuciones al estudio del modelo de
Lorenz-Haken






Capitulo 1: Marcos frecuenciales de referencia y dinimica de
la fase en el modelo de Lorenz-Haken.

1.1. Comportamiento de la fase y el campo complejo en los diferentes referenciales.

1.2. Marcos frecuenciales de referencia y espectro del campo complejo.
1.3. Frecuencia media de emisién del liser.

1.4. Comportamiento de los referenciales frente a la desintonia y el bombeo.

1.5. La fase del campo y la fase geométrica. Invariantes al referencial.
1.6. Conclusién.






Marcos frecuenciales de referencia.

En la Introduccion hemos descrito, de forma somera, el comportamiento, tanto
dindmico como estacionario, de la fase y hemos querido resaltar la existencia de un
elemento de arbitrariedad en el estudio de la misma: la eleccién de la frecuencia de
referencia Q (a la que llamaremos, indistintamente, marco frecuencial de referencia,
marco referencial o simplemente referencial). Hemos visto en el apartado 1.4 varios de
estos referenciales: desde unos que podriamos llamar naturales, como la frecuencia de
la transicidén wg,;, la frecuencia de la cavidad ldser o, o la frecuencia de emisién
estacionaria del ldser @, hasta referenciales introducidos ad hoc para el estudio de la
fase en régimen dindmico, w, y ®,, y de los que no conocemos con precisién su
significado fisico.

El objeto de este capitulo es, por una parte, dotar de significado a estos
referenciales y, por otra, intentar clarificar el significado del mencionado elemento de
arbitrariedad, buscando cantidades invariantes a la eleccién del mismo.

Conviene recalcar que, si bien el interés de este estudio es principalmente teérico,
también tiene un importante reverso experimental, ya que, en los experimentos, la
frecuencia sé determina a través de una medida heterodina de la salida del laser, medida
para la que es necesaria una cierta frecuencia de referencia [Weiss et al, 1988; Tang et
al, 1991b; Tang, 1993] viéndose los resultados experimentales afectados por esta
eleccion. El material contenido en este capitulo ha sido publicado y puede encontrarse
en Roldén et al (1993).

1.1. Comportamiento de Ia fase y el campo complejo en los diferentes
referenciales.

Antes de comenzar sefialemos como se lleva a cabo un cambio en la frecuencia de
referencia al resolver las Ecs.(1.2.2). Volvamos a escribirlas para mayor comodidad

%=—c[l+’i8]E+cP,
%g=—[1-—iA]P+ED, ' (1.1.1)

%g=b(r—D)—2(EP*+PE*).

En estas ecuaciones, el referencial del campo no ha sido especificado. La
especificacion se hace al dar valores a 8 y A. Si adoptamos, por ejemplo, el referencial
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de la cavidad, i.e., tomamos Q2 = w,, automaticamente § =0 y A = A, [Ecs.(1.2.6)], que
es el parametro fisico de desintonia. Si es la frecuencia de la transicién w,, la que
tomamos como frecuencia de referencia, tenemos A=0 y § = A /o. Por esta razén el
referencial de la cavidad y el de la transicién son los mas comodos de manejar ya que
inicamente hemos de especificar uno de los parametros A o & que, ademas, aparece
relacionado directamente con el pardmetro fisico de desintonia que es A_. Por otra parte,
si adoptamos el referencial de la solucién estacionaria, i.e., adoptamos Q = o, hemos
de hacer3=A=AJ/(c + 1), que.es otra forma de escribir la ecuacion de pulling (1.4.1).
Para resolver las Ecs.(1.1.1) en cualquier otro referencial, hemos de calcular la
diferencia entre la nueva frecuencia de referencia, digamos Q, y, la anterior frecuencia
de referencia Q,, es decir, hemos de hacer 8n,= 8 + (Q)= ))/0 ¥ Ag= 8+ (- Q,)
donde los subindices denotan el referencial utilizado en cada caso. Ahora bien, existe
otra forma de realizar el cambio de referencial que no exige volver a integrar las
ecuaciones diferenciales y que, de hecho, es la forma que nosotros hemos utilizado
habitualmente. Teniendo en cuenta que la frecuencia instantinea de emision es
invariante a un cambio de referencial, es decir, que se cumple la ecuacion (1.2.3) ,que
volvemos a escribir,

bay + U= g, + Dt (1.1.2)

podemos modificar el registro temporal de la fase que hemos obtenido por integracién
de las Ecs.(1.1.1) en uno de los referenciales haciendo uso de la Ec.(1.1.2), lo que nos
permitira reconstruir los registros de las componentes en cuadratura del campo, y de las
diferentes variables dependientes de la fase en el nuevo referencial.

Para estudiar el comportamiento dindmico de las variables que contienen
informacién sobre la fase, lo més sencillo y conveniente es estudiarlas en un régimen de
emision periédico. Consideremos, pues, un conjunto de parametros para los que la
solucion numérica de las ecuaciones (1.1.1) resulte ser periédica en la intensidad. En la
Fig.1.1 se caracteriza la solucién dindmica del modelo para el conjunto de valores ¢ =2,
b=0.25 r=16 y A=0.69, que es apropiado para un laser. En este caso, si
representamos la evolucion temporal de la intensidad del campo eléctrico I= |‘E|2
[Fig.1.1(a)), se revela un comportamiento de periodo cuatro, es decir, el valor de cada
maximo de intensidad se repite al cabo de cuatro méximos. La misma periodicidad
exhibe en su evolucién temporal la frecuencia ¢ [Fig.1.1(b)]. Estos comportamientos no
dependen en absoluto del referencial elegido salvo por lo que respecta, l6gicamente, al
valor absoluto de la frecuencia ¢ que se ve trivialmente corrido al utilizar otro
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referencial. Sin embargo, no ocurre lo mismo con las variables que contienen la fase en

su definicidn.

Fig.I.I. Evolucion temporal de (a) la intensidad
del campo eléctrico I= [E12y (b) la frecuencia §
en un régimen periddico, de periodo 4 en la
intensidad, correspondiente a la solucién de las
Ecs.(1.1.1) para a =2, b=0.25 r=16 y
Ac =0.69. La frecuencia muestra un pico cada vez
que la intensidad se acerca a cero. Los picos no
son pronunciados porque la desintonia de la
cavidad es bastante alta.

T

Concentrémonos ahora en el comportamiento exhibido por la fase 4y por el
campo complejo [que visualizaremos a través del phase portrait: proyeccion de la orbita
en el plano del campo complejo cuyos ejes son las componentes en cuadratura

Er= acos<{>y Ej= -asin<j> de E = aexp(-i<J>)].

Comencemos por el referencial correspondiente a la frecuencia de emision de la
solucion estacionaria, i.e., Q = cose. En la Fig.1.2(a) se muestra la evolucion temporal de
la fase en este referencial y se observan claramente las caracteristicas de la misma que
ya indicamos al final de la Introducciéon. En la Fig.1.2(b) se muestra el correspondiente
phase portrait. Dos caracteristicas han de ser resaltadas. Por una parte, se observa como
los saltos exhibidos por la fase son claramente menores que n radianes, lo que denota
que la desintonia no es proxima a cero (Ac= 0.69). Por otra parte, el campo complejo no
evoluciona a lo largo de una curva cerrada, es decir, que el comportamiento de estas
variables no es periodico a pesar de serlo el de la amplitud real |E| = a. Si pudiésemos
visualizar el movimiento de E;j frente a Er en funcién del tiempo, veriamos que la figura

va girando con una cierta frecuencia que es inconmensurable con la frecuencia propia
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del movimiento periodico (e.g. la de la amplitud real a), resultando un comportamiento
cuasiperiddico. Este movimiento de giro contrasta con el comportamiento del campo
complejo en condiciones de resonancia: cuando Ac= 0, la proporcion entre Ej y Eres una
constante, ya que $lo es, lo que implica que el campo complejo se mueve a lo largo de
una recta de pendiente tanj) (esto es cierto tanto en este referencial como en el
referencial de la cavidad o el de la frecuencia de la transicion ya que todos ellos

coinciden en Ac= 0).

0

l (b)

Exo

25 50 -8 -4 0

Fig. 1.2. (a) Evolucion temporal de la fase y (b) phase portrait (representa-
cion de las componentes del campo complejo una frente a la otra) para el
caso periddico de la Fig.I.l en el marco frecuencial de referencia de la
soluciéon estacionaria (inestable) Usc. A pesar de tratarse de un régimen
periddico, estas representaciones no lo son. En este caso cosc=oc- 0.23,
obtenido a partir de la Ec.(1.4.1).

Pasemos ahora a analizar el comportamiento de estas variables en el referencial
Q = co, propuesto por Zeghlache et al (1988) y ya introducido en al apartado 1.4. Ya
hemos sefialado que el referencial co, es aquél que elimina la acumulacion de fase, i.e.,
el referencial que convierte la fase en una variable periddica. Asi pues, calculamos la
pendiente media de la fase en su evolucion temporal a lo largo de un numero n de

periodos T (bastaria hacerlo con un solo periodo)

Kt+nT)-(t>(t
S nn%(>() (1.1.3)

y la eliminamos haciendo

+ <. (1.1.4)
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Ahora podemos hacer el cambio de referencial Q = co, haciendo uso de Ia
Ec.(1.1.2) y obtenemos la fase (y todas las variables que la contengan en su definicion)

en el nuevo referencial despejando de aquella transformacion.

TI/ 2
P
0 EiO
-4
0.6 . .
Fig. 1.3. (a) Evolucién temporal de la fase, (b)
phase portrait y (c) proyeccion del atractor en el
0.4 plano <EpPj> para el caso de la Fig.l.l en el

referencial ciii propuesto por Zeghlache et al
0.2 (1988). En este referencial todas las evoluciones
son periodicas pero no guardan parecido con lo
que se obtiene en resonancia. En este caso
0.0 | = <sc - 0.4999. Notese la precision necesaria
en la determinacion del referencial para obtener el
resultado periddico deseado.
-2 0 2 4 6 8

Er

Notese en la Fig. 1.3 como el comportamiento de la fase y de las variables que la
contienen es ahora notablemente distinto. En efecto, obsérvese que en este referencial
coj, tanto la fase como el campo complejo, exhiben un comportamiento peridodico del
mismo periodo que la intensidad. Sin embargo, la periodicidad que hemos recuperado
para las variables que contienen la fase no recuerda al comportamiento que el sistema
tiene en resonancia. En efecto, si observamos la proyeccion del atractor en el plano
<ErPr>, encontramos un atractor que no guarda demasiado parecido con el que se
obtiene para un comportamiento del mismo periodo de resonancia (comparese la
Fig. 1-3(c) con la Fig.1.8). De hecho, tampoco el comportamiento de la proyeccioén en el
plano complejo [Fig. 1.3(b)] recuerda el comportamiento de resonancia, donde ya hemos
dicho que la figura obtenida seria la evolucién sobre una recta [ver mas adelante la

Fig. 1.13(a)], observandose por el contrario trayectorias muy curvadas y practicamente
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limitadas a un cuadrante del plano <E_E;>. Esta ruptura en la simetria se debe a la fuerte
distorsién introducida en el comportamiento de la fase que, tras el cambio de
referencial, muestra diferencias de valores extremos menores que n/2 y que carece de
saltos bien definidos: resulta intuitivo pensar que una fase asi no puede reproducir
cambios claros de signo en las componentes del campo (recuérdese la discusién del
apartado .4 sobre el papel del salto de fase en el cambio de signo de las componentes
del campo). Ademds, como veremos mds adelante, este referencial presenta problemas
de continuidad cuando A, =0.

Pasemos a analizar el comportamiento del sistema en el referencial ®,.
Recordemos que este referencial fue definido como aquél que mantiene tanto la
periodicidad de las variables con fase como el adecuado cambio de signo de las mismas
[Vilaseca et al, 1990]. Consecuentemente, para calcular ®, imponemos a la fase la
condicion de que sufra un incremento medio de +n radianes cada vez que, pof ejemplo,
el campo E, haya de cambiar de signo (esto puede apreciarse visualmente en la forma
del minimo de la amplitud real o, que presenta una forma en pico cuando hay un cambio
de signo, siendo mds suave cuando no hay tal cambio). Decimos valor promedio de =
radianes, y no valor exacto, porque ya hemos visto que al incrementar la desintonia A,
los saltos de fase se hacen desiguales [Fig.1.2(a)], resultando entonces imposible hacer
que todos los saltos valgan ® radianes mediante la simple adicion de una cantidad
constante a la frecuencia. Podemos resumir esto diciendo que imponemos a la fase ¢ que
tenga una acumulacién de nx radianes a lo largo de un periodo completo (e.g., en la
intensidad) siendo n el numero de veces que el campo ha de cambiar de signo. En los
comportamientos periédicos exhibidos por el modelo de Lorenz el valor de n coincide
siempre con el nimero de minimos de la intensidad salvo en las ventanas periddicas,
que presentan minimos en los que no hay cambios de signo (véase, por ejemplo, la
Fig.2.18 de [Weiss y Vilaseca, 1991]).

Asi pues, al integrar las Ecs.(1.1.1) en el nuevo referencial, o realizar el cambio de
referencial con arreglo a la Ec.(1.1.2), la fase exhibird un comportamiento no periédico
con saltos que tienen un valor promedio de n radianes [Fig.1.4(a)]. Obsérvese que la
fase en el nuevo referencial guarda cierto parecido con la obtenida en el referencial de la -
solucién estacionaria (la distorsién introducida en la evolucién de la fase no es muy
grande) pero tiene las mesetas mas inclinadas. En este referencial, como ocurria en el
®;, las proyecciones del atractor son periddicas [Figs.1.4(b) y (c)] pero, a diferencia de
aquél, guardan gran parecido con las obtenidas en resonancia: la proyeccién <E.P>
tiene la forma tipica del atractor de Lorenz (compérese con la Fig.I.8). En cuanto al
campo complejo, si bien es claro que no se mueve a lo largo de una recta (que, como ya
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hemos comentado, es como se mueve en resonancia) describe un movimiento periddico,

pasando de positivo a negativo, y moviéndose aproximadamente a lo largo de una
misma direccion.

-2rr . (b)
EiO
-4
-8 b S
0 25 50 -8 -4 0 4
T Er
0.8
0.4

Fig. 1.4. (a) Evolucion temporal de la fase, (b)
phase portrait y (c) proyeccion del atractor en el
plano <Er,P;> para el caso de la Fig. 1.1 en el
referencial co0 propuesto por Vilaseca et al (1990).

0.4 En este referencial todas las evoluciones son
periédicas salvo la de la fase misma y guardan

parecido con lo que se obtiene en resonancia. En

- 0.8 ‘0

Asi pues, tanto los referenciales col) como co, proporcionan comportamientos
periodicos para las variables con fase, si bien el segundo con proyecciones no similares

a las obtenidas en resonancia, a diferencia del primero que, por contra, proporciona una
fase no periodica.

Una vez descrita la influencia de la eleccion de referencial en las variables que

contienen informacién sobre la fase, vamos a relacionar dichos referenciales con el

espectro del campo.
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1.2. Marcos frecuenciales de referencia y espectro del campo complejo.

Recordemos que la eleccidn de la frecuencia de referencia influye en la evolucién
de la fase segtn la Ec.(1.1.2) y que, por tanto, en la del campo complejo segin

Eq, (1) = (t) expl=idq (0] = Eq (exp[-i(Q - )], (1.2.1)

donde el subindice indica el referencial en que el campo es evaluado.

Es claro que una manera de obtener informacién independiente del referencial
sobre la evolucion de la fase es tratando directamente con el campo eléctrico total

Eq(t) = Eq(t)exp[-iQt] (1.2.2)

No obstante, se trata de una magnitud de la que no podemos obtener informacion directa
sobre el significado de los referenciales. Es mucho mas conveniente trabajar con la
transformada de Fourier del campo total, ya que ésta contiene toda la informacién sobre
las frecuencias relevantes del sistema.

Eq(0) = F{E;"(t)} = jdt Eq(Dexpli(Q-o)t] (1.2.3)

(donde F denota transformada de Fourier y hemos tomado el campo complejo-
conjugado para que E (w) contenga a las frecuencias positivas), y definamos el
correspondiente espectro de potencia del campo como ‘

S(0) = ;,Iﬂ— ' (1.2.4)

Idm (o)

que esta normalizado a la unidad y dénde (o) = | Exw) [2es proporcional al nimero de
fotones por unidad de frecuencia que hay en el campo.

El aspecto tipico de S(w) esta representado cualitativamente en la Fig.1.5: una
serie de picos de frecuencia situados alrededor de la frecuencia 6ptica Q (del orden de
por ejemplo 10!5Hz).
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S((D) Fig.1.5. Representacién esquematica de
la clase de espectros que presenta el
problema. La frecuencia de emisién del

| | I l | I | proxima a g, son del orden de 10!5Hz.mas
e B > proxima a @y, son del orden de 10!5Hz.

0 0=10"Hz

Es obvio que no podemos calcular S(w) si damos a Q (que es el referencial) el
valor de 10'5Hz. Por otra parte, es claro también (Fig.1.5) que si bien el valor de Q es
esencial para determinar el valor absoluto de las frecuencias del sistemé, no lo es para
determinar las distancias entre los picos de frecuencia que aparezcan en el espectro.
Como es en esto dltimo en lo que estamos interesados, en la distancia de los picos del
espectro a Q, podemos dar a la frecuencia de referencia Q un valor arbitrario en la
exponencial de la Ec.(1.2.3) a la hora de realizar calculos numéricos. Podriamos darle,
por ejemplo, el valor cero para hacer célculos, pero no seria una eleccién conveniente,
ya que en S(w) se superpondrian las partes positiva y negativa del espectro, dificultando
la identificacion de las frecuencias. Por otra parte, si el valor de Q es muy alto, nos
veremos obligados a trabajar con series temporales inmanejablemente grandes para
determinar las frecuencias con la precision suficiente. Conviene, pues, encontrar un
valor para Q que verifique el compromiso de que en S(w) no aparezcan superpuestas las
partes positiva y negativa y que las series temporales sean manejables. En los calculos
efectuados por nosotros hemos tomado el valor Q = 50 que juega ademas el papel de @,
pues en la determinacién de Eq*(t) en la Ec.(1.2.3) por integracién de las Ecs.(1.1.1)
hemos empleado el referencial de la cavidad Q = .. Asi, las frecuencias que daremos a
continuacion estin dadas en valores relativos a la frecuencia de la cavidad.

En la Fig.1.6 se representa un ejemplo de un resultado tipico de la clase de
espectros que se obtienen cuando el campo se comporta de forma periddica. Notese
[Fig.1.6(a)] como, a medida que la desintonia aumenta, el espectro cambia, en el sentido
de que unos picos van creciendo en detrimento de sus simétricos respecto al centro de
espectro. Si la desintonia aumentase en sentido opuesto, serian los picos que aqui
decrecen los que crecerian. )

La Fig.1.6(b) contiene el principal resultado al que hemos llegado mediante el
estudio de S(w): la identificacién inequivoca de los referenciales w, y ®, que, hasta
ahora, habian sido introducidos de forma operativa. Tras realizar célculos precisos de
S(w) para distintos regimenes de emision periédica y distintos valores de los parametros
de control (en los que la precision relativa alcanzada en el valor de las frecuencias
alcanza una parte en 5x10%), hemos podido concluir de forma inequivoca que, por una

41



Marcos frecuenciales de referencia.

parte, el referencial co, (consistente, recordemos, en la eliminacién de la pendiente
media exhibida por la fase en su evoluciéon temporal) se corresponde con la frecuencia
del pico mas alto del espectro. Por tanto, el significado de esta frecuencia resulta claro

ahora: la frecuencia co, es la frecuencia fundamental del sistema.

Fig. 1.6. (a) Evolucién con la desintonia de espectro

0.4 - @ de un comportamiento periddico Pl. La desintonia
5 vale Ac= O para la figura superior, Ac=5 para la
0.2 - intermedia y Ac = 10 para la inferior. Notese como
LD el espectro va perdiendo la simetria y desplazandose
’ a la izquierda a medida que la desintonia aumenta.
0.0 Si la desintonia creciese en sentido negativo el
resultado seria el mismo sbélo que en sentido
contrario, (b) Representacion esquematica del
0.6 espectro de un caso periddico donde se ha sefialado
la posicion de las frecuencias relevantes en el
03 . problema. Un extenso estudio numérico de
diferentes soluciones de las ecuaciones del laser nos
ha permitido identificar a con la frecuencia del
0.0 pico mas alto del espectro y co0 con el centro
geométrico del mismo.
0.6 3 k
P )
0.3
0.0 1
-30 -15 8] 15 30 wo CJ’CJSCJOCJe ’ «

En cuanto al referencial co0 (que se definié6 como aquella que mantiene un salto
promedio defase de n radianes, de forma que el campo cambie su signo analogamente a
como lo hace en resonancia) no es otra cosa que el centro del espectro, es decir, es la
frecuencia algebraica media del espectro (que no debe confundirse con la frecuencia
media ponderada que discutiremos mas adelante). Notese que en la posicion que en el
espectro ocupa co0 habra un pico de frecuencia de altura no nula cuando el atractor sea
no simétrico [Zeghlache y Mandel, 1985]; si es simétrico, como el correspondiente al
caso que representamos, tal pico no aparece. En la misma Fig. 1.6, aparecen sefialadas
junto a las frecuencias co0 y co, las frecuencias naturales del sistema, i.e., la de la
transicion atomica, la de la cavidad y la de la solucidon estacionaria (ahora inestable, ya
que r > r2nd). En la figura coc> co0l, es decir, corresponde a un caso con desintonia de la
cavidad positiva. La frecuencia de la solucidon estacionaria (inestable) a>sc se determina
mediante la Ec.(1.4.1) y esta situada entre las frecuencias de la cavidad y de la transicion

atdbmica o molecular. Finalmente, la frecuencia cu0 siempre es mayor que la de Ia
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solucién estacionaria (y menor que la de la cavidad) mientras que la frecuencia o, es
menor que ®,, y mayor que ;.

Podemos entender ahora por qué en el referencial w, se obtienen representaciones
similares de las proyecciones del atractor a las que se obtienen en resonancia: desde o,
se ve un espectro similar al que, desde el referencial de la cavidad, se ve en resonancia,
i.e., el espectro aparece simétrico por lo que respecta a la posicion de los picos de
frecuencia [que no por la altura de los mismos, que cambian de forma no simétrica con
la desintonia, Fig.1.6(a)] cuando es visto desde ®,. Por otra parte, también resulta claro
ahora porqué tanto en el referencial w, como en el referencial , se obtienen
representaciones periédicas de las variables que contienen a la fase explicitamente: tanto
en un referencial como en el otro, hay un pico de frecuencia a la misma distancia tanto
para frecuencias mayores como para frecuencias menores, i.e., desde estos referenciales
se observa el espectro de una funcién periédica. Esto no ocurre si la frecuencia de
referencia es, por ejemplo, la de la cavidad porque, desde ésta tltima, el pico de
frecuencia mas préximo para frecuencias mas altas estd a una distancia distinta (y, en
general, inconmensurable con) de la del pico méds proximo a frecuencias mas bajas,
siendo aparente un espectro que no corresponde a una variable periddica, de ahi el
comportamiento cuasiperiédico que de las variables que contienen fase se obtiene en
este ultimo referencial cuando A, # 0. Lo anterior nos lleva ficilmente a la siguiente
conclusion: se observard comportamiento periddico en la variables que contengan fase
en cualquier referencial que coincida con un pico de frecuencia del espectro.

Hemos identificado, por tanto, el significado fisico de los referenciales oy y ©; y
queda claro que ninguno de ellos puede corresponder a algo parecido a la frecuencia de
emision del laser en régimen dindmico, es decir, no podemos atribuir un origen
dispersivo (de indice de refraccién) al corrimiento de frecuencia que supone cambiar el
referencial de la frecuencia de la cavidad (o de la transicién, que es la frecuencia de
emisién del laser en resonancia) a las frecuencias @), ®;, u otra cualquiera. Nos
preguntamos entonces ;puede definirse una frecuencia de emisién del ldser cuando la
desintonia es no nula y el régimen de funcionamiento dindmico?.

1.3. Frecuencia media de emisién del Idser.

Ya comentamos anteriormente que la frecuencia instantdnea de emision del laser
Q+ J)n) tiene poco que ver con la idea intuitiva que de la frecuencia tenemos debido a
la presencia de los picos originados por los saltos de fase. Por analogia con lo que
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ocurre en el caso estacionario, podriamos atribuir el significado de frecuencia de
emision al referencial que elimine los efectos dispersivos en la evolucion de la fase: el
problema es determinar qué son efectos dispersivos en el caso dinamico. Al no coincidir
ninguno de los referenciales que devuelven la periodicidad a las variables complejas con
o, se pensd que, en el caso dindmico, habria tanto efectos dispersivos como unos
efectos dindmicos, no bien definidos, en la evolucién de la fase [Zeghlache et al, 1988;
Vilaseca et al, 1990]. Asi, la diferencia entre el referencial que devuelve la periodicidad
y o, mediria estos efectos. Lo cierto es que no hay ningin criterio que pueda
discriminar unos de otros ya que hay infinitos referenciales que hacen periddicas las
variables complejas.

Una forma de resolver el problema es trabajar con cantidades promediadas en el
tiempo: al igual que la frecuencia instantinea no parece poder ser entendida como
frecuencia de emision, ciertamente tampoco parece tener mucho sentido hablar de
efectos dispersivos instantdneos. El uso de cantidades promediadas permite obviar este
problema.

Vamos a calcular, por tanto, la frecuencia media de emision del laser. La mejor
forma de definirla es en términos energéticos, es decir, como la frecuencia media de los
fotones del campo. Teniendo en cuenta que I(®) es proporcional al nimero de fotones
por unidad de frecuencia y que, por tanto, dN = dw I{(w) es el nimero de fotones de
frecuencia o, la energia total puede escribirse como

W= 1 ] dool(®) (1.3.1)
0

Si definimos la frecuencia media de emisién del laser, como W = NA@ obtenemos de la
igualdad facilmente que @ viene definida por

T = ) doS(@)o (1.3.2)
0

con S(w) definida en la Ec.(1.2.4), es decir, @ es la frecuencia media ponderada del
espectro de potencia.

El resultado obtenido al evaluar @ en régimen dinidmico es sorprendente: ésta
resulta coincidir con la frecuencia media de emision en régimen estacionario . Este
resultado lo hemos comprobado detalladamente, con gran precision, para multitud de
secuencias temporales correspondientes a distintos conjuntos de parimetros. Ademas,
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este resultado resulta ser valido tanto para regimenes periddicos como caéticos, es decir,
la frecuencia media de emision del ldser no se ve alterada por el régimen en que éste
emita. Este resultado es tanto mas sorprendente cuanto que, como es bien sabido, /a
intensidad media de emision si depende del régimen dindmico [Lawandy et al, 1987].

La igualdad entre @ y o, tiene interesantes consecuencias: indica que existe cierta
consistencia interna en la forma de S(®). Sin embargo, lamentablemente, no hemos
conseguido encontrar hasta el momento una prueba analitica de esta propiedad.

1.4. Comportamiento de los referenciales frente a la desintonia y el bombeo.

Una vez aclarado el significado fisico de los referenciales @, y ®,, parece
interesante estudiar la dependencia de estos con los parametros del sistema, en particular
con la desintonia.

En la Fig.1.7(a) se representa el valor de ©,, ®, y @ frente a la desintonia A para
un valor del bombeo r = 500, valor desmesuradamente alto desde el punto de vista fisico
pero que utilizamos porque en estas condiciones el comportamiento del sistema es muy
sencillo. En efecto, para desintonias grandes (aproximadamente A, 2 10) el sistema es
estable y para valores pequefios (A, < 10) el comportamiento es periédico de periodo
unidad. Diversas caracteristicas han de ser resaltadas y la primera de ellas es el enorme
parecido de esta representacién con las obtenidas experimentalmente con un laser de
He-Xe con ensanchamiento inhomogéneo [Tarroja et al, 1986], si bien estos autores no
interpretaron su significado. Por una parte, y ya insistimos anteriormente en este
importante hecho, la frecuencia media de emisién @ (linea discontinua) coincide
exactamente con la frecuencia de la solucién estacionaria y no presenta, por tanto,
discontinuidad alguna al pasar de régimen dinimico a estacionario. Por otra parte, la
frecuencia algebraica media @, es continua al pasar de desintonias positivas a negativas,
pero es discontinua al llegar al final de la zona de emisién dindmica (es decir, no tiende
a ,,). De hecho, no hemos dibujado el comportamiento de esta frecuencia (ni el de w,)
en la vecindad de la bifurcacion de Hopf que da paso a la solucién estacionaria. Esto se
debe a que la bifurcacién de Hopf es subcritica para estos parametros y hay, por tanto,
un pequefio dominio de biestabilidad alrededor de la bifurcacién. En este dominio
aparece el fendmeno conocido como critical slowling down [Mandel, 1986] y la
determinacién de ©, y ©, se hace sumamente dificil y no aporta ninguna informacion
relevante.
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0\ m Fig. 1.7. Dependencia de los distintos referenciales
\\ . con la desintonia de la cavidad, (a) r= 500, el
Y\ © - comportamiento es periodico Pl; (b) r= 180, el
T comportamiento es periddico P2 para desintonias
-1 - A\ bajas (<2 aprox.) y Pl para desintonias altas, (c)
Cnes r=50, se tiene en este caso al disminuir Ia
s desintonia, una ruta completa de Feigenbaum que
A A finaliza en caos (CH). Es especialmente resaltable
) P que la frecuencia media de emisién en régimen
\\ dindmico coincide siempre con la de la solucion
estacionaria inestable incluso en el dominio
CH o ca6tico donde, por otra parte, ni | ni (o0 estan
I Fomm- pmms mmmms et e definidas. Notese en la fig. (a) que oot es discon-
2 3 4 tinua en Ac = 0. CW. emision estacionaria estable.
Ar

Por lo que respecta a la frecuencia co,, ésta muestra una discontinuidad al pasar de
desintonias positivas a negativas, aparte de la ya mencionada para co0 en las
proximidades de la bifurcacion de Hopf. Esta discontinuidad se debe a que para Ac= 0,
la frecuencia co, no esta bien definida al existir dos picos de igual altura en el espectro
de potencia [éste es simétrico en resonancia, Fig.l.6(a)]. En otros términos, se debe a
que en resonancia, como ya hemos comentado, el sentido de los saltos de fase no esta

definido porque, estrictamente, son discontinuidades de modulo =(2n+1);c (Fig.1.10).

En la Fig.l.7(b) mostramos el mismo tipo de representacidon, limitdndonos a
desintonias positivas, para un valor del bombeo r= 180. Para este valor de r el
comportamiento de periodo unidad se bifurca a un P2 para una desintonia Ac« 2. Es de
resaltar como tanto cod como co, pierden el comportamiento casi lineal que mostraban en
el caso anterior al entrar en la zona de P2. Notese también que, al igual que para r = 500,
la distancia entre to0 y co, es aproximadamente constante, lo que implica que el periodo

principal varia poco con la desintonia.

46



Marcos frecuenciales de referencia.

En la Fig.l.7(c) volvemos a ilustrar la variacion de los referenciales con la
desintonia para r = 50. Para este bombeo, ocurre en el sistema una ruta completa de
doblamiento de periodos a medida que la desintonia es disminuida, ruta que finaliza en
caos. Lo mas resaltadle en este caso es que co0y o, solamente estan definidas en la zona
de comportamiento periddico, a diferencia de o que también estd definida en la zona
cadtica (de hecho, co0y co, también estan definidas en las infinitas ventanas periddicas
que hay dentro del dominio cadtico). La imposibilidad de definir co0 y co, en régimen
cadtico esta asociada con el hecho de que, en este régimen, los saltos de fase ocurren en
instantes y con tamafios aleatorios. Se ha demostrado que este tipo de comportamiento
equivale a una difusion de la fase, s6lo que de origen completamente determinista
[D'Alessandro et al, 1989; Li et al, 1992] y, consecuentemente, las trayectorias del
sistema en el espacio fasico estdn afectadas por rotaciones de frecuencias aleatorias
(Fig. 1.8). Desde el punto de vista del espectro S(co), lo anterior se traduce en que la
simetria que éste exhibe en resonancia [Fig. 1-9(a)] se pierde, por lo que a la posicién de

los picos respecto al centro se refiere, al introducir cualquier desintonia [Fig. 1.9(b)].

Fig. 1.8. Phase portrait en un caso cadtico. El
campo va girando en el plano con una

velocidad  angular no  uniforme. Este
comportamiento es equivalente a una difusion
“-2.5 0.0 2.5  de fase.

Er

Finalizaremos esta secciéon comentando el comportamiento de los referenciales
frente al bombeo. Ya vimos en la Introducciéon [Ec.(I.4.1)] que cose no depende del
bombeo r. Sin embargo no es éste el caso para co0y co,, como puede verse en la Fig. 1.10
donde representamos estas tres frecuencias frente a r para Ac=3.5, b=0.25y a = 2.
Noétese que el referencial co0 tiene una cierta dependencia con r (decrece su valor
asintOticamente) que, sin embargo, es mucho menos marcada que la que tiene co,, que
tiende a infinito con r /2 Como la diferencia entre estas dos frecuencias, (co0- co,), mide
la "frecuencia principal de giro" del atractor, el que la distancia entre co0y co, crezca con
r denota que el periodo principal del atractor disminuye al aumentar el bombeo 1, a
diferencia de lo que ocurria con la desintonia, con la que la diferencia (co0- co,) apenas

depende.
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1.0 h

0.5 h
Fig. 1.9. Espectro de potencia del campo para un
caso de emision caotica, b =0.25, s =2, r= 50, (a)
en resonancia y (b) con un incremento pequefio de
la desintonia (Ac = 0.05). Notese como el espectro
que en resonancia es simétrico pierde la simetria
fuera de resonancia. Este hecho impide definir los
referenciales co0 y OfiJ.

0
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Fig. 1.10. Dependencia de los distintos referencia-

les con el bombeo para el caso b=0.25 a=2y
-4 Ac = 3.5. Mientras que el referencial de la solucion

estacionaria (o lo que es lo mismo, la frecuencia

media de emision) no depende del bombeo, co0 y
-6 cot si dependen, (mucho mas fuertemente co,). La

diferencia entre co0 y <», es la frecuencia principal

de giro del atractor y se aprecia claramente como
-8 ésta aumenta con el bombeo.
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1.5. Invariantes al referencial. La fase del campo y la fase geométrica.

En las secciones anteriores hemos intentado poner en claro la relacidén existente
entre los diferentes referenciales y propiedades intrinsecas del campo a través de su
espectro de potencia. Hemos visto, en particular, que no parece haber ningun elemento

estructural de los atractores que permanezca invariante ante un cambio de referencial si
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las variables empleadas en la representacion contienen informacion sobre la fase.
¢Existe entonces algiin elemento invariante a la eleccion de referencial?. La respuesta es
afirmativa: la frecuencia media de emision no depende del referencial. Pero no es éste el
Unico invariante presente en el sistema.

En 1990 aparecieron dos trabajos [Vilaseca et al, 1990; Ning y Haken, 1990b] que
llamaron la atencién sobre el hecho de que la fase, representada en un referencial
distinto de ®,, presenta una acumulacién a lo largo de cada periodo de la intensidad que
recuerda a la celebrada fase geométrica o de Berry [Berry, 1984; 1987; 1988], opiniones
que fueron discutidas en [Mandel et al, 1991] por lo que al modelo de Lorenz-Haken
respecta. Recordemos que la fase de Berry es la acumulacion en la fase que algunos
sistemas hamiltonianos tienen cuando se realiza una variacién ciclica en los pardmetros
del sistema: al volver los pardmetros a su valor original, todas las variables del sistema
vuelven también a sus valores originales excepto la fase, que presenta una acumulacion
o anholonomia (en el Apéndice 3 damos una pequefia introduccion a estos conceptos).

En trabajos posteriores, Ning y Haken investigaron sistemaiticamente esta
posibilidad [Ning y Haken, 1991; 1992a; 1992b] llegando a extender la fase geométrica
a sistemas disipativos no-lineales como el liser. En particular, encontraron que la
frecuencia J>Q(t) (donde Q indica el referencial en que es evaluada) puede ser
descompuesta como suma de dos contribuciones '

da(t) = 04t) + 0 (1), (15.1)
con
<¥| fw> :
04t) = —Ima,]xl—\{,—> (1.5.2)

la frecuencia dindmica y wg(t) la frecuencia geométrica. En la ecuacién (1.5.2),
| W> = col(E,P,D], <¥| = fil[E*,P*,D] y A es una matriz diagonal {a,,a,,3;} con a, reales
que se toman de manera que, en un comportamiento periédico, se verifique

g (t+T) exp(—idda,) 0 0 g (V)
g, (t+T) |= 0 exp(—idda,) 0 y,(t) ], (1.5.3)
‘Ps(t +T) 0 0 exp(-idda,) ‘P;(F)
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donde 3¢ = ¢(t+T) — ¢(t) es real y representa la acumulacién de fase a lo largo de un
periodo. Teniendo en cuenta que ‘¥;(t) = D(t) es una variable real, y que la acumulacién
de fase en un periodo 3¢ es idéntica para ‘¥, (t) = E(t) y ¥,(t) = P(t), en este caso hemos
de tomar a,=a3,=1 a;=0. En el Apéndice 3 se proporciona una deducciéon de la
expresion (1.5.2) para la frecuencia dindmica.

Vamos a demostrar, a continuacion, que la fase geométrica, definida como la
integral de la frecuencia geométrica, es un invariante frente a un cambio de referencial.
En efecto, si sustituimos las expresiones de ‘¥; y sus derivadas, dadas por (1.1.1), en
(1.5.2) obtenemos

<l $9> = —{1+i8]| E| >+ E'P - [1-iA]| P| 2+ EDP* + b(r-D)D — 2D(EP*+PE"),

<] Alw>=|E|?+|P|? (1.5.4)
operando,
Im<¥| $¥> = —o3| E| > + Al P|? + (c-D)Im(EP*), (1.5.5)

y teniendo en cuenta las expresiones de 8 y A dadas en (1.2.6) y que oy =o,—A
podemos escribir finalmente

c?

(c-D)Im(EP*) + A | P|?
[El“+[P[*

04t) = (@~ Q) - =v()-Q, (1.5.6)

donde, evidentemente, v,(t) no depende del referencial Q al anularse la dependencia en
la fase de E'y P cuando se hace EP*. Podemos ya calcular la fase geométrica

v, | t A
8g(t) = ba(®) — Jdtoy) = [ba(®) + ] - Sdtv(t). (1.5.7)
0 0 .

Es evidente que ¢, no depende del referencial porque (¢, + Qt) no depende [ecuacién
(1.1.2)] ni tampoco depende el segundo término quedando demostrada, por tanto, la
invariancia de la fase geométrica ante un cambio de referencial.

En la Fig.l.11 representamos las fases total, dindmica y geométrica
correspondientes al caso estudiado en las Figs.1.1, 1.2, 1.3,y 1.4
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Fig. 1.11. (a) Representacion de la fase geométrica <&, la fase dinamica <d y
la fase total ¢ para el caso de las Figs. 1.1-1.4. (b) Representacion de Je.
Notense las diferencias de escala.

Queda claro, por tanto, que la fase geométrica es una caracteristica intrinseca de
las ecuaciones de Lorenz-Haken. Podriamos pensar que la frecuencia geométrica, y la
frecuencia de la solucidon estacionaria inestable cosc, constituyen referenciales
privilegiados en el sentido de que son invariantes. Desafortunadamente tanto en cose
[Fig. 1.2(b)] como (y esto lo hemos comprobado) en el referencial de la frecuencia
geomeétrica se obtienen representaciones cuasiperiodicas de los atractores [no hay mas
que ver los saltos tan pequefios de la fase geométrica en la Fig. 1.11(b) para preverlo].
Ademas, este Ultimo referencial, a diferencia de los anteriores, tiene dependencia con el

tiempo. No parece, pues, que estos referenciales intrinsecos sean demasiado utiles.

Un problema relacionado con la fase geométrica aun no resuelto es el de su
deteccién experimental. En un experimento se tiene acceso directo a la medida de las
componentes en cuadratura del campo En(t). A partir de ellas se puede obtener la fase §>
Podria modificarse la expresion (1.5.7) para que en ella aparecieran explicitamente estas
cantidades, y no las componentes de la polarizacion ni la diferencia de poblaciones,
mediante el uso de las Ecs.(1.1.1) (despejando P de la ecuacion de evoluciéon del campo
y dejandola en funcion de E y dE/dt, y procediendo analogamente con D a partir de la
ecuacion de evoluciéon de P). Pero en esa expresién aln aparecerian parametros de
control como a y Ac, cantidades que no pueden conocerse con la precision suficiente.
Ademas, aun si conociésemos dichas cantidades con absoluta precision, estamos
presuponiendo que el dispositivo experimental vendria regido exactamente por el

modelo de Lorenz-Haken, cosa que no se puede afirmar de ningin dispositivo conocido.

Lo ideal seria disponer de una expresion de la frecuencia dindmica que dependiese

unicamente de las componentes de los campos y sus derivadas, expresion a partir de la
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cual podriamos calcular la fase geométrica. Sin embargo, todos nuestros esfuerzos por
conseguir una expresiéon en este sentido han sido en vano y, consecuentemente,
opinamos que la fase geométrica de la que tratamos aqui no puede ser medida en un
experimento (al menos hasta que no haya nuevos avances teéricos en este sentido).

2.6. Conclusidn.

A lo largo de este capitulo hemos estudiado la existencia de elementos invariantes
a cambios en el referencial y hemos detallado la influencia de dichos cambios de
referencial en las propiedades de los atractores. Ha quedado claro que, dependiendo del
referencial utilizado, pueden obtenerse representaciones muy diferentes del mismo
atractor. Es mas, utilizando como frecuencias de referencia la frecuencia geométrica o la
frecuencia de la solucién estacionaria inestable, que son invariantes del sistema ante un
cambio de referencial, se obtienen representaciones cuasiperiddicas del atractor.

Parece existir, por tanto, una total indefinicién en las propiedades topolégicas de
los atractores que contienen informacidn sobre la fase. Esto nos lleva a aclarar un error a
este respecto que ha sido bastante habitual en la literatura [Weiss et al, 1988; Weiss et
al, 1989]. Al principio de ser detectada la fase, los saltos de n radianes que ésta podia
exhibir eran asociados con cambios de signo en el campo. Si los saltos eran menores
que = radianes se pensaba que el campo no cambiaba de signo. Esto es, evidentemente,
erréneo: en el referencial o, la fase siempre presenta saltos de =n radianes
independientemente de la desintonia y, por el contrario, en el referencial ®, los saltos
son siempre menores de w. De hecho el cambio de signo del campo no parece ser algo
bien definido cuando la desintonia crece. Lo que si podemos aceptar es que saltos
bruscos de © radianes estdn asociados con cambios de signo del campo si se mantienen
planas las mesetas de la fase, porque esta es la situacién que corresponde a resonancia.
Vamos a ilustrar estos aspectos estudiando como va cambiando el atractor con la
desintonia en un referencial dado.

En la Fig.1.12 representamos para r = 500 y valores crecientes de la de§intonia, la
evolucién del campo complejo (phase portraif) evaluada en el referencial .. En estas
figuras hemos representado junto al atractor el lugar de los puntos fijos (soluciones
estacionarias inestables) mediante un circulo de puntos (en realidad se trata de un
circulo continuo porque la solucién estacionaria tiene degeneracién de fase, basta con
que la fase sea una constante si estamos en el referencial o). En este referencial el
lugar de los. puntos fijos no gira, ya que hemos quitado el corrimiento de frecuencia
debido al efecto pulling.
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Fig. 1.13. Phase portrait (representacion de Er frente a Ej) del caso periddico
b=10.25, ct=2, r = 500 para diversos valores de la desintonia (Ac= 0 (a), 0.1
(b), 1.0 (c), 5.0 (d), 843 (e) y 11.0 (0] en el referencial de la solucion
estacionaria cose. La linea de puntos indica el lugar de la solucidon estacionaria
inestable (es un continuo porque hay degeneracion de fase). En resonancia la
trayectoria se mueve sobre una recta, i.e., no hay acumulacion de fase. A
medida que la desintonia aumenta ésta gira con una velocidad angular mayor.
Notese como, fuera de resonancia, la trayectoria no esta ligada a dos puntos
fijos, sino a todo el lugar de ellos.

En la Fig.1.12(a) se ve que, en resonancia, el campo se mueve a lo largo de una
recta, extremo que ya adelantamos en el primer apartado. Se ve, asi mismo, que este
atractor esta ligado solamente a dos puntos fijos: podemos decir que es un atractor de
dos hojas. Al incrementar la desintonia se ve coémo el comportamiento que en
resonancia era periddico se convierte en cuasiperiddico (solamente se representan los
primeros cuatro picos de amplitud para mayor claridad en la figura). Ademas, el
comportamiento de la amplitud se va deformando progresivamente, al tiempo que su
valor minimo se va alejando del origen, a medida que la desintonia aumenta. Al llegar a
un cierto valor de la desintonia, Fig.1.12(e), la dos frecuencias presentes en el sistema se
hacen conmensurables, dando lugar a un comportamiento periédico (esto ocurre,
légicamente, para un conjunto de infinitos valores de la desintonia si bien con una
periodicidad distinta en cada uno de ellos) que en este caso es un P7, pero recuérdese
que en el moédulo de la amplitud, la periodicidad es P,. Notese, sin embargo, que a

diferencia de lo que ocurria en resonancia, el campo no estd ligado inicamente a dos
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puntos fijos, no quedando definido, por tanto, si es de dos hojas. Finalmente, para
valores grandes de la desintonia, los minimos de la amplitud estin muy alejados del
origen y ésta muy deformada.

Podemos concluir, por tanto, que cuando la desintonia es no nula el atractor no
esta ligado a dos puntos fijos, sino a todo el lugar de puntos fijos. Esta conclusion es
independiente del referencial que hemos utilizado: en los referenciales o, y o, seria el
lugar de los puntos fijos el que giraria con una cierta frecuencia y el atractor el que
permaneceria quieto (seria periddico) pero la conclusion seria la misma. Si extendemos
estas conclusiones a un caso cadtico, vemos claramente que el caracter heteroclinico u
homoclinico del comportamiento cadtico no esta bien definido fuera de resonancia: se
han de matizar, por tanto, las conclusiones de Weiss ef al (1988 y 1989) ya que los
saltos de fase no contienen informacién suficiente sobre las caracteristicas topologicas
del atractor porque estos no informan del comportamiento del lugar de los puntos fijos.
En un sentido mas general, no se puede decir de una drbita periddica (cuando hay
desintonia en el sistema) si su atractor tiene una hoja o dos (gira alrededor de uno o dos
puntos fijos) ya que, como hemos analizado, este aspecto no esti bien definido.
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Relajaciones externas diferentes y relajacion interna en el laser de dos niveles

A lo largo de la pasada década se ha estudiado la influencia en las propiedades
dinamicas del modelo de Lorenz-Haken de la mayor parte de las aproximaciones que
conducen a su formulacién. En particular, se ha investigado la influencia del
ensanchamiento inhomogéneo del medio material (como el ensanchamiento Doppler
[Lugiato et al, 1983; Graham y Cho, 1983; Mandel, 1983; Bandy et al, 1985] o el
ensanchamiento Lorentz [Mandel, 1985]), la influencia de la polarizacién del campo
electromagnético [Puccioni et al, 1987], el uso de bombeo coherente (véanse los
siguientes capitulos de esta Memoria) y, mas recientemente, el uso de cavidad Fabry-
Perot en lugar de cavidad en anillo [Chenkosol y Casperson, 1993]. Sin embargo, una de
las aproximaciones més extendidas y menos cuestionadas en los estudios de la dindmica
de los laseres es la consistente en despreciar, por una parte, la relajacién interna de la
poblacion que pudiera existir entre los niveles interesados (i.e., la parte de poblacién que
al relajar de un nivel pueda ir a parar al otro nivel de la transici6n ldser) y, por otra parte,
considerar que la tasa de relajacion exterior de ambos niveles tiene el mismo valor.

En este capitulo vamos a estudiar la influencia de estos factores, tanto en'la
estabilidad como en las caracteristicas de la emision dindmica, en el modelo de laser de
dos niveles homogéneo. Esto nos llevara a extender las ecuaciones del modelo de
Lorenz-Haken. Hasta donde sabemos, esta es la primera vez que se lleva a cabo esta
extension de ese modelo (de Lorenz-Haken).

2.1. Modelo de laser de dos niveles con relajaciones diferentes para cada nivel
y relajacién interna.

En la Introducciéon de esta Memoria escribiamos las ecuaciones de Maxwell-
Schrédinger para el ldser de dos niveles [Ecs.(I.2.2)]. Los términos no hamiltonianos de
las mismas fueron introducidos heuristicamente suponiendo que toda la relajacion de las
poblaciones de los niveles atémicos va a parar a niveles atdmicos no implicados en la
transicion laser. Si deseamos incluir en nuestro modelo la posibilidad de que parte de la
poblacién de un nivel relaje al otro nivel, habremos de incluir en las ecuaciones de
evolucién de las poblaciones términos que tengan en cuenta este hecho (ver Apéndice
1). Estos términos deberan depender de la poblacién del nivel que relaja y aparecer
como un término de bombeo en la ecuacién de la poblacion del nivel al que va a parar.
Haciendo esto, aquellas ecuaciones toman la forma
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dp
_dtﬂ ==(Yo +Y10)Po0 * Yo1P11 + A9 — 2almp,g,

d
—gt"L=-(71 +Yo)P11 + Y10Poo + Ay +2almpg, 2.1.1)

donde las constantes y; denotan relajacion del nivel i a otro nivel distinto de los niveles 0
y 1 y v;; denota relajacion interna del nivel j al nivel i. Ahora bien, podemos suponer que
la cantidad de poblaciéon que, por colisiones radiativas (o transiciones radiativas
incoherentes), va a parar del nivel inferior 1 al nivel superior 0 es despreciable ya que se
trata de un suceso muy improbable y tomar por tanto y,,= 0.

Con vistas a usos posteriores nos interesa calcular el valor de las poblaciones en
ausencia de campos, n;. Anulando las derivadas en las Ecs.(2.1.1) y tomando a =0,
obtenemos inmediatamente

ny=Ay/(Yo+ Y10 ¥ M= [)”0710/(70"':)’[0) + My - (2.1.2)

Para obtener unas ecuaciones comparables a las dél modelo de Lorenz-Haken
[Ecs.(1.2.5)] hacemos el cambio de variables

E=aei¢
. 8 s
P=ipg e it
D=2 (oo p10) 2.13)

g
S =5 (Poo* P11)

y obtenemos a partir de las Ecs.(2.1.1), completadas con las e(_:uaciones de evolucién de
la coherencia p,, y de la amplitud y la fase del campo contenidas en las Ecs.(1.2.2), el
siguiente conjunto de ecuaciones

%=_c[1+i5]15+c?,

%=—[l-iA]P+ED, (2.14)
%?“ -(b+C)D+§(7»o-M)~2(EP*+PE*)-(0+C)S,
ds g
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donde todas las constantes tienen el mismo significado que en la Introduccién salvo

a=o-1)/2y,,
b= (ot Y2y, , (2.1.5)
c= YIO/‘YL :

Asi pues, el pardmetro a mide lo diferentes que son las relajaciones externas del
sistema, mientras que el pardmetro ¢ mide la cantidad de relajacién interna presente en
el mismo. Nétese que cuando a=-c (es decir, y,=y,+2y,,), la poblacién total S
desaparece de la ecuacién de evolucién de la diferencia de poblaciones, quedando el
sistena (2.1.3) reducido a tres ecuaciones. Por otra parte, en el caso a=0, (i.e., Yo=Y,
lo que significa que las relajaciones externas de ambos niveles sean idénticas) la
ecuacion de evolucion de la poblacion total S se reduce a

ds g

= —bS+;(7»o+M), (2.1.6)
que al integrar da

s=-gB‘1(xo+x‘), 2.1.7)

es decir, si ambos niveles relajan igual al exterior, la poblacién total del sistema
permanece constante. Asi, tanto en el caso a=-c como en el caso a =0 el sistema de
ecuaciones (2.1.4) consta de sélo tres ecuaciones y es, por tanto, reducible al modelo de
Lorenz: en el primer caso de forma automatica [las ecuaciones son las mismas salvo que
tenemos b'=(b+c) en lugar de b, comparese con las Ecs.(1.2.5)] y en el segundo,
reuniendo los dos términos constantes de la ecuacién de D en un tnico término de
bombeo. Llevaremos esto a cabo con el siguiente cambio de variables. Sin embargo,
fuera de estos dos casos limite, ha de ser incluida la cuarta ecuacién de evolucion de la
poblacion total en el sistema de ecuaciones.

- En adelante nos vamos a limitar a estudiar las Ecs.(2.1.4) en condiciones de
resonancia, i.e., tomaremos 8 = A = 0 y para obtener un conjunto de ecuaciones lo mas
~parecido posible al modelo de Lorenz [Ecs.(I.1)], introducimos las nuevas variables
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X =2E,

Y=2P,

Z=r-D, (2.1.8)
W=§-p,

donde r y p son constantes que determinaremos a continuacion. Haciendo uso de las
Ecs.(2.1.4) obtenemos las siguientes ecuaciones de evolucién paraZ y W

Fo=@+aS-(b+AZ+XY +[@+ap+b+ar-S -1,
dw
—d—1_-=-bS+aZ+[§(),0+}\,l)-—bp—ar], 2.1.9)

¢ imponiendo ahora la condicion de que los corchetes en las Ecs.(2.1.9) se anulen,
obtenemos las expresionesdery p

= SB[ M)~ @+ e M),

P=5@+b fc)(b ~a) [(5+e)Agt X)) —a(hg—A))] . (2.1..10)

Teniendo en cuenta que, con las definiciones (2.1.5), las poblaciones en ausencia de
campos dadas en (2.1.1) se escriben

ng=>Af(@a+b+c) y n=[Acll@a+b+c)+1,])/(b-a), (2.1.11)

y que la normalizacion a la unidad de la traza de la matriz densidad, en régimen
estacionario, impone n, + n,;= 1, es inmediato obtener que

r=3m-0) y p=% 2.1.12)

con lo que r mantiene el mismo significado que tenia en el modelo de Lorenz: la
diferencia de poblaciones entre los niveles laser en ausencia de campos multiplicada por
una constante, es decir, el pardmetro de bombeo. Si ahora escribimos la ecuaciones de
evolucién de X e Y y eliminamos los corchetes de las de Z y W, obtenemos finalmente
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dX

E=°(Y—X)’

%=-Y+(r—X)Z,

& .
a-_-_(1,+¢)Z+:>(Y+(a+c)w, (2.1.13)
dd—Y=—bW+aZ .

Este conjunto de ecuaciones (completado con las restricciones en los valores de
los parametros que veremos mds adelante) constituye nuestro modelo de laser de dos
niveles resonante con relajaciones externas diferentes para cada nivel y relajacion
interna del nivel superior al inferior. Constituye una extension natural del modelo de
Lorenz para laseres y se reduce a éste cuando a=-c y a=0, como ya adelantamos
antes, y cuando 5=0.

Asi pues, el estudio de la influencia de la relajacién interna y de la diferencia de
tasas de relajacion para cada nivel se reduce al estudio del papel jugado por los
parametros a y c. Estos parametros han sido definidos de manera que contengan
informaciones fisicas diferentes pero, como todos ellos estin normalizados a y,, sus
limites de variacién no son libres. En efecto, teniendo en cuenta que

.
VL= Sttt + T @1.14)

es facil comprobar que los valores de @, b, y ¢ vienen limitados por

2>c20,
1-¢225>0, (2.1.15) .

b>az-b.
Hemos de explicar por qué aparecen algunas desigualdades estrictas. El caso
¢ =2, que conlleva a=b =0 en virtud de las dos tltimas desigualdades, es el llamado

limite radiativo y supone que toda la relajacién del sistema es la que va del nivel
superior al nivel inferior. Se trata de un limite en que nuestro modelo se reduce al
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modelo de Lorenz sin mas que identificar ¢ con b en las Ecs.(I.1.1). Sin embargo, desde
el punto de vista fisico no tiene mucho sentido ya que, segin las Ecs.(2.1.11), en este
caso la poblacion del nivel inferior tiende a infinito. Esto es aplicable siempre que a = b
y, por tanto, ni a ni ¢ pueden alcanzar sus valores maximos. Asi pues, el modelo de las
Ecs.(2.1.13) no tiene sentido en el limite a= b (en particular en » = 0) y no es valido en
el limite radiativo. Volveremos mds tarde sobre este punto.

Segun los limites (2.1.15), en los estudios de estabilidad que haremos a
continuacion, deberiamos fijar un valor de ¢ y variar a y b entre sus limites maximo y
minimo. Sin embargo, para poder llevar a cabo una comparacion clara con el modelo de
Lorenz, fijaremos el valor de b y variaremos a 'y c.

Debemos hacer un comentario sobre la definicién que hemos adoptado para los
parametros a, b y c¢. Es claro a partir de las Ecs.(2.1.13) de nuestro modelo, que la
constante con la que relaja la variable Z no es b, sino b' = (b +¢). Podriamos haber
trabajado, por tanto, con esta constante b' pero no lo hemos hecho porque perderiamos
el claro significado fisico de las constantes a, b y c. Por otra parte, es obvio que
podriamos haber dado otras definiciones que también mantuviesen un significado fisico
intuitivo, a las constantes de relajacion (por ejemplo, haber definido a y b como
diferencia y suma, respectivamente, de las relajaciones totales de los niveles, i.e.,
incluyendo la relajacién interna). Sin embargo, hemos optado por las definiciones
(2.1.5) porque parecen ser las que conllevan menos dificultades de interpretacion.

2.2. Soluciones estacionarias y analisis lineal de estabilidad.

Anulando las derivadas de las Ecs.(2.1.10) podemos obtener las soluciones
estacionarias del sistema. Obtenemos asi la solucién trivial, que viene dada por

X=Y=Z=W-=o0, | @2.1)

y la solucion no trivial, que viene dada por

)?:?:i\/(a_-o-bfc_)(b—_a)(r_l)
b 2
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que se reduce a la soluci6n estacionaria del modelo de Lorenz cuando a =0 y cuando

= —c sin mas que identificar la b del modelo de Lorenz con la cantidad b' = (b + ¢)
como ya hemos comentado repetidas veces.. En cualquier caso, la influenciade a y ¢ en
la forma de la solucién (2.2.2) no es cualitativamente importante, salvo por lo que
respecta al valor no nulo de W, légicamente. Nétese que la solucion (2.2.2) existira sii
r 2 1. Pasemos a estudiar la estabilidad de estas soluciones.

Para ello realizaremos un analisis lineal de estabilidad. Esto consiste en linealizar
las Ecs.(2.1.13) alrededor de la solucién estacionaria haciendo u; = u;+ du;, con u, las
componentes del vector u(t) =col[X(t),Y(t),Z(t),W(t)], @ el valor estacionario del
vector u y du una pequefia perturbacion del mismo. Si escribimos las Ecs.(2.1:13) de
esta manera y despreciamos los términos cuadraticos en las perturbaciones (perturbacion
pequeiia), obtenemos las §iguientes ecuaciones linealizadas

d
ESu(t) =L du(t), con

-o c 0 0

< (r—?) -1 —-7 0 293
U7 X —(+o) (ave) @2.3)
0 0 a -b

Si escribimos ahora du(t) = v et y lo sustituimos en la Ec.(2.2.3), obtenemos
L&v = udv. Asi pues, la diagonalizacién de L proporciona el valor de los exponentes p.
Hay tres posibilidades: (i), que p tenga parte real negativa, lo que significa que la
perturbacién Su(t) se amortigua, es decir, que la solucion estacionaria es estable; (ii),
que siendo p real sea ademds positiva, lo que significa que la solucién pierde su
estabilidad pero no hay ninguna oscilacién en el punto de bifurcacion (aquél en que la
parte real del autovalor se anula exactamente), es decir, la solucién estacionaria se
desestabiliza y da lugar'a otra soluci6n estacionaria (bifurcacién de horca o pitchfork,
PB); y (iii), que siendo u un nimero complejo, su parte real sea positiva, lo que
significa que la solucién estacionaria pierde su estabilidad apareciendo una oscilacién
en el punto de bifurcacién (bifurcacion de Hopf, HB).

Asi pues, hemos de calcular los autovalores de la matriz L para determinar la
estabilidad de las soluciones estacionarias. Comencemos por la estabilidad de la
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solucidn trivial (2.2.1). Sustituyendo ésta en la expresién de L de la Ec.(2.2.3) el calculo
de autovalores |L - pl | =0 (con I la matriz identidad 4x4) se escribe

~(c+ p) : c 0 0
r —(1+4) 0 0 |_
0 0 -[(b +c)+ p] (a+c)| 0 224
0 0 a —(6+p)

que proporciona una ecuacion caracteristica factorizada en dos términos

AB=0 (2.2.5)
A=pt+(c+Du+o(l-1)

B=pu2+Q@b+c)u+Ha+b+c}b-a)

Notese que, como era de esperar, (2.2.4) se reduce a un determinante 3x3 en los
casos a =0 y a = —c, recuperandose entonces el resultado del modelo de Lorenz. Para
buscar bifurcaciones de tipo PB hemos de encontrar las condiciones en que existe un
autovalor real positivo. Es obvio que este existird si el término independiente de la
ecuacion es negativo puesto que el resto de coeficientes son positivos. Como el
polinomio B tiene el término independiente positivo (b > a), la unica posibilidad es que
r> 1 en el polinomio A. Asi pues, la solucion trivial se bifurca a la no trivialenr=1 a
través de una PB. Por otra parte, la solucién trivial no puede sufrir una HB ya que la
ecuacion caracteristica no tiene autovalores complejos con parte real positivasir < 1.

Asi pues, para que el laser comience a emitir es necesario que r > 1. Ahora bien,
esta condicién impone una nueva limitacion sobre los valores que los pardametros @, b y
¢ pueden alcanzar. En efecto, segin la expresién (2.1.12), para que r> 1 es necesario
que ny > ny, lo que, al tener en cuenta las expresiones (2.1.11), implica que

A(b-a-c)>A(a+b+c), (2.2.6)

¥, por tanto,
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b>a+c 2.2.7)

Pasemos a analizar la estabilidad de la solucién no trivial (2.2.2). Llevando a cabo
las mismas operaciones que hemos realizado con la solucién trivial obtenemos la
siguiente ecuacion caracteristica

i+ +eut+cutcy =0, (2.2.8)

con

c,=c+2b+c+l1
G=@+b+c)b-a)+(Rb+c)(oc+1)+ X2
c;=(@+b+c)b-a)o+1)+ (20 +bH)X2

¢y =20bX2

Nétese que todos los coeficientes son positivos si r> 1 (que es la condicién de
existencia de la solucidn analizada). Se trata de una ecuacién de orden cuatro de la que
no podemos calcular sus autovalores de forma explicita, pero si podemos determinar en
qué condiciones habra una HB (no puede haber una PB porque todos los coeficientes
son positivos en el dominio de existencia de esta solucion). Para ello sustituimos en la
Ec.(2.2.4) un ansatz de la forma p =iQ. El punto en que esto se verifica es el punto de
HB ya que en él existe una solucién oscilante de amplitud nula {Ioos y Joseph, 1990].
Haciendo la sustitucién obtenemos la condicion para que el ansatz sea compatible con
(2.2.8),

H = (chZ - C3)03 - 01204 = 0. (2-2.9)

Es facil ver que cuando H> 0, la parte real del autovalor pasara de ser nula a ser
positiva (es decir, crecerd la amplitud de la oscilacién) y viceversa. En realidad no
hemos hecho otra cosa que aplicar el conocido criterio de Hurwitz para la estabilidad de
* soluciones [véase, por ejemplo, Narducci y Abraham (1988)].
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Sustituyendo en la Ec.(2.2.9) los valores de los coeficientes c; obtenemos que
ocurrira una bifurcacién de Hopf para un valor del bombeo r = rg, con

a(tys— 12 +Brgg— 1) +7=0, (2.2.10)

a =M?2c + b)(oyg - 0) ,
B=M{N(oyg —0)(c +1) +(2b +c)(20 + b)
[N + (o + oyg + b)(o + 1)] - 20b(c + oy + b)?},

Y=NQ@2b+c)o+ DN+ (c+oug+b)c+1)]

siendo las cantidades auxiliares M, Ny oy

N=(@+b+c)b-a)
M=N/b

op=b+c+l.

Es inmediato comprobar que y es positivo y resulta facil, aunque tedioso,
comprobar que el coeficientes B también lo es. En consecuencia, para que ryy exista y
sea positiva y mayor que la unidad hemos de exigir que o < 0 y en ese caso sélo una de
las dos raices de la Ec.(2.2.10) sera positiva. Asi pues existird una HB siempre que se

verifique

C>0Oyg 2.2.11)

y ¢l punto de bifurcacion se encuentra en r =ryg: si r < ryg, la solucion estacionaria es
estable, e inestable si r > ryp.

La condiciéon (2.2.11) es la condicién de mala cavidad para nuestro modelo.
Notese que el valor de oy no depende del parametro a (que, recordemos, mide la
diferencia entre los valores de las relajaciones de los niveles superior e inferior) y que si
depende del parametro ¢ (relajacion interna) a través de la cantidad b' =5 + ¢, que es la
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tasa de relajacion de la variable Z. Por tanto, la condicion de mala cavidad no cambia

respecto a la del modelo de Lorenz.

La Ec.(2.2.10) es demasiado complicada como para extraer consecuencias
analiticas claras, aparte del valor de crHB. Vamos a estudiarla, por tanto, numéricamente
para determinar el efecto de los parametros ¢ y ¢ en el bombeo necesario para obtener
inestabilidades. Para mayor comodidad repetimos aqui las restricciones que hemos

encontrado sobre los valores de a, by ¢

b-a>c
c<2(1 - b) (2.2.12)

b>a>-b

con by c positivos.

En la Fig.2.1 representamos el resultado del andlisis lineal de estabilidad
[Ec.(2.2.10)] para b = 0.25, diversos valores posibles de a y ¢ = 0 [en este caso, ¢ = 0, la
Ec.(2.2.10) es insensible al signo de a, o dicho en términos mas fisicos, cuando no hay
relajacion interna es indiferente cual de los dos niveles relaja méas]. Notese como el
papel jugado por el pardmetro a es, claramente, el de estabilizar el laser aumentando el

valor del bombeo necesario para alcanzar el segundo umbral.

35
30
a=0.2
25
20 . . . .y
a=0.1 Fig.2.1. Dependencia del umbral de inestabilidades
’ con las pérdidas de la cavidad a para diversos
15 valores del pardmetro a, y ¢ = 0. Notese como este
a=0 parametro estabiliza el sistema al aumentar el valor
10 de ryp-
0 2 4 6 8 10
CT

En la Fig.2.2 representamos los mismos umbrales pero para un valor no nulo del
parametro de relajacion interna c¢. En la Fig.2.2(a), ¢ =0.1 y b= 0.25 y en este caso, el
segundo umbral ya no es insensible al signo de @, aunque los umbrales siguen

aumentando a medida que a se hace diferente de cero. En la Fig.2.2(b) hemos tomado
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b =c =0.01. Notese como ahora existen valores de a para los que el umbral es rebajado
respecto al de a =0 (que, recordemos, es el del modelo de Lorenz). Asi pues,

dependiendo del valor que tome el parametro ¢, a influird de una manera o de otra.

=-0.08
r 30
a=0.15, 12
25
20 a=-0.2 a=0
10
a=-0.05
15
a=0 a=-0.15
10
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

i a
Fig.2.2. Dependencia de los umbrales con a para b = 0.25 y ¢ = 0.1 (a) y para
b =c=0.01 (b). Al ser ¢ * 0, el signo de a ya no es irrelevante. En la fig.(a)

los umbrales aumentan respecto al de Lorenz (a = 0) siempre que a sea no
nula. En la fig.(b) existen valores de a que disminuyen el umbral de Lorenz.

Para determinar esta influencia mas claramente, vamos a representar la
dependencia de los umbrales con los parametros ay ¢ para un valor dado de las pérdidas

de la cavidad ct.

En la Fig.2.3 representamos, para un valor de ct =4 la dependencia del segundo
umbral con a para diversos valores de la relajacion interna c¢. En la Fig.2.3(a) hemos
tomado b= 0.25 y las diferentes curvas corresponden a valores crecientes de ¢ segun
vamos de derecha a izquierda (ver pie de figura). En la Fig.2.3(b) hemos tomado
b =0.01. Hemos tenido en cuenta la restriccion a <b - ¢, ya que fuera de estos valores
el modelo carece de sentido fisico para un laser. Resulta ahora claro que el valor minimo
del umbral, que se va desplazando a valores menores de a a medida que aumenta c,
siempre son mayores que el correspondiente a a = 0 cuando tenemos valores medios (y
ocurre lo mismo para valores altos) de b. Sin embargo, para valores pequefios de b el
valor minimo del umbral disminuye a medida que hacemos a mas negativa. Asi,

podemos rebajar el umbral de Lorenz si tomamos a =-b -> 0.

Fisicamente todo esto tiene un significado claro. El laser de dos niveles es mas
estable si el nivel superior tiene una relajacion exterior mayor que la del nivel inferior
independientemente de que haya o no relajacion interna. Si, por el contrario, es el nivel
inferior el que mayor tasa de relajaciéon externa tiene, el ladser puede hacerse
notablemente mas inestable (reducir el valor del segundo umbral) si existe relajacion

interna.
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9.5

8.5

10.5 1.5
-0.25 0.00 0.25 - 0.01 0.00 0.01

a

Fig.2.3. Dependencia de los umbrales con a para ct=4 y b =0.25 (a) y para
b =0.01 (b). Las.diferentes curvas corresponden a valores crecientes de ¢. En
la fig.(a), de derecha a izquierda, ¢ =0, 0.1, 0.2, 0.25 y 0.35, y en la fig.(b),
c=0, 0.003, 0.006, 0.01 y 0.015. Recuérdese que el modelo so6lo tiene
sentido fisico si @ <b - c. Se aprecia que el minimo del umbral disminuye
con a en el caso de b pequeiia, y aumenta en el caso de b intermedia. Se trata
de un resultado general.

Podemos determinar cual es el valor minimo del segundo umbral que nuestro
modelo puede alcanzar. Los resultados anteriores nos indican que la situacion mas
favorable para obtener umbrales bajos corresponde aé =-ay b—>0. Sustituyendo este
valor en la Ec.(2.2.10), y quedandonos a orden cuadrado en las constantes a y b,

obtenemos

Es evidente que esta expresion serd minima cuando ¢ tienda a su valor maximo que,
seglin (2.2.12) es 2b. Derivando ahora respecto a las pérdidas de la cavidad obtenemos

que el valor minimo de rHBesta en ct= 3 y vale (rHBnmin= 7.

Asi pues, la situacion mas favorable para obtener un r* bajo consiste en que el
nivel superior no relaje al exterior (b =-a) y que relaje al nivel inferior con una tasa
ligeramente superior que la tasa con la que el nivel inferior relaja (c->2b), esto unido a
que el dipolo tenga una relajacién mucho mayor que éstas (ya que b y ¢ han de ser muy
pequeiias). Notese, sin embargo, que este valor minimo es muy sensible al valor relativo
entre b y ¢ ¢ ha de ser algo mayor que b pero si es mucho mayor, (2.2.13) aumenta
rapidamente). Asi pues, en las condiciones mas favorables, puede rebajarse el segundo

umbral de Lorenz de 9 a 7.
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2.3. Comportamiento dindmico.

Hemos comprobado, en un caso particular, la influencia del parametro a sobre el
comportamiento dindmico de nuestro modelo estudiando cémo afecta a la ruta de
bifurcaciones (hemos elegido este caso porque en el Capitulo 4 resulta de interés).
Nuestros resultados se encuentran reunidos en la Figs.2.4 donde hemos tomado ¢ =0y

hemos representado las diferentes zonas de comportamiento dindmico en el plano <r,a>.

Como ya hemos comentado el papel de a es aumentar el valor del umbral de
inestabilidades, y encontramos que aumenta también el valor necesario del bombeo para
alcanzar las regiones de comportamiento periddico (en la figura SP1 denota atractor
periddico simétrico de periodo unidad, API .denota atractor periddico asimétrico de
periodo unidad, IPS denota ruta inversa de doblamiento de periodos, y CH denota zona
caodtica). Pero aparte de estos cambios (que son pequeios para valores moderados de a)
en la extension de los dominios dindmicos no parece que los nuevos parametros
introduzcan ninguna caracteristica nueva en el comportamiento dindmico. Por ejemplo,
hemos realizado el mapa de intensidades del comportamiento cadtico en numerosos
casos y siempre hemos encontrado resultados comparables a los del modelo de Lorenz,
lo que denota que la estructura del atractor del sistema permanece basicamente

inalterada.

0.25
0.20
0.15 IPs/ API

0.10
CH SP
0.05 4

0.00 .
1 e "jo ' * Moo ' e #boo 1l °* Mooo' ~°

r

Fig.2.4. Extension de los dominios caodtico (CH), periddico Pl simétrico
(SP1), peridodico P1 asimétrico (API) y de la ruta de Feigenbaum (IPS) en
funcién del parametro a para b =0.25 y ¢ =0 (a) y para b =0.22 y ¢ =0.03

(b).
Para finalizar nuestro estudio del comportamiento dinamico de las Ecs.(2.1.13), en
la Fig.2.5 mostramos varias proyecciones del atractor correspondientes a diferentes
regimenes de emision periddicos y caoticos. Notese como las proyecciones en los

planos <X,Y> y <X,Z> tienen el mismo aspecto que las correspondientes al modelo de
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Lorenz. Parece, pues, que salvo alguna influencia cuantitativa respecto a la extension de

las diferentes regiones dindmicas, el efecto de a en el régimen dinamico se limita a la

introduccion de una cuarta variable, W.

2000

25 0 25
X
1593
(m)
-25 0 25
X
149
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2000 2050
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Fig.2.5. Diferentes proyecciones del atractor para el caso /=3, b= 0.25,
a=0.2,c=0,yr=20 (a)-(e), r=900 ()-(G) y r = 1000 (k)-(o). Notese que
las proyecciones en los planos <X,Y> y <X,Z> son como las del modelo de
Lorenz.

71



Relajaciones externas diferentes y relajacion interna en el ldser de dos niveles

72



PARTE II: Comportamiento dinamico de los ldseres de
gas bombeados dpticamente y su relacion con el modelo
de Lorenz-Haken.
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Observacion de comportamiento tipo Lorenz.

Como ya ha sido sefialado en la Introduccién de esta Memoria, el problema de la
observacion experimental del modelo de Lorenz en sistemas laser, y su consiguiente
interpretacion tedrica, arranca en 1984. Se trata, por tanto, de un problema con una
tradicién de casi una década, tiempo a lo largo del cual ha ido apareciendo una gran
cantidad de publicaciones dedicadas a él.

El 4nimo del presente capitulo es hacer una revision (cronolégica en la medida de
lo posible) de toda esta bibliografia con un doble objetivo: revisar criticamente, por una
parte, los trabajos publicados hasta la fecha, con el consiguiente resultado de situar
claramente dénde se enmarcan nuestras contribuciones originales y por otra parte,
exponer ordenadamente los resultados experimentales acumulados a lo largo de estos
afios, tarea necesaria para apreciar la bondad de los resultados que expondremos en los
dos capitulos siguientes.

Asi pues, este tercer capitulo no contiene aportaciones originales nuestras aunque
si es, hasta donde sabemos, la primera revisidn critica de la bibliografia generada por
este problema.

3.1. El laser de NH; ;Por qué el 1iser de NH,?.

Ya hemos comentado en la Introduccion que, historicamente, las inestabilidades
temporales asociadas a un ldser monomodo unidireccional, o de Lorenz-Haken, son las
primeras en ser claramente identificadas desde el punto de vista teérico. Hemos visto
también que son necesarias dos condiciones para que estas inestabilidades aparezcan: la
condicién de mala cavidad y la de alto bombeo o ganancia (ecuacion 1.2.9). Estas
condiciones son tan severas que se lleg6 a sugerir que la inestabilidad de Lorenz existia
en el papel pero no tenia correspondencia experimental [Casperson, 1983]. No obstante,
en 1984, C.0.Weiss y W .Klische sugerfan que los liseres de amoniaco de infrarrojo
lejano (FIR) podrian ser buenos candidatos para presentar la mencionada inestabilidad
[Weiss y Klische, 1984b}. Veamoslo detalladamente.

Los laseres FIR bombeados pticamente son ldseres moleculares de gas (NH,,
COOH, CH,F,, HF, CH,0H, CH;F, etc) que son bombeados con el haz proveniente de
otro laser de frecuencia adecuada, (tipicamente CO, 6 N,0) a un estado vibracional
excitado, produciéndose inversion de poblacion en una transicién rotacional y, como
consecuencia, emision estimulada en el rango de longitudes de onda que va de las 30pum
a las 1000um. (De hecho es posible obtener emision laser sin necesidad de crear
inversién de poblacién, gracias a los procesos Raman. Se trata de un tipo de laser

77



Observacion de comportamiento tipo Lorenz.

bombeado oOpticamente, llamado laser Raman, que presenta un comportamiento
peculiar. No lo trataremos aqui pero, para la dindmica de los laseres Raman, puede
consultarse [Harrison y Biswas, 1985; Harrison et al, 1989; Lu y Harrison, 1990 y
1991], donde se estudia detalladamente). Asi pues, los laseres de gas bombeados
opticamente (LGBO en adelante) envuelven un minimo de tres niveles energéticos del
medio material (mas niveles, dependiendo del numero cuantico J, si se tiene en cuenta la
degeneracion magnética de cada uno de ellos, ver mas abajo) en los procesos de

interaccion con la radiacion de los haces de bombeo y generado (Fig.3.1.a).

J=8 k=7 s L PLO
tOP QI NO
10,8 qm
v=0
a
2
J=8 k=°

Fig.3.1. (a) Esquema de niveles de la la transicion rotacional aR(7,7) de la
molécula de INH3. La molécula es bombeada por el haz emitido por la linea
10P(13) de un laser de N,0. (b) Esquema del dispositivo experimental.
Desintonizando el haz de bombeo respecto a la transicion 0-2, se consigue
emision unidireccional.

Para que el modelo de Lorenz-Haken pueda ser aplicable a estos laseres deben de
verificar, en primer lugar, el emitir una onda viajera monomodo. La emisién monomodo
resulta facil dado lo estrecho de las lineas de ganancia para las largas longitudes de onda
propias del FIR. En cuanto a conseguir que funcione con onda viajera, esto puede
hacerse con una cavidad en forma de anillo (Fig.3.1.b). Un laser con cavidad en anillo,
en régimen estacionario, puede oscilar unidireccionalmente de forma espontanea debido
a que la competicion entre las ondas co- y contrapropagante puede hacer que s6lo una de
ellas tenga ganancia suficiente. En el caso de los ldseres bombeados Opticamente
apreciablemente afectados por efecto Doppler, si el régimen de emision es dindmico,
ambas pueden tener ganancia suficiente cuando la intensidad de la otra es proxima a
cero, obteniéndose entonces emision dindmica bidireccional [Klische y Weiss, 1985;
Abraham y Weiss, 1988]. Sin embargo, si el bombeo estad suficientemente desintonizado
respecto a la transicion de bombeo, unicamente uno de los haces (el contrapropagante si
la frecuencia del bombeo es mayor que la de la transicién y la desintonia de la cavidad
es negativa, y viceversa) puede resonar con las moléculas en las que se ha creado
inversion (es decir, aquellas moléculas con velocidades adecuadas para ser resonantes

con el bombeo) [Heppner y Weiss, 1978],. consiguiéndose de esta forma emision
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unidireccional pura. Este mecanismo permite de hecho obtener emisién unidireccional
incluso utilizando una cavidad Fabry-Perot [Hogenboom et al, 1985].

Otros requisitos del modelo de Lorenz-Haken no son tan ficilmente verificados
por los laseres bombeados Opticamente: el ensanchamiento homogéneo del medio
material y el bombeo incoherente. Respecto al requisito de ensanchamiento homogéneo,
el ensanchamiento Doppler del medio material suele ser mayor que la anchura
homogénea (representada por las constantes y, y v,). A este hecho los autores oponian
la opinién de que el mismo bombeo dptico limita la anchura Doppler, pues las
moléculas resonantes tienen poca dispersion en velocidades al ser excesivamente no
resonantes la moléculas con velocidades fuera de un cierto intervalo. En cuanto al hecho
de que el mecanismo experimental de bombeo no fuera incoherente (hecho en el que se
concentra la mayor parte de la polémica suscitada por estos experimentos), Weiss y
Klische argiiian que los efectos coherentes podian ser limitados por el valor de la
pfesién del gas. Como la naturaleza coherente del bombeo se manifiesta a través del
desdoblamiento del nivel comin a las transiciones de bombeo y generada debido al
efecto AC-Stark (ensanchamiento AC-Stark), un aumento de la presion del gas puede
hacer que el ensanchamiento homogéneo sea mayor que el AC-Stark (ya que un
aumento en la presion se traduce en un aumento de la anchura homogénea debido al
aumento de la tasa de colisiones entre moléculas). Asi pues, la presion ha de ser superior
a un minimo por debajo del cudl el ensanchamiento AC-Stark es mayor que la anchura
homogénea.

Todos estos hechos eran bien conocidos antes del trabajo de Weiss y Klische y no
son los LGBO-FIR los unicos laseres que verifican los requisitos indicados mas arriba.
Lo que hace a estos laseres candidatos ideales para observar comportamiento tipo
Lorenz es que pueden verificar las condiciones de mala cavidad y alta ganancia. En
efecto, la mayor fuente de ensanchamiento homogéneo en estos laseres no radica en la
emision espontinea (anchura natural), que es muy pequefia para estas frecuencias, sino
que tiene su origen en las colisiones entre moléculas. Asi, para valores suficientemente
pequefios de la presion del gas, €l valor de la anchura homogénea es lo suficientemente
pequefia como para que la condicion de mala cavidad pueda verificarse sin suponer
valores excesivos de las pérdidas en el resonador (en los experimentos, las pérdidas
estan alrededor del 10%). El rango de presiones adecuado se encuentra alrededor de los
10 Pa. Ademas, los LGBO-FIR son laseres de ganancia alta, capaces de alcanzar valores
de la misma de hasta 20 veces por encima del umbral de emision segin las primeras
estimaciones de Weiss y Klische. Asi pues, para valores de la presion lo suficientemente
altos para que el efecto AC-Stark debido al bombeo dptico no sea mayor que la anchura
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homogénea, y lo suficientemente bajos para verificar la condicion de mala cavidad con
pérdidas tolerables, se pueden dar las condiciones necesarias para observar
comportamiento tipo Lorenz.

El gas elegido para los experimentos fue el amoniaco ya que el conocimiento
espectroscopico de la molécula NH, es grande (se conoce el valor de las relajaciones
aceptablemente bien) y por ser de los LGBO-FIR de mayor ganancia. Conviene sefialar
ya, adelantandonos al desarrollo de los hechos, que dentro de la molécula de amoniaco
han sido tres las transiciones estudiadas en detalle:

(a), la transicién rotacional aR(7,7) del “NH,, de 81.5 um, bombeada via la
transicion vibracional v2-aQ(8,7) por la linea 10P(13) del laser de N,O [Weiss et al,
1985; Weiss y Brock, 1986; Sassi et al, 1987, Weiss et al, 1989; Hiibner et al, 1989; Li
et al, 1990; Tang et al, 1991a; Hiibner et al, 1992; Tang et al, 1992];

(b), la transicion rotacional aR(4,4) del “NH,, de 153 um, bombeada via la
transicién vibracional v2-aQ(5,4) por la linea 10R(18) del laser de CO, [Weiss et al,
1988; Wu et al, 1989; Li et al, 1990; Tang et al, 1991b];

(c), la transicién rotacional aR(2,0) del “NH;, de 374 um, bombeada via la
transicion vibracional v2-aR(2,0) por la linea 10R(42) del laser de CO, [Weiss, 1985;
Klische y Weiss, 1985; Hogenboom et al, 1985; Sassi et al, 1987].

Entre las dos primeras transiciones, esto es las de 81.5 y 153 pm, no hay
diferencias relevantes salvo que la segunda de ellas tiene una mayor ganancia y que
puede ser mas adecuada para llevar ‘a cabo medidas heterodinas por tener mayor
longitud de onda [Wu er al, 1989]. Ahora bien, mientras estas dos transiciones tienen un
valor no nulo del nimero cuédntico rotacional K (lo que implica que los niveles
energéticos implicados son dobletes de inversion), la transicion de 374pm tiene K=10
(existiendo, por tanto, s6lo uno de los niveles del doblete) [Weiss y Vilaseca, 1991].
Este hecho se traduce, en que ambos casos tengan valores diferentes de las relajaciones
(ver mas abajo). Por otra parte, es sabido que mientras en los dos primeros casos los
campos de bombeo y generado tienen polarizaciones lineales y ortogonales entre si, en
la transicion de 3 74p}n, las polarizaciones son lineales y paralelas entre si (no se’
conoce el origen de esta diferencia). Estos hechos seran tenidos en cuenta
explicitamente mas adelante pero ndtese ya que estos factores no estan contenidos en las
hipétesis del modelo de Lorenz-Haken.
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3.2. Primeros resultados experimentales.

Las primeras observaciones de comportamiento autopulsante en LGBO-FIR se
llevan a cabo en fecha tan temprana como 1980 [Lawandy y Koepf, 1980], si bien no
fue claramente identificado hasta mas tarde. El 1984, Lefebvre et al anunciaban
obtencion de inestabilidades en un LGBO-FIR con modulacién de bombeo y en este
mismo afio, Weiss y Klische obtienen comportamiento dindmico con un laser de CH,F,
en un trabajo previo a su proposicién del ldser de amoniaco para observar
comportamiento tipo Lorenz [Weiss y Klische, 1984a]. En 1985, Lawandy llevaba a
cabo un estudio experimental de la influencia del ensanchamiento Doppler en la
dindmica de este tipo de laseres utilizando diferentes gases. Este dltimo trabajo es
relevante porque hace pariicular hincapié en la importancia del ensanchamiento AC-
Stark debido al bombeo déptico y es uno de los primeros autores en sefialar el importante
papel que este factor debe jugar en la formulacién de modelos matematicos adecuados
para estos sistemas. También en 1985 Weiss estudia por primera vez la dinamica de un
laser de NH;. Todos estos trabajos son de un interés principalmente histérico (primeras
observaciones de inestabilidades) pero no son excesivamente relevantes desde un punto
de vista tedrico por dos razones: por una parte los dispositivos experimentales eran
excesivamente complicados para ser descritos razonablemente por un modelo
matematico (por ejemplo, se utilizaban cavidades Fabry-Perot, con el consiguiente
funcionamiento en onda estacionaria) y por otra parte, las medidas llevadas a cabo no
eran suficientes (no se hacian registros de la intensidad, por ejemplo) para comprobar
adecuadamente las predicciones de esos posibles modelos.

No obstante, antes de pasar a describir los resultados experimentales de Weiss y
colaboradores, conviene detenerse un momento en un trabajo particularmente
interesante: [Abraham et al, 1985]. En este trabajo se lleva a cabo un estudio tanto
experimental como tedrico de un laser de COOH bombeado bidireccionalmente en el
interior de una cavidad Fabry-Perot. Como el bombeo estaba desintonizado y el medio
ensanchado inhomogéneamente: por el efecto Doppler, pudieron hacer un sencillo
modelo en el que se consideraban tinicamente dos grupos de moléculas con velocidades
distintas de manera que cada uno de ellos era resonante con una de las ondas de
bombeo. Lo relevante del caso es que un modelo tan sencillo (no tenia en cuenta los
hechos de onda estacionaria, bombeo 6ptico ni, de hecho, ensanchamiento Doppler)
reproducia razonablemente bien los resultados experimentales. Constituye este trabajo,
en un sentido limitado, el primer - antecedente de reproduccion de resultados
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experimentales de LGBO-FIR a pesar de no tener en cuenta el bombeo dptico, hecho
que se repetira con los resultados experimentales del amoniaco.

Los primeros resultados experimentales relevantes desde el punto de vista del
programa diseflado en [Weiss y Klische, 1984b] que comentamos en el apartado
anterior, son llevados a cabo con la transicién de 81.5um del NH, [Weiss ef al, 1985].
En este trabajo se obtienen dos resultados tipicos del modelo de Lorenz. Se realizaron
observaciones para diversos valores de la presion, no obteniéndose comportamiento
dindmico cuando la presioén era alta (25 Pa, lo que supone un valor bajo del cociente
entre las pérdidas de la cavidad y la anchura homogénea, o sea, k) y si cuando era baja
(13 Pa, x grande). Concluian asi los autores la existencia de una condicién de mala
cavidad. Por otra parte, el tipo de comportamiento dindmico observado era el siguiente:
para valores grandes de la desintonia de la cavidad con la transicidn FIR el
comportamiento era periddico y se observaba una secuencia de doblamiento de periodos
a medida que la desintonia decrecia, finalizando en caos cuando la desintonia era nula
(Fig.3.2). Ya vimos en el primer capitulo que este comportamiento es propio del modelo
de Lorenz incluyendo desintonia [Zeghlache y Mandel, 1985]. Desafortunadamente,
todos las medidas se llevaron a cabo para un valor fijo del bombeo y ademas, no se
incluye ninguna secuencia temporal de la intensidad del campo, resultando asi
insuficientes los resultados para hacer una comparacién adecuada con las predicciones
tedricas. Al final del trabajo los autores anuncian la intencién de estudiar la linea de
374um del '"NH; porque su mayor ganancia permitiria una mayor capacidad de
variacién de bombeo.

Esto es, efectivamente, llevado a cabo en las dos siguientes publicaciones. En la
primera de ellas [Klische y Weiss, 1985] se concentraron, principalmente, en las
inestabilidades presentadas por el sistema operando en condiciones de emisioén bimodo,
i.e., con bombeo resonante. No nos detendremos en la descripcion de estos resultados
que no son relevantes para nuestros propositos. Al final del trabajo también aportan
resultados preliminares del comportamiento unidireccional. Los datos aportados son
pocos: el cociente entre los valores de la intensidad del bombeo en los umbrales de
comportamiento dindmico y emision para diversas presiones (es decir, para diversas x),
con valores compatibles con el modelo de Lorenz, y el dato de que el comportamiento
dindmico exhibido mas alld del segundo umbral era periédico, no pudiéndose observar
caos. En principio, este hecho estd en contradiccion con el modelo de Lorenz, pero ese
mismo afio aparecia un trabajo que permitia esta posibilidad [Narducci et al, 1985],
trabajo que comentaremos en el siguiente apartado.
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Fig.3.2. Secuencia de bifurca-
ciones con aparicion de sub-
harmonicos que finaliza en caos
0 (ruta de Feigenbaum) observada

en la linea de 81.5pm del laser

L 1iE

de amoniaco a medida que el
resonador es progresivamente
sintonizado. [Tomado de Weiss
et al, (1985)].
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Un estudio mas detallado del caso monomodo, llevado a cabo para un amplio
rango de presiones es el llevado a cabo en el siguiente trabajo, aparecido poco después
del anterior [Hogenboom et al, 1985]. Aunque utilizaron una cavidad lineal, la emisioén
era unidireccional en virtud de lo desintonizado del bombeo. En esta ocasion
encontraron un comportamiento dinamico mas rico: una ruta de Feigenbaum que
finalizaba en caos para bombeos crecientes. Argiliyeron que se trataba de
comportamiento tipo Lorenz ampardandose en los resultados de Narducci ef al a que nos
hemos referido. Asi mismo, volvieron a aportar datos relativos al valor entre el cociente

de umbrales que parecian estar de acuerdo con las predicciones tedricas.

3.3. Primeras reacciones.

Por lo visto hasta ahora, a finales de 1985 parecia claro que el comportamiento
predicho por el modelo de Lorenz habia sido finalmente encontrado, al menos desde el
punto de vista de los experimentadores. La opiniéon de estos se apoyaba en un articulo
aparecido ese mismo afio [Narducci et al, 1985], en el que se estudiaba tedricamente el
modelo de Lorenz para valores pequeiios de b (recordemos que b es el cociente entre la
tasa de decaimiento de las poblaciones y la anchura homogénea). El principal resultado
de este trabajo se muestra en la Fig.3.3, en la que se aprecia que para valores de b < 1/6
el modelo de Lorenz exhibe comportamiento periddico para valores del bombeo

inferiores al segundo umbral. Esto significa que para acceder a ese comportamiento, el
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sistema no ha de ver incrementado su bombeo paulatinamente (en ese caso el sistema es,
por definicion, estable hasta el segundo umbral) sino bruscamente (hard mode
excitation), de manera que acceda a la cuenca de atraccion de las soluciones periodicas
que existen por debajo del segundo umbral. Narducci y colaboradores ya seflalaban en el
trabajo la posibilidad de que estos hechos explicasen los recientes resultados
experimentales de Weiss y colaboradores con la linea de 374qm. Asi pues, la tendencia
inicial era intentar explicar los experimentos en base al modelo de Lorenz-Haken, y no
considerando el efecto del bombeo coherente, siendo generalmente admitido el

argumento de los experimentadores sobre la ausencia de estos efectos.

Fig.3.3. Diagrama en el plano relajacion de la
diferencia de poblaciones (y )— parametro de
bombeo (A) mostrando tanto el umbral de
inestabilidades obtenido del ar“lisi lineal de
estabilidad (linea continua) como el umbral
obtenido por hard mode excitation (bombeo
brusco). La linea de puntos muestra la frontera del
dominio en que puede obtenerse comportamiento
periddico. [Tomado de Narducci ez </ (1985)].

No obstante, las opiniones sobre si realmente se habia observado el modelo de
Lorenz iban desde el escepticismo [Lugiato et a/, 1985] hasta el optimismo [Abraham et
al, 1987]. Pronto aparecerian opiniones en contra de la aplicabilidad del modelo de
Lorenz al dispositivo experimental. Asi, Lawandy y Plant (1986), en un detallado
trabajo, mostraron que el valor del parametro b que debe asignarse al amoniaco es
b = 0.28 para la transicion de 81.5lum y b= 1 para la de 374qm. El estudio se basa en
las propiedades de simetria de la molécula de amoniaco para distintas transiciones y la
influencia que sobre ellas tienen las colisiones tanto desfasantes como radiativas. Este

trabajo cerraba la posibilidad de interpretar los resultados experimentales con modelos

de dos niveles.

3.4. Estudios sobre la influencia del bombeo coherente en el comportamiento

dinamico de los laseres.

Por las mismas fechas, comienza a aparecer una serie de trabajos que estudian la
influencia del bombeo coherente en la dinamica de estos sistemas y que pasamos a

comentar a continuacion.
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El primero de estos trabajos [Dupertuis et al, 1986] es un trabajo analitico en el
que se aborda la siguiente cuestion: ;qué condiciones debe un liser bombeado
Opticamente verificar para comportarse como el modelo de Lorenz?. Su respuesta,
basada en las condiciones bajo las que los efectos coherentes son despreciables en un
modelo de LGBO homogéneo, se resume en los siguientes requisitos: (i), que los
campos sean resonantes; (ii), que las tasas de relajacion de las poblaciones sean iguales;
(iit), que las poblaciones en equilibrio de los niveles implicados en la transicién FIR
sean iguales; (iv), que el bombeo sea débil; (v), que la coherencia de la transicién de
bombeo y la coherencia Raman puedan ser eliminadas adiabaticamente (esto es, que
relajen mucho mas rapidamente que la coherencia de la transicidn laser); y (vi), que el
valor de las tasas de relajacién de las coherencias Raman y de la transicion de bombeo
sea mayor que la intensidad del campo generado (que el cuadrado de su frecuencia de
Rabi). De hecho, las dos primeras condiciones son necesarias para establecer el
isomorfismo entre las ecuaciones del laser de dos niveles y el modelo de Lorenz, como
ya vimos en la Introduccion [Haken, 1975], siendo relajable la primera (condicion de
resonancia) si lo que se pretende observar es el modelo de Lorenz-Haken incluyendo
desintonia [Zeghlache y Mandel, 1985]. La condicién (iv) ya fue establecida por Weiss
y Klische (1984b). Asi pues, Dupertuis et al afiadian a las condiciones conocidas tres
condiciones adicionales. Ellos mismos sefialaban que la tercera condicién se verifica
ficilmente en los laseres FIR debido a que la pequefia separacion de los niveles hace de
la funcion de distribucion de Boltzmann, que rige la poblacion de los niveles, una
funcién suave de los nimeros cudnticos rotacionales. Sin embargo las dos ultimas
condiciones, referidas ambas a valores elevados de las tasas de relajacion de las
coherencias del sistema no implicadas en los niveles laser, no se verifican en la
molécula de amoniaco. Sugerian entonces la posibilidad de destruir la coherencia del
léser de bombeo por algiin método, por ejemplo mediante el uso de un haz de bombeo
que ya fuera cadtico, arguyendo que asi la coherencia de la transicion de bombeo se
veria incrementada por la anchura del haz de bombeo. '

Unos meses mas tarde, aparecieron dos articulos de Mehendale y Harrison (1986a
y 1986b) que son los primeros en estudiar las condiciones en que un LGBO presenta
emisién dinidmica y las caracteristicas de ésta. Los objetivos de esta investigaciéon no
son averiguar si un LGBO puede presentar comportamiento tipo Lorenz, sino
estudiarlos per se, y constituyen los primeros trabajos de una larga serie realizada por‘
. Earrison, Moloney y colaboradores [Uppal et al, 1987a y 1987b, Moloney et al, 1987,
Forysiak et al, 1988, Forysiak et al, 1989, Moloney et al, 1989, Uppal et al, 1990,
Forysiak et al, 1991]. Un sorprendente resultado obtenido por Mehendale y Harrison
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(1986b) es que cuando todas las tasas de relajacion moleculares son iguales entre si, el
tinico comportamiento dindmico exhibido por un LGBO homogéneo es un
comportamiento periddico. Sin embargo, en trabajos posteriores comprobaron que se
trataba de un caso limite y, relajando esta condicion, encontraron comportamientos
dindmicos mas complejos, incluyendo caos. Adelantdndonos a los hechos, apuntemos ya
que el principal resultado obtenido por estos autores es que el efecto responsable de la
aparicién de inestabilidades en un LGBO es el efecto AC-Stark causado por el haz de
bombeo. Sin embargo, no hemos de hacer necesariamente extensible este resultado al
dispositivo experimental de Weiss y colaboradores. La razén es simple: estos autores
han estudiado los LGBO con valores de los parametros que no estdn en correspondencia
con los del experimento, en particular, consideran valores pequefios de la ganancia. Este
hecho es relevante: si la ganancia es pequefia, el principal responsable del
desdoblamiento AC-Stark es el campo de bombeo, como ellos han considerado, pero si
la ganancia es grande, como es el caso en el dispositivo experimental, el campo
generado es mayor en el interior de la cavidad que el campo de bombeo, siendo aquél
entonces el responsable del citado fenomeno.

Pero prosigamos con el desarrollo de los hechos. Tras el trabajo de Dupertuis et
al, Lawandy y Ryan estudiaron las soluciones tanto estacionarias como dindmicas, de
un modelo de tres niveles de LGBO. En el primer trabajo [Lawandy y Ryan, 1987]
mostraron que en condiciones estacionarias la excitacion de este sistema no es lineal con
el bombeo, incluso para valores bajos del mismo y en las condiciones de eliminacién
adiabética de las coherencias de bombeo y Raman comentadas en el articulo de
Dupertuis et al (si bien Lawandy y Ryan no citan aqui este trabajo). Como los calculos
estaban hechos con pardmetros aplicables a la linea de 81.5pm del amoniaco (salvo la
eliminacién adiabatica que ya hemos comentado que no se verifica) y habian sido
integrados teniendo en cuenta el efecto Doppler y efectos espaciales, y como sus
resultados no eran compatibles con el modelo de Lorenz, concluyeron que un laser
LGBO no era de ningiin modo adecuado para observar el comportamiento predicho por
este modelo. Reforzaron esta afirmacién en un trabajo posterior [Ryan y Lawandy,
1987] en el que estudiaban las soluciones dindmicas del sistema, pero con un modelo
que a diferencia del anterior trabajo, no tenia en cuenta el efecto Doppler. En particular
muestran que el cociente de umbrales es menor para el LGBO que para el modelo de
Lorenz y que se observa una ruta de Feigenbaum para valores crecientes del bombeo.
Todo esto es incompatible con el modelo de Lorenz y, consecuentemente, niegan que se
haya observado.
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Asi, Lawandy y Ryan se colocan, claramente, en contra de lo admitido hasta
entonces. Pero sus trabajos son bastante confusos y ademas, resulta sorprendente que
tras su inicial preocupacion por elegir los valores precisos de las relajaciones del
amoniaco {Lawandy, 1986], eliminen adiabaticamente las coherencias Raman y de
bombeo que, en el experimento, son del mismo orden que la coherencia de la transicion
laser. Probablemente hicieron esto suponiendo que era la forma de ponerse en las
condiciones mas favorables para observar comportamiento Lorenz. Pero esta actitud les
impedia pretender reproducir adecuadamente los resultados experimentales. No obstante
esto ultimo no parecia importarles excesivamente ya que no comentan los resultados de
Weiss y Brock (en los que se conseguia la reproduccion, por primera vez, del
crecimiento en espiral de la intensidad propio del modelo de Lorenz y que
comentaremos en el proximo apartado), a pesar de citarlos. Por el contrario, parecian
mas preocupados en defender una postura aprioristica, la de que un laser LGBO no
puede comportarse como el modelo de Lorenz por los procesos a dos fotones.

3.5. Evidencia experimental de comportamiento tipo Lorenz.

A Finales de 1986, C.0.Weiss y J.Brock publican un importante trabajo en el que
afirman tener evidencia experimental de comportamiento tipo Lorenz en la linea de
81.5um del “NH, con la que, recordemos, ya habian obtenido algunos resultados [Weiss
et al, 1985] pero que habian abandonado durante algin tiempo. La evidencia de
comportamiento tipo Lorenz se sustenta en los siguientes hechos: (i) la secuencia de
comportamientos que se encuentra al sintonizar la cavidad es una ruta de Feigenbaum,
mostrando también ventanas de comportamiento periddico en la zona caédtica; (ii), el
valor del cociente de umbrales es compatible con el modelo de Lorenz; (iii), en
condiciones de resonancia, la transicién de comportamiento estable a cadtico ocurre
bruscamente cuando se alcanza un valor umbral del bombeo y, sobre todo; (iv), el
comportamiento de la intensidad en régimen cadtico muestra los caracteristicos
spirallings (crecimiento de la intensidad que recuerda a la evolucién en espiral
correspondiente en el atractor) (Fig.3.4). Todas estas caracteristicas estin en acuerdo
con las predicciones del modelo de Lorenz y, hasta entonces, no habian sido predichas
por ningun otro modelo.

Asi pues, tras este trabajo, la pregunta era clara: jpor qué el laser de amoniaco,
que es un laser bombeado Opticamente, muestra un comportamiento tan semejante al
modelo de Lorenz?. Ya hemos comentado en el apartado anterior que las respuestas de

87



Observacion de comportamiento tipo Lorenz.

los teodricos estaban, en gran medida, mediatizadas por los resultados experimentales
anteriores a este trabajo (experimentos en los que no se habia conseguido evidencia de
comportamiento tipo Lorenz), asi como por prejuicios tedricos derivados del exceso de
confianza de los tedricos en los modelos matematicos hasta entonces formulados, los
que ciertamente no predecian comportamiento tipo Lorenz. A lo largo del afio siguiente
se publicaron los trabajos de Lawandy y colaboradores y los de Harrison, Moloney y
colaboradores ya comentados, y aparecieron resultados preliminares de un nuevo
estudio del modelo de tres niveles homogéneo de Dupertuis et al/ [Pujol, et al, 1987].
Ante la falta de argumentos tedricos suficientes para entender la situacion se llegd a
sugerir que quiza el laser de amoniaco verificase las condiciones de Dupertuis et al

[Weiss, 1988; Abraham et al, 1988].

Fig.3.4. (Arriba) Evolucion temporal de la intensidad

del campo observada en el laser de amoniaco. La
secuancia de pulsos de intensidad es muy parecida a

los tipicos spirallings del modelo de Lorenz.
(Izquierda) Representacion de los umbrales de
emision (Iecw) y de emision caodtica (IpUs) en funcidon Ipuk/ lew
de la presion del gas (grosso modo en funcion de las 10
pérdidas de la cavidad). El comportamiento de las
curvas es comparable al modelo de Lorenz si la
presion no es muy baja. [Tomado de Weiss y Brock, o
(1986)].

En cualquier caso ahora se disponia de datos experimentales bastante precisos y,
por tanto, el camino a seguir era reproducir esos resultados con modelos de laser con

bombeo optico. En este sentido aparecieron varios articulos a lo largo de 1988.

Por una parte, Khandokhin et al/ (1988) llevaron a cabo un estudio numérico muy
detallado de la dinamica del modelo de laser bombeado 6pticamente de tres niveles para
diversos valores de las relajaciones [de la relajacion de las poblaciones en la transicion
laser, b, y de la relajacion de la coherencia Raman]. Encontraron que tinicamente podia
reproducirse la secuencia de bifurcaciones de los experimentos de la linea de 374jim si
se admitia para b un valor de alrededor de 0.4, en clara contradiccion tanto con los
argumentos de Weiss y col. y los de Narducci ef a/ (1985), como con losargumentos de
Lawandy y Plant (1986). Por otra parte se alinean con la opiniéndeLawandy y Ryan en

cuanto al caracter no Lorenz del laser de amoniaco. Lamentablemente, Khandokhin et a/
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no parecen tener en cuenta el trabajo de Weiss y Brock aunque lo citen, pues en ningin
momento intentan reproducir los resultados experimentales comentados maés arriba,
pretendiendo, ademas, que un modelo tan sencillo como el por ellos estudiado (sencillo
en el sentido de que no contempla ensanchamiento Doppler, degeneracién magnética,
efectos espaciales, etc. que son factores presentes en el experimento) pueda aportar
informacion suficiente sobre algunos valores espectroscopicos como son las relajaciones
[Khanin, 1990].

También en 1988 aparece una serie de trabajos de R.Vilaseca, R.Corbalin y
colaboradores [Pujol et al, 1988a y 1988b; Laguarta et al, 1988] que constituyen el
primer intento serio de reproduccién de los resultados experimentales mediante el uso
de modelos de tres niveles. Los dos primeros trabajos contindan la linea de los estudios
llevados a cabo con el modelo homogéneo de LGBO. Lo que les diferencia de los
anteriores es: la utilizacion de valores de los pardmetros cuidadosamente estimados para
ser compatibles con los experimentos [Pujol et al, 1988a] y el estudio de la influencia de
la desintonia de la cavidad [Pujol et al 1988b]. La conclusién obtenida redunda en lo
mostrado hasta entonces: un LGBO homogéneo no presenta comportamiento tipo
Lorenz y, por tanto, no reproduce los resultados experimentales. Esta conclusion les
conduce no a negar la evidencia del comportamiento tipo Lorenz observado en los
experimentos, como a la mayor parte de los autores, sino a modificar el modelo
matematico de LGBO para que incluya factores experimentales no tenidos en cuenta por
este modelo.

En Laguarta et al (1988) se estudia el modelo LGBO con dos importantes
modificaciones: (i), inclusién de la desintonia del bombeo y; (ii), la inclusién del
ensanchamiento Doppler del medio material. El resultado fue espectacular ya que se
obtuvieron un diagrama de bifurcaciones, un cociente de umbrales y un comportamiento
de la intensidad emitida claramente compatibles con los resultados experimentales, si
bien los spirallings en la intensidad exhibidos por este modelo no eran tan marcados
como los experimentales.

Asi pues, el camino hacia la reproduccion de los resultados experimentales
quedaba abierto gracias a una via distinta de las dos utilizadas anteriormente (el modelo
de Lorenz-Haken y el modelo LGBO homogéneo), i.e, el LGBO-Doppler. Varias
preguntas se abrian entonces: ;hasta que punto el LGBO-Doppler era adecuado para la
‘reproduccién de los resultados experimentales?, ;se comporta igual el LGBO-Doppler
que el modelo de Lorenz-Haken?, y si esto fuera asi, ;por qué?.
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Una de las predicciones de Laguarta ef a/ (1988) era que el atractor cadtico tenia
una sola hoja y que las variables (amplitud del campo, etc) nunca cambiaban de signo
(Fig.3.5). Este comportamiento es claramente distinto del exhibido por el modelo de
Lorenz, en el que el atractor es de dos hojas. Esta prediccion motivd el siguiente trabajo
experimental de Weiss y colaboradores, en el que midieron la fase del campo mediante
el uso de técnicas de deteccion heterodina con la intenciéon de determinar si el campo
cambiaba de signo en el experimento, como en el modelo de Lorenz, o no, como parecia
predecir el LGBO-Doppler [Weiss et al, 1988]. Ya hemos comentado en la Introduccion
que, en aquel mismo afio, Zeghlache et al habian estudiado el comportamiento de la fase
en el modelo de Lorenz. Los resultados experimentales resultaron estar en acuerdo con
el modelo de Lorenz-Haken ya que la fase del campo exhibia saltos del orden de i
radianes (Fig.3.6), lo que fue interpretado como indicativo del cambio de signo en el

campo y, por tanto, del caracter heteroclinico del atractor [Weiss et al, 1988].

(a)
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© s

Fig.3.5. Resultados obtenidos por Corbalan et al/ (1989) con el modelo
LGBO con ensanchamiento Doppler. A la izquierda (a) ruta de bifurcaciones
para bombeos crecientes (Ac=—5), (b) proyeccion del atractor en el plano
polarizacion —amplitud del campo (ndtese que es de una sola hoja, el campo
siempre es positivo) y (c) evolucidon de la intensidad mostrando un spiralling.
A la derecha, (a) ruta de bifurcaciones ai variar la desintonia de la cavidad Ac
(3=0.478), (b) secuencia seguida por el atractor peridodico y (c)
comportamiento de la intensidad en régiman periddico. Estos resultados se

acercan al comportamiento experimental.
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Parecia haber, por tanto, un aspecto del experimento no reproducido por el
LGBO-Doppler [Laguarta et al, 1989, Corbalan er al, 1989]: el caracter heteroclinico
del atractor. En realidad no era asi como se demostrd al estudiar el comportamiento de
la fase en el LGBO-Doppler algiin tiempo después [Roidan, 1989; Roidan ef al, 1989].
Lo que habia ocurrido era que, fruto del general desconocimiento de la dindmica de la
fase que habia en aquellas fechas, no se habia tenido en cuenta que la amplitud real del
campo no cambia de signo cuando el laser esta desintonizado (como es el caso, ya que
debido al efecto Doppler siempre hay moléculas desintonizadas) y es la fase (es decir, el
campo complejo) la que lleva a cambio cambios de signo si es el caso (véase el Capitulo
1). Asi pues, con esta aclaracion y la obtencion de registros tedricos de la intensidad en
mayor acuerdo con los experimentales (aumentando el valor previamente estimado para
las pérdidas de la cavidad laser) [Roidan et al, 1989], parecié de nuevo que el LGBO-
Doppler era un modelo adecuado para entender el origen del comportamiento tipo

Lorenz observado.

lg
Fig.3.6. (Izquierda) (a) y (b)
Evolucion de las componentes en
cuadratura del campo y (c) de la
intensidad para un régiman de
emision cadtica, (d) Evolucion
de la fase reconstruida a partir de
las componentes del campo.
(Derecha) Lo mismo que en la
anterior s6lo que para emision
periddica. Notese que la fase
presenta saltos tanto positivos
Tiroe como negativos. [Tomado de
Weiss etal, (1988)].

Timt

A partir de entonces, el interés de los experimentadores se centrd en obtener
resultados precisos y en llevar a cabo una comparacion sistematica con las predicciones
del modelo de Lorenz-Haken. Estas comparaciones comienzan en Weiss et al (1989).
En Wu ef al (1989) se obtienen medidas precisas de la transicion brusca al caos desde la
solucion estacionaria y se muestra una proyeccion bidimensional del atractor, obtenida
mediante manipulacion de las medidas de intensidad, comparable a la del modelo de
Lorenz. En Hiibner ef al (1989) se obtienen medidas de la dimension ffactal de los datos
experimentales, completadas mas tarde en Hibner et a/ (1992) de nuevo en gran

acuerdo con el modelo de Lorenz [Fig.3.7].
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Fig.3.7. Valores de las dimensiones generalizadas
x Lorenz model . . . .
25 Dq obtenidos a partir de registros experimentales

[el circulo corresponde al registro temporal de la
Fig.3 8(a) y el triangulo al de la Fig.3.8(b)] y de
un registro del modelo de Lorenz (marcado con
cruzes). Notese como el registro experimental
marcado con triangulos tiene unos valores de las
dimensiones muy parecidos a los del modelo de
Lorenz. [Tomado de Hiibner et al, (1992)].

q

También se hacen medidas precisas del comportamiento de la fase [Tang et al,
1991b] y se demuestra la difusiéon de la misma comentada en el Capitulo 1 a través del

tratamiento estadistico de la intensidad [Li et al, 1992].

Particular interés reviste, para nuestros propositos, el estudio estadistico del
comportamiento de la intensidad del campo [Li et al, 1990; Tang et al, 1992]. En el
primero de estos trabajos se comprobd, gracias al uso de mapas de intensidad y
estadistica de la duraciéon de spirallings, que no todos los registros obtenidos
experimentalmente correspondian a comportamiento tipo Lorenz. Habia, basicamente,
dos tipos de registros: los que mostraban un mapa de intensidad con doble cuspide y que
recuerdan al modelo de Lorenz y los que presentan un mapa de intensidades
difuminado. De hecho, en Hiibner et al (1992), se comprobd que si bien la dimension
fractal de los primeros es compatible con el modelo de Lorenz, no ocurria asi con los
segundos. En Tang et al/ (1992) se encontro el origen de estas discrepancias: cuando el
mapa de intensidades aparece difuminado ocurre que falta el ultimo pico de cada
spiralling [Fig.3.8]. Esto se debia a que la desintonia de bombeo no era lo
suficientemente alta y, en algunos instantes, se amplificaba la onda copropagante con el
bombeo impidiendo que la contrapropagante tuviera el pulso que le corresponderia si
aquella no se hubiese amplificado. Véase también a este respecto [Pujol, 1991]. De
hecho, las diferencias con el modelo de Lorenz presentadas por este tipo de registros se

aprecia también claramente en el calculo de las dimensiones (Fig.3.7).

Adelantemos ya que los otros casos, los mas parecidos al modelo de Lorenz pero
que muestran una especie de doble cusp map, deben esta diferencia con el modelo de
Lorenz a que el primer pico de cada spiralling es excesivamente alto [Tang et al, 1992;
Tang, 1993; Tin Win, 1993], Dedicaremos a esto la debida atencién mas adelante ya que

la interpretacion de este hecho forma parte de nuestras contribuciones originales.
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Fig.3.8. (Izquierda) (a) y (b) registros experimentales de la intensidad
mostrando spirallings tipo Lorenz. (c) y (d) registros tedricos de la intensidad
obtenidos con el modelo de Lorenz. (Derecha) mapas de intensidad
correspondientes a los registros de la figura de la izquierda. Notese el enorme
parecido entre los registros teodricos y los experimentales. Sin embargo el
mapa de intensidades muestra diferencias: el mapa del registro (a) muestra
una doble estructura y el del registro (b) aparece muy distorsionado. La razén
de esta distorsion radica en la amplificacién de la onda co-propagante cada
vez que la contra-propagante alcanza un minimo, lo que hace que "falte" un
pico de intensidad al final de cada spiralling. El origen de la doble estructura
del registro (a) se estudia en el capitulo siguiente.

3.6. Hacia una interpretacion de los resultados experimentales.

Puede afirmarse, por tanto, que el comportamiento experimental observado en la
lineas de 81.5|im de MNH3y 153|im del BNH3 es compatible con el modelo de Lorenz-
Haken.

El modelo LGBO-Doppler se habia mostrado como buen candidato para la
interpretacion de los resultados experimentales. No obstante, hay un factor experimental
que este modelo no incorpora: la polarizacion lineal de los campos o, si se prefiere, la
degeneracion magnética de los niveles moleculares. Ya comentamos al principio de este
capitulo que existen diferencias en las polarizaciones relativas de los campos segun la

transicion del amoniaco de que se trate. Este hecho fue incorporado al modelo LGBO
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homogéneo en Arjona et al (1990a). El resultado por cllos obtenido puede resumirse
diciendo que cuando los campos de bombeo y generado tienen polarizaciones lineales y
ortogonales entre si, el modelo LGBO-M (de degeneracion magnética) presenta
comportamiento tipo Lorenz, cosa que no ocurre cuando la polarizacion relativa entre
los haces de bombeo y generado es paralela. Estos resultados estin en acuerdo
cualitativo con la observaciones experimentales: en la linea de 374mm del “NH, (en la
que las polarizaciones relativas son paralelas) no se encuentra comportamiento tipo
Lorenz, cosa que si ocurre en las lineas de 81.5um de “NH; y 153um del “NH; (en las
que las polarizaciones relativas son ortogonales). El estudio numérico de este modelo
fue ampliado en varios trabajos [Arjona et al, 1990b; Corbalan ef al, 1991; Arjona et al,
1991] en los que el estudio inicial se extendié para incluir desintonia de la cavidad y
dindmica de la fase. Asi pues se dispone, en principio, de dos modelos distintos para
intentar reproducir los resultados experimentales.

El problema es, por tanto, reproducir e interpretar estos hechos y determinar qué
modelo es el mas adecuado y qué factor experimental es el més relevante. Para ello
partimos de los resultados obtenidos hasta 1989 por el grupo de Vilaseca y Corbaldn
con el modelo LGBO-Doppler. Hemos visto que estos resultados apuntan a la
reproducciéon de los datos experimentales pero los casos hasta esa fecha estudiados
(valores de los parametros) son escasos, la comparacion con los resultados
experimentales es insuficiente y la raz6n de por qué el comportamiento Lorenz aparece
en este modelo no es conocida. Por tanto, el punto de partida del estudio que
presentamos en el capitulo siguiente del LGBO-Doppler, es mi propia Tesis de
Licenciatura [Roldan, 1989] y la Tesis Doctoral de Jaume Pujol (1991). En el Capitulo 5
estudiaremos, preferentemente de forma analitica, el modelo LGBO-M partiendo de la
Tesis de Licenciatura de Montserrat Arjona (1990) y de los resultados numéricos
acumuladoé hasta la fecha. Nuestro interés, al estudiar este segundo modelo, se
concentrara en encontrar ¢l origen del diferente compdrtamiento exhibido por el mismo
en los casos de polarizaciones ortogonales y paralelas, asf como en el origen del
comportamiento tipo Lorenz en el primero de ellos.

Es claro, pues, que el trabajo que presentamos en los préximos capitulos, parte de
estudios previos mas o menos avanzados y, en cualquier caso, debe a esos estudios la
formulacién matematica original de los modelos. Nosotros nos concentraremos en la
extension y reelaboracién de los mismos y, en la medida de lo posible, en la
interpretacion fisica de sus propiedades.

94



Capitulo 4: El modelo de ldser bombeado 6pticamente con
ensanchamiento Doppler (LGBO-D)

4.1. El modelo LGBO-D

4.2, Valores de los pardmetros. Método de resolucion de las ecuaciones.
4.3. Comportamiento tipo Lorenz en la linea de 81.5um del liser de NH;.
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El modelo LGBO-D

A lo largo del capitulo anterior hemos descrito el vacio tedrico existente entre el
comportamiento experimental de los laseres de NH; y los resultados obtenidos con los
modelos mds sencillos (homogéneos y de tres niveles) de los LGBO. Hemos visto,
también, que el modelo de liser de gas bombeado Opticamente que incorpora el
fenémeno del ensanchamiento Doppler del medio activo (LGBO-D) aparece como un
buen -candidato para  la -reproduccién -de los resultados experimentales y
consecuentemente, para la interpretacion de los mismos.

Los estudios anteriores de este modelo [Laguarta et al, 1988; Corbalan et al, 1989;
Roldan et al, 1989], reunidos en la Tesis Doctoral de J.Pujol (1989), incluyen la
formulacion del modelo y el estudio numérico de las ecuaciones para un conjunto
restringido de pardmetros. Los resultados de estos estudios, que hemos resumido en el
capitulo anterior, abren la puerta a la comprension de los resultados experimentales
pero, no obstante, son insuficientes para determinar: (i), hasta qué punto reproduce el
modelo LGBO-D el comportamiento experimental; (ii), hasta qué punto podemos hablar
de comportamiento de tipo Lorenz y, sobre todo, (iii), por qué la inclusién del efecto
Doppler en el modelo LGBO produce comportamiento de tipo Lorenz si los modelo
homogéneos no presentan este comportamiento. A través de una exploracion numeérica
de las ecuaciones del LGBO-D para diversas condiciones de emision (valores de los
parametros) y de un estudio sistemético de las ecuaciones del sistema, trataremos de dar
respuesta a estas preguntas en el presente capitulo. Parte del material que aqui
presentamos puede encontrarse en [Vilaseca et al, 1991; de Valcarcel et al, 1991; Tang
et al, 1992; Weiss et al, 1993].

4.1. El modelo LGBO-D.

El esquema mds sencillo de LGBO es aquél que considera un medio material
constituido por moléculas descritas mediante tres niveles energéticos interaccionando
con los campos de bombeo y generado (Fig.4.1). En el infrarrojo lejano se tiene,
habitualmente, una configuracién Stokes (w,;> wy;) lo que hace que el campo de
bombeo gz(z,t) interaccione unicamente con la transicién molecular 2-0 y que el campo
generado El(z,t) lo haga unicamente con la transicién laser 0-1. Consideraremos ademas
que it,,= 0, es decir, que no puede haber transiciones a un fotén entre lo niveles 2y 1 en
aproximacién dipolar eléctrica. Ademas tanto el campo generado como el de bombeo
pueden ser descritos como ondas viajeras unidireccionales ya que en estas condiciones
se llevaron a cabo los experimentos (cf. Capitulo 3). Escribimos, por tanto, el campo
total como

97



El modelo LGBO-D

=Tt + Cyzh) 4.1.1)

con

[

(1) =5 &,6,(t) {exp[-i(Q;t +¢,(t) -k 2)] +c.c}

!
)
1
2

2@t =5 2,8, {exp[-i(Qt + b, - kz)] +cc}  (4.12)

donde Q; representa la frecuencia de referencia del campo i (i = 1,2), k; su numero de
ondas, €, su vector polarizacién, ; su amplitud real, ¢, su fase y z la direccion axial de
la cavidad. Tomaremos como constantes la amplitud y la fase del campo de bombeo,
con lo que (, representa la frecuencia de este campo.

—>
E,
——9 1 Fig.4.1. Esquema de niveles del LGBO. El
campo de bombeo E; actia sobre la transicién
2-0 y el campo laser E; se genera en la
transicién 0-1. La interaccién dipolar eléctrica
2 entre los niveles 2 y | est4 prohibida (fi,,=0).

La inclusién del ensanchamiento Doppler del medio material exige deducir la
ecuacion de evolucion para las moléculas que se mueven con velocidad axial v respecto
al sistema laboratorio, e integrar luego las contribuciones de todas las velocidades
posibles para calcular 1a polarizacién macroscopica, que es el término fuente del campo
eléctrico, ver Apéndice 1. Teniendo en cuenta el ensanchamiento Doppler y aplicando‘
las aproximaciones de la onda rotante y de la variacion lenta de amplitudes, se obtiene el
siguiente conjunto de ecuaciones de Ma.xwell-SchrSdinger para el modelo. LGBO-D

d
—g{ﬂ = ~YoPoo + XO - 20.Imp10 - ZBImPZO ’

dp
f{l ==y\py; + A +2almp,,

d
_gtzz =—Y,pp + Ay + 2BImpy,

d ' . i i
%g ==[y10 *+i(A,(t) + k;V)]pyo + io(Poo= P11) = iBPy,,

d . ioupg +i
9020y + ik Ipro — Py + iB(Pog P2
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dp : i i
g2 =l * (80 =8, +~koV)]o3 + 2Pz iBpro

%—(: =—Ka + gTdvW(v)Impw ,
: - Re
o=(0.~Q)- g?dvW(V)——(f = (4.1.3)

donde las diferentes constantes y variables conservan el mismo significado que en las
Ecs.(1.2.2) de la Introduccién y hemos omitido el subindice de la fase del campo
generado para simplificar la notacién. Resaltemos que Ay=(Q, — ©,;) es la desintonia
del campo de bombeo respecto a la transicion 2-0, que

A = A +§(1), (4.1.4)

es la desintonia del campo generado respecto a la transicion laser 0-1 [con
A =(Q, — wy) que al tomar el referencial de la cavidad Q,= ®_ -cosa que haremos en la
mayor parte de los calculos- se convierte en la desintonia de la cavidad], y que

o(t) = (Ho; "€ /27) €y (D),

B=(HyTS2R)E,, (4.1.5)

son la mitad de las frecuencias de Rabi de los campos generado y de bombeo,
respectivamente. Recuérdese, ademds, que p; es el elemento de la matriz densidad
(promedio de conjunto) asociado a la transicion i«>j (si i =j, representa la poblacion del
nivel j) y que g= (Q‘p.oth/ZSOh) es el parametro'de ganancia. Nétese que, a diferencia
del modelo de Lorenz-Haken, los elementos de matriz dependen de la velocidad [que
aparece explicitamente en los términos de desintonia k;v en las Ecs.(4.1.3)] y que la
polarizacién total (términos fuente en las ecuaciones de o y ¢) es el resultado de la
integracién, ponderada mediante la funcién de distribucién de velocidades de
Boltzmann W(v) = (I/u\ﬁ)exp[—(v/uy] (con u la velocidad més probable), extendida a
todas las velocidades. Hasta aqui hemos expuesto el modelo LGBO-D tal y como puede
encontrarse en [Pujol, 1989].

No obstante, dado que, como veremos mas adelante, este modelo proporciona (en
ciertas condiciones) comportamiento de tipo Lorenz, es conveniente que reescribamos
parte de las ecuaciones anteriores en forma mas parecida a las del modelo de Lorenz-
Haken para apreciar mejor las diferencias entre ambos. Definiendo
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E(t) = a(t) e-i¢(®)
P(t) = i £e-i6) | dvW(v)pp,(v,0)
c -0
D) = & TavW)ou(vi- pu v, (4.16)

(donde g=g/y% o=x/y, y o también ha sido normalizada a y, =y,) tomando
Y1 =Yo=7, (en acuerdo con los pardmetros experimentales, ver apartado siguiente) y
derivando respecto al tiempo adimensional t =y t, se obtiene

3—E=-0'[1A+i6]E+cP

%%=—[1—iA]P+ED—R < (4.1.7).

i—]3-=b(r—D)—2(EP*+PE')—'S

donde r = (A,~A,)g/c es el pardmetro adimensional de bombeo incoherente (que no es el
parametro de bombeo para un LGBO y es, ademas, una cantidad negativa), b=1y,/y, y la
desintonia viene gobernada por § y A, que son

5= (31-;—9*2 (4.1.8)
A=(Q, - wg)

(todas las frecuencias han sido normalizadas a y, pero no cambiaremos los simbolos
para no complicar mas la notacion).

Las Ecs.(4.1.7) han de ser completadas con las ecuaciones de evolucion de las
variables R(t) y S(t) que vienen definidas por

R(t) = Rp(t) +Rp(t) = kle'th)TdVW(V)VPm(Vat) +iPPy(t),
S(t) = 2B ] dvW(v)Impy(vt), (4.1.9)

siendo
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Poyt) = —i%e‘i¢(t)7dvW(v)p21(v,t). (4.1.10)

la coherencia total a dos fotones (Raman) entre los niveles 1 y 2.

La comparacién de las Ecs.(4.1.7) con las Ecs.(1.2.6) revela claramente qué
- diferencias hay entre el LGBO-D y el modelo de Lorenz-Haken: los términos R(t) y
S(t). El término R(t) aparece como un nuevo término fuente (ademas del término ED) en
la ecuacién de la polarizacion y contiene dos contribuciones. La primera contribucion
Rp(t), contiene la integracion ponderada de vp,,(v,t) y tiene su origen, por tanto, en el
efecto Doppler [es debido al corrimiento k,v que hemos de afiadir para cada velocidad a
la desintonia A (t)]. Ndtese que este término se anula cuando u —0, es decir, cuando el
ensanchamiento deviene homogéneo. Este es el término que diferencia el LGBO-D del
LGBO homogéneo. La segunda contribucion Rg(t) es de naturaleza fisica distinta ya que
contiene la coherencia Raman p,(t). Tiene su origen, por tanto, en el bombeo 6ptico, y
describe los efectos coherentes causados por éste (AC-Stark, procesos Raman). Se trata,
por tanto, de una diferencia, respecto al modelo de Lorenz-Haken, especifica de los
LGBO. Lo mismo ocurre con el término S(t), que aparece como un término de bombeo
exterior en la ecuacién de la diferencia de poblaciones y representa la tasa a la que las
moléculas son excitadas por el campo de bombeo desde el nivel 2 al nivel 0. Asi pues,
hay dos factores que hacen diferente el LGBO-D del modelo de Lorenz-Haken, y son el
bombeo 6ptico y el ensanchamiento Doppler.

Las Ecs.(4.1.7) nos permiten apreciar claramente las diferencias entre ambos
modelos pero, desde el punto de vista de su integracién numérica, no son manejables.
En efecto, como ya analizaron Graham y Cho (1983) en el modelo de liser de dos
niveles con ensanchamiento Doppler y bombeo incoherente (modelo de Lorenz mds
Doppler), al escribir las ecuaciones de evolucién de los términos adicionales R(t) [en su
caso Rp(t)] y S(t) , aparecerdn nuevas variables, digamos R' y S', que contendran la
integral Doppler de v2p;, lo que, a su vez, nos obligara a escribir sus ecuaciones de
evolucion que, a su vez, contendran la integral Doppler de v3p;; y asi, ad infinitum. Nos
vemos envueltos, por tanto, con una jerarquia infinita de variables que contienen
momentos crecientes de la funcién W(v)p;(v). Graham y Cho sugirieron truncar esta
jerarquia, de forma autoconsistente, en un determinado momento, para obtener asi
modelos de pocas dimensiones para el problema del laser con ensanchamiento Doppler.
No obstante esta aproximacién es completamente intil en nuestro caso ya que, incluso
en el limite homogéneo, el modelo LGBO con desintonia es tan complicado (10
ecuaciones diferenciales no-lineales acopladas) que no puede ni tan siquiera obtenerse
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su solucion estacionaria no trivial de forma explicita: aunque fueran pocos los érdenes
que afiadamos de esa jerarquia de variables es obvio que no conseguiriamos con ello un
tratamiento analitico del problema. Ademds, Bandy et al (1985) demostraron que la
bondad de este tipo de aproximaciones parece limitarse al resultado obtenido del
analisis de estabilidad, ya que el comportamiento dinamico obtenido con el modelo
simplificado puede ser muy distinto del obtenido con el conjunto original de ecuaciones.
No obstante, las Ecs.(4.1.7) nos serdn muy utiles mas adelante al analizar los resultados
que obtendremos mediante integracion numérica del conjunto original de Ecs.(4.1.3).

4.2. Valores de los parimetros y método de resolucion.

Las Ecs.(4.1.3) contienen un numero de 14 pardmetros cuya influencia,
evidentemente, no puede ser investigada en todos los casos. Habremos de fijar, por
tanto, la mayor parte de ellos y lo haremos sustituyendo los valores experimentales
cuando estos sean conocidos. Dos de los parimetros seran, en lo que sigue, los
principales parametros de control: el pardmetro de bombeo 6ptico B y la desintonia de la
cavidad A_. Pero fijar el resto no es tarea sencilla. Ademds todo dependeré de qué caso
queramos estudiar.

Basicamente existen tres posibilidades. Por una parte, podemos estudiar el
comportamiento de las Ecs.(4.1.3) para valores de los parametros que simplifiquen el
modelo substancialmente ain manteniendo cierto parecido con los valores
experimentales. Por otra parte podemos intentar dar a los parametros valores lo mas
préximos posible a las condiciones experimentales, lo que a su vez nos fuerza a elegir
entre los experimentos llevados a cabo con una linea o con otra de la molécula de
amoniaco. Lo que haremos en este capitulo serd estudiar a fondo las Ecs.(4.1.3) para
condiciones lo mds préximas posible a las condiciones experimentales de los
experimentos llevados a cabo con la linea de 81.5um, que es la mejor estudiada
experimentalmente (apartado 4.3). Mas tarde realizaremos una incursién en un caso con
parametros simplificados (apartado 4.4) y extenderemos el estudio a la linea de 374um
(apartado 4.5).

4.2.a. Lineade 81.5um,

Comencemos por ver qué valores son bien conocidos para la linea de 81.5um. En
[Pujol, 1989], y en los trabajos previos que alli se recogen, se estudi6 el comportamiento
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dindmico del LGBO-D para valores de los parametros correspondientes a esta transicion
del “NH; a una presion aproximada de 10Pa. En esta molécula los valores de las
relajaciones son bastante bien conocidos y se tomaron los siguientes:

Y, =6.810-6s!
Y20= Y12= Y= 0.95v,
o= V=¥, = 0.28y,

Nosotros adoptaremos estos mismos valores (y de ahora en adelante daremos los valores
de los parametros normalizados a y,) pero hemos de tener en mente que no son
independientes de la presion del gas, si bien parece que si son independientes de este
factor los valores relativos entre relajaciones moleculares. También puede calcularse
con facilidad el valor de las tasas de bombeo incoherente A, =v,p5 (p5 es la poblacién
térmica del nivel i en ausencia de campos), conocidas las frecuencias de las transiciones
moleculares, mediante la ley de distribucion de Boltzmann. En los trabajos mencionados
se adopt6

Ag=0.003192; A,=0.005124; A,= 0.921795

Otro parametro que permanece mis o menos constante en el experimento es el
valor de la desintonia del campo de bombeo A,. Se trata de un parametro clave desde el
punto de vista experimental por dos razones. Por una parte, como ya comentamos
detalladamente en el capitulo anterior, ha de ser lo suficientemente grande como para
que sélo la onda coﬁtrapropagante (o la copropagante, eso no es relevante ahora) sea
amplificada. Desde el punto de vista del modelo significa que éste no es valido para
reproducir resultados experimentales si los valores de A, son pequefios (lo que no
implica que carezca de interés saber cul es el comportamiento del modelo para valores
pequefios de A;) ya que, logicamente, no puede predecir el valor minimo de la
desintonia de bombeo necesario para que s6lo una onda sea generada porque no describe
la posibilidad de que se generen ambas componentes. Hemos de asignarle, por tanto, el
valor experimental. Pero, por otra parte, A, parece ser muy importante desde el punto de
vista experimental en cuanto al tipo de comportamiento observado ya que para valores
por encima de uno determinado se obtiene un comportamiento diferente del predicho
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por el modelo de Lorenz [Tang ef al, 1991a; Pujol, 1989]. Seria interesante, por tanto,
estudiar la influencia que este pardmetro tiene en el modelo LGBO-D pero aqui lo
mantendremos como un pardmetro fijo con valor A,=30 (si bien mas adelante
estudiaremos un caso con un valor diferente) que es el valor utilizado hasta ahora en los
estudios de la dindmica de la linea de 81.5um.

Un parametro muy bien determinado experimentalmente es el cociente k,/k, ya
que son conocidas las frecuencias de bombeo y emision. De hecho sélo el valor del
cociente es relevante ya que la integracion de velocidades puede llevarse a cabo sobre
k,v en lugar de sobre v y asi Gnicamente necesitamos dar el valor de k, como
k,= (ky/k;)k,. Su valor para el experimento de las 81.5um es k,/k,=-7.5, donde el signo
menos se debe a que ambos campos son contrapropagantes.

También es facil de determinar el valor experimental de la anchura Doppler ya
que queda fijada con el valor de la velocidad més.probable u, que viene dado por
u = (2kgT/m)2 siendo kg la constante de Boltzmann, T la temperatura y m la masa de la
molécula. En trabajos anteriores se tomé para kju un valor de k,u=6.8, valor que
mantendremos para el estudio de la linea de 81.5um.

Nos faltan tnicamente dos parametros a los que asignar valor: ¢ y g Para las
pérdidas de la cavidad o se tomé en un principio el valor 1.15 que corresponde
aproximadamente a unas pérdidas de un 5% en el resonador, siguiendo la estimacion de
Weiss y Brock (1986). Sin embargo se trata de un valor excesivamente bajo (ni siquiera
llega al bad cavity limit que, en este caso, vale ogc=1+b=1.28) que no se
corresponde con las verdaderas condiciones experimentales. Por otra parte, las pérdidas
han sido variadas en diferentes experimentos, comprobindose ademas que el
comportamiento observado dependia sensiblemente de ellas. Lo que nosotros haremos
sera estudiar su influencia en la dinamica como un pardmetro de control mas,
concentrandonos especialmente en tres casos particulares: ¢ = 1.15, 1.85 y 5. Mas dificil
es asignar un valor al parametro de ganancia g. En principio puede ser calculado
directamente si conocemos el niimero de moléculas activas por unidad de volumen N y
el valor del momento dipolar de la transicion laser p,,. Esto es lo que se hizo en trabajos
anteriores asignando al momento dipolar un valor promediado de todas las transiciones
0«<>1 posibles en la linea de 81.5um (recuérdese que, en realidad, los niveles
moleculares que aqui consideramos son toda una variedad de niveles magnéticos
degenerados). Asi, tomando p,, = 0.21Debyes, se asign6 al pardmetro de ganancia un
valor inicial de g=4250. Ahora bien, sabemos que en los experimentos no todas la
moléculas de medio activo son bombeadas por igual ya que el haz de bombeo es
absorbido por el medio a aproximadamente la mitad de la longitud total de la cavidad.
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Lo que se hizo entonces fue tomar un valor de g =2125 (la mitad del valor obtenido
inicialmente) que, en cierta medida, tiene en cuenta el fendmeno de la absorciéon del
bombeo. Pero es evidente que hay un alto grado de arbitrariedad en este valor. No
obstante no existe ninguna evidencia que nos permita preferir un valor u otro. Nosotros
tomaremos un valor atin menor para la ganancia ya que, probablemente, ni siquiera un
tercio de las moléculas son bombeadas eficientemente. Tomaremos, por tanto, g = 1400.

Asi pues, los valores que nosotros asignaremos a los pardmetros de control para
acercarnos a las condiciones experimentales de la linea de 81.5um son

Tablal
y,=6.8 10%s°1 ) Ay=0.003192 _ A,=30
¥20= 0.95y, A,=0.005124 g = 1400
¥,2=0.95y, A,=0.921795 o = 1.85 (y otros)
v,=0.95y, k,/k;=-7.5 By A., parametros
— |'= 0.28y, ku=6.8 principales de control.

4.2.b. Caso simplificado con bombeo resonante,

Como veremos mads adelante el modelo LGBO-D con los parametros de la Tabla I
presenta comportamiento tipo Lorenz asi como algunas interesantes desviaciones
respecto al mismo. Serd interesante saber entonces cudl es la influencia en el modelo
LGBO-D de los pardmetros que han quedado fijados en el apartado anterior. En
particular ser4 interesante saber si la desintonia de bombeo A, tiene alguna influencia en
este sentido. Por esta razén (aunque strictu senso el modelo no tiene validez para
reproducir resultados experimentales en este limite) estudiaremos el caso A, =0 limite
en el que, ademas, el modelo se simplifica notablemente desde el punto de vista
matematico. Para simplificar ain mas tomaremos valores iguales para las relajaciones
de todas las poblaciones (y,=y;,=Y,=Y¥,) y para todas las coherencias
(Yor =Y20=7Yi2=7Y,) Y consideraremos también que toda la poblacién se encuentra en el
nivel 2 en ausencia de campos (A,=b, A, =2A;=0). Asi pues, los parimetros que
utilizaremos para estudiar el caso simplificado son los reunidos en la Tabla 2. En el
apartado 4.3 justificaremos brevemente la influencia que la variacién de alguno de ellos
tiene en los resultados.
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Tablall

y,=6.8 1065 A,=0. A=0

Vo= V2= Y= Vs AM=0. g =1400

Yo=Y =Y2=Y = 0.28y, 2,=0.28 o = 1.85 (y otros)
ky/k,=-7.5 By A, pardametros
ku=6.8 principales de control.

4.2.c. Linea de 374um.,

Vamos a calcular en este subapartado los valores de los parametros.
correspondientes a la linea de 374pm del laser de amoniaco. Weiss y Klische (1985)
proporcionan los siguientes datos

Anchura homogénea (HWHM), 100 KHz Pa-!
Anchura Doppler (HWHM), 1,2 MHz
Momento dipolar transicién FIR, 2,1-10-2[1 - M/3¥*]Cm

Poblacion del nivel 2, 1,3-1018 Pa-Im-3

donde M es la tercera componente del momento angular del nivel molecular y HWHM
es la semianchura a media altura de la curva de ensanchamiento. También sabemos que
la presion del gas varia entre P = 2Pa y P = 8Pa segun el experimento, que la desintonia
de bombeo es A,=-22MHz y que la longitud de onda de la transicion laser es de
374um. Nosotros vamos a estimar los valores de los parametros suponiendo una presion
de P =2Pa. ‘

Asi, v, puede calcularse directamente a partir de la anchura homogénea (ah)
y, =2m-ah-P = 1,26-106s~1

Para el resto de relajaciones moleculares no tenemos datos salvo que b=y /y, =1
[Lawandy y Ryan, 1986). A partir de este dato y de lo que ocurre en la linea de 81.5um,
donde todas las coherencias tienen practicamente la misma tasa de relajacion,

tomaremos Y,5=Y21= Yo= ¥1=Y2= Y-
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Para determinar los valores de las tasas de bombeo incoherente de cada nivel, A,
hemos de conocer las frecuencias de las transiciones laser y de bombeo. La frecuencia
de la transicion laser la tomaremos como la correspondiente a A =374um, es decir,
o= Q) = 2nc/A = §5,0410'2s-1. En cuanto a la frecuencia de la transicién de bombeo no
la conocemos pero sabemos que el haz de bombeo es el correspondiente a la linea
10R(42) de '2C!'¢0, de frecuencia Q,=29638880,19MHz~ 1,86:10!4s! [Witteman,
1987]. Como la desintonia de bombeo es de solo —22MHz (A,=-111 una vez
normalizado a v,), tomamos wg,~ €,. Sabiendo la poblacion de nivel 2 en ausencia de
campos, n, podemos determinar A; mediante la ley de distribucién de Boltzmann para
las poblaciones térmicas de los niveles

ng= nzexp(-h Cl)oz/kBT) (4.2. l)
n, = ngexp(h g kgT) 4.2.2)

donde kg es la constante de Boltzmann y la temperatura T = 300K, y la condicién de
que la suma de poblaciones en ausencia de campos valga la unidad

np+n +n=1 4.2.3)
Operando se obtiene
Ao =0.0076; A, =0.0086; A,=0.9838

A partir de las frecuencias de los haces ldser y de bombeo Q, y Q,, también
obtenemos kyk, =36.9 que es positivo porque en este caso ambos campos son
copropagantes. La anchura Doppler k,u (tomando u= 541m/s como en [Pujol, 1989])
vale kju=17.2.

Nos resta asignar un valor a g y 6. Respecto a o, al tratarse de una cavidad Fabry-
Perot, vale ¢ =, L/2ct con L la longitud de la cavidad (que en el experimento es
L =1m) y t la transmitividad de los espejos. Como segiun Weiss y Klische (1985) las
pérdidas oscilan entre el 2% y el 5% tenemos que 2.5 < o < 6. Respecto a la ganancia,
ésta vale g = (Q;u,N/2gyh). Como los niveles de la transicion 0-1 tienen un momento
angular J =2, la tercera componente puede valer M =0,1,2. Haciendo un promedio de
Mo, para los diferentes valores de M con la expresién dada mas arriba, obtenemos
Ho; = 5.51Debyes (unas 16 veces mayor que en la linea de 81.5um). Tomando para N el
valor aproximado n, = 0.65-10!8m-? y dividiendo por 3 como hicimos anteriormente para
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tener en cuenta que no todas las moléculas son bombeadas, obtenemos para g un valor
g = 10%, que es una ganancia enorme si se compara con g = 1400 de la linea de 81.5um.

En la Tabla III recogemos los valores de los pardmetros correspondientes a la

linea de 374um.
Tabla Il
.= 1.26 1057t A= 0.0076 Ay=-111
Y20= Yi2© V1 A,=0.0086 g =105
Yo=Y =Y2=Y = 0.28y, A,=0.9837 G=25
ko/ky=36.9 ku=72 B parémetro de control.

2.d. Resolucidn numérica de las ecuaciones.

Comentemos brevemente cual es el método de resolucion numérica de las
ecuaciones. Las Ecs.(4.1.3) son un conjunto de ecuaciones integro-diferenciales que
exigen la resolucién numérica de las ecuaciones materiales para cada una de las
velocidades posibles (de hecho se toma un conjunto discreto de velocidades), la
posterior integracion para el calculo de la amplitud del campo « y el valor de la fase ¢.
Para realizar la integracion de las ecuaciones diferenciales utilizamos una rutina de
Runge-Kutta de 7°-8° orden que proporciona una precision mdas que suficiente. Ahora
bien, ;que precision hemos de exigir en el calculo de las integrales sobre velocidades?.
Para realizar esta integracién lo que se hace es considerar un conjunto discreto de
grupos de velocidades que cubren un cierto intervalo de integracion sobre la distribucion
de las mismas. Es evidente que cuanto mayores sean tanto el intervalo de integracion:
como el nimero de grupos de velocidades, mayor sera el nimero de ecuaciones
diferenciales a resolver: el nimero total de esas ecuaciones es el numero de grupos
multiplicado por el nimero de ecuaciones materiales, 9, mas las correspondientes a
campo generado, fase y tiempo. En parte de los resultados que se exponen a
continuacién se han tomado 24 grupos de velocidad con una anchura de 0.25k,v cada
uno (un total de 219 ecuaciones diferenciales), que es el criterio adoptado en los
estudios anteriores [Pujol, 1989] y que garantiza un grado suficiente, en general, de
precision. Sin embargo, adoptaremos integraciones mas precisas (51 grupos de 0.08k,v
de anchura, lo que supone un total de 462 ecuaciones diferenciales, o incluso 0.05k,v de
anchura y 81 grupos de velocidades, que lleva a 762 ecuaciones) para cierto tipo de
calculos en los que se hace preciso. Sin embargo se ha de buscar un compromiso entre
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la precision del calculo y la rapidez con que puede llevarse a cabo y, por eso, se utilizara

la primera aproximacioén en general.

4.3. Comportamiento de Tipo Lorenz en ia linea de 81.5pm.

En este apartado vamos a estudiar el comportamiento LGBD-D con los valores de
los parametros de la Tabla 1. Antes de estudiar las soluciones dependientes del tiempo
de las Ecs.(4.1.3) resulta conveniente analizar algunos aspectos de la solucion
estacionaria no trivial. En la Fig.4.2 representamos el valor de la intensidad de salida
I=a?2 frente a la de bombeo (32 que hemos obtenido por integracién numérica para un
conjunto dado de parametros (ver pie de figura). Dos caracteristicas han de ser
resaltadas. Por una parte, es evidente que no existe, a diferencia del modelo de Lorenz-
Haken, una relacion lineal entre el pardmetro de bombeo y la intensidad de salida. Este
hecho, bien conocido, ha sido utilizado como argumento en contra del posible
comportamiento tipo Lorenz de este modelo [Lawandy y Ryan, 1987] pero, en realidad,
significa que si el LGBO-D fuese equivalente a un modelo de Lorenz digamos efectivo,
el pardmetro de bombeo de este ultimo no seria (2 sino una funcién de P2 que si
resultaria lineal con la intensidad 1. Por ejemplo, la curva de la Fig.4.2 se ajusta muy
bien a una ecuacion del tipo P = (al2+ bl +¢) en el rango de P que se considera en la
figura, con lo que la intensidad I es lineal con respecto al "pardmetro de bombeo"
[b - 4a(c~P)]12 Este hecho nos previene ya de considerar cantidades como el cociente
de umbrales (ratio de bombeos del segundo al primer umbral) del LGBO-D como un
parametro cuantitativamente comparable con las predicciones del modelo de Lorenz-
Haken. Esto ha venido siendo hecho, erréneamente, de forma sistematica desde los
primeros trabajos de Weiss y ha de ser corregido. Por otra parte la Fig.4.2 muestra una

tendencia a la saturacion, lo que significa que no podra excederse una I maxima.

Fig.4.2. Dependencia de la intensidad laser
estacionaria con ia intensidad de bombeo p2 para
a =5, Ac=-4. Notese la dependencia no lineal
de la salida.

0.0 0.3 0.5 j 0.8
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4.3.a. Comportamiento dindmico. Diagrama de fases.

La Fig.4.3 muestra, de forma simplificada, los diferentes tipos de comportamiento
dindmico exhibidos por las Ecs.(4.1.3) para a = 1.85 (que corresponde a unas pérdidas
de aproximadamente el 8% en el resonador optico) en el plano de los parametros de
control <(3, Ac> utilizando como forma de bombeo el llamado hard mode excitation,
esto es, resolviendo las ecuaciones para un bombeo dado con condiciones iniciales de
laser apagado (por contraposicion al soft mode excitation que consiste en un incremento
adiabatico del bombeo, es decir, que las condiciones iniciales son las correspondientes
al laser estabilizado en un bombeo ligeramente distinto al utilizado). Los distintos
simbolos denotan las zonas de emision estacionaria estable (ST) emision cadtica (CH) y
de emisioén periodica Pn (n indica el nimero de maximos de intensidad en un periodo).
Dentro de la zona cadtica hay una region (alrededor de la marca SP) donde se observa el
tipico comportamiento en spiralling de la intensidad del modelo de Lorenz-Haken (cf.
Introduccién y ver ejemplos en figuras posteriores). La linea rayada indica el valor de la
desintonia correspondiente a sintonia central, esto es, el valor de la desintonia de la
cavidad para el que resuena en ésta la' radiacion emitida por las moléculas

resonantemente  bombeadas, 'y que corresponde a una intensidad I

0
ST
-2 SP P4
Fig.4.3. Diagrama de fase que muestra en el
CH plano <ACP> las diferentes zonas de
-4 comportamiento dindmico para a =1.85
(mantendremos este valor de @ mientras no
digamos lo contrario, el resto de parametro en
-6 la tabla 1). CH: caos, Pn: comportamiento
periodico de periodo n, SP: spiralling, ST:
emision estacionaria estable. La linea a trazos
-8 . indica la posicion de la sintonia central.
0.0 0.5 1.0 1.5

estacionaria maxima. Como el haz de bombeo se encuentra desintonizado respecto a la
transicion 2-0, el valor de sintonia central no es cero, sino que viene dado por
Ac= (k,/k2)A2= -4y,. Esto es facil de ver. Las moléculas que se mueven con velocidad
axial v ven la frecuencia Q2 del haz de bombeo desplazada a v2= [Q2+ (k2k,)k,v] y por
tanto, las moléculas resonantemente bombeadas (v2=co(2) son aquéllas que verifican
k,v = -(k,/k2)A-,. Por otra parte, esas mismas moléculas ven la frecuencia del haz laser
desplazada a v,= (De+k|v) [recuérdese que hemos tomado como frecuencia de

referencia para el campo generado la de la cavidad, i.e., Q,= ©J y seran resonantes con
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la cavidad (v,=w,) para una desintonia A =-k,v. Igualando ambas expresiones,
obtenemos el valor anterior de la sintonia central.

Este diagrama de fases nos permite ya realizar una primera comparacion tanto con
los resultados experimentales como con el modelo de Lorenz-Haken. El primer hecho
relevante es que, alrededor de sintonia central, existe una zona en la que la solucién
estacionaria da lugar a una transicion brusca a comportamiento caético al aumentar la
amplitud de bombeo B. A partir de la zona de comportamiento cadtico, pasamos a zonas
de comportamiento periédico para valores crecientes del bombeo y/o valores de la
desintonia de la cavidad que se alejan de sintonia central, siguiendose una ruta inversa
de doblamiento de periodos (de Feigenbaum) cuanto mas se incrementan estos
parametros en el sentido descrito. '

Todas éstas son caracteristicas comunes con el modelo de Lorenz-Haken y que no
aparecen en los LGBO homogéneos (en particular la zona de spiralling). Pero existen
diferencias cuantitativas aparte de que el diagrama de fases no esté centrado en A =0 (lo
que ha quedado explicado mas arriba). La mas notable es que para un cierto valor del
bombeo el lidser vuelve a estabilizarse, mientras que el modelo de Lorenz exhibe
comportamiento periddico indefinidamente. Ese hecho es debido a que para un cierto
valor de B, el desdoblamiento AC-Stark causado por el haz de bombeo se convierte en
un efecto muy importante, introduciendo esta desviacion con respecto al laser de dos
niveles (que es comun con el comportamiento de los LGBO homogéneos). Por tanto, el ‘
comportamiento de tipo Lorenz es mds notable para bombeos bajos e intermedios. La
otra diferencia resefiable es la falta de simetria que este diagrama de fases tiene respecto
a sintonia central. Esto es debido tanto a la desintonia de bombeo como al valor
relativamente pequefio de la anchura Doppler, que rompe la simetria respecto a sintonia
central al permitir mayores ganancias para valores mas pequefios de lACI (hay un
mayor numero de moléculas que resuenan cuanto menor es | Ac| ya que la distribucion
de velocidades estd centrada alrededor 'de k,v=0). Esta falta de simetria es
particularmente notable por lo que respecta a la situacién de la zona de spi}'alling, que se
encuentra centrada alrededor de A, =-2.2 en lugar de alrededor de A, =4 (sintonia
central).

La Fig.4.4(a) muestra la ruta de bifurcaciones (realizada ahora con incremento
adiabatico del bombeo) correspondiente a A, =-2.2, que es el valor de la desintonia
para el que se observa spiralling mas claramente. Nétese como existe un cierto dominio
de biestabilidad entre la solucién estacionaria y el atractor cadtico. Es de resaltar que en
es:e caso se han podido localizar claramente ventanas periédicas (P10 en la figura) de lo
cual se muestra un ejemplo en la Figs.4.4(b) y (c). Sefialemos también que el cociente
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de umbrales tiene, en este caso, un valor de aproximadamente 12 que es perfectamente
compatible con los valores obtenidos en los experimentos (del orden de 14). En
cualquier caso hemos comprobado que el valor del cociente de umbrales es algo que
puede ser mejorado o empeorado sin mas que modificar ligeramente el valor de a y el
de g y, por tanto, no es un dato numérico al que debamos prestar excesiva atencion
puesto que, como ya hemos comentado, los valores de estos parametros no se conocen

con precision.

(a) Fig4.4. (a) Diagrama de bifurcaciones
P10 P4 P2 correspondiente a Ac=-2.2 llevado a cabo por
ST P : P
CHX\ Pl soft-mode excitation. PIO denota la posicion de
ST una ventana periddica de periodo 10, de la cual
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 mostramos una proyecciéon del atractor en el

plano <a,y)0> (b) y una secuencia temporal de
la intensidad (c) (las marcas indican un periodo).

(Hasta qué punto reproduce lo anterior los resultados experimentales?. Hasta
donde los experimentos llegan, bastante bien. El bombeo maximo alcanzado en los
experimentos no ha permitido acceder a la zona de comportamiento periédico que sigue
al comportamiento caotico, aunque si se han visto las rutas inversas de Feigenbaum
variando desintonias. La mayor discrepancia radica en la desintonia en la que se
encuentra el spiralling. Segin Weiss éste se encuentra en sintonia central. En este
sentido hemos investigado la influencia que el valor de a pudiera tener en cuanto al
valor de la desintonia en el que se encuentra el spiralling. La Fig.4.5 muestra el
resultado obtenido: es posible conseguir este comportamiento de la intensidad mas cerca
de (pero nunca exactamente en) resonancia para valores menores de a, si bien existe un
conjunto de valores de este parametro para el que parece no haber spiralling. No
obstante este resultado numérico es unicamente indicativo ya que depende de la
precision empleada en la integracion Doppler. Efectivamente, incrementando la
precision en el caso que nos ocupa, hemos observado que el spiralling pasa de estar
situado en Ac=-2.2 a estarlo en Ac=-3.3, mucho mas cerca por tanto de sintonia
central, pero nunca en Ac= -4. Esto es también un indicativo de que parte de la

distorsion del diagrama de fases puede deberse a la precision de la integracion. No
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obstante hemos comprobado explicitamente que una mejora de la precision no introduce
elementos cualitativos nuevos en el comportamiento dindmico. En cualquier caso, no
parece que los aparatos de medida permitan localizar la sintonia central con precision
mayor que 0.5YXy estamos, por tanto, dentro de ese margen (por la misma razén no
podemos saber el grado de distorsion respecto al modelo de Lorenz del diagrama de
fases experimental). Pasemos a estudiar ahora el comportamiento dinamico de las

diferentes variables.

Fig.4.5. Representacion de la posiciéon aproximada

de las zonas de spiralling en el plano <ct,Ac> (para

cada caso el bombeo ha sido convenientemente
-4 variado). En la region marcada con cruces no se ha

encontrado este comportamiento. Notese que

nunca se encuentra el spiralling exactamente en

resonancia (marcada por la linea horizontal a
-5 trazos).

4.3.b. Comportamiento de la fase. Atractores.

El comportamiento dinamico de la fase del LGBO-D ha sido estudiado
anteriormente en Roldan (1989) y en Roldan ef a/ (1989). En estos trabajos se puso de
manifiesto que el comportamiento dindmico de esta variable es comparable a la del laser
de dos niveles homogéneo (que hemos tratado ya en el Capitulo 1). Ejemplos del
comportamiento de la fase los tenemos en las Figs.4.6 y 4.7 para regimenes de emision
periddico y cadtico. Es claramente apreciable el salto brusco de fase que se produce
cada vez que la amplitud alcanza su valor minimo, salto que es responsable del cambio
de signo de las componentes del campo complejo (con las matizaciones hechas al

respecto en el Capitulo 1).

Ahora bien, existen también diferencias con el comportamiento de un laser de dos
niveles que no han sido suficientemente comentadas. Estas diferencias son de dos tipos
si bien tienen el mismo origen. La mas notable de ellas es que en régimen cadtico la fase
exhibe saltos tantos positivos como negativos, Fig.4.7, hecho nunca observado en el
modelo de Lorenz-Haken. Sin embargo, esta caracteristica si ha sido observada en los
experimentos, lo que da aiin mayor soporte al LGBO-D, si bien existe una diferencia:

los saltos positivos y negativos de la fase sd6lo los exhibe el LGBO-D en régimen
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cadtico, mientras que en los experimentos aparecen tanto en régimen periddico como en

caotico.

Fig.4.6. Evoluciéon de la amplitud (a) y la fase (b)
drr en un caso de emision periddica P4 correspon-
diente a P=0.76 y Ac=-4 (sintonia central).
Notese que la fase tiene el mismo comportamiento

2 que en el modelo de Lorenz-Haken. En este caso
(sintonia central) los mesetas de fase son planas
pero los saltos de fase no son de 7t radianes.

107 117 127
Fig.4.7. Evolucién de la intensidad (a) y de la fase
0 (b) en el caso cadtico P=0415 y Ac=-3.4
o (célculo realizado con grupos de anchura 0.1k|V).
Notese como los saltos de fase no son siempre
drr positivos o negativos, sino que alternan el signo tal
y como sucede en los experimentos. Para obtener
L6t estas representaciones se ha hecho un cambio de

referencial adecuado para que las mesetas de la
fase se vean planas.

0 25 50 75 100 125

La segunda diferencia a la que haciamos mencién tiene que ver con la sintonia
central. En el modelo de Lorenz-Haken la sintoma central conlleva tres caracteristicas
para el comportamiento de la fase (si estamos en el referencial de la cavidad, la
frecuencia de la transicién o la solucidon estacionaria, que todos coinciden en este caso):
(i), las mesetas de la fase son planas; (ii), para desintonias mayores (positivas) la fase
exhibe saltos negativos y viceversa; y (iii), los saltos son de n radianes en sintonia
central y menores fuera de ella (medidos en un referencial en que la meseta tenga

pendiente cero). Sin embargo, en el LGBO-D estas tres caracteristicas no coinciden en
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un mismo valor de la desintonia: para (6= 0.41 las mesetas son planas en Ac=-4, y el
sentido de los saltos de fase cambia (y los saltos son de n radianes) en la desintonia para
la que se encuentra spiralling (en este caso alrededor de Ac=-2.2). No obstante es facil
pensar que el origen de estas diferencias radica en la ya referida asimetria introducida
por la desintonia de bombeo A2 y por el valor del cociente k2k,. En el apartado
siguiente veremos que estas discrepancias desaparecen cuando hacemos A2=0.
Lamentablemente, estas ultimas diferencias entre el LGBO-D y el modelo de Lorenz-
Haken no han sido comprobadas experimentalmente. Por lo demads, todo lo estudiado en
el Capitulo 2 para la fase del ladser de dos niveles es aplicable al LGBO-D. Podemos
pasar entonces a hacer correcciones en el referencial del campo de manera que podamos
obtener proyecciones de los atractores que nos permitan apreciar el parecido de los
mismos con los del modelo de Lorenz [comparese la Fig.4.8(a) con la Fig.l.4(c)]. En la
Fig.4.8 mostramos diferentes ejemplos de atractores periddicos en los que la fase ha
sido corregida con el referencial co0 introducido por nosotros (ver Capitulo 1). Notese el
extraordinario parecido existente entre estos atractores y los del modelo de Lorenz. La
figura permite también apreciar como el paso de P2 a P, en intensidad no es una
verdadera bifurcacion sino una simetrizacion del atractor, cosa que también ocurre en el

modelo de Lorenz.

4

0

-4
Fig.4.8. Representacion en el plano <Re(E),Re(P)>
de la proyeccion de los atractores periddicos
correspondientes a Ac=-4 y (a)3 =0.76, (b)
3=0.85y (¢c) 3=1.00. A medida que aumenta el
bombeo el comportamiento se hace mas sencillo

4 siguiendo una ruta inversa de Feigenbaum. Notese
que el paso de P2 a P1 no es una verdadera

0 bifurcacién sino una simetrizaciéon del atractor.

Para hacer estas representaciones se ha utilizado el
referencial co0 (cf. Cap.l) de manera que
av- 9)c=-0.4033 (a), -0.4193 (b) y -0.62 (c).

Re(E)
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4.3.c. Caracterizacién del comportamiento caotico.

Hasta ahora hemos estudiado el diagrama de fases y el comportamiento de la fase
con el resultado de un buen acuerdo general tanto con el experimento como con el
modelo de Lorenz-Haken. Ahora bien, el comportamiento de la fase que hemos descrito
es bastante comun en los laseres monomodo (de ahi la generalidad de lo expuesto en el
Capitulo 1) y el diagrama de fases no es una caracteristica suficiente para hablar de
comportamiento tipo Lorenz. Para poder afirmar esto con seguridad hemos de

comprobar que el LGBO-D exhibe caos de tipo Lorenz.

La Fig.4.9 muestra un largo registro de la intensidad obtenido con alta precision
de integracion. Notese el extraordinario parecido tanto con los spirallings
experimentales como con los del modelo de Lorenz. Podemos cuantificar este parecido
de dos formas mas precisas: mediante el mapa de intensidades y calculando Ila

dimensién ffactal del registro.

5
1 4
3
2
1
0
0 200 400 600 800
T
Fig.4.9. Evolucion de la intensidad en régimen cadtico en la que se aprecia
claramente la secuencia de spirallings propia del modelo de Lorenz y de los
experimentos (comparese con las Fig.1.4 y 3.8). Los parametros son los
mismos que los de la Fig.4.7(a).
4.5
71+ /
3.5
2.5

Fig.4.10. Mapa de intensidades del registro
temporal de la Fig.4.9 que muestra la existencia de
una cuspide perfectamente definida tal y como

sucede en el modelo de Lorenz.
2.5 3.5 4.5
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La Fig.4.10 muestra el mapa de intensidades correspondiente a este registro de
intensidad. Esta perfectamente definida la ctuspide (cusp map) tipica del caos de Lorenz,
de la cudl ya mostramos un ejemplo en la Fig.1.6 (en el apartado siguiente veremos que
este tipo de mapas no es obtenido siempre en el LGBO-D).

En cuanto a las dimensiones generalizadas del registro temporal de la intensidad
(uno de los tests fundamentales a realizar) en la Tabla IV recogemos el resultado de los
calculos llevados a cabo por los Drs. V.J. Martinez de la Universitat de Valéncia y
U. Hiibner del PTB de Braunschweig. Mostramos Gnicamente los -valores de las
dimensiones de Haussdorf, informacién y correlacion (Dy, D, y D, respectivamente)
tanto del registro anterior (caso 1) como del modelo de Lorenz (LM), de un registro
experimental (EX) y de otros casos que comentaremos mds adelante (casos 2 y 3). De
momento solo nos interesa comentar el caso 1 (que es el de la Fig.4.9). Notese que los
valores de las tres dimensiones son muy parecidos a los del modelo de Lorenz,
especialmente el valor de la dimension de Haussdorf Dy, al tiempo que se aprecia que
las dimensiones extraidas de los datos experimentales son un poco mayores. En
cualquier caso es evidente que todas son del mismo orden y que podemos hablar, sin
lugar a dudas, de caos de tipo Lorenz.

D, D, D,
LM" 2.148 2.057 2.052
LM** 2.20 2.14 2.00

EX™ 2.245 2.240 2.08

Caso 1& 2.151 2.002 1.923
Casol* 2.180 2.085 2.024
Caso 2 2299 2.128 2.023
Caso 3* 2.470 2.281 2.197

Tabla IV. (*) tomado de Dominguez-Tenreiro ef a/ (1992), (**) tomado de la
Fig.5 de Hitbner et al (1992), (#) célculos realizados por el Dr. U.Htibner
(PTB, Braunschweig), (&) calculos realizados por el Dr. V.J.Martinez (Dpt.
de Matematica Aplicada i Astronomia, Universitat de Valéncia). Los célculos
del modelo de Lorenz corresponden a los pardmetros (*) r=28, b=8/3 y
c=10y(**)r=15,b=025yoc=2.

4.3.d. Comportamiento de los términos R(1) v S(t),

A raiz de lo visto hasta ahora podemos afirmar que el modelo LGBO-D e)_(hibe
comportamiento tipo Lorenz para el conjunto de pardmetros que hemos utilizado. Ahora
bien, ya indicamos en el primer apartado de este capitulo que las ecuaciones de ambos
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modelos (el LGBO-D y el de Lorenz-Haken) tienen diferencias importantes que
podiamos visualizar a través de los términos R(t) y S(t). La pregunta es inmediata: ;por
qué no introducen diferencias importantes estos términos en el comportamiento de las
ecuaciones?. Esta pregunta es tanto mdas pertinente cuanto que sabemos que el modelo
LGBO homogéneo se comporta de manera distinta al modelo de Lorenz (recuérdese que
el modelo homogéneo también tiene los términos extra R(t) y S(t) sélo que en R(t) el
término Doppler, Ry(t), es nulo).

A la vista de las Ecs.(4.1.7) caben unicamente dos formas de reduccién de las
mismas al modelo de Lorenz-Haken para explicar asi que exhiban un comportamiento
tipo Lorenz: (i) que el término R(t) sean nulo o despreciable y que el término S(t) sea
constante (no puede ser nulo ya que constituye el bombeo del laser) de manera que
pueda ser incorporado en el término br definiendo una tasa total de bombeo y (ii) que no
se verifique la condicién (i) pero ambos términos se comporten como versiones
reescaladas y/o desplazadas de los otros términos de sus correspondientes ecuaciones,
de manera que puedan ser incorporados a los mismos mediante la definicién de unos
parametros efectivos en las ecuaciones. Recalquemos que la primera posibilidad
implicaria la desaparicion de los efectos de bombeo 6ptico y de efecto Doppler (no de
cada uno de ellos, sino de su suma). La segunda posibilidad implica algo mucho mas
sutil: la suma de los efectos coherentes y de efecto Doppler se comportaria de forma
"esclavizada" respecto a los "términos Lorenz" de las ecuaciones (algo cualitativamente
equivalente a una eliminacion adiabatica de todas las coherencias que no sean las de la
transicion laser) y que daria como resultado una modificacion efectiva de los
parametros.

Los calculos que hemos realizado nos demuestran que R(t) no es despreciable y
S(t) no puede ser constante ya que todas las ecuaciones del sistema estdn acopladas.
Como muestra de ello, en la Fig.4.11 mostramos la evolucion del término S(t) junto con
la de la intensidad I(t) y la de la diferencia de poblaciones D(t) para un caso periédico.
Nétese como el término S(t) no es constante (si bien su modulacién es sélo de alrededor
del 15%) ni tampoco despreciable. Lo mismo hemos comprobado para el término R(t).
Asi pues, la respuesta matematica a la pregunta de por qué las Ecs.(4.1.7) del modelo
LGBO-D muestran comportamiento tipo Lorenz han de ser buscadas en la segunda de
las opciones.

Existen diversas formas de abordar el punto de vista de la segunda opcién, el mis
sencillo de los cuales consiste en tratar separadamente los términos R(t) y S(t).
Comencemos por la ecuacién de evolucion de la diferencia de poblaciones, que
volvemos a escribir para mayor comodidad
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6.55
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Fjg.4.11. Evolucion (a) del término S(t), (b) de la
diferencia de poblaciones D(t) y (c) de la amplitud
2 del campo generado I(t) para 3=10.45 y Ac=-1.5.
Es evidente que el término S(t) no es en absoluto
despreciable ni constante.
0 12 24
T
A =b(r- D)- 2 (EP* + PE¥)- S (4.3.1)

Si el término S(t) se comportase como una version escalada y/o desplazada de D(t)

podriamos hacer la siguiente aproximacion

= beff(r«ff- D) - 2 (EP* + PE¥) (4.3.2)

donde los parametros efectivos beff y r*ff pueden ser obtenidos mediante una
minimizacién de las diferencias promediadas temporalmente entre los miembros de la
derecha de las Ecs.(4.3.1) y (4.3.2). En la Fig.4.12(a) mostramos la evolucion de la D
dada por la Ec.(4.3.1) frente a la D dada por la Ec.(4.3.2) cuando los pardmetros no han
sido ain modificados (llamémosla z) [es decir, simplemente hemos restado a D el
término S(t)]. Notese como ambos términos son muy parecidos (serian iguales si
obtuviésemos una recta con los mismos valores extremos en ambos ejes). Sin embargo

existe una manera mas adecuada de realizar este ajuste. Escribamos por separado las
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ecuaciones de evolucion de cada una de las poblaciones de la transicion laser (realizada

ya la integracion Doppler)

= -YoPoo + " 2almp,0- S(t),

dpi
D= ¥iba ¢+ +2almph, (43.3)

Es evidente que el término de bombeo Optico S(t) afecta Unicamente a la
poblaciéon del nivel 0. Parece mas razonable, por tanto, llevar a cabo el ajuste del
término S(t) [que aparece escrito de forma explicita en la Ec.(4.3.3)] con respecto a la
poblacion del nivel 0 y no con respecto a la diferencia de poblaciones. Evidentemente
esto significa que no vamos a obtener un modelo de Lorenz equivalente por lo que
respecta a la ecuacion de evolucion de la diferencia de poblaciones, sino un modelo
equivalente de laser de dos niveles con relajaciones diferentes para cada nivel. Sin
embargo este hecho no es relevante pues ya vimos en el Capitulo 2 que el que las tasas
de relajacion de ambos niveles no sean iguales no introduce diferencias cualitativas
importantes respecto al comportamiento del modelo de Lorenz, particularmente cuando,

como veremos mas adelante, no son muy diferentes.

-2700 50 50
D(t)x 104 PO P00

0

ioo -50 50

-3000 -too -too

-2950 -2650 -2750 -2650 -100 -50 0 50 -160 -90 -20
0 u(t)
¢ ()x10* P(g

Fig.4.12. (a) Evolucion de la parte derecha de la Ec(4.3.1) frente a si misma
pero quitando el término S(t). El comportamiento es casi el de una recta de
pendiente 1 lo que indica que S(t) ha de tener una evoluciéon temporal
semejante a la del resto de términos de la Ec.(4.3.1). (b) Resultado de
sustituir S(t) en la ecuacion de evolucion de p00 por una funcién lineal de
p00. Ajustando todos los puntos a una recta se obtiene =mpw +n con
m = 1.055, n =-0.04 y un coeficiente de regresion e = 0.9997. (¢) Lo mismo
que en (b) pero sin llegar a realizar el ajuste. Ver texto para mas detalles. Los
parametros son los mismos de la Fig.4.11.

Asi pues, vamos a suponer que -2pim(p20) * «Poo+ 0 1° que es equivalente, que

Yoeitroo + V fFEvoroo +40- 2(3Imp20 (4.3.4)
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Si llamamos u(t) = —y,pgo + A9 — 2BIm(p,0), lo que hemos de exigir es que

©=3 [-vi"Pw+Ay —u(t)]=min, 4.3.5)

es decir, que

00 00
- = 0 y _e = 0 . (4.3.6)
oﬁ' a;\'oﬁ'

De estas dos ecuaciones obtenemos dos expresiones para los parametros efectivos
(que no damos por mor de brevedad). En la fig.4.12(b) mostramos el resultado del ajuste
representando P, frente a P y que puede ser comparada con la Fig.4.12(c) donde
mostramos lo mismo pero sin modificar los parimetros. Notese como el ajuste es
bastante bueno en el sentido de que practicamente obtenemos la evolucidn a lo largo de
una recta de pendiente unidad pasando por el origen (ver pie de figura). En este caso, el
valor de los pardmetros efectivos es y,tf= 0.5y, y A,¢f=0.015y,. Asi pues, no parece
que el término de bombeo Optico produzca distorsion alguna respecto al
comportamiento de tipo Lorenz.

Pasemos a analizar la ecuacién de evolucién de la polarizacién. Recordemos que

%=-[l—iA]P+ED-R “43.7

Podemos hacer la suposicién R(t)=aP(t) + b, y realizar un ajuste de forma
semejante a como hicimos con el término S(t), determinando la calidad del ajuste la
bondad de esta suposicién. La dificultad con que nos encontramos ahora es que P es una
variable compleja y, en consecuencia, hemos de ajustar tanto su parte real como su parte
imaginaria. Lo mas cémodo es trabajar con las partes real e imaginaria de p,(t) (a las
que denotaremos por X,, € y,o), cuyas ecuaciones de evolucién obtenemos a partir de la
de la coherencia p,o(v,t) en las Ecs.(4.1.3) integrando sobre todas las velocidades, y que

son

X .
= -y, Xy + (A~ 8‘&‘2 Wiot BYizt T dvW(v)vyyg, (43.8)

(=9 Q.
a2 &|5>.<

X
==Y,Yio— (A~ gﬁ.?)x"ﬁ a(Pgo— P11) — BX2— :rdvW(v)vxw )
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donde los dos ultimos términos del miembro de la derecha de ambas ecuaciones son las
partes imaginaria y real de R(t) escritas de forma explicita y sin normalizar y los dos
primeros términos en la ecuacién de X y los tres primeros en la de y,, son los
"términos Lorenz".

Vamos a llevar a cabo el siguiente ajuste. Llamando v(t) a los términos Lorenz de
la ecuacion de x|, con pardmetros efectivos y Ty A ¢ff, es decir

X
v(t) = -y, X,y + (AP- 8‘(%)}'10. (4.3.9)

y w(t) a los términos Lorenz de la ecuacidn de y,, con los mismos pardmetros efectivos,

X
W(t) = _YLeffylo - (Accﬁ_ g—alg)xlo+ a(poo- p“) , (43 10)

vamos a imponer que

0= [(v(-%,) +(w()-y,,)'|=min,  @3.11)

es decir, realizamos un ajuste global del vector (x,y,¥,,) respecto al vector equivalente
del modelo de Lorenz con pardmetros efectivos y,¢f y A ff, (u,w). Evidentemente no es
esta la inica forma posible de llevar a cabo el ajuste pero si es la mds sencilla.

La Fig.4.13 muestra el resultado del ajuste. En la Figs.4.13(a) y (b) representamos
la ecuacion de evolucién de x,, e y,, frente a v(t) y w(t) sin parametros efectivos (es
decir, las ecuaciones de evolucién de Xi9 © ¥} Sin los términos de R). Nétese como el
parecido entre ambas funciones es muy pequefio, particularmente en el caso de x;,
donde es practicamente nulo. El que los términos R(t) y S(t) afecten tanto a la evolucién
de x,, es algo que podiamos esperar ya qhe Xy estd relacionado con ¢ [cf. Ecs.(4.1.3)] y
ya hemos visto que la dinimica de la fase del LGBO-D presenta significativas
diferencias respecto a la del modelo de Lorenz-Haken debido a la distorsién introducida
en las ecuaciones por los pardmetros A, y ky/k,. En las Figs.4.13(c) y (d) mostramos el
resultado del ajuste, con pardmetros efectivos v = 1.26y, y Affi=2.58y,. Nétese ahora
como el parecido es muchisimo mayor, particularmente en el caso de y,,. Asi pues, la
hipédtesis del ajuste era bastante acertada. El valor A*fl=2.58 es ficil de entender:
basicamente corresponde a la diferencia entre el valor de la desintonia del caso
considerado, —1.5, y el valor de la sintonia central, —4. Asi, el valor del pardmetro A f
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tiene su origen, principalmente, en el hecho de que la desintonia de bombeo sea no nula
(origen de que la sintonia central no se encuentre en Ac= 0). El valor de y effno tiene una

interpretacion intuitiva.

x 10 *10
O
18
-125 -90 -55 =20 15 1B 0 18
v(t)
20 20
-40 -40
<100 =100
-160 -160
80 -40 0 40 -160 -100 -40 20
w (1) y'o

Fig.4.13. (a) y (b) muestran la evolucion de x 10y j)I0 frente a las ecuaciones
truncadas v(t) y w(t). (¢) y (d) muestran lo mismo pero cuando en v(t) y W(t)
ya se han sustituido los parametros efectivos. El resultado de ajustar a una
recta es m=0.972, n=—.08 y ¢e=0.9891 para la ftg.(c) y m= 1.005,
n=-1.483 ye=0.996 para la ftg.(d).
Una vez estimados los valores de los parametros efectivos, si los renormalizamos
a ylefr, obtenemos que el modelo de Lorenz efectivo (con relajaciones diferentes)
correspondiente al caso analizado tiene unos valores aproximados de los parametros

c= 15, A=2.1, a =0.09, b= 0.31 y r= 26, que son valores para los que el modelo de

Lorenz muestra comportamiento dindmico.

Pueden llevarse a cabo ajustes mucho mas cuidadosos que incluyan, por ejemplo,
tanto un factor de escala como un desplazamiento en todas las variables del laser asi
como la introducciéon de una Hemos hecho numerosos intentos en este sentido pero
a costa de una creciente complejidad en el tratamiento de datos, no se obtenia una clara
mejora de los resultados, creciendo ademaés la posible arbitrariedad ya inherente a este

método a medida que aumentaba el nimero de pardmetros. Ademas, por todo lo dicho
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mas arriba, es claro que el efecto de la desintonia de bombeo introduce elementos
distorsionadores del comportamiento de tipo Lorenz, elementos que la técnica de ajustes
aqui descrita tiende a incorporar en los pardmetros efectivos con lo que el valor de estos
no es muy fiable.

Hemos mostrado el resultado de los ajustes para un caso periddico particular y
podemos afirmar que en todos los otros casos en los que hemos realizado este tipo de
operaciones siempre hemos obtenido parametros efectivos del mismo orden: y ¢ es del
orden de un 30% mayor que y, A°f es aproximadamente la desintonia respecto a
sintonia central y y,*® del orden del doble de y,.

Sin embargo, no hemos hecho una estadistica cuidadosa en este sentido. La razén
es sencilla: el objetivo de estos ajustes es demostrar que el parecido entre el modelo
LGBO-D y el modelo de Lorenz-Haken se debe al comportamiento que hemos venido
describiendo mas arriba de los términos R(t) y S(t), y la calidad de los ajustes dan buena
prueba de ello. Sin embargo existe un grado de arbitrariedad en la forma de llevar a cabo
los ajustes y, consecuentemente, en el valor que se obtiene para los parametros
efectivos. Ademads, la técnica de los ajustes ilustra el combortamiento de R(t) y S(t) pero
no da una explicacion de este comportamiento. Es, estrictamente, una forma mds de
mostrar que el LGBO-D muestra comportamiento tipo Lorenz. No vale la pena, por
tanto, insistir en la obtencién de resultados numéricos en este sentido. Sin embargo si
hay una conclusién importante que podemos extraer de lo anterior: los efectos
coherentes de bombeo estdn presentes y tienen importancia en la dindmica del LGBO-
D, es decir, el comportamiento tipo Lorenz no se debe a una desaparicion de estos
efectos.

4.3.e. Desviaciones del comportamiento de tipo Lorenz: otros valores de g.

Hasta ahora hemos estudiado las soluciones dinamicas para un unico valor de las
pérdidas de la cavidad: o =1.85. Sin embargo, segun las estimaciones mas recientes
respecto a las pérdidas en la cavidad laser del dispositivo experimental, se ha cubierto
una gama de valores de o que llega hasta ¢ =5, al menos [Tin Win, 1992; Tang et al,
1992]. En los calculos que hemos realizado para este ultimo valor de o hemos
encontrado un importante resultado.

La mayor parte de lo explicado hasta ahora sigue siendo vélido en este caso,
particularmente lo referido al diagrama de bifurcaciones. Sin embargo, hemos
encontrado dos diferencias. La primera es que para valores tan elevados de las pérdidas,
los spirallings de la intensidad se encuentran en sintonia central (en acuerdo con los
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experimentos), cosa que, recordemos, no ocurria para pérdidas bajas o moderadas. La
segunda y mas importante diferencia, es que los spirallings observados en este caso
presentan una pequeila, pero significativa, desviacidon respecto al comportamiento tipo

Lorenz.

La Fig.4.14 muestra dos ejemplos del tipo de comportamiento cadtico exhibido
por la intensidad en la zona de spirallings (sefialemos ya que en este caso que nos
ocupa, ct = 5, hemos comprobado que los resultados no son muy sensibles a la precision
utilizada en la integraciéon Doppler y hemos utilizado, por tanto, Gnicamente 24 grupos
de velocidades). Notese que, en general, el spiralling es tipo Lorenz pero el primer pico
de cada secuencia de crecimiento (que ocurre después de un pico alto) es mas alto que el

segundo, hecho que no ocurre en el modelo de Lorenz.

Fig.4.14. Evolucion de la intensidad en dos registros cadticos
correspondientes a sintonia central (Ac=-4) con o =5y (a) p=0.8 y (b)
(3= 1.2. Notese que al principio de cada spiralling, el primer pico es mas alto
que los que siguen inmediatamente.

Fig.4.15. Mapa de intensidades correspondiente al
caso de la Fig.4.14(a). Se observa una doble estructura
(doble cuspide) bien definida que no corresponde al
comportamiento de tipo Lorenz. Este tipo de
desviaciones también se obtienen experimentalmente

cuando las pérdidas de la cavidad son altas.
20 25 3.0 35 40 45

Esta diferencia puede apreciarse mucho mejor en el mapa de intensidades,
correspondiente a una de las trazas de intensidad, que mostramos en la Fig.4.15 Notese
que, a diferencia del modelo de Lorenz, el mapa de intensidades muestra una doble

estructura (doble cuspide) a diferencia de la nica que presenta aquél. Evidentemente
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esta doble estructura esta relacionada con la presencia del "pico extra" que aparece al

principio de cada spiralling.

Lo verdaderamente relevante del caso es que este tipo de desviaciones respecto al
comportamiento tipo Lorenz es habitualmente observado en los experimentos: en los
llevados a cabo con la linea de 153(im del NH3 la doble cuspide siempre esta presente y
en los llevados a cabo con la linea de 81.5pm siempre lo ha estado hasta experimentos
recientes en los que se ha conseguido obsevar un spiralling sin doble cuspide
aumentando la presiéon del gas [Tang er al, 1992]. La explicacion de este
comportamiento experimental aparece clara ahora a la luz de lo predicho por el modelo
LGBO-D: para obtener comportamiento tipo Lorenz sin desviaciones se necesitan
valores pequefios de las pérdidas de la cavidad pero esto implica utilizar mayores
potencias de bombeo. En los montajes experimentales estos valores de la potencia no
son siempre alcanzables y, en consecuencia, se trabaja con valores mayores de las
pérdidas (de hecho con menores presiones pues nos referimos a valores de las pérdidas
relativos a yL, que disminuye con la presién) obteniéndose las pequeiias desviaciones
que estamos comentando. Sin embargo, una mejora del dispositivo experimental
permitié en Tang et al (1992) trabajar con mayores presiones y obtener comportamiento
tipo Lorenz sin desviaciones. En la Tabla IV se dan los valores de las dimensiones de
este caso (Caso 2). Notese como son algo superiores a las del Caso 1 y del modelo de
Lorenz y mas proximas que aquellas a los valores experimentales. Este hecho parece
sugerir que estas desviaciones, como provinientes de los efectos coherentes de bombeo,
hacen que la dimensionalidad del atractor sea mayor, es decir, que cuando los efectos de
bombeo coherente se hacen patentes, conllevan un aumento de la dimension. Por otra
parte, los valores de las dimensiones de este Caso 2 son mas proximas a las

experimentales porque en estas el "pico extra" también esta presente.

n+/
10.5

8.5

6.5
6.5 8.5 10.5

306 356 406

Fig.4.16. Evolucion de la intensidad (a) y mapa de intensidades (b) para el
caso g =4250, cc= 1.15, Ac=-59 y p = 0.46. El calculo se ha realizado con
grupos de velocidades de anchura 0.lk,v. En este caso también hay una
doble cuspide si bien ligeramente diferente de la de la Fig.4.15.
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También hemos comprobado cuél es el tipo de comportamiento de la intensidad
para bajas pérdidas. En particular, hemos vuelto al case o = 1.15 que fue estudiado en
Laguarta ef al (1988) y Corbaldn et al (1989) [hemos mantenido el valor original de
g =4250]. Para ello hemos incrementado la precision del calculo significativamente
(hemos pasado de una anchura de los grupos de velocidades de 0.25 a 0.1) y hemos
comprobado que la precisién mas baja es insuficiente. Al trabajar con mayor precisién
hemos obtenido los spirallings en A;=-5.9 en lugar de en A=-5 que es donde se
obtenian (es decir, se obtienen mds lejos de sintonia central) y hemos encontrado,
ademas, diferencias cualitativas al cambiar de precisién: con baja precision el mapa de
intensidades no muestra una estructura clara al contrario de lo que ocurre con la
precision alta. La Fig.4.16(a) muestra la evolucion temporal de la intensidad que hemos
obtenido y la Fig.4.16(b) el correspondiente mapa de intensidades. De nuevo
observamos una doble cuspide si bien ligeramente diferente a la obtenida con pérdidas
altas [nétese que en la Fig.4.15 las dos ramas del mapa de intensidades no se juntan a la
izquierda y si lo hacen en la Fig.4.16(b)]. Sefialemos que en los experimentos se
obtienen ambos tipos de desviaciones. En la Tabla IV también se encuentra el valor de
las dimensiones de este caso (Caso 3) que son claramente mayores que en ningtn otro.

Asi pues, podemos concluir que el LGBO-D presenta comportamiento tipo Lorenz
en la linea de 81.5um para valores intermedios de &, comportamiento que se distorsiona
para valores altos y bajos de 0. Ademas, las desviaciones predichas por el modelo estan
en perfecto acuerdo con las observadas en los experimentos, llegando el acuerdo entre
teoria y experimento incluso a los valores, aproximados, de las pérdidas de la cavidad en
que son observadas estas desviaciones.

4.4. Comportamiento con bombeo resonante.

En este apartado vamos a estudiar la influencia en el comportamiento dinidmico de
LGBO-D de la desintonia de bombeo A,. Ya hemos comentado con anterioridad que
cuando la desintonia de bombeo es nula (o pequefia) en los experimentos, se amplifican
tanto la onda copropagante con la onda de bombeo, como la contrapropagante y este
hecho no lo tiene en cuenta nuestro modelo. Sin embargo, lo que queremos aclarar con
los calculos que presentamos a continuacién no es el comportamiento experimental con
bombeo resonante, sino la influencia que este parametro tiene en el LGBO-D. En
particular, estamos interesados en saber si este pardmetro juega algin papel en la
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aparicion de comportamiento de tipo Lorenz o en las pequefias desviaciones del
comportamiento tipo Lorenz que acabamos de describir en el ultimo apartado.

Si en las Ecs.(4.1.3) tomamos A, =A =0, es casi inmediato comprobar las
siguientes propiedades de simetria con respecto a la velocidad axial v en los elementos
de la matriz densidad

Pi(v) =-pi(-v) (1=0,1,2),

P1o(V) = —P10"(-V) ,

Po2(V) = —Ppy" (V) ,

P =pi2’ (V). 4.4.1)

Estas propiedades nos permiten simplificar notablemente la integracién Doppler.
Como el bombeo es resonante, habremos de realizar la integracién desde v, a +v;,
pero haciendo uso de las Ecs.(4.4.1) es claro que solo necesitamos integrar entre 0 y
+Viim ¥ multiplicar por dos el resultado de las funciones pares de v. De este modo, el
numero de ecuaciones diferenciales a considerar se ve reducido a la mitad. Por otra parte
como la funcién de distribucion de velocidades W(v) es una funcién par, obtenemos
inmediatamente que

Tavwex,v) =0 | (4.4.2)

con lo que ¢ = 0. Asi pues, cuando el bombeo es resonante el problema de la integracion
numérica de las ecuaciones es bastante menos costoso. Evidentemente, cuando
queramos investigar que ocurre con A, = 0 esta simplificacién ya no es valida.

Pero ain podemos simplificar un poco mas el modelo. Recordemos que en el
apartado anterior habiamos considerado que la relajacion de la poblacién del nivel 2 era
distinta de la de los niveles 0 y 1 (0.95 y 0.28 respectivamente, ver Tabla I). También
habiamos considerado que no todas las coherencias tenian la misma tasa de relajacion.
En este apartado tomaremos la relajacion de todas la coherencias iguales a la unidad
(ver Tabla 2) y, lo que es mds significativo, todas las relajaciones de las poblaciones
iguales entre si. Esto ultimo permite eliminar la ecuacién de evolucién de una de las
poblaciones ya que unicamente son relevantes las ecuaciones de las diferencias de
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poblaciones (esto no puede realizarse si las tasas de relajacion no son las mismas pues,
de lo contrario, es necesaria la ecuacién de evolucién de la suma de poblaciones, cf,
Capitulo 2). Asi pues, en condiciones de resonancia y con iguales relajaciones para
todas la poblaciones, la integracion numérica del modelo LGBO-D es mucho menos
costosa. Avancemos ya que hemos comprobado cuidadosamente que los resultados
obtenidos no se ven afectados por la aproximacién de tomar todas las relajaciones
iguales para las poblaciones.

El resultado més notable que hemos obtenido es que, con los pardmetros de la
Tabla II, el modelo continia manifestando comportamiento de tipo Lorenz, es decir, e/
pardmetro desintonia de bombeo no juega un papel importante en cuanto a que el
LGBO-D muestre comportamiento de tipo Lorenz. En efecto, el diagrama de
bifurcaciones obtenido con los pardmetros. de la Tabla Il y o =1.85 para valores
crecientes del bombeo B y A= 0 [Fig.4.17(a)] y para valores crecientes de la desintonia
de la cavidad y B =0.4 [Fig.4.17(b)]. Es claro que la ruta seguida por el sistema es
cualitativamente igual a la del modelo de Lorenz y también a la que ya obtuvimos en el
caso de 81.5um, s6lo que ahora: (i) el diagrama de bifurcaciones es simétrico respecto a
sintonia central (Ac=0)'y (ii), el comportamiento caético con spirallings ya no se
obtiene en una pequeifia regién proxima al umbral de inestabilidades sino que se observa
claramente a lo largo de la mayor parte del dominio cadtico (como ocurre en el modelo
de Lorenz). Es decir, el comportamiento del LGBO-D con A, = 0 es atin més parecido al
del modelo de Lorenz-Haken que en el caso de 81.5um. Unicamente aparecen
discrepancias cuando el bombeo utilizado es muy alto, sin duda debido a fenémenos
coherentes. Sin embargo no entraremos a analizar estas discrepancias y nos centraremos

en bombeos bajos.
(a)
ST l
| cu | pa..
v L 1 L] ;
0,3 0,6 0,9 1,2
B (b) Fig.4.17. Diagrama de bifurcaciones para o = 1.85
P p‘{ (a) en resonancia (A, = 0) y para valores crecientes
= de B y (b) para § =0.4 y valores crecientes de la
I cH ﬂ ln [ e [sT desintonfa de la cavidad (el diagrama es simétrico
f v ' Y > respecto a sintonia central. En resonancia, el
0 1 2 3A 4 cociente de umbrales (By,4/B1s)* = 16.
c

Un ejemplo de la evolucién témporal de la intensidad (con el correspondiente
mapa de intensidades) y una proyeccion del atractor se muestra en la Fig.4.18. Es
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evidente la limpieza del comportamiento tipo Lorenz en la secuencia de spirallings y en

la presencia de una unica ctuspide en el mapa de intensidades.

1090 1330

Fig.4.18. (a) Evolucion de la intensidad,
(b) mapa de intensidades y (c) proyeccion
del atractor en el plano <E,P> en régimen
cadtico para p=033 y a=1.85. El
comportamiento de tipo Lorenz es
evidente.

Por otra parte, el comportamiento de la fase en este caso no presenta las
discrepancias que con el modelo de Lorenz aparecian con A2* 0: al verificarse que (>=0
en Ac= 0, la sintonia central estd perfectamente definida, y hemos comprobado que
cuando la desintonia se hace positiva, la fase sufre saltos positivos de tamafio
decreciente a medida que aumenta, y que cuando la desintonia es negativa, los saltos son
negativos. Es decir, el comportamiento es idéntico al del modelo de Lorenz-Haken,
habiendo desaparecido todas las pequefias distorsiones que habiamos encontrado en el

caso de 81.5|im.

Hemos comprobado que todo lo anterior es valido para b= 1. Podemos concluir,
por tanto, que el valor de b no juega tampoco un papel esencial en cuanto al

comportamiento observado.

Queda por comprobar si el modelo sigue reproduciendo las pequefias desviaciones
que con respecto al modelo de Lorenz obteniamos cuando las pérdidas eran tanto altas

como bajas. En este sentido hemos encontrado un interesante resultado.

La Fig.4.19 muestra de nuevo la evolucion de la intensidad y el correspondiente
mapa de intensidades obtenido para a= 1.5 y (3= 0.5. Observamos ahora la doble
cuspide que ya obtuvimos para el mismo valor de a en el apartado anterior con A2= 30
Incluso se observan mas de dos estructuras aunque no muy bien definidas (en los

experimentos con la linea de 153pm también se obtienen multiplicidad de estructuras

130



El modelo LGBO-D

[Tin Win, 1992]). En particular observamos que, al igual que en aquel caso, las dos
ramas del mapa de intensidades de cierran a la izquierda. Asi pues, tampoco en esto
parece tener importancia el valor de A2. Sin embargo, cuando realizamos calculos con
(r= 15, ya no observamos una doble cuspide, sino un comportamiento tipo Lorenz
similar al de la Fig.4.18. Este hecho es interesante porque parece establecer que las
desviaciones respecto al modelo de Lorenz que hemos comentado en el apartado
antenor son de dos tipos: una es la observada para valores pequefios de a y que no
parece ser afectada por A2, y otra es la observada para (ralta (Fig.4.15, en la que las dos

ramas del mapa no conectan entre si) y que tiene su origen precisamente en A2.

12 (b)
] n+ /
9 11
6
9
5
0 7
280 320 360 7 9 1 13

Fig.4.19. (a) Evolucion de la intensidad y (b) mapa de intensidades para
P=0.5y ar= 1.15. Se observa claramente la doble cuspide.

4.5. Comportamiento en la linea de 374pm.

En los dos apartados anteriores hemos comprobado que el modelo LGBO-D
presenta comportamiento tipo Lorenz y reproduce los resultados experimentales
semriuantitativamente, reproduciendo incluso cuestiones de detalle como la doble
cuspde en el mapa de intensidades. Sin embargo ya comentamos en el capitulo anterior
que el comportamiento de tipo Lorenz no se ha observado siempre en los experimentos:
miertras que las lineas de 81.5pm y la de 153pm lo exhibian, no ocurria lo mismo con
la liiea de 374pm. En este apartado vamos a mostrar los resultadosobtenidos con
nuesro modelo cuando utilizamos los pardmetros de la Tabla III que sonadecuados

paraestudiar la linea de 374pm.

La Fig.4.20(a) muestra el diagrama de bifurcaciones que hemos obtenido para
=25y Ac=-3 que es la sintonia central en este caso (para obtener su valor basta con
hace- un razonamiento analogo al realizado para la linea de 81.5p.rn en la pag.110).
Obstrvamos ya que no se obtiene comportamiento tipo Lorenz. Existe un dominio de

biesabilidad entre la solucion estacionaria y las soluciones dindmicas de manera que, si
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el bombeo es incrementado adiabaticamente, cuando la soluciéon estacionaria pierde su
estabilidad el sistema cae a un atractor periddico. Si el bombeo es incrementado
obtenemos siempre comportamiento periddico salvo en ciertos dominios en los que es
cuasiperidodico [Fig.4.20]. Esta cuasiperiodicidad parece deberse a la presencia de dos
atractores periddicos muy proximos de manera que el atractor permanece para un cierto
rango de pardmetros en uno y para un cierto rango de parametros en el otro. Cuando se
produce la transiciébn entre uno y otro es cuando se observa el mencionado
comportamiento cuasiperiddico y se aprecia que la amplitud oscila entre el valor que le
corresponde en un atractor y el que le corresponde en el otro. Se trata, pues, de una
alternancia entre las dos orbitas periddicas. Sin embargo, este comportamiento nunca

lleva a caos.

12
ST P2 ST
CH-L Pl P1* QP PI'*
i
0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 900 925 950

Fig.4.20. (a) Diagrama de bifurcaciones correspondiente a los pardmetros de
la Tabla III con =25 y Ac=-3. (sintonia central). (ST) solucidn
estacionaria estable, (Ch) caos, (QP) comportamiento cuasiperiodico debido
a la alternancia entre dos atractores periodicos, (P1) diferentes atractores
periddicos, (P2) es una simetrizacion del atractor PI. El diagrama es
cualitativo en el sentido de que parece haber muchos mas saltos entre
atractores periodicos que los aqui indicados. El paso de comportamiento
periddico a cadtico se lleva a cabo a través de una ruta de intermitencias
(probablemente de tipo III). (b) Ejemplo de QP.

Si disminuimos el bombeo por debajo del valor del segundo umbral podemos
acceder a una pequefia regién de comportamiento cadtico (también podemos acceder a
ella por hard mode excitation), comportamiento que en absoluto es de tipo Lorenz. Para
comprobarlo, la Fig.4.21 muestra la evolucion de la intensidad y el correspondiente
mapa de intensidades. Lo mas sorprendente es que la transiciéon de comportamiento
peridodico al caotico no se lleva a cabo a través de un doblamiento de periodos, sino a
través de una ruta de intermitencias. La Fig.4.22 muestra una secuencia temporal en la
que puede observarse la alternancia de fases de comportamiento regular (fases
laminares) con fase de comportamiento cadtico. A juzgar por el aspecto de la intensidad,

parece que se trata de intermitencias de tipo III ya que se observa un crecimiento de los
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maximos del ciclo fundamental a la par que un decrecimiento de los correspondientes al

subarmonico [Schuster, 1989].

50
44
35
25
28
125 175 T 225 2 2 1 -
Fig.4.21. (a) Evolucion de la intensidad y (b) mapa de intensidades para
3=022 y el resto de pardmetros como en la Fig.4.?. El comportamiento
cadtico es claramente diferente del correspondiente al modelo de Lorenz.
Fig.4.22 Ejemplo del comportamiento
intermitente que se observa en la
transicion de comportamiento
periodico a caotico. Estas
intermitencias parecen de tipo IIL
"950 1000 1050 1100 p=0.233.

cr

El estudio con desintonia no ha revelado un comportamiento diferente del descrito
hasta ahora: se siguen observando una multiplicidad de atractores periodicos y
comportamiento cuasiperiédicos cuando se pasa de unos a otros. Por otra parte, un
aumento del valor de las pérdidas de la cavidad a tampoco altera lo descrito salvo
porque la regién de dominio cadtico se hace un poco mayor. Finalmente, hemos
considerado otros valores diferentes de la ganancia (desde 104 hasta 3 106) y el tipo de

comportamiento ha sido siempre el mismo.

Asi pues, el comportamiento exhibido por el LGBO-D con parametros
correspondientes a la linea de 374pm es muy diferente del comportamiento de tipo
Lorenz. Dado que hemos considerado un rango amplio de valores de (3, Acy g, los
responsables del cambio de comportamiento deben de ser el cociente k2k, y el valor de
la desintonia de bombeo A2 ya que, por lo visto en el apartado anterior para el caso

resonante es improbable que el valor de las relajaciones de las poblaciones puede afectar
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tanto al comportamiento. Ahora bien, ;se acercan estos resultados a los resultados
experimentales?.

Sabemos que los experimentos realizados en la linea de 374um muestran un
comportamiento diferente del modelo de Lorenz pero hasta aqui llega el acuerdo con el
experimento. Los resultados tedricos son muy diferentes de los experimentales: en los
experimentos, al aumentar el bombeo, se obtienen rutas de Feigenbaum que finalizan en
caos que, a su vez, sigue una ruta inversa de Feigenbaum para, finalmente, volver a
estabilizarse el laser. Ademas este comportamiento parece ser muy robusto ya que se ha
observado para diferentes valores de la presion [Sassi er al, 1987]. Nosotros no hemos
obtenido nada parecido. Las causas pueden ser diversas y, entre ellas, que el modelo
LGBO-D no sea aplicable, por alguna razén que desconocemos, a la linea en cuestion.
También podria ser que la estimacion de pardmetros que hemos realizados en el
apartado 4.2. sea incorrecta en algtin pardmetro importante. En cualquier caso, estos son
los resultados que hemos obtenido.

4.6. Conclusiones.

A lo largo de este capitulo hemos analizado las soluciones dindmicas del modelo
LGBO-D para diferentes conjuntos de parametros. En particular, hemos comprobado
que:

* Cuando utilizamos pardmetros adecuados para la linea de 81.5um del laser de
amoniaco, obtenemos: -

— Comportamiento de tipo Lorenz para valores intermedios de las pérdidas de la
cavidad (extremo que hemos éomprobado mediante el uso de diferentes
herramientas, los ajustes del los términos Ry S entre ellas). También hemos
visto pequeiias diferencias respecto a este comportamiento, particularmente en
la dinamica de la fase y en la asimetria del diagrama de bifurcaciones.

— Pequeiias desviaciones de este comportamiento (que hemos detectado mediante
el mapa de intensidades) cuando las pérdidas son altas, o =35, y cuando son
bajas, o =2.3. Parece ademas que estas pequefias desviaciones respecto al
comportamiento de tipo Lorenz no son iguales en ambas situaciones ya que,
aunque el mapa de intensidades muestra una estructura doble en ambos casos,
estas estructuras no son exactamente iguales.

~ Es resaltable que todo lo anterior esti en acuerdo semicuantitativo con lo
observado en los experimentos.
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— Hemos visto que el comportamiento de tipo Lorenz aparece a pesar de que los
términos R y S (de bombeo coherente y ensanchamiento Doppler) tengan un
peso cuantitativo importante. Lo que ocurre es que "acompasan” su evolucién
dindmica a la de los "términos Lorenz" de las ecuaciones en que aparecen.

* Cuando hemos utilizado parametros que simplifican el modelo (basicamente
anulando la desintonia de bombeo) hemos observado que:

— El comportamiento de tipo Lorenz es aun mas notable en estas condiciones, en
particular, desaparecen las pequeiias diferencias que existen en el caso anterior
en cuanto a la dindmica de la fase y la disimetria del diagrama de
bifurcaciones. Asi, esas pequeifias diferencias eran debidas, dnicamente, al valor
no nulo de la desintonia de bombeo que no es una caracteristica esencial del
modelo sino, simplemente, algo que se introduce para salvar una dificultad
técnica (que sélo se amplifique una onda).

- Continua apareciendo la doble estructura del mapa de intensidades para valores
bajos de o pero ha desaparecido para valores altos de o. Asi, el que los mapas
de intensidades no fueran exactamente iguales para pérdidas altas y bajas puede
estar relacionado con un origen diferente en cada caso.

* Cuando hemos utilizado parametros adecuados a los experimentos llevados a
cabo con la linea de 374pum del amoniaco hemos visto que:

— El comportamiento es claramente distinto del tipo Lorenz (ruta de intermitencias
y diferente tipo de caos).
— El comportamiento no reproduce el observado experimentalmente.

Podemos concluir diciendo que el modelo LGBO-D parece ser muy adecuado para
modelizar el liser de amoniaco cuando emite en las lineas de 81.5um y 153um y que no
parece tan adecuado para la linea de 374um, aunque pudiera ser que la seleccién de
parametros no haya sido adecuada en este caso o que hubiera algun elemento en el
dispositivo experimental que no hayamos tenido en cuenta (formaciéon de ondas
estacionarias en la cavidad, ya que se utilizé una cavidad Fabry-Perot, o amplificacion
parcial de la onda contraprogante, por ejemplo).
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El modelo LGBO-M

A lo largo del capitulo anterior hemos estudiado detalladamente las predicciones
del modelo LGBO-D, poniendo de manifiesto dos hechos importantes: (i) el LGBO-D
es el primer modelo capaz de reproducir los resultados experimentales del laser de
amoniaco (cosa que hace sorprendentemente bien en la mayor parte de los casos), y (ii)
el LGBO-D muestra un comportamiento que podemos llamar de tipo Lorenz para un
cierto conjunto (amplio) de parametros.

Ahora bien, este éxito no nos permite afirmar que es el efecto Doppler el tinico
factor responsable del comportamiento observado en el experimento y la razén es obvia:
en el dispositivo experimental hay presentes otros factores fisicos conocidos no
incluidos en el modelo LGBO-D que pueden jugar un papel importante en su
comportamiento dindmico. Estos efectos son, principalmente, la degeneracién
magnética de los niveles (con la consiguiente influencia de la polarizacién de los
campos), la atenuacién del campo de bombeo a lo largo de la cavidad (efectos espaciales
longitudinales) y los efectos debidos a la seccidn finita del haz (efectos espaciales
transversos). Asi pues, habriamos de intentar cuantificar la influencia de esos factores
para poder llegar a un modelo realista y riguroso de los experimentos en cuestion.
Ahora bien, a nadie se le escapa que esta es una tarea muy ambiciosa. Se ha de
comenzar, por tanto, por estudiar cada efecto por separado y con modelos lo mds
sencillos posible que, como el LGBO-D, nos permitan ganar informacion relevante a
cambio de un esfuerzo asumible.

Este tipo de consideraciones estan en el origen de la formulacién del modelo
LGBO-M [Arjona et al, 1990]. En este modelo se estudia la influencia en la dindmica de
los LGBO de un factor concreto no considerado hasta ahora: la polarizacién de los
campos liser y de bombeo. El modelo, como veremos mas adelante, es el mas sencillo
posible y considera un medio material descrito mediante cuatro niveles energéticos y
ensanchamiento homogéneo del medio material. Adelantemos ya que el caricter
homogéneo del modelo hace que, en puridad, no deba ser utilizado para predecir el
comportamiento experimental ya que, en los experimentos, hay ensanchamiento
Doppler. Sin embargo, la relativa sencillez matematica del modelo nos permitira extraer
conclusiones analiticas bastante generales e incluso podremos prever la influencia
cualitativa que el efecto Doppler pudiera tener en este modelo en ciertos casos limite de
interés. Por otra parte, extraeremos conclusiones cuya importancia y aplicabilidad va
mas all4 de los experimentos del laser de NH;, predicciones que seria muy interesante
poder comprobar experimentalmente. Parte de los resultados contenidos en este capitulo
pueden encontrarse en Corbalan et al (1993) y en Roldan et al (1993b).
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5.1. El modelo LGBO-M. Resultados previos.

Aantes de exponer el resultado de nuestro trabajo sobre el LGBO-M, hemos de
exponer el modelo matematico y los resultados previos obtenidos por sus autores que
sean relevantes para lo que sigue, dejando para los siguientes apartados nuestras
contribuciones originales.

Para tener en cuenta el cardcter vectorial de los campos en un problema de
interaccion radiacién-materia es necesario tener en cuenta, a su vez, el nimero cuantico
del momento angular J de los estados atdmicos o moleculares interesados en la
interaccion. En el caso de la molécula de NH;, J vale 7 u 8, dependiendo del nivel, en la
linea de 81.5um (ver Fig.3.1), y 2 en la de 374um. Como el nimero de subniveles
magnéticos (es decir, con distinto valor de la tercera componente de J, el ntimero
cudntico magnético m;, de ahi el nombre de LGBO-M) es de N=3(2J+1), resulta
evidente que es inviable hacer un modelo realista de la influencia de la degeneracién de
niveles magnéticos (y con ello de la polarizacién de la luz) para esta molécula (por
ejemplo, en el caso de la transicién de 374um, que es la que tiene un menor valor de J,
nos veriamos involucrados con {15 niveles energéticos!).

2sI /

Fig.5.1. Esquema de niveles del modelo
LGBO-M. El nivel molecular superior
consta de tres subniveles magnéticos (el
numero que hay junto al nivel indica el
valor de la tercera componente del mo-
mento angular). El campo de bombeo,
B, y el generado, a, lo descomponemos
es sus componentes dextrégira (+) y
J=0 levégira (). .

4

En lugar de esto nos planteamos cudl es el esquema mas simple de niveles que
permite considerar polarizaciones arbitrarias en los campos laser y de bombeo y poder
estudiar asi la influencia de la polarizacién en la dindmica de los LGBO. Este esquema
es el mostrado en la Fig.5.1 que considera los niveles a, b y ¢ con nimeros cuinticos
I=0,J=1yJ=0. El nivel superior consta de tres subniveles magnéticos con m;=+1,’
0y -1. Si tomamos el eje de cuantizacion a lo largo de la direccion z de propagacién de
los campos, el nivel J,= 1, m;= 0 queda desacoplado de los nivelesay ¢ en virtud de la
regla de seleccién Am;=+1 y, por tanto, tenemos un modelo de cuatro niveles dos de
los cuales corresponden a subniveles del nivel superior comiin. Llamaremos a estos dos
subniveles magnéticos del nivel J, = 1, b+ (o simplemente +) al subnivel con m;=+1y
b- (o simplemente ) al subnivel con m; = -1. Asi, toda la interaccién entre los niveles
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a > b+ e ¢ se produce mediante el intercambio de radiacién dextrégira [ganancia
(pérdida) de un cuanto de momento angular en la absorcion (emisién)] y toda la
interaccion entre los niveles a <> b— <> ¢, mediante el intercambio de radiacion levogira
(viceversa). Resulta conveniente, por tanto, escribir los campos como superposicion de
sus componentes dextro y levo, superposicion que permite, mediante el ajuste de sus
amplitudes y fases, describir un estado arbitrario de polarizacion. Asi pues, escribimos

E(zt) =) € (zt) +c.c (5.1.1)

p=t

con

£ (2,1) = $E1 () exp-i( Q41 + 41 () - k)]
E2(2,1) = 3E4 exp[-i(Qt + 9% ~ ;2] (5.1.2)

donde £,(zt) es el campo laser generado y £,(zt) el de bombeo, p=+~ con + la
componente dextro y — la componente levo, los vectores 8*= F(2, + i‘e’y)/\/i son los
vectores unitarios de polarizacion circular y el resto de simbolos tienen el significado
habitual. Nétese que, como en el LGBO-D, hemos considerado constantes tanto la fase
como la amplitud del campo de bombeo.

Aplicando las usuales aproximaciones de la onda rotante, limite de campo medio,
envolvente lenta de amplitud (Apéndice 1) y considerando que los campos de bombeo
(generado) interaccionan sdlo con las transiciones a¢»b (b¢>c), obtenemos el siguiente
conjunto de ecuaciones de Maxwell-Schrodinger para el modelo LGBO-M [Arjona,
1990]

ép_aa' ==Y oPat A'a —ZZB" Impq‘

dt H=t

e _ ~YPe + A = D 204 Imp,,

dt p=t

d

%— =-y,p,, +A, +20" Imp,, +2p"Imp,,

d

% = _[ym +i(A'; - p.(»;)]pm —ip*N,, —iB"p ., +ia"p,,cexp(-i98p_)
dTpf" = {185~ 1) pu =8P +iap,, ~i(B P —ap,. Jexp(i6)
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dp,_ . . . - . - .
7’;"_ = ‘[Yu-u —x(Q‘z‘ - —2;1.!5)]pu_u -ip*p,., +iB™p,, -z(ct"pc_'l -a "pw_,)exp(-zpe)
dp, . . . . - :
—= ¥ +i(8 - pe)o,, —ict, N, +iB*p,,exp(~i08, ) ~ic™p_, exp(~ips6)

n
‘j{—? =-x"a* +glmp,,
¢t =(0,-Qt)+gRep, /a* (5.1.3)

donde todos los simbolos tienen el significado habitual y §; (i,j=a,+,—) es la delta de
Kronecker, N;=(p;— pj;) es la diferencia de poblaciones entre los niveles i y j, 2¢ es el
desdoblamiento Zeeman entre los subniveles b+ y b—, o es la frecuencia de la cavidad
y finalmente, el 4ngulo relativo de variacion lenta y las desintonias de los campos
generado y de bombeo han sido definidos como

0 =[(Q" - Q= (-t +($,"~ 6 = (6" $,)]
Azu"' Qz“‘ Dpa

AM) =A%+ §2() (5.1.4)

con A" =(Q,"- v, que deviene la desintonia de la cavidad en el referencial de la
cavidad (o, es la frecuencia del nivel bconm;=0. Sie =0, 0y= ©, = O_= @y).

Nétese que este modelo contiene al modelo LGBO homogéneo de tres niveles sin
mas qhe considerar polarizaciones circulares, paralelas entre si, para ambos campos. En
efecto, si anulamos una de las componentes dextro o levo de ambos campos, por
ejemplo, o =B =0,a” = y B~ =P (y lo mismo para las frecuencias) obtenemos unas
ecuaciones isomorfas a las ecuaciones del modelo LGBO homogéneo (la unica
diferencia formal es un factor ¥2 en las frecuencias de Rabi y —v2 en las coherencias
ab y cb).

Por otra parte, es inmediato comprobar mediante sustitucion en las Ecs.(5.1.2) que
para considerar polarizacién lineal en el campo generado basta con tomar a* = o~ =ay
®," = ¢, =9, lo que equivale a considerar el campo generado polarizado linealmente en
la direccién §, y tomar B* =B~ =B y ¢," = ¢,” = ¢, para considerar el campo de bombeo
con polarizacién lineal paralela a la del campo generado o B* =~ =P para considerar
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el campo generado con polarizacién lineal perpendicular a la del campo de bombeo. En
lo que sigue nos referiremos a estas dos posibilidades (que son las tnicas que
consideraremos ya que son las que se encuentran en los experimentos, cf. Capitulo 3)
.como casos paralelo y ortogonal, respectivamente. En el siguiente apartado escribiremos
explicitamente las ecuaciones de Maxwell-Schrédinger para estos casos.

El comportamiento dinamico de las Ecs.(5.1.3) fue estudiado numéricamente por
sus autores en el caso particular de polarizaciones lineales de los campos, degeneracion
de los niveles superiores (i.e., € =0), iguales pérdidas para las componentes dextro y
levo (i.e., "=k~ =) y desintonia nula del campo de bombeo (i.e., A,"=0), caso al que
también nosotros nos restringiremos en lo que sigue. Podemos resumir sus principales
resultados en pocas palabras. Tomando como valores de los parametros de control los
mismos que ya habian considerado cuando estudiaron el LGBO homogéneo [Pujol et al,
1988a] obtuvieron que: (i) en el caso de polarizaciones ortogonales (que se da en los
experimentos en las lineas de 81.5um y 153um) se obtiene un claro comportamiento
tipo Lorenz especialmente cuando la relajacion y,_ de la coherencia p,_ entre los dos
subniveles superiores es proxima a ), ¥ (ii) en el caso paralelo (que se da en los
experimentos de la linea de 374um) se obtiene un comportamiento muy distinto del
comportamiento tipo Lorenz [Arjona, 1990; Arjona et al, 1990a y 1990b]. El estudio fue
extendido a desintonia de la cavidad no nula [Corbalan et al, 1991] y al estudio de la
dindmica de la fase [Arjona et al, 1991]. Asi pues, estos estudios numéricos arrojan
unos resultados que, en principio, estdn de acuerdo con los resultados experimentales.

Ahora bien, aparte de la propia formulacién matematica del modelo, no se ha
llevado a cabo estudio analitico alguno del mismo. Esta es la tarea que vamos a realizar
a continuacion.

5.2. Particularizacién al caso de polarizaciones lineales.

Como ya hemos sefialado vamos a estudiar analiticamente las Ecs.(5.1.3) en el
caso particular de polarizaciones lineales en ambos campos. Las Ecs.(5.1.3) constituyen
un conjunto de 18 ecuaciones diferenciales de primer orden acopladas y no lineales.
Este nimero puede ser reducido al fijar la polarizacién de los campos, lo que nos dard
unas relaciones fijas entre p_(t) y p.(t) y entre p,,(t) y p,_(t). Vamos a llevar a cabo
esta simplificacion. Para las frecuencias de referencia de los campos generados
tomaremos la frecuencia de la cavidad, ie., Q" =Q, =0, Como en los estudios
anteriores consideraremos el campo generado polarizado linealmente en la direccion ¥,

i.e.
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a' ) =a(t) =),
0" =0, () =0() (5.2.1)

[esto, junto con ¢," = ¢," = ¢, y Q," = Q,” = Q, hace que 8 = 0, Ec.(5.1.4)]. Suponiendo
iguales pérdidas para las componentes levogira y dextrogira del campo generado
(x"=x"=«) es obvio demostrar, haciendo uso en las Ecs.(5.1.3) de las ecuaciones de
aM(t) y $*(t), la sencilla relacién

pc+(t)= pc—(t) = pcb(t) ’ (5'2'2)

y teniendo esto en cuenta en la ecuacién de evolucidn de p, se obtiene a su vez
facilmente que

(N, - 2ilmp, ) = (B* B)pes» 523

donde y, = Imp, _ (a partir de ahora utilizaremos la notacion x;= Rep;; y y;= Impy).
Haciendo ahora uso de las Ecs.(5.2.1), (5.2.2) y (5.2.3), del referencial para el
campo generado, teniendo en cuenta que 8 = 0 y definiendo p = (p..+ p.-)/2, se obtiene

el siguiente conjunto de ecuaciones para el LGBO-M con polarizaciones lineales para
los campos de bombeo y generado

ds_;w =Y P+ ra +2B" Y., +2B ¥,

d%;‘- ==Y Pee A, — 40y,

dz;‘" ==Y,P,. +A, +20y, —2B"y,,

‘%‘" = Y uya +i(B*N,, +B™00,, ) -iap,,
%: =-Tp,_ -i(B'p", —Bp..) +20y,,

% = v, +i(a. +d)Jps —io(p.. +p_.)/2=p, |- icex, +i(p" +B )pus /2
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b=gx, /o (5.2.4)

que son 15 ecuaciones diferenciales a las que hemos de afiadir la condicion

Br=p"=p (5.2.5)

para el caso paralelo y la condicion

pr=—p"=p (5.2.6)

para el caso ortogonal, y donde A= (w .~ ) es la desintonia de la cavidad (recuérdese
que al considerar € =0, ®,=0_, que llamaremos ©,)) y hemos tomado y,=y.=7v,,
Y«=Y-=Y}» Ya+= Yoo= Yap» A+= A_= Ay y hemos hecho uso del cambio de notacion v, =T.
Notese que, una vez especificado esto wltimo, todos los parametros coinciden con los ya
explicados para el LGBO-D, con la excepcion de I” (la relajacion de la coherencia entre
los subniveles magnéticos degenerados) para el que, ademds, no existe estimacion
alguna sobre su valor. Volveremos repetidamente sobre este punto. Vamos a elaborar a
continuacion los casos paralelo y ortogonal por separado.

5.2.a. Caso paralelo,

Al igual que la condicién (5.2.1) de polarizacion lineal para el campo de bombeo
nos proporciond una relacion simple entre p_.(t) y p._(t) {Ec.(5.2.2)], vamos a tratar de
obtener, con la ayuda de la condicién (5.2.5), una relacién sencilla entre p,.(t) y p,.(t).
Asi, sustituyendo (5.2.5) en la Ec.(5.2.3) se obtiene N,_ =0, o lo que es lo mismo,

P(t) = p__(1) = py(t) (5:2.7)
con la parte real y
Y+ ()=0 (5.2.8)
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con la parte imaginaria. Por otra parte, a partir de las ecuaciones de evolucion de las
poblaciones p,, y p__ en las Ecs.(5.2.4) obtenemos la ecuacion de evolucién de la
diferencia de poblaciones entre los dos subniveles b, N, _, que es

dN
dt+- = -‘Y +_N+- + Aw- —ZB(Y+A - Y-i )‘ (5'2’9)

Teniendo ahora en cuanta la ecuacion de evolucién de y, _

%—- =Ty, -B(x_, -x.,) (5.2.10)

es evidente por las relaciones (5.2.7) y (5.2.8) que se verifica

Par(t) = Po(t) = pyp(t) (5.2.11)

qﬁe es la relacién buscada. Finalmente, la sustitucion de las Ecs.(5.2.7), (5.2.8) y
(5.2.11) en las Ecs.(5.2.4) obtenemos

AP _

=- +A,+4

o= Y aPa e 4
d
_s;”i’. ==Y, Py + Ay +20y,, — 2By,
Wy _ ~Y Ny + Ay + 60y, = 2By,

at
Wra .y op +iB(N,, +x,_)-ivp,,

dt
dpca — 1 b j j
o= e ilacrbpa +2iBp, ~2iop,
dx
—t==-TIx,_-2By,, +2a

d[ - Byba be
ds;b = —[YJ. +i(Ac +¢.))]pcb -ia(N"C +x+_)+iBP¢,
fid_T' =Ko — gV
oo gr (5.2.12)

que son las 11 ecuaciones diferenciales que describen el LGBO-M con polarizaciones

lineales paralelas de los campos.
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5.2.b. Caso ortogonal,

Para obtener las ecuaciones del caso ortogonal habremos de hacer uso de la
relacién (5.2.6) y buscar una nueva relacion sencilla entre p,.(t) y p, (t). Supongamos
que al igual que en el caso paralelo, se verifica

Pr(1) = p__(t) = ppy(t) (5.2.13)

La relacion (5.2.13) es una hipétesis fisica razonable ya que ambos subniveles b+
y b— relajan con la misma tasa y,=y_=y,, y tienen la misma poblacién térmica n,,=n__
=n,= Ay/y,, asi como estdn sometidos a las mismas intensidades de bombeo y campo
laser. Sustituyendo las relaciones (5.2.6) y (5.2.13) en las Ecs.(5.2.4) obtenemos

X, () =0, (5.2.14)
de la parte reai y
Yac(t) = )y, (/B , _ (5.2.15)

de la parte imaginaria. Por otra parte, haciendo uso de la relaciéon (5.2.6) en las
ecuaciones de evolucion de p,, y p,- en las Ecs.(5.2.4) obtenemos

Xpe (1) = X, (1) =x,(1) (5.2.16)
a partir de las partes reales y

dy..

gt YabYar ¥ B0 Do) 0y,

dy,_

___.__dt =YY + B(x+_— D_a) + X, 5 (52.17)

- a partir de las partes imaginarias. Si sumamos las Ecs.(5.2.17) y hacemos uso de
(5.2.13) y (5.2.14), obtenemos
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Yarl) = =Y, () =y(0) , (5.2.18)

Que junto a la relacion (5.2.16) da el resultado

Poa®) = =P"(D) = pulD) (52.19)

que es la relacion que buscdbamos. Pero aiun podemos extraer mas relaciones
interesantes. La sustitucion de (5.2.13), (5.2.14) y (5.2.19) en la ecuacion de evolucién
de p., en las Ecs.(5.2.4) da lugar a

Yuel) =0, (5.2.20)
que junto a (5.2.14) supone,

Pac(t) =0, (5.2.21)

Xp() =0, (5.2.22)

y la sustitucion de (5.2.20) en (5.2.15) da lugar a

Y+ (t)=0. (5.2.23)

Por tanto, a partir de la conjetura (5.2.13) hemos obtenido las importantes
relaciones '

p+a(t) = —p.-a(t) = pab(t) ’
Pac(®) =0,
Xap() =0

Y. ()=0. (5.2.24)
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Recalquemos que la conjetura (5.2.13) es consistente con las Ecs.(5.2.4) si bien no
hemos sido capaces de demostrar su necesidad y unicidad. No obstante, todas las
simulaciones numéricas bajo condiciones tanto dindmicas como estacionarias verifican
{5.2.13) y, en consecuencia, el resto de resultados obtenidos a partir de dicha relacién.

Ahora ya podemos obtener las ecuaciones del caso ortogonal. Haciendo uso de las
relaciones (5.2.24) y sustituyéndolas en las Ecs.(5.2.4) obtenemos

dp,,

= +A, +4

™ Y.Pa + A, +4By,,
d

g:b ==Y); Pw + Ay +20y, — 2By,
dN

dtbc ==y, N, + A, +60y,, —2BY,,
dyy,

d: = -Y abea + B(Nba - X*_)
dx,_

dt = —r‘x+_ + ZByb. +2a}’cb
dp

_dt.cz = '[Yl +i(a, +4>)]P=b ~ia(Ny, +x,.)

x =-Ka-gy
dt cb

b=gx, /o (5.2.25)

que son las 8 ecuaciones diferenciales que describen el LGBO-M con polarizaciones
ortogonales. Notese que la poblacion del nivel efectivo b en ausencia de campos,
n, =Ay/y, es la mitad que la que corresponde al conjunto de los dos subniveles
degenerados ya que hemos aplicado la definicion (5.2.13).

Vale la peha resaltar ya las principales caracteristicas que diferencian al caso
ortogonal del caso paralelo. Estas diferencias se encuentran reunidas en las condiciones
(5.2.24). El resultado p,(t)=0 es de especial relevancia ya que indica que en la
configuracién ortogonal no hay acoplamiento coherente entre los campos de bombeo y
generado, acoplamiento que ocurre en general via la coherencia de dos fotones p,(t)
(recordemos que en el caso paralelo esta coherencia no se anula). Por tanto, no existen
procesos Raman en la configuracién ortogonal y, consecuentemente, no habra
desdoblamiento Rabi de la ganancia laser. Asi pues, unicamente queda un acoplamiento
incoherente entre los campos de bombeo y generado a través de las poblaciones de los
niveles + y — [0 poblacién del nivel superior efectivo b, ya que ambas son iguales,
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Ec.(5.2.13)] y a través de la coherencia x,_ entre ellos. Volveremos sobre este
importante resultado en el ultimo apartado de este capitulo para interpretarlo en
términos de interferencias cuanticas destructivas entre los canales ae>+ec y
ae>—ec.

Por otra parte, el resultado x,,(t)=0 implica que el indice de refraccién a la
frecuencia de bombeo no se ve afectado por la desintonia de la cavidad, a diferencia de
lo que ocurre en los LGBO de tres niveles homogéneos.

5.3. Relacion entre el caso paralelo y los LGBO de tres niveles homogéneos.

Ya hemos comentado que el comportamiento dindmico exhibido por el LGBO-M
paralelo es muy diferente del correspondiente al modelo de Lorenz-Haken. Es mas, el
comportamiento es parecido al exhibido por los LGBO homogéneos de tres niveles,
perecido que se acentia cuanto mds cercanos son los valores de I" y v, [Arjona ef al,
1990a) Esto puede entenderse facilmente ahora estudiando un poco mas de cerca las
Ecs.(5.2.12) correspondientes a esta configuracion paralela.

Recordemos que v,=y_=7v,, y que

F=1(7.+7-)+1"ff‘=7,.+1"f3’. (5.3.1)
2

Asi pues, el minimo valor que puede tomar I, y que corresponde a ausencia de
colisiones desfasantes no radiativas que afecten a la coherencia p,_, es y;.
Consideremos este limite ya que en €l el parecido con el LGBO es mayor.

El hecho de que tanto p,(t) como x,_(t) relajen con la misma tasa permite
eliminar la variable x,_(t) de las ecuaciones mediante la definicion de una poblacién
efectiva del nivel superior ya que en las Ecs.(5.2.12), x,_(t) siempre aparece sumada a
Pyy(t). Definimos, por tanto

Sp(t) = Ppu(V) + X, (1) . (5.32)

Definiendo ahora D, (t) = [0y,,(t) — p..(t)] es inmediato obtener las nuevas ecuaciones de.
evolucidn, que resultan ser
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dp
ga . _ +A,+4
o= Y oPar t R + 4By,
d
%’- ==Y, O0p+ >“h +4otych "4[3})1,0
Dy _ =YDy + A4 +8ay,, —4By,,
ar
d . ~
% = =Y sPra +iB(04 = Po) —i0tp,,
t
dpca 1 i j i
7’ = —[Y a ™t I(Ac + ¢)]pcn + 2’chb - 2lap’"’
dr,_
7— = —rx+_ - 2By/m + 2aycb
dpc 1 g j j
d—tb = "[Y_L ’H(Ac + q’)]pcb —~iaD, +ifp,,
do _ -KQ - gy,
dt - ch
b gx /o (5.3.3)

Ahora bien, este -conjunto de ecuaciones es isomorfo al modelo LGBO
homogéneo de tres niveles, modelo cuyas ecuaciones son las mismas que las del
LGBO-D [Ecs.(4.1.3)] tomando en ellas v=0, bastando realizar los cambios:
a=+2 op, B= V2 Bp (el subindice significa modelo paralelo) p,¢= -2 Peb Y P20=—
V2p,, € identificar oy, con la poblacién del nivel superior, py, (si bien, por lo
comentado antes sobre el valor de la poblacién del nivel efectivo b en ausencia de
campos, Ay = Ag/2).

Asi, todo lo estudiado del modelo LGBO es aplicable al caso de polarizaciones
paralelas en el limite I' =y,,. Evidentemente, a medida que nos alejemos 'de este caso
particular, irdn apareciendo diferencias entre ambos modelos, como las descritas por
Arjona et al (1990), ya que en este caso no podremos eliminar la variable x, (t)
mediante la definicién de o,(t). Estas diferencias apareceran de manera progresiva y
consecuentemente, los resultados conocidos para el LGBO homogéneo seran aplicables
en cierta medida al caso paralelo siempre que el valor de I' no sea muy diferente de su
valor minimo. En cualquier caso queda justificado claramente el origen del tipo de
comportamiento exhibido por el LGBO-M paralelo siendo claro, en particular, que este
modelo no puede presentar comportamiento de tipo Lorenz por lo expuesto en el
Capitulo 3. Asi pues no vamos a estudiar mas este caso paralelo y vamos, en su lugar, a
concentrarnos en el caso ortogonal que es mucho mas interesante.
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5.4. Relacion entre el caso ortogonal y el modelo de Lorenz.

Vamos a estudiar detalladamente las ecuaciones del LGBO-M ortogonal con el fin
de justificar el origen del comportamiento tipo Lorenz encontrado, mediante integracién
numérica de las Ecs.(5.1.3), en esta configuracion. Comenzaremos por estudiar las
soluciones estacionarias para analizar su estabilidad, continuaremos brevemente con el
comportamiento dindmico para finalizar con la formulacién de un modelo simplificado
que justifica el comportamiento tipo Lorenz.

5.4.a. Soluciones estacionarias,

Las Ecs.(5.2.25) tienen dos conjuntos de soluciones estacionarias: la solucion
trivial, que corresponde a la ausencia de emision y la no trivial. Anulando las derivadas
temporales en las Ecs.(5.2.25) e imponiendo o = 0, se obtiene para la solucion trivial

A=Xp =Y =0,
Paa = N, + 4BYba/Ya »
Pob = Ny — 2BYp/d

Nbc =Ny — 2BYba/b ’
x+— = 2Byba/r ’

nabbYaFB
= , 5.4.1
Yoo =TTl 4y T +y BB 1.y lh G4D

donde las poblaciones térmicas (i.e., en ausencia de campos) de los niveles son
n, =AY, M, =Ay/b (con b=y, /y)) y n;=(n—n,). De ahora en adelante todas las
frecuencias aparecen normalizadas a y, sin cambiar los simbolos para no complicar la
notacion, salvo para los ya utilizados en otros capitulos, i.e., o =«x/y, y g =gy, 2

En cuanto a la solucién estacionaria no trivial, con un poco de algebra se obtiene
el siguiente resultado (linicamente damos aqui el valor de la intensidad por mor de
brevedad, y daremos el valor estacionario de x,_ més adelante)
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2 b ABZ - B
= : 4.
¢ 20 CB*+H (5:4.2)
con
A =2gy,n, (I —b) = 2§(2bT + by, +7v,I),
B =by,Y.,[€ ,
C=4b(b+3I') +4y,(3b+ 1),
H = by,y,u(b +30),
A 2
&=-gn, + c[l +(——°) J . (5.4.3)
o+l

Al ser positivo el denominador de la Ec.(5.4.2) (C y H son coeficientes positivos),
la condicién de existencia de esta solucién es AB2 — B > 0, condicién que se reduce a la
condicién A >0 si (32 es lo suficientemente grande toda vez que B es positivo (£ es
positivo porque ny < 0 al no haber bombeo incoherente). Ahora bien, para que A =0 han
de verificarse las siguientes condiciones

2 thr
g 2 glhr = o’nac(Zbr +an +Y,r)[l+(—AL) ]M

s+1) |T-T,
C>T El-3n,, Y.b
T M Ya-va
v, 2y =2l | (5.4.4)

ac

En nuestro caso-adoptaremos para las relajaciones los mismos valores que ya
adoptamos en el LGBO-D, y por tanto y,r=0.004 y [, =0285. Verificamos
perfectamente , por tanto, las dos primeras condiciones (trabajamos con valores grandes
de g). El problema puede venir del pardmetro I" (recordemos que es la relajacién de la
coherencia existente entre los niveles b+ y b-). En cualquier caso resulta sorprendente la
existencia de un valor umbral en I'. Volveremos sobre este punto en el siguiente

apartado.
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En la Fig.5.2 representamos el valor del bombeo necesario para que se produzca la

emision, i.e.,

Pha = 5 * (5-4.5)

en funcion de la relajacion f y para diversos valores de la desintonia de la cavidad Ac

Ist

Fig.5.2. Dependencia del umbral de

emision (3(st con la relajacion de la

coherencia entre los subniveles magnéti-

cos degenerados, T, para diversos

0.08 valores de la desintonia de la cavidad
Ac, g=2800 y a=15. Se aprecia
claramente la existencia de un valor
umbral en la relajacion f.

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Notese el rapido incremento que sufre este primer umbral a medida que T-*rthr. En la
Fig.5.3 representamos el comportamiento de la intensidad de salida a 2 frente al bombeo
(3 para diversos valores de T y desintonia nula (a) y para T = 0.5 y diversos valores de

la desintonia (b). Notese el marcado cardcter no lineal de la salida.

24 10

0.0 0.1 0.2 0.3 04 2 0.5 0.0 0.1 0.2 0.5 04 2 05

Fig.5.3. Dependencia de la intensidad emitida a 2 con la intensidad del campo
de bombeo p2 para (a) Ac =0 y varios valores de T y (b) T=0.5 y varios
valores de Ac. Otros parametros: g = 2800, ct= 1.85 y el resto de parametros
como en el Capitulo 4 (linea de 81.5 pm) salvo la poblacion del nivel
superior que vale ahora la mitad [ver comentario a las Ecs.(5.2.25)]. Notese
como el bombeo es mucho menos eficiente cuanto menor es f (a).
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5.4.b. Anélisis lineal de estabilidad.

Linealizando las Ecs.(5.2.25) tal y como se describié en el Capitulo 2 obtenemos

para la perturbacién 5u = col[Spaa, Spbb, SDbc, Syba, 5x+ , 5xcb, Sych, Sa] las siguientes
ecuaciones

2Su(t) = L 5u(t) (5.4.6)

ay, O 0 45 0 0 0 0
0o -b o 23 0 0 2a 2yc
0 -b 2(3 0 0 6a 6X*
3 0 "yar (3 0 0 0
0 0 0 23 -r 0 2a 2y
0 0 0 0 0 -
1 a ) &% a
X
0 0 -a 0 -a —E +2g—) -1 g -(Arfct+”"-)
a
0 0 0 0 0 0 ~g -a

Analicemos primero la solucion trivial (5.4.1). Para sustituirla en |L - (il I=0,

con I la matriz identidad 8x8, habremos de tener en cuenta que

a g
AN =-1-2 A cC (5.4.7)
a ga +l1

relaciones que se obtienen facilmente al anular las derivadas temporales en (5.2.25).
Sustituyendo ahora la solucion trivial se tiene una ecuacion caracteristica factorizada en
dos polinomios, uno de orden 5 que no contiene informacion relevante (s6élo contiene

las constantes de relajacion de la materia) y otro de orden tres. Esta ltima se escribe

(i3+c,n2c2i +c3=0 (5.4.8)

c,=2(a+ 1
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c2=(a+ D2+a[l - (Nbe+ xH ] + (C2- a+ 1§

c3=cafcr+ D1+ §(ar+ 1) - (Nbct XH ]

§«[8/(o+1)]2

y (Nbc+ x+.) dado por (5.4.1). Puede comprobarse que esta ecuacion caracteristica no
permite ninguna bifurcacion de Hopf si nbe< 0. Unicamente permite una bifurcacion
pitchfork (PB) para unas condiciones que coinciden exactamente con las (5.4.3) de
existencia de la solucion no trivial. Por tanto, la solucién trivial se bifurca a través de

una PB a la solucion no trivial (5.3.2).

Para la solucion no trivial se obtiene una ecuacion caracteristica de orden 8. Dada
la imposibilidad de obtener resultados analiticos de una ecuacién de orden tan alto,
llevaremos a cabo el analisis de estabilidad numéricamente. Ademadas, nos vamos a
limitar a estudiar la estabilidad del sistema en condiciones de perfecta resonancia de la

cavidad, i.e. Ac=0.

30
20
8
10 r=i.0
4
r=0.5
o o
2 3 4 5 6 o 1000 2000 3000 4000
/c g

Fig.5.4. Representacion del cociente de umbrales (P2,yPist)2 en fondon de
(a) las pérdidas de la cavidad ct (para g =2800) y (b) de la ganancia (para
ct = 1.85) ambas para diversos valores de T. El resto de los parametros de los
parametros del sistema toma los mismos valores que en el Capitulo 4.

Los resultados numéricos obtenidos quedan reunidos en la Fig.5.4, donde hemos
representado el cociente entre el umbral de inestabilidades P2nd obtenido
numéricamente y el umbral de emision (RIst dado por la Ec.(5.4.5) frente a las pérdidas
de la cavidad cr [Fig.5.4(a)] y frente a la ganancia g [Fig.5.4.(b)] para diversos valores

de la relajacion de la coherencia entre los subniveles superiores, f. Por encima de las
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curvas la solucion estacionaria (5.4.2) es inestable. Obsérvese la existencia de una
condicion de mala cavidad para a por debajo de la cual no se obtienen inestabilidades
asi como la existencia de un valor minimo para el cociente de umbrales del orden de 2,
incompatible con el modelo de Lorenz si queremos identificar este cociente de P7 con el
cociente de r de aquél. Notese también como la relajacion T tiene una notable
influencia, sobre todo con respecto a cudl es la condicion de mala cavidad (para T = 0.5
es menor que para los otros dos valores de O y para valores grandes de (ardonde, para T
lo suficientemente pequefia aparece un nuevo valor limite. De hecho, parece que la
disminucion de T implica una reducciéon del dominio de inestabilidades. Asi, el
comportamiento es parecido al del modelo de Lorenz si tomamos valores de T entre 0.5
y 1, al menos por lo que respecta a la existencia de una condicién de mala cavidad y al
aspecto general de la curva,' y distinto fuera de este rango. Ahora bien, como veremos
mas adelante, estas conclusiones son prematuras porque los cocientes de umbrales de

ambos modelos no son comparables tal y como estan definidos.

La Fig.5.5 muestra el cociente de umbrales frente a T para dos valores de las
pérdidas de la cavidad Resaltemos la existencia de un valor minimo de T por debajo del
cual no hay inestabilidades, y que, tras alcanzarse un minimo para T <0.5, un aumento
de T hace aumentar notablemente el cociente de umbrales, apareciendo incluso una
nueva asintota para valores altos de T, como puede apreciarse claramente en la figura en
el caso de ar= 1.85. Asi, esta curva sugiere, junto a las figuras anteriores, que un
aumento de T conlleva un aumento de la condicion de mala cavidad. Todo esto abunda

en lo comentado anteriormente.

Fig.5.5. Dependencia del cociente de umbrales con
(7=1.85 la relajacion T para dos valores de las pérdidas de

8 la cavidad. Notese la existencia da una asintota
vertical en el valor y como un aumento de T
6 conlleva un aumento rapido del cociente de
=5 umbrales una vez sobrepasado el minimo. Esto
4 implica un aumento del valor de las pérdidas
necesario para obtener inestabilidades a medida
2 que T aumenta, extremo que se aprecia claramente
en la curva de a = 1.85 donde incluso aparece una

0 nueva asintota para valores altos de T.

0 2 3 4

Hemos de resaltar lo sensibles que son los resultados expuestos en este
subapartado respecto al valor de la diferencia de poblaciones térmica nbc. Esto es
particularmente claro en el valor del primer umbral P2,st [Ec.(5.4.5)] que es directamente

proporcional a -gnbc siendo g un numero alto.
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5.4.c. Comportamiento dinamico.

El comportamiento dinamico de este modelo ha sido extensivamente estudiado
por sus autores [Arjona et al, 1990a; 1990b; 1991; Corbalan ef al, 1991] y nosotros no
pretendemos extender este estudio. Ellos han mostrado mediante el diagrama de
bifurcaciones, representaciones de la intensidad y de los atractores y mediante el estudio
de la dinamica de la fase que: (i) el modelo muestra comportamiento tipo Lorenz y (ii)
que este comportamiento es tanto mas notable cuanto menor es el valor de T. Nosotros
unicamente vamos a insistir en este ultimo aspecto a través del mapa de intensidades
para algunos casos de comportamiento cadtico utilizando los mismos parametros que ya

utilizamos en el estudio del LGBO-D para la linea de 81.5pm.

La Fig.5.6. muestra dos casos tipicos de comportamiento cadtico de la intensidad

para g =2800, Y =2y ct= 1.85 [Fig.5.6(a)] y ct=5 [Fig.5.6(b)] (el resto de parametros

12 12
1 n+ 1
8

4

4 8 12
/ n+7
2
250 300 350 400
T

Fig.5.6. Evolucién de la intensidad en el caso T=2 para 2=0.089 y
ct= 1.85 (ay b) y para P2=0.09 y ct=5 (c y d). Néotese el marcado caracter
tipo Lorenz en ambos casos. Estos calculos han sido realizados con hard
mode excitation (condiciones iniciales de liser apagado) y los bombeos son
menores que los correspondientes al umbral de inestabilidades obtenido del
analisis lineal de estabilidad, que vale P2= 0.131 para el primer caso y
p2 = 0.1 para el segundo.
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como en el Capitulo 4). Estos registros han sido obtenidos mediante hard mode
excitation (condiciones iniciales de laser apagado) y es patente el comportamiento tipo
Lorenz con los caracteristicos spirallings. En particular, nétese que los mapas de
intensidad muestran una sola clspide, como corresponde al modelo de Lorenz, salvo
para el caso de la Fig.5.6(a) que tiene una segunda estructura, casi imperceptible, en la
parte de la izquierda. Esta segunda estructura se debe a la presencia de un primer pico de
altura excesivamente pequefia al principio de cada spiralling y se hace algo mas
evidente si se utilizan valores mayores de T. La Fig..5.7 muestra otro ejemplo
correspondiente a un valor menor de Y (r =0.3) y a = 1.85. No hemos podido obtener
un registro para a =5 porque en este valor de las pérdidas, no hay inestabilidades
[Fig.(5.3.a)]. De nuevo en este caso el comportamiento es tipo Lorenz y ahora ya no hay

ninguna discrepancia.

Fig.5.7. Igual que la Fig.5.6 solo que ahora Y =0.3 y P=0.63. En este caso
el segundo umbral se encuentra en 3= 0.66.

También hemos realizado calculos para valores mayores de T. En particular,
cuando T =3 sucede algo cualitativamente nuevo: el unico comportamiento dinamico
exhibido por el modelo por encima del segundo umbral es un comportamiento peridodico
si bien con hard mode excitation se pueden obtener comportamientos cadticos. Este
hecho estd en claro desacuerdo con el modelo de Lorenz. Asi pues, el comportamiento

del LGBO-M es tanto mas parecido al modelo de Lorenz cuanto menor es el valor de T.

En [Corbalan ef al, 1993], donde los calculos se realizaron por integracion de las
Ecs.(5.1.3) para valores algo distintos de algunos pardmetros, se obtenia un
comportamiento diferente en el sentido de que siempre aparecia una doble estructura
como la de la Fig.5.6(a) pero mas marcada. Esa doble estructura tendia a desaparecer a

medida que T se aproximaba a si bien nunca desaparecia totalmente. Entonces se
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penso que esta era una diferencia con el modelo de Lorenz. Sin embargo, la diferencia
con el modelo de Lorenz radicaba, mas bien, en el hecho de que nunca se obtuviesen
mapas de intensidad sin doble estructura ya que, segin hemos comprobado, este tipo de
doble estructura en el mapa de intensidades también aparece en el modelo de Lorenz
para valores suficientemente altos del bombeo.

Los calculos que aqui presentamos no muestran estas diferencias con el modelo de
Lorenz y la razon radica, probablemente, en haber tomado valores de los parametros
diferentes a los tomados en [Corbaldn et al, 1993], en particular, un valor menor de la
ganancia g (casi la mitad). En cualquier caso estas sutiles diferencias no afectan al
nucleo del asunto: el modelo con polarizaciones ortogonales presenta un claro
comportamiento tipo Lorenz particularmente para valores pequefios de I'.

Para finalizar sefialemos que con el LGBO-M no hemos sido capaces de encontrar
trazas de intensidad con el primer pico excesivamente alto (es decir, no hemos obtenido
mapas de intensidad del tipo de los obtenidos experimentalmente y, para ¢ grande, con
el LGBO-D) a pesar de haber realizado célculos para diferentes valores de . En otras
palabras, no hemos sido capaces de reproducir las desviaciones que del comportamiento
tipo Lorenz se observan en el experimento. Esto parece sugérir que el origen de la doble
cispide radique en lo que no es comun a los modelos LGBO-M ortogonal y LGBO-D, a
saber, los efectos coherentes de bombeo o, si se prefiere, la coherencia Raman. En
cualquier caso, este resultado nos previene respecto a su posible aplicacion del LGBO-
M ortogonal al dispositivo experimental. Volveremos sobre este punto.

5.4.d. Origen del comportamiento tipo Lorenz, Modelo simplificado.

A lo largo de este apartado hemos ido viendo las caracteristicas principales del
LGBO-M ortogonal. En particular hemos visto que: (i) la solucién estacionaria no
muestra un comportamiento lineal con el bombeo (lo que podria ser una diferencia con
el modelo de Lorenz), (ii) el anlisis lineal de estabilidad muestra un comportamiento
del umbral de inestabilidades semejante al del modelo de Lorenz, para un cierto rango
de valores de I, en cuanto a la ngcesidad de un valor minimo de las pérdidas, la |
necesidad de un bombeo minimo y en cuanto a la estructura generai de la curva pero sin
llegar a un acuerdo cuantitativo, y (iii) el comportamiento cadtico es claramente de tipo
Lorenz, especialmente cuando I' tiende a I, apareciendo comportamientos no
comparables a los del modelo de Lorenz para valores altos de I'. Nuestro propésito es
interpretar el origen de este comportamiento.
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Para llevar a cabo una comparacién mas comoda con el modelo de Lorenz-Haken
definimos las variables

E(t) = V2 a(t) e-i¢®)
P(t) = —iv2 & p, (e |
c

D(t) = 2 Nuel®) + X (0] (5.4.9)
y utilizando las Ecs.(5.2.25), obtenemos ficilmente

dE

—=-cE+0oP,

dt

£=—[1—iAc]P+ED,

dt '

dD * * g

H—=b(r—D)+2(EP +PE") - (' -b)2x, (5.4.10)
T c

que han de ser completadas con

X~ _rx+2py + Z(EP* + PEY),
dt 2g

dy
—_— = + - — X ,
it YabY + B(Pob— Paa= X)
d
% = —YPaa T A, +4Py,

]

d -
g:b =~YpPpp + Ay — 2By + i(EP* +PE"), (-4.11)

donde r = ny.g/c y donde hemos simplificado la notacién quitando los subindices +- en

las variables x e y.

Las Ecs.(5.4.10) mas las (5.4.1 1) son completamerite equivalentes a las originales
(5.2.25) pero nos permiten apreciar mucho mas claramente los parecidos'y diferencias
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con el modelo de Lorenz. En particular, es claro que la unica diferencia entre las
Ecs.(5.4.10) y el modelo de Lorenz-Haken de las Ecs.(1.2.5) radica en el término extra
g(T - b)x(t)/a que aparece en la ecuacion de evolucion de la diferencia de poblaciones

(aparte de la diferencia formal trivial de haber fijado el referencial a la frecuencia de la
cavidad).

(Por qué aparece so6lo esta diferencia?. La razén es obvia: ya vimos en el apartado
anterior que en la configuraciéon ortogonal no hay procesos Raman. Asi pues, la Unica
influencia del bombeo Optico tiene que ser un acoplamiento a través de la poblacion del
nivel comun, que es justamente el acoplamiento que tenemos. Por otra parte, la simple
inspeccion visual de las Ecs.(5.4.13) da una explicacion intuitiva de por qué el parecido
entre el LGBO-M ortogonal aumenta a medida que T disminuye ya que, cuanto menor

es f, menor sera la influencia dinamica del bombeo optico.

Fig.5.8. Diagrama de flujos mostrando
los acoplamientos existentes entre las
diferentes variables del modelo LGBO-
M ortogonal. Notese como la variable x
actia como un mediador entre el
bombeo optico P y las variables laser.
Ninguna otra variable de la transicion
de bombeo tiene acoplamiento directo
con la variables laser.

Para entender mas claramente como influyen unas variables en otras en este
modelo, hemos representado en la Fig.5.8 un diagrama de flujos que muestra los
diferentes acoplamientos entre las Ecs.(5.4.10) y (5.4.11) de forma esquematica. Notese
como el unico acoplamiento indirecto del bombeo coherente con las variables Lorenz

ocurre a través de x, mientras que aquellas influyen en x y ptb directamente.

Un limite particularmente interesante es el limite T =b. En este caso el término
extra de la ecuacion de evolucion de la diferencia de poblaciones se anula y tenemos un
conjunto de ecuaciones isomorfo al modelo de Lorenz-Haken. Pero, curiosamente, en
este caso el laser no funciona sea cudl sea el valor de la intensidad de bombeo P2 porque
no hay acoplamiento del bombeo coherente con las variables Lorenz y r <0 por serlo
nbc (no hay bombeo incoherente el LGBO-M). De hecho, tal y como vimos en la
Ec.(5.4.4), es necesario que T > para que el laser emita. Lo mas sorprendente del
caso es que si, con Y =Db representamos la diferencia de poblaciones entre los niveles

laser Nbc frente al bombeo P2 (Fig.5.9) obtenemos que el valor de Nbc es positivo, es
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decir, tenemos una clara situacion de inversion de poblacidon sin emision laser (inversion

without lasing). Volveremos sobre esto en el apartado siguiente.

0.4
0.3
0.2 Fig.5.9. Dependencia de la diferencia de
’ poblaciones entre los niveles laser con la
intensidad del campo de bombeo para T=b. A
pesar de hacerse positiva para un cierto valor
(muy pequeio) de p2, el laser no emite. Se trata
0.0 de una situacion de inversion without lasing.
0.0 0.5 1.0
Pero volvamos a los casos Y > en los que si hay emision. La Fig.5.10 muestra

una evolucioén temporal tipica de la variable x(t) (en este caso para un régimen caotico).
Se trata de una oscilacion alrededor de un valor medio no nulo que resulta en una
modulacion pequefia. Este tipo de evolucion nos sugiere una aproximacion que
simplifique el modelo de las Ecs.(5.4.10) y (5.4.11). Podemos aproximar x(t) por su
valor estacionario (que se haya proximo a su valor medio) en las Ecs.(5.4.10)
despreciando la modulacion de esta variable por ser pequefia, con lo cudl obtendremos

un modelo efectivo de Lorenz. Veamos como.

-0.0080 Fig.5.10. Evoluciéon de la variable x(t) en
funcién del tiempo para I'=0.3, a=1.85 y
20.0095 P=0.5. La wvariable tiene una pequefla

modulaciéon alrededor de su valor medio. La
linea horizontal continua marca el valor medio
- 0.0110 . de x y la linea a trazos marca su valor
estacionario. Notese que ambos estan muy

_0.0125 proximos.
350 400 450

El valor estacionario de x es

4b Ap2-B
g Cp2+H

2'
1 b ’
X=— bnor— 1+ Al (5.4.15)
U J

+ a
«

Podemos entonces reescribir el modelo de las Ecs.(5.4.10) y (5.4.11) como
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— =-aE+aP,
dt

dp )
— =-[1-1iAc]P +ED,
i

E =b (r*ff- D)+ 2(EP* + PE*), (5.4.13)
X

es decir, tenemos un modelo de Lorenz con un pardmetro de bombeo definido como

4 AP - B
R (5.4.14)

I+ ¢c1) ccp2+H

con A, B, C y H dados por las Ecs.(5.4.3). La Fig.5.13 muestra el comportamiento del
bombeo efectivo reff frente al la intensidad de bombeo (2 para diversos valores de T.
Notese como existe un valor de saturacion, es decir, aunque aumente la intensidad del
bombeo Optico, no aumentard el bombeo Lorenz efectivo. Ademads, este valor de
saturacién es alcanzado relativamente pronto (para 3< 1). Por otra parte es claro que
cuanto menor es T, menos efectivo es el parametro 4* no llegandose a alcanzar el

umbral de emisién (rlst= 1+ [Ag/(a + 1)]2) para ningun valor de p si f <

r=>5
’ 900

600

Fig.5.11. Dependencia del parametro efectivo de

r=i bombeo " con el parametro real de bombeo, (2.
Notese lo altamente no lineal que es esta
dependencia, alcanzandose la saturacion de r para
valores relativamente bajos de 32.

Este es un resultado interesante. El modelo de las Ecs.(5.4.13) es, evidentemente,
el modelo de Lorenz-Haken pero, por construccidn, su solucioén estacionaria es la misma
que la del modelo LGBO-M ortogonal. En particular, se verifica que E2no es lineal con
P2 sino con r~. Por esta razéon podemos afirmar que la no linealidad de E2 con P2 no
constituye a priori una diferencia con el modelo de Lorenz (comentario que ya

adelantamos a propodsito de la solucion estacionaria del LGBO-D) y que el valor del
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cociente (By,4/B1s)? N0 es una cantidad directamente comparable con la r,,4 del modelo
de Lorenz.

Para comprobar la bondad de este modelo simplificado -podemos llevar a cabo su
andlisis lineal de estabilidad y compararlo con el resultado que obtuvimos
numéricamente con €l modelo completo en un subapartado anterior. Para ello (nos
limitamos al caso de resonancia) habremos de hacer uso de la Ec.(1.2.9) que proporciona
el valor del segundo umbral en el modelo de Lorenz en resonancia pero utilizando ref en
lugar de r. Haciendo esto obtenemos para el segundo umbral la expresion

B+ HK
A-CK

(5.4.15)

2
Blnd =

0'(0'_+b+l)(0'+1)
K= 4(c-b-1)

y A, B, C y H los definidos anteriormente [Ecs.(5.4.3)]. La extension al estudio de
desintonia no nula suponé, simplemente, el uso de la Ec.(1.3.3). No lo haremos para no
complicar mas el problema. El resultado se muestra en las Figs.5.14 y 5.15. En la
primera de ellas representamos (B,,4/B,)? frente a ¢ y g respectivamente para varios
valores de I. Esta figura han de ser comparada con la Fig.5.4. Es claro que el acuerdo es
cualitativamente bueno y es tanto mayor cuanto menor es el valor de I', aumentando
rapidamente las discrepancias a medida que este pardmetro aumenta. Esto se ve mas
claramente es la Fig.5.15 donde representamos la dependencia de (B,,4/Bs)? con I” para
dos valores de o [Fig.5.15(a)] y el cociente entre el valor obtenido del analisis de
estabilidad numérico de la Fig.5.5 y el del modelo aproximado [{Fig.5.15(b) y (c)]. Aqui
se ve claramente que el modelo simplificado reproduce bien los resultados cuando I se
halla dentro de un pequefio intervalo alrededor del valor 0.4. Esto encaja bien con el
comportamiento dindmico descrito més arriba y hemos de concluir que los efectos
despreciados al hacer la aproximacion x(t) = Xpc no tienen mucha importancia cuando I
es proximo, pero no demasiado, a Iy, de ahi el buen comportamiento del modelo
simplificado, y van cobrando importancia rapidamente a medida que I" aumenta, lo que
explica que los spirallings sean cada vez menos claros. La discrepancia que aparece
para valores altos de I nos permite, por otra parte, entender porqué cuando I" es grande
el Unico comportamiento dindmico exhibido por encima del segundo umbral es
periédico. Que el umbral real (Bnm) sea mucho mayor que el del modelo aproximado
(B®x) implica que el valor de rff correspondiente al segundo umbral real del sistema
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serda muy grande y recordemos que para valores altos de r el comportamiento del modelo

de Lorenz es periddico.
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Fig.5.14. Resultado
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del analisis lineal del modelo simplificado de las
Ecs.(5.4.13). En general el comportamiento del cociente de umbrales es
parecido al obtenido del analisis de estabilidad numérico de las Ecs.(5.3.25),
particularmente para valores de T entre 0.5 y 1. Los pardmetros toman los
mismos valores que en la Fig.5.4.
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Fig.5.15. (a) Dependencia del cociente de umbrales
obtenido del analisis del modelo simplificado con T
para dos valores de a. (b y c¢) Dependencia del
cociente entre los resultados de la Fig.5.5 (obtenido

(7=5 a partir del andlisis del modelo sin simplificar) y la
figura (a). Notese que el modelo simplificado
funciona bien alrededor de T = 0.35.
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Asi pues, el modelo simplificado nos ha permitido entender claramente el origen
del comportamiento tipo Lorenz del LGBO ortogonal y cuantificar las discrepancias que
aparecen para valores altos de I". Sin embargo, quedan algunos aspectos por explicar:
(cudl es el origen fisico de las diferencias existentes entre los casos paralelo y
ortogonal?, ;por qué hay procesos Raman en un caso y no en el otro?, ;qué significado
tiene la existencia de una [, 2.

5.5. Interpretacion en términos del dtomo vestido: atrapamiento de poblacién
sensible a la polarizacién.

Ya hemos comentado que cuando I' = b el laser no emite sea cual sea el valor de
la intensidad de bombeo P2, hecho tanto mds sorprendente cuanto que existe una
diferencia de poblaciones positiva entre los niveles laser (Fig.5.11), es decir, tenemos
una situacion de inversion without lasing (inversion de poblacién sin emision laser)
[Mandel y Kocharovskaya, 1991]. Para poder entender este comportamiento, vamos a
analizar el modelo desde el punto de vista del atomo vestido [Cohen-Tannoudji y
Reynaud, 1977], tratamiento que consiste en obtener los estados propios del
hamiltoniano de interaccién del sistema.

Para ello escribimos el hamiltoniano del sistema de la forma

H=H,+H,, (5.5.1)

con H, el hamiltoniano atémico y H, el hamiltoniano de interaccién, dados por

H, = -#{|a)o, (a] +|c)o (c]], (5.5.2)
H, = -[i,. -f|a)(+ |+ o -Erla)(~] + By, B+l + e £ -el]+ C.H.

donde hemos tenido en cuanta la regla de selecciéon Am;=+1 y hemos tomado como
origen de energias la energia de los niveles degencrados + y —. Nétese que o en la.
Ec.(5.5.2) no denota ahora la frecuencia de la cavidad sino la energia del nivel c. El
" resto de simbolos mantiene su significado habitual: el indice +(—) denota la componente
dextro (levo) en los campos y también denota el subnivel b con my;=+1 (m; = +1), y H;
denota el elemento de matriz ij del operador momento dipolar. La ecuacién de evolucién
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de la matriz densidad viene dada por la ecuacién de Schrédinger-von Neumann, que se
escribe

dp i
-+ - __[H,p]+Tp, 5.
m h[ | p]+Tp (5.5.3)

donde el operador de Liouville I' describe los procesos de relajacion y bombeo
incoherente. De la Ec.(5.5.3) es de donde se obtienen las ecuaciones de evolucién del
sistema que dimos mas arriba [Ecs.(6.1.3) con g€ =0].

Para obtener los estados vestidos del sistema es necesario trabajar en una imagen
de interaccion. Definimos el operador unitario

U(t) = exp[iH,t/ 2], (5.5.4)

con

H, =-#[|2)Q,(a|+|c)Q(c|] , (5.5.5)

donde €, es la frecuencia del campo i= 1(generado), 2(bombeo). La ecuacion de
Schrédinger-von Neumann en la nueva imagen se escribe

dp_ irm ~
9?:-’; H,.p]+(Tp), (5.5.6)

donde O(t) = U*(t)O(t)U(t) siendo O(t) un operador cualquiera y

A, —2B*expl~i¢;) 2B exp(-io;) 0

~ | -2pexlio;) 0 0 ~2a*exp(id])
1= ~2B"explio;) 0 0 20 "explio;) (5:3-7)
0 “2a’exp(-ip;) —2cexp(-id}) A,

Nétese que H, es independiente del tiempo siempre que las amplitudes de los
campos lo sean. Hasta ahora hemos fijado la polarizacién del campo generado en la
direccién ¥ y hemos considerado variable la polarizacion del campo de bombeo (casos
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paralelo y ortogonal). Sin embargo ahora resulta mas conveniente, por razones de
claridad en los resultados, considerar fijada la polarizacién del campo de bombeo y
variable la del generado (evidentemente esto no afecta a los resultados). Asi pues,
consideremos que el campo de bombeo tiene polarizacion lineal en la direccién X. Para
ello hemos de tomar B* =B~y ¢,”=¢," + = (es trivial comprobar sustituyendo en las
expresiones de los campos (5.1.2) que asi se obtiene polarizacién lineal en la direccién
X).

Nosotros estamos interesados en las condiciones necesarias para la amplificacién
del campo generado. Lo mas sencillo entonces es considerar que el tinico campo que
actia sobre el sistema es el de bombeo, i.e., tomar a* = o~ = 0. Podemos calcular asi
cuales son los niveles del dtomo vestido por el campo de bombeo, es decir, los estados
propios del hamiltoniano 'de interaccion cuando atn no se ha amplificado el campo
generado. Asi pues, diagonalizamos el hamiltoniano H,, y los autovalores obtenidos

son

H,|b)=0|b) -

)= -ala, & +168°)r)

H,|c) =24 |c) (5.5.8)
siendo

1) =N, o)+ —— 2 (|-)-|+)) (5.5.9)

A, £A +16p*

los estados propios, es decir, los estados vestidos de las moléculas bombeadas (N, es el
factor de normalizacién).

Ahora podemos calcular la probabilidad de transicién desde los estados vestidos al
nivel inferior laser |c). Para ello suponemos la presencia de una pequefia sefial del
campo generado £,. Esta probabilidad viene dada, en la aproximacién de Born, por

2 - 3282
16B% + A% £ A% +32p?

Wir, ) e, [ o) aexplit’)-a-explio” )
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W(b > c) o (B[, )| cfoexp(ie) +aexp(ip- ) (5.5.10)

Noétese que, en general, estas probabilidades no son nulas pero en el caso de un
campo generado linealmente polarizado (lo que supone que a" y o sean iguales),
algunas de estas probabilidades pueden anularse, dependiendo del valor de la fase
relativa entre las componentes levo y dextro, (¢* - ¢7).

En el caso paralelo, i.e., que el campo generado esté polarizado en la direccion
%,lo que supone tomar a'=a” y ¢,"=¢,”+m, se observa que W(b—c)=0 y
W(r,—c) # 0. Por tanto, en el caso paralelo los estados |r,) estan conectados con el
estado |c) via £, revelando la existencia de procesos Raman ya que los estados |r, )
tienen proyeccién no nula en el estado |a). Por tanto no hay nada extrafio en el caso
paralelo ya que tenemos tanto procesos paso a paso como procesos Raman.

Por el contrario, en el caso ortogonal los procesos Raman estidn prohibidos. En
efecto, tomando el campo generado polarizado linealmente en la direccién ¥, i.e.,
a*=a"y ¢," =¢,”, obtenemos que W(b—oc)20y W(r,—c) =0, es decir, los estados
que en el caso paralelo no estaban conectados lo estan ahora y viceversa, y como el
estado |b) no tiene proyeccion en el estado |a), no hay brocesos Raman, Asi pues, la
ausencia de procesos Raman en el caso ortogonal tiene su origen en un fenémeno de
interferencias cudnticas entre los canalesa > b+ >cya—>b-—>c

Podemos visualizar entonces el cambio de polarizacién en el campo de bombeo
como un cambio de las conexiones entre los estados del atomo vestido por el campo de
bombeo y el estado |c) (Fig.5.16), cambio de conexiones que provoca las enormes
diferencias existentes entre los casos paralelo y ortogonal. Nétese que todas estas
conclusiones son independientes del esquema de relajaciones elegido.

+
(@) -
C
a
r+ ~ , i
b Fig.5.16. Esquema que muestra las conexiones
— r— posibles entre los distintos niveles. (a) é4tomo
X - desnudo, (b) 4tomo vestido en el caso paralelo y (c)
© K dtomo vestido en el caso ortogonal. Las lineas
| , continuas denotan las interacciones posibles y las
~c] lineas a trazos las prohibidas.
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Podemos calcular ahora la condicién de emision en el caso ortogonal imponiendo
que exista inversion de poblacion entre el estado vestido |b) y el estado|c). Para ello
habremos de calcular la poblacién del estado |b), que viene dada por

Pe = <B|P|5> = ((+[+(=1e(] +)+-))=p.. +p_+p, +p_. = 2(py, +x,_)
y tomando para py, el valor de la solucién estacionaria del caso ortogonal resulta

4y,(T - b)n,, B
4[by, +(y, +b)C]p* +2y,y,,b+

Pes =Dy + (5.5.11)

bI?AL
2[32 + FYAb

Es evidente que el valor mayor de poblacién en el nivel |b) se alcanzard cuando B2—»co.
En este limite, la inversion de poblacidn entre los dos tinicos niveles acoplados vale

© _ nac(yé_Y;hr)(r'rthr)
be ™ yub+(yy+2b)C

(5.5.12)

con [y, y v,%* las mismas que fueron definidas en las Ecs.(5.4.4)

Obtenemos asi el resultado de la existencia de un valor limite en I por debajo del
cual el laser no emite y ademads su significado esta claro ahora: para que el laser emita es
necesario que haya inversion de poblacién entre los dos unicos estados acoplados en el
caso ortogonal, pero como el estado superior no es el estado |+) ni el |-) sino una
combinacién lineal de ambos que depende de la coherencia entre esos dos estados, la
condicién de inversién conlleva una condicién sobre el tiempo de relajacion de esta
coherencia.

Por otra parte, la Ec.(5.5.12) también contiene la existencia de un valor umbral en
el valor de la relajacion del nivel a, y,%", ya que el numerador ha de ser positivo.

. Recalquemos para concluir que la existencia de inversion sin emision laser en este
esquema es sensible a la polarizacién relativa de los campos: pasando de polarizaciones
paralelas a polarizaciones ortogonales deberia poder observarse este fendémeno si
[ <Ty, Seria, por tanto, muy interesante encontrar un medio material para el que el
modelo LGBO-M fuera aplicable y llevar a cabo experimentos con él.
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5.6. Conclusiones. Sobre la aplicabilidad del modelo LGBO-M al ldser de
NHJ.

A lo largo de este capitulo hemos estudiado detalladamente el modelo LGBO-M
en los casos de polarizaciones lineales de los campos de bombeo y generado. En
particular hemos conseguido justificar que:

— En el caso en que las polarizaciones de ambos campos son paralelas el LGBO-
M ha de mostrar un comportamiento muy diferente al del modelo de Lorenz-
Haken y muy similar en de los LGBO homogéneos de tres niveles ya que, en el
limite ' = b ambos modelos son isomorfos.

— En el caso ortogonal el comportamiento ha de ser muy parecido al del modelo
de Lorenz si I supera un cierto valor umbral ya que: (i) no hay prdcesos a dos
fotones y (ii) la tnica diferencia que aparece en el modelo con respecto al
modelo de Lorenz-Haken, el mecanismo coherente de bombeo, puede ser
entendido como un bombeo no lineal efectivo en el limite de (I" - b) pequefio.
En este sentido hemos formulado un modelo simplificado que nos ha permitido
comprender diversos aspectos de la dindmica del sistema. Podrian construirse
modelos simplificados mas realistas (por ejemplo, manteniendo la ecuacién de
evolucién de la coherencia entre los subniveles magnéticos degenerados, x, _, y
haciendo constante su unico acoplamiento con la transicién de bombeo, la
variable y,, de manera que permitiriamos una cierta modulacién en el
bombeo). Sin embargo, no obtendriamos mas informacion sobre el origen del
comportamiento de tipo Lorenz y el sistema seria mas complejo.

— EI origen de la ausencia de procesos Raman en el caso ortogonal (y de la
situacion de inversion sin laser que hemos descrito) radica en un fenémeno de
interferencias cuénticas que conlleva el atrapamiento de poblacién en alguno de
los niveles vestidos por el campo de bombeo. En el caso paralelo, el
atrapamiento de poblacion (que se produce en el nivel b) no tiene ninguna
consecuencia préctica pero, en el caso ortogonal (en el que el atrapamiento se
produce en los niveles vestidos r, y r), tiene como consecuencia los
fenémenos descritos.

Pero queda un hecho importante por discutir. Hemos comentado que estos
resultados estdn en acuerdo cualitativo con los resultados experimentales (en el caso
paralelo no hay comportamiento tipo Lorenz y en el ortogonal si, cf. Capitulo 3) pero,
¢es aplicable el modelo LGBO-M al laser de NH,?.
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Al principio del capitulo ya avanzamos que al no incorporar este modelo el
ensanchamiento Doppler del medio material no podia ser aplicable al experimento. Sin
embargo, algo podemos presumir sobre cual seria el resultado de la incorporacién del
efecto Doppler. En al caso paralelo obtendriamos el LGBO-D si I =b (ya que, en este
limite, el modelo LGBO-M paralelo es isomorfo al LGBO de tres niveles) y, por tanto,
obtendriamos comportamiento de tipo Lorenz. Si nos alejamos de ese limite apareceria
alguna diferencia pero seria, presumiblemente, pequeiia. En el caso ortogonal sélo
podemos elucubrar sobre el efecto de la incorporacion del efecto Doppler: en el mejor
de los casos continuariamos obteniendo comportamiento de tipo Lorenz pero,
seguramente, no conseguiriamos reproducir las desviaciones experimentales (doble
cispide en el mapa de intensidades) porque estas parecen deberse a los procesos Raman.
- En el peor de los casos perderiamos el comportamiento de tipo Lorenz.

Resumiendo: la incorporacion del efecto Doppler produciria la reproduccién de
los resultados experimentales con la configuracién de polarizaciones erronea: el caso
paralelo reproduciria los resultados experimentales de la configuracién ortogonal
(comportamiento de tipo Lorenz) y la configuracién ortogonal no lo haria (aunque
hubiese comportamiento de tipo Lorenz no reproducuiria la "doble cispide").

No obstante, existe un elemento previo mucho mas importante para ser cauto
respecto a la aplicabilidad del modelo LGBO-M a los experimentos del laser de NH;.
Este elemento es el valor del momento angular J escogido. En este modelo hemos
considerado el esquema mas sencillo posible para tener en cuenta la polarizacion de los
campos (J,=0, J, =1, J,=0), pero en las transiciones de la molécula de amoniaco en
que estamos interesados los valores de J son mucho mas elevados. ;Se mantendrian las
conclusiones que a las que hemos llegado si considerdsemos valores mayores de J?. La
respuesta creemos que es negativa.

Sea, por ejemplo, un esquema como el de la Fig.5.17(a) que considera un medio
material con J,=1, J, =0, J.=1. No es necesario hacer los cilculos para darse cuenta
de que, cuando el campo de bombeo vista la transicion a«»b, todos los estados vestidos
tendrdn proyeccion en alguno de los estados a+ o a-. En’ consecuencia,
independientemente de cual sea la polarizacion del campo generado, los procesos
Raman estaran siempre permitidos, a diferencia de lo que hemos visto a lo largo del
capitulo. Si consideramos un esquema J,=1,J,=1,J. =1, es claro que tenemos tanto el
esquema J,=0, J,=1, J,=0, como el esquema J,=1, J, =0, J.=1 [Fig.5.17(b)]. Es
posible demostrar que el acoplamiento entre estos dos subesquemas es proporcional a
(' -b). Asi, en el limite [=b su comportamiento serd una combinacién de los
correspondientes a cada subesquema y aunque habrd una cierta sensibilidad a la
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polarizacion de los campos (porque uno de los subesquemas es sensible a ello), no habra
tanta diferencia entre los casos paralelo y ortogonal como la que hemos encontrado en

este capitulo.

°-n rr J50 o

4 -, (a) ’ 4 =1 (fe)

Fig.5.17. (a) Esquema de una molécula con transiciones Ja= 1, Jb=0y Je= 1
En este caso habrd procesos Raman independientemente de cuales sean las
polarizaciones de ios campos, (b) Esquema de una molécula con transiciones
Ja=1, Jb= 1y Jc= 1. La dindmica de un laser con un medio material como
este serd un combinacion'del que se obtendria con el de la figura (a) (trazo
gruso) y con el estudiado a lo largo de este capitulo (trazo delgado).

Asi, si admitimos la validez de este razonamiento, parece que cuanto mayorsea el
valor de J, menor serd la influencia de la polarizacion de los campos. Evidentemente,
todo lo dicho requiere que se realicen los cdlculos cuidadosamente pero nosotros somos
de la opinion de que la polarizacion de los campos nojuega un papel significativo en

los experimentos llevados a cabo con el laser de amoniaco.

Asi pues, creemos que los resultados obtenidos no son directamente aplicables a
los experimentos y que, probablemente, sea el LGBO-D un modelo més adecuado para
este fin. Sin embargo, el modelo LGBO-M nos proporciona, por una parte, un claro
ejemplo de un mecanismo fisico que hace que un LGBO se comporte como el modelo
de Lorenz (a través de la supresion de los procesos Raman) y, por otra parte, el que los
fenomenos fisicos que presenta sean singulares y propios del esquema considerado los

hace ain méas interesantes y dignos de atencién experimental.
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Conclusiones generales

A lo largo de esta Tesis hemos estudiado diferentes aspectos de la dinamica del
modelo de Lorenz-Haken, en su primera parte, y la relacién que este modelo tiene con
los laseres de gas bombeados 6pticamente (LGBO), en su segunda parte. El propésito de
este ultimo capitulo es resaltar cudles han sido nuestras principales contribuciones
originales al tiempo que dar una vision unitaria de todo el trabajo. El dltimo apartado lo
dedicaremos a dar una vision general de por dénde creemos que deberian continuarse las
investigaciones en este campo y tendra, por tanto, un caracter mas especulativo.

6.1. Contribuciones al estudio del modelo de Lorenz-Haken.

Nuestra contribucion al estudio del modelo de Lorenz-Haken se ha concentrado en
dos aspectos: el estudio de la dindmica de la fase (Capitulo 1) y el estudio de la
influencia de la relajacién interna y la no igualdad de las relajaciones externas de las
poblaciones (Capitulo 2).

En el estudio de la dindmica de la fase hemos considerado la influencia de la
eleccion del marco frecuencial de referencia. Recordemos que la frecuencia del campo
se escribe

o® =2+ ()
que es una division arbitraria entre una frecuencia dependiente del tiempo $(t), y la
Jfrecuencia de referencia Q.

Tras resaltar el cardcter arbitrario de la eleccion de la frecuencia de referencia Q
(arbitrario ya que no existe ninguna restriccién matemadtica ni fisica que fije su valor),
hemos estudiado cudl es la influencia que su eleccién tiene en las representaciones
graficas de las variables que contienen informacién sobre la fase del campo. En
particular, hemos puesto de manifiesto mediante representaciones de diversas
proyecciones de los atractores (el field portrait entre ellas), que los atractores pueden
aparecer como cuasiperiédicos (caso de los referenciales de la cavidad, la frecuencia de
la transicién y la frecuencia de la solucion estacionaria) o periddicos con diferentes
aspectos (caso de los referenciales ©, y ©,, que fueron definidos ad hoc para preservar'
. ciertas propiedades en la evolucién de la fase) no habiendo ningiin criterio que permita
preferir uno u otro. También hemos estudiado la dependencia del valor de estos
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referenciales con los parimetros del sistema (desintonia y bombeo) poniendo de
manifiesto las discontinuidades que presentan.

Una vez identificadas las propiedades sobre las representaciones de estos
referenciales hemos identificado su significado fisico mediante el uso del espectro de
potencia del campo eléctrico. Mediante calculo numérico (y de forma inequivoca), los
referenciales ®, y @, han sido identificados como la frecuencia correspondiente al
centro algebraico del espectro del campo y la frecuencia fundamental del sistema,
respectivamente. Esta identificacion nos ha permitido entender las caracteristicas de las
representaciones que se obtienen en estos referenciales.

La identificacion del significado de estos referenciales anula la posibilidad de que
alguno de ellos pueda corresponder a algo asi como la frecuencia de emision del laser en
régimen dinamico, significado que en algin momento se les asigné [Zeghlache et al,
1988; Vilaseca ef al, 1990]. Nos hemos preguntado entonces si puede definirse una
frecuencia de emision del laser en régimen dindmico. En este sentido hemos calculado
cuidadosamente cuil es la frecuencia media de emision del laser que ha sido
inequivocamente definida. El resultado de su evaluacién numérica ha resultado
sorprendente: la frecuencia media de emision es independiente del régimen de emision
del ldser y coincide con la frecuencia de la solucién estacionaria inestable. El resultado
es sorprendente porque la intensidad media si depende del régimen de emisién.

También hemos investigado la fase geométrica introducida recientemente por
Ning y Haken recientemente para sistemas disipativos en régimen dindmico [Ning y
Haken, 1992a). En particular hemos demostrado analiticamente que la fase geométrica
es invariante al referencial elegido.

Finalmente, nuestro estudio nos ha permitido poner de manifiesto que la
identificacion habitual de saltos de m radianes en la fase del campo con cambios de
signo en el mismo (incluso la identificacion de caos homoclinico y heteroclinico
mediante estos saltos) puede ser errénea, ya que es fuertemente dependiente del
referencial utilizado. Unicamente cuando los saltos de & radianes coinciden con mesetas
planas en la fase parece poder hacerse esta identificacién. Resaltemos que la
aplicabilidad de nuestro estudio no se restringe al modelo de Lorenz-Haken y que es
aplicable a todos los ldseres monomodo.

En el Capitulo 2 hemos relajado la aproximacion usual de considerar que las tasas
de relajacion de los dos niveles laser sean iguales (y,= 7, =7,;) y que no haya relajacién
interna. Para ello hemos extendido el modelo de Lorenz, de una forma sencilla, para que
contemple relajaciones diferentes para cada nivel [hemos introducido el parametro
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a = (Yy—v1)/2y)] y para que contemple la relajacion interna del nivel superior al inferior
(parametro ¢ = ¥,4/y,). Tras la formulacion del modelo y su reelaboracién para que fuera
reducible a las ecuaciones de Lorenz en el caso a = ¢ =0, hemos pasado a estudiar sus
soluciones estacionarias y su estabilidad.

La estabilidad del sistema no se ve afectada cualitativamente por los nuevos
parametros, i.e., sigué existiendo una unica bifurcacion de Hopf que requiere un valor
minimo de las pérdidas de la cavidad o y un valor minimo del bombeo r, pero si se ve
afectada cuantitativamente. Si la relajacion interna es nula (¢ = 0) el laser es mas estable
(el bombeo necesario para alcanzar el umbral de inestabilidades es més alto) cuanto mas
diferentes son las relajaciones de ambos niveles (i.e., cuanto mayor es al valor de a). Si
la relajacién interna es no nula lo anterior sigue siendo valido si es el nivel superior el
que mas relaja (a ) 0) pero deja de ser cierta en el caso contrario. De hecho es posible
rebajar el valor minimo del segundo umbral hastar =7 en el limite a=-b — 0.

Finalmente, hemos estudiado la influencia de a en el diagrama de bifurcacion del
modelo en el caso particular ¢ =0 obteniendo como resultado una modificacién
cuantitativa de la extensién de los diferentes dominios cadtico y periédico pero no una
modificacién cualitativa. También hemos mostrado diversas proyecciones de los
atractores para diferentes regimenes dindmicos.

6.2. Contribuciones al estudio de la dindmica de los LGBO.

La segunda parte de esta Tesis la hemos comenzado con una revision critica de la
bibliografia dedicada al problema de la verificacion experimental del modelo de Lorenz-
Haken en un laser de NH; por el grupo de C.O. Weiss en Braunschweig [Weiés y Brock,
1986). Tras resaltar los problemas teéricos derivados de la no aplicabilidad de este
modelo al dispositivo experimental (en el que se utiliza bombeo 6ptico) y de que las
predicciones de los modelos de tres niveles de laseres de gas bombeados épticamente
(LGBO) son contradictorias con las observaciones obtenidas, hemos pasado a estudiar
en los Capitulos 4 y 5 los modelos LGBO con ensanchamiento Doppler del medio
material (LGBO-D) y LGBO con degeneracion magnética del nivel superior (LGBO-M)
que predicen comportamiento tipo Lorenz en ciertas condiciones.

En el Capitulo 4 hemos estudiado el modelo LGBO-D [Laguarta et al, 1988;
Corbalan et al, 1989]. Tras la exposicién del modelo y una reelaboracion del mismo que
permite identificar claramente sus diferencias con el modelo de Lorenz-Haken, hemos
procedido a su estudio numérico sistematico. Este estudio ha sido llevado a cabo con
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tres conjuntos de parametros diferentes que modelizan los experimentos llevados a cabo
con la linea de 81.5um (Caso 1), el mismo experimento pero no considerando la
desintonia del campo de bombeo (Caso 2) y el llevado a cabo con la linea de 374um
(Caso 3).

En el Caso 1, tras el estudio extenso y detallado de su diagrama de bifurcaciones
en ¢l plano definido por el bombeo y la desintonia de la cavidad, el comportamiento de
la intensidad y el estudio de la dinamica de la fase del campo hemos podido concluir: (i)
que el comportamiento exhibido por este modelo es tipo Lorenz (con algunas pequefias
diferencias en la dindmica de la fase y en la simetria del diagrama de bifurcaciones) y
(i1) que reproduce los resultados experimentales. Hemos extendido este estudio
numérico a otros valores de las pérdidas de la cavidad obteniendo como resultado
pequefias desviaciones del comportamiento tipo Lorenz (cbncretadas en la aparicion de
una doble estructura en el mapa de intensidades) que, de nuevo, estdn de acuerdo con
los resultados experimentales.

Para comprender la razén por la que el LGBO-D reproduce el comportamiento
tipo Lorenz, hemos llevado a cabo un estudio de los términos que diferencian ambos
modelos. Este estudio nos ha permitido concluir que, aunque los términos no comunes a
ambos modelos (relacionados con el bombeo 6ptico y con el efecto Doppler) no son en
absoluto despreciables, se comportan, aproximadamente, como versiones reescaladas de
los otros términos que aparecen en las ecuaciones de evolucién de la polarizacion P y de
la inversion de poblacién D. Este hecho hace que pueda definirse un modelo efectivo en
que esos términos han desaparecido, a cambio de introducir una modificacion en el
valor de los parametros del sistema. Estos hechos estin en el origen matematico del
comportamiento tipo Lorenz.

El estudio del Caso 2 (en el que la desintonia de bombeo A,= 0) nos ha permitido
concluir que A, no es el parametro responsable de la aparicion del comportamiento tipo
Lorenz, lo que permite simplificar el modelo. Es mds, muchas de las pequefias
discrepancias que aparecian en al caso anterior, no aparecen ahora, lo que permite
identificar a A, como el responsable de ellas. '

Asi pues, podemos afirmar que el modelo LGBO-D muestra comportamiento tipo
Lorenz y que es adecuado para reproducir los resultados experimentales de la linea de
81.5um (y por extension de la linea de 153um que tienen parametros muy parecidos),
acabando asi con la larga polémica que negaba la posibilidad de obtener
comportamiento Lorenz en laser bombeados dpticamente.

180



Conclusiones generales

El estudio del Caso 3 (linea de 374um) revela un comportamiento muy diferente
del tipo Lorenz (ruta de intermitencias, un tipo diferente de caos) y que no esta en
acuerdo con los resultados experimentales. Este desacuerdo podria deberse a tres
razones: el modelo es inadecuado por algin fenémeno fisico fundamental que no
incluye (estructura de niveles, polarizacién de los campos); es inadecuado porque en el
experimento se amplifiquen tanto la onda copropagante como la contrapropagante (se
trabaja con cavidad Fabry-Perot); o porque los parametros no han sido bien elegidos.
Por ahora desconocemos la razén de estos resultados.

En el Capitulo 5 hemos estudiado analiticamente el modelo LGBO-M [Arjona et
al, 1990] que tiene en cuenta la influencia de la polarizacion de los campos en la
dindmica de un LGBO homogéneo. El modelo considera cuatro niveles energéticos
interaccionando con los cémpos de bombeo y generado que aparecen descompuestos en
sus componentes dextrdgira y levogira.

En primer lugar hemos particularizado el modelo a los casos de interés de
polarizaciones lineales paralelas u ortogonales entre los campos de bombeo y generado.
Esta particularizacioén nos ha permitido reconocer que el LGBO-M paralelo es isomorfo,
en ciertas circunstancias, al LGBO de tres niveles homogéneo, lo que explica que
muestre un comportamiento dindmico muy diferente del exhibido por el modelo de
Lorenz-Haken.

Nos hemos concentrado en el caso, mds interesante, de polarizaciones ortogonales.
Mediante el estudio detallado de sus ecuaciones hemos obtenido el importante resultado
de que no existen procesos Raman en este caso.

Hemos llevado a cabo la obtencién de las soluciones estacionarias del caso
ortogonal asi como su analisis de estabilidad. La soluci6n estacionaria no trivial requiere
una curiosa condicidén necesaria para su existencia: es necesario un valor minimo de I’
(relajacion de la coherencia existente entre los dos niveles superiores degenerados).
También hemos realizado un pequefio estudio numérico de la influencia del pardametro I'
en el grado de parecido del comportamiento caético con el de tipo Lorenz. Hemos visto
que el parecido es mayor cuanto menor es I

Mediante una reelaboracién de las ecuaciones hemos podido reconocer que la
tinica diferencia de este modelo con el de Lorenz-Haken radica en la aparicién de un
término de bombeo 6ptico en la ecuacién de la diferencia de poblaciones. Ademas, esta
influencia es menor cuanto menor es I, lo que explica que el parecido con el modelo de
Lorenz-Haken se acentiie en esas circunstancias. El estudio de este término nos ha
sugerido la formulacién de un modelo simplificado del LGBO-M ortogonal en el que el
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término de bombeo Optico (lnico término "no Lorenz") es sustituido por su valor
estacionario.

Hemos llevado a cabo un estudio analitico del modelo simplificado que nos ha
permitido justificar que la no linealidad de la intensidad estacionaria de salida con la de
bombeo no sea una diferencia con el modelo de Lorenz. El analisis de estabilidad de
este modelo simplificado muestra un buen acuerdo con el de el modelo no truncado
cuando I es pequeiia, abundando asi en la justificacion del comportamiento tipo Lorenz
en este limite.

Para justificar fisicamente las diferencias entre los casos paralelo y ortogonal
hemos realizado un estudio del modelo a través de los estados vestidos de la materia.
Este estudio nos ha permitido identificar el origen de la restriccion para la existencia de
emision sobre el valor de ' con la condicién de inversién entre estados vestidos. En
particular, hemos comprobado que las diferencias entre polarizaciones paralela y
ortogonal se deben a las diferentes conexiones entre estados que aparecen en cada caso,
conexiones que permiten la existencia de procesos Raman en el caso paralelo y no en el
ortogonal (debido a un proceso de interferencias cudnticas) y que pueden llevar a una
situacion de inversion de poblacidn sin emision laser en el caso ortogonal.

Finalmente, hemos reflexionado sobre la aplicabilidad del modelo LGBO-M a los
experimentos realizados con el ldser de NH, y hemos concluido que no es directamente
aplicable. La razén no radica en la no inclusién del efecto Doppler [las consecuencias de
cuya incorporacion puede ser previstas y que serian, en "el mejor de los casos", una
reproduccién de los resultados experimentales para la configuracién de polarizaciones
errénea (el caso paralelo reproduciria los resultados de la configuracién ortogonal y el
caso ortogonal tendria un comportamiento diferente)] sino en el bajo valor del namero
cuantico J. Un aumento en el valor de J conduciria a una desaparicién de los fenomenos
fisicos que hemos encontrado en el LGBO-M (ausencia de procesos Raman en el caso
ortogonal, etc) ya que estos parecen ser especificos del esquema de niveles elegido
(véase el ultimo apartado del Capitulo 5).

Por tanto, somos de la opinion de que el modelo LGBO-D es, por ahora, el mas
adecuado para reproducir los resultados experimentales de Weiss y colaboradores y que
la polarizacion de los campos no juega un papel relevante en los mismos. Creemos que
una mejora de los valores de los pardmetros y un mejor conocimiento de los resultados
experimentales permitiran que este modelo reproduzca también las observaciones de la
linea de 374pum.
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6.3 Perspectivas.

Existen distintas perspectivas de futuro para el trabajo presentado en esta
Memoria. Por lo que respecta al estudio de la fase del campo, una vez que nuestro
trabajo ha clarificado la dinamica de la misma podria iniciarse el estudio de la fase en
laseres multimodo, en los que la problematica sera, sin duda, diferente. Convendria
comenzar por estudiar la dindmica de la fase en laseres con un niimero bajo de modos
longitudinales (dos modos seria lo mas sencillo) y el conocimiento alcanzado en los
laseres monomodo seria, sin duda, de gran utilidad.

Respecto a la influencia de las relajaciones de las poblaciones en el modelo de
Lorenz (cuando son diferentes y hay relajacion interna) seria interesante estudiar el
comportamiento del sistema en el limite a=-b — 0 en el que el segundo umbral es
reducido. Seria interesante también saber si la aparicion de una cuarta variable dinamica
(la suma de poblaciones W) conduce a un aumento de la dimensidn fractal del atractor.

Finalmente, el estudio de los LGBO ha de ser completado y extendido en
diferentes direcciones. Por lo que a lo aqui estudiado atafle, dos son las principales
lineas de investigacion posibles. Por una parte establecer modelos mateméticos del tipo
del LGBO-M pero con valores mayores del momento angular J de los niveles para
intentar determinar claramente cual es la influencia de la polarizacién de los campos.
Por otra parte, el modelo LGBO-D ha de ser estudiado ailin mds para intentar reproducir
los resultados experimentales de la linea de 374um. En este sentido el haber obtenido
ruta de intermitencias hace pensar que este modelo también podrd reproducir los
resultados obtenidos en la linea de 81.5um (para presiones diferentes de las que aqui
hemos considerado) en las que se ha observado intermitencias de tipo I y de tipo III
[Tang et al, 1991a 'y 1992]. También debe estudiarse el encendido y apagado del modelo
para intentar reproducir los interesantes resultados experimentales sobre transitorios,
transitorios de apagado y caos metaestable obtenidos recientemente [Tin Win, 1992] y
que no son reproducibles con modelos de dos niveles.
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Apéndices

Apéndice 1: Ecuaciones semiclasicas del laser.

La teoria semiclasica del laser se basa en una descripcion hibrida del problema de
ia interaccion entre la radiacion y la materia en el interior del resonador. Por una parte,
el campo electromagnético se describe mediante las ecuaciones clasicas de Maxwell y,
por otra parte, el medio amplificador interaccionando con el campo clasico se describe
cudnticamente con la ecuacion de Schrédinger-von Neumann para la evolucion de la
matriz densidad. La autoconsistencia del proceso se consigue identificando la
polarizacién macroscépica que aparece como término fuente en la ecuacién de ondas
con el valor esperado del operador momento dipolar de la materia [Sargent ef al, 1974,
H. Haken, 1985]. '

Consideremos por simplicidad un liser monomodo. Describimos el campo
eléctrico como una onda viajera unidireccional (supongamos que de alguna manera se
evita que una de las dos ondas contrapropagantes que pueden generarse no se amplifica)
de la forma

22,0 =5 260 {exp[-i(Qt + $(0) ~ k)] + e} , (ALD)

donde ® es el vector unitario de polarizacion, 8(?,t)‘es una amplitud real, (Q + ¢) es la
frecuencia del campo (Q es una frecuencia dptica y es el marco frecuencial de referencia
y ¢ es una pequefia oscilacion alrededor de ), k es el nimero de ondas y z la direccién
de propagacién del campo.

La evolucion del campo g('r’,t) viene dada por la ecuacién de ondas

2 2
[—V’+u_oci+—a—]5(f,t)=—uoa%ﬁ(r-,r), (A12)
: c

donde ﬁ(?,t) es la polarizacion macroscépica del medio material, o la conductividad del
medio (que se introduce para considerar de forma sencilla y obviando problemas de
condiciones de contorno, la existencia de pérdidas debidas a la difraccién y a la
reflectividad no perfecta de los espejos), p, la permeabilidad magnética del vacio y ¢ la
velocidad de la luz en el vacio. '

Si el campo eléctrico es cuasimonocromatico, la polarizacién inducida también lo
es si bien tendrd, en general, una fase distinta a la del campo. En consecuencia,
escribimos
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P20 =3 20,0 {exp[-i(Qt + o) - kn)] + c.c} , (AL3)

con (°(T,t) en general compleja.

En el contexto en que nos desenvolvemos haremos la aproximacion de la onda
plana, por una parte, y la de campo uniforme o campo medio, por otra. Es decir,
consideraremos que la amplitud de variacion lenta del campo es constante tanto en la
direccion transversal (onda plana) como a lo largo de la direcciéon de propagacion
(campo medio). Asi pues, haremos _éf('r‘,t) = g(t) (lo mismo se aplica, logicamente, a la
polarizacion).

Teniendo en cuenta estas dos aproximaciones y asumiendo que las amplitudes
reales del campo y la polarizacion varian lentamente comparado con la frecuencia 6ptica
Q, a partir de la ecuacién de ondas se obtiene

de G Q

@ e 2 m(e), Al4

a2, 2e, m(#) (Aal4)

Q+$=m,—£Re({P) (AL.5)
2, €

que son las ecuaciones de evolucién de la amplitud y frecuencia (de variacion lenta) del
campo eléctrico (la frecuencia de la cavidad ldser o, aparece al aproximar Q a o_ en
algin paso intermedio). '

Pasemos a la descripcidn del medio material. Para ello utilizamos la ecuacién de
Schrédinger-von Neumann de evolucion de la matriz densidad de los estados

dp i '
P _LHpl+Tp, Al6
o n[ p]+Cp (AL.6)

donde el hamiltoniano H viene dado, en la aproximacion dipolar eléctrica, por

H=H,+H,, (Al.7.2)

H, =hY |iYo,(i], (AL7.b)
i=l

H, =-p¢, (Al.7.c)
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donde |i> denota el nivel atémico i (con i = 1, ..., n), %, es la energia del nivel i y {i es
el operador momento dipolar del medio material. Si hay mas de un campo
electromagnético interaccionando con el medio, el campo & serd la suma de todos ellos
y las reglas de seleccién determinardn qué campo interacciona con qué transicion
atomica. El operador " es un (super)operador lineal del espacio de Liouville de los
observables atémicos de modo que ['p es una matriz atdmica que representa la
velocidad de p debida s6lo a los procesos de relajacion y bombeo. Puede demostrarse
que los elementos de la matriz 'p vienen dados por

(ilTeli) ==v,p, +Zk‘,v,-kpu +4,, (Al.8.2)

(ilrplj)=-17;t3-,,-, i, (A1.8.b)
siendo

17,«,=%(Y,- +y,)+ T, (Al.8.c)

7,=;Yu, ixjekizk, (A1.8.d)

donde v, representa la relajacion del nivel i al nivel k (k puede ser un nivel distinto de
aquellos que interaccionan con los campos), A, representa la tasa de bombeo incoherente
del nivel i y [ representa la parte de relajacion del la coherencia p; debida a
colisiones eldsticas. En la Ec.(A1.6), p(z,v,t) no es la matriz densidad de los estados del
sistema sino un promedio de conjunto (ensemble average) sobre matrices densidad que
describen &tomos individuales, promedio que nos permite describir estadisticamente los
procesos de bombeo y de colisiones entre 4tomos. '

Concentrémonos ahora, para mayor sencillez, en el laser de dos niveles. En este
caso tenemos un unico campo interaccionando con un sistema atémico (o molecular) de
dos niveles. El hamiltoniano (A.1.7) se escribe

H, = ]| 0)o, (0] +|1)o,{1]], (Al.9.2)
| == E(0)]0)1|+c.h, (AL.9.b)

donde hemos supuesto que fi, = 0. Si resolvemos la Ec.(A1.6) de evolucién de la matriz
densidad obtenemos
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I =
Poo = (1o +Y10)Po0 +YoiPu1 + A —gum E(por=P1o), (Al.10.2)

. i_. =

Bi ==(Y 1 +70)P1 +Y10P00 + My +;Pu| -E(po—P0)s  (AL10.D)
. , i. 5

Pro = ~(Toy =i )pyo "'g“m -E(poo -pu), (AL.10.c)

Y Po1 = P10~ Si definimos ahora la frecuencia da Rabi del campo como

a(t)=%8(t) , (AlL.11)

sustituimos el ansatz

Do (2:V,8) = pyy (v,1)e ¥4, (AL.12)

para eliminar las oscilaciones rapidas y llevamos a cabo la aproximaciéon de la onda
rotante (eliminaciéon de los términos con exponenciales de frecuencias Opticas),
obtenemos

Poo = (Yo +Y10)Po0 +YaiPyt +2o =20 Imp,, (Al.13.2)

P = '('Yl +Yo )pn +Y10Pg0 + Ay +2aImp,,, (Al-13-b)
Pro =’[r01 +i(Q+‘°m +‘i’+k")]Plo +ia(Poo _Pu)’ (Al.13.0)

donde hemos tenido en cuenta el posible ensanchamiento Doppler del medio material al
hacer

d 3. ) '
—Pro = =P +V—"Pyg - Al.14)

Z Pro o P 5z P10 (

Si en estas ecuaciones eliminamos el efecto Doppler haciendo v =0 y no consideramos
los términos de relajacion interna, obtenemos las ecuaciones de evolucién de la matriz

densidad de las Ecs.(1.2.2).

Una vez obtenida la ecuacion de evolucion de la matriz densidad, habremos de
imponer la autoconsistencia del proceso. Para ello identificamos
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P(z.t)= NTdvW(v)Tr[(é‘-ﬁm)p] (A1.15)

donde N es el numero de dtomos activos por unidad de volumen y W(v) es la funcién de
distribucion de Maxwell-Boltzman. Sustituyendo entonces en las Ecs.(A1.4) y (Al.5)
obtenemos

a =—Ka+gjdvW(v)Imp,0 (Al.16.2)

. 1 +®
Q+¢=mc-g—o: J'dvW(v)Repw (Al.16.b)
donde la constante de acoplamiento radiacion-materia o pardametro de ganancia, g, vale

2 R
Qli, &) N
g=————(“°' ¢) (A1.17)
] gh .

y las pérdidas del campo debidas a pérdidas en la cavidad valen k = 0/2¢,,

Las Ecs.(Al.16) junto con las Ecs.(Al.13) constituyen las ecuaciones de
Maxwell-Schrodinger de un laser de dos niveles, monomodo, unidireccional, con
bombeo incoherente y con ensanchamiento Doppler. El modelo homogéneo se obtiene
sin mas que considerar que todas las moléculas tienen la misma velocidad v =0.

Para obtener las ecuaciones del modelo LGBO hemos de considerar que son dos
los campos que interaccionan con un sistema de tres niveles. Para ello el hamiltoniano
de interaccion se escribe ahora

H,=-i-(E,+E), : (AL.18)
e imponemos que fiy, =f, =f,;, =f,; =0 y que el campo de bombeo interaccione
tinicamente con la transicién de bombeo 2-0 y que el campo generado sélo interaccione
con la transicién laser 0-1 (ver Fig..12) (lo que implica que los términos {i,,- £ s Y
fip; - E,. serdn eliminados al llevar a cabo la aproximacién de la onda rotante). Asi,
operando analogamente a como hemos hecho con el laser de dos niveles obtenemos las
Ecs.(4.1.3) del laser de tres niveles bombeado Opticamente. En cuanto al modelo de
laser de cuatro niveles bombeado épticamente (modelo LGBO-M), la Ec.(5.5.2) es la
expresion del hamiltoniano en este sistema.
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Apéndice 2: Dimensiones generalizadas.

Intuitivamente, la dimension de un espacio es el nimero minimo de coordenadas
necesario para especificar la localizacién de un punto. Esta es la dimension topolégica y
los objetos geométricos de cero, una, dos y tres dimensiones son nociones familiares.
Sin embargo, la caracterizaciéon de los atractores requiere el uso de dimensiones
fractales, i.e, no necesariamente enteras. A continuacion damos la definicién de las
dimensiones generalizadas deteniéndonos un poco en la de capacidad, la de informacién
y la de correlacion. No entraremos en detalle ya que el calculo de dimensiones no ha
sido cubierto en esta Tesis doctoral. Un buen tratamiento del problema puede
encontrarse, por ejemplo, en [Schuster, 1989] y en [Hao, 1989].

La dimension d dad ..

Consideremos una linea recta [Fig.A2.1(a)] de longitud unidad. Si utilizamos un
segmento de longitud / para cubrirla, el nimero de segmentos necesarios crece a medida
que / disminuye como N(/)«c/-D siendo D la dimension geométrica que, en el caso de la
recta, vale 1. Asi, podemos definir la dimension de un objeto geométrico como

log N(!/ '
D= _o_g_(_) . (A2.1)
log !
Si utilizamos la Ec.(A2.1) para calcular la dimensidon del conjunto de Cantor (que
se obtiene dividiendo un segmento en subsegmentos de longitud un tercio y repitiendo
la operacién ad infinitum con cada subsegmento restante [Fig.A2.1(b)]) obtenemos

D =log2/log3 =0.6309 que es una dimension fractal.

(@ )
Nel b———— =1 Na P =

0 1 0 1

} ' } i Fig.A2.1. Dimension de ca-
N=3 =1/3  N=3 '0_-' '_;' =13 pacidad de una linea (a) y

0 1
del conjunto de Cantor (b).

N=9 Pt s Ne I;-l H H |-;| =19 Vertexto.
0 1

Para medir la dimension de un atractor extrafio S, dividimos el espacio en que S se
encuentra en celdas de dimension lineal £ y contamos el niumero de celdas que contienen
al menos un punto del atractor. Entonces la dimension de capacidad del atractor vale
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D, = - lim 28 M€ Ne) (A22)
=0 loge
Es evidente que la dimensién de capacidad D, (llamada también dimension fractal
cuando coincide con la dimensién de Haussdorf) no refleja la inhomogeneidad del
atractor S ya que celdas con pocos puntos son contadas igual que las que contienen
muchos. Por ello necesitamos definir cantidades adicionales a D,,.

La dimension de informaciéon D,.

Sea N;(€) el nimero de puntos del atractor que contiene la celda i-ésima o, si se
prefiere, el numero de veces que esa celda es visitada por la trayectoria del atractor. Asi,
la probabilidad de que la caja i-ésima contenga un punto del atractor sera
P,(e) = N;(e)/N(e). Si hacemos uso de la medida logaﬁtmica de la informacion

N(s)

I(e)=-> B(e)log A(e) o (A23)

1=|

podemos definir la dimension de informacién D, como

D, = lim—~ (A2.4)

Es trivial ver que si P;(€) es igual para todas las celdas i, entonces D, = D,

La dimensién de correlacién Do.

La dimension de correlacion D, fue introducida para obtener informacion de la
dimension del atractor a partir de una serie temporal.

Supongamos que tenemos una secuencia de datos de una sola variable X,,X,,....Xy
siendo N un numero grande y estando los datos separados por un intervalo de tiempo At
constante. Como no conocemos normalmente ni la dimension del espacio fasico ni la
del atractor, construimos un espacio de dimension grande m (embedding space) en el
que "quepa" el atractor. La manera de construir el embedding space es como sigue:
elegimos un tiempo de retardo T =pAt con p entero y construimos un conjunto de
vectores unidimensionales con componentes extraidas de la secuencia temporal
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yi =(xi’xi+p""’xi+(m—l)p)’ i=12,.. (AZS)

Asi obtenemos M vectores con M <N pero del mismo orden si N es lo suficientemente
grande. Notese que hay dos pardmetros que han de ser introducidos, m y p, y cuya
eleccion no es trivial [Hao, 1989].

Una vez construidos los vectores y;,, medimos la separacidn existente entre ellos
|V =¥,|- Si la distancia es menor que un cierto valor € decimos que ambos vectores
estan correlacionados. Contamos entonces el nitmero de vectores correlacionados del
conjunto de M vectores y definimos la "integral de correlacion”

Cle) = -A% 3 oc-[5,-7,) (A2.5)

iy=t

con 0 la funcién de Heaviside. La dimension de correlacion se define como

(A2.6)

Las dimensiones Dy, D, y D, introducidas hasta ahora son casos particulares de D,
con q entero que se definen como

oo by l°g(z,~':(.c)l’7 )

: lim
g-—1e0 loge

(A2.7)

Asi, la estructura estatica del atractof quedara bien definida cuando se conozcan
los valores de todas las D,. En el caso del modelo de Lorenz un estudio sistematico
puede encontrarse, por ejemplo, en [Dominguez-Tenreiro et al (1992)]. Algunos valores
significativos son

q -10 -5 -1 0 1 2 5 10
D, 3712) 36755 286(6) 2.148(2) 2057(2) 2.052(8) 2.06(3) 2.04(6)

Valor de algunas de las dimensiones generalizadas del atractor de Lorenz
para g = 10, b=8/3 y r = 28. Tomado de [Dominguez-Tenreiro et al (1992)).
La cifra entre paréntesis indica la cota de error en la ultima cifra decimal.
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Apéndice 3: La fase de Berry y su manifestacién en sistemas disipativos
dinamicos. '

En este Apéndice daremos una breve introduccion a la fase geométrica de Berry
asi como los principales pasos que llevan a su definicion para sistemas disipativos en
régimen dindmico. Para ello seguiremos de cerca el trabajo de Ning y Haken (1992b).

Un concepto central en la idea de fase geométrica es el de transporte paralelo.
Consideremos dos lineas en el plano complejo definidas por

¥ =(a,—a)+i(b,—-b))=cte, (A3.1.2)
¥, =(c;—c)) +i(d—d))=cte. (A3.1.b)

Estas lineas son paralelas si sus coeficientes verifican la igualdad (b, - b))(c,—¢|) =
(a, - a;)(d; - d,) 0, lo que es lo mismo, si se verifica

Im(¥, |¥,) =0, (A32)

donde |'¥,) = col[(c, = ¢))i(d, = d))] y (¥, | =fil[(a, —a)),(b, - b))] ¥ (¥, |'¥,) denota el
producto escalar de ambos vectores.

Consideremos ahora que la segunda linea ¥, (o el vector |'¥,)) es obtenida como
resultado del movimiento de la linea ‘¥, durante un intervalo infinitesimal de tiempo.
Tenemos

c(t) = a(t) + a(tydt, (A3.3.2)
d(t) = b(t) + b(t)dt, (A3.3.b)

donde el punto denota derivacion respecto al tiempo. Es fécil ver que la condicién de
paralelismo (A3.2) se escribe ahora

Im(¥, [¥,) =0, (A3.4)
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La Ec.(A3.4) se verificard, por tanto, siempre que el vector |¥,) haya sido
transportado paralelamente. De hecho, esta ecuacién es la ley de transporte paralelo
(para sistemas disipativos, ya que para sistemas conservativos, en los que la norma del
vector se conserva, se escribe (¥ |¥) = 0). Esta ley es aplicable tanto a espacios planos
como a espacios curvos. Ahora bien, en estos Gltimos aparece un fenomeno denominado
anholonomia que esta en el origen de la fase geométrica. La anholonomia consiste en
que tras transportar paralelamente un vector a lo largo de una curva cerrada en el
espacio, ciertas propiedades del vector no vuelven a sus valores originales al final del
recorrido. Por ejemplo, si transportamos paralelamente un vector tangente a lo largo de
un meridiano, sobre una esfera, desde un polo hasta el ecuador, luego avanzamos por el
ecuador para volver a subir al mismo polo a lo largo de un segundo meridiano, cuando
volvemos a la posicion inicial sobre el polo el vector no apunta en la misma direccion
que al principio. Recalquemos que esta anholonomia es de origen puramente
geométrico.

Consideremos ahora que la ecuacién de Schrodinger

., 0

m5| w(e)) = 1|\ (r)) (A3.5)
posee una solucidn ciclica de periodo T y que satisface

[W(T)) = €| ¥(0)), . (A3.6)

siendo 8¢ una cantidad real. Podemos elegir entonces una solucion periddica
[F(T)) = | P(0)) tal que se verifique la siguiente relacién

56 = 8¢, + 504 . (A3.7)

Por ejemplo, podemos elegir

| P (1)) = =TT | (1)) (A3.8)

e imponer que f(T) — f(0) = 8¢. Podemos obtener la relacién (A3.7) derivando IP(1))
respecto al tiempo, proyectando el resultado sobre | (T)) mismo e integrando sobre un
periodo T. Operando de esta forma obtenemos para 3¢, y 3¢, las siguientes expresiones
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T

8¢, = J‘dt<‘i’(t)"i’(1)> (A3.9)
30, =+ [ de( (0| () = [, 1) (A3.10)

3¢y es la llamada fase dindmica porque viene directamente determinada por la dindmica
(el hamiltoniano) del sistema y o, es llamada, consecuentemente, la frecuencia
dindmica. Por otra parte, 3¢, es la fase geométrica. Para ver que su origen es puramente
geométrico y que se trata de una anholonomia, basta con definir un nuevo vector estado

| (1)) = e!d¥| F(t)) (A3.11)

y, por sustitucion directa, se obtiene inmediatamente

Im(®|Dy=0, . (A3.12)

es decir, que tras eliminar la fase dindmica de la evolucion del vector [Ec.(A3.11)] la
evolucion del sistema define una ley de transporte paralelo [Ec.(A3.12)] vy,
consecuentemente, lo que queda al eliminar de la fase total del sistema &¢ la fase
dindmica 8¢, es la fase geométrica.

Volvamos ahora a las ecuaciones del modelo de Lorenz-Haken [Ecs.(1.1.1)].
podemos reescribirlas como

|¥> = | F(1¥>)) (A3.13)

donde |¥) = col[E,P,D] y | F(I'¥))) es el vector no lineal que tiene por componentes la
parte derecha de las ecuaciones de evolucién de E, Py D respectivamente.

La existencia de un atractor ciclico implica que, al cabo de un periodo T, las
variables del laser verifican

E(t+T) = e~ I%E(1) " (A3.14.2)

P(t+T) = e~1%¢pP(t) (A3.14.b)
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D(t+T) = D(t) (A3.14.c)

con 3¢ la acumulacion de fase a lo largo de un periodo (la variable D no sufre
acumulacion de fase por ser real) o, escrito en forma mas compacta

PP(t+T)) = S(=8¢) ¥ (1)) (A3.15)

donde S(-6¢) = exp(iA8¢) con A una matriz diagonal de elementos (1,1,0).

Definimos el nuevo vector periddico
| () = Sw) [ ¥ ) (A3.16)
requiriendo que

f(T) - £(0) = 8¢ | (A3.17)

de manera que el nuevo vector estado sea periédico. Derivando |F(t)) respecto al
tiempo, proyectando el resultado sobre |P(T)) mismo e integrando sobre un periodo T

obtenemos
50 =80, +80g (A3.18)
con
8¢, = -‘]‘Td‘r Im% = ’]'Tdm)d(t) (A3.19)
8, = I]Tdr Im% (A3.20)

La expresion (A3.20) es la fase geométrica del sistema y puede comprobarse, .
operando anilogamente a como hicimos anteriormente, que define una ley de transporte

paralelo.
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