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Capitulo 1

Introduccion

1.1 Motivaciones

Para obtener un conocimiento completo de la estructura de una imagen dptica,
es necesario conocer la distribucién de luz que se genera no sélo en el plano imagen
geomeétrico, sino también en los planos adyacentes. Por esta razén, la evaluacién del
campo electromagnético difractado por una abertura circular uniformemente ilumi-
nada por un haz esférico coherente, que corresponde a la imagen que de un objeto
puntual genera un sistema 6ptico limitado por la difraccién, ha constituido una de las
sreas de investigacién cl4sicas dentro del campo de la Optica a lo largo de estos dos
ultimos siglos. Este patrén de difraccién, denominado respuesta unidad en difraccién
del sistema formador de imdgenes, permite reconstruir la estructura del volumen ima-
gen a través de una integral de superposicién, por lo que caracteriza univocamente el
comportamiento en difraccién del sistema éptico.

Uno de los primero estudios tedricos de la formacién de imdgenes se debe a Airy
(Airy 1835), quien determiné la distribucién de irradiancia correspondiente a la res-
puesta unidad en difraccién, sobre el plano focal, de un sistema 6ptico con abertura
circular. Mé4s tarde fue Lommel (Lommel 1885) quien extendi6 la formulacién de Airy
para obtener el campo difractado no sélo en el plano focal, sino en todos los puntos
que forman el volumen imagen, en términos de una serie convergente de funciones
de Bessel. Casi al mismo tiempo Struve (Struve 1886) public6 un an4lisis similar
donde, adem4s, se presentaban expresiones aproximadas de la irradiancia generada
en la regién limitrofe definida por la sombra geoinétrica, donde el desarrollo en serie
converge més lentamente. Una década més tarde se introducen expresiones asint6ti-
cas (Schwartzschild 1898) que permiten evaluar el campo difractado en puntos muy
alejados del foco geométrico. Todos los estudios anteriormente citados se basan en el
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principio de Huygens, lo que implica que el campo generado por difraccién se repre-
senta en términos de cierta combinacién de ondas esféricas. Sin embargo, a principios
de siglo Debye (Debye 1909) reexaminé el problema y empleé un desarrollo en funcién
de ondas planas en lugar de ondas esféricas.

‘La teorfa desarrollada por Lommel fue utilizada con posterioridad (Berek 1927;
Pitch 1931) para representar graficamente la distribucién tridimensional de irradiancia
en la regién focal. En la década de los afios 50 se realizaron estudios mss detallados
(Zernike y Nijboer 1949), interesindose en aspectos concretos tales como la distribucién
tridimensional de la irradiancia (Linfoot y Wolf 1953) y de la fase (Linfoot y Wolf 1956)
del campo difractado en la regién focal. Complementariamente a los experimentos
realizados por Lommel para confirmar su teorfa, se ha evaluado experimentalmente
la estructura del campo generado por un haz focalizado tanto en el rango del visible
(Hufford y Davis 1926; Taylor y Thompson 1958) como en la regién de las microondas
(Farnell 1957a; Bachynski y Bekefi 1957).

No se tardé en comprender que una modificacién de la distribucién transversal
‘ de la amplitud compleja sobre el planc de la pupila de salida del sistema es capaz de
alterar el patrén tridimensional difractado en la regién focal. Rayleigh realizé el primer
estudio sobre la formacién de im4genes en presencia de aberraciones crométicas. Sin
embargo, su contribucién m4s importante fue la formulacién de un criterio de tolerancia
segtn el cual se determina la calidad de la imagen en funcién de la deformacién del
frente de ondas esférico de iluminacién (Rayleigh 1879). Sin embargo, resulta mss
interesante la idea de modificar a voluntad la respuesta unidad del sistema 6ptico
mediante la insercién de elementos difractantes, denominados filtros pupilares, que
alteran la distribucién de amplitud del haz emergente del plano pupilar. En este
contexto, ya en los afios 50 se realizaron estudios concernientes al campo tridimensional
generado por difraccién de una abertura anular (Linfoot y Wolf 1953), y de aberturas
con estructura anular miltiple de fase (Boivin 1952).

De acuerdo con las predicciones de Lommel, el campo generado en la regién fo-
cal de una onda esférica uniforme difractada por una abertura circular exhibe ciertas
simetrias en torno al punto focal (Born y Wolf 1980, seccién 8.8), donde la irradiancia
alcanza su valor méximo. Estas propiedades de simetria se han encontrado también
en haces difractados por otros tipos de aberturas, extendiéndose asi su aplicabilidad
bajo condiciones méds generales (Collet y Wolf 1980). Sin embargo, fue Farnell (Farnell
1957a; Farnell 1958) el primero en apreciar ciertas discrepancias entre la teoria clésica
de Lommel y los resultados de la teoria de la difraccién de Kirchhoff. Utilizando una
fuente emisora de radiacién en la regién espectral de las microondas, encontré que el
punto de m#xima irradiancia se desplaza a lo largo del eje 6ptico en la direccién donde
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se encuentra la abertura difractante, de tal modo que la distribucién tridimensional de
- irradiancia no est4 simétricamente distribuida en torno al punto focal geométrico. Mis
adelante, con la aparicién del laser se observé un fenémeno similar dentro del rango del
visible en sistemas con gran longitud focal (Goubau 1963; Nie 1964; Kogelnik 1965).
Este fen6meno se ha bautizado con el nombre de desplazamiento de foco.

Este hasta entonces sorprendente descubrimiento se justifica atendiendo al hecho de
que la teorfa cl4sica mantiene implicita la premisa de que el mimero de zonas de Fresnel
de la geometria de focalizacién es mucho mayor que la unidad (Wolf y Li 1981; Li y
Wolf 1981), condicién que cumplen los sistemas formadores de imsgenes tradicionales.
Ademi4s, se ha establecido tedricamente (Li y Wolf 1981; Stamnes y Spielkavik 1981,
Givens 1982), y verificado experimentalmente (Li y Platzer 1983), que la magnitud
del desplazamiento sufrido por el maximo de irradiancia axial est4 gobernado por el
nimero de Fresnel de la geometria de focalizacién (Li y Wolf 1982; Carter 1982). En
el caso particular de los sistemas l4ser de gran longitud focal (Holmes et al. 1972;
Arimoto 1976; Gusinow et al. 1977), para los cuales la distribucién transversal de
amplitud sobre el dispositivo focalizador tiene una variacién gausiana, la estructura
de la regién focal difiere apreciablemente de la predicha por la teoria clésica, y se ha
definido un numero de Fresnel gausiano para cuantificar el desplazamiento relativo del
méximo de irradiancia en la regién focal. Recientemente, se ha encontrado un efecto
de desplazamiento similar en sistemas con obturaciones opacas (Mahajan 1983; Ojeda-
Castafieda et al. 1994) y, en general, con cualquier tipo de abertura difractante (Szapiel
1983; Martinez-Corral et al. 1994). Se ha observado que este efecto aparece no sélo
a lo largo del eje éptico, sino sobre cualquier linea del volumen focal que pasa por el
punto focal geométrico (Andrés et al. 1993).

Como objetivo particular de esta Tesis Doctoral se pretende hacer una extensién
de este estudio sobre el comportamiento en difraccién de las arquitecturas 6pticas que
se caracterizan por un nimero de Fresnel cercano a la unidad. De esta manera, es-
tamos interesados en la formacién de imégenes bidimensionales bajo geometrfas de
focalizacién donde el fenémeno del desplazamiento de foco es notable. También resulta
altamente atractivo el anslisis de este efecto en otros dispositivos 6pticos no conven-
cionales que actian como elementos focalizadores, tales como las lentes difractivas o
los sistemas anamérficos. Por tltimo, se plantea el problema de la cuantificacién del
desplazamiento de foco en sistemas 6pticos con gran longitud focal, haciendo mencién
especial a aquellos que poseen una extension transversal ilimitada. Tal y como veremos,
el planteamiento de este problema nos va a permitir caracterizar a toda geometria de
focalizacién con un nimero de Fresnel efectivo.

Volviendo nuestra atencién a los sistemas 6pticos formadores de im4genes clésicos,
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es decir, aquellos que poseen un mimero de Fresnel alto, estd claro que debido a la
difraccién, la imagen que un sistema 6ptico produce de un objeto puntual no es un
punto sino un patrén que en irradiancia est4 compuesto por un méximo central, situa-
do sobre el punto imagen geométrico, y unos 16bulos laterales o pies a su alrededor.
La capacidad para discernir los detalles de una imagen estdn determinados por la for-
ma de esta distribucién tridimensional de campo difractado. Sin embargo, es posible
hacer uso del hecho relevante, mencionado con anterioridad, segtin el cual, mediante la
introduccién de una pantalla difractante de transmitancia no uniforme que produzca
una variacién de la distribucién transversal de amplitud sobre la pupila de salida del
sistema, podemos modificar el patrén difraccional de la regién focal. Esta modificacién
de la amplitud uniforme de la pupila de salida se conoce como apodizacién (Boughon
et al. 1946). Etimolégicamente hablando, el término apodizacién debe ser restringido
a aquellos procesos que consisten en eliminar, o al menos reducir, los pies de la respues-
ta unidad en difraccién del sistema (Jacquinot y Roizen-Dossier 1964). No obstante,
nosotros utilizaremos este término en un sentido m4ds amplio, para denotar cualquier
modificacién de la distribucién de amplitud sobre la pupila de salida, de tal modo que
se provoque, por ejemplo, un estrechamiento de 16bulo central del patrén de difrac-
cién, aumentando con ello el poder de resolucién del sistema (Lohmann 1958), o una
correccién de los efectos de las aberraciones geométricas (Barakat 1961).

En este sentido, merece la pena recordar que uno de los pardmetros mas frecuente-
mente utilizados para caracterizar la capacidad de resolucién de un sistema formador
de im4genes es su habilidad para discernir dos objetos puntuales que emiten la misma
cantidad de luz. De acuerdo con el criterio de Rayleigh (Rayleigh 1874), dos objetos
puntuales son resolubles si, como caso limite, el maximo central del patrén de difrac-
cién producido por uno de ellos coincide con el primer cero del patrén generado por el
otro. El limite de resolucién de Rayleigh viene dado entonces por la distancia entre el
méximo central y el primer cero de la respuesta unidad en difraccién del sistema. Este
criterio puede generalizarse de tal manera que se incluyan aquellos patrones de difrac-
cién que no poseen ceros en la regién focal, de tal manera que el limite de resolucién se
considera como la distancia para la cual el valor de la irradiancia en el punto central del
patrén generado por los dos objetos puntuales disminuye en un 81%, correspondiente al
limite de Rayleigh que originalmente se establecié para la abertura rectangular (Strutt
1899). Aunque se han presentado muchos otros (Sparrow 1916; Schuster 1924), desta-
camos también el criterio propuesto por Houston (Houston 1927), segun el cual dos
objetos puntuales son distinguibles por el sistema si la distancia entre ambos es igual
a la anchura a media altura de cualquiera de los patrones de difraccién individuales.
Hemos de hacer notar que, en su contexto original, estos criterios de resolucién asumen
tacitamente que la iluminacién es incoherente. Fue Abbe (Lummer y Reiche 1910) el



;
1.1. Motivaciones !
primero en examinar la resolucién de dos puntos que un sistema 6ptico ofrece béjo ilu-

minacién coherente. Con posterioridad se han generalizado estos criterios para incluir
el caso de iluminacién parcialmente coherente (Luneburg 1964; McKechnie 1972).

En el segundo tercio del presente siglo ya se propuso el uso de un diafragma en
forma de diamante (Couder y Jacquinot 1939), que representa el primer ejemplo, y
el més sencillo, de apodizacién a lo largo de una direccién determinada. La mayor
parte de las técnicas de apodizacién estan basadas en el criterio de Rayleigh (Oster-
berg y Wilkins 1949; Osterberg 1950). Uno de los métodos mds populares consiste
en desarrollar la funcién pupila en algiin conjunto completo de funciones con coefi-
cientes arbitrarios, de tal modo que se ajustan con el objetivo de obtener un patrén
de difraccién predeterminado (Wolf 1951). Un procedimiento diferente consiste en el
uso del célculo variacional para determinar la funcién pupilar 6éptima (Luneburg 1964;
Barakat 1962). En general, la apodizacién consigue una mejora sélo en ciertos aspectos
a expensas de otros. Por ejemplo, Luneberg (Luneburg 1964) encontré que, entre to-
dos los patrones de difraccién equienergéticos, que genera un objeto puntual, la pupila
con transmitancia uniforme consigue aquel con un lébulo central m4s intenso. A su
vez, Wilkins (Wilkins 1950) demostré que no existe limitacién alguna en la capacidad
del sistema apodizado para estrechar la anchura del 16bulo central. Sin embargo, este
estrechamiento genera, como regla general, l6bulos secundarios de altura considerable.
Ademss, existen restricciones précticas asociadas con una baja eficiencia y tolerancias
ciertamente estrictas en la fabricacién de estos filtros pupilares (Cox et al. 1982).

Un posible método para superar estas limitaciones es sacrificar el campo de visién
(Lohmann 1956; Lukosz 1966). Esto puede conseguirse por medio del barrido de un
foco de luz puntual, el cual ilumina la muestra objeto. De esta manera, la imagen se
construye punto a punto, pudiendo ser visualizada sobre un monitor o almacenada en
un ordenador para su posterior procesado. El primer ejemplo de este tipo de sistema
formador de imégenes fue propuesto en 1951 (Young y Roberts 1951). Sin embargo,
no fue hasta finales de los 50 cuando se describe por primera vez un novedoso sistema
formador de imdgenes, denominado microscopio confocal (Minsky 1961), en el que la
sefial proveniente de la parte del objeto iluminada por el foco de luz es recogida por
un sistema 6ptico que la conduce hacia un pequefio detector, el cual idealmente se
considera puntual. El término confocal se usa para indicar que la fuente emisora de
luz, el punto objeto bajo observacién y el detector puntual se encuentran en puntos
conjugados a través de los sistemas de iluminacién y coleccién. No fue hasta los afios
70 cuando se realizé el primer estudio detallado (Sheppard y Choudhury 1977) so-
bre el comportamiento en difraccién del microscopio confocal, el cual mostré que la
resolucién transversal es 1.4 veces mayor en comparacién con la del microscopio con-
vencional. En 1iltima instancia este hecho se debe a que la resolucién en un microscopio
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convencional estd determinada principalmente por las propiedades del objetivo (Hop-
kins 1953), mientras que en el caso de un microscopio confocal la resolucién también
depende de las propiedades de focalizacién del sistema de iluminacién (Wilson 1990).

Pronto se observé que la microscopia confocal de barrido tiene una gran capacidad
para discriminar profundidades (Nomarski 1975): la senal proveniente de puntos que
se encuentran fuera del foco se detecta con extremada atenuacién en comparacién
con aquella que procede del foco geométrico, mientras que en un sistema convencional
observamos que tnicamente aparece un efecto de desenfoque (Sheppard y Wilson 1978).
Esta reduccién de la profundidad del campo de visi6én tiene una importancia capital
dado que permite formar la imagen de cada seccién transversal perteneciente a un
objeto con estructura axial, y construir posteriormente una imagen tridimensional.
También se ha verificado experimentalmente (Hamilton y Wilson 1982) esta capacidad
que poseen los sistemas confocales de barrido para seccionar épticamente una imagen
tridimensional.

Hasta la fecha se han realizado numerosos estudios en el campo de la microscopia
confocal de barrido donde se demuestra que el uso de filtros pupilares con una variacién
no uniforme de su transmitancia en amplitud pueden mejorar sustancialmente la res-
puesta en difraccién de los sistemas confocales de barrido (Sheppard y Wilson 1979;
Hamed y Clair 1983). La teorfa indica que la anchura del 16bulo central del patrén
de difraccién que genera un objeto puntual puede reducirse a la mitad con niveles
de pérdidas energéticas tolerables (Hegedus y Sarafis 1986). Aunque este proceso de
apodizacién se ha realizado principalmente sobre el plano focal imagen (Hegedus 1985;
Wilson y Hewlett 1990), hemos de indicar que resulta mds atractivo el uso de esta téc-
nica para reducir las dimensiones del 16bulo central de la respuesta unidad en difraccién
a lo largo del eje 6ptico (Sheppard y Gu 1991; Martinez-Corral et al. 1995), lo cual
permitird aumentar la capacidad de seccionado 6ptico, y con ello su habilidad para
formar imégenes tridimensionales.

Parte de los resultados que se presentan en esta Tesis Doctoral van dirigidos en
la linea de la apodizacién tridimensional de los sistemas confocales de barrido. En
primer lugar, se hace uso del hecho caracteristico de los sistemas confocales por el cual
la respuesta unidad en difraccién depende tanto del sistema de iluminacién y como
del de coleccién, pero de forma completamente independiente. Este mayor grado de
libertad a la hora de disefiar una técnica de superresolucién apropiada no ha sido
explotado del todo hasta la fecha, limitdndose a aplicar los métodos ya presentados
en microscopfa convencional y analizando los resultados numéricos obtenidos en este
sistema 6ptico. En este sentido, nosotros nos centramos en arquitecturas novedosas, que
no-son directamente trasladables a los sistemnas convencionales, pero que demuestran
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ser altamente eficaces en microscopfa confocal de barrido.

1.2 Esquema general

El eje central de esta Tesis Doctoral estd constituido por nueve articulos que se
presentan como aportaciones originales en el anexo de esta memoria. De acuerdo con
la normativa que establece las condiciones de presentacién de una tesis en la modalidad
de compendio de articulos, en los capitulos 2-5 se presenta un resumen global de las
aportaciones incluidas. Este resumen no pretende ser sélo una exposicién abreviada
de los articulos sino, también, un texto que permite apreciar la unidad de los mismos
a la vez que destaca los resultados obtenidos y sus consecuencias inmediatas. Por ello,
se incluye en el resumen una parte dedicada a describir las bases tedricas y algunas
herramientas auxiliares utilizadas en el desarrollo de este trabajo. Asimismo, a lo
largo del resumen se comentan, aunque brevemente, otros resultados de la tesis no
contemplados en las aportaciones del anexo y que se encuentran todavia en fase de
redaccién.

Comenzamos nuestro estudio asentando las bases teéricas relacionadas con la difrac-
cién y la formacién de imagenes de los sistemas épticos convencionales. Es asi como, en
el capitulo 2, hacemos una breve exposicién de la formulacién de Fresnel-Kirchhoff que
utilizamos para evaluar el campo generado por difraccién al propagarse por el espacio
libre. También mostramos las ecuaciones que rigen el comportamiento en difraccién de
los sistemas 6pticos formadores de imdgenes bajo la representacién integral de Debye.
Demostramos que los resultados obtenidos cldsicamente basados en esta representacion
son anélogos a los proporcionados por la representacién de Fresnel-Kirchhoff para el
caso de los sistemas telecéntricos, los cuales se caracterizan por tener la pupila de sa-
lida situada en el infinito. Sin embargo, en el caso més general en que el valor del
numero de Fresnel de la geometrfa de focalizacién no es idealmente infinito esto no
sucede asf. En este caso, se demuestra que la estructura del campo difractado sufre
una transformacién geométrica que podemos modelizar segiin la accién que ejerce una
lente delgada ideal situada sobre el plano focal imagen (Publicacién I). Este resultado
serd determinante para entender el origen del desplazamiento de foco observado en
sistemas con nimero de Fresnel préximo a la unidad.

En el capitulo 3 se estudia el fenémeno del desplazamiento de foco que se produce
tanto en sistemas focalizadores cldsicos, como en otros que hoy en dfa toman gran
popularidad, como son las placas zonales y las lentes cilindricas. En primer lugar re-
conocemos que, segiin se detalla en la Publicacién II, la magnitud del desplazamiento de
foco no depende solamente del nimero de Fresnel de la geometria de focalizacién, sino
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también de la distribucién transversal de amplitud en el plano de la pupila. Esta idea
es extendida a haces esféricos que, en principio, tienen una extensién transversal ilimi-
tada. Se define entonces un pardmetro nuevo, denominado mimero de Fresnel efectivo
en la Publicacién III, que permite cuantificar el desplazamiento de foco, relativo a la
distancia focal del sistema. A continuacién se hace una breve incursién en el fenémeno
de desplazamiento de foco que sufren las lentes difractivas, cuando son iluminadas con
una fuente ldser cuya amplitud transversal sigue una variacién gausiana. Se reconoce
que en el caso particular de que la iluminacién sea uniforme, no existe tal fenémeno.
Sin embargo, cuando la cintura del haz de iluminacién cubre un mimero pequefio de
zonas pertenecientes a la lente, se aprecia un efecto de desplazamiento miiltiple que
es evaluado en primera aproximacién (Publicacién IV). Por ltimo, se analiza el com-
portamiento en difraccién a lo largo del eje de un haz cilindrico truncado por una
abertura rectangular, el cual se presenta en la Publicacién V. Ademss de encontrar un
efecto de desplazamiento de foco, ya observado por otros investigadores, se cuantifica
su magnitud y, bajo ciertas condiciones relativamente generales, se encuentra que este
desplazamiento se produce en la direccién opuesta a la pantalla difractante. Este nuevo
efecto es denominado desplazamiento de foco en sentido inverso.

En el capitulo 4 hacemos una extensién de los resultados obtenidos en difraccién y
formacién de iméagenes para el caso de objetos con estructura tridimensional. Bajo la
aproximacién de Born a primer orden es inmediato reconocer que los sistemas telecéntri-
cos son los tinicos que poseen un comportamiento lineal e invariante a desplazamientos
tridimensionales. No ser4 dificil deducir, a partir de los resultados hallados hasta ahora,
las expresiones que dictan el comportamiento en difraccién de los sistemas confocales
de barrido. Estos dispositivos, que demuestran ser altamente eficaces en la formacién
de imégenes tridimensionales, pueden trabajar tanto en el modo de transmisién como
de reflexién, y se caracterizan porque tanto el sistema de iluminacién como el de colec-
cién que lo forman, juegan papeles totalmente equivalentes e independientes entre si.
Finalmente se evalda la respuesta unidad en difraccién del sistema confocal de barrido,
en el modo de reflexién, cuando el mimero de Fresnel de la geometrfa de focalizaci6n es
cercano a la umidad. Tal y como se espera, encontramos un comportamiento asimétrico
respecto al pumto focal geométrico, donde ya no se localiza el méximo de irradiancia
axial, sino que: se ha desplazado sobre el eje hacia el sistema 6ptico.

El capitulo 5 se dedica a la presentacién de una serie de técnicas novedosas en mi-
croscopfa confocal que si, bien no tienen un funcionamiento 6ptimo o bien son impracti-
cables en los sisstemas convencionales, proporcionan resultados realmente sorprendentes
en este campo. En la Publicacién VI se disefia toda una familia de filtros pupilares
binarios de esttructura anular que logran un efecto superresolvente tridimensional en
sistema Spticoss convencionales, pero que adquieren un comportamiento éptimo en los



1.2. Esquema general 9

sistemas confocales de barrido. En segundo lugar se propone en la Publicacién VII
. el uso de la apodizacién complementaria, entendida como la eleccién de dos filtros
pupilares distintos, cada uno situado en uno de los subsistemas que componen la ar-
quitectura confocal, de tal modo que individualmente generen un efecto superresovente
a lo largo de una direccién determinada, pero que en el sistema confocal se comple-
menten y resulte un efecto superresolvente tridimensional. En la Publicacién VIII
enfocamos la idea general de la apodizacién complementaria desde otro punto de vista,
en lo que hemos dado en llamar la apodizacién asimétrica. A través del uso de filtros
de fase generamos en el sistema de iluminacién y coleccién una respuesta unidad en
difraccién que, individualmente, es asimétrica respecto al punto focal geométrico, pero
que en conjunto adquiere una estructura simétrica superresolvente. Tal y como aparece
reflejado en la Publicacién IX, esta estructura asimétrica puede obtenerse simplemente
mediante un ligero desajuste de los dos brazos de la configuracién confocal. Con el uso
adecuado de filtros de estructura anular es posible conseguir un efecto superresolvente
6ptimo a lo largo del eje 6ptico, con el objetivo de mejorar la capacidad de seccionado
éptico del sistema confocal. Por tltimo, se ha ideado una técnica de filtrado 6ptico,
denominada de interferencia destructiva, mediante la cual es posible provocar un efecto
de superresolucién axial con la utilizacién de apodizadores que proporcionan una dis-
tribucién de irradiancia que se anula en el foco geométrico. Mientras que esta técnica
resulta inadecuada en sistemas formadores de imégenes convencionales, el desajuste
simétrico en el microscopio confocal lo transforma en un dispositivo superresolvente en
la direccién axial.

Por 1ltimo, en las conclusiones generales, expuestas en el capitulo 6, se comentan
sucintamente los logros alcanzados y se mencionan las perspectivas de futuro que ofrece
este trabajo.






Capitulo 2

Formacién de imagenes con objetos
planos

Ya a finales del siglo XIX se comprendié que los sistemas 6pticos formadores de
imdgenes no son capaces de reproducir fielmente la distribucién de luz emitida por una
cierta muestra bajo observacién debido esencialmente al fenémeno de la difraccién.
Cada punto luminoso del objeto se proyecta geométricamente sobre su punto conju-
gado en el plano imagen generando una mancha de difraccién. Se observé que esta
distribucién de irradiancia, para un sistema libre de aberraciones, era igual en todos
los puntos del plano imagen, la cual caracteriza univocamente el comportamiento en
difraccién del sistema 6ptico, y se denomina respuesta unidad del sistema.

Para su evaluacién teérica se han empleado principalmente dos formulaciones dife-
rentes (Stamnes 1986). En primer lugar nos encontramos con la desarrollada por Debye,
que es la m4s utilizada para caracterizar los sistemas formadores de im4genes, mientras
que la formulada por Kirchhoff se emplea sistemédticamente en problemas de difraccién
més generales. Aunque se ha demostrado que ambas propuestas proporcionan re-
sultados equivalentes en la determinacién de la respuesta unidad de sistemas 6pticos
formadores de imdigenes convencionales, se ha encontrado que cuando la abertura del
sistema disminuye, o su longitud focal aumenta dréisticamente, existen discrepancias
significativas entre ambas teorfas.

El objetivo de este apartado es resaltar los postulados bésicos en los que se basan
las formulaciones de Debye y de Kirchhoff, asf como encontrar las condiciones en las
que éstas son aplicables. De hecho, demostraremos que existe una transformacién geo-
métrica relativamente sencilla que las conecta matem4ticamente, basada en conceptos
de formacién de imégenes proporcionada por la Optica Geométrica, la cual aporta sin
ningun género de dudas una comprensién del problema nunca vista hasta ahora.

11
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2.1 Difraccién con objetos planos

Antes de comenzar el estudio de la formacién de imagenes de los sistemas épticos,
es conveniente reseftar algunas de las propiedades mds importantes del proceso de
propagacién de la luz monocromética a través del espacio libre. Ello nos permitir4,
por un lado, fijar el criterio de notacién a seguir en esta Memoria y, por otro lado,
establecer las hipé6tesis de partida sobre las que se basa la teoria que sustenta nuestro
estudio.

Comencemos por considerar un haz escalar monocromético, que se propaga a lo
largo de la direccién positiva del eje z, al que denominamos eje 6ptico, y cuya distribu-
cién de amplitud en un plano transversal dado, z = z., estd determinada por la funcién
U, (r), con r =(r,#) en coordenadas circulares. Partiendo de la férmula de la difrac-
ci6n de Rayleigh-Sommerfeld (Goodman 1968, capitulo 3), e imponiendo que el haz
escalar sea esencialmente paraxial, podemos aplicar la aproximacién de Fresnel para
obtener la distribucién de amplitud en cualquier otro plano transversal a la direccién
de propagacién, esto es,

U(r,2) =U,(r) @ h(r,z — z) , (2.1)

donde el sfmbolo ®, representa la operacién de convolucién 2D sobre las coordenadas
transversales, mientras que la funcién 3D?

1 k
h = 2 .
(r,2) s &P (z2zr ) , (2.2)
es proporcional a aquella que describe la distribucién en amplitud de una onda esférica

paraxial centrada en el origen de coordenadas, donde k = 27/ es el niimero de ondas,
representa la respuesta unidad en amplitud asociada a la propagacién libre.

Es importante resaltar que las diferentes distancias axiales presentes en las ecua-
ciones de esta Memoria estan orientadas. Es por ello que, por ejemplo, la ec. 2.1 no sélo
describe el campo real difractado por la distribucién U, (r), sino que también permite
determinar la distribucién de amplitud correspondiente a sus patrones de difraccién
virtuales, para los que la cantidad z — z. es negativa (Knopp y Becker 1978). Una
situacién diferente, es aquella en la que la luz viaja en el sentido negativo del eje 6pti-
co. En este caso, la ec. 2.1 sigue siendo vdlida, con la salvedad de que la expresién de la
respuesta unidad asociada a la propagacién libre, dada en la ec. 2.2, ha de sustituirse
por la funcién b (r, —z). Este hecho nos serd de gran utilidad a la hora de establecer
el comportamiento en difraccién de los microscopios confocales de barrido trabajando
en los modos de transmisién y reflexién.

1Por comodidad, hemos eliminado el factor de fase lineal exp (ikz), hecho que sucede de forma °
natural al obtener la solucién de la ecuacién de ondas paraxial (Siegman 1986, capitulo 16)
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2.2 Formacion de imdgenes en la representacién in-
tegral de Debye

- Consideremos un sistema 6ptico coherente formador de imégenes lineal e invariante
a desplazamientos (LSI?) 2D cuya pupila de salida estd apodizada por un filtro de
transmitancia en amplitud no uniforme, ¢ (r) (Jacquinot y Roizen-Dossier 1964). Dada
la extensién finita del filtro pupilar, siempre se puede encontrar una regién circular de
radio a centrada sobre el eje 6ptico de tal manera que fuera de ella la transmitancia
en amplitud sea nula. Para determinar el campo electromagnético que forma este
sistema 6ptico limitado por la difraccién sobre el plano imagen de un objeto plano, cuya
transmitancia en amplitud viene dada por la funcién o (r), hay que tener en cuenta que
la distribucién de amplitud sobre el plano de la pupila de salida del sistema, U, (r), se
puede expresar, en la aproximacién paraxial, como (Martinez-Corral 1993)

1

—iAs

k ~
U,(r) = exp (—.;'%73) t(r)o, (—r/As) , (2.3)
donde s es la distancia axial entre el plano pupilar y el plano imagen. La funcién
0y (—r/Xs) representa la transformada de Fourier 2D, debidamente escalada, de la
funcién

0y (r) = Mioo (ML) , (2.4)

la cual describe la distribucién de amplitud correspondiente a la imagen geométrica del
objeto, siendo M, el aumento lateral del sistema.

Esta distribucién de amplitud genera, por propagacién libre, la imagen geométri-
ca del objeto en el plano conjugado de éste a través del sistema 6ptico. Este plano
es perpendicular al eje 6ptico y contiene al punto donde focaliza la onda esférica
exp (—ikr?/2s). En los planos adyacentes se localizan las diferentes imégenes desen-
focadas del objeto, las cuales, junto a la imagen en foco, constituyen la denominada
imagen tridimensional del objeto. Para determinar la distribucién espacial de ampli-
tud en cada uno de estos planos transversales, es usual hacer uso de la representacién
integral de Debye (Born y Wolf 1980, seccién 8.8). Es comiinmente aceptado que esta
representacion integral, que describe la distribucién espacial de amplitud en el volumen
imagen como una superposicién de ondas planas, cuyos vectores de propagacién caen
dentro del cono geométrico definido por el punto axial del plano imagen y el borde de
la pupila de salida, de radio a, describe con exactitud el campo difractado siempre que

2del inglés Linear Shift-Invariant
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se satisfaga que a®/)As es infinito® (Wolf y Li 1981; Stamnes y Spielkavik 1981). A la
cantidad

@
As '’

= (2.5)
que representa el nimero de zonas semiperiédicas de Fresnel que cubre la pupila de
salida, vista desde el punto axial del plano imagen, se le denomina mimero de Fresnel
de la abertura.

Si consideramos, ademds, que el proceso de formacién de imégenes se produce en el
marco de la aproximacién paraxial, podemos expresar la distribucién de amplitud en
el volumen imagen como

Up (r,z) =04 (r) ®2 bp(r,2) , (2.6)

donde (Born y Wolf 1980, secci6n 8.8, ec. 11)

1 T . k z 2 ,27I' 2
)’ //t (ro,)exp ( iog sr") exp ( v rro) d’r, . (2.7)

La ec. 2.6 indica que, como corresponde a todo sistema formador de imégenes LSI
2D, la distribucién de amplitud en un plano transversal cualquiera del volumen imagen
viene dada por la convolucién 2D entre la imagen geométrica, o, (r), y la funcién
bp (r,z). Reconocemos entonces que esta funcién §p (r, 2) es la respuesta unidad en
amplitud del sistema 6ptico apodizado. La ec. 2.7 se puede reescribir de una forma
m4s compacta como

bp(r,z) =

1 ~/r =z
bp (r,z) = WT (x;, 7\_5—2') ) (2.8)
donde la funcién
T (r,2z) = t(r) exp (=imzr?) , (2.9)

representa la denominada pupila generalizada del sistema 6ptico, y caracteriza de ma-
nera unfvoca a las distintas imdgenes desenfocadas del objeto.

A partir de las ec. 2.6-2.9, est4 claro que la estructura del volumen imagen, depende
fuertemente, a través del pardmetro s, de la posicién de la imagen y, por ende, de la
posicién del objeto. En este sentido es destacable que un cambio en el valor de s

3Esta representacién proporciona resultados con gran precisién bajo la premisa de que a2/As > 1,
hecho que analizaremos con posterioridad.
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no sélo reescalaria el espectro de la pupila generalizada, ’f, de forma distinta en la
direccién axial y en-la- transversal; sino -que reescalarfa la funcién o, (r) también de
forma diferente. Est4 claro que al llevar a cabo la convolucién 2D entre funciones
reescaladas de forma distinta se obtiene una imagen 3D cuya estructura ha variado.

Para el caso particular del plano imagen, la distribucién de amplitud generada por
el sistema Optico toma la expresién

1 ~/r
Up (l‘, z= 0) =04 (r) (1240 Wt (E) , (210)
es decir, la respuesta unidad en foco de un sistema éptico formador de imdgenes es-
t4 caracterizada por la transformada de Fourier 2D de la distribucién transversal de
amplitud que, salvo aquella que corresponde al espectro del objeto, modula la onda
esférica emergente de la pupila de salida del propio sistema y que, para un sistema
apodizado, viene dada por la transmitancia en amplitud de la pantalla apodizante.

Por todo lo comentado hasta ahora, parece interesante encontrar la condicién sufi-
ciente para que un sistema 6ptico genere la imagen tridimensional del objeto 2D de tal
manera que ésta no dependa de la posicién del objeto, lo cual parece muy atractivo en
el campo de la formacién de imdgenes de objetos tridimensionales, tal y como veremos
en el capitulo 4.

2.3 Sistemas telecéntricos

Consideremos ahora un sistema 6ptico formador de imagenes LSI 2D que, ademsés,
es telecéntrico en el espacio imagen, es decir, cuya pupila de salida se sitia en el infinito
(Gaskill 1978, seccién 11.3). Independientemente de cual sea la estructura del sistema
telecéntrico, para su andlisis podemos modelizarlo con el esquema que se muestra en
la fig. 2.1. En este esquema, el diafragma de apertura, de radio rp, se sitia en el
plano focal objeto de una lente delgada ideal de extensién infinita. Sobre el plano
del diafragma se localiza el patrén de Fraunhofer del objeto, iluminado por una onda
esférica cuyo foco coincide con el conjugado, a través de la lente, del punto axial del
plano imagen. Por tanto, la distribucién de amplitud en el plano del diafragma es

1 Lk 2z ~ r
Uo (I‘) = -_i—/\fexp ('L§7T ) t(l') Og ( /\f) y (211)
donde t (r) representa la transmitancia en amplitud del diafragma de apertura.

Es importante remarcar que en este tipo de sistemas, el nimero de Fresnel de la
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Lente

Figura 2.1. Esquema grafico de la geometria de formacidén de imagenes

en un sistema telecéntrico sobre el espacio imagen.

geometria de focalizacion en el espacio imagen es infinito. Esto es asi porque la cantidad

a2 rDa .
~s =JX "' 212>

es infinita al serlo también el radio de la pupila de salida, a. Esta claro entonces
que la representacion integral deDebye describe con total precision ladistribucion de
amplitud generada en el espacio imagen, la cual puede expresarse, bajo la aproximacion
paraxial, como

Ur(r,z) = og(r) ®297T(r,z - z9 , (2.13)

donde4

Mr'z)y= (W f fo6'A ?2)- (214)
Al igual que en el caso general considerado en el apartado anterior, la distribucion
de amplitud de la imagen tridimensional se obtiene mediante la convolucion 2D entre la

4Podemos llegar a este resultado de manera directa a partir de la ec. 2.8 y haciendo uso de la
igualdad que aparece en la ec. 2.12
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imagen geométrica, o, (), y la respuesta unidad del sistema telecéntrico, hr (r, z — z.)
(Streibl 1984).. La funci6n. hr(r, z) se obtiene nuevamente como -una versién escalada
de la transformada de Fourier 2D de la funcién pupila generalizada del sistema. Sin
embargo, esta escala ya no depende de la disposicién sobre el sistema éptico del dio
conjugado objeto-imagen, es decir, de la distancia axial 2., sino que lo hace dnicamente
de la longitud de onda de la radiacién luminosa A y de la distancia focal f. Como conse-
cuencia, la respuesta unidad del sistema telecéntrico caracteriza de manera univoca el
proceso de formacién de imégenes, independientemente de donde est4 situado el plano
imagen predicho por la Optica Geométrica.

Por dltimo, resulta conveniente recordar que la respuesta unidad de un sistema
6ptico ests intimamente relacionada con la capacidad resolutiva del mismo. Este con-
cepto, asociado a la capacidad que tienen los sistemas formadores de imdgenes para
obtener una réplica fiel del objeto (Dekker y Bos 1997), puede ser bien entendido si
tenemos en cuenta que el radio del maximo central de la respuesta unidad correspon-
diente al sistema determina la distancia mfnima que han de tener dos puntos cercanos
pertenecientes al objeto para poder ser distinguidos. De acuerdo con la ec. 2.14, la
respuesta unidad 3D del sistema, telecéntrico, y con ello el radio de su l6bulo central,
no se veran alterados por una eleccién arbitraria de la distancia axial z., y depende
tnicamente de la geometria del mismo. Sin embargo, debemos tener en cuenta que
0g4 (r) es una versién de la transmitancia en amplitud del objeto escalada en una can-
tidad M,, que si depende, en general, de la posicién del plano imagen. Es decir, dos
puntos del objeto podran ser discernibles si, sobre la imagen geométrica, est4n sepa-
rados una distancia mayor que el radio del 16bulo central de la respuesta unidad del
sistema 6ptico, hecho que depende directamente de la posicién del objeto y su imagen.
Concluimos entonces que el hecho de poder describir el comportamiento en difraccién
de un sistema telecéntrico en el espacio imagen con una tnica funcién 3D no implica
que su capacidad resolutiva se mantenga, a su vez, invariable.

2.4 Formacién de imdgenes en sistemas 6pticos con
nuimero de Fresnel bajo

Con el propésito de dotar de una mayor generalidad a nuestro estudio, a continua-
cién analizaremos la estructura de la denominada imagen tridimensional de un objeto
plano, en el marco de la aproximacién paraxial, mediante la férmula de la difraccién de
Fresnel-Kirchhoff. En la Publicacién I aparece detallado un estudio similar, aunque se
encuentra centrado exclusivamente en el caso particular de un objeto puntual situado
sobre el eje éptico, por lo que hemos crefdo conveniente presentar su generalizacién al
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caso de objetos extensos en la redaccién de esta Memoria. De este modo, partiendo
nuevamente de la distribucién de amplitud en el plano de la pupila de salida, U, (r),
representada en la ec. 2.3, y haciendo uso de la férmula de la difraccién dada por la
ec. 2.1, se obtiene

U@,2) = Uy (r)@h(r,s+2) = (2.15)
&P (’ﬂsi )) Mtz') [Miz/)"’y (Mu) ®:h(r 7 )} ’

donde 2’ es la coordenada axial medida desde el punto axial del plano imagen, y

M(Z) = s*s’z' . (2.16)

‘Observamos que, salvo un factor de fase cuadrético irrelevante en irradiancia, la
distribucién de amplitud correspondiente a la imagen tridimensional del objeto viene
dada por la convolucién 2D de una cierta versién de la imagen geométrica escalada

_por un factor M (2'), y la funcién b (r, z’),” la cual representa la respuesta unidad en
amplitud del sistema 6ptico, que viene dada por

N 1 ~ r Zz
h(r,?)= (As)zM(z')T()\SM(Z')’ /\32M(z’)) J (2.17)

donde se ha hecho uso de la definicién de la funcién pupila generalizada (véase ec. 2.9).

Comparando las ec. 2.6 y 2.15 se deduce que la distribucién 3D de amplitud obtenida
a partir de la ecuacién de la difraccién de Fresnel-Kirchhoff, que es vélida para cualquier
valor del nidmero de Fresnel del sistema, se puede obtener a partir de la representacién
integral de Debye, esto es,

!

2 (sl—cr 2) TZ) Mtz’) Ub ( M:(-z,)’ Mz(z,)) ; (2.18)

donde observamos que se diferencian bdsicamente en tres términos. Por un lado,
aparece un factor de fase cuadrético asociado a la distribucién transversal en amplitud
de una onda esférica cuyo foco se sitiia en el punto axial del filtro pupilar, mientras que
por otro lado surge un factor de escala M (2') que afecta a las variables transversales y
radial, asi como otro término adicional exterior al resto de la expresién. La presencia de
este factor de escala da lugar a una reubicacién de los diferentes patrones transversales

U(r,2') =exp (z

5Es conveniente hacer notar que la existencia del factor de fase cuadrético implica que el sistema
6ptico no es estrictamente LSI 2D en amplitud (Sheppard 1986). Sin embargo, es posible establecer
un modelo LSI 2D para este sistema cuando eliminamos de manera explicita este factor de la ec. 2.15
y, con ello, caracterizar su comportamiento en difraccién con la respuesta unidad 3D en amplitud.
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de amplitud que se sitian a lo largo del eje optico, en comparacion con la ordenacion
predicha mediante la representacion integral de Debye (ver fig. 2.2). Sin embargo, el
conjunto de patrones transversales de difraccion predicho por las dos aproximaciones
es, salvo escalas, el mismo.

Figura 2.2. Diagrama esquematico de la transformacion sufrida por
los patrones generados a partir de la representacion de Debye (a) que
se observa cuando el nimero de Fresnel de la geometria de focalizacion

es proximo o inferior a la unidad (6).

En lo referente al factor de fase cuadratico, aunque en un primer analisis pueda
parecer intranscendente, ya que no afecta a la distribucion 3D de irradiancia, constituye
la piedra angular que establece la diferencia entre los resultados proporcionados por
ambas teorias. Para poner de manifiesto este hecho es conveniente particularizar la
ec. 2.15 para el plano imagen, 7' = 0, resultando

U(r,z’' —0) = exp giz—lirz (1) (2.19)

Si comparamos esta expresion con la ec. 2.10, se comprueba que salvo un factor de
fase cuadratico ambas expresiones son iguales (Stamnes y Spielkavik 1981). Es pre-
cisamente este factor de fase cuadratico el que permite, por propagacion libre, obtener
la distribucion 3D de amplitudes representada en la ec. 2.15. Sin embargo, nosotros
proponemos interpretar este factor como la transmitancia en amplitud de una lente del-
gada ideal divergente de distancia focal —s, y situada en el plano imagen. Basandose
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Figura 2.3. Diagrama de isofotas en escala logaritmica correspondiente
a la respuesta unidad de un sistema optico convencional con una pupila
circular de radio a = Imm para niimeros de Fresnel (A= 500nm): a)
altos (N = 500), b) moderados (iV = 10), y ¢) bajos (N —3). Lalinea
continua blanca que aparece en los graficos contiene al punto axial del
plano de la pupila de salida.
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en esta idealizacién no es dificil comprobar, con la ayuda de la relacién de correspon-
dencia de Gauss 2’ = zM (%), que la- distribucién de amplitud de la imagen 3D -del
objeto plano obtenida a partir de la férmula de la difraccién de Fresnel-Kirchhoff, se
puede interpretar como la imagen a través de una lente divergente ideal de la imagen
tridimensional obtenida mediante la representacion integral de Debye, la cual estars
afectada ademds por el aumento lateral que produce la lente delgada (ver la Publicacién

D).

2.5 Desplazamiento de foco en haces esféricos: Teo-
ria general

Hasta ahora se ha llegado, entre otras, a la conclusién de que para conocer el proceso
de formacién de iméagenes de un sistema 6ptico es necesario determinar la respuesta
unidad tridimensional que lo caracteriza, es decir, la estructura del campo que de un
objeto puntual situado sobre el eje proporciona el sistema éptico apodizado. Dentro
de este marco, es posible interpretar alternativamente la respuesta unidad 3D de un
sisterna 6ptico como el campo generado al iluminar la abertura apodizante con una
onda esférica monocromética cuyo foco se localiza en el punto axial del plano imagen
(Sheppard 1986). Esta idea se deduce, a partir de la ec. 2.3, del hecho de que un
objeto puntual tiene una distribucién espectral uniforme. M4s atin, el conocimiento de
la estructura del campo formado por la difraccién de un haz esférico transciende a otros
ambitos de la Optica, tales como, por ejemplo, aquellos que hacen uso de la tecnologia
laser para focalizar la luz sobre un blanco (Mahajan 1983; Corle et al. 1986).

A continuacién centramos nuestra atencién, tal y como aparece en la Publicacién I,
sobre la expresién de la respuesta unidad obtenida mediante la férmula de la difraccién
de Fresnel-Kirchhoff, que ahora podemos entender como la imagen, a través de una
lente divergente ideal, de la respuesta unidad obtenida mediante la representacién
integral de Debye. Est4 claro ahora que las relaciones de simetria inherentes a la
representacién de Debye sufren una clara distorsién. En particular, es bien conocido
que en el caso de que la pupila de salida sea real y positiva, es decir, que la curvatura
esférica del frente de ondas no sufre desviaci6én alguna tal y como ocurre en un sistema
libre de aberraciones, se cumple que la funcién [Bp (r, z)|? es simétrica respecto al punto
axial del plano imagen, donde alcanza su méximo valor (Collet y Wolf 1980). Estas
propiedades se pueden escribir mateméticamente como

oo (r,—2) = |bp(-r,2), (2.20a)
oo (r, ) < 19 (0,0)° . (2.20D)
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Estas simetrias son observables tinicamente cuando el nimero de Fresnel del sistema
es alto —idealmente infinito—. Sin embargo, cuando el nimero de Fresnel se acerca a
la unidad, la respuesta unidad en irradiancia del sistema, que ahora viene dada. por la
funcién |§ (r, 2')|%, sufre una deformacidn, tal y como se observa en la fig. 2.3, debido
a su dependencia explicita con el factor M (z'). En este sentido, cabe destacar que
con respecto al factor M (2’) que acompafa a las coordenadas espaciales, el efecto final
se traduce en una reordenacién de los patrones transversales en irradiancia, perdiendo
la simetrfa respecto al punto focal que indica la ec. 2.20. Sin embargo, dado que en
dicho punto M (0) = 1, lo que se traduce en que el punto focal conserva su posicién
inicial, el maximo de irradiancia permanece fijo sobre el foco geométrico. Finalmente, el
término M (z') exterior, que surge como consecuencia del principio de conservacién de
la energia (Papoulis 1968), por un lado, acentiia atin més la asimetria de la estructura
en irradiancia del campo focal y, por otro lado, provoca un desplazamiento del méximo
de irradiancia, dirigido en la direccién donde se encuentra la pupila de salida, que se
localiza, en el caso de asimetrias moderadas, sobre el eje 6ptico del sistema (Erkkila y
Rogers 1981).

Por dltimo, es conveniente senalar las causas principales por las que un sistema
6ptico caracterizado por un nimero de Fresnel alto —aunque no infinito— parece
no experimentar la asimetria predicha. El hecho de que se cumpla la desigualdad
a%/Xs > 1 implica que, por un lado, al estar el patrén de Fraunhofer de la pupila de
salida concentrado mayoritariamente en una regién del plano imagen en torno al eje
6ptico dada por la expresién aproximada (Goodman 1968)

r<Asfa=p,

el factor de fase cuadratico que lo acompaifia, de acuerdo con la ec. 2.19, toma valores
préximos a la unidad en dicha regién, por lo que puede ser omitido a la hora de calcular
la distribucién espacial de amplitud en todo el volumen focal, tal y como se hace en la
representacién integral de Debye (Li y Wolf 1984). Por otro lado, es bien conocido que,
bajo esta representacién integral, la distribucién de irradiancia del haz focalizado se
concentra principalmente en planos adyacentes al plano focal que cumplen la condicién

1] < p*/X,

donde la cantidad p?/) se suele denominar rango de Rayleigh del haz (Siegman 1986).
Si ademés se cumple que el nmimero de Fresnel de la pupila de salida es mucho mayor
que la unidad, se deduce que el campo se concentra en una regién del espacio deter-
minado por la desigualdad |2'| < s (Wang et al. 1995). El posible demostrar que en
esta regién el factor de escala que afecta a cada patrén transversal obtenido a partir
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de la formulacién de Debye es préximo a la unidad, M (2') =~ 1, ademss de que la
redistribucién axial que-sufren los mismos es practicamente inapreciable (2’ = z). -






Capitulo 3

Distribucion axial de irradiancia en
haces focalizados. Desplazamiento
de foco

De acuerdo con los resultados presentados en el capitulo 2, hemos podido concluir
que cuando un haz focalizado se caracteriza por un niimero de Fresnel alto, la distribu-
ci6n espacial de irradiancia en la regién focal es simétrica respecto del foco geométrico
del haz, donde se sitiia el punto de méxima irradiancia. Sin embargo, este maximo
se desplaza hacia la abertura difractante cuando el nimero de Fresnel se acerca a la
unidad, fenémeno que cominmente se denomina desplazamiento de foco. Este efecto,
que fue observado por primera vez en el rango de las microondas (Bachynski y Bekefi
1957; Farnell 1957b), se ha encontrado en sistemas con aberturas circulares (Arimoto
1976; Li y Wolf 1981), en sistemas que poseen pupilas con obturaciones interiores (Ma-
hajan 1983; Ojeda-Castafieda et al. 1994) y, en general, en arquitecturas focalizantes
con cualquier tipo de pantalla difractante (Szapiel 1983; Martinez-Corral et al. 1994).

En este capitulo estamos interesados en el cdlculo de la magnitud del desplazamiento
que sufre el maximo de irradiancia en el volumen focal de un haz focalizado. Dado que
este desplazamiento sucede a lo largo de la direccién axial, vamos a centrar nuestro
estudio en la distribucién de irradiancia que se genera a lo largo del eje 6ptico del
sistema. De esta manera, se obtiene una expresién que permite evaluar, con un alto
grado de aproximacién, el desplazamiento de foco relativo a la distancia focal del haz
(ver también la Publicacién IT). Ademés, definimos un nuevo pardmetro, que llamamos
numero de Fresnel efectivo, en una mera extensién al ya obtenido para el haz gausiano
(Carter 1982), que nos indica, por un lado, la capacidad que tiene un baz esférico para
desarrollar el fenémeno del desplazamiento de foco y, por otro lado, la magnitud de

25
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este desplazamiento. De esta manera, se presenta un breve resumen de los resultados
desarrollados en la Publicacién III.

Con el 4nimo de extender el estudio del desplazamiento de foco a otros sistemas
focalizantes, hacemos una breve incursién en las propiedades del campo difractado por
las lentes difractivas, a lo largo del eje 6ptico, iluminadas con un haz gausiano plano.
En este caso encontramos un fenémeno de desplazamiento de foco muiltiple, entendido
como aquel efecto que sufre, en conjunto, cada uno de los mé4ximos axiales de una
placa zonal (ver Publicacién IV). También proponemos una expresién analitica que
evalia su magnitud, independientemente del tipo de lente difractiva escogida. Por
dltimo, analizamos el comportamiento axial de los haces cilindricos truncados por una,
abertura rectangular, que estd ampliamente desarrollado en la Publicacién V. Ademas
de encontrar un fenémeno de desplazamiento de foco similar al analizado en los haces
esféricos, se infiere que, dependiendo de la geometria de la abertura difractante, el
méximo de irradiancia axial puede dirigirse en la direccién opuesta a la posicién de la
abertura, resultando en lo que hemos denominado el efecto de desplazamiento de foco
en sentido inverso.

3.1 Desplazamiento de foco en haces esféricos

De todo lo comentado hasta ahora se deduce que la aparicién del fenémeno del
desplazamiento de foco en un sistema 6ptico depende del niimero de Fresnel de la
geometria de focalizacién. Por lo tanto, es l6gico pensar que la magnitud de dicho des-
plazamiento debe depender, a priori, de este pardmetro. Sin embargo, la transmitancia
en amplitud del diafragma pupilar juega también un importante papel a la hora de
determinar la estructura del haz en la region focal, lo que implica que también ésta ha
de tenerse en cuenta en la determinacién del desplazamiento focal.

Como se ha demostrado con anterioridad, el desplazamiento de foco se produce en la
direccién axial del sistema, por lo que resulta conveniente particularizar el estudio de la
estructura del volumen focal inicamente a aquellos puntos pertenecientes al eje 6ptico.
De esta manera, la distribucién de irradiancia axial de un haz focalizado, normalizada
por conveniencia a su valor en el origen, se puede expresar, a partir de la ec. 2.17, como

2

0.5
9 2 _..[ ) o (¢) exp (—i27Wpo() d¢
IN (Wgo) = (1 = NW%) - 3 , (31)

0.5
J %) d¢
—0.5
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Plano de
y Referencia

Figura 3.1. Esquema de la geometria de focalizacion.

donde ¢0 (O) representa la media azimutal, tras sufrir una transformacion geométrica de
coordenadas que normaliza su dominio a la region —0.5 < ¢ < 0.5, de la transmitancia
en amplitud de la abertura que apodiza la pupila de salida del sistema focalizante. En
la ec. 3.1, el parametro N = a2/As representa el nimero de Fresnel de la abertura (ver
ec. 2.5), mientras que la variable adimensional

(3.2)

no es mas que el conocido coeficiente de desenfoque (Stockseth 1969).

A partir de la ecuacion anterior reconocemos que la distribucion axial de irradiancia
normalizada del haz focalizado esti gobernada por el producto de dos términos que
se pueden entender, desde el punto de vista del principio de Huygens-Fresnel, de la
siguiente manera. Un primer término, que involucra la transformada de Fourier ID de
la funcion ¢0(£), describe en todo punto axial la interferencia de las distintas ondas
esféricas secundarias de Huygens que emergen del plano de la abertura difractante
(McCutchen 1964; Martinez-Corral ef al. 1994). Dado que g0 (£) es una funcion real
y positiva, las ondas de Huygens llegan en fase al foco geométrico y, por lo tanto, el
maximo de este término se alcanza en el origen. Sin embargo, conforme las ondas
secundarias se propagan, sus amplitudes sufren una atenuacion que es inversamente
proporcional a la distancia recorrida. Esta atenuacion se describe en la ec. 3.1 por el
término (1 —: W20/N) . Resulta evidente que la competicion entre ambos términos
produce un desplazamiento del pico de irradiancia axial hacia el plano de la pupila,
provocando el efecto de desplazamiento de foco (Givens 1982; Mahajan 1983).

La magnitud de este desplazamiento depende no s6lo del valor del niimero de Fres-



28 3. Desplazamiento de foco

nel de la geometria de focalizacién, que aparece en el término parabélico exterior, sino
también de las dimensiones de la regién axial donde la transformada de Fourier 1D
de g, (¢) toma valores significativos. Consecuentemente, la funcién de mérito que de-
termina el desplazamiento de foco ha de depender no sélo del nimero de Fresnel de
la geometria, sino también de un pardmetro que evalie la capacidad del filtro éptico
para producir un patrén de irradiancia de variacién suave a lo largo del eje, es decir,
la habilidad de éste para generar un efecto apodizante axialmente.

Dado que la regién de interés del volumen focal se localiza en las proximidades
del foco geométrico, podemos hacer un desarrollo en serie de Fourier de la distribucién
axial de irradiancia normalizada en torno al origen, Wy = 0, con la ayuda del conocido
teorema de los momentos (Papoulis 1968). A partir de esta aproximacién parabélica
es posible determinar el valor del coeficiente de desenfoque que caracteriza la posicién
del méximo de irradiancia. Ademds, gracias a la ec. 3.2 podemos hallar a posteriori la
posicién del punto de maxima irradiancia axial respecto a la distancia focal, es decir,
el desplazamiento de foco relativo, que viene dado por la expresién

Zmaz 1
= - ) 3.
s 72 (No)? (33)

donde o, que es una magnitud adimensional, representa la desviacién estdndar de la
funcién g, (¢)-

La ecuacién anterior nos indica que todo haz focalizado sufre un efecto de despla-
zamiento de foco que, en primera aproximacién, depende tnicamente del pardametro
No, es decir, del producto entre el mimero de Fresnel de la abertura y la desviacién
estandar de g, ({), la cual puede interpretarse como una medida de la anchura efectiva
de la pantalla difractante. Concluimos, entonces, que el producto No evalia no sélo
el nimero de zonas de Fresnel de la geometria de focalizacién, sino también su con-
tribucién efectiva en el proceso de generacién del patrén axial y, por lo tanto, en la
magnitud del desplazamiento de foco.

Concepto de mimero de Fresnel efectivo

Hasta el momento, hemos analizado el comportamiento en difraccién, dentro del
volumen focal, de haces esféricos apodizados, es decir, haces con foco en el sentido
de la Optica Geométrica cuya pupila tiene una transmitancia en amplitud de soporte
compacto. Sin embargo, se ha observado un efecto de desplazamiento de foco similar en
el caso de haces esféricos, cuya extensién transversal puede ser ilimitada. En particular,
se encuentra que cuando un haz gausiano monocromitico se focaliza con una lente
delgada ideal, €l punto de méxima irradiancia no se localiza sobre el foco geométrico
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sino que se desplaza hacia la lente (Goubau 1963). Recientemente se ha demostrado
que el efecto de desplazamiento de foco est4 gobernado por el denominado niimero de.
Fresnel efectivo (Carter 1982), el cual depende explicitamente de la anchura del haz
gausiano incidente.

En la Publicacién III se presenta una formulacién analitica que permite evaluar el
desplazamiento de foco que sufre cualquier tipo de haz escalar con foco en el sentido de
la Optica Geométrica. Esta formulacién, basada en una mera extensién del concepto
de ‘mimero de Fresnel efectivo aplicado a haces gausianos, nos permite evaluar de una
manera sencilla el desplazamiento de foco relativo tanto de haces convergentes como
divergentes, apodizados o ilimitados transversalmente.

Con el objetivo de presentar un breve resumen de este trabajo, y siguiendo un ra-
zonamiento analogo al anterior, a partir de la ec. 2.17 podemos expresar la distribucién
normalizada de irradiancia de manera similar a la dada en la ec. 3.1, esta vez en tér-
minos de la coordenada axial u = z/2As (s + z), para después obtener un desarrollo
en serie de Taylor. Observamos que esta variable tiene dimensiones de la inversa de
4rea, en oposicién a lo que sucede con el coeficiente de desenfoque, hecho que nos va
a facilitar el desarrollo matematico a la hora de considerar haces con extensién radial
ilimitada. Realizamos entonces una aproximacién cuadrética en torno al origen axial,
a partir de la cual podemos determinar finalmente el desplazamiento de foco relativo
del haz esférico, dado por la expresién

Zmaz 1
fmez _ 34
s NZ (3.4)
En la ecuacién anterior hemos introducido un nuevo pardmetro, denominado mimero
de Fresnel efectivo del haz esférico, definido como

g
Nef = W/\—S ’ (35)

donde o representa la desviacién estdndar de la funcién g, (£). Hemos de notar que,
en esta ocasion, ¢, (£) esta definida en el intervalo 0 < £ < oo y, a diferencia del caso
analizado anteriormente, o tiene dimensiones de drea. A consecuencia de ello, aunque
la funcién g, (£) no esté acotada, es posible interpretar o como la anchura efectiva de
esta funcién. Dicho con otras palabras, o va a determinar el &rea efectiva del haz
esférico.

Esta importante férmula, que contempla los resultados obtenidos en la ec. 3.3 para
un haz esférico apodizado, indica que todo haz escalar esférico sufre un desplazamiento
de foco que, a segundo orden de aproximacién, es inversamente proporcional al cuadra-
do de su mimero de Fresnel efectivo. Por lo tanto, independientemente del perfil o
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Figura 3.2. (a) Desplazamiento de foco relativo versus el niimero de
Fresnel efectivo y (6) error relativo asociado al desplazamiento de foco
determinado por la ec. 3.4 en funcion del niimero de Fresnel efectivo

del haz esférico.

escala del mismo, y del signo de la distancia focal s, toda pareja de haces que posean
el mismo nimero de Fresnel efectivo exhibiran el mismo desplazamiento de foco.

Como consecuencia del uso de la aproximacion parabélica sobre la irradiancia axial
se comete mi error en la determinacion del desplazamiento de foco relativo y de la altura
del maximo de irradiancia. Se demuestra que ambos errores dependen exclusivamente
del namero de Fresnel efectivo del haz esférico. En concreto, para valores moderados
de N¢f, por ejemplo Nef > 5, el error cometido en la estimacion del desplazamiento de
foco relativo es siempre menor del 10%, siendo incluso inferior al 0, 1 % para valores de
Nef > 50. Sin embargo, cuando Nef < 5, el error cometido aumenta vertiginosamente
conforme el valor de Ne; disminuye.

Con el objetivo de dar un sentido fisico al papel que juega este nuevo parametro en
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la construccién del volumen focal, sacamos a colacién la interpretacién de la formacién
del patrén axial de irradiancia en términos del principio de superposicién de Huygens-
Fresnel. Partiendo de este principio, el mimero de zonas de Fresnel y su contribucién
relativa son los factores principales que determinan el instante en el que el proceso
interferencial de las ondas secundarias de Huygens generan un patrén en torno al foco
cuyos valores significativos se hallan en una regién donde el término de atenuacién no
puede ser considerado constante y, como consecuencia, aparece el efecto del desplaza-
miento de foco. En este sentido, podemos afirmar que, dado que las dimensiones del
patrén axial vienen determinadas por la anchura del haz esférico incidente, el mimero
de Fresnel efectivo evalida en cierta manera el drea de la regién del haz que interviene
de manera significativa en el proceso de formacién del patrén axial de irradiancia, y
con ello el nimero efectivo de zonas de Fresnel que contribuyen al mismo.

Ejemplos

Por ltimo, y con el objetivo de ilustrar nuestro formalismo, es posible obtener un
resultado analitico para el caso ciertamente interesante de un haz gausiano esférico
que ilumina una abertura circular (Belland y Crenn 1982; J6zwicki 1983). Sin embar-
go, dado el formato escogido para la presente Memoria, resulta conveniente cefirnos
a dos casos particulares de éste que merecen una atencién especial. En primer lu-
gar, si asumimos que la anchura del haz incidente w es mucho mayor que el radio
de la pupila circular a, encontramos que el nimero de Fresnel efectivo, dado por
N.; = ma?/v/12)s = 0,9a%/)s, corresponde al de una abertura circular uniforme-
mente iluminada. Observamos que, salvo un factor constante cercano a la unidad, el
mimero de Fresnel efectivo coincide con el nimero de zonas semiperiédicas de Fresnel
vistas desde el punto focal geométrico, N. En el caso opuesto en el que la abertura
circular trunca débilmente el haz gausiano esférico, puede hallarse el nimero de Fresnel
efectivo que viene dado por

w2

Noj=m— . .
f =T, (3.6)
Esta expresién coincide con el nimero de Fresnel que cldsicamente se ha atribuido a
un haz gausiano esférico (Carter 1982; Li 1992).

Nuevamente, si sustituimos la ec. 3.6 en 3.4, el desplazamiento de foco relativo
de un haz esférico gausiano viene determinado por Zmez/s = —A?s*/m%w*. De hecho,
este caso es el unico que, bajo nuestro conocimiento, se puede obtener una expresién
analitica exacta de la magnitud del desplazamiento de foco relativo —lo cual da idea
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de la utilidad de nuestra formulacién—, que escribimos como (Carter 1982)

Zmaz _ 1
s 14+m2w/A%2 (3.7

Esta expresi6n se diferencia de la ecuacién que hemos determinado con nuestra formu-
lacién en un sumando constante que aparece en el denominador. Este hecho confirma
el resultado anteriormente puesto de manifiesto respecto a que la formulacién analitica
aqui presente reproduce con gran precisién el desplazamiento del méximo de irradiancia
axial para valores moderados de Ny.

3.2 Comportamiento axial de lentes difractivas ba-
jo iluminacién gausiana

En la seccién 3.1 se ha realizado un estudio detallado del fenémeno del desplaza-
miento de foco que sufren los haces esféricos, asf como los pardmetros de la geometrfa
de focalizacién que influyen decisivamente en la magnitud del mismo. Aunque el ele-
mento 6ptico que sistemdticamente se utiliza para conseguir focalizar un haz es la lente
refractiva, sin embargo, dada la necesidad continua de miniaturizar los componentes
optoelectrénicos, cada vez es mayor el mimero de aplicaciones 6pticas donde estos ele-
mentos son sustituidos por las lentes difractivas (Koronkevich y Pal’chikova 1992; Sales
y Morris 1997).

Una de las propiedades principales que caracterizan las lentes difractivas es la ca-
pacidad que poseen para focalizar la luz incidente sobre diferentes puntos del eje 6ptico
del sistema, denominados focos de la lente (Chmelik 1996). Sin embargo, en el caso
particular de una lente difractiva de Fresnel de pocas zonas, bajo iluminacién uniforme,
se ha observado que los maximos de irradiancia axiales no se sitian sobre los focos,
sino que se hallan desplazados hacia la lente (Jiang et al. 1993). Es decir, podemos
afirmar que existe un fenémeno de desplazamiento de foco muiltiple semejante al ob-
servado con haces esféricos. En este contexto, y dado el creciente interés que el estudio
de los patrones en irradiancia generados por los haces gausianos ha suscitado a causa
del extenso uso que se hace de la radiacién laser (Siegman 1986), nosotros presentamos
una formulacién analitica, ampliamente desarrollada en la Publicacién IV, que permite
analizar el patrén axial en irradiancia de lentes difractivas ideales bajo iluminacién
gausiana. )

"Comencemos pues por considerar una lente difractiva circular ideal iluminada por
un haz gausiano plano, el cual posee una cintura dada por w. En general, es costumbre
desarrollar la transmitancia en amplitud de la placa zonal en términos de la coordenada
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radial r?, sobre la que se exhibe un comportamiento cuasiperiédico de periodo 2.
Consecuentemente, definimos la funcién de soporte compacto a (r2/p?) que representa-
la transmitancia en amplitud de la celda unidad normalizada al intervalo r = [0,1).

Se puede demostrar que el comportamiento axial de una placa zonal circular, ba-
jo 'iluminacién gausiana, se determina mediante una transformacién de Fourier 1D
(Lohmann y Paris 1967), de argumento complejo. Haciendo uso de la propiedades
de la transformacién de Fourier sobre funciones periédicas, la distribucién axial de
irradiancia asi obtenida viene dada por

2 -\ |2
1vo) = (32) fi (S| F e (39
donde
- exp (1/7)
PN = G am) + sk (172 &9

y a es la transformada de Fourier 1D de la funcién a. Las ecs. 3.8 y 3.9 se expresan
en términos de la coordenada axial Ng = mw?/)z, introducida con anterioridad como
parametro fijo en la ec. 3.6, la cual proporciona el mimero de Fresnel efectivo asociado
a los diferentes patrones de difraccién del baz gausiano (Carter 1982). La distancia
z se refiere a la comprendida entre la lente difractiva y el plano donde se observa el
patrén de difraccién. A su vez hemos introducido un nuevo pardmetro adimensional,
v = w?/p?, que indica el mimero de zonas de la lente difractiva que cubre la cintura
del haz gausiano.

A partir de la ec. 3.8, que describe el comportamiento axial de las lentes difractivas
bajo iluminacién gausiana para cualquier valor de v, se deduce que la distribucién
axial de irradiancia estd gobernada por el producto de tres factores. El primero de
ellos describe la atenuacién de la irradiancia axial inherente a la propagacién de las
ondas esféricas secundarias emergentes del plano donde se sitia la lente difractiva. El
segundo factor, que podemos denominar término de difraccién, tiene en cuenta el efecto
de la transmitancia en amplitud de la celda unidad, mientras que el tercero, o término
de interferencia, representa las propiedades de focalizacién de las placas zonales con
iluminacién gausiana.

Es interesante notar que este dltimo término tiene una variacién ansloga a la que
presenta, en funcién de la frecuencia de la onda, la intensidad transmitida por un in-
terferémetro de Fabry-Perot sobre el que incide normalmente una onda plana (Milonni
y Eberly 1988, capitulo 11), actuando como un dispositivo pasa-banda. En el caso de
la lente difractiva, el término interferencial selecciona una serie de valores de Ng para
los. que la distribucién de irradiancia a lo largo del eje 6ptico toma valores maximos.
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Figura 3.3. Representacion grafica del término interferencial norma-
lizado versus NG/*K”" para los siguientes casos: 7 = 0.15 (linea de
trazos), 7 = 1.5 (linea de puntos), y 7 = 15 (linea continua).

En la fig. 3.3 representamos el término interferencial, normalizando a la unidad el valor
maximo que se alcanza, en términos de una version escalada del numero de Fresnel
gausiano efectivo, Nc/*-ry, para algunos valores del parametro 7.

A continuacion podemos destacar algunas propiedades generales del comportamien-
to axial de las lentes difractivas en funcion de 7. En el caso que 7 sea mucho mayor
que la unidad, lo que implica que la cintura del haz de iluminacion cubre un gran
nimero de zonas, la funcion a [(Ag + i) se puede aproximar con gran precision a
a(No/2"7), que tiene una variacion suave con NG para altos valores de 7. Respecto al
término interferencial F' (Nq,7 ), observamos que su denominador esta dominado por el
término sin2 (Ngq/27) salvo para aquellas posiciones axiales donde éste se anula. Esto
sucede cuando el nimero de Fresnel gausiano toma los valores Nn = 27rn7, siendo n un
numero entero, en cuyo caso la funcion F (NG, 7) alcanza su maximo valor (ver fig. 3.3).
Consecuentemente, F' (Ng, 7) ofrece una estructura de picos bien definidos locahzados
a lo largo del eje optico. La posicion de estos maximos se expresa en términos de la
variable axial z como fn = p2/2An, los cuales coinciden precisamente con las posiciones
de los focos de la placa zonal circular.

Sin embargo, la posicion de los maximos pertenecientes al término interferencial

no coinciden con los maximos locales de la funcion 7 (NG), a causa principalmente del
factor exterior (NG/2'y)2. De manera aproximada describimos el comportamiento axial
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Figura 3.4. Distribucion de irradiancia axial normalizada correspon-
diente a una placa zonal de Fresnel bajo iluminaciéon gausiana plana.
Se han escogido tres valores particulares del parametro 7 = 0.15 (linea

de trazos), 1.5 (linea de puntos), y 15 (linea continua).

de una placa zonal iluminada con un haz gausiano, en torno al foco de orden n, como

NG
IU(NG)= |a(n (3.10)
(No=lam) 0
donde hemos supuesto que la variacion de a es suficientemente suave para considerarla
constante en la region focal. A partir de la ec. 3.10 encontramos que las posiciones de
los maximos relativos de la distribucion axial de irradiancia viene dada por

1
N-max (a) — Nn 1+ 3.11)

Cuando el valor de 7 es muy alto, es decir, cuando existe un gran numero de zonas
de Fresnel de la lente difractiva que cubre la cintura del haz gausiano, los maximos de
irradiancia coinciden con los focos de la placa zonal. Sin embargo, cuando 7 se aproxima
a la unidad, estos maximos sufren un desplazamiento hacia el plano donde se encuentra
la placa zonal. Podemos establecer entonces la existencia de un desplazamiento de
foco multiple en las placas zonales iluminadas con haces gausianos, cuando el valor del
parametro 7 es comparable a la unidad. Dicho de otra manera, podemos afirmar que,
en relacion al estudio realizado en la seccion 3.1, el fendomeno del desplazamiento de
foco multiple ocurre cuando el nimero de Fresnel gausiano efectivo correspondiente a
cada uno de los focos de la lente difractiva tiene un valor bajo proximo a la unidad.
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Con el objetivo de ilustrar nuestra formulacién, a continuacién analizamos breve-
mente el comportamiento en difraccién de las placas zonales de Fresnel bajo ilumi-
nacién gausiana. Una placa zonal de Fresnel tiene, por definicién, zonas transparentes
y opacas de igual drea dispuestas alternativamente. En la fig. 3.4 hemos representado
la distribucién de irradiancia axial normalizada para valores de  altos (y = 15), mo-
derados (v = 1.5), y bajos (v = 0.15). A partir de estas figuras se evidencia que, tal
y como ocurre con el término interferencial F' (Ng;y), la anchura de los picos axiales
aumenta conforme + decrece. Es importante hacer notar que el desplazamiento que
sufre cada foco de la placa zonal suele ser despreciable en términos de la distancia entre
términos adyacentes. En el caso que el valor de -y sea lo suficientemente bajo como
para que, segtn la ec. 3.11 esto suceda asf, ocurre un proceso de extincién de los focos
de orden maés bajo, tal y como observamos en la fig. 3.4 para v = 0.15.

3.3 Haces cilindricos. Desplazamiento de foco en
sentido inverso

A lo largo de todo este capitulo se ha llevado a cabo un estudio exhaustivo de
los mecanismos que generan el fenémeno del desplazamiento de foco que se encuentra
en haces focalizados apodizados y, en general, en cualquier haz esférico no uniforme.
También hemos realizado una breve incursién en el fenémeno de focalizacién con lentes
difractivas, para las cuales se reconoce un efecto de desplazamiento de foco multiple
bajo iluminacién gausiana plana.

En esta seccién acabamos reconociendo que el efecto del desplazamiento de foco
también aparece en sistemas focalizantes con simetrfa cilindrica. Sin embargo, bajo
ciertas condiciones, el maximo de irradiancia axial aparece desplazado respecto del
foco geométrico en la direccién opuesta donde se sitia la pantalla difractante. Con
el objetivo de analizar este fenémeno, vamos a desarrollar una formulacién analitica
que describe el comportamiento axial de haces cilindricos truncados por una abertura
rectangular. Este estudio estd desarrollado ampliamente en la Publicacién V que se
acompaiia al final de esta Memoria.

Comenzamos considerando un haz plano uniforme y monocromético que ilumina
una lente cilfndrica, de distancia focal f;, la cual produce una curvatura cilindrica del
frente de ondas a lo largo del eje z. No es dificil inferir que para el caso de una lente
cilfndrica ideal, es decir, de extensién ilimitada y libre de aberraciones, la distribucién
axial de irradiancia normalizada a su valor en foco viene dada por Iy (2) = |fs/2|.
Por lo tanto, la irradiancia axial se atemia siguiendo una ley inversa a la distancia
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Figura 3.5. Esquema grafico de la geometria de focalizacion cilindrica.

recorrida desde el foco de la lente, z = (0. Este hecho lo distingue del caso esférico, cuya
distribucién axial de irradiancia depende inversamente del cuadrado de la distancia
al punto focal, por lo que podemos afirmar que la atenuacion que sufren las ondas
cilindricas es menor que la correspondiente a las ondas esféricas (Stamnes 1986, capitulo
5).

Sin embargo, es preciso tener en cuenta el efecto que, sobre el campo difractado a
lo largo del eje optico, tiene la apertura pupilar de la lente focalizadora. En el caso
particular de que el truncamiento que sufre el haz a lo largo de la direccion transversal
y pueda obviarse, la distribucion axial de irradiancia normalizada se puede escribir
finalmente como

05 2
2Why 1 2W20
. I 3.12
W20 = 1 ]exp (—SttVE0o(2) N (3.12)
0.5

En la ecuacion anterior, hemos usado el nimero de Fresnel de la geometria cilindrica
de focalizacion, dado por Nx = (al/2)J/A/I, donde ax es la anchura de la rendija
difractante, el cual tiene en cuenta el nimero de zonas cilindricas de Fresnel que cubren
la lente vista desde el foco.

A partir de la ec. 3.12 es posible observar que la distribucion axial de irradian-
cia In (W20) estd compuesta, una vez mas, por dos factores. El primero de ellos,
|1 —2 W20/Nx)\, describe la atenuacion que sufren las ondas cilindricas secundarias al
propagarse desde la pantalla difractante, mientras que el segundo factor tiene en cuenta
los efectos de difraccion que causa la extension finita de la pupila a lo largo del eje x, y
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que pueden escribirse en funcién del médulo al cuadrado de la funcién ¥ (Wy), que es
una funcién compleja y cuyo médulo es par y méaximo en el origen. En el caso que el
mimero de Fresnel NV, sea mucho mayor que la unidad, el término lineal |1 — 2Wao/N, |
se mantiene pricticamente constante en la regién donde ¥ (W) toma valores significa-
tivos, por lo que el méximo en irradiancia se localiza sobre el foco geométrico. Cuando
N, disminuye, la pendiente del término lineal aumenta progresivamente, resultando en
un desplazamiento del foco hacia el plano pupilar (Jiang y Stamnes 1997).

A continuacién vamos a extender nuestro estudio al caso en el que el haz cilin-
drico uniforme considerado estd truncado a lo largo de las dos direcciones del plano
transversal a la direccién de propagacién. Es inmediato obtener la distribucién axial
de irradiancia normalizada como

Iy (Wa) = x (Wao) [¥ (Wao)|* (3.13)
donde
_ 1 2Wa\? Wao — N /2\ |?
<o - e () [F (B e

Ademids, hemos introducido la razén de truncamiento de la abertura definida como
T = (az/ ay)Q, donde a, es la anchura de la abertura rectangular difractante a lo largo
de la direccién y. La ec. 3.13 nos indica que el comportamiento axial de las lentes
cilindricas caracterizadas por un valor arbitrario de N; estd gobernado no sélo por el
término | ¥ (Way)|?, el cual aparece también en la ec. 3.12, sino por la funcién x (Wao)
que describe simultdneamente los efectos de difraccién que surgen por la extensién
finita de la pupila a lo largo de la direccién y y la atenuacién inherente a la propagacién
ondulatoria.

Con el objetivo de analizar la influencia de la razén de truncamiento de la abertura,
T, que aparece explicitamente en el término x (Wa), fijamos un valor del nimero de
Fresnel de la geometria, digamos N, = 4 (ver fig. 3.6). En este caso, cuando T es
mucho mayor que la unidad, la funcién x (Wy) tiende a |1 — 2Wo/N,|, por lo que
el comportamiento axial dado por la ec. 3.13 queda descrito, de manera precisa, por
el patrén axial de irradiancia que proporciona la ec. 3.12, donde no se contemplan
los efectos de difraccién que surgen del truncamiento del haz incidente a lo largo de
la direccién transversal y. Cuando el valor de la razén de truncamiento disminuye, la
dependencia lineal de la funcién x (Wag) aparece modulada por una variacién sinusoidal
de frecuencia proporcional a T'. El patrén axial de irradiancia aparece entonces afectado
por esta misma estructura de picos, lo cual hace que la posicién del maximo dependa
acusadamente del valor de T'.
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Figura 3.6. Distribucion de irradiancia normalizada para un sistema
con nimero de Fresnel bajo, Nx = 4. Los valores escogidos para la
razén de truncamiento son: 7 = 100, 7 = 10,y 7 = 0.33. A su lado se
representan las funciones x(*20) (linea continua) y I'F (W) (linea
de trazos) por separado.

En el caso que la razéon de truncamiento sea menor que la unidad, por ejemplo,
T = 0,33, la funcion x (W"0), que varia de manera suave con la coordenada axial,
llega a tener una pendiente positiva en el origen, contrariamente a lo que ocurre con
valores altos de 7. Cuando esta funcion se multiplica por el factor |'b (M"0)!", que es
una funcion par, se obtiene una distribucién axial asimétrica cuyo lobulo central se ha
desplazado en direccion opuesta a la lente. Este fendmeno, al que hemos denominado
desplazamiento de foco en sentido inverso, parece depender entonces de la escala de
X (Woo) y de su pendiente en el origen. En la aparicion de este efecto es necesario que,
por una parte, la frecuencia de la modulacion sinusoidal de | (HAo) sea lo suficiente-
mente baja para que s6lo uno de sus lébulos afecte a la region focal, condicion que se
cumple cuando 7 es menor que la unidad, y, por otro lado, la pendiente de x (W20)

sobre el foco, W20 = 0, sea positiva.
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A partir de la ec. 3.14 se observa que, independientemente de los valores de N, y
T, el punto perteneciente a la curva x (Wap) que se sitia sobre el foco geométrico estd
determinado por el producto N, T'. Por lo tanto, parece posible encontrar un efecto de
desplazamiento de foco en sentido inverso para otras geometrias de focalizacién para
las cuales VT permanece constante. Hay que tener en cuenta que cuanto menor es
N, mayor es la pendiente de x (Wy) y, consecuentemente, mayor la magnitud del
desplazamiento de foco en sentido inverso. Sin embargo, ante N, demasiado bajos,
T puede crecer tanto que se forma una estructura sinusoidal de alta frecuencia que
apantalla dicho efecto.

Por 1iltimo, el anilisis del desplazamiento de foco en sentido inverso llevado a cabo
hasta ahora se ha centrado en el caso de que el primer l6bulo de x (Wa) se localice
en la regién focal. Es evidente que el efecto buscado se logra también cuando otros
l6bulos secundarios caen sobre el foco geométrico, de tal manera que se consigue que la
pendiente sea positiva. Por lo tanto, mediante una simple variacién del producto N, T
es posible controlar el desplazamiento de foco, bien hacia la lente o en sentido inverso.



Capitulo 4

Formacion de imagenes con objetos
tridimensionales. Sistemas
confocales de barrido.

En microscopfa convencional, muchos de los objetos que se encuentran bajo obser-
vacién no pueden considerarse planos, ya que son més gruesos que la profundidad de
campo del sistema formador de im4dgenes. Es posible reconstruir la estructura tridimen-
sional de la imagen mediante un simple barrido axial del plano de observacién a través
del espacio imagen. Asi se obtiene informacién proveniente de las distintas secciones
del objeto que se sitian secuencialmente sobre el plano conjugado correspondiente.

Sin embargo, el patrén de difraccién generado sobre el plano de observacién proviene
no sélo del plano objeto conjugado, sino también de los adyacentes a éste, lo cual provo-
ca una distorsién de la informacién asf obtenida. Este hecho se encuadra en un conjun-
to de limitaciones fundamentales que tienen los campos difractados tridimensionales, y
que provienen de las restricciones que impone la ecuacién de ondas (McCutchen 1964;
Lohmann 1978). De esta manera, podemos afirmar que no es posible obtener una ima-
gen 3D perfecta, incluso considerando el caso ideal de un sistema dptico que genera
imégenes gausianas ideales (Frieden 1967; Streibl 1985).

En las dltimas décadas se han disefiado diversas arquitecturas que permiten una
notable mejora en la capacidad de seccionado 6ptico de los sistemas formadores de
imigenes. En este sentido, destacamos que desde principios de esta década ha tomado
gran auge la denominada configuracién confocal que, por medio de un sistema de
iluminacién anisétropo y un barrido electrénico, permite incrementar la discriminacién
de la informacién proveniente de los planos situados fuera de foco.

En esta seccién vamos a obtener las ecuaciones que rigen el comportamiento en

41
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difraccién de objetos 3D, asf como el campo que generan en el espacio imagen de un
sistema 6ptico convencional. En concreto, demostraremos que los denominados sis-
temas telecéntricos son los tdnicos LSI 3D, asumiendo como vélida la aproximacién
de Born a primer orden. A continuacién construiremos un microscopio confocal co-
mo combinacién de dos sistemas telecéntricos y un dispositivo de barrido sobre el que
colocamos la muestra 3D bajo observacién. Su respuesta en difraccién, tanto en el
modo de transmisién como en el de reflexién, vendrd dada por el producto de dos
funciones independientes, asociadas a las respuestas unidad en amplitud de ambos sis-
temas telecéntricos. En dltima instancia, analizaremos brevemente el comportamiento
en difraccién de los dispositivos confocales de barrido, trabajando en el modo de re-
flexién, formados por sistemas 6pticos con un mimero de Fresnel bajo. En analogfa a
los sistemas convencionales, observaremos la existencia de un efecto de desplazamiento
de foco a lo largo del eje 6ptico.

4.1 Difraccién con objetos tridimensionales

Consideremos un objeto de grosor no despreciable que estd iluminado por un haz
escalar monocromatico de longitud de onda A. Con el objetivo de simplificar la teorfa
que describe el comportamiento en difraccién de los objetos tridimensionales, vamos
a suponer que éstos estdn formados por puntos cuasi transparentes que actian como
fuentes emisoras secundarias de luz coherente, de tal manera que la luz difractada por
cada punto del objeto 3D situado en un plano z, no interacciona con parte alguna
del objeto que se encuentra en el semiespacio z > z, (Streibl 1984). El hecho de
asumir esta aproximacién, denominada aproximacién de Born a primer orden (Streibl
1985), implica que la radiacién que ilumina el objeto 3D se difracta unicamente una
vez dentro del objeto y, como consecuencia, en un plano posterior se observa sélo la
interferencia de la luz incidente no difractada con la difractada una unica vez. Estas
hipétesis también se suelen emplear en el andlisis de hologramas de volumen (Smith
1969, capitulo 4).

'La distribucién del campo electromagnético que proviene de la radiacién difractada
una Unica vez se obtiene entonces como la superposicién de las distintas contribuciones
de cada secci6n elemental del objeto 3D. Bajo estas suposiciones, podemos establecer
que la distribucién transversal de amplitud compleja que difracta una seccién dada del

" objeto tridimensional, situada en z = z;,, de acuerdo con las condiciones de contorno
de Kirchhoff (Goodman 1968, capftulo 3), viene dada por

U, (%o, 20) = 0 (X0, 20) b(To, 25) (4.1)
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Plano de
yji Referencia

Figura 4.1. Esquema de la formacion del patron de difraccion que se
genera, por propagacion libre, a partir de las diferentes secciones que
componen el objeto 3D.

donde el objeto 3D esta caracterizado por una distribucion de amplitud difractante
dada por o (r,z), y b (r0,z0) es la distribucion transversal de amplitud del haz incidente
de iluminacion sobre el plano considerado.

El patrén de difraccion generado por propagacion libre en un plano arbitrario situa-
do a una distancia c del plano de referencia que tomamos como origen de coordenadas,
ver fig. 4.1, viene dado por la superposicion coherente de los patrones de difraccion
generados en ese plano que provienen de las diferentes secciones transversales que for-
man la distribucion 3D de la componente difractante del objeto dada en la ec. 4.1, y
que expresamos como (Zapata-Rodriguez 1997)

U,z)= U0(r,z) ®h(r,2) , 4.2)

donde, recordemos, % (r, 7) es la respuesta unidad 3D asociada a la propagacion libre
(ec. 2.2). En la ecuacion anterior, que puede interpretarse como una generalizacion
al caso 3D de la ec. 2.1, se ha ignorado la contribucién proveniente de la radiacion
incidente que no se difracta, lo cual resulta vilido cuando se trabaja en condiciones de
campo oscuro donde la radiacion directa (no difractada) no contribuye a la formacién
del patron de difraccion de Fresnel.

Es importante enfatizar que, bajo las hipotesis de la primera aproximacion de Born,
la difraccion de objetos tridimensionales es un proceso lineal e invariante a desplaza-
mientos 3D (LSI 3D), tal y como pone de manifiesto la relacion de convolucion de la



44 4. Formacién de imdgenes con objetos 3D

ec. 4.2. Es por ello que, en este caso, podemos seguir denominando respuesta unidad
3D en amplitud a la funcién A (r, z).

4.2 Sistemas formadores de imagenes lineales e in-
 variantes a desplazamientos tridimensionales

Es evidente que las limitaciones que hemos de imponer a un sistema 6ptico disefiado
para formar imédgenes de objetos tridimensionales deben ser mds restrictivas que las
de sus homélogos 2D. De hecho, un objeto plano no es més que un caso particular
de objeto tridimensional, cuyo grosor es infinitesimal, por lo que podemos afirmar que
todo sistema formador de im4dgenes 3D es capaz de formar la imagen de un objeto 2D.
Sin embargo, la afirmacién inversa no es cierta, es decir, no podemos afirmar que un
sistema formador de imégenes 2D sea capaz de generar imégenes 3D.

La lente delgada ideal es un claro ejemplo de sistema 6ptico que, en un determi-
nado plano del espacio imagen, genera una distribucién transversal de amplitud que,
salvo un factor de fase cuadritico, corresponde a una réplica exacta de la componente
difractante en amplitud del objeto, su imagen geométrica, escalada en una cantidad
M, constante sobre todo el plano (Gaskill 1978, seccién 10.6). Sin embargo, la posicién
del objeto determina tanto la disposicién sobre el eje 6ptico del plano imagen como el
aumento lateral M, que sufre la imagen 2D. En el caso de que el objeto se considere
tridimensional, en el plano de observacién vamos a obtener una distribucién de am-
plitud correspondiente a la imagen geométrica de la seccién del objeto dispuesto en el
plano conjugado, ligeramente distorsionada por la luz difractada que proviene de otras
secciones del mismo. En el proceso de reconstruccién de la imagen 3D por medio de
un barrido secuencial del plano de observacién, a lo largo del eje 6ptico, se obtiene
una distribucién espacial de amplitud que, en comparacién con la distribucién de am-
plitud compleja difractada por el objeto, ofrece una deformacién cénica (ver fig. 4.2).
La conclusién final es que un sistema 6ptico disefiado para obtener imdgenes 3D de
objetos gruesos, deber4 eludir este tipo de deformacién y, por tanto, habra de tener un
aumento lateral independiente de la posicién de cada seccién del objeto.

Adicionalmente al hecho de que ha de exigirse una invariancia en la escala transver-
sal de la imagen geométrica de las diferentes secciones del objeto, hemos de imponer,
por las mismas razones aducidas anteriormente, que el aumento axial sea también in-
dependiente de la posicién axial del plano objeto considerado. Se puede demostrar que
estos requerimientos son satisfechos por los sistemas épticos afocales (Gaskill 1978,
seccién 11.3). Es por ello que vamos a centrar nuestra atencién en el estudio de las
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Lente

Figura 4.2. Deformacion conica que muestra la imagen 3D reconstru-
ida a partir de un barrido secuencial sobre el espacio imagen.

propiedades de los acoplamientos afocales considerados como sistemas opticos de for-
macion de imagenes 3D.

Finalmente, hemos de tener en cuenta los efectos de difraccion que provoca la
presencia de una distribucion de amplitud no uniforme en el plano de la pupila de
salida. En la seccion 2.3 hemos demostrado que los sistemas telecéntricos en el espacio
imagen se caracterizan por ser LSI 2D con una respuesta unidad 3D del sistema que
es independiente de la posicion del plano imagen de observacion. En el caso de la
formacion de imagenes de objetos 3D, cada punto del objeto va a generar, sobre el
espacio imagen, un campo electromagnético cuya distribucion espacial no va a depender
de su posicion. Asumiendo la primera aproximacion de Born, es posible utilizar el
principio de superposicion para determinar el campo total generado por difraccion
en el espacio imagen. Por ultimo, exigimos que el sistema optico sea afocal para
que la imagen geométrica sea una réplica uniformemente escalada del objeto, lo cual
implica que el sistema sea telecéntrico también en el espacio objeto. A este tipo de
sistemas lo denominaremos de ahora en adelante sistema telecéntrico. Las propiedades
de invariancia espacial y linealidad van a permitir caracterizar al sistema telecéntrico
como LSI 3D.

Con el objetivo de estudiar con mayor detenimiento el comportamiento en difraccion
de estos sistemas, consideremos por simplicidad el acoplamiento éptico telecéntrico
formado por dos lentes delgadas de distancias focales / y /' (ver fig. 4.3), que incorpora
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Figura 4.3. Formacién de la imagen 3D en un sistema telecéntrico.

un filtro 6ptico localizado en el espacio intermedio del sistema afocal, justo sobre el
plano confocal de las dos lentes. En este caso, las pupilas de entrada y salida se
sitian ambas en el infinito. Para el sistema considerado, tanto el aumento lateral, que
viene dado por la expresion M = —f'/f, como el aumento axial, M2, son magnitudes
constantes e independientes de la posicion del objeto. Asumiendo iluminacién plana, la
distribucion de amplitud en un plano cualquiera del espacio imagen puede expresarse
como (Zapata-Rodriguez 1997, pagina 18)

U,z) = og(r,z) 3 H(r,2) , (4.3)

donde ) (r, z) es la respuesta unidad 3D en el espacio imagen del sistema telecéntrico,
dada en la ec. 2.14, mientras que hemos definido la imagen geométrica 3D como

= ’ (44)

que incorpora un factor de normalizacion //M 2 adicional. Es importante hacer notar
que la coordenada axial z tiene su origen en el punto focal imagen de la segunda lente
que forma el sistema afocal.

A partir de la ec. 4.3 podemos determinar la distribucion tridimensional de amplitud
que genera, en el espacio imagen de un sistema telecéntrico, un objeto 3D caracterizado
por una distribucion de amplitud difractante dada por o (r, 7). Comparando la ec. 4.3
con la ec. 4.2 podemos interpretar la funcion U (r,z) como el patréon que generaria
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por difraccién un objeto 3D caracterizado por una distribucién de amplitud difrac-
. tante g, (r,2), iluminado uniformemente, de.tal manera que la respuesta unidad 3D
en difraccién vendrfa dada esta vez por b (r, z). Sin embargo, el objeto tridimensional
04 (r, 2), que virtualmente hemos creado, no es més que una versién escalada de o(r, 2),
el cual es el dnico que tiene realidad fisica. Por consiguiente, resulta conveniente ex-
presar el campo generado por difraccién en términos de la distribucién espacial de
la componente difractante del objeto 3D, o(r,z). Con este fin, vamos a reescribir el
patrén de difraccién U (r, z) como

1 _,/r =z
donde
U'(Y,2) =o(r,)®s ' (v, 2) . (4.6)

-Las ecs. 4.5 y 4.6 indican que la distribucién espacial de amplitud en el espacio
imagen de un sistema telecéntrico no es mas que una versién escalada de la funcién
3D U’ (r, z), siendo dichas escalas constantes, aunque diferentes segun se considere la
direccién axial o la transversal. Este patrén tridimensional de amplitud se obtiene, una
vez més, como la convolucién 3D entre la funcién o (r, z), entendida como la distribucién
espacial de luz difractada por el objeto 3D, y la funcién § (r, 2), que se define como

1 5 r z
b (r,z) = (—WT (—/\—f,, W) = M*n (Mr, M?*2) . (4.7)
No es diffcil demostrar que la distribucién de amplitud virtual, situada en el espacio
objeto y obtenida por propagacién libre y accién de las dos lentes del sistema, que
generaria U (r, z) en el espacio imagen corresponde precisamente a la funcién U’ (r, 2).
Es por ello que ¥ (r, z) constituye la verdadera respuesta unidad 3D en amplitud co-
rrespondiente al espacio objeto del sistema telecéntrico.

Consecuentemente, podemos concluir que la distribucién tridimensional generada
en el espacio imagen de un sistema, telecéntrico es una versién anisétropa y uniforme-
mente escalada de la convolucién 3D entre la distribucién espacial de la componente
difractante del objeto grueso y la respuesta unidad 3D del sistema formador de im4-
genes en el espacio objeto. Atendiendo a las propiedades de la convolucién de funciones
escaladas (Gaskill 1978), se puede afirmar entonces que los sistemas telecéntricos son
LSI 3D bajo las hipétesis de la aproximacién de Born a primer orden. De hecho, se
puede demostrar que los sistemas telecéntricos son los tinicos sistemas formadores de
im4genes LSI en tres dimensiones (D.N. Sitter y Rhodes 1990).
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Fuente
Puntual

Detector
Puntual

Figura 4.4. Diagrama esquematico de la arquitectura confocal en el
modo de transmision. Por simplicidad, suponemos que todas las lentes

que componen el sistema poseen la misma longitud focal.

4.3 Sistemas confocales de barrido

La microscopia confocal de barrido es una tecnologia de reciente desarrollo que
ha sido ampliamente aplicada en muy diversos campos de la ciencia aprovechando
sus ventajas sobre los sistemas de microscopia convencionales (Wilson 1990). Podemos
destacar su mayor resolucion tridimensional y su fuerte capacidad de seccionado 6ptico,
ya que este sistema optico es muy selectivo sobre la luz difractada por cada punto del
objeto. Esta propiedad para seccionar 6pticamente permite mia mejora en la formacion
de imagenes tridimensionales.

En la fig. 4.4 aparece el esquema de un microscopio confocal de barrido en el modo de
transmision. Una fuente puntual emite luz monocromatica, de longitud de onda A, que
atraviesa un primer sistema telecéntrico, al que denominaremos sistema de iluminacion,
que focaliza el haz incidente sobre un punto concreto del objeto tridimensional en
observacion. La luz emergente transmitida es recogida por otro sistema telecéntrico,
denominado sistema de coleccion, y finalmente es detectada en el punto conjugado con
el de la fuente. En el caso de que el detector, situado sobre el eje optico, sea puntual,
el sistema total se hace confocal. De esta manera se logra una notable discriminacion
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de la luz que procede de los puntos del objeto que estén fuera de foco. La informacién
. precisa para reconstruir punto a punto. la.distribucién de luz difractada por el objeto-
3D se obtiene mediante un barrido secuencial del mismo a través del punto confocal.

Comencemos por deducir las ecuaciones que rigen el comportamiento en difrac-
cién de los sistemas confocales de barrido en el modo de transmisién. El objeto que
aparece bajo observacién se encuentra iluminado por la radiacién que procede del sis-
tema telecéntrico de iluminacién, el cual se encuentra apodizado por un filtro éptico de
transmitancia en amplitud ¢; (r). Su distribucién espacial de amplitud corresponde a
b: (r, 2), es decir, a la respuesta unidad 3D en amplitud del sistema en su espacio ima-
gen, centrada sobre el punto confocal. La estructura espacial del campo difractado por
el objeto tridimensional, una vez desplazado a una posicién de coordenadas! (rs, 25),
viene dado, de acuerdo con la ec. 4.1, por

U, (r,z;T5,25) = 0(rs — 1,25 — 2) h; (r,2) . (4.8)

Para estimar la influencia que sobre la radiacién detectada posee el filtro pupilar,
de transmitancia en amplitud ¢, (r), que se sitda en el sistema telecéntrico de coleccién,
resulta mas c6modo trasladar conceptualmente dicha influencia al espacio objeto donde,
de acuerdo con la ec. 4.6, la distribucién 3D virtual de amplitud viene dada por

U (rs Z, Ty, zs) = [0 (rs —TI,2s — Z) b; (l‘, z)] ®3 b:: (I', z) . (49)

El detector puntual situado en el origen de coordenadas del espacio imagen del sistema
de coleccidn, es decir, en el foco imagen de la segunda de las lentes que lo componen,
detecta una cantidad de irradiancia luminosa que viene determinada por el médulo al
cuadrado de la amplitud virtual, generada en el espacio objeto, evaluada en el punto
conjugado del detector a través del sistema de coleccién, U, (0,0;r,, 2,). Particulari-
zando la ec. 4.9 para el caso (r, z) = (0,0), finalmente obtenemos una distribucién de
campo 3D, definiendo la funcién

be (r, 2) = b: (r, 2) b (-1, —2) , (4.10)

como una convolucién tridimensional entre la funcién objeto o (r, z) y la funcién b (r, z),
es decir '

Us (x5, 2,) = 0 (x5, 25) @3 be (rs,25) . (4.11)

La ec. 4.11 nos indica que la distribucién tridimensional de amplitud reconstruida
por el sistema confocal de barrido no es més que la convolucién 3D de la sefial de entra-
da, que en este caso viene dada por la componente difractante del objeto tridimensional,

1 Hemos asumido una inversién en los ejes coordenados que, por una parte, no afecta al resultado
final y, sin embargo, facilita su manipulacién matemética



50 4. Formacioén de imdgenes con objetos 3D

o(r,z), y la funcién b (r,z). Reconocemos que el sistema confocal de barrido en el
modo de transmisién es lineal e invariante a desplazamientos 3D (Sheppard y Cogswell
1990). La propiedad de linealidad se le atribuye a la aproximacién de Born a primer
orden, mientras que la invariancia a desplazamientos 3D es inherente a los sistemas
de barrido (Sheppard y Choudhury 1977). Es por ello que a la funcién b, (r, z) se le
denomina respuesta unidad 3D en amplitud del sistema éptico confocal en el modo de
transmision.

Resulta interesante dar una interpretacién heurfstica de la composicién de la funcién
B (r, 2). De acuerdo con la ec. 4.10, ésta se obtiene como producto de dos funciones 3D
independientes, una de ellas correspondiente a la respuesta unidad 3D en amplitud del
sistema de iluminacién en su espacio imagen, b; (r, z), mientras que la otra est4 asociada
a la respuesta unidad del sistema de coleccién en su espacio objeto, b, (~r,—z). Sin
embargo, segin la ec. 4.7, y particularizando para este caso donde M = —1, esta iiltima
funcién también se puede escribir como h, (r, —z), que tiene un significado fisico bien
claro: esta funcién corresponde a la respuesta unidad 3D del sistema telecéntrico en
el espacio imagen, cuando la luz se propaga en el sentido negativo del eje 6ptico.
Dicho de otro modo, una onda esférica emergente del punto donde situamos el detector
puntual, propagéndose en la direccién —z a través del sistema colector, proporciona una
distribucién espacial de amplitud sobre el espacio intermedio del dispositivo confocal,
es decir, donde se sitda el objeto 3D, que viene dado por la funcién b, (r, —z).

Nétese que la interpretacién heuristica que acabamos de dar de la respuesta unidad
3D del sistema confocal en el modo de transmisién implica, avalado por la ec. 4.10,
que tanto el sistema de iluminacién como el de coleccién juegan papeles equivalentes
en el proceso de formacién de la imagen 3D. Ademads, la contribucién de cada uno de
ellos es completamente independiente de la del otro, por lo que existe un grado de
libertad mucho mayor para alterar la respuesta en difraccién de este sistema formador
de iméagenes que el correspondiente a los sistemas convencionales.

Cuando el sistema confocal trabaja en el modo de reflexién, la luz que incide sobre
el objeto tridimensional se refleja y es conducida por un sistema de coleccién hacia un
detector puntual situado en un punto conjugado al de la fuente a través del sistema
total. Aunque no vamos a detallar el proceso de formacién de imdgenes y su compor-
tamiento en difraccién, podemos razonar en términos de la interpretacién heuristica
dada anteriormente para el modo de transmisién con el objetivo de obtener la respues-
ta unidad 3D del sistema confocal en el modo de reflexién, donde hemos asumido que
existe linealidad e invariancia a traslaciones. De esta manera, la respuesta unidad 3D
en amplitud va a formarse como el producto de dos funciones independientes: una de
ellas correspondiente a la distribucién de luz generada por el sistema de iluminacién,
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en el espacio intermedio, que focaliza la luz proveniente de la fuente puntual sobre el
- objeto, h;(r,z), y la otra perteneciente a la distribucién: espacial de luz que formaria-
el sistema de coleccidén sobre el espacio intermedio si desde el punto donde se localiza
el detector puntual emergiese una onda esférica, que en este caso est4 claro que corres-
ponde a la funcién b, (r, z), puesto que la luz reflejada viaja a través del sistema de
coleccién en sentido inverso a como lo hace en el modo de transmisién. Finalmente, la
distribucién de amplitud que en el proceso de barrido genera el sistema confocal puede
describirse, de forma ansloga a la ec. 4.11, a través de la operacién de convolucién

U (r,z) = o(r,2) ®3 b, (r,2) , (4.12)
donde
br (l‘, Z) = bh; (I‘, z) b (l‘, Z) ’ (413)

es la denominada respuesta unidad 3D en amplitud del sistema confocal en el modo de
reflexién.

4.4 Arquitecturas con nimeros de Fresnel bajos

Hasta ahora hemos obtenido el importante resultado siguiente: el sistema confo-
cal de barrido formado por dos sistemas telecéntricos, uno de iluminacién y otro de
coleccién, es LSI 3D bajo la aproximacién de Born a primer orden. En este sentido,
hemos de insistir que el sistema es invariante a desplazamientos 3D por el mero hecho
de formar la imagen 3D a partir de un proceso de barrido electrénico. Sin embargo,
en el caso de sistemas convencionales, debfamos exigir que el sistema fuese telecéntrico
para poder considerarlo LSI 3D. Concluimos entonces que no es necesario imponer,
en microscopia confocal de barrido, que los sistemas de iluminacién y coleccién sean
telecéntricos, es decir, afocales. De hecho, el capitulo 2 hemos demostrado que las
funciones §; (r, z) y b, (r, ), asociadas a las respuestas unidad 3D de los sistemas de
iluminacién y coleccién, pueden seguir siendo descritas mediante la representacién in-
tegral de Debye exigiendo tnicamente que el mimero de Fresnel de las geometrfas de
focalizacién sea mucho mayor que la unidad.

En la actualidad se encuentran aplicaciones en microscopfa confocal de barrido,
trabajando en el modo de reflexién, donde en nimero de Fresnel de la geometrfa de
focalizacién es cercano a la unidad (Corle et al. 1986; Tiziani et al. 1996; Hessler y
Kunz 1997). Por lo tanto creemos necesario un estudio complementario de estas nuevas
configuraciones, el cual serd tratado a continuacién de forma heurfstica.
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Fuente

Puntual Detector

Lamina Le(r) Puntual

Semiespejada

Figura 4.5. Sistema confocal de barrido en el modo de reflexion tra-
bajando con geometrias de focalizacion caracterizadas por nimeros de

Fresnel bajos.

Supongamos que el sistema de iluminacion del microscopio confocal de barrido esta
proporciona un haz esférico uniforme que se encuentra apodizado por un filtro pupilar
de transmitancia en amplitud #/ (r). Asumimos que el foco geométrico de dicho haz
esférico se sitiia en un punto que, localizado a una distancia s del filtro pupilar que
lo apodiza, es conjugado de aquel donde se sitiia el detector a través del sistema de
coleccion (ver fig. 4.5). Ademais, en un primer paso supondremos que el sistema de
coleccion es telecéntrico, lo cual demostraremos que no restara generalidad al resultado
obtenido.

La distribucion espacial del campo electromagnético generado por el sistema de
iluminacion, de acuerdo con las ecs. 2.8 y 2.18, puede escribirse como

donde M (7) viene dado por la ec. 2.16. Entonces, la estructura del campo difractado
por el objeto tridimensional en reflexion se expresa como

Uo(r,z;1,,2,) = o(r. - 1,2, - Z) t/;(r,z) , 4.15)
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donde se ha supuesto que el objeto se ha desplazado a una posicién de coordenadas
(rs,2,). Comparando la ec. 4.15 con la ec.. 4.8 observamos que la unica diferencia-
existente entre ambas expresiones es que la distribucién de luz, U, difractada por el
objeto ya no aparece modulada por la respuesta unidad 3D de un sistema telecéntrico,
que tiene unas propiedades de simetrfa muy caracterfsticas (ver ecs. 2.20) sino que ahora,
es la funcién U (r, 2), la cual determina la estructura de la luz reflejada. Siguiendo
un proceso andlogo al de la obtencién del comportamiento en difraccién del sistema
confocal total, no es dificil llegar a la conclusién de que la distribucién tridimensional
de amplitud reconstruida por el microscopio confocal de barrido es la convolucién 3D
de la funcién objeto o (r, z) y la funcién

br (r,2) = Ui(r,2) b (x,2) , (4.16)

a la que seguimos denominando respuesta unidad 3D del sistema confocal en el modo
de reflexién. Esta funcién estd formada por el producto de las distribuciones espaciales
de amplitud generadas en el espacio intermedio, donde se situa el objeto 3D, de los
sistemas de iluminacién y coleccién, entendiendo para éste ultimo que idealmente se
propaga una onda esférica, cuyo foco se sitia en la posicién del detector puntual, a
través del sistema de coleccién.

En el caso que el sistema esté caracterizado también por un nimero de Fresnel
bajo, no es dificil demostrar que la respuesta unidad 3D del sistema confocal se puede
escribir ahora como

br (r,2) = Ui (r,2) Ue (1, 2) , (4-17)

donde, suponiendo que la distancia entre la pupila de entrada del sistema de coleccién
y el punto confocal en el espacio intermedio es s, U, (r, z) sigue una expresién ansloga
alaec. 4.14.

Siguiendo el razonamiento expuesto en la seccién 2.4 podemos analizar el efecto
final que se produce sobre la respuesta unidad 3D del sistema confocal de barrido
cuando el niimero de Fresnel de la geometria de focalizacién es bajo. Por una parte,
observamos que en la funcién b, (r, z) de la ec. 4.17 aparece un factor de fase cuadratico.
Ms3s interesante parece la influencia del factor M (z) que acompaiia a las coordenadas
transversales y axial. En este caso los patrones en irradiancia generados se redistribuyen
a lo largo del eje 6ptico y se ven reescalados lateralmente. Sin embargo, cuando los
filtros pupilares de los sistemas de iluminacién y coleccién son absorbentes (no existe
modificacién de la fase), el plano que contiene el punto de méxima irradiancia, que
en sistemas telecéntricos se sitia sobre el plano confocal, contimia localizdndose en
la misma posicién. Por tltimo, aparece un factor asimétrico adicional, 1/M?2 (z), que
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Figura 4.6. Comparacion grifica de la respuesta en irradiancia a un
objeto reflector perfecto, V' (z7), y el valor absoluto de la respuesta
unidad en amplitud, debidamente escalada, de un sistema confocal de
barrido, con dos aberturas circulares de radio ¢ = Imm, caracterizado
por a) un niumero de Fresnel alto (N = 500) y 5) uno bajo (N = 3).
Hemos elegido una longitud de onda A= 500nm.

provoca, en ultima instancia, un desplazamiento del maximo de irradiancia axial a lo
largo de la direccion negativa del eje optico. En este caso también se puede hablar de
un efecto de desplazamiento de foco (Zapata-Rodriguez et al. 1999).

Por ultimo, hemos representado graficamente la distribucién axial de irradiancia
que se obtiene cuando reconstruimos la imagen generada por un objeto plano reflec-
tante uniforme, o(r,z) = 6 (7). En el caso de que el nimero de Fresnel asociado a los
sistemas de iluminacion y coleccion sea mucho mayor que la unidad, este patrén coin-
cide, suponiendo que las funciones pupila sean binarias, con el valor absoluto, escalado
en una cantidad 1/2, de la respuesta unidad axial en amplitud del sistema confocal
en el modo de reflexion (Wilson 1990). Tal y como acabamos de demostrar, cuan-
do el numero de Fresnel se acerca a la unidad, este patron sufre una transformacion
geométrica que se observa en la ec. 4.17, provocando un fenémeno de desplazamiento
de foco. En el caso de la respuesta en irradiancia a un reflector plano, se observa un
desplazamiento similar del maximo a lo largo del eje optico (ver fig. 4.6). Sin embar-
go, la deformacion sufrida en la region focal no sigue exactamente la transformacion
geométrica de la respuesta unidad axial.



Capitulo 5

Técnicas de superresolucién en
sistemas confocales de barrido

En el proceso de formacién de las im4genes por difraccién, el soporte compacto de
la pupila de salida, junto con la longitud de onda utilizada, imponen ciertos limites en
el tamafio de los detalles discernibles de la imagen (Born y Wolf 1980, sec. 8.6). Sin
embargo, hemos reconocido que se puede alterar la transmitancia en amplitud de la
pupila de salida, a través del uso de filtros pupilares, con el objetivo de modificar a
voluntad la distribucién tridimensional en amplitud de la respuesta unidad del dispo-
sitivo 6ptico, logrando con ello aumentar la capacidad de resolucién 6ptica del sistema
formador de imégenes (Jacquinot y Roizen-Dossier 1964). A medida que la respuesta
unidad se estrecha, tanto transversal como axialmente, existe una mayor semejanza
entre el objeto y su imagen. Sin embargo, esta técnica se encuentra con limitaciones
que se deben fundamentalmente a las restricciones que la ecuacién de ondas impone
sobre el campo difractado (Streibl 1984).

A lo largo de estos tltimos afios se han realizade toda una serie de estudios cuyo
objetivo es una mejora significativa de la resolucién 6ptica en los sistemas confocales
de barrido. Sheppard y Wilson realizaron estudios preliminares sobre la influencia
de las pupilas circulares y anulares en la resolucién del sistema confocal sobre el plano
transversal imagen (Sheppard y Wilson 1979). Con posterioridad se ha ido proponiendo
el uso de pantallas difractantes cuya transmitancia en amplitud posee, en general, una
variacién radial continua (Hamed y Clair 1983) o, alternativamente, que consisten en
un conjunto de anillos binarios concéntricos cuya distribucién se aproxima a la variacién
continua de la transmitancia disefiada a priori (Hegedus 1985; Hegedus y Sarafis 1986).
Sin embargo, se ha prestado una mayor atencién al aumento de la resolucién a lo
largo del eje 6ptico, lo cual tiene una importancia crucial en la formacién de imégenes
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tridimensionales (Wilson y Hewlett 1990; Sheppard y Gu 1991). En este sentido, se han
disefiado filtros pupilares tanto de transmitancia binaria (Gu et al. 1993; Martinez-
Corral et al. 1995) como de variacién continua (Magiera 1992), que permiten un
estrechamiento de la respuesta axial del sistema confocal.

Con este mismo espiritu, nosotros proponemos un conjunto de estrategias de su-
perresolucién tridimensionales que estdn especialmente disefiadas para los sistemas
confocales de barrido. En primer lugar, presentamos toda una familia de filtros bina-
rios anulares (Publicacién VI) que, usados bien en el sistema de iluminacién o en el
de coleccién, logran un estrechamiento del 16bulo central de la respuesta unidad tanto
a lo largo del eje 6ptico como sobre el plano transversal imagen. Un efecto superre-
solvente 3D se puede obtener también, ver Publicacién VII, mediante el uso de una
combinacién adecuada de filtros pupilares complementarios, uno de ellos superresol-
vente sobre el plano transversal imagen y el otro a lo largo del eje del sistema, los
cuales generan una respuesta unidad m4s estrecha en las tres direcciones del espacio y
cancelan mutuamente los 16bulos laterales que, de forma individual, se generan como
efecto secundario.

En el siguiente apartado hacemos uso de un método novedoso para conseguir su-
perresolucién, ampliamente analizado en la Publicacién VIII, que est4 basado en la
utilizacién de filtros de fase, los cuales ofrecen una alta eficiencia en difraccién, con
una distribucién transversal de la amplitud compleja que es hermitica. Este hecho
provoca una asimetrfa en la respuesta unidad en difraccién (Siu et al. 1994) de cada
uno de los sistemas 6pticos que forman el microscopio confocal de barrido, lo cual es
aprovechado adecuadamente para provocar un estrechamiento de la respuesta unidad
del sistema. Por ltimo, proponemos una técnica que consiste en provocar un ligero
desenfoque con la intencién de conseguir un efecto superresolvente sobre el eje 6ptico.
Tal y como se detalla en la Publicacién IX, es posible combinar convenientemente filtros
que producen una respuesta nula sobre el foco geométrico, hecho que constituye una
novedad en el campo de la formacién de imdgenes, junto con el desenfoque anunciado
para mejorar la respuesta unidad superresolvente del sistema confocal.

5.1 Pantallas superresolventes tridimensionalmente

Comenzamos nuestro estudio considerando un sistema convencional, que en el caso
que aquf nos preocupa podria tratarse tanto del sistema de iluminacién como el de
coleccién que constituyen un microscopio confocal de barrido, el cual se encuentra
apodizado mediante un filtro pupilar que, por simplicidad, consideramos de simetria
circular, cuya transmitancia en amplitud viene dada por ¢ (r). De acuerdo con laec. 2.7,
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y considerando la simetria radial de la geometrfa de focalizacién, podemos expresar la
- respuesta -unidad 3D en-amplitud del sistema 6ptico -apodizado, -en-la-aproximacién -
paraxial de Debye, como

1
b (v, Wao) = / t' (r,) exp (—i27rW20rZ) Jo (2mvr,) 2mr,dr, (5.1)
0

donde hemos eliminado algunos factores irrelevantes. En la ec. 5.1, la transmitancia
del filtro pupilar est4 normalizada a su méxima extensién radial, a, de tal manera que
t(r) = ¢ (r/a), mientras que la coordenada adimensional v estd relacionada con la
distancia radial r mediante la relacién v = ar/Af, donde f es la distancia axial que
existe entre el plano de la pupila de salida y el plano imagen. Ademds, el coeficiente
de desenfoque dado en la ec. 3.2 se puede aproximar, dentro del contexto de la teorfa
de Debye, a la expresién Wyy = Nz/2f.

Particularizamos primero la ec. 5.1 para obtener la distribucién de amplitud que se
forma sobre el plano focal del sistema 6ptico, Wy = 0, resultando

1
h(v,0) = / t' (ro) Jo (2mvr,) 2mrodr, . (5.2)
0

La distribucién de amplitud correspondiente a la respuesta unidad 3D de un sistema
éptico convencional sobre el plano focal viene dada por la transformada de Hankel
de la transmitancia en amplitud del filtro pupilar, ¢’ (r). De esta manera, si queremos
producir un efecto superresolvente, necesitamos introducir una pantalla difractante que
resalte las altas frecuencias transversales frente a las bajas (Jacquinot y Roizen-Dossier
1964), esto es, un filtro absorbente cuya transmitancia sea mayor en la regién cercana
a r =1 que en aquella cercana a r = 0.

Por otro lado, si seleccionamos los puntos del eje 6ptico v = 0 en la ec. 5.1 para
determinar la variacién axial de la respuesta unidad 3D del sistema, obtenemos

1

b (0, Wy) = / t' (ro) exp (—12nWaor2) 2mredr, . (5.3)
0

Siguiendo un proceso similar al utilizado en el apartado 3.1 podemos expresar la funcién
b (0, Wy) a través de una transformacién de Fourier 1D, es decir

[

.5

b0, Wa) = | q(¢)exp(—i2rWa()d(, (5.4)
.5

[=]
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donde hemos omitido un factor trivial. La distribucion de amplitud axial se deter-
mina entonces mediante la transformada de Fourier ID de la funcion ¢ ((), que se ha
obtenido, tras la transformacion geométrica £ = r2 —0.5, como ¢(Q = ¢ (r). Con
el objetivo de poner de manifiesto las caracteristicas que un filtro pupilar ha de tener
para producir superresolucion axial, es conveniente destacar las similitudes existentes
entre esta situacion y la correspondiente al analisis de sistemas formadores de imagenes
ID. Para este ultimo caso, la transmitancia de un filtro pupilar unidimensional y su
correspondiente respuesta unidad en amplitud estin conectadas a través de una trans-
formacion de Fourier ID. De la analogia anterior podemos deducir (Ojeda-Castaiieda
et al. 1994) que para obtener superresolucion axial es necesario que el filtro, en su
version q ((), realce las altas frecuencias frente a las bajas. En otras palabras, es con-
veniente que la transmitancia en amplitud del filtro absorbente, ¢’ (r), sea mayor en
regiones cercanas ar = 0 y r = 1, frente a aquellas cercanas a r = |f2/2.

Como nuestro principal objetivo es el disefio de filtros pupilajes que produzcan
superresolucion 3D, debemos imponer que se cumplan simultineamente las dos condi-
ciones mencionadas con anterioridad. Ademas, debido a las limitaciones impuestas
por la actual tecnologia, las pantallas pupilares se han de disefiar atendiendo a una
estructura sencilla, bajo coste de produccion y alta tolerancia. De acuerdo con estas
restricciones proponemos el conjunto de filtros binarios anulares caracterizados por la
funcion

q (£) = rect (£) —rect {C/p + e —0.5) (5.5)

con 0.5 < £< 1y 0 <ep < 0.5, donde las magnitudes p y ¢ se denominan parametros
de obturacion y de asimetria, respectivamente. De esta manera, cualquier miembro
de esta familia de filtros esta formado por una abertura circular con una obturacion
anular, ver fig. 5.1, de tal manera que el area del anillo transparente exterior tiene un
area mayor que el del orificio circular central.

-0.5-£Ji (s)H 05 i

Figura 5.1. Filtro pupilar superresolvente tridimensionalmente.
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Figura 5.2. Distribucion de irradiancia normalizada a lo largo de la
direccion axial y transversal de un microscopio confocal a cuyo sistema
de iluminacion se le ha incorporado un filtro anular.

Cuando insertamos uno de estos filtros anulares binarios en, por ejemplo, el sistema
de iluminacién de un sistema confocal de barrido es posible mejorar su poder de reso-
lucion 3D. Partiendo de las ecs. 4.10 y 4.13 es posible observar que, gracias al caracter
multiplicativo de la respuesta unidad 3D del sistema confocal, reducimos drasticamente
el efecto perjudicial de los 16bulos laterales, los cuales aparecen cominmente asociados
al uso de filtros superresolventes en sistemas opticos convencionales.

Como ilustracion elegimos el filtro anular de la familia dada en la ec. 5.5 cuyos
parametros son ¢ = 0.55 y p = 0.85, el cual alcanza una ganancia en la resolucion 3D de
mas del 30%, definida como la reduccion del volumen que experimenta el l16bulo central
de la respuesta unidad en irradiancia. Como consecuencia, este filtro proporciona una
importante mejora en el poder de resolucion 3D del sistema confocal. En la fig. 5.2 se
muestra la distribucién de irradiancia transversal y axial correspondiente a la respuesta
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unidad de un sistema confocal de barrido cuyo sistema de iluminacién ha sido apodizado
por el filtro propuesto. La linea continua corresponde al sistema sin apodizar.

Es importante resaltar que, aunque hemos centrado nuestro estudio en sistemas
confocales apodizados con un tnico filtro pupilar, podemos extender estos resultados al
caso més general en el que ambos sistemas de iluminacién y coleccién estan apodizados.
Bajo esta configuracién, la anchura del 16bulo central de la respuesta unidad es m4s
estrecha, aumentando consiguientemente la resolucién del sistema confocal, aunque los
I6bulos laterales pueden llegar a ser mayores que en el caso analizado. Sin embargo,
con el objetivo de optimizar la eficiencia luminosa del sistema frente a su resolucién
espacial es conveniente el uso de un unico filtro pupilar. Ademds, para aplicaciones
tales como microscopia por fluorescencia, la poca eficiencia luminosa de las muestras
obliga a colocar el filtro sobre el sistema de iluminacién, tal y como se ha propuesto
en un principio. Por otro lado, en la Publicacién VI se reconoce que el uso de los
filtros pupilares propuestos puede ofrecer resultados igualmente satisfactorios tanto en
sistemas formadores de imdgenes convencionales como, por ejemplo, en dispositivos
6pticos de almacenamiento de datos.

5.2 Superresolucién tridimensional por combinacién
de dos filtros pupilares complementarios

. A continuacién presentamos otra técnica que permite mejorar la capacidad resolu-
tiva de los sistemas confocales de barrido tanto a lo largo de la direccién transversal
como de la axial (ver Publicacién VII). Esta se basa en la combinacién adecuada de dos
filtros 6pticos, dispuestos sobre los sistemas de iluminacién y coleccién, uno de ellos
disenado para incrementar la resolucién en el plano imagen y el otro para conseguir
superresolucién axial. Con esta combinacién es posible reducir globalmente el tamaiio
del 16bulo central de la respuesta unidad 3D en irradiancia del sistema confocal.

Esta conclusién es consecuencia del hecho ya establecido en las ecs. 4.10 y 4.13
segin el cual la respuesta unidad 3D de un sistema confocal de barrido viene dada
por el producto de dos funciones independientes, asociadas a la respuesta unidad 3D
de los sistemas de iluminacién y coleccién. La independencia de estos dos factores
nos permite seleccionar una pareja de filtros que tengan la habilidad de producir los
efectos complementarios deseados. Cuando el producto de las dos respuestas unidad
independientes se hace efectivo, obtenemos una distribucién en irradiancia donde la
anchura del 16bulo central en la direccién transversal est4 gobernada por la respues-
ta unidad del filtro superresolvente transversalmente, mientras que la anchura en la
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Coeficiente de Desenfoque: W0

Figura 5.3. Diagramas de isofotas correspondientes a las respues-
tas unidad 3D en irradiancia de: a) una pupila circular; b) un
filtro parabdlico superresolvente sobre el plano transversal imagen,
ti(r) = r2,y c) un filtro parabdlico superresolvente a lo largo del eje
optico, gc (C) = 4(2.

direccion axial viene determinada por la transformada de Fourier ID del filtro super-
resolvente axialmente. De esta manera, el sistema confocal de barrido se caracteriza
por una respuesta unidad tridimensional cuyo lébulo central tiene una anchura que se
ha reducido globalmente en comparacion con el sistema confocal sin apodizar.

Para ilustrar este resultado seleccionamos, dada su sencillez, una pareja de filtros
pupilares que poseen una transmitancia en amplitud de variacion parabdlica. Siguien-
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Figura 54. Diagramas de isofotas correspondientes a las respues-
tas unidad 3D en irradiancia de un sistema confocal de barrido: )
apodizado con los filtros pupilares complementarios que aparecen en
la fig. 5.3, y b) sin apodizar.

do el esquema argumentado en el apartado anterior, colocamos en el sistema de ilu-
minacion un filtro pupilar caracterizado por la funcion t' (r) = r2, el cual provoca un
efecto superresolvente sobre el plano imagen del sistema, mientras que para el sistema
de coleccion elegimos qc(() = 4(2, que es superresolvente a lo largo del eje optico, y
tiene una representacion radial dada por fc(r) = 4r2 (r2—1) £ 1. En la fig. 5.3, se
muestran diagramas de isofotas de la respuesta unidad tridimensional que generan los
filtros seleccionados, ademas de la correspondiente a la abertura circular. Podemos
observar que un estrechamiento del l6bulo central en una direccion dada viene acom-
paiado por un aumento de los lI6bulos exteriores y un ensanchamiento en la direccion
opuesta (Sheppard y Hegedus 1988).

A continuacion, en la fig. 5.4 (a) representamos la distribucion espacial de irradian-
cia normalizada correspondiente a la respuesta unidad 3D de un microscopio confocal
de barrido donde la pupila del sistema de iluminacion se apodiza con la pantalla pro-
puesta de superresolucion transversal, mientras que el sistema de coleccion lo hace con
el filtro axialmente superresolvente. Comparando esta figura con las figs. 5.3 (b) y 5.3
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(c) observamos que la anchura del l6bulo central a lo largo de la direccién transver-
- sal viene impuesta por el filtro superresolvente -transversalmente; y-la-anchura -en-la-
direccién axial viene gobernada por el filtro superresolvente axialmente. Ademsds, la
altura de los l6bulos laterales en cualquier direccién que pasa por el foco disminuye
dristicamente en comparacién con la respuesta unidad 3D de cada uno por separado.
Si ahora comparamos esta distribucién de irradiancia con la correspondiente al sistema
confocal sin apodizar, vemos que existe una importante reduccién de la anchura del
16bulo central en cualquier direccién. En particular, la anchura del 16bulo central ex-
hibe una reduccién del 21% en la direccién transversal y del 34% sobre el eje éptico. Sin
embargo, estos resultados se pueden mejorar sustancialmente si se optimiza la eleccién
de los filtros pupilares.

Por 1iltimo, concluimos que gracias a las simetrias que ofrecen los campos apodiza-
dos con filtros absorbentes, ver ec. 2.20, este método puede aplicarse indistintamente
en el modo de transmisién y de reflexién. Ademds, la equivalencia que demuestran los
sistemnas de iluminacién y coleccién a la hora de formar la imagen 3D en un sistema
confocal de barrido permite que el intercambio de los filtros pupilares en dichos sis-
temas no altere el resultado final. Sin embargo, en el caso particular de que la eficiencia
luminosa en el sistema de coleccién sea un pardmetro critico, es preferible el uso de
t) (r) en dicho sistema, el cual proporciona una razén de Strehl de 1/4, mientras que
el filtro superresolvente axialmente que hemos seleccionado se emplearia en el sistema
de iluminacién por tener una razén de Strehl inferior, digase 1/9.

5.3 Apodizacién asimétrica en sistemas confocales
de barrido

Hasta el momento hemos centrado nuestro estudio en geometrias de focalizacién de
haces que tienen foco en el sentido de la Optica Geométrica. A este respecto, cuando
apodizamos un sistema 6ptico con un filtro pupilar, exigimos que éste sea absorbente,
es decir, que su transmitancia en amplitud sea real y positiva. Esta restriccién nos
asegura que el frente de ondas del haz esférico no est4 afectado de aberraci6n, lo cual
implica que el maximo de irradiancia se sitia en el foco geométrico donde todas las
ondas secundarias de Huygens procedentes de la pupila de salida se suman en fase.
Sin embargo, el hecho de que la fase del dispositivo apodizante sea diferente de cero
puede provocar incluso la existencia de puntos del volumen focal donde la irradiancia
sea mayor que la correspondiente al foco geométrico (Cox et al. 1982).

En busca de una mayor resolucién 6ptica, se han ideado toda una serie de filtros
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pupilares, en general parcialmente absorbentes y de fase no nula, los cuales pueden
controlar con relativa facilidad el poder resolutivo del sistema formador de im4genes
(Francia 1952; Thompson 1965). Bajo ciertas condiciones, se observa un compor-
tamiento asimétrico, que lo diferencia de los filtros absorbentes (ver ec. 2.20), el cual se
puede aprovechar para conseguir un efecto apodizante (Cheng y Siu 1991). En la Pu-
blicacién VIII se presenta una nueva configuracién confocal basada en la apodizacién
asimétrica, con la que se puede lograr un efecto superresolvente notable. Con anterio-
ridad se han publicado unos resultados preliminares donde se esboza la idea de usar
filtros de fase complementarios en los sistemas confocales de barrido (Kowalczyk et al.
1998). La asimetria de la respuesta unidad de cada uno de los sistemas que componen
el microscopio confocal es compensada, de tal manera que se obtiene una variacién
simétrica en la regién focal del microscopio confocal.

Comencemos por considerar nuevamente un microscopio confocal de barrido com-
puesto por un sistema de iluminacién y otro de coleccién que estdn apodizados por
dos filtros 6pticos, los cuales pueden tener una fase distinta de cero, caracterizados
por las funciones pupila normalizadas t (r) y ¢, (r) que, al igual que en el apartado
anterior, se consideran de simetrfa circular. Una eleccién adecuada de la pareja de
filtros apodizados va a permitir que, por ejemplo, la anchura del 16bulo central en la
direccién del eje 6ptico disminuya notablemente, incrementando con ello la capacidad
de seccionado 6ptico del sistema confocal. A partir de las ecs. 4.10 y 5.4 es posible
determinar la distribucién axial de irradiancia correspondiente a la respuesta unidad
3D de un microscopio de barrido en el modo de transmisién. Si elegimos dos funciones
pupilares iguales, es decir &} (r) = t. (), encontramos que

I, (Wao) = |5 (0, Wa) b (0, —Wao)[* , (5.6)

donde ¢ (¢) = t/, (r) con @ = {4, c} tras la transformacién geométrica ¢ = r? — 0.5.

‘La ec. 5.6 nos indica que, independientemente de la asimetrfa que la respuesta
unidad exhibe a lo largo del eje 6ptico correspondiente a los sistemas de iluminacién
y coleccién, la distribucién axdal de irradiancia del sistema confocal es, de acuerdo a
la eleccién de los filtros pupilares que se ha adoptado, simétrica. Para el modo de
reflexién es posible encontrar un comportamiento simétrico a lo largo del eje 6ptico
del sistema confocal mediante el uso de filtros pupilares complejo-conjugados, es decir,
aquellos que cumplen la relacién #] (r) = [t (r)]" (ver ec. 4.13). Como consecuencia del
mayor grado de libertad que se alcanza en el disefio de filtros pupilares para sistemas
confocales, vamos a poder aprovechar las ventajas que ofrece la apodizacién asimétrica
con el uso de funciones pupilares hermiticas. De esta manera, exigimos que la funcién
compleja g (¢) sea hermitica, es decir, que su parte real sea par y su parte imaginaria,
impar. La respuesta unidad de cada uno de los sistemas que componen el microscopio
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confocal, a lo largo del eje, es necesariamente asimétrica, pero no asi la correspondiente
. al sistema global.

Con el objetivo de seleccionar adecuadamente una pareja de filtros 6pticos que con-
sigan un efecto superresolvente apreciable, hemos de tener en cuenta que si g.. () y
gim (¢) corresponden a la parte real e imaginaria de la funcién q(¢), es decir, ¢ (¢) =
@re (€) + igim (€), €l valor de §, (0, Wa) en el origen y su primera derivada son pro-
porcionales al momento de orden 0 de g (¢) y al momento de orden 1 de g;m (¢),
respectivamente. Ademss, el hecho de que los filtros épticos sean elementos pasivos
que absorben parcial o totalmente la luz incidente implica que se ha de cumplir la
siguiente desigualdad

G Q)+ g () <1. (5.7)

Teniendo en mente que nuestro objetivo final es la consecucién de un estrechamiento
del 16bulo central sobre el €je, a partir de la ec. 5.6 deducimos que se obtiene un efecto
superresolvente importante para valores altos de la primera derivada de b, (0, W)
en el origen. Es deseable entonces que el momento de primer orden de gim (¢) seael
més elevado posible, en valor absoluto, por lo que se han de resaltar las altas frecuen-
cias de gim (¢) frente a las bajas. Por otro lado, la eficiencia luminosa, determinada
como la irradiancia sobre el punto focal geométrico, depende directamente del valor
medio de ¢y (¢). La méxima eficiencia luminosa se obtiene cuando g (¢) = rect (¢)
que, segln la ec. 5.7, obliga a que g, () = 0, es decir, se genera una respuesta
axial de pendiente nula en el origen. Por contra, la méxima pendiente se obtiene
para gim (¢) = sign (+¢) rect (¢), de lo cual se deduce que el proceso de conseguir un
buen comportamiento superresolvente se hace en detrimento de la eficiencia luminosa.
Concluimos que si tanto la resolucién como la eficiencia de nuestro dispositivo son pa-
rémetros que debemos tener en cuenta, se ha de escoger una solucién de compromiso.

De acuerdo con las consideraciones anteriores proponemos, atendiendo a su fécil
implementacién préactica, el uso de un filtro 6ptico formado por tres niveles de fase
distintos, y que viene dado por

i, —0.50<¢<—0.25;

] 1, —025<¢<+0.25;
=9 _; , +0.25<( < +0.50 ; &
0, resto.

En la fig. 5.5 se representa la distribucién axial de amplitud normalizada de un sis-
tema confocal apodizado con el filtro 6ptico descrito en la ec. 5.8. Hemos aplicado la
propiedad de que el comportamiento asimétrico que exhibe el sistema convencional es
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Figura 5.5. Representacion grafica del comportamiento en difraccion a
lo largo del eje 6ptico de un sistema confocal de barrido apodizado con
dos filtros pupilares ¢ (Q en el modo de transmisioén, en comparacion

con la respuesta unidad axial de un sistema confocal sin apodizar.

corregido por el microscopio confocal. Ademas, es notable la reduccion de la anchura
del 16bulo central a lo largo del eje en comparacion con el sistema confocal sin apodizar,
que en términos de la anchura a media altura (FWHM]I) se concreta en una ganancia
en resolucion axial del 30%. Como efecto colateral aparecen lébulos secundarios que
limitan la capacidad resolutiva del sistema. Es previsible entonces que el poder de re-
solucion alcanzado con la pupila dada en la ec. 5.8 se encuentra muy proximo al valor
optimo que se puede lograr con este método.

La estrategia llevada a cabo para alterar el comportamiento en difraccion del sistema
optico confocal a lo largo del eje, mediante el uso de filtros pupilares de transmitancia
hermitica, puede ser también adecuado en el caso concreto de que se busque un efecto
superresolvente sobre el plano transversal imagen. En este caso, exigimos que la trans-
mitancia en amplitud de los filtros pupilares, correspondientes a los sistemas de ilumi-
nacion y coleccion, esté determinada por funciones hermiticas y complejo-conjugadas
entre si, es decir, que 7| (r) = (r)]*. Este hecho obliga, por una parte, a que la
respuesta unidad de cada uno de los sistemas del microscopio confocal, f)a (r, 0), tenga
un comportamiento asimétrico, mientras que, por otro lado, provoque que la respuesta
en irradiancia sobre el plano imagen del sistema confocal tenga simetria rectangular
respecto a los ejes coordenados.

Siguiendo un proceso analogo al caso de superresolucion axial anteriormente estu-
diado, consideramos una pareja de filtros pupilares cuya transmitancia hermitica esté

Idel inglés Full Width at Half Mdaximum
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compuesta por tres niveles de fase distintos, que representamos como
ta (r) = exp [xio sign (X)] [circ (r) —<circ (f/s)] + circ (v/é) (5.9)

En la ecuacion anterior, 0 ye son constantes que estan comprendidas entre —r < 0 < n
y 0 < e < 1. El filtro pupilar descrito en la ec. 5.9 esta formado por un disco
central transparente el cual lleva adosados dos semianillos exteriores de fases complejo-
conjugadas, segin se muestra en la Publicacion VIIIL. El signo positivo que acompaiia a
la constante 0 corresponde al filtro pupilar del sistema de iluminacién a = i, mientras
que para el sistema de coleccion a = ¢ se emplea el signo negativo.

Como ilustracion se ha tomado el valor 0 = 7t/3 para el cual se observa un efecto
superresolvente notable. Ademas, para cada valor de la constante e hemos normalizado
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Figura 5.6. Distribucion transversal de irradiancia normalizada a lo
largo de: a) la direccion superresolvente y, b) la direccion apodizante,
para 0 = /3 ye = 0.7. La linea a trazos corresponde a un sistema
confocal sin apodizar.
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la respuesta unidad de tal manera que el punto de méxima irradiancia alcanza un valor
unidad. Hemos empleado la coordenada transversal normalizada v = (v, vy} = ar/Af
que ya apareci6 en su versién radial en los apartados anteriores. A partir de esta
figura observamos que la anchura del I6bulo central del sistema confocal se estrecha
apreciablemente, situacién en la cual la altura de los l6bulos secundarios se considera
aceptable. En términos del criterio de Rayleigh, entendido como que la resolucién de
un sistema 6ptico puede caracterizarse por la distancia entre dos puntos necesaria para
que la irradiancia en la regién intermedia de la imagen disminuya al menos un 20%, el
sistema confocal apodizado con los filtros hermiticos propuestos consigue una ganancia
de hasta el 39% respecto de un sistema convencional sin apodizar.

Para el caso concreto de los filtros superresolventes transversalmente que pro-
ponemos, en la fig. 5.6 se observa que a lo largo de uno de los ejes de simetria del
sistema, la respuesta unidad tiene un comportamiento superresoivente, mientras que
sucede un efecto contrario en la direccién perpendicular. Como consecuencia, el sis-
tema confocal queda caracterizado por una direccién superresolvente y una direccién
apodizante. Resulta pues conveniente su uso en la formacién de im4genes de patrones
con una componente direccional predominante como, por ejemplo, redes de difraccién
y tejidos musculares.

5.4 Superresolucién axial por desenfoque simétri-
co. Técnicas combinadas con apodizacién

En este ltimo apartado presentamos un nuevo método que permite incrementar la
capacidad de seccionado 6ptico de los sistemas confocales de barrido. Mediante un de-
sajuste simétrico de los sistemas de iluminacién y coleccién, los cuales son previamente
apodizados de forma adecuada, es posible sintonizar a voluntad la anchura, a lo largo
del eje 6ptico, del 16bulo central correspondiente a la respuesta unidad del sistema
confocal (Martinez-Corral et al. 1998). En la Publicacién IX se profundiza en este
concepto y se extiende para desarrollar una técnica de apodizacién, que hemos deno-
minado de interferencia destructiva, la cual est4 especialmente adecuada a los sistemas
confocales, ya que se basa en el uso de filtros épticos que provocan una respuesta axial
cuya irradiancia en el punto focal es nula. Sin embargo, aprovechando que los 16bulos
secundarios son estrechos, mediante un desajuste simétrico controlado es posible en-
contrar una respuesta en difraccién del sistema confocal global que consigue aumentar
notablemente la capacidad de seccionado 6ptico.

Comencemos considerando el caso de un sistema confocal de barrido cuyos sistemas
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de iluminacién y coleccién no se encuentran apodizados. Haciendo uso de las funciones
- pupila ¢, ({) = rect (¢), la distribucién axial-de irradiancia se obtiene a partir de las -
ecs. 4.10 y 5.4, dando una variacién del tipo I (0, Wso) = sinc* (W), resultado que
es vilido tanto para los modos de reflexién y de transmisién. Con el fin de incre-
mentar la resolucién axial de los' microscopios confocales de barrido, proponemos una
técnica muy simple que consiste en introducir un leve desajuste simétrico respecto al
plano confocal, efectuado sobre el eje dptico de los sistemas de iluminacién y colec-
cién. Desde un punto de vista practico, el desajuste simétrico se puede introducir bien
desplazando axialmente el sistema de coleccién respecto al de iluminacién, o bien con
un desajuste axial de la fuente y el detector puntual, en ambos casos generando un
sistema cuasi-confocal. Este desajuste implica que el punto donde focaliza el haz de
iluminacién no coincide con aquel cuya imagen a través del sistema de coleccién se
localiza sobre el detector. Aunque el efecto que al desajuste tanto axial como lateral
se le atribuye est4 asociado a una degradacién de la imagen (Kimura y Wilson 1993;
Wilson 1993), demostraremos que se puede obtener una mejora de la resolucién de los
sistemas confocales en un modo cuasi-confocal.

Desde un punto de vista matematico, el desajuste simétrico se describe con una
pareja de funciones pupila dadas por

Qa (Cv W2%) ={(a (C) exp (~i27r<Wzg/2) a = {1:,0} ’ (510)

El pardmetro de desajuste W2 representa el desplazamiento axial que se provoca entre
los sistemas de iluminacién y coleccién que componen el microscopio confocal, pudiendo
ser una, cantidad tanto positiva como negativa. En el caso de trabajar en el modo de
reflexién, se ha de introducir un pardmetro de desajuste en los sistemas de iluminacién
y coleccién de igual magnitud y signo contrario.

La respuesta unidad en irradiancia a lo largo del eje, I (0, Wap), viene dada por el
producto de dos funciones independientes, asociadas a las respuestas unidad axiales de
los sistemas de iluminacién y coleccién, esta vez desplazadas entre sf una distancia W3.
Para el caso particular de que los dos filtros pupilares sean circulares, la distribucién
axial de irradiancia de la respuesta unidad vendra dada por el producto de dos funciones
seno cociente al cuadrado, separadas una distancia W3, es decir,

I (0, Wa) = sinc? (Wag + Wy /2) sinc® (Wao — W3/2) . (5.11)

Cuando realizamos el producto se obtiene una respuesta unidad global cuyo 16bulo
central tiene una anchura, a lo largo.del eje 6ptico, determinada por el primer cero “a
la derecha” de la respuesta unidad que se ha desplazado hacia la izquierda, y el primer
cero “a la izquierda” de la otra respuesta unidad. La magnitud del estrechamiento
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provocado, en comparacion con la anchura del 16bulo central en el caso que no haya
desajuste, es precisamente igual a W20. Para ilustrar este efecto, en la fig. 5.7 hemos
dibujado la respuesta unidad axial en irradiancia para algunos valores del parametro de
desajuste Wog A partir de esta figura se puede apreciar que a medida que el parametro
de desajuste aumenta, la anchura del 16bulo central de la respuesta unidad axial
disminuye gradualmente. Debemos sefialar que junto a este estrechamiento del 16bulo
central aparece como efecto colateral un aumento considerable de los 16bulos secun-
darios. Este hecho limita en la practica el valor maximo admisible de @ @ A partir
de la fig. 5.7 se deduce que para valores de inferiores a 1 la altura relativa de los
I6bulos laterales es todavia admisible, mientras que para W.~ > 1 estos l16bulos crecen
rapidamente.

El método propuesto, que es capaz de proporcionar una mejora de la capacidad re-
solutiva en un sistema confocal de barrido, posee el inconveniente de que la resolucion
axial esta limitada en gran parte por el aumento en la altura relativa de los l6bulos
laterales que acompafian al maximo central. Basandonos en este hecho proponemos
combinar un desajuste simétrico con la utilizacion de una pareja de filtros de ampli-
tud que rectifique convenientemente este comportamiento no deseado de la respuesta
unidad del sistema a lo largo del eje optico. Dado que la implementacion practica
de los filtros pupilares de variacion continua no es una labor sencilla, elegimos uno
perteneciente a la familia de filtros superresoventes compuestos por un anillo exterior y
un circulo concéntrico de igual area (Martinez-Corral et al. 1995), cuya transmitancia
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Figura 5.7. Distribucion axial de irradiancia correspondiente a la res-
puesta unidad de un sistema confocal de barrido al que se le ha provo-
cado un desenfoque simétrico.
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Figura 5.8. Distribucion de irradiancia normalizada correspondiente a
un sistema confocal apodizado al que hemos practicado un desajuste
simétrico.

en amplitud se puede expresar como

qa (O) = rect (£) - rect((/p) , (5.12)

donde el parametro p, el cual se restringe a valores comprendidos entre 0 y 1, representa
el drea de la obturacion anular que los caracteriza.

A continuacion observamos que es posible reducir la altura relativa de los l6bulos
laterales de la respuesta unidad correspondiente a un sistema confocal con desajuste
mediante una eleccion adecuada de dos filtros pupilares pertenecientes a la familia de
filtros superresolventes de la ec. 5.12. Con el objetivo de ejemplificar este efecto, en
la fig. 5.8 representamos la respuesta unidad axial en irradiancia de una arquitectura
confocal desenfocada segin el parametro W” = 2/3 y utilizando una pareja de filtros
de obturacion p = 0.2. Observamos que la introduccion de las pupilas superresolventes
permiten reducir en un 30% la altura del 16bulo lateral mas cercano al foco geométrico.
Por lo tanto podemos establecer que mientras el desenfoque simétrico de los sistemas
de iluminacion y coleccion permiten sintonizar a voluntad la anchura del 16bulo central
de la respuesta unidad a lo largo del eje dptico, la apodizacion que se ha propuesto,
ademas, es capaz de reducir la altura relativa de los l6bulos secundarios.

Hasta ahora hemos observado que la combinacion adecuada de apodizacion y de-
senfoque en microscopia confocal es una técnica de superresolucion extremadamente
potente. Sin embargo es posible adecuar el sistema a situaciones nuevas que son ini-
maginables en sistemas formadores de imagenes convencionales. La técnica que pro-
ponemos se basa en el hecho de que el desenfoque simétrico en un sistema confocal
permite seleccionar la parte de cada respuesta unidad individual que contribuye al
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Figura 5.9. Distribucidén axial de irradiancia correspondiente a: a) la
respuesta unidad de un sistema convencional apodizado con el filtro
optico q(Q = 2£, que ofrece un cero de irradiancia en el punto focal,
y b) la respuesta unidad en difraccion del sistema confocal de barrido
que ha sido apodizado con estos filtros pupilares y, ademas, se le ha

provocado un desajuste simétrico.

l6bulo central de la respuesta unidad global. Siguiendo este razonamiento, es necesario
encontrar un filtro 6ptico que en un sistema convencional proporcione lébulos secun-
darios muy altos y estrechos, de tal manera que, combinado con un desenfoque sobre
un sistema confocal, se obtenga un efecto superresolvente notable. Ademas, hemos de
escoger un filtro pupilar cuyo pico central sea pequeiio, ya que éste genera un lébulo
exterior en la respuesta unidad de todo el sistema confocal. Como consecuencia, pro-
ponemos el uso de apodizadores de interferencia destructiva, caracterizados por una
respuesta en difraccion que en el punto focal poseen irradiancia nula.

Entre los elementos que componen la familia de filtros que proporcionan irradiancia
nula en el punto focal, seleccionamos aquel que posee la pendiente mayor en el origen
(Martinez-Corral et al. 1994), cuya transmitancia en amplitud viene dada por

9c (O) = 2<. (5.13)

La respuesta unidad axial en irradiancia de este filtro, que corresponde al mas simple de
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los denominados filtros de Legendre (Ojeda-Castafieda et al. 1990), puede expresarse
~en términos de las funciones esféricas de Bessel de primer orden, la cual representamos
en la fig. 5.9 (a). Podemos observar en el patrén axial una pareja de l6bulos exteriores
muy altos y estrechos, dispuestos alrededor del punto focal de irradiancia cero. Si ahora
hacemos uso de un par de estos apodizadores en un sistema confocal, que previamente
ha sido desenfocado de forma adecuada, obtendremos, tal y como aparece en la fig. 5.9
(b), una respuesta unidad axial con un pico central muy estrecho. Se ha seleccionado
el valor W2 = 4/3, de tal manera que el miximo de la izquierda que aparece en
la respuesta unidad de uno de los subsistemas que componen el microscopio confocal
coincide con el l6bulo de la derecha del otro subsistema. Es evidente que la técnica
propuesta genera un pico central en irradiancia estrecho y con unos 16bulos laterales
débiles y relativamente lejanos, hecho que tiene especial relevancia en la resolucién
axial de dos puntos imagen préximos.






Capitulo 6

Conclusiones

6.1 Conclusiones generales

Para tener un conocimiento completo de la estructura tridimensional del campo
generado en el volumen imagen de un sistema 6ptico, es necesario determinar la res-
puesta unidad tridimensional que lo caracteriza. Aunque hasta ahora se ha logrado
evaluar con éxito, a partir de la representacién integral de Debye, el campo difractado
por la abertura pupilar en la regién focal de un sistema formador de imdgenes, se han
observado discrepancias notables en el caso de que el niimero de Fresnel de la geometrfa
de focalizacién sea préximo a la unidad. Nosotros hemos reinterpretado la asimetrfa
que sufre el volumen focal como la consecuencia de una transformacién geométrica
fruto de la accién de una lente delgada ideal. Su origen se encuentra en la aparicién,
sobre el plano focal imagen, de un factor de fase cuadratico que la representacién de
Debye no contempla. De esta manera, cada uno de los patrones transversales evaluados
con la integral de Debye aparecen desplazados y reescalados transversalmente, en una
magnitud que puede ser evaluada a través de la ecuacién de correspondencia de New-
ton aplicado a las lentes. Consecuentemente, el maximo de irradiancia no se encuentra
en el punto focal geométrico sino que sufre un desplazamiento en la direccién del eje
6ptico hacia la abertura difractante.

La magnitud del desplazamiento que experimenta el méximo de irradiancia axial
depende directamente del nimero de zonas de Fresnel que la abertura cubre, vista
desde el foco geométrico (Li y Wolf 1981). Sin embargo, no es éste el unico pardmetro
que ha de tenerse en cuenta, sino que es necesario atender al patrén de difraccién axial
generado en las proximidades del foco geométrico. Consecuentemente, la funcién de
mérito que determina el desplazamiento de foco ha de depender no sélo del nimero
de Fresnel de la geometria, sino también de un pardmetro que evalie la habilidad de

75
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la pupila para producir un efecto bien apodizante bien superresolvente a lo largo del
eje 6ptico. De esta manera, hemos encontrado que el producto entre el nimero de
Fresnel y la desviacién estandar de cierta versién de la transmitancia en amplitud de
la pupila del sistema, que se puede interpretar como una medida de la anchura efectiva
de la pantalla, determina unfvocamente el desplazamiento de foco sufrido por el haz
focalizado.

El fenémeno del desplazamiento de foco que se ha observado en sistemas 6pticos con
un nimero de Fresnel préximo a la unidad también puede aparecer en haces esféricos,
tales como el gausiano, que tienen extensién transversal ilimitada. Como consecuencia
de la imposibilidad de aplicar el formalismo anteriormente descrito a estos casos, hemos
seguido la estrategia utilizada ya para el haz gausiano (Carter 1982), en la que se puede
definir un ntimero de Fresnel gausiano efectivo que, por un lado, revela cuando el haz es
susceptible de sufrir el fen6meno del desplazamiento de foco y, por otro lado, determina
su magnitud. Nosotros hemos podido hacer una extensién a cualquier haz esférico con
foco en el sentido de la Optica Geométrica, de la formulacién que se propuso para la
evaluacién del desplazamiento del méximo axial en sistemas 6pticos apodizados. Se
ha definido un nimero de Fresnel efectivo que, de alguna manera, evalia el nimero
de zonas semiperi6dicas de Fresnel que significativamente intervienen en el proceso de
formacién del patrén axial del haz esférico.

Resulta interesante extender toda la fenomenologia del desplazamiento de foco en-
contrada en los haces esféricos. Por ejemplo, ya se ha constatado que existe un fen6-
meno de desplazamiento de foco miiltiple en la placa zonal de Fresnel, bajo iluminacién
esférica uniforme (Jiang et al. 1993), con la restriccién rigurosa de que el mimero de
zonas de Fresnel sea cercano a la unidad. Nosotros hemos encontrado un efecto de
desplazamiento de foco miltiple en lentes difractivas ideales, es decir, con un nimero
idealmente infinito de zonas, bajo illuminacién gausiana. Para poder analizar este fen6-
meno, se ha desarrollado una formulacién analitica que permite determinar el patrén
axial en irradiancia de las placas zonales iluminadas con una fuente ldser. Se observa
que cuando la cintura abarca un gran nimero de zonas de la lente difractiva, la irra-
~ diancia a lo largo del eje ofrece una estructura de picos bien definidos, cuyas posiciones
coinciden con los focos de la placa zonal circular. Sin embargo, cuando la cintura del
haz gausiano de iluminacién disminuye hasta cubrir unas pocas zonas, se observa que
la posicién de los méximos axiales no coinciden con las posiciones de los focos de la
lente difractiva, apareciendo un fenémeno de desplazamiento de foco miltiple. En este
caso, es posible encontrar una expresién analitica sencilla, valida para cualquier lente
difractiva, que permite evaluar la magnitud del desplazamiento que sufre cada méximo
axial relativo a la posicién del foco al que est4 asociado.
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En la misma linea, hemos considerado el efecto producido por el truncamiento de un
~ haz cilindrico sobre la distribucién axial de irradiancia en la regién focal. Reconocemos
que, en el caso que el truncamiento del haz se produzca tinicamente en la direccién en
la que se curva el frente de ondas, el maximo de irradiancia a lo largo del eje se desplaza
en la direccién de la abertura difractante. De hecho, se ha podido dar una expresién
analitica que permite evaluar el desplazamiento sufrido en términos del niimero de zonas
cilindricas de Fresnel que cubre la abertura. Sin embargo, cuando el truncamiento del
haz en ambas direcciones del plano transversal a la direccién de propagacién no es
despreciable, puede llegar a ocurrir que el 16bulo central de la regién focal se desplace
en la direccién contraria. En esta situacién reconocemos la existencia de un fenémeno
de desplazamiento de foco en sentido inverso. Se puede demostrar que la aparicién
de este efecto depende exclusivamente del producto entre el mimero de Fresnel de la
geometria cilindrica de focalizacién y la relacién entre las dimensiones transversales de
la abertura rectangular difractante.

De todo lo comentado hasta el momento se deduce que un sistema formador de
imégenes genera un patrén de difraccién en el volumen imagen que puede ser evaluado
a través de la representacién integral de Debye tnicamente cuando la pupila de salida
est4 situada en el infinito, es decir, si el sistema es telecéntrico en el espacio imagen. En
el caso que se desee obtener la imagen de un objeto que tiene estructura tridimensional,
mediante una reconstruccién plano a plano de cada una de las secciones que lo compo-
nen, ademds hemos de exigir que el aumento axial sea independiente de la posicién de
cada una de las secciones del objeto, es decir, que sea un sistema afocal. Sin embargo,
dado que la luz proveniente de los planos imagen adyacentes limita su capacidad para
discriminar la informacién de una seccién determinada del objeto tridimensional, se
han de utilizar sistemas 6pticos, tales como los confocales de barrido, que poseen una
alta capacidad de seccionado éptico. En este caso concreto, es posible demostrar que,
debido a que la reconstruccién de la imagen tridimensional se realiza punto a punto a
través de un barrido secuencial del objeto, es posible emplear geometrias de focalizacién
caracterizadas por nimeros de Fresnel bajos (Sheppard 1986). Este caso se encuentra
en algunas arquitecturas que emplean el modo de reflexién (Corle et al. 1986; Tiziani
et al. 1996), de tal manera que, al igual que en sistemas convencionales, el maximo
de irradiancia en el volumen imagen de un objeto puntual no coincide con el punto
imagen geométrico, sino que sufre un desplazamiento en la direccién del eje éptico.

El efecto superresolvente tridimensional que proporciona un sistema confocal de
barrido frente a un sistema convencional puede verse incrementado por medio de la
apodizacién. Debido al caracter tridimensional de las muestras que se encuentran bajo
observacién en los microscopios confocales de barrido, resulta interesante disefiar filtros
pupilares que generen una respuesta en difraccién superresolvente a lo largo de las tres
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direcciones del espacio. Para ello hemos presentado toda una familia de pantallas
anulares binarias que, en promedio, resaltan simultdneamente las altas frecuencias
espaciales tanto transversales como axiales. De hecho, estos dispositivos se pueden
emplear tanto en sistemas 6pticos convencionales como en aquellos que se utilizan para
el almacenamiento de datos, pero alcanzan un grado éptimo de funcionamiento en los
sistemas confocales de barrido para los que han sido disefiados.

Sin embargo, también hemos concebido otras técnicas de apodizacién que estdn
disefiadas especificamente para arquitecturas confocales. El uso de filtros pupilares
altera la respuesta unidad del microscopio confocal, determinada por d producto de
dos funciones independientes, una asociada a la respuesta en difraccién del sistema de
iluminacién y la otra asociada a la respuesta unidad 3D del sistema de coleccién. La es-
trategia que hemos seguido consiste en utilizar una pareja de filtros pupilares, uno que
genera un efecto superresolvente transversalmente y el otro que produce superresolu-
cién axial. De esta manera, la anchura del 16bulo central en la direccién transversal est4
gobernada por la respuesta unidad del filtro superresolvente transversalmsnte, mientras
que la anchura a lo largo del eje éptico viene determinada principalmense por el filtro
superresolvente axial. La anchura del I6bulo central de la respuesta unidad en irradian-
cia disminuye, consecuentemente, en la direccién transversal y axial similtdneamente.

La habilidad que poseen los microscopios confocales de barrido para generar una
respuesta en difraccién superresolvente se debe béasicamente a la contrbucién total-
mente simétrica del sistema de iluminacién y el de coleccién en el procese de formacién
de la imagen 3D. Este hecho hace posible la utilizacién de una nueva configuracién
basada en la apodizacién asimétrica (Cheng y Siu 1991). De esta manera, provocamos
una respuesta asimétrica de cada uno de los sistemas que componen el microscopio
confocal a través de la utilizacién de filtros pupilares hermiticos, resultarzdo en conjun-
to una estructura simétrica en la regién focal del sistema confocal de barrido. Se ha
demostrado que, en el caso del eje 6ptico, el proceso para conseguir un buen compor-
tamiento superresolvente se hace en detrimento de la eficiencia luminoss, razén por la
cual se elige una solucién de compromiso consistente en el uso de filtros de fase de tres
niveles que, a pesar de la sencillez de su disefio, permiten obtener una ganancia en la
resolucién del 30%. Esta estrategia puede ser también adecuada en el caso concreto
que se desee obtener un efecto superresolvente sobre el plano transversal imagen. En
este caso, se observa que a lo largo de uno de los ejes de simetria del sstema, la res-
puesta unidad tiene un comportamiento superresolvente, mientras que suwcede un efecto
opuesto en la direccién perpendicular, cosa que los hace muy interesantss en patrones
altamente direccionales.

Finalmente, se ha propueste una técnica muy simple de superresolucién axial que
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consiste en introducir un leve desajuste simétrico respecto al plano confocal, efectua-
- do sobre el eje 6ptico- de los sistemas de luminacién y coleccién, resultando - en una -
geometria cuasi-confocal. De esta manera, es posible sintonizar a voluntad la anchura
del 16bulo central, a lo largo del eje 6ptico, correspondiente a la respuesta unidad del
sistema confocal. Como consecuencia de la elevada altura relativa que los maximos
laterales alcanzan, hemos propuesto el uso de filtros anulares superresolventes axial-
mente que, por una parte, mantienen el poder resolutivo del sistema y, por la otra,
reducen considerablemente el efecto negativo de los I6bulos secundarios. Adems4s, esta
técnica permite un nuevo concepto de apodizacién, que denominamos de interferencia
destructiva, que se basa en la utilizacién de filtros pupilares que generan un cero axial
en el plano imagen. Dado que los l6bulos secundarios son estrechos, podemos provo-
car un desajuste simétrico controlado para desplazar uno de ellos sobre el eje hacia el
plano imagen de tal manera que, en esta nueva configuracién, éste actiia como el 16bulo
central de la respuesta unidad.

6.2 Perspectivas de futuro

El estudio de la distribucién tridimensional de luz generada en la regién focal de
los sistemas 6pticos, tanto convencionales como confocales, continuard siendo al centro
de nuestra atencién en los préximos afios. El objetivo més inmediato serd el con-
trol, a través de agentes externos tales como filtros pupilares, y el disefio de distintas
geometrfas de focalizacién que permitan, por ejemplo, la obtencién de una mayor in-
formacién proveniente de los objetos sobre los que se desea obtener su imagen. Esta
estrategia se centra en tres procesos fisicos basicos: la apodizacién del haz que ilumina
la muestra, la interaccién de la radiacién con el objeto, y la discriminacién de la luz
emitida por la muestra y conducida hacia el sistema detector.

En este sentido, se pretende hacer un estudio exhaustivo de los mecanismos de
focalizacién de las lentes difractivas, bajo cualquier tipo de iluminacién no uniforme,
haciendo especial hincapié en el régimen de grandes distancias focales, en el cual la
representacién clésica de Debye no es adecuada. Se tiene la fuerte conviccién de que
el campo axial generado en torno a los focos de la placa zonal se puede describir, de
forma genérica, en funcién de un término interferencial, que dnicamente depende de
la iluminacién empleada, y un término de difraccién, sobre el que se manifiestan las
caracterfsticas de la celda unidad. También es nuestra intencién aplicar estos conceptos
a sistemas épticos que utilizan redes de microlentes para conseguir un acceso en paralelo
a todo el volumen objeto 3D (Tiziani y Uhde 1994; Yoon et al. 1996).

La experiencia acumulada en el campo de la formacién de imagenes y del estudio del
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volumen focal en sistemas 6pticos convencionales hara posible un mayor acercamien-
to a los dispositivos épticos de simetria cilindrica. Esta disciplina, que actualmente
recobra gran auge por su aplicabilidad en, por ejemplo, sistemas épticos integrados,
serd abordada con la intencién de adquirir en concreto un conocimiento més detalla-
do’ de los mecanismos que determinan la aparicién del fenémeno de desplazamiento
de foco en geometrias con iluminacién no uniforme, o aquellas en los que se utilizan
pantallas difractantes, tanto unidimensionales como bidimensionales, para generar una
cierta distribucién espacial de luz en la regién focal. De hecho, este interés por el
estudio de la region focal en sistemas no estdndares, como las lentes difractivas, que se
caracterizan por formar estructuras focales discretas a lo largo del eje 6ptico, o bien las
cilindricas, que generan rectas focales transversales, se pretende extender a situaciones
nuevas donde se puede hablar de lineas focales, tales como anillos contenidos sobre un
plano transversal a la direccién de propagacién (Bouchal et al. 1995; Zapata-Rodriguez
et al. 1999), o estructuras aiin mas complicadas. En dltima instancia, nuestro objetivo
es la determinacién de una constante, que en el caso de haces con foco corresponde al
numero de Fresnel efectivo, el cual permita de forma generalizada identificar los lfmites
del régimen de Debye.

Dentro del marco de la difraccién de objetos tridimensionales, encontramos un gran
atractivo en el andlisis y posterior caracterizacién del campo a través de la funcién
de transferencia 3D, la cual tiene sentido en sistemas LSI 3D. En esta misma linea,
se tiene la fuerte conviccién de poder controlar a voluntad, siempre bajo los limites
que impone la ecuacién de ondas, cualquier distribucién espacial de luz generada por
propagacién. Se intuye que existe un gran potencial en el campo del procesado de,
por ejemplo, imggenes 3D (Lohmann et al. 1997), patrones transversales de Fresnel,
etc. Ademés, se est4 avanzando en la aplicabilidad, en conexién con la difraccién débil
3D, de la aproximacién de Born a primer orden a otros sistemas fisicos, tales como
los medios no lineales, y poder asi adaptar apropiadamente ciertas técnicas para su
ulterior caracterizacién (Ferrando et al. 1999).

Sin embargo, el mayor esfuerzo que se est4 llevando a cabo se gesta en el &mbito de la
microscopia, confocal de barrido. Por un lado, se desea encontrar las combinaciones de
filtros pupilares que optimicen las arquitecturas confocales propuestas en esta Memoria
(Kowalczyk et al. 1999). La obtencién de resultados altamente satisfactorios y su
implementacién practica serd, pues, el alma mater de nuestro trabajo en el futuro.
Es por ello que se estd haciendo un gran esfuerzo por adecuar nuestras propuestas a
situaciones pricticas concretas en campos tan diversos como la oftalmologia (Massig
et al. 1994) o la microbiologia (Wilson 1990).

Por 1ltimo, se estan iniciando toda un serie de pasos que conducen a la propuesta
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de alternativas de superresolucién complementarias a la apodizacién. Entre ellas se
- encuentra el uso-de procesos-de-absoreién y emisién luminosa altamente no lineales (Gu -
1996; Kowalczyk et al. 1998) que permiten discriminar sobremanera la informacién que
de un objeto se puede obtener a través de la luz que emite y forma su imagen. Por
otro lado, se pretende tener acceso a informacién proveniente del objeto qué, debido
a la difraccién, un sistema de microscopfa no puede recoger, mediante la utilizacién
de sistemas de iluminacién no focalizantes, los cuales permiten una mayor velocidad
en la reconstruccién del objeto 3D mediante un dispositivo de adquisicién de datos no
puntual (Zapata-Rodriguez et al. 1999). Finalmente, se pretende hacer una incursién
en los sistemas confocales que utilizan redes de microlentes, donde se produce un barrido
de varios puntos del objeto en paralelo.
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Abstract

The Debye formulation of focused fields has been systematically
used.to evaluate, for example, the point spread function of an optical
imaging system. According to this approximation, the focal wavefield
exhibits some symmetries about the geometrical focus. However, cer-
tain discrepancies arise when the Fresnel number as viewed from focus
is close to unity. In this case, we should use the Kirchhoff formulation
to evaluate accurately the three-dimensional amplitude distribution of
the field in the focal region. In this paper we give some important re-
marks on both diffraction theories. In the end, we demonstrate that, in
the paraxial regime, given a defocused transverse pattern in the Debye
approximation, it is possible to find a similar pattern but magnified
and situated at another plane within the Kirchhoff theory. Moreover,
we may evaluate this correspondance as the action of a virtual thin
lens located at the focal plane, and whose focus is situated at the axial
point of the aperture plane. As a result, we give a geometrical inter-
pretation of the focal shift effect and present a brief comment on the
problem of the best focus location.

1 Introduction

The knowledge of the three-dimensional light distribution in the vicinities of
the focus is of particular importance, for example, in estimating the trans-
verse resolution power [1] and the tolerance in the setting of the receiving
plane in an optical imaging system [2]. The properties of the out-of-focus
monochromatic images of a point source given by a diffraction-limited optical
system with a circular exit pupil were treated by Debye [3], who established
that the field is a superposition of plane waves whose propagation vectors
fall inside the geometrical cone formed by drawing straight lines from the
focal point through the edge of the aperture [4]. Also, he derived certain
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general features of the diffracted field both near and far away from the fo-
cus. For example, he found that the amplitude and hence also the intensity
possess inversion symmetry about the focus, where the point of maximum
intensity in the focal region is located [5]. This result was later extended
to the more general class of monochromatic scalar wave fields that have a
focus in the sense of geometrical optics [6].

In a number of publications that appeared in recent years it was demon-
strated that the classic Debye theory regarding the amplitude distribution
in the focal region does not predict correct results under all circumstances.
Based on the Kirchhoff approximation, which assumes that the field inside
the aperture is set equal to the field that would exist there in the absence
of the aperture and vanishes outside the aperture, Arimoto [7] and later
Stamnes and Spjelkavik [8] and Li and Wolf [9] found that the intensity
distribution about the geometrical focal plane no longer exhibits the well-
known symmetry properties. Moreover, the point of maximum intensity of
the diffracted wave may not be at the geometrical focus of the incident wave,
but may be located closer to the aperture. Experimental evidence of this
phenomenon has been published elsewhere [10, 11].

This situation may be understood if we bear in mind that the Debye
approximation results when we in addition to the Kirchhoff approximation
make the assumption that the aperture is infinitely distant from the focal
region [4]. Wolf and Li [12] derived a simple condition under which the Debye
integral representation may be expected to give a good approximation of the
structure of a focused field. For low-aperture systems this condition may
be replaced by the requirement that the number of Fresnel zones in the
aperture, when viewed from the geometrical focus, be large compared with
unity. Simultaneously, they showed [9] that the relative focal shift, that
is, the ratio of the shift of the point of maximum intensity to the distance
between the geometrical focus and the plane of the aperture only depends on
the Fresnel number. Recently, it was formulated the concept of the effective
Fresnel number which may be applied to any rotationally nonsymmetric
scalar field that has a paraxial focus [13].

In the case of a circular clear aperture, the expression for the field in
the focal region based on the Fresnel-Kirchhoff approximation may be ex-
pressed, as with the paraxial Debye approximation, in terms of the Lommel
functions, but with arguments that are scaled by a certain factor [8, 14].
In the present paper we demonstrate that, from the basis that both for-
mulations are mathematically identical, even with aberrated or apodized
focused beams, given a defocused diffraction pattern in the Debye approxi-
mation, we find a similar transverse pattern in the Kirchhoff approximation
but magnified and located at another position. In section 4 we interpret
this three-dimensional mapping as the action of a negative thin lens with a
focal length given by the radius of curvature of the incident wavefield, and
situated at the focal plane. Finally, in section 5 we treat the focal shift effect
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from a geometrical point of view, and we discuss the concept of the plane of
best focus in image-forming optical systems.

2 Description of the field in the focal volume

Let us start by considering a scalar monochromatic spherical wave, emerging
from an opaque screen of radius a. Let F be the geometrical focus of the
wave, see Fig. 1, assumed to be located on the normal of the aperture,
through its center O, at a distance f from it.

3 Y, P(x,,2)
[ X0

Figure 1: Squematic diagram of the focusing setup.

According to the Huygens-Fresnel principle [3], the wave field at any
point P that is not too close to the plane of the aperture is given by

__exp (—ikf) exp (iks)
u(p) =22 !V/A(S)—s ds )

where k = 2mw/) is the wave number, s is the distance between the point
of observation, P, and a typical point @ on the spherical wavefront passing
through the center of the aperture and the integration extends over the
wavefront. The function A (S) stands for the amplitude distribution of the
exiting wavefield that make it possible the study of general types of focused
fields, e.g., diffracted spherical waves in the presence of aberrations [15] and
those arising from focusing of Gaussian laser beams [16].

First we will determine the diffracted field at the focal plane of the
spherical beam. For that purpose, it is usual to make use of the paraxial
approximation, which gives suitable results assuming that

a 2
CL>>)\, (?) <<1, . (2)
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The approximation is based on the binomial expansion of the distance s in
the exponent of Eq. (1), giving

_mmoté =g + 3

s~ f 7 57 . (3)

However, for the s appearing in the denominator, the error introduced by
dropping all terms but f is generally acceptably small. The resultant ex-
pression for the field at the focal plane therefore becomes

(&2}

Uo (zo,0) = # exp [l‘zk? (=5 + yg)] // A(n,€)exp [—i; (nzo + €yo)] dnd§

4

As it is well known, on the focal plane we observe the Fraunhofer diffraction
pattern of the field emerging from the plane of the aperture. Also, it appears
a quadratic phase factor, which is not accessible to direct observation of the
intensity distribution of the focal field.

More interesting seems to obtain the amplitude distribution of the wave-
field in adjacent planes of the focal volume. In the Fresnel regime, it may be
performed by means of the two-dimensional convolution of the wavefield at
the focal plane and the unit impulse response associated with the free-space
propagation [17], that is,

U(P)= 7/ Us (%o, ¥0) &exp {z% [(x —z0)’ + (y - yo)2] } drodyo

(5)

where z is the distance between the point of observation P and the focal
plane. We should mention that it has been removed an inessentjal linear
phase factor exp (¢kz), which cannot be observed in the intensity distribution
of the wavefield. When we substitute Eq. (4) into Eq. (5), we can express
the wavefield at the point P of the focal region in terms of the amplitude
distribution at the illuminated opaque screen. For that purpose, we make
use of the expression [18]

\/-%_7/ exp (iaz® + i(z) dz = \/% exp (i%) . (6)

After a somewhat long but straightforward calculation, we finally obtain the
Fresnel-Kirchhoff diffraction equation for the amplitude distribution in the
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focal region
U(P)= 5Y; (} +2) exp [i2 (fl:- 3 (z? +y2)} )
7/ A(n,§)exp [—‘i% 7 j_ . (n* + 52)] exp [—i 7 f_ p (zn+ y&)] dnd§

Finally, the above expression reduces to that given in Eq. (4) by simply
replacing the axial coordinate 2 to its value at the focal plane, that is,
z=0.

3 The Debye approximation

It is usual to evaluate the diffracted field of a truncated spherical wave
within the Debye approximation, according to which the field in the focal
region is a superposition of plane waves whose propagation vectors fall inside
the geometrical cone formed by drawing straight lines from the focal point
through the edge of the aperture. Under the paraxial regime, the field at
the focal plane given in Eq. (4) generates the diffraction formula predicted
by the Debye theory when removing the quadratic phase factor outer to the
integral, resulting

oo

0 (@o,0) = 5z [[ Al ©)exp [—i?(nxo+eyo)] dnds | (8)

that is, the Debye approximation agrees with the Kirchhoff formulation when
the quadratic phase factor in Eq. (4) may be neglected. ’

‘When evaluating the amplitude distribution at planes adjacent to the
focal plane in the focal region, it may be used directly on Eq. (1) the
Debye assumptions given above concerning the focusing properties of three-
dimensional waves. However, the resultant amplitude distribution may be
obtained instead by free-space propagating the wavefield at the focal plane
to the observation plane situated at a distance z, with the aid of the two-
dimensional convolution given in Eq. (5). Thus, we substitute the approxi-
mated expression in Eq. (8) into Eq. (5) giving

z

UP(P)= ;\1?7 7/ A(n,£) exp [—iz—kf-? (" + 62)] exp [—% (zn + yﬁ)] dndé
h ©

It has been shown [5] that the Debye integral given in Eq. (9) presents
some important symmetry properties. For instance, when A (7, £) is a real
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function, the amplitude and henee the intensity possess inversion symmetry
about the focus. Also the phase has inversion antisymmetry, apart. form an
additive term of half a period [¢]. Additionally, when the function A4 (77,£)
is positive, the point of maximum intensity in the focal region in located on
the focal point.

Figure 2: 3-D imaging model for the trasformation suffered in the focal
volume provided by (a) the paraxial Debye formulation, thus giving (s) the
Fresnel-Kirchhoff representation of the focal wavefield.

Now we will find the restrictions we must impose to assure that the
Debye approximation gives a reasonably good prediction of the diffracted
field. This fact is satisfied when the quadratic phase factor in Eq. (4) may
be neglected. For that purpose, we note that a diffraction-limited optical
system, as that represented schematically in Fig. 2, concentrates most of
the light energy at the focal plafie in an area about the focus given by

+ yo < A2 (//a)2. For example, in the case of a circular clear pupil,
the energy encircled within this area represents the 90,64% of the emerging
radiation energy passing through the aperture. Additionally, the maximum
valué of the phase corresponding to the quadratic term in Eq. (4) and
evaluated in points satisfying the above inequality is given by exp (IT¥'N),
where

(10)
stands for the Fresnel number of the focusing geometry, that is, the number

of halfwaves covered by the diffracting aperture as viewed from the geomet-
rical focus. When the Fresnel number is much higher than unity, it is clear
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that the quadratic phase factor does not introduce a noticeable variation in_
the phase of the focal plane, what implies that this term may be ignored.
Hence it is concluded that the Debye integral representation of spherical
waves should be applied only when the Fresnel number of the focusing ge-
ometry is large compared with unity.

Another interesting point is the fact that the Debye approximation re-
sults when we in addition to the Kirchhoff approximation make the assump-
tion that the aperture is infinitely distant from the focal region. A telecentric
optical system fulfills this severe restriction, what implies that Eqs. (8) and
(9) hold for this case [19]. However, we will observe the previously mentioned
symmetries about the geometrical focus when the wavefield is focused onto
a region whose axial magnitude is much lower than the focal length. In
relation to this point, we can estimate the focal depth of an imaging optical
setup in terms of the wavelength and the numerical aperture of the system,
N.A. =sina, as the quantity

Az=4—si—n-%mz)\<£)2 , (11)

where we have introduced the paraxial approximation. Then we should
impose the inequality Az < f in order to guarantee that the Debye ap-
proximation is valid. Taking into account that we can express the Fresnel
number in terms of the focal depth and the focal length, i.e.,

L
T Az (12)

we finally obtain that, as deduced previously with an alternative reasoning,
the Fresnel number should be constrained to values much higher than unity.

4 Three-Dimensional mapping for the Debye rep-
resentation of the focal field

We have shown that in order to find the focal wavefield of a truncated
spherical beam it is possible to employ either the Kirchhoff formulation or
the Debye approximation. The later gives suitable results when the wavefield
is well-focused onto the vicinities of the geometrical focus, meanwhile there
exists noticeable inaccuracies when the incident spherical wave is weakly
focused. Most of investigators have stressed the fact that both theories
show such departures [8, 12, 14].

However, we will demonstrate that both theories provide the same col-
lection of irradiance transverse patterns that constitute the focal region, but
with a different scale and position. By comparing Eqs. (7) and (9) we ob-
serve that both diffraction formulae give an amplitude transverse pattern by

1.7



performing a two-dimensional Fourier transform of the product of the func-
tion A (7, £€) and a quadratic phase factor. This product is usually called the
defocused pupil function for the optical system [20]. Thus, when evaluating
a given intensity transverse pattern, located at a distance z from the focal
plane, provided by the Kirchhoff formula in Eq. (9), we may obtain the
same transverse distribution within the Debye theory, in an unique plane
placed at a distance

__f
zp = I 2 (13)
but applying a lateral magnification given by
Mz =122 (14)

Such coordinate transformations are successfully utilized in space-variant
imaging systems to be modeled as an afocal telecentric space-invariant sys-
tem {21]. The replicated transverse irradiance distributions are obtained
when both defocused pupil functions in Eqs. (7) and (9) coincides, mean-
- while the lateral magnification arises from the ratio of the two scales in
both Fourier transform kernels. Consequently, the focal volume given by
the Debye theory is then deformed in such a way that it conserves the same
transverse structure, but altering both the lateral magnification and axial
distribution of the wavefield.

In order to interpret adequately the transformation that the field suffers
in the focal region within the Debye approximation, we focus our attention to
the amplitude transverse distribution at the focal plane of the focusing setup
given by both theories. According to Egs. (4) and (8), both expressions
differ in a quadratic phase term that multiplies the spectrum of the pupil
function A (n,£). In agreement with the Kirchhoff boundary conditions, a
convergent thin lens with a focal length given by f located at the back focal
plane of the optical system would compensate the phase modulation of the
quadratic factor and produce a collection of amplitude transverse patterns
as given by the Debye approximation. We may think that in order to obtain
the amplitude distribution in the focal plane given by the Fresnel-Kirchhoff
theory we may employ the paraxial Debye approximation and the action of a
divergent thin lens of focal length —f, that is, with the focal point located on
the axial point of the diffracting opaque screen. Also, when evaluating the
transverse pattern of adjacent planes in the focal region, it may be obtained
analytically in terms of the Debye formula, and later virtually introduce
the action of a divergent thin lens. The Gaussian imaging transformation
suffered by the diffraction amplitude distribution given by the Debye formula
may be mathematically represented as follows

U (z,y,2) = exp [’5(_fk+_z3 (= +y2)] %UD (o) - @
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We should mention that in the previous 3-D mapping there exists a factor
1/M and a quadratic phase factor accompanying the amplitude distribution
given by the Debye approximation. The first term is associated with the
energy conservation law and the second one is somewhat irrelevant since is
not observable when detecting intensity.

The point spread function of a low-aperture diffraction-limited optical
imaging system is usually described in terms of the paraxial Debye integral
[22] given in Eq. (9). It may be demonstrated that, in general, the light is
concentrated in planes neighboring the focal plane, hence the deformation
suffered in the focal volume is unnoticeable. It may be demonstrated that
in this region the lateral magnification is closer to unity, M(z) ~ 1, and the
axial translation of the irradiance transverse patterns is negligible, zp =~ z.
However, we should remark that this kind of transformation in the diffracted
wavefield around the focal plane always occurs.

In Fig. 3 we show the symmetries that the focal waves exhibit when
the Fresnel number is much higher than unity, and hence when the Debye
approximation holds. However, when N decreases, the intensity in the focal
region begins a process of deformation as deduced from Eq. (15), which is as
much noticeable as the aperture plane comes closer to the focal region. As
a result, we observe that the point of maximum intensity of the diffracted
wave may not be at the geometrical focus of the incident wave but closer to
the aperture. This is the so-called focal shift effect.

5 Geometrical interpretation of the focal shift ef-
fect

Much attention has been addressed to the problem concerning the evaluation
of the relative focal shift, that is, the ratio of such a shift Af of the point
of maximum axial intensity to the distance f between the geometrical focus
and the plane of the aperture [13, 23]. This interest is well justified in the fact
that it is of great importance the determination of the plane that an imaging
system comes to the best focus. On the other hand, similar considerations
should be taken into account when discussing how to optimally focus a
laser beam to illuminate a distant target. In this context, Li and Wolf [9]
recognized that the magnitude of the relative focal shift depends solely on
the Fresnel number of the focusing geometry. Moreover, they presented a
formula for the rapid evaluation of the relative focal shift, having

Af 1

T e 05)

This formula gives the focal shift accurately to within 1% when N > 12.
However, for lower values of the Fresnel number Eq. (16) gives a rough
estimation of the relative focal shfit.
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In agreement with the mapping of Eq. (15) we should apply on the
paraxial Debye formulation when the Fresnel number of the focusing setup
is comparable to unity, it is possible to obtain the location of the plane given
in the focal region in the Debye approximation whose conjugate plane corre-
sponding to the transverse pattern in the Kirchhoff approximation includes
the point of maximum intensity along the optic axis given in Eq. (16). By
substituting this expression into Eq. (13), we may determine that this plane
is then situated at a distance from the focal plane of the spherical beam
given by :

12 Az
ETEN an)

From Eq. (17) we infer that the plane belonging to the Debye represen-
tation that images to the plane in the Kirchhoff formulation of the field that
contains the point of maximum intensity on the optical axis is located inside
the focal depth. This is true in the range of validity of Eq. (16), that is, for
moderate and high values of the Fresnel number. This fact assures that the
plane of best focus, that is, the plane where the focused beam radius reach
its minimum transverse extension, suffers a defocus aberration that may be
neglected. However, this statement does not hold when the Fresnel number
decreases to values lower than the unity. In this case, the distance zp of the
plane containing the beam waist is located outside the focal region given
in the Debye regime. Following Parker Givens [24], we may conclude that
when we deal with an image-forming optical system, we are not allowed to
ensure that the focus of the optical system is effectively shifted to the point
of maximum intensity along the axis.

6 Discussion and conclusions

We have proved that both the Debye and Kirchhoff formulations used for
the evaluation of focal waves give the same collection of intensity transverse
patterns, except for its location and magnification. Deviations from both
theories in the focal region arise when the Fresnel number of the focusing
geometry is close to unity. However, we claim that the great majority of
- research performed in the Debye regime are still valuable, even when N
is comparable to unity. A simple example represents the great variety of
strategies for increasing the power resolution of an imaging system [25],
or the three-dimensional intensity distribution of the point spread function
that characterizes the diffraction behavior of an apodized setup [1] may be
applied when the Fresnel number when viewed from focus is close to unity.
However, the similarity of the Debye and Kirchhoff representations of the
wavefield has allowed us to point out that there may exist a great discrepancy
between the concept of plane of best focus and that containing the point of
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maximum intensity along the axis for Fresnel numbers. lower. than unity.
From our point of view, if the optical system is being used for imaging
purposes, we should stress that both planes do not coincide. In order to
determine the plane of best focus, it is desirable to select a plane belonging
to the focal region in the Debye formulation that, when the 3-D mapping of
Eq. (15) is performed, has the narrower transverse spot light. However, it is
possible to demonstrate, as we will detail in a future paper, that the adjacent
planes in the focal volume offer practically the same imaging abilities, but
affected with a higher magnification given by Eq. (14).
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Figure 3: Diagram of isophotes
in logarithm scale correspond-
ing to the impulse response in
an optical imaging system with
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and the aperture plafie.
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Abstract. We report a quite simple analytical formula for the evaluation of
the focal shift in apodized systems, with or without rotational invariance.
Specifically it is shown that the magnitude of the focal shift is determined by
the product of the Fresnel number of the focusing geometry and the standard
deviation of a mapped version of the azimuthal average of the pupil transmit-
tance. To ;llustrate our approach, several examples are examined.

1. Introduction

It is well known that, when a monochromatic uniform converging spherical
wave is diffracted by a circular aperture, the point of maximum irradiance in the
focal region is not at the geometrical focus but is displaced towards the aperture,
resulting in the so-called focal-shift effect [1-3]. This effect has been found to
appear also in other geometries, for example in uniformly illuminated systems with
obscured pupils [4, 5], in focused Gaussian beams [6, 7], or, in general, in any type
of diffracting screen [8—0].

Although in general it has been recognized that the magnitude of the focal shift
is closely related to the Fresnel number of the focusing geometry, only for the
particular case of the circular aperture under uniform [1] or Gaussian [7] spherical
illumination has an approximate analytical formula been reported for its evalua-
tion. In connection with this last focusing geometry it is of relevance that the
formula, which was reported by Li [11] and is based on the focal-shift formulae for
the cases of the circular aperture and the non-truncated Gaussian beam, gives the
focal shift with quite good accuracy.

The aim of this paper is to present an analytical formulation for the evaluation
of the focal shift for the general case of spherically illuminated, rotationally
asymmetric diffracting screens, that is, for diffracting screens whose amplitude-
transmittance function #(r, 9) does not exhibit, in general, rotational invariance.
The approach, which is based on the moment expansiéon of a mapped version of the
azimuthal average on the screen amplitude transmittance, permits us not only to
calculate in quite a simple way the focal shift but also to define a new merit
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Diffracting
screen

Figure 1.  Geometry of the focusing set-up.

function for estimating the tendency of a diffracting screen to suffer the focal-shift
effect.

In section 2 we formulate the basic theory for evaluating the axial-irradiance
distribution produced by an arbitrary, radially asymmetric diffracting screen, at
any Fresnel number. In section 3 we obtain an analytical formula that explicitly
depends on the product of the Fresnel number of the focusing geometry and the
standard deviation of the pupil, for evaluating in quite a simple way the relative
focal shift. Finally, in section 4 we illustrate our approach by calculating the focal
shift in some focusing geometries.

2. Basic theory

Let us start by considering a purely absorbing, rotationally asymmetric
diffracting screen, with amplitude transmittance #(»,9), which is illuminated by a
uniform monochromatic spherical wave of focal length /, as shown in figure 1.
Then, the amplitude distribution along the optical axis in the vicinity of the focal
point, within the paraxial approximation, is [9]

u(’> i M )e*p("i2w (77 *)72) rd' d> 0)

where ro is the maximum radial extent of the diffracting screen and z is the axial
coordinate as measured from the paraxial focal point F.
The integation of equation (1) over 6 gives

+ <.W«xp(-i2niA-(-+ g)r~d,, 2)
where )3
*(r)y=¢ j 0iM)di?’ 3)

is a radially symmetric function that represents the azimuthal average of the screen
amplitude transmittance #(7,9) for each valué of . From equation (2), one infers
that the axial behaviour of a radially asymmetric focusing set-up is governed by the
one-dimensional (ID) Fourier transform of a radially symmetric version of the
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amplitude transmittance of the diffracting screen. In order to make the Fourier-
mapping relation clear, it is convenient to employ the next geometrical mapping

X=A_0.5, ()= *o(), )

which translates the radial interval [0, ro] into the ID interval [90.5,0.5]. Now, by
substituting equation (4) into equation (2) we find that, aside from an irrelevant
pre-multiplying phase factor, the axial amplitude distribution is

U(z) = Q{ W20 = —— <200 exp (-i2jtlF 200 d£, 5)
J J—e5

where

W

represents the Fresnel number of the focusing set-up, that is, the number of
Fresnel zones that are covered by the diffracting screen as viewed from the
geometrical focus, whereas the axial coordinate is expressed in temas of

2T )

which is the well-known defocus coefficient measured in units of wavelength.

As the aim of this work is the calculation of the position of the maximum of the
axial-irradiance distribution, next we express the axial behaviour of the focusing
set-up in terms of the normalized axial irradiance /n (~20) = ” 20)/*(0), namely

2
IN(Wy )= (1 - jj~20) |j°osio(i) exp ('- I2KW200 df $20(0 df

= MWzo). ®)

From this equation it follows that the axial-irradiance pattern is determined from
the product of two terms. The first term /n(W”20) involves the ID Fourier
transform of the mapped transmittance qgo(Q of the screen. Since #(r, 9) and
consequently gqo(£) are real and positive functions, this term is symmetrical
about the geometrical focus, W2 = o, where its maximum valué is achieved.
The second term (1 —2W2%/N)1, which has W:, as the functional variable, is
responsible for the loss of symmetry in the axial-irradiance distribution and,
therefore, for the displacement of the irradiance maximum towards the screen
plafie, as we discuss below.

From equation (8), it is clear that for a given profile of the diffracting screen,
that is, for a fixed </o(0> t1e influence of the parabolic term (1 —2W2/N)2 and,
therefore, the magnitude of the focal shift depends exclusively on the Fresnel
number of the focusing geometry. Consequently, for N » * 20, where W2
represents the maximum axial coordinate where the term /n( takes sigmficant
valtes, the parabolic factor is nearly constant over the region of interest, and then
the effect of the focal shift is absent. However, when the valué of N is low, the
parabolic term rapidly increases for negative values of W2 within the focal region
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and then produces a relevant displacement of the axial-irradiance maximum
towards the screen plafe.

From the above reasoning, it foilows that the magnitude of the focal shift effect
is governed by the valué of the Fresnel number of the focusing set-up, but it also
depends on the dimensions of the axial region where the Fourier transform of <70(0
takes significant valtes. Therefore, it is apparent that the smoother the slope of the
Fourier transform of go(£), the greater is the influence of the factor (1 —/ W "/N) I
in the axial-irradiance distribution, and thus the greater is the magnitude of the
resulting focal shift. In this context, we hypothesize that a function of merit for
evaluating the focal shift in focusing set-ups should depend not only on the Fresnel
number of the geometry but also on a parameter that evaluates the capacity of the
screen to produce a slowly varying axial-irradiance pattern, as we discuss in
mathematical terms in the next section.

3. The focal shift function of merit

Since, as stated in the previous section, the axial region of interest is located in
the vicinities of the geometrical focus of the focusing set-up, it is then allowed to
follow a reasoning equivalent to that of [12, 13], by expanding the normalized
axial-irradiance distribution into a Taylor series, up to second-order approxima-

tion, that is
I (0)
/n(IT20) « /N) + /¢ (0) W20+ w 2. O]

Now, after a straightforward calculation, we obtain by using the moment theorem
the following parabolic expression for the normalized axial-irradiance distribution:

In(M2)=1-7220 +" (1-xw ~v2)WD, (10)
where 12
m2 /miV
a= . 01)
m \m j

is the standard deviation of the mapped transmittance io(o >mn being the nth
moment of <o(£)-

Now, by derivation of equation (10), we find that the position and height of the
maximum of the quadratic axial-irradiance distribution are given by
N/2
1- it2(Na)
and
n2{Na)2
n2(Ncer)2- 1°

respectively. Finally, by combining equations (12) and (7) we find that the relative
axial position of the irradiance maximum, that is the relative focal shift, is given by

1

KZ(Na)i- (14)

11.4



Analytical formula for the focal shift in apodized systems 1675

This relevant formula, which is a generalization of the analytical result
obtained for the circular aperture [1], indicates that the axial-irradiance distribu-
tion provided by any diffracting screen, with or without radial symmetry, exhibits
a focal shift whose magnitude depends exclusively on the function Na. So, it is
apparent that, independently of both the profile and the scale of the function #(7, 9),
any pair of focusing set-ups having the same valué for the product Na exhibits the
same relative focal shift.

From the above result, it is then clear that the magnitude of the relative focal
shift is determined not only by geometrical parameters of the focusing set-up, that
is, by its Fresnel number, but also by the standard deviation of <?0(0> which can be
interpreted as a measure of the effective width of the diffracting screen. In other
words, the function of merit Na evaluates not only the number of Fresnel zones of
the focusing geometry but also their effective contribution to the axial-irradiance
profile, and therefore to the magnitude of the relative focal shift.

Finally, we would like to remarle that the function of merit Na is also useful for
estimating when a focusing set-up tends to suffer the focusing effect known as focal
switch [10].

4. Examples

To jllastrate our approach we shall analyse the focal shift for three different
kinds of diffracting screen, illuminated by a uniform monochromatic spherical
wave: the circular aperture, a diffracting screen which produces axial apodization,
and an axially superresolving screen.

For the case of the circular aperture the mapped transmittance is
90(£) = rect(0> whose standard deviation is fic= 1/1272. Then, according to
equation (14), the valué¢ of the relative focal shift, expressed in terms of the
Fresnel number, is

—X 12

which, within quite a good approximation, is equivalent to the result reported by
Li and Wolf [1].

As an axially apodizing diffracting screen, we select the annular filter of the
mapped transmittance <?0(0 —cos (N0 rect (figure 2), which provides an
optimum focal depth in the sense that it generates an axial-irradiance distribution
with minimum second moment for pre-specified light throughput [14]. In this
case, the valué of the standard deviation is Ja= (; —2/ti2) 1”2 « 0.2176. Then the
relative focal shift formula for this screen is given by

Zm« 21.12
~J~~~K2N2'

Note that, owing to the inverse square relation between the relative focal shift and
the standard deviation of the mapped transmittance, the tendeney of the axially
apodizing diffracting screen to the focal shift effect is greater than that of the
circular aperture.

Finally, as axially superresolving screens we chose the set of annular binary
filters reported by Martinez-Corral et al. [13], which have the attribute of
producing tunable axial superresolution. The mapped transmittance for the family
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Figure 2.  Amplitude transmittance of the axially apodizing diffracting screen, i%0(f) =
eos (tcf) rect (f): (@) space representation: (b) radial coordinate representation.

of filters is

tfo(0 = rect (£) —rect (—), with 0 < < 1. 17

The profile of these screens in the £ coordinate and in its actual two-dimensional
(2D) representation are shown, for two values of the obscuration ratio parameter /i,

in figure 3.
The valué of the standard deviation for these filters is <ts = [(/i2+ /i + 1)/12]1]2.
Thus the corresponding relative focal shift is

12
(18)

whose magnitude, depending on the selected valué of /z, is clearly lower than that
corresponding to the circular aperture.
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1i-2/3

0.5 0.5
(@ ®)
Figure 3. Two members of the family of axially superresolving diffracting screens of
equation (17): (a) mapped function go(f) for /i=j and (i= 2; (6) actual 2D
representation.

To illustrate the influence of the parameter a on the capacity for producing a
slowly varying axial-irradiance pattem, and therefore on the magnitude of the
relative focal shift, in figures 4 (ti) and (> we have plotted the function /niW"o)
and the relative focal shift respectively against N, for the above-described
diffracting screen. As a representative of the set of axially superresolving filters,
we have chosen that corresponding to p =  which provides a significant narrow-
ing of the central lobe of the axial-irradiance distribution but no drastic increase in
the height of the secondary side lobes. From these figures it is clear that the
tendency of a diffraction screen to suffer focal shift is closely related to is capacity
to produce an axially apodizing effect. In other words, to obtain the same amount
of focal shift the Fresnel number in the axially superresolving case should be lower
than that corresponding to the case of the circular aperture and even lower than
that of the axially apodizing case.

Finally, we would like to point out that comparison between the results
provided by our formula and rigorous calculations already reported in the
literature can only be done for the case of the spherically illuminated circular
aperture [1] and the truncated Gaussian beam [11]. For the case of the circular
aperture, experimental measurements of the magnitude of the focal shift are also
available [15].

5. Conclusions

We have presented an analytical approach for evaluating in quite a simple
way the relative focal shift in apodized systems. Specifically it has been stated
that the magnitude of the relative focal shift exclusively depends on the product
of the Fresnel number of the focusing geometry and the standard deviation of the
mapped transmittance of the diffracting screen. Moreover, we have shown that
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Figure 4. (a) Normalized function /N(1*20) corresponding to the proposed diffracting
screens; (b) relative focal shift against the Fresnel number of the focusing geometry
for the same screens as in (a).

this product constitutes a function of merit for evaluation of the tendency of
a diffracting screen to suffer the focal-shift effect. Finally, we have illustrated
our approach by examining the focal shift produced by several diffracting
screens.
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1. INTRODUCTION

The evaluation of the electromagnetic field dinVacted by a
coherently illuminated circular aperture has constitutcd
the aim of several research efforts over the last few de-
cades. Classical studies,}2which are based on the Debye
integral representation of focused fields, revea! that when
a monochromatic, uniform, converging spherical wave is
diffracted by a circular aperture, the irradiance distribu-
tion in the focal regién is symmetric about the geometri-
cal focus, and the point of maximum irradiance is located
at the focal point. However, since the description in the
focal region by this representation is valid only when the
Fresnel number of the focusing geometry is much higher
than unity,3 these studies could not explain the shifl to-
ward the aperture of the irradiance maximum, which, lin-
der certain circumstances, was found to appear by some
researchers during the 1970%.4'6

It was in the early 1980’s when, on the basis of the
Fresnel diffraction integral, it was analytically
established,7'9 and experimentally verified,10 that the
magnitude of the shift suffered by the axial irradiance
peak, i.e., the magnitude of the so-called focal-shift effect,
is governed by the Fresnel number of the focusing geom-
etry. More recently, it has been recognized that the
focal-shift effect is also present in systems with an ob-
scured pupil,11-12 in axially superresolving setups,13 and,
in general, in any type of diffracting screen.1415 It has
also been shown that this effect appears not only along
the optical axis but also on any line directed toward the
geometrical focus of the incident spherical wave front.16
Specifically, in Ref. 16 it is shown that the irradiance dis-
tribution along a line is determined by the projection of
the pupil function onto the line. So both the irradiance
profile and the magnitude of the focal shift depend on the
selected line.

On the other hand, it is also well established that the
focal-shift effect appears not only for uniformly illumi-
nated diffracting screens but also when some nonuniform
focused beams illuminate a circular aperture. In this
sense it was found that when a monochromatic Gaussian
beam is focused by a thin lens, the point of maximum ir-
radiance is not located at the geométrica! focus but is dis-

placed toward the lens.17-19 More recent studies have
shown that this focal-shift effect is governed by both the
so-called Gaussian Fresnel number,20 which is associated
with the width of the incident beam, and the truncation
parameter 21-22 which evaluates the ratio between the ra-
dius of the lens and the beam width.

The goal of this paper is to report on an analytical for-
mulation to evaliate the relative focal shift for the gen-
eral class of rotationally nonsymmetric scalar fields that
have focus in the sense of geometrical optics. The formu-
lation, which is based on an extension of the concept of ef-
fective Fresnel number applied to any focused beam, per-
mits us to evaluate in a quite simple way the focal shift
that appears in both converging and diverging beams and
for truncated and nontruncated focusing geometries.

For describing our approach, in Section 2 we formulate
the basic theory for evaluating the axial irradiance distri-
bution corresponding to a focused beam. In Section 3 we
define the effective Fresnel number over the exit plaiie as-
sociated with any focused beam, and we obtain a simple
analytical formula, which explicitly depends on this pa-
rameter, for evaluating the relative focal shift. In Sec-
tion 4 we analyze the role of the effective Fresnel number
of a focused beam, which is shown to be related to the ef-
fective width of the beam. Finally, in Section 5 we illus-
trate our approach by examining the focal shift in some
highly exemplifying focusing geometries.

2. AXIAL IRRADIANCE DISTRIBUTION IN
FOCUSED BEAMS

Let us start by considering a focused beam, i.e., a mono-
chromatic scalar wave field that has focus in the sense of
geometrical optics. Therefore its amplitude distribution
U(r, 0) in a given plafie transversal to the propagation
direction, referred to as the reference plafie for the re-
mainder of the present paper, can be expressed as the
product of a spherical wave of focal length / and a real
nonnegative two-dimensional function f(r, §). In math-
ematicai terms,

exp(-ikf) I
J

ko)
Uer, 8 = “expA-t A r2ji(r, 8, (1)
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where k - 2ir/| represents the wave number of the light.

Note that this rather general formalism corresponds to
the beams that provide an irradiance peale in the focus of
a spherical wave and describes, among others, two quite
typical focusing geometries in optics: (1) the case of a
purely absorbing diffracting screen, with or without ra-
dial symmetry, illuminated by a monochromatic spherical
wave and (2) the situation corresponding to a truncated or
nontruncated spherical Gaussian beam. Two examples
of these situations are illustrated in Fig. 1.

To evaltuate the axial amplitude distribution of the fo-
cused beam, we particularize the Fresnel-Kirchhoff dif-
fraction formula for the axial points,13 i.e.,

exp(ikz) 12" f*

X exp -i2ir r drdS, ?)

2\f{f+z)

where z denotes the axial coordinate as measured from
the paraxial focal point F.

At this point it is convenient to point out that the axial
distances involved in Eq. (2) are directed. Their direction
is determined by the point of the arrow (see Fig. 1). Note
that both f/ and z are positive distances in Fig. 1. This
fact allows us to deal with diverging focusing beams
(f < 0) and to describe the virtual diffraction region
(f +z< 0.

Diffracting

@

Reference
plafie
Gaussian
f beam

®)
Fig. 1. Two typical examples ofscalar fields that have geometri-
cal focus: (a) radially nonsymmetric diffracting screen illumi-
nated by a monochromatic spherical wave with focal lengthf; (b)
truncated spherical Gaussian beam.
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It is convenient to perform two mathematical manipu-
lations of Eq. (2). First, we carry out the angular inte-
gration to obtain

f _ exp(ikz)
S Y ;*O(r)
x exp —2T XIS +2) r dr, 3)
where
1 2
6)d0
‘) " 55 Jo <(r ) @

is a radially symmetric function that stands for the azi-
muthal average off(r, ). Ofcourse, any pair of focused
beams that yield the same azimuthally averaged function
i0(r) generate an identical axial  irradiance
distribution.23,24

The second manipulation consists in the geometrical
mapping

i= io(r) = q00), ®)
which explicitly converts the integral in Eq. (3) into a one-
dimensional (1-D) Fourier transform, namely,

A@ = if(f+2) ] <2(0)expliit gpripy o) Al

©

where some irrelevant premultiplying constant phase fac-
tors have been omitted. Note that the lower limit in the
integral has been extended to -<>, since the function
qO0(i) is identically zero for ( < 0.

Next, we recognize that the scale factor of the 1-D Fou-
rier transform is related to the axial variable z through
the relation

2\f(z +ry ™

which is closely related to the axial coordinate defined by
Lommel.2 Thus the axial amplitude distribution of the
focused beam can be expressed as

h(z) = Q{u)

=~(1 - 2X/10 qO(()exp{~i2ru()d(. (8)

Finally, since our aim in this work is to calcilate the
position of the axial point of maximum irradimee, we ex-
presa the axial behavior of the focused beam in terms of
the normalized axial irradiance distribution, vhich is ob-
tained by simply dividing the squared modulas of Eq. (8)
by the irradiance at the paraxial focal phnt a = 0.
Mathematically,

]/:9o(i)ex1>(~i2in()d(
JH«) =1 - 2\ fuf
AOd(
()]
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From Eq. (9) it follows that the axial irradiance distri-
bution of the focused beam is governed by the product of
two terms that can be understood, from the point of view
of the Huygens-Fresnel principie,913 in the following
way. The first term, which involves the 1-D Fourier
transform of <fo(i)> describes at any axial point the inter-
ference by the difTerent Huygens spherical wavelets pro-
ceeding from all points of the reference plafie. Since
i(r, ff), and consequently ¢0(0, are real and positive
functions, the Huygens wavelets arrive in phase at the
geometrical focus, and then the maximum of this term is
achieved at the origin. However, as the secondary wave-
lets propagate, their amplitude suffers an attenuation
that is proportional to the inverse covered distance. This
attenuation is described in Eq. (9) by the term
1 - 2Au)2

It is then apparent that the competition between these
two terms produces a displacement of the axial irradiance
peak toward the reference plaiie, resulting in the weli-
known focal-shift effect, whose magnitude we evaluate in
Section 3.

3. RELATIVE FOCAL-SHIFT FORMULA

To obtain the relative position of the greatest valué of the
axial irradiance distribution, one should obtain the roots
of the equation

d./Ndu =0 (10)

and select from among them the absolute maximum.
However, in many cases ofinterest an exact analytical re-
sult cannot be obtained by this method. To avoid this
drawback, we propose to expand the normalized irradi-
ance distribution into a Taylor series. Taking into ac-
count that the region of interest is located in the vicinities
of the geometrical focus (u = 0), we may neglect the
third- and higher-order terms and restrict the series to a
quadratic approximation, i.e.,

wh(0)

IN{U) = :7n(0) + 7'N(O)U + (11)

Now, by straightforward (albeit cumbersome) calcula-
tion, we obtain by making use of the moment theorem25
the following approximated parabolic expression for the
normalized axial irradiance distribution:

ivw) = 1 —4kfu + 4(X2 2% ma<2yu2,  (12)

where

R

m2

mQ \"0]
stands for the standard deviation of the mapped function
q0(() and

13)

<7o(i)r dv, (14)

denotes the nth moment ofgo(0-

By virtue of Eq. (12), we find that the position and the
height of the maximum of the quadratic axial irradiance
distribution are given, respectively, by
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where we have introduced a new parameter, named here
the effective Fresnel number of the focused beam, defined
as

Ncfr=a/\f. a7

This parameter characterizes any focused beam at the
reference plafie and is proportional to the standard devia-
tion of go(£), which can be interpreted as a measure of
the effective width of the beam.

Now, by combining Eqs. (7) and (15), we find that the
valué of the relative focal shift is given by

1
18)

This relevant formula, which is a generalization of the
resulta obtained for both the circular aperture79 and the
Gaussian beam,2021 indicates that any scalar field belong-
ing to the general class of focused beams suffers a relative
focal shift that, within the second-order approximation, is
proportional to the inverse square of the effective Fresnel
number of the beam. So it is apparent that, indepen-
dently of both the profile and the scale of the function
t(r, /) and the sign of the focal length f, any pair of fo-
cused beams having the same valué for Afe(r, and conse-
quently the same effective width, exhibit the same rela-
tive focal shift.

The minus sign in Eq. (18) indicates that the distances
zmd at>df have opposite sign. Therefore, either in a con-
verging (/> 0) or in a diverging (f < 0) focusing geom-
etry, the displacement of the axial irradiance peak is al-
ways toward the reference plafie. Note that in the
diverging case the virtual focal shift can be viewed by fo-
cusing a microscope with low magnifying power behind
the reference plaifie, assuming that the optical instrument
has a numerical aperture large enough not to introduce
significant diffraction effects on its own account. Itis im-
portant to remark that, to the best of our knowledge, the
virtual focal shift has been referred to only by Nye26 when
he studied the light diffracted by small unstopped lenses.

For illustrating the variation of the focal-shift effect
with the valué of the effective Fresnel number of the fo-
cused beam, in Fig. 2 we have plotted the relative focal
shift against N¢f. From this figure we infer that the
modulus of the relative focal shift greatly increases as
decreases, being, for examplc, of the order of 0.1% when
Nea=10 and 2.5% when N efr = 2.

Conceming the accuracy of Eqs. (16) and (18), it can be
easily shown (see Appendix A) that the relative error in
the evaluation of the relative focal shift, resulting from
the parabolic approximation, is given by

N2 - r (19)

whereas the error in the estimation of the height of the
irradiance peak is

IIL.3



452 J. Opt. Soc. Am. A/Vol. 15, No. 2/February 1998

00

0 2 4 6 8 10

EFFECTIVE FRESbEL NUMBER N,

Fig. 2. Relative focal shift as a function ofthe effective Fresnel
number ofthe focused beam.
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Fig. 3. Relative error associated with the focal shift determined
by Eq. (18) versus the effective Fresnel number of the focused
beam.

Al.. (0)

We conclude from Eqs. (19) and (20) that both errors
depend solely on the effective Fresnel number of the fo-
cused beam. In particular, the variation of the ratio
AUn”/1Zm"! with Nis as indicated in Fig. 3. The ex-
amination of the curve in Fig. 3 reveais that the error is
low for modérate valies of (for example, when N ar
3 2.0, the error is less than 5%; and it is even less than
1% if Ntfrs=4.5). On the contrary, for N < 1,
AlZmuMznuJ increases dramatically as N decreases.

4. EFFECTIVE FRESNEL-NUMBER
ANALYSIS

In Section 3 we established that the position and the
height of the axial irradiance peak for a general focused
beam are determined by a single parameter, the effective
Fresnel number of the focusing geometry. Henee it
seems to be convenient to investigate more the role of the
effective Fresnel-number parameter. To this end we now
recall the interpretation of the axial irradiance distribu-
tion in terms of the Huygens-Fresnel superposition prin-
cipie, as was done in Section 2. Note that, arising from
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this principie, when we deal with a large pupil function
f(r, 6) that involves a huge number of Fresnel zones in
the process of Huygens wavelet interference, the 1-D Fou-
rier transform in Eq. (9) provides a very sharp function
centered at the geometrical focus u = 0. So its valué is
negligible unless u is very small. In this way the factor
(1 —2A/u)2 is approximately unity in the region where
the 1-D Fourier transform is nonzero. and consequently it
can be ignored. In this case the axial irradiance distri-
bution is fixed only by the interference term and is sym-
metric around the geometrical focus, since the Fourier
transform of a real function is Hermitian. However,
when i(r, 6), and consequently <O(£), are narrow. which
implies that a small number of Fresnel zones are involved
in the interference process, the Fourier transform gives
rise to a function that decreases smoothly in the neighbor-
hood of the paraxial focal point. Now the attenuation
term (1 —2Afu)2 is not unity in the whole region in
which the Fourier transform is clearly different from zero,
The presence of this term, whose valué increases with
negative valies of the product fu, shifts the irradiance
peak toward the reference plafie, resulting in the focal-
shift effect.

It is then clear that the axial irradiance distribution of
the focused beam, and thus the relative focal shift, are de-
termined by both the number of Fresnel zones involved in
the interference process and their relative contribution.
In other words, the axial pattern is governed by the effec-
tive width of the beam at the reference plafie. In this
context we conclude that the effective Fresnel number,
which is proportional to the standard deviation of the
function ¢ 0(.(), evaluates in a certain way the effective
number of Fresnel zones in the focusing geometry in-
volved in the above process, and therefore it also takes
into account the importance of the relative contribution of
each individual zone in the final result.

5. APPLICATION TO SEVERAL FOCUSING
GEOMETRIES

We start by considering the case of an annular aperture of
inner and outer radii ia (Os ( < 1) and a, respectively,
illuminated by a monochromatic spherical wave of focal

length /. According to Eq. (17), the effective Fresnel
number for this focusing geometry is
O0-0a

@

Note that the above effective Fresnel number is indeed,
apart from a proportionality factor 1/yi2, equal to the
classical Fresnel number for annular focusing setups,11-15
which is given by

Lo -\1’]2)U2 @

which implies that, because of the ciése coinection be-
tween these concepts, our formalism will alliw uis to re-
produce the classical results, as we show neic.

By substituting the valué of N &jinto Eqs. (16) and (18),
we find that the relative position and the heighit of the
axial irradiance peak are

111.4
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12

LAY (23a)
VEN2

it"N2- 127 )

which are expressed in terms of the classical Fresnel
number.

We emphasize that, if we simply set e = 0, the above
equations are valid, in particular, for describing the focal
shift for the quite typical case of the circular aperture.
However, although equivalent equations have been de-
rived elsewhere7,9 for converging illumination, it was not
rccognized that they are also valid for describing the vir-
tual focal-shift effect when the circular aperture is illumi-
nated by a diverging monochromatic spherical wave.

As a second example we consider the case of a spherical
Gaussian beam that illuminates a circular aperture of ra-
diusa, /' being the radius of curvature of the beam at the
aperture plaiie. To carry out this 3tudy, it is convenient
to introduce the truncation parameter of the focusing ge-
ometry, defined by

a = (0/002, (24)

where w stands for the width of the Gaussian beam at the
reference plafie. The expression for A/dfrin this case is

@2 i a2 exp(o)

25
X?2'"1- [1 - exp(an] @3

Now, by substituting Eq. (25) into Eq. (18), we find that

the relative focal shift corresponding to a truncated

spherical Gaussian beam is given, in terms of the trunca-

tion parameter, by

Tr2a{l —a2 exp(a)/[l - exp(ar)]2} @9

As in the previous example, next we analyze some par-
ticular case. First, for strong truncation, the width of the
incident beam is much highcr than the radius of the cir-
cular aperture. In this case the valué of the truncation
parameter a is almost zero. By performing the limit
when « tends to zero in Eqs. (25) and (26), we achieve the
effective Fresnel number and the relative focal shift cor-
responding to the uniformly illuminated circular aper-
ture.

In the other extreme case, corresponding to an unaper-
tured Gaussian beam (weak truncation), the coefficient a
tends to infinity. Here the limit valué for the effective
Fresnel number is

27

This expression is just the same as that of the classical
Fresnel number defined for focused Gaussian beams.20' 2
By substitution of this valué into Eq. (18), the relative fo-
cal shift for unapertured Gaussian beams is

k2
(28)

which reproduces in a quite good approximation the pre-
viously known result.27
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Up to now we have illustrated our approach by reexam-
ining, with our approach, the general case of the annular
aperture or the truncated Gaussian beam, which have in-
deed been studied in the literature. Now we go one step
further and investigate the axial behavior for two diffract-
ing screens, reported in the optical literature for certain
applications, when they are illuminated with a monochro-
matic spherical wave front of focal length f.

The first screen under study is that of mapped trans-
mittance

., 4[(f/a2) - 0.5]12 if 0 « i FEa2

U -0 otherwise @9
which produces a superresolving axial irradiance
pattem.28 The mapped transmittance for the second se-
lected diffracting screen is

1 - Qo(() if 0ss C* a2
@(0 0 otherwise 30

which produces an axial apodization effect.29 The pro-
files of both screens in the £ coordinate and in the radial
coordinate are shown in Fig. 4. It is straightforward to
obtain analytically the standard deviation, and conse-

10

’.

U -

04-

0.0
0.0 02 o 0.6 08 10

NORMALIZED 1-0COORDINATE /a2
(@

0.0 m® 04 0.6 o8 10
NORMAUZED RADIAL COORDINATE r/a

®

Fig. 4. Amplitude transmittance of the axially superresolving
diflracting screen (solid curves) and the axially apodizing para-
bolic filter (dashed curves): (a) f-space representation, (b) radial
coordinate representation.
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quently the corresponding effective Fresnel number, for
these quadratic functions. We have

[3 a2
r V20 X? (31a)
31b

Ket 0V G1b)

When we take into account Eq. (18), the relative position
of the anal irradiance peak is given, respectively, by

=20

32
3ir2 (32a)

(32b)

Note that if all geometric parameters in both optical set-
ups are equal, it is apparent that zaMf = 3;"... There-
fore the axially apodizing diffracting screen is three times
more sensitive to the focal-shift effect than that which
produces axial superresolution. This is what one would
expect, since, as we mentioned in Section 4, the wider the
central lobe of the axial-distribution irradiance, the
greater the amount of the focal shift. In this work we
recognize that this general statement can be quantified
by means of the effective Fresnel-number parameter.

6. CONCLUSIONS

We have presented a quite simple analytical formulation
for evaluating, in a second-order approximation, the rela-
tive focal shift for any focused beam with or without ra-
dial symmetry. The proposed formula depcnds solely on
a beam parameter naraed the effective Fresnel number of
the focused beam. This important result means that any
pair of focused beams with the same effective Fresnel
number show the same relative focal shift, independently
of their geometric parameters and their transverse pro-
file. Moreover, our formalism also permits us to quantify
the virtual focal-shift effect for any diverging focused
beam. Finally, we have illustrated our approach by dis-
cussing the focal-shift effect shown by different focusing
geometries.

APPENDIX A

The error involved in the approximation carried out in
Eq. (11), i.e., the modulus of the difference between the
exact axial irradiance and the valué provided by the qua-
dratic approximation, is given by the absoiute valué of the
so-called Lagrange remainder, namely,

R(/N;0u0) = - u3, (A1)

where u0 is an axial-coordinate valué between 0 and u.

If we assume that the normalized irradiance distribu-
tion is a slowly varying function and that the axial coor-
dinate u under investigation is ciése to the paraxial focus,
the approximation

Martinez-Corral rt aL

S N<uO) ~  N(0) - 96tr2<i2\f. A)

may be appiied. If we particularize under this assump-
tion the valué of the Lagrange remainder for ¥ - umll,
we obtain that the error in the estimation of the height of
the irradiance peak, which is derived by inserting Eq. (15)
and relation (A2) into Eq. (Al), is

. 21AvVIr
AMraax  Al"WAraax)J ~ (ﬁ%ﬂ’\flﬁ}* (A3)

For obtaining the error in the evaluation of the relative
focal shift, first we express this parameter in terms of
fjv(“ muf) *>y combining Eqs. (16) and (18). In this way
Eq. (18) can be written as

- L (A4)
S

Now, by merely applying standard error propagation
techniques, we obtain

Al
f tr2NI,, ir2N't,, - 1" (A9

Finally, the relative error in the determination of the
relative focal shift is achieved by simply dividing Eq. (A5)
by the absoiute valué of Eq. (18). Thus

- (A6)
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1. DMTRODUCTION

Zone platea have been widely used in optical aystemsl
such aa optical diak readout setupe,2 confocal scanning
microscopes,34 beam-shaping elementa,5 and miniature
optical switching devices.*” Advanced phototechnologies
and Computer synthesis of diffractive elementa allow con-
siderable facilitation of their fabrication and printing.7
In contrast to designa using refractivo elementa, diffrac-
tive lenses provide important features uniquely suitable
for sucb optical applicationa: (1) a zone piate is similar to
a multifocal lena and has an infinity of foci, whose dis-
tances to the piate are a fraction of the principal focal
length,8 and (2) the dispersién resulting from a difFraction
phenomenon is, in general, atronger than that from re-
fraction, providing a more sensitive wavelength-to-focal-
length dependence.23 Most of the Systems using diffrac-
tive lenses are laser technological setups, where the
versatility and the small size of a fiber-based device make
it an attractive candidate for a micromechanical optical
arrangement.9

Several analytical descriptions have been propoeed for
the wave field in the focal regions of diffractive lenses un-
der plane-wave illumination. Boivinl0 published an ana-
lytical study of the diffraction phenomenon produced by
the Fresnel zone piate by summing up the contributions
of each ti-ansparent zone. By using Fourier analysis,
Novotnyll interpreted the transmission function of dif-
fractive lenses as a superposition of the transmission
functions of idesd lenses. The three-dimensional wave-
field structure in the focal region does not deviate from
that of an ideal lena for a high number of periods.12

Diffractive lenses are featured by a limited numerical
aperture that is constrained by the minimum size pos-
sible with current microfabrication technology. Eventu-
ally, this may lead to an optical device with a low number
of periods. Interesting features are observed in the caus-
tica of zone platea when the number of Fresnel zones is

not large (< 100). 1In the far field, an interference pattem
of contrast nonlocalized fringesShas been observed that is
due to the relevance of secondary diffraction orders. Ko-
ronkevich and Palchikoval3 have found that the field is
asymmetric with respect to the nominal focal plafie and
that the maximum of intensity on the optic axis is shifted
from the geometrical focus for zone platea with a stcpwise
kinoform phase profile. Jiang ef aL14 have found that
the so-called focal-shift efTectl5-17 also appears for a
Fresnel zone piate under spherical uniform illumination,
providing an approximated formula for the evaiuation of
the relative focal shift.

Boivin analysis10 seems to be appropriate for diffrac-
tive lenses containing a low number of Fresnel zones.
Otherwise, when the contribution of a large number of
zones is significant, the Novotnyll procedure yields re-
sulta that are more efficient. However, for nonuniform il-
lumination, it is possible to find a diffractive optical setup
where a great number of Fresnel zones must be taken
into account, thougfa only a few of them contribute
strongly to the overall irradiance distribution in the dif-
ferent focal regions.

The aim of this study is to present a novel formulation,
which is highly efficient within a wide range of illumina-
tion considerations, for describing the axial behavior of
diffractive lenses under Gaussian beam illumination. It
is then straightforward to show that, under certain cir-
cumstances, it is possible to observe a focal-shift effect in
zone pLates of high number of periods, provided that the
illumination has a nonuniform Gaussian profile. In fact,
this assumption holds in laser technological setups where
the light is emitted from a single-mode optical fiber. For
this purpose, in Section 2 we develop an expression for
the evaiuation of the axial-irradiance distribution gener-
ated by an unlimited diffractive lens under Gaussian
plaiie illumination. The resulting on-axis diffraction pat-
tem explicitly depends on the truncation parameter de-
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fined here, which evaluates the effective number of
Fresnel zones illuminated by the Gaussian beam. Sec-
tion 3 shows that, depending on the valué of this param-
eter, different kinds of axial behavior are observed. In
particular, a multiple-focal-shift phenomenon appears for
modérate valies, and a simple formula for its evaiuation
is reported. To illustrate our formulation, Section 4 is
devoted to investigating the axial behavior of several
kinds of diffractive lenses. Specifically, the multiple-
focal-shift effect for the cases of a Fresnel zone piate and
a stepwise relief kinoform lens is theoretically discussed.
In addition, interesting phenomena are found for under-
unity truncation parameters, such as a merge of axial
neighbor fod.

2. IRRADIANCE DISTRIBUTION ALONG
THE OPTIC AXIS

Let us consider a circular diffractive lens that is fully il-
luminated by a plafie Gaussian beam. For simplidty, we
assume that the propagating wave impinges normally
upon the diffractive lens in such a way that the center of
the Gaussian pattem coinddes with that ofthe zone piate
(see Fig. 1). The amplitnde transmission of such a dif-
fractive plaiie element may be described by a periodic
function with the square radial coordinate p2 as

- nT3),

)
where ® represents the convolution operation and a(-)
stands for the transverse transznittance, usually denoted
as a normalized unit cell, which is replicated with a pe-
riod given by 72 The wave-field distribution in the
transverse plaiie just behind the zone piate, denoted from
here on as the reference plafie, can be expressed, accord-
ing to the Kirchhoffboundary conditions,18 as

ip) = 2 “f2~m) =a(*i) @2

U,{p) = Aexp (@)

where we have introduced a Gaussian attenuation along
the radial coordinate that is due to the nonuniform distri-

Fig. 1. Schematic diagram of the optical arrangement.
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bution of the illuminating radiation. In Eq. (2) 4 indi-
cates the inddent-wave amplitude on the optic axis, and ©
is the waist spot size. The diffracted field can be evalu-
ated on a transverse plafie with respeet to the propaga-
tion direction, located a distance z from the reference
plaiie, by means of the Fresnel-Kirchhoff diffraction for-
mula (see Ref. 18, Sec. 4.2), that is,

exp(ikz)
Utr.z) = T kz

e"P|(ZH 1 v ulOp)

X expli—p'jJorir*r-jzirpdp. (3)
The paranal appronmation that is assumed here will
provide a suitabie evaiuation of the diffracted field when
the inequality z > 7 > | holds, provided that the outer-
most Fresnel zones of the diffractive lens do not contrib-
ute significantly to the overall diffracted field.

By inserting Eq. (2) into Eq. (3), we can obtain the am-
plitude distribution along the optic axis by restricting the
diffraction formula to the axial points r = 0. Moreover,
it has been shown1920 that the resulting integral can be
conveniently transformed with the use of a geometrical
mapping given by f = p2. Therefore the axial-amplitude
distribution may be expressed as

L 9Y(oexp!i2ir( ; +i™ ) (dl’

“@
where we have neglected an unessential phase factor.
We have introduced the function ¢(() = <(p), which
arises from the geometrical mapping performed in the dif-
fraction integral, that is,

u(z)=

(O]

Note that we have extended the lower limit of the integral
in Eq. (4) to <w, since the function q(£) vanishes for
i< 0.

From Eq. (4) it is apparent that the axial behavior of a
circular zone piate under Gaussian illumination is deter-
mined by the one-dimensional (1-D) Fourier transform,
with complex scale factor, of the causal quasi-periodical
function ¢(()- Then, profiting firom the 1-D convolution
nature of the function q(i). shown in Eq. (5), we can
rewrite the complex-argument Fourier transform of <ii?
as a product of two terms. The first is simply the 1-D
Fourier transform of the normalized unit cell, denoted as
5, whereas the second is given by

+ l!m(

©

Equation (6) represents a geometrical series of infinite
terms. Fortunately, we can sum up all the terms by
means of the well-known relation
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where the axial coordinate has been expressed in terms of

N, )

which stands for the Gaussian Fresnel number assodated
with the different diffraction pattems of the Gaussian
beam,21 and where we have introduced a new parameter,
denoted as the truncation parameter, which we have de-
fined as

(10

This parameter. indicates the number of Fresnel zones
from the diffractive lena that are covered by the Gaussian
waist spot. Therefore it gives a rough estimation of the
number of Fresnel zones that effectively contribute to the
diffraction pattem.

Finaily, the axial-irradiance distribution can properly
be writtcn, apart from a constant factor A2, as

N +i

IF{N, a)*,

where the term |F(1V, or)2 can be expressed as2

(lia)

2ira

exp(l/ar)

1
IF(N, 2= -

. . (11b)
4 sin2(Al/2a) + sinh2(1/2a)

This relevant formula, which fully describes the axial be-
havior of diffractive lenses for any valué of the truncation
parameter, indicates that the axial-irradiance distribu-
tion is govemed by the product of three different factors.
The first, (Nla)2, describes the irradiance attenuation in-
herent in spherical wave propagadon. The second term,
defined here as the diffraction term, takes into account
the diffraction effect produced by the amplitude transmit-
tance ofthe unit cell. Finaily, the third term, or interfer-
ence term, considera the focusing properties of a zone
piate under Gaussian illumination.

3. FOCI GENERATION AND THE
MULTIPLE-FOCAL-SIIIFT EFFECT

To investigate the focusing properties assodated with a
diffractive lens, in Fig. 2 we represent graphically the in-
terference term |F|2 versus a normalized Gaussian
Fresnel number N/2na for some typical valies of the
truncation parameter a. From this figure it is apparent
that the interference term is composed of an infinite num-
ber of uniformly distributed peaks, whose maxama are lo-
cated accordingly for Gaussian Fresnel numbers, taking
the valaes
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Fig. 2. Normalized interference term versuA reduced axial coor-
dinate N/2va for different valtes of the truncation parameter a.
The peak structures ofthis term quickly disappear for decreasiiig
valtes of the truncation parameter clase to unity.

Nn = 2irna with n = 0, £1, H2,.... (12)

The axial positions of the local maxima expressed in
terms of the axial coordinate z are f, — 7 2f; Xn, which
predsely coincide with the well-known fod positions of a
circular zone piate.8 For n — 0 we find the singuiarity
fo —4 00, whose interpretation should be that the curva-
ture of the zero-order diffracted beam is fiat. We observe
that the width of the interference-term peaks depends
only on the truncation parameter a.

In analogy to the resonance-properties analysis of a
Fabry-Perot interferometer,23 we can evaltiate the ratio
of the gap hold between two adjacent peaks to the peak
width, giving the so-called finesse that is.

1
2 sinh( 1/24)

The analogy is fully justified in the sense that a multiple-
wave interference process occurs, one conceming an infi-
nite number of plafie waves generated in a resonant cav-
ity and the other involving Fresnel wavelets proceeding
from the multiple zones of the diffracting piate.
Standard use of diffractive lenses requires a high num-
ber of Fresnel zones to be well illuminated, which is es-
tablished mathematically as ¢ becomes much higher than
unity. This resulta in an approximately linear depen-
dence of 7 on the truncation parameter, i.e., 7 = na. In
this case the interference term contains a set of well-
defined peaks with a low focal depth (see Fig. 2). In
these small regions, the propagation factor and the dif-
fraetmg term, contributing to the axial-irradiance pattem
[see Eq. (lia)), do not vary appredably, taking the ap-
proximate valies (2irn)2 and |a(n)|2, respectively. This
agrees with the commonly used assumption24 that the
height of the nth-order focus of a diffractive lens is di-
rectly proportional to the product n2jfi(n)|2.
Nevertheless, the above analysis no longer holds for
low valies of the truncation parameter. Most of the
practical uses of diffractive lenses in current micro-optical
setups satisfy such a constraint.1 According to Eq. (13),

13)
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in this case the parameter 7 comes closer to unity, that is,
the width of every peak increases with respcct to the
3eparation with the neighboring peaks, starting an over-
lapping procesa. Simultaneously, both the propagation
factor and the diffraction term may notably chango in the
focal regions. For the sake of simplicity, we will assume
that the major deviation is caused by the propagation fac-
tor, which holds for modérate valies of ¢, and the most
typical unit-cell profiles . Then we can expand the de-
nominator in Eq. (8) into a Taylor series, up to a first-
order approximaiion, about the nth-order peak, giving

Fm(N, a) = 14
mMN@) = 5N - N+ ilirar) a9
If we approrimate the interference term to the constant
valué |a(n)|2, the axial behavior in the vidnities of the
nth zone-piate focus may be written in accordance with
Eq. (lia) as

N2
I,(N) = |a(/i)|2 15
N =Dz, (as)
According to Eq. (15), we find that the lod of the local
maxima in the axial-irradiance distribution are given by

N 1+ (16)
(2 -trna)

From this equation we confirm that when the truncation
parameter ¢, and then N, , tend to infinity, the maxima
along the axial-irradiance distribution coincide with the
foci of the zone piate. However, for decreasing valies of
a, the local maxima suffer a slight displacement given by
higher values of the Gaussian Fresnel number, that is, to-
ward the diffractive lens. This mteresting result allows
us to rccognize the existence of a multiple-focal-shift ef-
fect in zone platea under Gaussian illumination for mod-
érate values of the truncation parameter.

Note that Eq. (15) is similar to that describing the axial
behavior of a sphencal Gaussian beam.25 Interestingly,
this occurs when a kinoform lens is illuminated by a
plafie Gaussian beam. Ln this case the unit-cell profile
can be expressed as

a(f) = exp(—2irm¢£), an

where m is an integer. Spedfically, m = 1 correspondi
to a converging diffractive lens, m = -1 represents a di-
verging kinoform zone piate, and the harmonic diffractive
lenses26 hold for m = 2, £3,  The diffracting term
can be analytically evaldated in terms of the sinc func-
tion, i.e..

sin(irx)
sincfx) = 18)
so, finaily, we have
2 N +i
sinc B m
\ 2na j 2710

(20)2 sin2((V/2a) + sinh2(1/2ar)
exp<Va) (N - Nm)2 + 1

(19)
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Fig. 3. Axial-irradiance distribution, normalixed to the in-focua
valué, corresponding to a convergmg kinoform zone piate (m
= 1) illuminatcd by a Gaussian beam. We observe a focal-ahiit
effect when the truncation parameter decreases to valtes ciose to
unity. In this case the point of marimnm irradiance along the
axis has a Gaussian Fresnel number higher than that corre-
sponding to the principal focus, meaning that the focos ahifta to-
ward the kinoform lens.

By inserting Eq. (19) into Eq. (lia), we find that the irra-
diance distribution along the optic axis is given by

N2

U]\OZ(N-Nn) +1 @)

We can observe that Eqs. (15) and (20) follow the same be-
havior when the /nth order is evaliated, that is, n = m.
Figure 3 shows the axial-irradiance distribution of such a
phase piate in terms of the reduced coordinate N/Nn
~ Nn-rrma for different valies of the truncation param-
eter. We clearly observe a focal-shift effect for valies of a
ciése to and lower than unity.

4. PARTICULAR EXAMPLES: FOCI-MERGE
EFFECT

Next, we apply our formalism to the well-known Fresnel
zone piate. This binary diffractive element consista of a
set of concentric transparent and obacured annuli, all
having the same area and distributed altemately along
the transverse direction.24 The unit cell is then given by

) L O0«i<l1R2
()=,

@

otherwise

The Fourier transform can be easily expressed in terms of
the sinc function, giving

5<«) = ie*p(i£.)sm c(j). (22)
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Now we can determine the axial behavior by using Eqs.
(11), so the irradiance distribution along the axis is given
by

N2 sin2(A//4a) + sinh2(l/40r)
1 + NM2sin2(N/2a) + ainh2(1/2or)
(23)

In Fig. 4 we observe the predicted muitipie-focal-shift
effect. For high valies of the truncation parameter, the
height of the maxima along the axis equalizes, as pre-
dicted for uniform plafie illumination by standard
procedures.24 For decreasing valies of the truncation
parameter a ciése to unity, the width of the peaks consti-
tuting the multifocal structure mereases. This effect,
which appears by virtue of the interference term as dis-
cussed in Section 3, is accompanied by a stronger influ-
ence of the asymmetry charactenzing the propagation
term. Although both combined effeets yield a multiple
focal shift, this efTect is almost negligible except for the
principal focus. Finaily, the diffraction term seleets the
height of the axial peaks, which explains why even orders
vanish.

In Fig. 5 we check the accuracy of Eq. (16) for evaluat-
ing the amount of focal shift suffered by the first three
foci. It is shown that Eq. (16) gives suitable valaes for
the focal shift for ¢ » 1. In this case the displacements
of the maxima are always lower than the distance be-
tween adjacent peaks. Otherwise, the appronmated for-
mula given in Eq. (16) overestimates the multiple focal
shift. In this case the diffractive term must be taken into
account, since the assumption of a slow dependence on
the Gaussian Fresnel number within the focal region
holds only for valies of the truncation parameter not
lower thnn unity. Interestingly, we observe that for a
= 0.17 (1/a = 5.8 in the plot absdssa) the principal focus
suffers a rapid merge procesa with the third-order maxi-
mum. For lower valies of ¢, we find several successive
points where higher-order fod merge, giving rise to a

I(N) = exp(V2a)

AV S I

=1

te

2 i 4 J I

NORMALIZED FRESNEL NUMRER: N/ 2m»

Fig. 4. Normalized axial-irradiance distribution versus reduced
Gaussiin Fresnel number. We observe a deviation from the
multiftcal behavior for truncation parameters ciose to unity.
The heght of the peales does not equalize, since the propagation
foctor causes an asymmetry along the optic axis. Also, this term
leads o the displacement of the axial maxima toward the
Fresne zone piate, giving rise to a multiple focal shift.
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Fig. 5. Graphical representation of the axial maxima positions
for the first three diffracting orders in terms ofthe truncation pa-
rameter. We represent the appronmated expresaion given in
Eq. (16) by daahed curves.

Fig. 6. Axial-irradiance distribution versus normalized Fresnel
number of a Fresnel zone piate illuminatcd with a plafie Gauss-
ian beam for values of @ = 10, where we dearly observe focal-
peak generation, a = 1/8, where the first- and third-order
maxima merge, and ¢ = 0, correspouding to an ideally nontrun-
cated Gaussian beam. For convenience. the normalization of
the axial-irradiance distribution is different for the cases pre-
sented here.

monotonic behavior of the axial-irradiance distribution.
For the sake of clarity, in Fig. 6 we illustrate graphically
the influence of the focal-merge effect on the axial-
irradiance distribution for low valies of the truncation
parameter a.

To end up, we analyze the axial response of phase dif-
fractive lenses with a stepwise profile, i.e., diffractive el-
ementa that approach a kinoform lens by the introduction
ofa phase-step relief.12 Recent technological proceduresl
allow the use of steps with a small phase shift and re-
duced lateral dimensions, implying that the phase-plate
effideney can be extremely high. Then we describe the
unit cell of such a structure as

a(() = expl[-i2ir (£{9)], (24)

where
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(6] 0=s£< VM
UM VM's £< 2/M
2AIM 2IM « £< 3IM . (25)

, (M - 1)/M, (M- 1)/M

In Eq. (25) M stands for the number of steps used in the
kinoform phase-profile approach. The spectrum of the
unit cell given in Eq. (24) can be written as

«) = Jra(£f)exp(i2iru()d{

-2/>;<Op (\i2 MMM P Atrufjdi».

(26)

3 4

NORMALIZED FRISNEL NUMBER: N/ 2no

@

I 2 3 4 s
NORMALIZED FRESNEL NUMBER' N/ 2«o
(®)

Fig. 7. Normalized axial-irradiance distribution for a kinoform
zone piate with a stepwise profile. We have selected (a) M
- 2 and (b) 4i = 4 phase steps as examples. We observe that
for increaamg number of steps, successive diffracting orders van-
iah. Thua, for the limiting case ofan infinite number of steps,
we generate a single-focus diffractive lens.
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Fig. 8. Position of the maxima cormponding to the axial-

irradiance distribution in terms of the truncation parameter.
The geometrical parameters of the stepwise phaae-relief diffrac-
tive lena coincide with those of Fig. 7.

By an appropnate change of variable within each integra-
tion in Eq. (26), i.e., = £, —n/M, we evaluate the 1-D
Fourier transform of the unit cell as

exp(¢2-Truf)ds. 27

The integral can be expressed in terms of the sinc func-
tion [see Eq. (18)], whereas the finite sum is analytically
described by using Eq. (7), so that we finaily obtain

o(u) = expji— expliv(u - 1)]

sincfu —1)
. sinc(u/M). (28)
sinc[(u — 1)/M]
Finaily, Eqs. (11) provide the axial-irradiance distribu-
tion of a stepwise phase diffractive lens, giving
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N2 sin2(/V72Ma) + sinh2(1/2Ala)

I{N) ~ 1 + T2 sin2(/V2M<r - ir/M) + sinh2(V2Ma)'
(29)
Figure 7 shows graphicaiiy the axial behavior ex-
pressed in Eq. (29) for a zone piate with (a) a two-atep
(Ai = 2) and (b) a four-step (M = 4) phase relief. We
observe that the number of foci decreases with the num-
ber of phase steps M. The distance between adjacent foci
is then enlarged foUowing a 2-rrMa rule, given in terms of
the Gaussian Fresnel number.13 Consequently, the in-
fluence of adjacent foci diminishes, and for a low trunca-
tion parameter a the interference term in Eq. (11b) still
becomes signifieant in the multifocal structure. More-
over, the axial behavior shows a higher resistance to the
focal-mcrge efTect, and Eq. (16) refieets a more realistic
distribution of the foci locations, as shown in Fig. 8.

5. SUMMARY AND CONCLUSION

We have analyzed the axial-irradiance distribution of
ideal diffractive lenses illuminated by a plafie nonuniform
Gaussian beam. The axial behavior can be evaliated by
means of a simple formalism based on a complex-
argument spectral procedure. We have preved that the
resulting distribution is composed of three different
terms: one is associated with the diffraction effeets of
the unit cell, another concems the interference procesa
cau.sed by the multiple zone structure ofa diffractive lens,
and the last considere the attenuation inherent in wave
propagation.

Within this closed-form formalism, we can interpret
the multiple-fod generation associated with a zone piate,
as wcll as a multiple-focal-shift phenomenon observed
when the effective number of illuminated zones, defined
here as the truncation parameter, is ciése to unity. Fi-
nally, with the aid of some particular examples, a focal-
merge effect is shown as a transition to an axial mono-
tonic behavior for very low valies of the truncation
parameter. It is worthy to mention that, in dual-focus
Systems, the propagation factor can not only shift the fo-
cal loci but also produce a focal switch toward the diffract-
ing element.27,28
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Abstract.  We report on a general analytical procedure to analyse the axial
focusing properties of uniform cylindrical waves truncated by a rectangular
wmdow. The resulting on-axis diffraction pattem explicitly depends on the
square of the wmdow height-to-width ratio. Depending on the valué of this
parameter, different kinds of axial behaviour are observed. In particular, it is
found that for low valties of this parameter and low Fresnel number, instead of
the expected focal-shift effect, an inverse focal-shift phenomenon can appear,
i.e. the maximum of the axial-irradiance distribution is displaced further away
from the window.

1. Introduction

The study of the focusing properties of spherical waves has been a subject of
increasing interest over the last few decades [1-3]. Specifically, in the early 1980s it
was analytically established [4-6], and experimentally verified [7] that when a
monochromatic, uniform, converging spherical wave is diffracted by a circular
aperture, in a low-Fresnel-number geometry, the maximum of the axial irradiance
distribution is shifted toward the aperture. More recently it has been recognized
that the focal-shift effect also appears in apodized systems [8-11] and an analytical
formula has been reported for its evaiuation [12].

This interesting effect has been found to appear also in other geometries, for
example in truncated or nontruncated focused beams [13-17], in spherically
aberrated focusing set-ups [18-20] and even in uniformly illuminated diffractive
optical elements [21, 22].

In spite of this extensive analysis of the focal-shift phenomenon, not too much
attention has been paid to the case of truncated cylindrical waves [19], which are of
interest in, for example, optical signal processing [23, 24], line-focusing optics to
produce a plasma sheet [25, 26], phase singularities generation in optical beams
[27] and astigmatic laser mode inverters [28, 29], where anamorphic elements are
extensively used.

In this paper, we develop an analytical formulation that fully describes the axial
behaviour of cylindrical waves truncated by a rectangular window. Depending on
the valué of the here defined truncation ratio of the window, and considering a
low-Fresnel-number focusing geometry, three different types of axial behaviour
will be found. Specifically it will be shown that when the truncation in one
Cartesian direction is neglected, a focal-shift effect appears, and an approximated
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y0

Figure 1.  Schematic layout of the cylindrical focusing arrangement. The origin of the
axial coordinate is taken at the focus F' of the cylindrical lens.

formula for its evaiuation is presented. On the contrary, when the truncation ratio
is low, a new effect, the inverse focal shift, can appear. For intermediate valies of
the truncation ratio the axial-irradiance distribution has a steep-peaks structure in
which the position of the maximum strongly depends on this parameter.

In Section 2 we formulate the basic theory for evaluating the axial-irradiance
distribution for cylindrical waves. In Section 3 we generalize this analysis to the
case of a two-dimensional (2D) rectangular truncation by giving an analytical
formula that fully describes the corresponding axial behaviour. This formula will
allow us to find that, under certain circumstances, an inverse focal-shift effect can
appear. In Section 4 we carry out a thorough study of this new phenomenon, and
some numerically evaluated examples are shown.

2. Axial-irradiance distribution

We start by considering a uniform, monochromatic plafie wave of wavelength A
illuminating a cylindrical lens with a focal length denoted by fx, as depicted in
figure 1. Since the cylindrical lens produces over the emerging field a wave-front
curvature along the x-axis, its amplitude transmittance can be expressed as

)

where k= 2ix/\ is the wave number, whereas the pupil function, p(x,y), gives the
window transmittance of the focusing element.

According to the Fresnel diffraction formula [30], the three-dimensional (3D)
amplitude distribution in the focal region is given by
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(())
exp [Jk(z +1X)]

u{x,y,z) = A iA(z+ /%) Jh0.%0)
k
XCXP{j2{z+f) ~*r+Ar ~ Y dx® &V 2

where 4 is a positive constant corresponding to the amplitude of the uniform
illuminating field and z is the axial coordinate as measured from the geometrical
focus, F, of the cylindrical lens.

To obtain the amplitude distribution along the optical axis, we substitute
equation (1) into equation (2), then we set x =y = 0, giving

z 2

X exp g exp kA
'2/xz +fx 0 2(z+/e)

dxodyo- 3)
In the ideal case of an unapertured cylindrical lens, p(x, y) = 1, it is easy to find,
by using the analytical relation

“4)
that the axial-irradiance distribution is given by

1(%) = \U(z)\2 = A2\f/z). -

Then, the maximum irradiance is located at the focus of the lens, z = 0, where a
singularity caused by the unlimited extent of the 2D pupil function appears. Also,
the dependence on the axial coordinate is inversely linear, which differs from the
well-known inverse square law associated to uniform spherical waves. Therefore,
the attenuation suffered by a cylindrical wave is weaker than that corresponding to
a spherical field.

In a more realistic case, the finite extent of the cylindrical lens must be taken
into account. Then we start by considering the case of a pupil aperture which is
much higher along the y-axis, so that the truncation suffered by the field in this
direction may be neglected. In this case we are allowed to carry out the
substitution p(x,y) = rect (x/ax), where ax denotes the extent of the slit-like
pupil window. Therefore, according to equation (3) and by using again the
relationship in equation (4), the axial-irradiance distribution can be written by

) 2

I(z)=A42 o) exp -J iz + fx dxo (6)

As in conventional image formation formalism, it is convenient to express the
out-of-focus behaviour of the focusing architecture in terms of the so-called
defocus coefficient [31]. This coefficient is a small angle approximation
té <C/x) for the distance between the wavcfront created by the cylinder lens
and a similar cylindrical wavefront with a curvature centred at the observation
point P, taken at a point on the edge of the lens aperture along an axis normal to
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Figure 2.  Schematic evaiuation of the defocus coefficient /120 as the optical distance,
attained at the edge of the lens window and expressed in units of the wavelength,
between the cylindrical wavefront produced by the lens, Sp, and that whose focus is
located at the axial point P.

the cylinder axis, and along the direction normal to the latter wavefront (see figure
2). In mathematical terms [32]
N, =z
2 z+ fx' Y

where

Nx = A, (8)
stands for the so-called Fresnel number for the truncated, cylindrical focusing
geometry, Nx. This parameter accounts for the number of cylindrical halfwave
zones covered by the lens as viewed from its focus.

Then, by performing now an appropriate change of variables,

f=2x0/ax, 9

and by normalizing to the valué at the focus, the axial-irradiance distribution is
determined by

(w2 WAV, . w *z\J/-z
/IV("20) = 7(0) ]\fx_l\b T exp (-j27rFF20C") d(
2W20
) A _ 1
Lo WA20)2 (10)

In other words, the defocus coefficient V20 is Nx/2 times the ratio of the
distance from the origin to the field point over the distance from the lens to the
field point. Of course, it does not vary linearly as the field point moves away from
the lens along the optical axis.
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From equation (10) it is inferred that /N {W;0) comprises the product of two
terms. The first term describes the attenuation suffered by cylindrical waves as
they propagate. This term is given by the function |l —2 Wio;Nx| which is
centred at the axial coordinate Wo = Nx/2, which corresponds, of course, to the
axial position z = oo. The second term describes the diffraction effeets due to the
finite extent of the window in the x-direction, and is given by the squared modulus
of the function 0). This function may be analytically expressed by [33]

a.)

where erf[¢] is the error function, defined as

4
erfw —ﬁi—ff.}oexp(-iZ)d/. (12)
vn

Although X W20)\2is an even function, the axial-irradiance distribution given
by equation (10) is asymmetric in terms of z about the focal plafie, z = 0, for two
reasons. First, the defocus coefficient of equation (7) is asymmetric about the focal
point, i.e. |IF20(z) / [Ff*20(—=)\- Despite the asymmetric transformaron suffered
by this term, the maximum valu¢ of M W20)|2 remains located at the origin.
Second, the linear dependence on \\~2W20/Nx\| increases the irradiance for
IT20 < 0, and so z < 0, within the focal region, and decreases it for W:o > 0.
Therefore, the axial maximum appears shifted towards the pupil plaiie, resulting
in the so-called focal shift effect for cylindrical waves, as described in reference
[19].

However, W.o is antisymmetric about z = 0, i.e. W.o(—2)= — 20(2), for very
small z where it is approximately given by W:» ~ Nxz/2fx. Now, for very large Nx
the depth of focus given by the second term in equation (10) is small so that for the
small range of z within the focal spot, W:s is antisymmetrical. In this case, the
term |1 —2Wio/Nx\ tends to unity, so that the irradiance pattem is symmetric
about the geometrical focus, and the méximum irradiance is located at the origin.
As soon as the Fresnel number decreases the depth of focus is very large so that the
asymmetry in [V yields the axial-irradiance distribution asymmetric, and the
asymmetry in the linear term shifts the peak of the focal spot towards the lens.

To jllustrate this effect, we have depicted in figure 3 the normalized axial-
irradiance distribution for difference valiies of Nx. It is apparent from this figure
that the lower is the valué of Nx, the greater is the attained focal shift.

As in the case of a spherically illuminated circular aperture [4], now we can find
a simple formula that accurately evaluates the amount of focal shift for modérate
valtues of Nx. For that purpose we expand the axial-irradiance distribution into a
Taylor series up to a second order approximation, that is

y ir 2
/*(w2) « IN) +/i(0) W:20+1/;(0) Wo=1- — Wo-— WIQ (13)

where and '» (¢) denote the first- and second-order derivative of the function
20), respectively. By taking the derivative of equation (13), and by setting it

equal to zero, we find that the irradiance distribution is not symmetrical with

respect to the focal point, W:0= 0, but to the shifted point of axial coordinate
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Figure 3.  Axial-irradiance distribution corresponding to a slit-like window from
equation (10). The on-axis behaviour is shown for three valGes of the Fresnel
number: Nx = 100 (high), Nx —10 (modérate), Nx = 4 (low).

Tj/max _ 45 (14)
T 16712N
where the maximum axial irradiance is attained. It seems more appropriate to
express the focal shift in terms of the spatial axial coordinate, z. Henee, by
combining equations (7) and (14) we find that the relative axial position of the
irradiance maximum, that is, the relative focal shift, is expressed as

1
m (15)

The minus sign in equation (15) indicates that, either in the case of a converging
(/x >0) or a diverging (/x< 0) cylindrical lens, the displacement of the axial-
irradiance peak is always directed toward the lens. It is also remarkable that this
equation is of the same form as the expression corresponding to the exact relative
focal shift in a focused cylindrical Gaussian beam of Gaussian Fresnel number
N = 8N2/45 [13]. Note that although in reference [13] the case of spherical
Gaussian beams is analysed, it is easy to show that the focal shift for spherical and
cylindrical Gaussian beams, both with the same waist, are equal.

To jIlustrate the accuracy of equation (15), in figure 4 we have represented the
valué of the relative focal shift obtained with the approximated formula, and its
exact valué derived from equation (10). The examination of this figure reveais that
the approximated formula gives suitable results for modérate and high valtes of Nx
(for example, when Nx = 5 the error is 2.2% and for Nx = 50 the error is less than
0.6%).

Finaily, we would like to point out that although this analysis is equivalent to
that performed by Jiang and Stammes [19], our approach shows considerable
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Figure 4. Relative focal shift versus Fresnel number Nx evaluated by means of equation
(15) (dashed line) and by exact numerical calculations from equation (10) (solid

line).

improvements. On the one hand, the results have been generaiized to the case of
diverging cylindrical waves. On the other hand, an approximated formula, which
accurately evaluates the amount of focal shift for modérate values of N.X is
obtained [see equation (15)].

The analysis carried out above is appropriate for a great part of the practical
cases found in the laboratory, in which the pupil aperture is much higher along the
j;-direction. Nevertheless, it seems that the assumption of infinity extent of the
focusing element along the y-direction is quite stringent. Therefore it is necessary
to perform a more general treatment of the problem, as will be done in the next

section.

3. The case of a 2D rectangular window

In order to take into account the finite extent of the exit pupil in the two
Cartesian directions, we assume a rectangular window function p(x,y) =
rect {x/ax) rect (y/ay). By substituting this pupil function into equation (3) and
by performing the changes of variable

(w0 (16)

it is straightforward to find that

I(W20) =A2N;T2(1 - HE») ||' "exp (-327T*20C2) dC

i "exp F27rT (A0 - N T2)0 dE a7

where we have introduced a new parameter, named here the truncation ratio,
defined as T = {ay/axY.
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The normalized axial-irradiance distribution may be expressed by

In{w 20) = X (*Ro)IV(*20)]2, (18)
where
1 (*  2W20"2 ,fWTM~ N*/2\ 2
20) \ip(—NxT/Z)\ZV N* ) A% VT ) ! ()

This rclevant formula, that fully describes the axial behaviour of cylindrical lenses
for any valué of Nx and any truncation ratio, indicates that the axial-irradiance
distribution is governed by the product of two different factors. The first factor,
["(IF2)|2, has already been described in Section 2. Regarding the second term,
x(720). it is an even function centred at W: = Nx/2, and describes both the
diffraction effeets due to the finite extent of the pupil along the y-direction, which
explicitly depends on the valué¢ of 7, and the irradiance attenuation inherent to
wave propagation.

Now, we can give some general remarks on the axial behaviour of cylindrical
lenses by examining its dependence with the parameter 7. For this task, we assume
a fixed valué of the Fresnel number of the focusing geometry, say Nx = 4. First, we
investigate the case in which the truncation parameter is much higher than unity.
In this case, the function x (" 20) tends to x (*20) = |l ~ 2IT2/JVx|. Therefore, the
axial behaviour is similar, of course, to that of cylindrical fields nontruncated along
the y-direction, which indeed was described by equation (10).

When the valué of the truncation ratio decreases, the function exhibits
a high-frequeney sinusoidal-like variation modulating a dominant linear depen-
dence. In fact, the frequeney of the modulation is proportional to the valué of 7, as
is illustrated in figure 5, where we have represented the function x (” 20) for two
different valies of T.f When the product of the two terms, x(* 20) and lip{ #29)\2,
is performed, an axial-irradiance distribution is obtained in which a rapidly
varying ripple structure is dominant on the total profile, as is shown in figure 6.
Note from this figure that the central lobe has a steep-peaks structure in which the
position of the maximum strongly depends on the valué of T.

When the truncation ratio is lower than unity, for example 7 = 0.33, the
function x(*20) has a slowly-varying behaviour so that the slope in the vicinities
of the geometrical focus is positive, in opposition to the negative slope correspond-
ing to very high valtes of 7. When this function is multiplied by the term
h/>(fF20)|2, which is an even function with maximum valué at the origin, an axial
pattern is obtained in which the irradiance peak is now moved further from the
lens, as shown in figure 7(6).

The appearance of this new phenomenon, which we will refer to as the inverse
focal-shift effect, seems to be mainly determined by the scale of x("20) and its
slope at the origin. In the next section we carry out a thorough analysis of this
effect in order to find out when a cylindrical focusing geometry tends to suffer
inverse focal shift.

t The calculation of the data for most of the curves in this paper involves the evaiuation
of the function erf[»J. This function is included in standard mathematical packages, for
example Matlab or Mathematica. In particular, our calculations were performed using
Mathematica.
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Figure 5.  Graphical representation of the functions lip(Wjo)"* (dashed curve) and
X ("20) (solid curve) in a low-Fresnel-number system, Nx = 4. The truncation
ratios are: (@) T= 100, (b) T = 10.

4. The inverse focal shift

The study of figures shown in section 3 reveais that for the appearance of an
inverse focal-shift effect a twofold condition must be satisfied. On the one hand,
the frequency of the ripples structure of function x (” 20) must be low enough so
that less than one ripple lies in the core region of [0(W'20)r. Therefore, the valué of
T must be lower than unity. On the other hand, the slope of x (":0) *n the
vicinities of the geometrical focus, W.0= 0, must be positive.

The analysis of equation (19) indicates that (a) the scale of curve x (" :0) is
inversely proportional to T, (b) the curve is centred at W.» = Nx/2, and (c)
independently of the particular values of the parameters Nx and 7, the part of the
curve that is in the geometrical focus is determined by the valué of the product
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Figure 6. Axial-irradiance distribution obtained according to equation (18) by the

product of the terms [»W"zo0)!2 antl x(W ;0)- We have selected the valies of the
Fresnel number and the truncation ratio from figure 5.

NXT. Note then that, under the constraint NX7 = constant, a change in the valué
of Nx results in a displacement of the x (” 20) curve. However, this displacement is
accompanied by a proportional change of the scale so that the same ripple of the
curve always remains in the vicinity of the focus. To /llustrate this property, in
figure 8 we have plotted the curve x (” 20) for three different arrangements with
NXT —constant.

From the above reasoning it is then apparent that an inverse focal-shift effect
similar to that shown in figure 8 can be obtained with other cylindrical focusing
geometries, provided that the product NXT remains constant. Note, however, that
under this constraint, the lower is the valué of Nx, the higher is the slope ofxi%0)
and, consequently, the higher is the amount of the resulting inverse focal shift (see
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Figure 7. Graphical analysis of the cylindrical focusing set-up characterized by a

Fresnel number Nx = 4 and a truncation ratio 7 = 0.33 by representing; (a) the
functions \/>(W20)\2 and x (~ 20)» and (b) the normalized axial-irradiance distribution
from equation (18).

figure 9). However, if Nx is too low, and then T too high, an axial pattem with a
rapidly varying ripples structure results again.

A result is then obtained that is, in a certain way, similar to that corresponding
to a spherically illuminated circular aperture, in which the lower the Fresnel
number of the focusing set-up, the higher the magnitude of the focal shift.

To mathematically support the above heuristic reasoning, next we calculate the
ratio, evaluated at the origin, between the first derivative of x(*20) corresponding
to any two different arrangements characterised by NX'T\ = The ratio is
in the form

xi(Q) _Ti Nux;

x'(0) Ti Nxdwm (20)
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Figure 8.  Variation of x( Wio) for three different arrangements imposing NXT' = 1.33.
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Figure 9.  Normalized axial pattern [y of the cylindrical focusing geometries analysed in
figure 8.

This equation confirms that, if NXT = constant, the slope of x (” 20) at the
origin is inversely proportional to Nx. Moreover, the sign of the slope remains
unaltered.

Up to now, we have centred our analysis on the inverse focal shift that appears
when the positive slope of the first ripple of x (*20) I*es *n the focal region.
However, it is clear that a similar effect appears when the positive slope of a further
ripple lies in the vicinity of the focus. To analyse this property, we have
numerically evaluated equation (19) in order to find out which valies of the
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Figure 10. Normalized axial-irradiance distribution for three different focusing
arrangements where the positive slopes for the first, second and third ripple of
the function x (”20) I*e i*1 the focal region.

Table 1. Values of the product NXT giving rise to a relative extreme of the function
X{FF0) at the origin, Wm -0.

Order of the ripple WxTOL*
*=1 1.01 1.68
i=2 2.88 3.69
i=3 4.84 5.70
i=4 6.83 771
*¥=5 8.82 9.71
i=nt1 **7X,,, +2 W X . +2

product N XT give rise to a positive slope of x (* 20) 'n the focal point. In table 1 we
have listed the valies of NXT which provide a maximum or a minimum at
= 0.

Based on the materials in this table, we may establish the following properties:
cylindrical focusing set-ups with NXT lying in an interval
suffer from an inverse focal shift (see figure 10). Moreover, the inverse focal shift is
much higher when the valué of NXT is in the centre of the interval, whereas it
vanishes when NXT is ciése to one of the extremes.

Another interesting effect takes place when the valué of NXT lies in an interval
[GVAT)Tlin, (ATXT7 )[*ak], which corresponds to a case in which the slope of x (” 20) in
the focal region is negative. In this case the product between x(W"20) and [i”(it"20)|2
provides an axial-irradiance distribution in which the maximum is shifted toward
the lens. Thus, it results in a conventional focal shift effect (see figure 11). It is
worthy to remark that also in this case a slight change in the valué of NXT implies a
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Figure 11.  Axial-irradiance distribution /s corresponding to two valies of VX7 giving
rise to a negative slope of the function 'n the focal region. Both plots are
compared with that of a nontruncated cyhndncal wave along the y-direction (solid
line), which results in the conventional focal shift phenomenon. We observe an
enhanced (NXT = 2.28) and attenuated (NXT = 2.80) focal-shift effect.

change in the slope of x (* 20) and then a variation in the magnitude of the focal
shift.

From the above results we conclude that one can gradually modify the
magnitude of the focal shift by continuously varying the valué¢ of NXT. This
variation from a practical point of view can be implemented, e.g. by getting fixed
Nx and varying the width of the window along the y-direction. In this way, one can
alternatively obtain, for example an enhanced focal shift, an attenuated focal shift
or an inverse focal shift of variable magnitude.

5. Conclusions

We have derived an analytical formulation for evaluating the on-axis diffraction
behaviour of uniform cylindrical waves truncated by a rectangular window. It has
been shown that the resulting axial pattem is govemed by two parameters: the
Fresnel number of the cylindrical focusing geometry, Nx, and the here defined
truncation ratio of the window, 7. For very high valtes of 7, it is shown that,
depending on the valué of Nx, a focal-shift effect can appear. Moreover, an
approximated formula, which accurately evaluates the amount of focal shift for
modérate values of Nx, is obtained.

The most important outcome of this research is the achievement and sub-
sequent analysis of an inverse focal-shift effect. In particular, it has been found
that this phenomenon appears in principie when the valué¢ of the product NXT is
low (about 1.33). However, we have shown that this effect also appears for higher
valties of NxT, provided that a slowly varying increasing slope of the function
X ("20) lies in the focal region.

Contrary to what happens in the case of the conventional focal shift phenom-
enon, it does not seem possible to obtain a simple analytical formula to evalaate the
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amount of inverse focal shift. This is because in this case the number of parameters
involved is much higher.

In order to find the physical significance of the product NX7, we can decom-
pose the axial-irradiance distribution in equation (18) into two different terms.
The first one, which coincides with that given in equation (10), corresponds to the
on-axis pattern of a uniform cylindrical wave diffracted by an unlimited slit along
the meridian with no power and, as shown in Section 2, in this case the axial
behaviour depends on the Fresnel number Nx. The second factor,
1 —2W:o/N x\li))[(W:0—Vx/2)/(1/T)]|2, represents the irradiance distribution
along the optical axis obtained for a uniform plafie wave diffracted by a slit
aperture of height O [34]. Moreover, in agreement with equation (8) we can
rewrite the parameter NXT as NXT —(ay/2)2/Xfx. In this context, this quantity
provides the number of cylindrical Fresnel zones that will be visible from an axial
point located at a distance fx. The resulting nonmonotonic axial behaviour then
produces, for certain valtes of this new Fresnel number, NX7, a negative slope at
W:o = 0 which features the inverse focal shift.

Finally, we have shown that by simply modifying the valué¢ of NXT one can
gradually tune the magnitude of the inverse focal-shift effect, even to obtain a
variable focal-shift phenomenon. To /llustrate our result, some numerically
evaluated examples have been presented.

We would like to conclude by emphasizing that although no experimental
results have been presented in this paper, we consider that it cannot be hard to
measure the inverse focal shift if, for example, a technique similar to that proposed
by Karman et al. is used [35, 36].
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Abstract

We present a new family of annular binary filters for improving the three-dimensional resolving power of optical
systems. The filters, whose most important feature is their simplicity, permit to achieve a significant reduction, both in the
transverse and in the axial direciion, of the central lobe width of the irradiance point spread fiinction of the system. The
filters can be used for applications such as optical data storage or confoca] scanning tnicroscopy. © 1999 Elsevier Science

B.V. All rights reserved.

Keywords: Apodization; Resolution; Optical data storage; Confocal microscopy

1. Introduction

The design of pupil filters to overedome the limits
in resolution imposed by diffraction in imaging sys-
tems has long been the aim of many research eiforts.
The attention of these efforts has been chiefly cen-
tered in improving the resolving capacity of imaging
systems in the transverse direction [1-9]. A lower
number of publications has been addressed to the
design of filters for achieving superresolution along
the optical axis [7,9-12], which is of great interest

' Corrcsponding author. E-mail: manuel.martinez@uv.es
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when dealing with imaging systems in which optical
sectioning is important What is highly surprising is
the slight attention paid to the aim of achieving
three-dimensional (3D) superresolution [13,14] that
is, of obtaining a narrowness of the central lobe of
the irradiance point spread function (PSF) of the
system simultaneously in both the axial and the
transverse direction. This would be very important in
3D imaging.

In this paper we present a whole family of annular
binary filters for incrcasing at will the 3D resolution
capacity of imaging systems. The binary filters are
composed of a central clear circle and a concentric
annular aperture. The area of the annular aperture is
bigger than that of the circle. It will be shown that by
continuously incrcasing the area of the resulting
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annular mask, the width of the core of the irradiance
PSF, both in the transverse and in the axial direction,
gradually decreases. The transverse impulse response
provided by these filters presents an additional ad-
vantage: the maximum strength of the outer rings
remains reasonably low, as we will show below.

In a second step, we propose the use of the above
filters for improving the performance of two impor-
tant optical techniques: optical data storage and con-
focal scanning microscopy.

In Section 2, we discuss the influence of the
filters transmittance on the transverse and axial re-
solving capacity of an imaging system. Then we
apply this formalism to design a new set of binary
filters for achieving 3D superresolution. In Section 3
we show that the above filters could be used to
improve the bit packing density of optical disks.
Finally, in Section 4 we define the confocal gains in
resolution, and we show that the use of the proposed
filters allows to obtain a significant improvement of
3D resolution capacity of confocal scanning setups.

2. Annular binary filters design

Let us consider the amplitude PSF of an imaging
system apodized by a purely absorbing pupil filter,
after we consider cylindrical symmetry, that is [15]

h(v, WZ)

:2:]]”p( P) exp(—i2TitWo p 2) J(27rup) p dp.
0

(0

In Eq. (1) p( p) is the pupil function, p being the
normalized radial coordinate. Besides, v =rQ/\f
corresponds to the transverse radial coordinate ex-
pressed in optical units, r0 being the maximum
radial extent of the pupil and / the focal length of
the system. The axial position is specified in terms of
the well-known defocus coefficient, V0= r"z/
2 A/2, which specifies the amount of dcfocus mea-
sured in units of wavelength A[16], z being the axial
coordinate as measured from the focus of the system

Pupil Filter

Fig. 1. Scheraatic layout of the focusing anangement. The origin of the axial coordinate is taken at the focus F of the system.
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(see Fig. 1). Finally, JO denotes the Bessel function
of the first kind and zero order.

Next, it is convenient to perform the following
geometrical mapping

£=p2-0.5, 4({) =p(p). 2)
Then, exccpt for an irrelevant phase factor, Eq. (1)
can be rewritten as

h(v, Wi0)= (05 i(1)exv(-ilirWnZ
(W)= 105 i(i)exv( )

XJO(2irt;VIiToT)df. (3)

We are interested in the design of annular binary
filters to increase the 3D resolving capacity of imag-
ing systems, i.e. to reduce the volume of the central
lobe of the 3D PSF. To this end, the width of this
lobe both in the transverse and in the axial direction

-0.5 -ep (1-e)p 0.5 \

(a)

should be reduced. Then, to analyze the axial and
transverse sections of the 3D PSF, it is convenient to
particularize Eq. (3) for the two cases of our interesL

For the optical axis we set v—0 in Eq. (3) to give

= i0' ?2(1)exp(-t27rW 20f) d£. (4)
n'-0.5

It is apparent from Eq. (4) that the axial behavior of
the system is govemed by the one-dimcnsional (ID)
Fourier transform of the mapped transmittance g( £).

On the other hand, for the image plafie case,
WX = 0, we have that

h(0.0) = {05 q(")JO2irv~rTOJ) dy. 5)
m'-0.5
Therefore, the transverse behavior is also govemed

by the function g( £), but through a different type of
mathetnatical transformation.

(b)

Fig. 2. Two mcmbers of the family of 3D supencsolving pupil filters of Eq. (8): (a) mapped function g{f) for p. —0.6, ¢ = 0.7 and for

p.—0.85, e = 0.55; (b) actual 2D representation.

VI3



270 M. Martinez-Corralet al./Optics Communications 165 (1999) 267-278

The two-point resolution of an imaging system is
usually evaluated in terms of the full width at the
half maximum (FWHM) of the central lobe of the
irradiance PSF [17]. However, since the parabolic
term in the power-series expression for the irradiance

distribution in the focal region dominatcs within the
central lobe, an altemative method for evaluating the
resolution of optical systems are the transverse and
axial resolution gains defrned by Sheppard and
Hegedus [7]. The gains are defined as the ratio of the
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parabolic approximation of the irradiance response
provided by the nonapodized imaging system to that
corresponding to the apodized one.

The transverse, GT, and the axial, GA, resolution
gains are [11]

- 1+2& d = —
GT = an GA s
T+ 21 s (6)

respectively, where subscript ‘c’ corresponds to the
nonapodized circular pupil.and subscript ‘a’ to the
apodized pupil. In Eq. (6) £ is the mean abscissa of
the function ¢(”) and cr the standard deviation. A
superresolving effect in one of both directions, trans-
verse or axial, is obtained when the valué of the
corresponding gain is bigger than unity.

For the clear circular pupil, g(£) = rect(£), the
mean abscissa and the standard deviation are fc= 0
and <c= 1//12, respectively. Thus, the gains can
be definitively written as

GT=/1 +2ia and GA= /[2<ra. (7

Finally, since we are analyzing the 3D resolving
power of optical systems, we can define the 3D gain
in resolution as the product G3D = GAGE£, where we
have considered that the quadratic 3D irradiance PSF
has an ellipsoidal form.

VL5

As it is made clear above, for obtaining axial
superresolution it is necessary that tra> <c. Thus, the
valué¢ of ¢(;;) in the vicinity of £= —0.5 and
£= +0.5 should be much bigger than at £= 0. In
other words, we need a purely absorbing pupil filter
whose amplitude transmittance, p{ p), is maximum
at p =0 and at p= 1, and minimum at p= 1/ yT.
Note that this kind of filter enhances the low and the
high ffequencies over the intermediate frequencies.

On the other hand, to produce an effect of trans-
verse superresolution we need that the mean abscissa
of g{£) is bigger than zero. Then the light through-
put in the vicinity of £= +0.5 should be much
bigger than in the vicinity of £= —0.5. In other
words, we need a pupil filter, p{ p), that enhances
the high frequencies over the low ffequencies.

Since our aim here is designing pupil filters to
achieve 3D superresolution, the above two condi-
tions should be simultaneously fulfilled. This re-
quirement could be satisfied by continuously-varying
purely-absorbing filters. However, although digital-
halftoning techniques have been recently adapted to
produce radially-symmetric pupil filters [18], such
filters are still difficult to fabricate for practical use.
In order to be useful for mass production, the apodiz-
ers should offer the following: simple structure, low
production cost and high tolerance. Thus, according
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to these constrains we propose the set of annular
binary lilters characterized by the mapped function

f+(e-0.5)fi
<A£) =rect( £) - rect (8)

with 0.5 < e < 1, and 0 < gpt <0.5. From now on,
parameter ft will be called as the obscuration parara-
eter and £ as the asymmetry parameter.

Note that any member of the above family of
filters consists of a circular pupil obstructed by an
annular mask, in such a way that the area of the
resulting transparent annulus is higher than that of
the central circular aperture, as it is illustrated in Fig.
2.

To investigate the superresolving properties of the
proposed set of annular binary filters, we first calcu-
late the moments of the function ¢{£). We obtain

mO=1- fi,ml=(e- 0.5)\tr,
and
m M 1-4/x33i12-3;:+ 1)]. 9)

Therefore, the resolution gains provided by the set
of binary filters are

2g—Unz

- fi (1o

GT=yi-f
and
GA= T —ijlx4-4/x3[1 +3€f(3?- D] -)x+ 1.

(1)

In Fig. 3 we have plotted the variation of the
transverse, axial, and 3D resolution gains as a func-
tion of the obscuration parameter /x, and for some
typical valties of the asymmetry parameter e. Note
from Fig. 3a that, for a fixed valué of e the function
GT( py) has a slowly-varying behavior, with positive
slope, so that the maximum transverse resolution is
attained when /x reaches its maximum valué. On the
contrary, the function GA /x) shows a slowly increas-
ing variation only for low and intermediate values of
/x, where the gain reaches the maximum valué. For
high valties of fi the axial gain dramatically de-
creases (see Fig. 3b). This fact limits the amount of
obscuration that can be used. Finally, in Fig. 3c we

V1.6

have depicted the variation of the 3D resolution gain.
From this figure it is clear that for a fixed valué of s
one can gradually increase, between certain limits,
the 3D resolution of the system simply by continu-
ous variation of the parameter /x. Moreover, as the
valué of e decreases, the maximum achievable valué
of the 3D resolution gain increases. However, a price
is paid: the irradiance peak, .S, drops as the obscura-
tion parameter increases according to 5 = 79

=ml=(1- fih2

3. Application to optical data storage systems

The design of superresolving filters has consti-
tuted the aim of many research efforts. The irradi-
ance impulse response provided by such filters has a
narrow central lobe, but, unfortunately, large side-
lobes. As a result, the usable field of view is dramat-
ically reduccd. Therefore, the application of such
filtering technique is not very useful in conventional
imaging systems. Nevertheless, over the last few
years two novel important optical techniques have
been developed in which the above drawback is
overedme.

On the one hand, in optical data storage setups the
use of superresolving filters for decreasing the laser
writing spot size and incrcasing the read optics reso-
lution, with the aim of improving the bit packing
density of optical disk systems, has been extensively
proposed [19-26], The requirements that pupil filters
should fulfill are: (i) narrow central lobe of the
irradiance transverse impulse response, (ii) maxi-
mum transverse sidelobe irradiance under a threshold
level, and (iii) not too low irradiance transmission
efficiency. The threshold level is dependent on the
recording médium, but in general it can be assumed
that to avoid recording errors the allowable sidelobe
irradiance must be < 30% of the main peak irradi-
ance [22].

Another important feature, which indeed was
taken into account only by Lee et al. [26],, is an
improvement of sensitivity on the focus error signal,
i.e. an improvement in the axial resolution.

The use of pupil filters that fulfill some of the
above constrains has been already proposed [19-26].
However, up to now no pupil filters that satisfy all
the constraints have been proposed. At this point, it
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is reraarkabie that many members of the here pre-
sented family of annular binary filters simultane-
ously fulfill all the above requirements. To exem-
plify this statement, we select the filter whose asym-
metry parameter is e = 0.7 and whose obscuration
parameter is /x= 0.6. For this filter the values for
the gains and the transmission efficiency are GA —
1.15, Gr= 1.17, and S = 0.16, respectively. In Fig,
4 we show the axial and the transverse behavior of
this filter, calculated according to Egs. (4) and (5).
Note from this figure that an important reduction in
the width of the central lobe is obtained both in the
transverse and in the axial direction. Moreover, the
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Fig. 4. (a) Normaiized axial irradiance PSF corresponding to a
system apodized by the annular filters whose parameters are
p-- 0.6, ¢ - 0.7 (dashed line). and a nonapodized system (solid
line); (b) normalized transverse irradiance PSF for the same cases.
Note that an important reduction in the FWHM is obtained both in
the axial and in the transverse direction.
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largest transverse sidelobe is low (about 11%), which
is quite important in the writing process. This is
because the proposed radially-symmetric filter atten-
uates the intermediate frequencies [4],

As for the readout process, it is remarkable that
by the use of a confocal readout system [27], which
involves the use of a narrow aperture in the detector
plaiie, both the transverse and the axial sidelobes are
extinguished.

Finally, we would like to remarle that whereas the
use of a shading band as a pupils filter, as proposed
by some researchers [22-26], permits a transverse
resolution improvement only in the direction of sean,
the annular binary filter presented here is appropriate
for improvement in two dimensions.

4. Application to confocal scanning systems

The sccond imaging technique where superresolv-
ing filters are uscful is confocal scanning microscopy
[28—37]. In the case of bright-field confocal scanning
systems, the irradiance PSF is given by

Ifo,W,,) = \hAv, W20) hcot(v, W20) \ | (12)

where
hit(o, W20) = /° 5 91i(f) exp( —i 2 n W20£)
0.5

XJO(27rt;v/I+03")d”, (13)

represents the amplitude PSF of the illumination set,
whereas

n'-0.5
XJO(2w»A+0T)df, (14)

is the amplitude PSF of the collecting arm. The
upper and lower signs correspond to the reflection
and the transmission architectures, respectively. Note
that in Eq. (12) it is assumed that the pupil functions
of the two arms of the confocal setup have the same
radial extent.

What we propose now is the use of our annular
binary filters in the illuminating arm of the confocal
system to improve its 3D resolution power. Thanks
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to the multiplicative character of the 3D irradiance
PSF, the large axial and transverse sidelobes inherent
to the use of the annular filters are drastically re-
duced by placing a clear circular aperture as the
collecting-set pupil.

In order to select, among the set of annular binary
filters, the most suitable for obtaining 3D superreso-
lution we should take into account that the resolution

gains defined in Section 2 are not valid for describ-
ing the focal behavior of confocal systems. This is
because now the irradiance PSF is given by the
squared modulus of the product of two individual
PSFs. Therefore, it is convenient to define the confo-
cal gains in resolution.

It is straightforward to find (see Appendix A)
that, within the second order approximation, the
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variation of the normalized irradiance in the focal
region of an apodized confocal system is given by:
(a) the focal plafie (see Eq. (A.8)),

IN(L,0) =1-271r2(1+ fll+ feoly . (15)
Following a reasoning similar to that of Section
2, i.e. by comparing the quadratic fall-off for the
irradiance responses provided by the non-
apodized and the apodized confocal set-ups, the
confocal gain in transverse resolution is then
given by

CGT= /1+fu + lo», » (16)

Since we have assumed that a clear circular
aperture is used as the collecting-set pupil (and
then |od = 0), the gain can be rewritten as

CGT=/1 +fii ="V /1+ Gt (1?)
where we have expressed the valué of the confo-
cal gain in temas of the conventional gain.

(b) the optical axis (see Eq. (A.4)),

/IN(O A 0) = 1-47r2cr2+ <2)IV2.  (18)

Therefore, the confocal gain in axial resolution is

+of2) . (19)

If we assume again that gm/(£) = rect(£), then
oc2= 1/12. Consequently, the axial gain is
rewritten as

CGn/1/2 +6" =-~-/1+G A, (20)
where GA represents the conventional gain in
axial resolution.

Finally, the confocal gain in 3D resolution is
defined as the product CGm = CG* CGA

By using the valtes of the conventional gains (see
Egs. (10) and (11)) corresponding to the proposed set
of annular binary filters, we can evaliiate the depen-
dence of the confocal gains with the parameters f.
and e. In this context, in Fig. 5 we have plotted the
variation of the transverse, axial and 3D confocal
resolution gains as a function of /x, and for some
typical valtes of e.

Note from this figure that, for a given valué of the
asymmetry parameter, the 3D resolution power of
the confocal system can be tuned by simply gradu-
ally incrcasing the obscuration parameter fx.
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As an example of the improvement in 3D resolu-
tion that can be achieved by the use of this method
we consider the annular filter whose parameters are
e=0.55 and ;i= 0.85. The valué for the 3D confo-
cal gain provided by this filter is CG3D= 145.
Therefore, the filter produces a quite important re-
duction in the width of the 3D irradiance PSF, and
then a veiy important improvement in the 3D resolu-
tion power of the confocal system. To illustrate the
effect produccd by this filter in the PSF of the
confocal set-up, in Fig. 6 we show the transverse and
the axial irradiance PSF of a confocal system whose
illuminating-set pupil is apodized by the proposed

VI. 10

annular filter '. The solid curve correspond to the
nonapodized confocal system.

Note from this figure that by simply placing an
annular binary filter in the illuminating path of the
confocal system. an important reduction in the cen-
tral lobe of the quadratic irradiance PSF in the axial
and in the transverse direction (and therefore in any
other direction passing through the focus) is achieved.

As for the iniluence of the above annular filter in
the transfer function of the confocal system, it can be
casily found that the cut-off spatial frequeney re-
mains unaffected in both that transverse and the axial
direction. Moreover, it is achieved, also in both
directions, a slight dirninution for the low lirequen-
cies and a significant enhancement for the high
frequencies. Providing then an equalization in the
transfer functions. Therefore, it could be stated that
by using the above annular filter it is obtained an
improvement in the quality of images of extended
objeets.

We would like to emphasize that although we
have focused our study on confocal systems in which
only one of the pupils is apodized, our formalism
could be also applied to analyze the performance of
systems in which both arms are apodized. In such a
case, the confocal gains are those defined in Egs.
(16) and (19). It is remarkable that these formulae
constitute a very useful tool for the design of the
optimal pair of filters when dcaling with twofold
apodized confocal set-ups, as those reported in refer-
ences [36] and [38].

Note, fmally, that although the results obtained in
this paper have been deduced for the bright-field
mode, they also hold for the fluorescence mode.

5. ConcliLsions

We have designed a new set of annular binary
filters which have the ability of tuning the 3D resolu-

' The term apodization etymologically comes from the Greck
(to remove foot), and involves the suppresston. or at least a
considerable decrease, of the sidelobes of the diffraction pattem
However, dunng the last decades the use of this term has been
extended, and then now it is generally accepted the use of the
word apodization to denote any modification of the uniform
amplitude distribution of the pupil (see reference [1]).
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tion power of imaging systems. The filters consist of
a central circular aperture and a concentric annulus
such that its area is bigger than that of the inner
circle. The corresponding 3D resolution gain de-
pends on the valué of the design parameters e and
fi. It was shown that for a given valué of e, the 3D
resolving power of the system can be tuned by
simply gradually change the obscuration ratio fi.

We have recognized that the members of the
proposed family of annular filters can be used to
improve the performance of two important. recently
developed, optical techniques. In the case of optical
data storage set-ups, the use of the proposed filters
permits to increasc the bit packing density of optical
disks. This is because the filters provide a narrow
central lobe of the irradiance impulse response. both
in the axial and the transverse direction, a low valué
for the maximum transverse sidelobe irradiance, and
a reasonable irradiance transmission efficiency. Fur-
thermore, we estimate that the use of these filters can
be also very useful for the readout system of volu-
metric optical disks, since they can reduce the intcr-
layer cross talk [39].

To analyze the ability of the filters to improve the
resolution of confocal scanning set-ups, we have
defined the confocal gains in resolution. Although in
our study we have centered our attention in the case
in which a clear circular aperture is used as the
collecting-set pupil, a more general study, in which
pupil filters are placed in the two arms of the confo-
cal set-up, could also be performed. The study of the
dependence of the confocal gains with the asymme-
try and the obscuration parameters, allows us to
recognize that an important improvement in 3D reso-
lution of confocal systems can be obtained by using
our binary filters.
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Appendix A

The axial amplitude PSF of the illuminating and
the collecting arms of a confocal system are given by
the ID Fourier transform of the corresponding pupil
filter (as it can be inferred from Egs. (13) and (14)).
The kemel of these Fourier transforms can be ex-
pressed as a power series as

(T«21TTW200 ~

(A1)
n\

exp(-t-/127rW,0£) = £
n=*(

Then, the individual axial amplitude PSFs can be
written in the form

) m\
n=0 n

and haoi(0,W20) = £ \ me (A.2)
n=20 n
where m# and m* *represents the nth moment of the
functions ga(£) and qa(£), respectively.
Now, the amplitude PSF of the confocal set-up
can be approximated by

A(0.1V20)/..c0l(0,W20)

—aith®' 1—i2v

(A.3)

Therefore, taking into account that we deal with
purely absorbing pupil filters, the normalized axial
irradiance PSF of the confocal system is given, in
parabolic approximation, by

/(<W D)
"N mowy>- — 0 w
mi m
-1 —47T2 |
mi mn
n‘in mcul
Eltyl 1’1’1(01

= 1- 47(0-i + <2)WD. (A4)
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For the case of the transverse PSF, we use the
formula of the power expansion of JO [40], that is

JO(27rv/iT0j) = ¢

n*=0

y-A-(Tru/i+01")2".
\ A

(A.5)

Then, the individual amplitude transverse PSFs can
be written, for both the illuminating and the collect-
ing sets, in terms of the moments of ¢('¢;) as

m0

\
— gmAu2+ ... (A.6)

ansverse PSF of the confocal
mated by

So, the amplitud
system can be appr
ha(v,0) hml(vfi)

col

m. m
=mom® 1- T~ 1+ —r+

m'n

< (A7)

mco]

Finally, the normalized transverse quadratic irra-
diance PSF is

/(u,0)

NGO = g0.0) -

1 —27T2(1 - fu + icol)l'2«

(A.8)
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Improyement of three-dimensional resolution in confocal scanning
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Improvement of three-dimensional resolution in confocal scan-
ning microscopy by combination of two pupil filien. A simple
tcchnique for improving 3-D resolution in confocal scanning
microscopy is presented. The tcchnique is based on the equal
contnbution to the image of the illuminating and the collect-
ing lenses It is proposed, then, to apodize such lenses with
complementary filters, the one designed for incrcasing the
resolution in the image plaiie, and the other for achieving
axial superresolution. Each pupil jndependently introduces
zeros in the point spread function, the positions of which can
be chosen lo lie in the focal plaiie or along the optic axis. The
combined aclion of both filters produces a narrowing of the
point spread function of the system both in the image plaiie,
and along the optical axis. A numencal example with two
well-knowo pupil filters is carried out.

Verbesserung Uer dreidimeilsionalea Vufliisung im konfokaleo
Rastermikroskop durch Kombination zweier Pupillenfiller. Es
wtrd eme einfachc Mcthode zur Verbesserung der dreidiroen-
sionalen Aufiésung im konfokalen Rastermikroskop vor-
gestellt. Die Mcthode basiert aul der enLsprechenden Ver-
teilung der Bildcr in der Bcleuchtungs- und Sammellinse. Es
wird vorgeschlagen. diese Linsen mit komplementaren Fil-
tern zu apodisieren. daseine zur Erhéhung der Aufiéosung in
der Bddebene und das andere zur Erretchung von axialer
Superauflésung. Jede Pupille fiihrt unabhangig Nullstellen
in der Punktbild-Ubertragungsfunktion ein, deren Position
tn der Fokusebcne oder entlang der optischen Achse gewahlt
werden kann. Die gemeinsarae Antwort bader Filter gibt
eine Versehmalerung in der Punktbild-Ubertragungsfunk-
tion des Systems in der Bildebene wie auch entlang der opti-
schen Achse. Ein numerisches Beispiel mit zwei bekannten
PupiUen-Filtem wird vorgestellt.

1 Introduction

Confocal scanning microscopes (CSM) are imaging Sys-
tems in which the light radiated from a point source is
focused onto the object by an illuminating set, then the
transmitted light is imaged by a collccting set and the
light which passes through a pinhole at the center of the
image plaifie is detectcd. In this symmetrical configuration
both the illuminating and collecting sets, play equal roles
in the image properties. The most important feature of

Received May 5, 1997; accepted August 12. 1997.

M. Martinez-Corral, P. Andrés, C. J. Zapata-Rodriguez, Depar-
tamento de Optica, Universidad de Valencia, Dr. Moliner 50,
46100-Burjassot (Valencia), Spain.

C.J R. Sheppard, Physical Optics Department, School of
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the CSM is their ability to fonn a three-dimensional (3-D)
image of 3-D objeets [1], This 3-D capability results from
both their high transverse resolution capacity and their
optical sectioning ability. Over the last years several at-
tempts have been made in order to achieve an improve-
ment of the resolution capacity of the CSM either in the
transverse direction [2-6], or along the axial direction
[7-91,

The goal of this work is to report a tcchnique for
improving the resolution capacity of the CSM simuita-
neotisly in the transverse and the axial direction. The
technique is based on a proper combination of two differ-
ent pupil filters, the one designed for increasing the reso-
lution in the image plafie, and the other for achieving
axial superresolution. It will be shown that with this
combination it is posstble to reduce globally the size of
the central lobe of the 3-D point spread function (PSF) of
the CSM. This important property results from the fact
that each of the pupils gives rise to zeros in intensity in
the final effcctive PSF. Prevtously Hegedus [2] has shown
that the zeros can be chosen to lie in the focal plafie. Here
we demoénstrate that the zeros can lie both on the optic
axis and in the focal plaiie, thus resulting in improved
3-D imaging.

2 Basic theory

For our present discussion we start by considering a
transmission CSM in which the pupils of illuminating
and collecting sets are apodized by the radially-symmet-
ric pupil filters of amplitude transmittance p,(p) and
pZ@), respectively (see fig. 1). Then the intensity distribu-
tion in the image of an axial point source, i.e. the 3-D
intensity PSF, is given by [10]

/(v, Hzo) = 1IP. (v, WI0) p2(v, W20)|z, 1)
being

i
PK N=zo) = —KbPiP)exp(—iZn Wi0p2)J,{2n vp)pdp,
(2)

where a unit-radius pupil is assumed.

In eq. (2) v is a normalized coordinate related to the
radial coordinate, r, by v= r0r/X/, where r0is the maxi-
mum radial extension of the pupil, and / the focal Iength
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Illuminating set Collecting set

object

Fig. 1. Schetne of the transmission confocal scanning system.
of the system. The coefficient W20 is the well-known defo-
cus coefficient that specifies the amount of defocus mea-
sured in units of wavelength.

From eqs. (1) and (2), it is clear that the 3-D intensity
PSF of a confocally scanned system is governed by both
the amplitude transmittance of the illuminating-set pupil
and that of the collecting-set pupil. This particular prop-
erty can be exploited for shaptng the 3-D PSF by mean
of a combination of two different nonuniform transmis-
sion pupil filters.

Since we are interested in increasing the resolution
capacity of a confocally scanned system, a pair of filters
should be selected such that the width of the central lobe
of the 3-D PSF of the CSM is reduced both in transverse
and in axial directions. To reach this end, we foilow the
next reasoning.

First we particularize eq. (2) for the two cases of our
interest: the amplitude distribution in the image plaifie,
and that along the optical axis. For the focal plaiie,
W20 = 0, we have that

p(v,0) = 2rt; p(p)Je(2nvp)pdp. (©)]

Then the two-dimensional (2-D) amplitude distribution
in the image plafie, what we will refer to hereafter as the
transverse amplitude PSF, is given by the Hankel trans-
form of the amplitude transmittance. p(p), of the filter. So,
if we want to produce an efTect of transverse superresolu-
tion, a filter that enhances the high frequencies over the
low frequencies is necessary, that is, a purely absorbing
pupil filter whose maximum transmittance is at p = 1
and whose minimum transmittance is at p = 0.
On the other hand, for the case of the optical axis,
v= 0, we have that
P(0, W20) = ip(p)exp(-;2n\VIOpDpdp. @
o
This equation can be converted into a one-dimensional
(1-D) Fourier transform by using the next geometrical

mapping,

f=p2-05 <2=p(p)- (&)
Under this variable change, eq. (4) can be rewritten, aside
from irrelevant premultiplying phase and constant fac-
tors, as

p(0. W20)= j q(0exp(-i2tt WjoOifC- 6)
- 0.5

Then, the axial amplitude distribution is given by the 1-D
Fourier transform of the function ¢(Q. In order to inves-
tigate which characteristics a filter should have for pro-
ducing an axial superresolving effect, it is convenient to
point out the similarity existing between this situation
and that corresponding to the analysis of a 1-D imaging
formation system. For the latter case, the transmittance
of a 1-D pupil filter and its corresponding 1-D amplitude
PSF are also connected by an 1-D Fourier transforma-
tion.

From the above analogy one can infer, as is made clear
by Ojeda-Castafieda et al. [11], that for obtaining axial
superresolution a filter is necessary whose mapped func-
tion ¢{Q enhances the “high frequencies” over the “low
frequencies”, in other words, it is convenient that the
amplitude transmittance of the purely absorbing filter,
p{p), is maximum atp =0 and atp = 1, and minimum at
P=\/2/2.

3 Combination of two complcmentary filters

It is clear that a pupil filter designed for increasing the
transverse resolution capacity of an optical system, pro-
duces a narrowing of the central lobe of its transverse
PSF, which is accompanied by an increase in the strength
of secondary side lobes, and a widening ofthe central lobe
of its axial PSF. On the contrary, if the filter is designed
for achieving axial superresolution, an increase in the
width of the central lobe of the transverse PSF appears,
in general, as a coiiateral efTect [12].

As has been established in eq. (1), the 3-D intensity
PSF of a CSM is given by the product of two independent
3-D PSFs, one corresponding to the illuminating set and
the other to the collecting set. The independence of these
two factors permits us to select a couple of filters which
have the ability of producing the wanted complementary
efTects. In this way, for reaching the aim of reducing the
area of the central lobe of 3-D PSF of the CSM, we
propose to combine a filter designed for producing trans-
verse superresolution, with an axially superresolving fil-
ter.

When the product of the two independent 3-D PSFs is
performed, a 3-D amplitude distribution is obtained in
which the width of the central lobe in the transverse
direction is govemed by the PSF of the transverse super-
resolving filter, whereas the width in the axial direction is
;mposed by the PSF corresponding to the axially super-
resolving filter. A similar reasoning can be applied to any
other direction passtng through the focus. In this general
case the width of the central lobe in any direction is
imposed by the narrowest of the independent PSF in such
direction. In this way, a 3-D PSF can be obtained whose
central lobe dimensions are globally reduced in compari-
son with those corresponding to a nonapodized CSM.
Thus, it can be stated that the proper combination of two
pupil filters provides a 3-D superresolving effect

Al this point we would like to emphasize that the use
of purely absorbing pupil filters of continuously varying
amplitude transmittance does not constitute a technolog-
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Fig. 2. Numerically evaluatcd contours of equal normalized in-

tensity corresponding to the 3-D PSF oi: a) circular aperture;
b) transverse superresolving parabolic filter, p\p) —p I ¢c) axially
superresolving parabolic filter,/(p) = 4p* —4pl+ 1.

ical problem. As has been stated by some authors [2,13,
14], the use of an adequate digital halftoning technique
permits the manufacture of binary masks such that the
diiierence between their PSF and that of the continuous
pupil filter is negligible.
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.
1l
A ’i
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Fig. 3. Theoretical contours of equal normalized intensity corre-

sponding to the 3-D PSF of: a) a nonapodized CSM; b) a CSM
in which the illuminating and collecting sets are apodized by the
filters p,(p) = pl and pt (p) = 4p* - 4p2 + t.

4 Nuinerical example

In order to illustrate our result we select as a couple of
filters the well known transverse superresolving parabolic
filter pi (p) = p2, and the axially superresolvimg parabolic
filter ¢2(Q = 4 (2, whose representation in radial coodi-
nates in p2(p) —4p* —4pl+ 1. In fig. 2 we have repre-
sented, in isophotes diagrams, the normalized 3-D inten-
sity PSFs corresponding to the selected filters, beside that
corresponding to the nonapodized circular aperture.
Note, from these plots, that the narrowing of the central
lobe in the selected direction is accompanied by an in-
crease /n the strength of the secondary lobes, and by a
widening in the opposite direction.

Next, in fig. 3b we have depicted the normalized 3-D
intensity PSF of a CSM in which the collecting-set pupil
is apodized by one of the above proposed filters and the
jIluminating-set pupil by the other, assuming that both
pupil-filters have the same external radius. When com-
paring this figure with figs. 2b-c, we recognize that the
width of the central lobe in transverse direction is jm-
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posed, precisely, by the transverse superresolving filter,
and that the width in the axial direction is governed by
the axially superresolving filter. Moreover, the height of
the secondary lobes at any direction, passing through
the focus, has been drastically reduced in comparison
with the corresponding to the independent 3-D PSF.
If we compare now this intensity distribution with that
corresponding to a nonapodized CSM (fig. 3a), it is
clear that there is an important reduction of the width
of the central lobe at any direction, and henee in its
global volume. In particular, the width of the central
lobe exhibits a reduction of 21 % in the transverse
direction and of 34% along the axis. In terms of
the half-intensity, the percentage reduction in the trans-
verse and axial directions are 7.3 % and 11 %, respective-
Iy-
Y The proposed method can be used in either the reflec-
tion or the transmission geometry, and in either bright-
ficld or lluorescence imaging modes. For the latter in
particular the signal collection efficiency is of great ;m-
portance. Thus as the filter p, (p) gives a Strehl ratio of
1/4, whereas that for p2(p) is 1/9, it is prcferable to use
p, (p) in the collecting set

In reflection imaging, the image of a planar object is of
particular importance. The axial image amplitude from a
level planar object is given by the 2-D Fourier transform
of the product of the mapped pupils. For the cxample
given here, the axial iraage from a plaiie is broader than
for the system without filters. However it should be
stressed that there is considerable flexibility in overall
design of the system, and that the product of the pupils
can be designed accordingly.

5 C'onclusions

We have proposed a novel technique for improving
the 3-D resolution capacity of a CSM. The comerstone
of our approach is to combine the efieets of two property
selected pupil filters. We have shown that by this
quite simple method it is possible to achieve a high
reduction of the width of the central lobe of the 3-D PSF
both in the transverse and in the axial directions.
To ;Ilustrate our result, we have performed a numerical
example in which we have evaluated the 3-D intensity
PSF of a CSM apodized by two well-known pupil
filters. This numerical example allowed us to recognize
an important reduction of the size of the central lobe of
PSF in terms both of the zero and the half-intensity
width.

Previously, it has been shown that improving trans-
verse resolution usually results in degradation of the
imaging performance in the axial direction [12], Thus
improving resolution in both transverse and axial direc-
tions is an important advance. The method is based on
the independent specification of zeros in the efiective
point spread function both in the focal plaiie and along
the optic axis. This basic approach is applicable to more
complex filters, which have the potential to achieve better
performance than the very simple filters considered here.

Part ofthis work has been presented at the Second Iberoamer-
ican Meeting of Optics held in Guanajuato, México, in Septcm-
ber 1995. This work was supported by the Direccion General de
Investigacion Cientifica y Enseflanza Superior (grant PB93-
0354-C02-01), Ministeno de Educacion y Ciencia, Spain. C. J.
Zapata-Rodriguez gratefully acknowledges financial support
from this institution.
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Asymmetric apodization in confocal scanning systems

Marek Kowalczyk, Carlos Javier Zapata-Rodriguez, and Manuel Martinez-Corral

A new class of supcrresolution pairs of pupii fiiters for three-dimensional, two-pupil confocal imaging is

proposed.

A distinctive feature of these fiiters is the asymmetry of their impulse response.

For syn-

thesizing the amplitude transmittance of such fiiters the Fourier transform properties of Hermitian

functions are employed.

question, either axial or unidirectional lateral superresolution is achieved.

America
OCIS codes:

1. Introduction

In the vast majority of cases the point-spread fiinc-
tion (PSF) ofan aberration-free optical imaging Sys-
tem is rotationally symmetric or it has at least two
axes of symmetry. Nevertheless, in some systems
the PSF can be made asymmetric on purpose. For
example, Cheng and Siul and Siu et al.2 used this
technique to achieve suppression of the sidelobes in
the PSF (apodization). Here we use asymmetric
PSF’s in subsystems of a confocal imaging arrange-
ment to narrow the central maximum in the PSF of
the whole system (superresolution). In what fol-
lows, we use the term apodization in a wide sense,
i.e., for any modification ofthe pupil iunction (coher-
ent transfer fianction) aimed at molding the PSF, un-
less it would lead to ambiguity.

From Fourier transform theory we know that to
obtain an asymmetric PSF it is convenient to use
either Hermitian or anti-Hermitian pupil functions.3
In fact, Cheng and Siuland Siu ef al.2 chose highly
Hermitian pupil functions to apodize both slit and
circular pupils, although they did not describe them
as Hermitian. In Refs. 1 and 2 it was shown that
asymmetric PSF’s have a good side in which low side-
lobes and a steep principal maximum are achieved at
the cost of their worsening on the bad side. Simi-
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It is shown that, with simple phase-only fiiters that belong to the class in
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larly, as we see below, asymmetric superresolution
PSF*s have their good and bad sides.

In this paper we show that, for some Hermitian
pupils placed in both the illuminating and the collect-
ing sets ofa confocal imaging system, the problem ofa
bad side can be considerably relieved. It is also
shown that, when we deal with the axial behavior of
the three-dimensional (3-D) PSF ofa confocal system,
this function can be made symmetric and both of its
sides are good, irrespective of the fact that PSPs ofthe
coliecting and the illuminating sets are asymmetric
functions of the axial coordinate. To demonstrate
this, we propose certain Hermitian superresolution pu-
pil functions.

2. Lateral Apodization

In this section we consider a coherent (i.e., with a
point detector) confocal imaging arrangement that is
a typical scheme of, for example, a confocal scanning
microscope.4 In Fig. 1 a basic version of such an
arrangement, viz., a transmission-mode microscope,
is shown. A point source S ofa narrow-band light of
wavelength X e.g., a TEMqq laser beam focused on a
pinhole, is imaged by an illuminating system, which
consists oflenses Lz and L ;2and a pupil filter P 1( onto
an object O. The object is characterized by its am-
plitude transmittance i(x0, y0).. The coliecting sys-
tem Lcl, L&2 and P2 images the illuminated spot of
the object in the conjugated detector plafie (x2,y?2).
When the object is scanned in the (x0, y0) plafie the
signa! detected by a point detector D placed on the
axis is processed by corresponding electronics and
software, and finally the image of the object is dis-
played on a TV monitor. The spatial resolution of
the image depends on both the PSF 2”x", y,,) of the
illuminating system and the PSF h2(x2 y;) of the
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fiiters; O: object, D: point detector, S: point aource.

coliecting system. The PSF’s fi/ and A, are as fol-
lowss:

8e0_ £ ] Pl

Xexp|i- (£x01- Tuy) dCG T, (1)

h2x3y.p=1 | PyerTh)

X exp| -i - (422 + Theyj) d’chte, (2)

where Pi(€1, Ti!) and P2(£2, T2) 31-6the pupil functions,
i.e., the amplitude transmittances, ofp pupil fiiters Py
and P2, respectively, k¥ = 2ir/X is the wave number of
the radiation, and f is the focal length. Let us as-
sume that during the scanning process the point (x0
=x,, y0 =ya) ofthe original, i.e., untranslated, object
is placedon axis. Thus the origin ofthe object is now
at the point (x0 = -x,, y0 = —q, and the object is
described by the function #(x0 +x,, y0 +ys). In this
position the amplitude distribution U(x2, y2) in the
detector plaie of the transmission-mode system can
be written as the convolution ofthe amplitude in the
object plafie Ht(x0,y)t(x0 + H»~0 + ys) With h2(x2,

Ux2y2x,y) =4 3 h;x0yQi(x0+x,,y,

YN0 ~x0. 7.1 - YOO, (3)

Optical scheme ofa transmission-mode confocal scanning microscope;

P2fc,TI2)

LItL,2,LcuL~: lenses of focal length s\ P, P2: pupil

where the unit magnification of the system is as-
sumed. After a change of variables, -x0, -y 0 -*mx0,
0, the intensity detected by a point detector at x2 =
y2 =0is

Ix,,y.) = j* | ii(-Xo, -yQt(-x0+x,, -y0+y,)

X h2(x0 y0)dx0dy0 ©)

With the. definition
M*0,y0)-(i(-*0, -yo)

eI1. PAZi, Tiijexp -1 j (€170 + hiyo)
x diidm, ®

i.e., with both 42 and /2 defined as minus Fourier
transforms ofthe corresponding pupil functions, the
detected intensity becomes

-H n:

X h2(x0,y0)dx0dy0

M#*o>y0)t(Xs - x0y, - y0

= [[*i(x, y)h 2%, y)1 ® tix,, y)I2 (6)

where the symbol ® denotes the convolution oper-
ation. Relation (6) was derived previously under
the assumption that sg(q = 1; 2) are even functions
(e.g., Ref. 5). In view of the above reasoning this
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assumption seems superfluous. From Eq. (6) we can
see that the image intensity ofa point object, e.g., a
pinhole in an opaque screen, described by a Dirac
delta function, i.e., the PSF of the whole confocal
system, is given by

PSF(x.y,) = |Ai(x,.y,)hAx,, y,)[2 ™

The same result holds for the reflection-mode system.
Because of factorization of the amplitude impulse re-
sponse (AIR) into /2/ and A2, one has more freedom to
shape the PSF ofthe confocal scanning system than
with a classical system.6 Also, in the case of'confocal
fluorescence microscopy, in which the illuminating
beam induces the fluorescence of an autofluorescent
or suitably prepared object, a similar factorization
takes place.7 As a result of the incoherence of the
fluorescent light, we have

I(x, y.) = |Al(x,, y,)h 2, y,)2® F(x,, y.),  (8)

where F(x,, y,) stands for the spatial distribution of
the fluorescence generation and, for simplicity, we
assume that the wavelength of the fluorescent light
equals that of the illuminating beam.

If P, and P2 form a pair of complex-conjugated
Hermitian pupil functions, i.e., P* = P2, ReP, is
even, and ImP7 is odd, then hq are real and asym-
metric, and the following holds:

hi{xnys)hi(xvy’) = Aa(X”Ya)Ai('X” _y')
= hi(-x,, -y,)AAx,.yD, (9

which means that for such a pair of pupil fiiters the
PSF ofthe confocal system is symmetric with respect
to the x and the y axes.

To proceed further, we specify the form of Pg as
follows:

jye,. v = {tf<e)exp[(-m<t>]+ « (-y
x exp[(-1),+liFHeirc —— circ — |
\ r

o «'s0/

—+ J—
cire —,
where H is a Heaviside unit step function,3 4>is the
phase shift involved (—ir < < 1), r0is the radius of
the pupil, g = (4,2 + and eis a dimensionless
coefficient (0 < e < 1). Thus we consider phase-only
three-level pupils with a real inner disk and complex-
conjugated outer semiannuli (Fig. 2). The same ge-
ometry for the pupil was assumed by Cheng and Siu. /
For such pupils the functions Zzzcan be calculated
analytically by means of known formulas for the
Fraunhoffer diffraction by a semicircular aperture.8
Nevertheless, we found that numerical calculation by
means ofthe fast Fourier transform was more prac-
tical, as the closed-form result is expressed in terms
of incomplete Struve functions that are not included
in standard mathematical packages such as, for ex-
ample, MATLAB or MATHRVATICA
With the trial-and-error method, we found the

(10)
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Fig. 2. General scheme ofthe lateral-resolution pupil fritera.

phase shift of = 13 to be one for which the super-
resolution ofthe system can clearly be demonstrated.
To choose t, we drew /i,2and (A,/*)2as the fimetions
of two variables: xsand e fory, = 0 and €= ir/3.
For each valué of e, the cross sections of the PSF’s
were normalized so that they reached unity at the
absolute-maximum point. The gray-scale represen-
tations ofthose functions are shown in Fig. 3. It can
be seen that the asymmetry of 4q increases as € de-
creases and that a valué of e equal to approximately
0.7 results in a noticeable narrowing of the central
maximum of (A,A2)2and in small sidelobes. In Fig.
4 the main cross sections of 4 *{x,, y,; ir/3, 0.7) and
AiX(x,,y3; 3, 0.7)A2(x,, ys; /3, 0.7) are presented.
It can be seen that, unlike in nonconfocal systems,
the use of Hermitian pupils in confocal ones yields a
PSF that has two perpendicular axes of symmetry.
Along one axis the system demonstrates the desired
properties, whereas along the other the system be-
haves in an even worse way than the nonapodized
one. Thus here we should not speak ofthe good and
the bad side ofthe PSF but rather ofthe good and the
bad directions. In other words, we have two good
sides and two bad sides. It should be noted that the
above is not an inherent feature of any confocal sys-
tem with Hermitian pupils. Such behavior of the
system should be attributed to the fact that we chose
a pair of complex-conjugated pupils. For example,
for Hermitian pupils such that Pi = P* the PSF of
the confocal system will be asymmetric.

In the particular case ofthe pupil functions defined
by Eq. (10) in which 4= 173 and e = 0.7, superreso-
lution along the x direction and small losses ofenergy
(the Strchl ratio equals approximately 0.31) are ex-
perienced. Therefore the system could be especially
useful for the imaging of highly directional pattems,
e.g., diffraction gratings or muscle tissue. The su-
perresolution properties of the confocal system in
which the proposed pupil fiiters are placed are pre-
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Fig. 3.
normalization factors.

sentcd in Fig. 5, which shows images of two point
sources of the fluorescent radiation separated by a
normalized distance d and compares them with those
fora nonapodized system. The resultant intensity is
summed up on an intensity basis. It can be seen
that, for two incoherent point sources located along
the good direction and separated by the classical Ray-
leigh distance d = 0.610, the valué of the intensity in
the central minimum is considerably smaller than
approximately 0.8, which is typical for nonconfocal
systems. This occurs for both apodized and nonapo-
dized systems. Such an advantage in spatial reso-
lution is typical for confocal scanning imagery. For
a confocal system that is apodized with the pupil
fiiters proposed here, the valué of 0.8 is achieved for
values of d as small as 0.375.

3. Axial Apodization

A distinctive feature of coherent confocal imaging is
its ability to provide 3-D images of 3-D objects.9
Therefore the axial behavior ofa 3-D PSF is of inter-
est because it represents a certain measure of the
spatial resolution along the axis ofthe system. Also,
this resolution can be improved by means of ade-
quately designed pupil fiiters.10-12  As the axial be-
havior of the 3-D PSF is govemed by the zero-order
circular harmonic ofthe pupil function, 13 which for a
rotationally symmetric pupil is identical to the pupil

@

kaxs

Nonlinear gray-scale representations of (a) Afl(1)/i,2(*,, 0; /3, ) and (b) W2(e)A,2(i,, 0; ir/3, €) h2~(zt, 0; ir/3, «).
A one-sided suppression of the sidelobes, as described in Ref. 1, is observed in (a) for ¢ »m0.9.

ivt,

function itself, we can restrict the analysis to rota-
tionally symmetric pupils without loss of generality.

Let us introduce a normalized radial coordinate pg
in the pupil planes and cylindrical optical coordinates
(4, v) in the 3-D confocal region as follows:

P,s V r*- (€8]
v =k(x,2+y,2)1/Xin(a), (12)
u ~ 4kzssinXa/2), (13)

where a is the angular aperture of the illuminating
and the coliecting optics and zs is the actual axial
scanning coordinate whose origin coincides with the
confocal point. The 3-D AIR A"v, u) of the illumi-
nating set is related to the pupil function by the fol-
iowing integral transform 14

h/o,u)=21] Pi(Pi)exp|*tuplyj Appi)pidpi. (14)

The relation that defines the 3-D AIR of the col-
lecting set depends on whether we dead with a
transmission-mode or a reflection-mode system:

h2v,u)=2| PAplexp|+-;up2yj IDe)pAp2 (15)
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Fig. 4. Main cross s«!tions of normalized A,2 and (AjA")2 along (a) and (b) the good and (c) and (d) the bad directions for <= ir/3 and

€ = 0.7. The dashed curves correspond to a nonapodized system.
for a reflection system and

h2(v, u) - 2 j P2Apexp| - - iup22jj 0itH)p2dp2  (16)
Jo

for a transmission system. The 3-D PSF, i.e., the
3-D image ofa point object, is given by

PSF(u, w) = iG>, wh2v, u) a»

For a reflection-mode system with two complex-
conjugated pupils, Egs. (14), (15), and (17) yield

PSFr(o, ) = (>, ulil*@>, -u)|2
= whgv, -u)j2. (18)

To maintain the relation of Eq. (I18) in a
transmission-mode system, i.e.,

PSF,(a, w) = |hi(v, w)hxv, -u)|2, (19)
we have to use a pair of identical pupil fiiters, which

is produccd by Egs. (14), (16), and (17). To analyze
the axial behavior ofthe PSF, and the PSF,, we use a

8210 APPLIED OPTICS / Vol. 37, No. 35 / 10 December 1998

valué of v = 0 in relations (18) and (19).
ular, we have

PSFi(u) = PSF,(u) = A uj/ti-u)l2,  (20)

where hg) = /1,(0, u).

To benefit (rom the above factorization and from
properties of the Hermitian functions, we need to
establish a Fourier transform relation between the
pupil functions and the corresponding axial ALR’.
This can be done with the following mapping in the
pupil planes:

In partic-

@n

With the mapping of Eq. (21) and with v = 0, we can
rewrite Eq. (14) as

(0.5

hi(u)= L giisjexpiius™dsu (22)
-

in which an unessential phase factor is neglected and
gi(Sj) = Pi[pi(sv)] is a mapped pupil function that is
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(d) the bad directions.

Imagen of two fluorescent point sources separated by a normalized distance J for points placed along (a), (b), and (c) the good and
Main cross sections along the good, i.e., zq direction for (a) d = 0.610 and ib) d = 0.375. Pseudo 3-D plots for (c)

and (d) d =0.375. The dashed curves correspond to a nonapodized system.

identically equal to zero for |sj > 0.5. Equations
(20) and (22) yield
PSFi(u) = PSF,(u)
1 2i(si)exp( +itstV2)dLs,
I»-0.5
05 2
gi(s2exp(- tus22)ds2 . (23)
J-0s

Therefore we express the axial behavior of the 3-D
PSF in terms ofthe Fourier transform ofg”s). Thus
in the analysis to follow we consider such pupil func-
tions P(p) that become Hermitian when the mapping
of Eq. (21) is completed. It is worth noting that the
Fourier transform relation of Eq. (22) allows us to
apply the results obtained previously for one-
dimensional (1-D) asymmetric lateral apodization
(slit pupils) 12 to axial apodization, as there is a direct
correspondence between mapped pupil functions gis)
and 1-D actual pupil functions.

To design a superresolution pupil function Pj(pi)
properly, we should take into account the following
relations between g(s) and A(u), which hold for any
Hermitian gis):

A
h(0) = . 4)

dh(u)

= _f &f(s)sds, (25)
o "2
where g#(s) and gjs) are the real and the imaginary
parts ofg(s), respectively, withge(s) an even and£,,(s)
an odd function. As P?(pJ must be a legitimate pu-
pil function, we have to aad the restriction

gts) +g,2s) < 1. (26)

Good superresolution performance of /(u)hi~u)
canbe attnbuted to a high valué ofthe first derivative
ofh(u) at the origin, henee by virtue of Eq. (25) to the
first moment ofga(s), which favors a concentration of
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Fig. 6.
pila.

Superresolution pair of complex-conjugate three-zone pu-

g0fs) ciose tos = £0.5, whereas the brightness in the
image of a point object is directly proportional to the
average valué ofgers). Maximum brightness is ob-
tained forg@s) = 0 for which /(1) takes a zero slope
at the origin. Similarly, the maximum slope is ob-
tained forgass) = sgn(xs)rect(s), for which gers) = 0
and h(0) = 0. Thus the requirement of obtaining
high brightness and good superresolution is contradic-
tory, and certain compromises should be established.
Taking into account the above considerations and the
requirement of technological simplicity, we propose
the following mapped phase-only three-level pupil
function g; '(si):

i —05781'<-0.25

1 -0.25 <§j<0.25

-i 0.25-s5jS 0.5
otherwise

@n

g 1°(Si) =

The actual three-zone pupils P/and P2generated by
gi'(si), which should be used in a reflection-mode
system, are shown in Fig. 6. The axial behavior of
the impulse response of a conventional imaging sys-
tem with a pupil function P/fpi) and that ofa two-
pupil confocal scanning system are presented in Figs.
7(a) and 7(b), respectively. It is seen that improve-
ment of the axial resolution is accompanied by an
increment of the sidelobes, which is a usual effect
observed in superresolution systems. Using the fuill
width at half-maximum (FWHM) as a merit function,
we can state that, by means of simple Hermitian
pupils, one can achieve a 30% gain in axial resolution.

Another important characteristic of confocal imag-
ing is its capacity for sectioning. In the case of a
transmission-mode system the so-called integrated
intensity is a measure of this capacity. The inte-
grated intensity is defined as followsS5:

Im(u)=2 1 |h,(o, whdy, it)|2;d> (28)
Jo

Making use of Egs. (14), (16), (21), and (27), we cal-
culated numerically the integrated intensity for a
transmission-mode system with two pupils P,". The

8212 APPLIED OPTICS / Vol. 37, No. 35/10 December 1998
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Fig. 7.
source:

Normalized axial distnbutions in the image of a point
(a) the light amplitude in a conventional imaging system
apodized with the pupil function Px and (b) the light intensity in
a two-pupil confocal scanning system apodized with Px and {Px)*
(reflection mode) or with either two pupil functions Px’ or two pupil
functions {Px)* (transmission mode); (c) integrated intensity foran
axially apodized system. In (a>-(c), the dashed curves indicate
the corresponding distnbutions for a nonapodized system.
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result is presented in Fig. 7(c). A 30% gain in the
sectioning capacity (in terms of the FWHM) can be
seen. In reflection-mode systems, we use instead
the confocal signal /(u) and not the integrated inten-
sity. The confocal signal is, by definition, the signal
received by the point detector when a perfect reflector
perpendicular to the axis of the illuminating system
moves axially in the vicinity of the confocal point.
This magnitudc can be expressed in terms of mapped
pupil functions as follows 14

2
0 = "3 g ps)eas)explius)ds

|J-es

29

Becauseg”s) =g 2%« 41 I<%(s) = I"a(«)| - 1, Eq. (29)
reduces to that for the nonapodized system. Thus no
gain in confocal signal is obtained. This holds for any
pair of complex-conjugated purely phase pupils. On
the other hand, it can be shown that, for confocal flu-
orescence imaging, the confocal signal is identical to
the integrated intensity.15 This is because in the lat-
ter case we use the concept of a uniform-fluorescence
flat surface perpendicular to the axis and not that ofa
perfect reflector. Therefore in 3-D confocal fluores-
cent imaging we benefit from the improved sectioning
capacity of the proposed pupil fiiters in both
transmission- and reflection-mode systems.

4. Discussion and Conclusions

The superresolution achieved with the two specific
fiiters proposed here is significant, although their pu-
pil functions were not optimized in a rigorous man-
ner. Therefore further improvement conceming the
reduction ofthe spot size of the PSF or an increase of
the Strehl ratio is expected. It is worth noting that,
for the pupil fiiters in question, an optimization pro-
cedure should take into account the following con-
straints, which do not appear in classical apodization
problems: an optimized AIR of the confocal system
must be a product of two real, asymmetric, but mu-
tually symmetric, functions.

The asymmetric lateral PSF’s considered here and
in Refs. 1and 2 resemble, to some extent, the PSF ofa
system with the aberration of coma. On the other
hand, there are some essential differences between
coma and asymmetric apodization. For example,
coma does not affect the images of axial points,
whereas asymmetric apodization does. ~ Similarly, the
asymmetry ofthe axial PSF should not be considered
an aberration ofdefocus, unless one considera mapped
pupil functions of the form gfsQ = cos(As9) + i
sin(As™), which are Hermitian and by virtue of Eq.
(21)yield the actual pupil functionsP{pg) = exp(-/A/
2)exp(iAp,?). Ina defocused system the axial behav-
ior of the PSF remains symmetric about the actual
focus, whereas in general this is not the case ifasym-
metric axial apodization is concemed [Fig. 7(a)].
Nevertheless, the above remarks confirm the exis-
tence ofa cidse relation between aberrations and apo-
dization, 16 especially if one deais with phase-only
apodizers. Moreover, even in nonconfocal systems

some aberrations can cause the same effects as do
superresolution fiiters.17

In a recent study by Sales and Morris18 it was
shown that multilevel phase-only superresolution
diffractive elements not only benefit from advances
made in diffractive optics technology but also demon-
strate many advantages with respect to other super-
resolution elementa. It is worth mentioning the
flexibility of design, the simplicity ofthe optimization
procedures, superresolution performance, and toler-
ances to fabrication errors. Thus our choice ofusing
phase-only three-zone three-level pupils, which we
made with partially heuristic reasoning, finds addi-
tional justification.

In view of our results and those presented in Refs.
1 and 2, it seems that the most promising arca of
application of asymmetric apodization is two-pupil
confocal scanning systems and, in particular, confocal
microscopes.
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Tunable optical sectioning in confocal microscopy
by use of symmetrical defocusing and apodization

Manuel Martinez-Corral, Marek Kowalczyk, Carlos J. Zapata-Rodriguez, and

Pedro Andrés

‘We present two novel optical methods to achieve a significative improvement in the optical-sectioniiig
capacity of confocal scanning microscopes. The techniques, whose real power is the simpiicity with which
they can be implemento!, consist of a suitable combinaron of symmetrical defocusing with two different

manners of apodizmg both parts of the confocal architecture.

It is shown that the proposed techmques

are useful in both the bright-iield and the fluorescence modes and for reflection and transmission

geometries.
OCIS codea:

1. Introduction

The most important advantage of confocal scanning
microscopy (CSMy) over conventional microscopy is
its optical-sectioning capacity.l Optical sectioning
refers to the attcnuation of scattered and reflected
light from parts of'the object not in the focal plafie,
thus enhancing the visibility of details of interest.
Thus the sectioning capacity is important because it
permita the observation of three-dimensional (3-D)
objects.

Over the past few years several efforts have been
undertaken to improve the two-point resolution of
confocal scanning microscopes (CSM’s) in the trans-
verse direction.27 However, the irradiance point-
spread function (IPSF) is a volume element with an
axial extent that, depending on the numerical aper-
ture, is approximately 3 times higher than the radial
extent. Thus the axial resolution is one third or less
than that in the lateral direction. Therefore the en-
hancement of the axial resolution of CSM’s has al-
ways been of considerable interest. As in the
transverse direction, the axial two-point resolution
can be defined in terms of the Rayleigh criterion.8
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Therefore two points are separated axially only if
they are far enough apart to display an approxi-
mately 26% dip between the peaks of their corre-
sponding irradiance pattems. An altemative
criterion for comparing the axial resolutions of vari-
ous systems is the fiill width at half-maximum
(FWHM) for the axial IPSF. This figure, which is
closely related to the Rayleigh criterion, is used
widely in both analytical and experimental studies.
Several methods for enhancing the axial resolution
by a narrowing of the FWHM were recently sug-
gested. In this context the use ofbinary fiiters com-
posed ofone9or twol0annuii has provided interesting
results. A different approach to this problem, the
so-called 4Pi confocal architecture,1l is based on the
coherent illumination ofthe fluorescent sample from
both sides. This interference process in combination
with point detection leads to a great narrowing ofthe
central lobe of the axial IPSF. However, this im-
provement cannot easily be exploited because ofthe
great strength of the axial sidelobes.

Another approach for increasing the axial two-
point resolution, specifically in the fluorescence
mode, is the so-called confocal theta-microscopy tech-
nique.12 This technique, which is based on detection
orthogonal to the illumination axis, permits the re-
duction of the dimensions of the central lobe of the
axial EPSF by a factor of approximately 3 or even
more if the confocal system is apodized with annular
apertures. 13

In this paper we prese.nt an optical method for
improving the sectioning capacity of CSM’. The
technique is useftd in bright-field and fluorescence
CSM’s and for reflection and transmission geome-
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tries. Our approach is based on suitably apodizing
and symmetrically defocusing the two arms of the
confocal architecture. It is shown that, by the com-
bination ofan adequate binary axially superresolving
apodization with variable symmetrical defocusing,
the width ofthe central lobe of the axial IPSF can be
tuned. This width can indeed be reduced by a factor
2 with no significant increase in the strength of the
secondary lobes, which is quite important for axial
superresolution in the sense ofthe Rayleigh criterion.

In many situations stacked object layers must be
separated. To quantify the axial resolution of
planes perpendicular to the optical axis it is neces-
sary to calculate the response of the system to an
axially scanned thin planar fluorescent layer. We
show below that the proposed method provides a sig-
nificant narrowing of the FWHM of'such a response.
Therefore we conclude that the technique allows an
important increase in the optical-sectioning capacity
for 3-D information.

In a further step we present a new kind of axial
apodization that is specifically suited to combination
with symmetrical defocusing in CSM’. What we
cali destructive-interference apodization provides an
axial response with zero at the focal point but twin
narrow sidelobes. We show that, by the combina-
tion of this apodization with adequate symmetrical
defocusing, a considerable improvement in optical-
sectioning capacity can be obtained

In Section 2 we analyze the efiect of symmetrically
defocusing both parts of the confocal architecture on
the axial resolution of the device. In Section 3 we
show that adequate combination of symmetrical de-
focusing with a proper axially superresolving apo-
dization permits the optimization of the sectioning
capacity of CSM’s. In Section 4 we present a novel,
to our knowledge, type of axial apodization—
destructive-interference apodization—and show that
its combination with symmetrical defocusing pro-
vides a quite good optical-sectioning capacity.

2. Symmetrical Defocusing

Let us start by considering the axial IPSF ofa CSM
after we consider cylindrical symmetry, that isl

I(v=0, Wx)= |Afo = 0, WiiojflAjiu = 0, Wx)\\ (1)
where it is assumed that the pupil functions of the
two arms of'the confocal setup have the same radial
extent. In Eq. (1) v corresponds to the transverse

coordinate expressed in optical units, whereas the
axial position is specified in terms ofthe well-known

ILLUMINATING SET

Point

Fig. L
axial shifting of the focal points.

defocus coefficient W2) measured in units of wave-
length. Furthermore,

ht(v=0, WX) =2 i Pi(p)exp(;2'irWAppdp (2a)
Jo

represents the axial-amplitude point-spread function
(PSF) ofthe illuminating system, where p,(p) is the
pupil function, whereas

hav=0, W2 =2 f p2Ap)exp(£i2nW2Ap2)pdp  (2b)
Jo

represents the axial-amplitude PSF of the coliecting
set. The upper and lower signs correspond to the
reflection and the transmission architectures, respec-
tively.

Equations (2) can be rewritten in the form of a
one-dimensional (1-D) Fourier transform if we per-
form the following geometrical mapping:

5=p2- 05, 40 —p(p) ©)

If we now substitute Eq. (3) into Egs. (2), we find that,
except for an irrelevant premultiplication phase fac-
tor, the individual axial-amplitude PSF’s can be de-
scribed by

hitv=0, WY =1
J-0s

gMNexpd " TrWjoijdi, (4a)

h2v=0,Wio)= i q2A5)exp(Hi2-irWAC)dt. (4b)

j-05

For the case of two circular pupils we have gi(£) =
q2(0 = rect(?), and the axial IPSF is given, according
to Egs. (1) and (4), by

I(v = 0, WX) = sinc2 WX)sincAW2) = sinc“(W2). (5)

In comparison with the axial IPSF ofa conventional
microscope, the CSM’s axial IPSF has suffered a 27%
reduction in the FWHM and a 95% attenuation in the
strength ofthe secondary lobes. Thus an important
effect of two-point axial superresolution is achieved.

The two-point axial-resolution capacity of CSM’s
can easily be increased by a quite simple technique
that takes advantage ofthe multiplicative character
of the axial IPSF. The technique consists of sym-
metrically defocusing the two parts of the confocal
architecture. In fact, the effect of symmetrical defo-
cusing on the response of the system was already

COLLECTING SET

Point
detector

Schematic layout ofa symmetrically defocused transmission-mode CSM. The defocus parameter W20° gives a measure of the
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analyzed by other authors. M-I6 From a practical
point of view, symmetrical defocusing can easily be
implemented either by a slight, controlled axial shift
of the coliecting set with respect to the illumination
set or simply by a slight, symmetrical axial displace-
ment of both the point source and the point detec-
tor. In both cases the displacement implies a
symmetrical shift of the focal points, and therefore
the system is no longer strictly confocal.

From a mathematical point of view, symmetrical
defocusing implies a change in the mapped pupil
functions, which are now given by

Fi'({) = %i(®)exp it tg) (62)

g 2(i) = 42(i)exp 21t (6b)
The parameter which measurcs the induced
longitudinal defocus in units of wavelength, can be
either positive or negative (see Fig. 1).

Now the axial IPSF ofthis architecture is given by
the product of two independent individual IPSFs
that are axially shifted a distance WD, that is,

IV =0, Ww) =*X(» =0, Wy)n&,(D =0, Wntf

105 i4
<7i(£)exp 21T WZ)"'%}

|*-0.5

f05 ox)exp 127 W M-

»o.f
— hi u=0, WD+ '50
WO

™

In the typical case oftwo circular pupils it is equal in
both the reflection and the transmission architec-
tures to

I(v =0, WM = sinc"W.*, + * - jsinc"Wa, -

©)

Equation (8) reveais that the axial IPSF of a non-
apodized symmetrically defocused CSM is given by
the product oftwo sinc* functions that, independently
of the sign of W2, are relatively shifted an axial
distance of [W20D)| (see, for example, Fig. 2). When
the product is performed an axial IPSF in which the
width of the central lobe is precisely AW = 2 -
iWao0!is obtained. In others words, the width ofthe
core is now given by the distance between the first
zero at the right-hand side ofthe axial IPSF shifted to
the left and the first zero at the left-hand side of the
other axial response. It is then clear that simply by
continuous variation of the defocusing parameter
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Fig. 2. Axial IPSPs corresponding to the illuminating and the

coliecting arms of a CSM under symnietrical defocusing of the
magnitude of W20° = 0.75.

W2, i.e., by gradual symmetrical defocusing of the
CSM, it is possible to control at will the width ofthe
axial IPSF core. To illustrate this effect, we have
plotted in Fig. 3 the axial IPSF corresponding to some
values of the defocusing parameter, including the
strictly confocal architecture (W2 = 0). In this
figure all the curves are normalized so that their peak
valué is unity, but in reality the detected irradiance
peak drops as symmetrical defocusing increases ac-
cording to /(u = 0, W20 = 0) = sinc4W20D'2).

As can be seen from Fig. 3, while the symmetrical
defocus increases, the central lobe of the IPSF be-
comes narrower. However, the relative strength of
the sidelobes increases. Note that in this sense val-
ues of W,/0Dhigher than unity give rise to very large
secondary sidelobes. This fact limits in practice the
amount of symmetrical defocusing that can be used
and therefore the improvement in two-point axial
resolution that can be achieved with this method.

1.00

0-75

025

20 s J(— 0o o5 10 s 20
OEFOCUS COEFFICIENT WX
Fig. 3. Normalized axial IPSF corresponding to some symmetri-

cally defocused CSM’. The solid curve corresponda to the strictly
confocal architecture.
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3. Annular Binary Apodization

As was established in Section 2, the symmetrical-
defocusing technique provides a method for obtaining
tunable jmprovement, between certain limits, in the
axial resolution of CSM’. However, the technique
presents a drawback: the increasing strength ofthe
secondary lobes.

To overedome this drawback, we propose in this sec-
tion the combination of symmetrical defocusing with
using, in both arms of the confocal device, radially
symmetric pupil fiiters that provide axial superreso-
lution. Then we propose using one among the fam-
ily of fiiters composed of two transparent annuli of
the same areal0that has a mapped transmittance of

q(0 =rect

+ rect 0<e<05 9
@

-0.5 0.1 0.5
o

©

Fig. 4. Member of the family of axially superresolving pupil fiiters
(e = 0.4): (a) £-space representaiion, (b) 1-D representation, and
(c) actual 2-D representation.

1®
Circular pupil

Fitter e= 0.4

0.50

20 1510 o os 1015 2
DEFOCUS COEFFICIENT. W2

Fig. 5. Axial irradiance pattem corresponding to the iilter shown
in Fig. 4. As a result of the interference process a quite narrow
central lobe is obtained. The solid curve corresponds to the axial
response of a circular pupil.

The actual two-dimensional form is represented in
Fig. 4.

These fiiters provide an axial response that is the
result of the constructive interference between the
waves proceeding through a circular and an annular
aperture, both ofthe same area. Because the waves
arrive in phase at the focal point, a narrow axial
irradiance peak is obtained (see Fig. 5). This axial-
interference process is, in some ways, similar to that
produced in the 4Pi confocal mode.1l Note that, be-
cause ofthe strength ofthe sidelobes, the use ofthese
fiiters is not very useful in conventional imaging Sys-
tems. However, when these fiiters are placed in a
CSM the straightness ofthe sidelobes is reduced. 10

Next the adequate combination ofthis apodization
with symmetrical defocusing will permit us to obtain
a reduction in the strength ofthe lateral lobes com-
pared with those obtained simply by means of sym-
metrical defocusing. To illustrate this effect, we
show in Fig. 6 the axial IPSF that corresponds to a
confocal setup that combines symmetrical defocus-
ing, WmD = 2/3, with the use of a pair of annular
fiiters that have an aperture parameter of e = 0.4.
Note from this figure that apodization has achieved a
30% reduction in the strength ofthe highest second-
ary lobe.

Thus we can establish that, whereas symmetrical
defocusing permits us to tune the width ofthe central
lobe ofthe irradiance response, the proposed apodiza-
tion permits us to attenuate the strength of the sec-
ondary lobes. Therefore the combination of both
techniques attains the effect of tunable axial super-
resolution.

The axially superresolving properties of the pro-
posed arrangement are represented in Fig. 7. In
this figure the irradiance images of two point sources
separated by a normalized axial distance d, mea-
sured in units of defocus, are shown and compared
with those for the strictly confocal setup. The re-
sultant irradiance is summed up on an irradiance
basis. In the strictly confocal setup two incoherent
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Fig. 6. Normalized. axial IPSF corresponding to a suitably apo-
dized, symmetrically defocused confocal device (light solid curve).
The parameters of the setup are € ~ 0.4 and W0 - 2/3. The bold
solid curve plotA the axial response corresponding to a strictly con-
focal nonapodized setup, whereas the dashed curve corresponda to
the nonapodized but symmetrically defocused system (WVP = I).

points separated by d = 0.76 [Fig. 7(a)] provide an
axial-irradiance pattem with a 26% dip. The valué
of the irradiance in the central minimum is consid-
erably smaller in the proposed apodized and defo-
cused arrangement. The dip between peaks
according to the Rayleigh criterion is achieved in the
proposed arrangement when the two point sources
are axially separated byd =0.54 [Fig. 7(b)]. There-
fore a 29% improvement in the axial resolution is
achieved.

Up to this point we have analyzed the improve-
ment in the two-point axial resolution that can be
achieved with the defocusing technique. However,
to malte a more complete study on how the optical-
sectioning capacity of CSM* is affected by the
method, we need to analyze other interesting param-

l®

Strictly confocal

Apodized and defocused
0.75 (i. 0.4 and W=°- 2/3)

00 os 10

DEFOCUS COEFFICIENT W,,

Fig. 8. Integrated-irradiance function corresponding to the set-
ups under study.

the behavior of the so-called integrated-irradiance
function, which is defined as1

Bai(Wm) =

0

I(v, W"vda. (10)

This parameter applies equally to the reflection and
the transmission geometries and to the bright-field
and the fluorescence modes. It gives us Information
on how the microscope discriminates against differ-
ent parts of the object not in the focal plafie.

In Fig. 8 we represent the integrated irradiance for
the setups analyzed in Fig. 6. A 25% gain in sec-
tioning capacity (in terms of the FWHM) is notice-
able.

Another quite important parameter, related in this
case to the behavior of the system when dealing with
planar coherent objeets, is the function known histor-
ically as V(z). This function is meaningful for only
the bright-field reflection mode. It is obtained by
evaluation of the irradiance collected by the point

DEFOCUS COEFFICIENT: W

eters. In this context it is quite interesting to study
DEFOCUS COEFFICIENT W,
Fig. 7. Irradiance images oftwo point sources separated by the normalized axial distances (a) ¢ = 0.76 and (b)d - 0.54. The dashed

curves correspond to the strictly confocal arrangement
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detector when a perfect planar reflector that is placed
perpendicularly to the optical axis of the setup is
scanned axially through the focus. The expression
for this function, which we refer to as I{W20), isl

POS
[(«y = <H(0"2'<Dexp(;22WEKE  (11)
[-oii

Now, taking into account the expressions for the
functions ¢/’ [see Egs. (6)] and the transmittance of
the fiiters being binary [see Eq. (9)], we find that

WD) = IO<TA(Dexp(2-n2WA0d?

/]
From Eq. (12) we infer, as indeed was already done by
Kimura and Wilson, 4 that symmetrical defocusing
does not aflect the function /(W2). This is because,
just when the reflector is at the confocal plafie, the
point source is imaged onto the detector pinhole.
Moreover, because the I(Wr{) curve is given by the
squared modulus ofthe Fourier transform ofq(£), it is
equal. apart from a scale factor, to that shown in Fig.
(5). Note from that figure that the narrowness ofthe
central lobe is accompanied by sidelobes that are
much stronger. Henee no improvement in terms of
this parameter is achieved.

Finally, we wish to emphasize that the proposed
technique barely affeets the transverse resolution of
the system. This lack of influence occurs for the
following reasons: (a) The 3-D IPSF ofa Iens has an
ellipsoidal form. Thus there are not strong difler-
ences between its transverse behavior in the focal
plafie and that in a slightly defocused plafie, (b) As
demonstrated in Ref. 10, the central lobe ofthe trans-
verse PSF ofan optical system does not spread when
the system is apodized by the proposed filter.

(12)

4. Destructive-interference Apodization

In Section 3 an important improvement in the
optical-sectioning capacity was achieved by adequate
combination of two axially superresolving tech-
niques. Now we propose using a rather different
approach. The idea is quite simple, as we show be-
low.

It is seen that, by symmetrically defocusing a CSM,
one can select the part ofindividual axial IPSFs that
contributes to the core of the confocal IPSF. Now
what we need is an apodization technique that pro-
vides an individual axial IPSF with a. pair of twin
high and narrow lateral lobes. By properly combin-
ing both techniques, one can obtain a strong axial-
superresolution effect. The apodizer should be
selected carefully because it should provide, in addi-
tion, a rather weak central lobe. This is because a
strong central lobe in individual axial IPSFs gives
rise to strong sidelobes in the confocal IPSF obtained
after the product. Therefore we propose the use of

3 2 ] 0 2 3

DEFOCUS COEFFICIENT: W3J

Fig. 9. Axial-iiradiance impulse response corresponding to the
Biter given by Eq. (13). Note that, as a result of the destructive
interference between the waves proceeding frora the inner and the
outer parts of this Biter, zero irradiance is achieved at the focus.
In addition, the lateral lobes are quite strong and narrow.

destructive-interference apodizers, which provide an
axial response with zero irradiance at the focal point.

From among the members of the family of fiiters
with zero focal irradiance we select the one that pro-
vides the narrowest slope around zero.17 The
mapped complcx-amplitude transmittance of this fil-
ter, which can be recognized as the simplest of the
so-called Legendre fiiters,181s

(13)

This filter’s axial IPSF can be expressed in terms of
the spherical Bessel function of the first order as

(14)

9(0 = 28.

[A(u = 0, WX)12= U,(TTW2)[2

It is plotted in Fig. 9.

Analysis of Fig. 9 shows that an axial pattem with
strong, narrow, twin sidelobes and a narrow zero focal
irradiance is achieved. Thus the selected apodizer
clearly fulfills the imposed requirements. Now, by
simply apodizing the two arms of the confocal setup
with this filter and applying adequate symmetrical
defocusing, we obtain significant narrowness in the
core of the axial IPSF.

In Fig. 10 we plotted the axial IPSF that corre-
sponds to a confocal setup that combines destructive-
interference apodization with certain symmetrical
defocusing. We selected the valué of W0 = 4/3
because it permits the left-side maximum of one in-
dividual axially shifted IPSF to coincide with the
right-side méximum of the other. In this way a
strong irradiance peak is achieved. It is then appar-
ent that the proposed technique leads to a high and
narrow irradiance peak surrounded by relatively dis-
tant and weak secondary lobes, which is quite impor-
tant in relation to two-point axial resolution.

Also in this case we afialyze in Fig. 11 the axially
superresolving properties of the method in terms of
the Rayleigh criterion. From this figure it is appar-

10 October 1998 / Vol. 37. No. 29 / APPLIED OPTICS 6919

IX.6



Nonaoodized slnclly conlocal
100
Apodized and delocused / \

W43 fi

050

000
2.0 15 1.0 w035 0.0 05 1.0 1.5 20
DEFOCUS COEFFICIENT: W&

Fig. 10. Normalized axial IPSF corresponding to a confocal Sys-
tem under destructive-interference apodization and symmetrical
defocusing ofthe magnitude of WMD = 4/3. With the solid curve
we have also plotted the axial response corresponding to the
strictly confocal, nonapodized setup.

ent that a 24% improvement ;n the axial two-point
resolution is achieved.

Although it can be shown by numerical calculation
that the integrated-irradiance function is slightly
narrowed, we now prefer to center our attention on
the /(W20) function. As was shown in Section 3 the
1(W2o) function is given by the squared modulus of
the 1-D Fourier transform of the product of the
mapped transmittances. In this case, gi(Qg-;(Q =
4£2. It is easy to recognize that the function 4£2
corresponds to the profile ofan axially superresolving
apodizer, so it will provide a 1-D Fourier transform in
which the central lobe has undergone significant nar-
rowing. As in the previous case fsee Eq. (13)], the
function 4£z can be expanded in terms of the Leg-
endre polynomials17and then the function /(W) can

050

025

10 (03] 00 0.5 10 15
DEFOCUS COEFFICIENT. W2

Fig. 11. Irradiance image of two point sources. The points are
separated by d = 0.58. The 26% dip according to the Rayleigh
criterion is obtained. Therefore 24% axial resolution is achieved
[see Fig. 7(a)]i The dashed curve corresponds to the strictly con-
focal arrangement.
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/(Wj,,) function for the same setups that were uaed for

be expressed in terms of the spherical Bessel func-
tions as19

H W 20) =

3 Jo(2tt1V 20) g 72(211 W 20) (15)

In Fig. 12 we represent Eq. (15) and the function
corresponding to the nonapodized confocal system.
A 10% reduction in the FWHM is noticeable. More-
over, in this case the narrowness ofthe central lobe it
is not accompanied by a strong increase in the lateral
lobes. Finally, we wish to rcmark that it can be
shown that, also in this case, the transverse resolu-
tion is not affected by the proposed technique.

5. Conclusions

We have presented two novel, to our knowledge, op-
tical methods for improving the optical-sectioning ca-
pacity of CSM%. The first method successfully
combines two axially superresolving techniques:
symmetrical defocusing and axially superresolving
apodization. The second method incorporates, be-
sides symmetrical defocusing, an apodization tech-
nique specifically adapted to confocal architectures:
destructive-interference apodization. It has been
shown that both methods, which are useful in bright-
field and fluorescence CSMy, permit the achievement
of significant improvements in the optical sectioning
capacity.
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Reunit el Tribunal que subscriu, en el dia de la data,
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