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En esta memoria estudiamos, a indicación del Profesor M. Val
divia, los espacios semi-escalonados con valores en un espacio lo
calmente convexo y separado E^ • El origen de tal pregunta radica 
en el estudio hecho por él de dichos espacios en y [42] (*),
para la denomirada topología semi-normal, utilizando en algunós 
casos técnicas originales usadas en estudios anteriores de los es
pacios escalonados (ver [38j , [39]', [40j ).

A la hora de establecer los antecedentes de toda memoria o estu 
dio sobre espacios de sucesiones hay que remontarse necesariamente 
a los trabajos que dieron origen a tales conceptos. Son éstos los de 
Kothe y Toeplitz (ver por ejemplo £26J ) , aunque sistematizados des 
pues por el primer autor en £23] y sobre todo en .su fundamental mo
nografía [24] en la que utiliza métodos profundamente elegantes y 
directos basados en las propiedades del espacio 1* , No por muy co
nocida debe soslayarse esta mención. Trás esas fechas vino el desa
rrollo de una rica teoría que donó al análisis funcional de numero
sos ejemplos y contraejemplos para ilustrar sus conceptos y las di
ferencias entre los mismos. También acontecieron buen número de ge
neralizaciones entre las que se cuentan aquellas que llevan a tomar, 
las sucesiones en un espacio localmente convexo y separado E f.

Existen , entre otros , dos métodos para hacer esta generaliza
ción: el primero es sustituir el cuerpo de escalares por un espacio 
E que forma parte de un par dual ^E,F^ , tomando la forma bilineal 
en lugar del producto numérico usual, los escalones son en este caso

(*) Los números entre corchetes remiten a la bibliografía situada 
al final de la memoria.



vectoriales* El segundo es una combinación’de un espacio de sucesio
nes escalar y el espacio E utilizando para ello las semi-normas que 
definen la topología del espacio. En nuestro estudio dedicaremos 
espacio a cada uno de estos tipos. En el primero de ellos podemos 
citar los trabajos de Gribanov [15] , Phuong-Các [29 ] , Gregory [13]
' [14] y Gupta, Katman y Rao [17], [18] . En el segundo debemos citar 
a Pietsch [31] , que utiliza sólo la topología débil del espacio,
De Gande-De Kimpe [l]y [2 ] , Rosier E33] utilizando cualquier topolo
gía, Galusinski [12] , que utiliza técnicas de homología, y Leonard 
[27] , en el contexto de los espacios de Banach. Los escalones en 
este caso son escalares.

Las aplicaciones directas de estos resultados no se hicieron 
esperar, basta ver [3]/[4]/[5]/[6]í[7];[8])[l9] y [30] • También 
aparecen últimamente recopilaciones diversas en algunas memorias 
como por ejemplo [25] y [44] .

Como ya hemos indicado existen otros métodos de estudio de 
estos espacios pero los expuestos son los más usuales.

Algunos espacios de sucesiones escalares, como el espacio s 
de las sucesiones de decrecimiento rápido y ,el espacio de las 
sucesiones convergentes a cero, son utilizados por el Profesor 
Valdivia para representar espacios de funciones (ver por ejemplo 
[37] > .Recientemente en £43]da una representación de ^>fíl),en 

notación de [20] ,utilizando espacios semi-escalonados; esto de
muestra que el estudio de estos espacios no es en modo alguno su- 
perfluo, máxime cuando los propios espacios s y c0 se pueden 
considerar como semi-escalonados.

Nuestro trabajo está dividido en cuatro capítulos.
_ En el primero de ellos, en cierto modo preliminar, nos plante

amos definir en un espacio semi-escalonado escalar una familia de 
topologías a partir de conjuntos débilmente acotados del o í-dual

—



del correspondiente espacio escalonado, de forma similar a como se 
realiza en [313 . Como caso particular la menos fina de tales topo
logías es la semi-normal definida por Valdivia. Todas estas topolo
gías tienen los mismos acotados y sirven igual para el -espacio es
calonado de orden infinito definido por Dubinsky• [10J. Ambos espa
cios son completos y si no coinciden el primero es un subespacio 
cerrado del segundo que no es complementado. Damos también un teo
rema del tipo Eberlein para los conjuntos compactos y estudiamos el 
caso en que las secciones de un elemento converjan a él, viendo que 
el conjunto de tales coincide en ambos espacios y forma un'subespa
cio cerrado. Caracterizamos las topologías para las que un espacio 
semi-escalonado coincide con el subespacio mencionado. Finalmente 
estudiamos la separabilidad y dualidad para dichos subespacios ya 
que la convergencia de las secciones es esencial en los métodos que 
usamos.

En el capítulo segundo se hace la primera generalización con 
valores en un espacio E que forma parte de un «par dual ^E,F> se
parado, con forma bilineal ^ que hará las funciones de produc
to, con respecto del primer capítulo. Definimos unas topologías 
a partir de conjuntos débilmente acotados del d  -dual del corres
pondiente espacio perfecto vectorial. Si bien en el campo escalar 
•los resultados fluyen con relativa facilidad, es necesario aquí in
troducir hipótesis más restrictivas sobre el par dual para obtener 
resultados similares. Así para que todas las topologías tengan los 
mismos acotados es necesario imponer que F sea (F(F,E)-sucesionalmen 
te completo, comocomprobamos con un ejemplo. Las nociones de comple- 
titud se trasladan del espacio E al de sucesiones sin dificultad.
En cuanto a la compacidad es necesario utilizar pares duales refle
xivos y suponer que E es submetrizable respecto del par dual. Otra 
vez se pone de manifiesto, la importancia de los subespacios formados



por los elementos cuyas secciones convergen a ellos. Se obtienen 
condiciones de densidad sucesional y dualidad que son generaliza* 
ciones de los obtenidaos en el capítulo anterior.

En el tercer capítulo combinamos un espacio semi-escalonado 
*\0 del tipo definido en el primer capítulo con un espacio local

mente convexo E*: , exigiendo que una sucesión de E lK*sea delr .espacio 
si para cada semi-norma que define la topología £ al apli

carla a la sucesión nos proporciona un elemento de • Dicho espa- . 
ció viene dotado de forma natural de una topología que deriva de 
las de %  y Ej., Esta generalización ,como probamos con ejemplos, 
es sustancialmente distinta de la realizada en el capítulo anterior 
y parece más útil ya que además no necesita de tantas hipótesis 
adicionales para obtener resultados manejables; Así en general coin
ciden los acotados de todas las topologías, relacionamos estos aco
tados con los del espacio de sucesiones y obtenemos teoremas del 
tipo Eberlein para los subconjuntos compactos. Se estudian igualmen
te propiedades hereditarias como isomorfía, subespacios ,productos, 
densidad,separabilidad y completitud, teniendo gran utilidad, una 
vez más, el subespacio de los elementos que son el límite de sus 
secciones. Para dichos subespacios se da una representación de tipo 
tensorial. Estudiamos el caso particular en que la topología del 
espacio es la débil. Para dar una condición de respetabilidad de 
cocientes estudiamos las aplicaciones lineales continuas de estos 
espacios a partir de las de los espacios localmente convexos. Fina
lizamos el capítulo demostrando que todo espacio semi-escalonado es- 
calar tiene la propiedad de aproximación de Grothendieck, y que si 
el espacio la posee, igual ocurre con Durante todo el' ca
pítulo se supone como subespacio cerrado de definido
de forma análoga a,-- partir del espacio escalonado de orden infinito 
y del espacio E^ .



El capítulo cuarto es una continuación de las ideas introduci
das en el tercero. Estudiamos el dual topológico del subespacio £34^1 
de los elementos de 2o\&c\ qtie son el rMo-limite de sus secciones. Da
mos una caracterización de dicho dual y de sus equicontinuos, viendo 
que es un espacio de sucesiones con valores en E'. Buscamos seguida
mente qué espacios tienen como dual a lojEfít ,definiendo los espacios 

-fundamentalmente acotados generalizando a nuestros espacios 
una definición de Rosier para espacios perfectos. Damos una amplia 
clase que cumple tal propiedad y que contiene^por ejemplo, a espacios 
tan usuales como los metrizables. Finalmente estudiamos la heredación 
de las propiedades de tonelación de E^ a M  con la topología 
semi-normal utilizando técnicas debidas a los Profesores Marquina y 
Sanz Serna [28] para el espacio y la definición anterior de
conjuntos -fundamentalmente acotados. Se da también una aplica
ción a la conmutación de los límites inductivos con el operador *XQ •



NOTACIONES Y TERMINOLOGIA GENERAL

Como es usual IN , Q, » IR y (C , denotarán los conjuntos 
de números naturales,racionales,reales y complejos respectivamente* 
I K  indicará indistintamente el cuerpo de los reales o el de los 

complejos. Dados dos conjuntos A y B , A\ B será la diferencia con- 
juntista usual. Una función entre dos conjuntos se escribirá a menu
do como f: Á  --- > B .

Los^espacios vectoriales los supondremos definidos sobre IK .
Por o e CSJ entenderemos un espacio vectorial dotado de una 

topología localmente convexa y separada compatible con la estructu
ra algebraica; a tal ente le denominaremos espacio localmente con
vexo o simplemente espacio. Su dual topológico se denotará por Eí 
Los conjuntos y E ^  representarán el producto topológico y la 
suma directa de una cardinalidad de copias de E numerable,ambos do
tados de las topologías usuales. Si F es un subespacio vectorial de 
E, lo supondremos con la topología inducida por la de E y la deno
taremos de idéntica forma. Si F es £  -cerrado y consideramos el 
cociente,consideraremos sobre éste la topología cociente. Denotamos

/\ /vfpor E ,E ,E la. completación, casi-completación y la completación 
sucesional del espacio E . Si A es un subconjunto de E , su envol-

itura lineál se representará por Lin(A).
Si ^E,F> es un par dual separado denotaremos por (T(E,F) , 

ytíEjF) y £>(E,F) respectivamente las topologías débil, de Mackey 
y fuerte asociadas al par dual y por ^*(E,F) la topología en E de 
la convergencia uniforme en los conjuntos ^(F,E)-acotados de F.

Si y son dos topologías en E diremos que €) es más 
fina <̂ ue B±

- 9 -



Dados E y F espacios vectoriales E <g) F denotará su producto 
tensorial . Si E y P son localmente convexos, al producto tensorial 
lo podemos dotar con las topologías £. y , llamando entonces 
E <2̂ P y E (Ŝ P a los espacios resultantes.

Cuando hablemos de' un espacio de sucesiones % ,supondremos un 
subespacio vectorial de oú (espacio de todas las sucesiones en IK ) 
y que contiene a (espacio de las sucesiones en IK con a lo más 
un numero finito de coordenadas no nulas). Un elemento de tal espa
cio se denotará por (xyx). Una sucesión en /\ se representará como 
(xm ) o (x¡£), entendiendo que el primer índice o el superíndice 
determinan la sucesión en /! .Igual haremos si el espacio de suce
siones toma sus valores en E.

Dados dos conjuntos de sucesiones A y B denotamos por
A.B = ] (x«.) : xn= yK. zK con (yn )6A , (zn) e B $

Dadas dos sucesiones (a*) y (b^) por (a^ b^) entenderemos a^.b*1 
si b^ es distinto de cero y cero en otro caso.

Un subconjunto A de un espacio de sucesiones diremos que es 
normal si cuando contenga a una sucesión (x*.) contiene a todas 
las que resultan de multiplicar cada x*. por escalares de módulo 
menor o igual a la unidad. A es normal si Acl*°.A • Para un B cual
quiera n(B) será su envoltura normal, es décir el mínimo conjunto 
normal que lo contiene o la intersección de los conjuntos normales 
que lo contengan.

Dado un espacio de sucesiones denotamos por Á su. c( -dual/
'• (XnyrJé.l*' si (Xyjé/l}

Evidentemente para todo % , y si se cumple la igual
dad el espacio se dirá perfecto. Todo espacio perfecto es normal 
aunque el recíproco no es cierto en general.

Por cc , fl*° denotaremos los espacios de sucesiones conver
gentes a cero, absolutamente sumables y acotadas respectivamente.

- A o -



El resto de definiciones se darán sobre la marcha, si bien 
básicamente seguiremos las monografías [ 2 0 j y [24] - [ 25 ] en lo 
referente a espacios localmente convexos, [32] para espacios nu
cleares y {35] para productos tensoriales* Para espacios de suce
siones utilizaremos básicamente £24] .

-•¿i-



C A P I T U L O

TOPOLOGIAS EN ESPACIOS SEMI-ESCALOÑADOS ESCALARES

1.- ESPACIOS SEMI-ESCALONADOS.

Partiremos de un SISTELIA DE ESCALONES A en el sentido de 
Pietsch [3Zj p.97 > es decir de un conjunto de sucesiones reales 
cumpliendo:

(i) an ^O , n=l,2,3,..... siempre que (an)€A
(ii) Si n0 € itsl entonces existe un elemento (a*) en A tal 

que s.fi0 > 0
(iii) Si (aj) , (aJ|) .......(a«) son elementos de A , exis
te un (an) en A tal que

an J/ max aj a* J n=l,2,3....
Siguiendo a Latimer y Ruckle [£ft] diremos que un subconjunto 

B de A es COPINAL si para cada (aft)é A existe un elemento (bn) en 
B tal que an £ t i bn para algún «O o.

Diremos también que A es 1-SEPARABLE si admite un subeonjun
to cofinal numerable.

A partir de un sistema de escalones A se define el correspon
diente espacio escalonado

^ =}(xn)£u): (a,^)^ l1 para todo (an ) € A )  
y en él la topología NORMAL definida por la familia de semi-

c

normas :

-42-



■ rPa ((**)) = an|xn| (.a*)eAa nsi
de tal forma que es un espacio localmente convexo completo 
ya que es perfecto < | > J  p.413) . En el caso en que A es 1-sepa- 
rable el espacio es además metrizable y por lo tanto un (F)-espa-
cio. Un sistema de escalones A diremos que és NUCLEAR si

A C  l4 . A
Así con esta notación el criterio de nuclearidad de Grothen- 

dieck-Pietsch (ver U & J y l X I  ) se puede enunciar;

Proposición 1.1 El espacio 2 ^  es nuclear si, y sólo si,su 
sistema de escalones definidor A es nuclear.

También es sobradamente conocido que es nuclear si, y
sólo si eV0 se puede definir por la familia de seminormas

• q* ((**)) = sup \ anJxrt| \ (a^) £ An 7
A partir de esta idea M. VALDIVIA define en [4l]y[42] el 

espacio SEMI-ESCALONADO asociado al sistema de escalones A como

%0 = ](xn)eu): (anxn)eco para todo (a^)eA]

y en él la topología SEMI-NORMAL definida por las seminormas q - X-
C

es así un espacio localmente convexo completo.
Utilizaremos también el espacio ESCALONADO DE ORDEN cO 

(definidos para el caso 1-separable por Dubinsky )como

^  = | ( x n)etO : (anxn) e 1°° para todo (an)e A J
que es el bidual del espacio (ver [4i j ) en el caso 1-separable.

Proposición 1.2 Si el sistema de escalones A es nuclear enton
ces A = = loo .
demostración: Es evidente la inclusión ^ C  1.6
Inversamente si (xn)G sea (a„)€. A ; al ser nuclear existe un 
(bA )6A tal que (anb^J)el1 , entonces (anxn )e l1 ya que se pue



de expresar como (an\ b wxn), siendo (a^tuJ^l1 y por otro lado 
(bBxA)ei- . m

Recíprocamente obtenemos:

Proposición 1.3 Si el sistema de escalones A es 1-separable y 
^ ^  ,entonces A es nuclear,
demostración: Podemos suponer A numerable , es decir

A = l  ( bKn) : k= 1,2,3......  }
Si A no fuera nuclear existiría un kD tal que

H l 1 k=l,2,3.....
Por la condición (iii) de definición de A podemos suponer la su
cesión (b^) creciente.
Determinamos una sucesión de enteros no negativos

n0< n z 4 ............< .......
con no=0 y cumpliendo

n , r íz

n  ^ in, ̂  ^  ?••••••••••••
n a l  n « n ,4 i

Hic

  ...........
Tomemos ahora el elemento (c^)€C0 tal que si n* n K

c„ = l)«a si bKn £  0
cn = 0 si bKn = 0

Entonces sup bKv. cn 4 sup ( sup bKnc* , 1 ) < + ct> / k=l,2,....
luego (cn) 6 mientras que (c„)£Jl ya que (b^cv,)^!1 lo
cual va en contra de la hipótesis. ©

Corolario 1.4 Si el sistema de escalones A es nuclear , los espa
cios y son isomorfos.
demostración: Los espacios vectoriales coinciden según 1.2 y
el hecho de que las topologías coincidan viene dado por la condi^ 
ción de nuclearidad de A. (ver también [32]) . ■



2. TOPOLOGIAS Vio .

En los espacios \ 0 y X* vamos a definir unas topologías 
localmente convexas de forma análoga a como se definen para los 
espacios perfectos (ver por ejemplo )* Como caso particular 
la menos .< fina de dichas topologías será la topología seminormal.

Sea A un sistema de escalones en el sentido de 1. Construimos 
'los espacios X , r , J. , i. . (El espacio A*, lo. podemos ob
tener usando como sistema de escalones los elementos positivos 
de T  ). Llámaremos SISTEMA TOPOLOGIZADOR a una familia T'ty 
de conjuntos (T( 1* « H )-acotados de X cumpliendo:

(i) U  {m : Melii ] = X *

(il) g M e siempre que Me y p> o

(iii) Si y M2 son dos elementos de y r l existe un M 5 
en *̂ 1 tal que • M^U M^c

Diremos que ^  es NORMAL si siempre que contenga a M con
tiene a su envoltura normal*

Dado un elemento de (xn ) definimos

qM ((xn)) = sup | sup | a * |  : (a,)6M |.
para un M 6 •

Proposición 2*1 Sea ^  un sistema topologizador* La familia
{ qM : Mety ] es una familia de seminormas en X** (.ya fortiori 
en Xo ) que definen una topología localmente convexa separada* 
demostración: Es evidente que si M € entonces

q M ((xn)) >s 0

q„'(<*(i^)) = loí I. q M ((*,,))

q H ((*«») + (y«)) ^
para (*„) , (y^) en V «telK.

- J S ~



toma valores finitos en para M • En efecto:
Si no fuese así existirían (a**) M tales que

sup l a^x^l > k * ' para un cierto (xn) e %oo ,
*v

Construimos (bn )6iO con
y- laKn>| ^ba = / i|¿,3...
k=i k l

Al ser M «•( a x , a  )-acotado, lo es coordenada a coordenada y por
■tanto existen reales positivos pn. de tal forma que

I a«*l S n= 1,2,3,.......
por lo que b^está bien definido. Por otro lado si (ŷ  )a

OO

n-=.| |a„. y » | £ f  para (a„)6M
y por tanto

oO oO

z: Z  <■*-"*i k*, k z v K=| k
es decir (bn) é A* .

Sin embargo tenemos que (x*) i  K  ya que
oe

sup lb„xn | = sup 2 1

oe sup |aKwi xn|
Jes» ^ *

>  k

para k= 1,2,3*....*....
en contra de la hipótesis.

Veamos ahora que la familia ] qH : M €; separa puntos.
Sea (xn) € no nulo; entonces existe un natural n 0 con x*^ £ 0 
Escojamos un (an) € A C  tal que a>7#>0 (se puede hacer por 
la condición (ii) de A ) ; por la condición (i) de definición de 

existe un MCr'hJ tal que (an)£ M , entonces

qM ((xn)) >, sup le^x*!^ a^ x„0 ^ 0 
Por todo lo visto anteriormente la familia |qn : 

es una familia saturada de seminormas en ^  que define una topo- 
logia localmente convexa separada (



Nota. La demostración anterior se puede simplificar en cuanto a 
la finitud de las funciones si el sistema de escalones es 
numerable ya que entonces cada (T( 1*, X )-acotado está contenido 
en la envoltura normal de un homotático de algún (an)£A. (ver
C ^ 3  )•

A la topología determinada en la proposición anterior la 
denotaremos por y a los espacios y X. dotados de dicha
topología los denotaremos por 3o 7^ y • La menos fina de
estas topologías es la determinada por la familia j e  de los 
elementos positivos de X* que es la topología semi-normal J ( l .

En [ 4 0 y [ « ]  se estudia con amplitud las propiedades del espacio 
como dualidad, semirreflexividad, Montel, nuclearidad, Schwartz 

etc. reestructurando los métodos para espacios perfectos desarro
llados en

La más fina de todas es evidentemente la topología deter
minada por la familia de todos los conjuntos CT( , X )-acotados.

Consideraremos también la topología determinada por la
familia de todos los conjuntos <T( , % )-relativamente
compactos de A*.

Es evidente además que en el espacio X la restricción de 
la topología es menos fina que la 7^ -topología definida
por Pietsch.



3. IOS ESPACIOS %>W[n Y .

En este apartado consideraremos el espacio como
subespacio del mismo. Es evidente que ambos son normales y con
tienen a P .

Proposición 3.1 es n .o  —cerrado en ^ ,
demostración: Sea (xn) un elemento de la ^ 0-adherencia de 

Ao en y sea £>0 , entonces para M e  n . existe un (y^)
en A© tal que

q M ((x^My*)) <  £.
Sea (an) €* A** existe un M £ 7>£ con (aK)é. M y entonces

|an xa | £ lâ . (x^-y^jj + javv y^J n = 1,2,3.....
luego

Jan x^|i|a^ y^|+ qn((xn) - (y*.)) < |an yn 1 + £
y por tanto ( a * x n)fcc0 ,es decir (xn)fe %0 . Q

Para estudiar la complementación de A© en Xco vamos a 
seguir una técnica debida a Whitley (ver [21] ) para c0 .
Lema 3*2 ( [«■] ) Para cada número real c< , podemos encontrar
un subconjunto N* de INI de tal manera que sea infinito y que 
para dos reales distintos d y p , N* A  sea finito,
demostración: Tomemos el conjunto de los números racionales que
sabemos que es numerable como una sucesión. Sea

E„ = ] r„.eá): si nfm y (rn)— » oí ]
basta ahora tomar N* = | n £ lN : rn € E* J @

Proposición 3*3 Si el espacio A© no coincide con Xo entonces 
A ©  no se puede escribir como intersección numerable de núcleos 
de elementos del dual de
demostración: Sea (bn) un elemento de X© que no está en A©
y tomemos xK = (xKVV) • con etc IR. tales que



x*^ = 0  si n ^ , x4n = si n €
siendo N*c los conjuntos obtenidos en el Lema anterior*
Entonces ) £ 2L0t>v*/l.o para cada d £ IR. •

Supongamos que existen funcionales f^ f2 .....  fn ....
en Xtjh tales que¿o oO

20 = C \ Ker fa 
n9% * /Para cualquier elemento f de A»ty0 <lue f((xn)) = 0 si (x* ) 

pertenece a ,sea
Q(f) = { cí6\R.: f(x<) ,6 0 I

Si Ak= JdelR. : l  n = 1,2,3......

entonces Q(f) = y

El cardinal de A*, es finito: sean ........ elementos de
An ; consideremos

f (*<•)/p>¿ =   i á i $ k

ySi x fox*. entoncesr t K
f w  - r  if ^ i  *  -rV*»|

Definamos ahora (yn ) de la siguiente manera:
Si existe un único i tal que n £. 1 £ i £ k entonces
y^ s b^ siendo cero en cualquier otro caso.

Salvo para cuando n £  (que es finito l£p,q£ k)
se tiene que y^ = x^ y por lo tanto si y = (y*.)

y - xeílo por lo que f(x) = f(y).
Sea ahora <T = qH ( (tvv) ) para un M 6 ^  (se puede elegir de 
forma que sea distinto de cero) , sea

B = |  z 6  ico : q |̂ (z)¿<f] y tomemos 
q'fco(í) = sup 1 f (z) J

entonces f(x) = f(y) 4 Qfio(f) pues x e y están en B,
,í-y por lo tanto k ̂  n.q^a(f)
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Como q^oCf) es finito entonces la desigualdad anterior nos 
asegura que es finito. A partir de aquí podemos deducir que 
Q(f) es numerable por lo que al ser IR no numerable existe un 
OC real que no está en U  Q(fn) y por tanto

n Ker pero ^ ®n-s. i
Proposición 3.4 Si el espacio no coincide con enton
ces X0 es un subespacio cerrado no complementado en •
demostración: Por la proposición 3.1 lo es cerrado en X*> 7>20
Si fuera complementado existiría un subespacio H de tal que

'Xeo = lo ®  H (top)
Sea T el operador de 1® en !<*> tal que si z ̂  , z = ẑ-f- z4
con . zp e %  $ H entonces T(z) = z¿ . T es lineal y con
tinuo.

Para cada natural n sea gn el elemento de X»%, tal que
gn (z) = z*. , z e 1® n= 1,2,3......

Si g^(z) = 0 entonces z*. = 0 y por tanto
o»

10 = Ker T = ' D  Ker ( gnoT)
nsa»

lo cual es imposible por la proposición anterior.

Corolario 3.5 Sea A un sistema de escalones 1-separable 
y la topología semi-normal en \co • Entonces 1D es com
plementado en si, y sólo si,no es semirreflexivo.
demostración: En c « ]  M. Valdivia demuestra que con las hipó
tesis del corolario el bidual de con la topología semi-normal 
es Jcd • Basta entonces combinar este resultado con la propo
sición anterior.

Vamos a estudiar ahora las propiedades de completación de 
las topologías . Los espacios X>cjiQ Y Xoca£ son en particular
completos ( ver
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Proposición 3.6 El espacio Xo 7 es completo, 
demostración: Sea j (y¿f ) : <?€ d } una red de Cauchy para
la topología en , es decir dados £ > 0  , M
existe un £ D tal que

( ( y * ) -  ( y £ ' ) )  <  £  O )

Para un natural p fijo tenemos que
y f  -  y f  < c/ar ar e

por lo que la red \ y^ : D ̂ es una red de Cauchy en IK
yipor lo tanto convergente a un cierto y? en IK •

Formemos la sucesión (yn ) en ^
Sea (an )fe entonces

sup 1 a*. yn| ^ sup | y/ | + sup [ a n (y* - y^ ) I
*  *\ K *

tomando límites en (1) para y M tal que (an)£M
sup | a„ y*| ¿ sup l a„. y/ | +  £

y por lo tanto (ŷ .) £ X*. Por otro lado si H é H
q H ( ( y /  ) -  ( y * ) )  <■ £  .

lo que quiere decir que la red 1 (y«f ) : íie D j converge a (yn )

en la topología K  • 0

Corolario 3*7 El espacio es completo,
demostración: Es consecuencia directa de las proposiciones
3.1 y 3.6 . 0

Corolario 3.8 Si el sistema *de escalones A es 1-separable 
entonces tanto Xoca/¡¡ como X ) ^  son (F)-espacios.
demostración: Basta tener en cuenta 3*6 , 3*7 , y el hecho de que
la 1-separabilidad de A implica la metrizabilidad de la topología
semi-normal. ü
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4. CONJUNTOS 'frío- ACOTADOS .

Vamos a comprobar que el concepto de acotación en cualquier
topología del tipo es el mismo*

-Un subconjunto B de Aoo (respectivamentec de !0 ) diremos
O Xque está ACOTADO si para cada (avx )£ X > existe un £>0 tal que

sup \an xvv| ¿ p para (xn. ) € B.
Este concepto coincide evidentemente con el de acotación.

Por la propia definición es evidente la siguiente
Proposición 4*1 Un subeonjunto B de ' L  está .acotado si-, y
sólo sijSu envoltura normal está acotado.

La relación entre los acotados de las topologías y en
particular el concepto anterior es:
Proposición 4*2 Si \  es un sistema topologizador cualquiera 
entonces un subconjunto B de ^  es acotado si , y sólo si es 
acotado para la topología
demostración: Si B es acotado al ser la topología ^ lo

más fina que la topología es evidente que es acotado.
Recíprocamente si B es acotado, sea ^  1111 sistema topologizador.
Si B no fuese n >  - acotado podríamos encontrar para cada natu
ral k sendos (xKn )6B y (aK a )éM para un cierto M e  
cumpliendo

. . ksup Ja** x<w|,> k.2 k = 1,2,3....

Al ser M /tx, ) - acotado , lo es coordenada a coordenada
y por lo tanto existen reales positivos 0*. n = 1,2,3....
de forma que para todo (aa )6 M se cumpla

n=l,2,3j....

para n = 1,2,3.....
Sea

1 ^ (V
«d

■ E  *
K»l

Kn.
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Por lo dicho anteriormente brt está perfectamente definido y 
|b„|í P«. Además (b^)^ 0^ 5 en efecto, si (y*)€ *X

«o

|an y«.|^P p a r a ( a ^ ) € M  y un cierto p> 0.
r»=.|

luego

¿ L u . y , i  ( ¿ ^ ) ¿  e*=• ' x=i 2H /
‘Al ser B acotado existe un real positivo p0 tal que

sup l b^ x A U  Po (x*)£B (1)
K *

sin embargo
«o

I ^ i / * la<*v XKnl S.sup 1 b„ xK„| = sup /    —  I
"  V k T T -  2 '

1>  sup — - laKu x Kn| > k

para k = 1,2,3.....
lo cual contradice evidentemente (1). A

La proposición anterior nos permite hablar del concepto de 
acotación si especificar la topología en la que estamos siempre 
que ésta sea del tipo n».
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5. CONJUNTOS 'ty»- COMPACTOS.

Trabajaremos en este apartado esencialmente con el espacio 
Obtenemos primeramente un teorema del tipo Eberlein. 

Proposición 5.1 Si B es un subconjunto acotado en *\0 son
equivalentes las siguientes condiciones

(a) B es ^ lo - relativamente compacto.
(b) B es relativamente numerablemente compacto.
(c) B es H , - relativamente sucesionalmente compacto.
(d) Si (xKtl) k = 1,2,3  es una sucesión en B que

converge coordenada a coordenada a un cierto *X0

entonces converge a (x„) en X,.
demostración: (a) (b) evidentemente.
(b)*=^(d) : sea (x< n ) 6B k = 1,2,3, una sucesión
de tal forma que para cada natural n

XÍm X KK = x n-
Si (y*) es un punto adherente de la.sucesión necesariamente

x^ = y^ n = 1,2,3,......
Si (xKVV) no convergiese a (x*.) en la topología 1%, podríamos 
obtener una subsucesión convergente a (z»t.) ¿ (xa) lo cual no es 
posible al ser (x^) el único punto adherente posible.
(d) =^(c) : Si (x:Krv) k = es una sucesión en B , al
ser este acotado lo es coordenada a coordenada. Entonces aplican
do un proceso diagonal de forma tradicional hallamos una subsuce- • 
sión convergente coordenada ¿ coordenada en . Por hipótesis dicha 
subsucesión converge y por tanto B es K -  relativamente
sucesionalmente compacto.
(°) ^  ( a) : Consideremos un filtro -I P^l en B. Vamos a
demostrar que existe un punto n>- adherente a en .
(el método a seguir es. el standar en este tipo de casos)
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Dado (x^) B definimos su sección n-finita
(x1 ,x2, x^elK*' , n = 1,2,3....

Considerando estas n-secciones para cada elemento de B obtenemos 
los filtros Sw=l
Consideremos el conjunto Gnde puntos de IK adherentes a *5̂ . •
Para cada n el conjunto es acotado.
Consideremos B de tal manera que

( y£° * y£* > • • • •  n = 1,2,3, . . . .

Por hipótesis la sucesión yw  admite una subsucesión convergente 
que por comodidad^para no enmascarar la notación;escribiremos de 
la misma forma, es decir

- lim y1̂  = y y 6 *\0

Sea z(̂  un elemento de F* tal que

1 * = i »2,3....
entonces ^0o - lifli zM  = y1 w

y por lo tanto y es V,\0 - adherente a í* • S

Daremos ahora una condición para que la envoltura normal de un 
acotado en *\0 sea relativamente compacto en la topología ĈLq 

según las propiedades de las "colas” de sus elementos.
Proposición 3.2 Sea B un acotado en .

Su envoltura normal n(B) es n>- relativamente compacto si, 
y sólo si para cada M £ existe un n0 £ Ibl tal que

sup |an xj  ^ 1

para cualquier (a*)é M y (xh)6B,
demostración: necesidad; si no fuera cierta la condición para B
siendo n(B) ^^-relativamente compacto , existirían para cada
i natural ( a ^ ) 6 M  (x £* ) €B tales que

sup 1 ac>l x¿„| y  1 ■
i =1,2,3......
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Sean elementos de IK tales que 
£cw= o n ^ i

t-U a Cw xiV = I aC«. xCnl n > i

entonces sup J a^xCn.Wl (1)
IV

La sucesión ( £Cnx C»u) i =   converge coordenada a coor
denada a cero y está en n(B) , aplicando la proposición 5*1 
(coimplicación (a )4=P(^ ) ) tenemos

f*Ylo - lim íuv3:úv= (°) 
c

luego dado M
sup|( sup 1 a„. : (a,JeM}-<l (2)

para i >/ i^.
Tomando ahora i y i^ , para (a¿K)6 M las expresiones (1) y (2) son 
contradictorias.
•Suficiencia: sea (yy^) d = 1,2,3,.... una sucesión en n(B) 
que es acotado; la sucesión puede ser elegida de forma que sea 
convergente coordenada a coordenada , es decir

lij11 y.-n. = y«. n=l,2,3.......J
Podemos encontrar una sucesión (xj^) j =1,2,3,.... en B con

j,n = 1,2,3,.....
Dado M €: 0^ existe un n0eltJ tal que

sup ta*. x n \¿ 1 (a^)G M , (xa ) 6 B

y por tanto sup la^y^J^l (an) 6 M  , j = 1,2,3,....

y por la.condición de límite sup | an yK|< 1

Si tomamos ahora (aK)£ M , existen reales positivos tales que
|&n| á ?n. n = 1,2,3,.....

Existe entonces un natufal j c tal que si ¿

*-'1,2,3....
y por lo tanto



sup I an.Cy,*- y ) | ¿ 1 } por otro ladoU«VÍHo J
sup la^Cy-^ - y*.') [ ¿ sup 1 a„. y- | +  sup |a^ y^\K>V\© fc>*lo *>**0

siempre que ( a j G M  y j & jc 
y por lo tanto

sup ja^Cyj^- 7n^ \ <  2 ( a J é M  , j % jQ
•V

Además evidentemente • (y ) £ X> ya que si (a^)^ entonces
•(a ftyj^)^cb > y P°r ‘tanto (ê y*. ) é cc .
En definitiva (y*.) es el X -límite de la sucesión (y^) 3=1,2,.,
lo que nos indica que n(B) es relativamente sucesionalmente
compacto , luego por 5.1 es relativamente compacto. §

Observación 5.3 Como es obvio la proposición anterior se puede 
enunciar de forma que la acotación 1 sea sustituida por un núme
ro real positivo £ prefijado.

Observación 5.4 El resultado 5.1 es válido para los espacios
como se advierte al inspeccionar la demostración , no ocurrien 

do igual con el resultado 5.2 ni siquiera para espacios de Banach 
(El ejemplo inmediato es la envoltura normal en 1 del vector g  

cuyas componentes son todas la unidad)
La condición (d) de 5.1 se puede expresar a su vez utilizando 

redes en vez de sucesiones.

Recordemos que H  representa la familia de todos los con
juntos <r( 1*, /l ) - relativamente compactos de .

Proposición 5.5 Supongamos que • Sea (xn) un elemento
de . Si B = n ( ( x n ) ) , B es 0 ^ -  compacto, 
demostración: Las proyecciones

r t y . ! i ’ T’k -------------------»  I K  i t * ( ( x , i ) )  =  x K

k = 1,2,3,.....
\son continuas
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Si üj es una red en B que converge a (y^) , como
|xSnUlxw| , entonces Jyn]<|xn | luego (y* ) e D(B) ~ B  
Por otro lado si B no fuese n>- compacto entonces para todo 
k natural existirá un (aKrv) en un cierto tal que

sup |aKnxn|>l

La débil clausura de n(M) en i* es <T ( , % ) - compacto < D O
$30.6.(2) ) , luego podemos tomar una subsucesión (ar̂ n) k=l,2,....
convergente en la clausura de n(M) a un cierto (a,v).
Sea j > k  para k natural fijo

sup ]a*¡n xnl>l , por lo quen>nH J
sup Ian Xyvl ^1 para todo nt,n>n*

Vlo cual no es posible ya que (an)€A y ( x ^ e ^  y por tanto (anx>l) 
es un elemento de cD . B

Corolario 5.6 En las condiciones de la proposición anterior la 
envoltura normal de cualquier* conjunto finito de *\o es ^ - c o m 
pacto.

Observación 5>7 Al igual que hemos visto en la Observación 5.4 
los resultados 5*5 y 5.6 no son válidos para los espacios Xc* ni 
siquiera cuando se toma la topología seminormal. En el apartado 
siguiente veremos que la razón de que esto ocurra está intimamen
te ligada con el hecho de que un conjunto o bien todo el espacio 
contenga o no a aquellas sucesiones que son límite en la topología 
OPZo <*e sus secciones. Tal situación es análoga a la que se plantea 
para los espacios perfectos (ver por ejemplo L 3 1 J ) ,
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6 . LOS SUBESPACIOS Y [  ^ T fo l

Dado un elemento de \<* (respectivamente de 10 ) (xn) defi
nimos sus secciones como las sucesiones

(x£ ) = (xlfx2, 5X^,0,.... 0....) k = 1,2 ,3......
Se deduce inmediatamente del apartado anterior que las secciones de 
un elemento no tienen porqué converger a él en una topología 

Así pues introducimos los conjuntos

^ (x*) c : tt% - lim (x*) = (xrt) \

e igualmente se define í'b'tyJL Es inmediato probar que ambos son 
subespacios vectoriales normales de x * y respectivamente.

Salvo que se indique lo contrario %  se supondrá normal. 
Proposición 6.1 es el conjunto de aquellos (x^&jlptal que
n((xrt)) es. 0̂ -  compacto.
demostración: Es inmediata a partir del resultado 5.2 ya que ade
más n((xn,)) es siempre - cerrado ( la prueba se ha hecho en 
5.5 para pero sirve para cualquier

Cuando consideremos los subespacios [Xobzj y los supon-
dremos siempre dotados de la topología inducida por

Proposición 6.2 si, y sólo si y .
demostración: la suficiencia es inmediata aplicando 5.5 
Necesidad: supongamos que D o *a =■ x> y sea M ; si no fuese
<?( X* , 1 ) - relativamente compacto podríamos encontrar (ak:̂ )€M 
k = 1,2,3,.....  de tal forma que

laK»v xnl*>K
para un (x^) el. ^
Tomemos (b^) tal que bn = ̂  feíüJ n --1,2,3,

K= I
(b^) e lX (ver por ejemplo 4.2)

2
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sup I bn x„| = sup s. 1
*\>K f?-- 23c/'1

Como (xK)e IlCylo la condición anterior indica que (xn)í[X))í], lo 
cual va en contra de lo supuesto#

Proposición 6.3 £1*0 tyo j es - cerrado en ^ 00
demostración: sea (x^) un punto adherente a en X

Para M €■ ^ 0 e xil s 0 e un ( )  &  tal que
q H ((Xn.) - (y*)) <

Como (ŷ  )e£ü^^lentonces existe un n0 natural tal que

t¡0

sup \ a 1 í y ^ \ < £ /  (a^)eM

luego
sup l an xn| sup I an (x*.- yrt) | +  sup |aK y#v | <
h>h& v»?Hp *7k.

< q M ((x«.) - ( y * ) )  + sup |an y„.| < £
y por tanto (xn)£

Proposición 6.4 cerrado en *X0

demostración: es exactamente la misma que la de la proposición 
anterior. 0
Corolario 6.5 C ^ k ] es completo
demostración: basta combinar 3*2 y 6,3 • B

Corolario 6.6 [ % \ ]  es completo
demostración: basta combinar 3*3 y 6.4 B
Corolario 6.7 Para toda topología n ,  se tiene que

[  !«*)%, 3 - 1 ̂ >^o]
demostración: está implícita en la demostración de 6.3 • B
Corolario 6.8 Si entonces, y sólo entonces^
demostración: resulta a partir de 6.2 y 6.7 . B

Vamos ahora a resolver la cuestión planteada en la obseva-
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ción 5.7 acerca del porqué de las restricciones en las hipótesis 
de los resultados 5.5. y 5.6 , probando que los subconjuntos H o  -  

relativamente compactos están localizados en el subespacio

Proposición 6.9 Si B es. un subconjunto normal K -  relativa- 
mente compacto de (respectivamente de ¡Xo ) > entonces

B C  [
demostración: si (x^) es un elemento de B , entonces n((x^)) es 
n o  - cerrado y al estar en B , - relativamente compacto ,

luego (x^G [ % % ]  • ®

Proposición 6,10 Para cualquier ^  se tiene 
Co • X  C C 9 Pp • /̂O0 C

demostración: sea (xn) e % , (z»v)e c0 .Tomemos M é  ̂  , si k es
un natural arbitrario

sup I a* x n z„l ¿ sup Iznl • qM((xn)) para ( a j G M
El segundo miembro de la desigualdad anterior tiende a cero al 
hacerse k arbitrariamente grande , luego las secciones del elemen
to (z*, x* ) -convergen a él. El razonamiento para oo CS
totalmente análogo. 1

Proposición 6.11 Sea B un acotado normal en X# , y sea (zn)
un elemento de c0 fijo. El conjunto (z).B - B0j es relativa
mente compacto.
demostración: Boz es un acotado normal y además B D o h J  c
Sea M e , si (yn ) 6Boi para cada n y^ = x^ z* siendo
(xn) 6 B y (zA ) e-C0 .
Por otro lado si k e \N

sup la* y*| tiende a cero si k se hace grande.*>K
Basta ahora aplicar la Proposición 5.2 .- B
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7. SUBESPACIOS - SEPARABLES.

Utilizando el método de [ « ]  30.5.(11) y [51] Satz 1.32 
demostramos la siguiente
Proposición 7.1 D o 1»)»! es un subespacio sucesionalmente
separable.
demostración: sea (xh ) 6 [̂olfrío] y sea para cada n 6 INl f 
racional en el caso en que ik= ia , o bien de componeiées racio
nales si ik = <d , tal que

f \ ,x*'[x* - P j <   n = 1,2, ,k
x k

= 0  n = k+1, k+2 .....

Sea (xKn) = ( ̂ K\ > k̂.1     (kk 9 .... ..........^
Tomemos M , existe un >̂> 0 tal que

sup | an x^l^ p  para todo (aK)€ M
v\ 1 \

Entonces tenemos que
\ 1 Psup |art (x*. - Pxim-ir sup |an 31̂.1 ̂J£w<k.

Escojamos k¿ de tal forma que si . k,^ k f para un £ ;► 0,
Al ser (xn)é L^oTn,] sus secciones K -  convergen a él luego exis
te un natural k^de tal forma que si k z £ k

sup | a* x„ | «í £ , (an) é MK>K
Tomando k ̂  kQ = max( k^ k¿ ) se tiene

sup ja^ (x^ - xkh) | < £ , (an)£ M
es decir (xa) es el -límite de la sucesión (xKn).

Hemos demostrado pues que el conjunto de los elementos de 
con coordenadas racionales es sucesionalmente denso y su 

cardinal es evidentemente numerable. 3

Análogamente a (j2^J30.7.1 se puede obtener para los espacios 
semiescalonados y sus topologías la siguiente

- 3 2 -



Proposición 7.2 Para un espacio semi-escalonado son
equivalentes las siguientes condiciones:

(a)
(b) Una sucesión (xKn) k = 1,2,.... en 2c es ¿Ko-conver~ 

gente si, y sólo si es <a,- convergente.
(c) Todo -compacto en es <3* - compacto.
(d) D o C & J  = X

(e) es sucesionalmente separable,
demostración: directamente aplicando la Proposición 5.1 se tiene
(a) (b) <£=> (c)
(c) (d): sea (x^)^ y sea (x*) k =1,2,3,.... la sucesión
de las secciones de (xK). Como = i. (ver 6.2) el conjunto

j (xn), (x£ ) k = 1,2,3,.... J 
es - compacto en y por'hipótesis (SJ0 - compacto , luego

6 ^ -  lim (x* ) = (x„.)
es decir (xK)
(d) r=^(e): Es inmediato a partir de la proposición 7.1
(e) (a): sea (xj^) j = 1,2,3, una sucesión én 20 tal que
todo elemento de es el límite en la topología <8b de una subsu
cesión de (xjK ).
Si (y*)^ ^ ,espacio escalonado correspondiente, (yn )£ lüSgó

lim (x̂ n.) = (yn.) y v o r tanto

(3 - lim (Xj‘k«/̂ k ) = (yw) ®s decir el espacio 
es sucesionalmente separable. Aplicando ahora 30.7.(1) •

= <3> y de ahí A - <8. . *
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8. EL DUAL TOPOLOGICO DE

En £41] M. Valdivia demuestra que si A es un sistema de esca
lones 1-separable ( y por tanto el correspondiente espacio semi- 
escalonado con la topología semi-normal es un (F)-espacio) , el 
dual topológico de h j Q  coincide con el oC-dual de 3.0 , que es 
a su vez el tf-dual de 1^. Desgraciadamente no parece fácil carac
terizar el dual en el caso general o incluso cuando la topología 
no sea la semi-normal. Vamos a dar en este apartado ciertas propie
dades del dual del espacio EU-oTMol , caracterizándolo en algunos 
casos y obteniendo como caso particular el resultado de Valdivia.

Proposición 8.1 Si f es una forma lineal continua sobre L 
existe un elemento (y*)6 tal que si . (xn) «['Ao'Dio]

CÓ

f((xn)) = y  yrt Xa 
|

siendo tal representación única.
demostración: denotemos por e* • n = 1,2,.... el elemento de cO 

que tiene todas sus componentes cero salvo la n-sima que vale la 
unidad. Sea para cada n natural y*. = fíe*)
Si (x*) es un elemento de floTifo] y ) son sus secciones , como 
f es continua f((x*)) = - lim f((xJJ))K
y por lo tanto ^

fCCx*)) = lim Z L  y„ = Z I  y*. Xn,
h

Por otro lado si (zl|) e ^ 0 sea (ofn)£c^ cualquiera y £»v tal que
|cU y*. zn l = z*

Por la Proposición 6.10 la sucesión (£koí*z*i.)£ luego
cO

¿ L  \ M \ y *  z«v| = 2 _  z* =hsi i\-\
xque es finito y por tanto (y*)^^# Además la representación es 

evidentemente única.
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Según el resultado anterior podemos identificar el dual del espa
cio »w0] a un subespacio vectorial de X0 y es por tanto un espa
cio de sucesiones.

Dado un elemento (aK)é A , con coordenadas positivas se defi
ne el espacio

\>o, = l (xn) €-u) : (anX^ )éc0 ]
Proposición 8.2

(aR)e , av^O n= 1,2, ) C
demostración: si (un) €■ ,entonces (u«. a*1 ) 6 1*.
Sea M e W l tal que (aA)é M , y tomemos la forma lineal 5P en
tal que -̂22.

'P ((x^)) = 2 _  un x^Wta |
entonces «*>po —

( á Z. un xn ] ^ 2 _ l uA a;'l-Un *nl 4  K.sup|a„. x„| <;
' Y\zz \ na»

< K.sup^Ia^ x n\: = K. q^Cx*))

es decir *£ es w  _ continua •

Proposición 8.3 Si - U i <̂00. • (an)6 X , an^0 n=l,2,...| 
entonces E.3o»id = "io

Si además = X.0 ,entonces se tiene que
J . %  - K .

demostración: basta combinar las Proposiciones 8.1 y 8.2 que nos 
dicen que U X ^ c C W j ^ l í  . 1

Como ejemplo importante de un tipo deo espacios que cumplen 
la Proposición anterior tenemos los espacios semi-escalonados con 
sistema de escalones 1-separable ( ver L « 3 ) .

-



C A P I T U L O  II

ESPACIOS SEMI-ESCALONADOS CON VALORES Y ESCALONES 

VECTORIALES

1. ESPACIOS Ao Y A t o  .

Nuestra pretensión en este capítulo es dar una primera gene
ralización-de los espacios semi-escalonados escalares tal y como 
han sido estudiados en el capítulo anterior.

Al ser el dual topológico de IK él mismo cabe pasar del pro
ducto usual de escalares a la forma bilineal que liga a un espacio 
localmente convexo E separado con su dual topológico E'.

Consideremos , de forma lo más general posible , un par dual 
separado ^E , P ) con forma bilineal <*. , . Llamaremos ES
PACIO DE SUCESIONES VECTORIALES a un subespacio lineal A  de 
E W que sea normal y contenga a E •

Podemos considerar el espacio de sucesiones en P

A* = | (yrt ) é í ‘N : ( <Xn ,y*> ) 6 l1 para todo (z^ )e A  j

que denominaremos c(- dual de A  . Es evidente que es normal y que 
contiene a F^11̂  , cumpliendo en general que Ac. A * *  . En el
caso en que se verifique la igualdad diremos que A  es PERFECTO.
La teoría de los espacios perfectos vectoriales ha sido estudiada 
para diferentes propiedades por Gregory ( [13], [ ^ j ) , Phuong-Các

- 3 6 -



([29 J,[3o]) , Gupta , Katman , Rao ( y Gribanov
([»]). obteniéndose en algunos casos resultados que son en gran 
parte generalizaciones de los correspondientes a espacios perfectos 
escalares.’

Sea pues A  un espacio pefecto de sucesiones con valores en 
E ; definimos los espacio®

A> = | E W  : ( <xn,yn>) 6 c0 para todo (yn ) e A x }

= j ( ^ ) 6 E ,Nl : ( <x* ,y«>) e l-* para todo (y*Je A *}

ambos son normales y contienen a E ^  y los denominaremos respecti
vamente ESPACIO SEMI-ESCALORADO VECTORIAL y ESPACIO ESCALONADO 
VECTORIAL DE ORDEN INFINITO asociados al espacio A  .

Es inmediato que en general Ac-AocAo. En el capítulo anterior 
vimos ejemplos , incluso en el caso escalar en que la inclusión es 
estricta y-en los que ambos espacios coinciden con A  •

Para cada natural j se definen de forma natural las aplicacio
nes

Rj : A c ó ---------- -?> E tal que Kj ((xn)) = x¿
para todo A¿t>

Ij : E  » A »  tal que Ij (x) = (x*.)

donde (xa) es el elemento de Aa> que tiene todas sus componentes 
nulas salvo la j-ésima que vale x , para todo x en E.

Estas aplicaciones se pueden considerar sustituyendo el espa
cio A» por el subespacio A 0 . Es inmediato que para todo ¿ la 
composición ryoIj es la aplicación identidad en el espacio vectorial 
E , mientras que la composición es una proyección en el sub
espacio I^(E) •
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2. TOPOLOGIAS Wlp .

Análogamente a 1.2 vamos a definir una familia de topologías 
en A 0 y Ad a partir de familias de subconjuntos de A * , débilmen
te acotados siendo A  unespacio perfecto de sucesiones con valores
en un espacio E . Los espacios A y A *  forman un par dual sepa
rado con la forma bilineal

co
( W  » (y«.)> = ¿ Z  y->*-l

para (xn )e A  e (y,je A *  •

Sea una familia de conjuntos (T ( A*, A )-acotados de
A *  cumpliendo las condiciones:

(i) U  { u  : M e  Tít \ = A v

(ii) , siempre que Me 'ty y p > o

(iii) Si y son dos elementos de 7*2 existe entonces
un M 3eYí2 tal que Mt c M5

A una familia 7^  cumpliendo las condiciones anteriores la de
nominaremos ■■SISTEMA TOPOLOGIZADOR , diciendo que es NORMAL cuando
contenga a las envolturas normales de sus elementos.

Dado M a'C A* , A  )-acotado definimos para cada (x*) en Act>

Qn ((x^)) = sup |sup l<x„, y„>¡ : (y* )é M J

Entonces tenemos:

Proposición 2.1 La familia | QM : M e \  \ es una familia de semi- 
normas en A t* ( y a  fortiori en A 0 ) que definen una topología 
localmente convexa y separada.
demostración: Es análoga a la de la proposición 1.2.1 con las mo- .
dificaciones necesarias para la forma bilineal • Veamos únicamente 
que la topología es separada :

Si (x^) es un elemento de Acó distinto del neutro de la suma



podemos encontrar un natural n^tal que x^ sea distinto del neutro 
de E. Al ser el par dual ^E, F >  separado , podemos encontrar un 
elemento y de E de tal manera que ,y> sea distinto de cero.
Basta ahora tomar el elemento de , M que contenga a la sucesión 
cuyas coordenadas son todas nulas salvo la n*> que toma el valor y • 
Es entonces inmediato que

Q juj ((xA)) >  0 . S

A la topología definida por la proposición anterior la denota
remos por H o y a los espacios respectivos por y

La menos fina de estas topologías se denominará SELII-ITORLIAL 
y se denotará por S 0 • Ella induce en el espacio perfecto A una 
topología menos fina que la normal ll( A  , A* ) definida por las 
seminormas

eo

> , . « * »  . £ ■  i < * .  y*.>l / (y » )6 A xrta |
Podemos considerar también las familias ¿K y < §  de los subcon- 

juntos débil relativamente compactos y de todos los débilmente acó- 
tados , respectivamente, de A  que determinan sendas topologías 

y > cumpliéndose en general
üCo <  ftto  <  © o

ya que es fácil de probar que la topología de Mackey / <  A  , A X ) es 
más fina que n ( A  , A* ) (Para todas las nociones y resultados re
lativos a los espacios A  perfectos consultar L # J ) .

Con las notaciones de 1. tenemos:

Proposición 2.2 Sea E^ espacio localmente convexo y E'su dual.
Sea A  un espacio perfecto de sucesiones con valores en E.
Entonces se tiene: (a) Hj es abierta como aplicación de
Ato en E.

(b) I; es % S  continua como aplicación de E en A . .
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(c) Si t l j es continua entonces Ij es cerrada.
(d) tlj es (T(E,E') continua.

Los resultados anteriores sirven para A) en lugar de A 
demostración: (a) Para un elemento (an ) € ¡ ?  y un real positivo G

sea U = { ( x n )é:A«>: sup)< x* ,an>J < £ ]•
Tomemos aj • Existe una seminorma- continua en E de tal forma que 
para todo x de E se tiene

Kx , aj>l^ p(x)
Sea ahora Y = | xe E : p(x)<£^ y tomemos x en V. Construimos el 
elemento de Au^Cxw) cuyas componentes son todas nulas salvo la 
j-ésima que vale x. Se tiene entonces

sup /<x„ ,a„>l = l<xj .apl^ p(x) < £ 
es decir (xn)£ U y por lo tanto x está en ttj(U), por lo que

VC nj(u)
por lo que flj(U) es entorno de cero en E.
(b) Tomando U con la notación de (a) construimos V como allí y 
obtenemos que V C  if^U)«J
(c) Es inmediatá teniendo en cuenta que si Hj es continua 1^(E) 
tiene suplemento topológico y es el núcleo de una proyección conti
nua luego cerrado.
(d) Sea V = | x£ E : )(x,a>| <£.} para un a €EÍ
ny**(V) = ^(xn)6-^o : existe un x c V  con xj= x }

Tomemos ahora U = |(x*) : sup |̂ xn ,a*>|<£ } donde (an ) es el elemento
A*de A  COya coordenada j-esima vale a y el resto cero; se tiene que

u c n - V )  . .1
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3. CONJUNTOS n > -  ACOTADOS

Sabemos que el concepto de acotación en los espacios semi- 
escalonados escalares no depende de la topología %> que se consi
dere (Proposición 1.4.2) . Esta propiedad se cumple incluso en los 
espacios semi-escalonados vectoriales ,como veremos a continuación, 
para casos bastante generales.

Un subconjunto B de Aoo ( respectivamente de A o) diremos que
existe un real positivo p  

tal que . .
sup )|¿xn, ya >l \ <  p para cada (xn)£ B.

Es evidente que
Proposición 3.1 B es acotado si, y sólo si, su envoltura normal 
es acotado.

Proposición 3.2 Sea <E,P> un par dual separado de tal forma 
que P sea (F,E)-sucesionalmente completo. Sea Ao (respectivamente 

)un. espacio semi-escalonado vectorial sobre E (espacio escalo
nado vectorial de orden infinito).
Un subconjunto B de A o  (resp. A* ) es acotado si, y sólo si , es
acotado para cualquier topología
demostración: Evidentemente si B es n >  -acotado es acotado al ser 

Vio más fina que tfío • Inversamente si B fuese acotado y para un 
cierto sistema topologizador %  no fuese -acotado , podríamos
encontrar para cada natural k elementos (xKyi) en B y (aKVt) en M
para un cierto M e ̂  , de tal forma que

sup |<x<w ,a**>l > k.2FV

Al ser M <r( A * , A  )-acotado dado p natural , el conjunto 
M p = | ye í1 : existe (an) 6 M con ap=y }

es <r(P,E)-acotado , luego *para todo x en E podemos encontrar un 
P*f real positivo tal que
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sup]|<x , y>l : y&Mp J* 4
Tomemos la sucesión „

r*- Z .
aK^
2 K

Esta sucesión es o'(F,E)-Cauchy en F y por hipótesis o* (F,E)-con- 
vergente a un elemento zK de F. Se cumple entonces que 

sup |< x , Zpa> I < p Xfl
f  ,Si además tomamos (yn) 6- A entonces 

00
2 1  l<y*.a„>Up para un cierto ^2 O y cada (a*)€. M , luego

£  - ¿  í e
Y\-I H3I 1 ks» 2 K

lo cual indica que (zn)€ A* •
Al ser B acotado existe un real ,positivo tal que

supf^x*, z*> I $ Po para cada (xn)£ B 
»v '

pero sin embargo
Sup !<£„. , z^>J>k , k = 1,2,3....

(análogamente a como hicimos en 1,4.2) lo cual contradice las hipó
tesis sobre la acotación de B. B

En las condiciones de las hipótesis de la proposición anteri
or vemos que es indistinto el concepto de acotación para todas las 
topologías definidas por el método de 2.

La condición de ser F tf'CFjE)-sucesionalmente completo no se 
puede omitir ni mejorar como muestra el ejemplo que vamos a dar a . 
continuación, *

Cosideremos E = F = P , el conjunto de las sucesiones en
IK con sólo un numero finito de coordenadas no nulas con la for

ma bilineal usual
co

< (% ) . (yn) y  = 2~" x». yn. (xn)e*f , (y„)6^
n=  1
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Sea f \ = E*^, entonces es fácil de comprobar que A* = F . 
Además como AcAo y AqCE -n tenemos que Ao = E .

Tomemos ahora en E el siguiente conjunto
M = l  (xa)e É : I xn|^l n = 1,2,3, f

es conocido que tal conjunto es CT(E,F)-acotado pero no 
aootado (ver pag.254)

Sean ahora B escogidos de tal manera que para cada natural 
mayor que 1 , B* = 0 y B¿= M. Sea

B = rX ®n.Hat
Para (y^)€-AX se tiene que

sup|¿xn , yn > | ^ P para todo (xK)e B n.
siendo

^ = sup [<x , y^>| para todo x £ M
por lo que B es oQ -acotado*

Por otro lado en nuestro caso ^  = , A* ) ya que los
acotados de F^son finito dimensionales. Si B fuese -acotado
debería ser producto de conjuntos ^(E,F)-acotados ,1o cual no se 
cumple al no serlo B¿ .

Proposición 3*3 Sea B un subconjunto de A» (respectivamente A0 ) 

Si B es 07^-acotado entonces para cada natural j se tiene que 
rij(B) es (T(E,F)-acotado.
demostración: Es inmediata ya que por 2.2.(d) para cada natural j 
la aplicación Hj es CT(E,F)-contínua y por lo tanto -
O^CEjF)-continua y transforma acotados en acotados de una topología 
en otra. M
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4. COMPLETITUD

Vamos a estudiar en este apartado las propiedades de comple- 

titud de los espacios relacionándolas con las propiedades

del espacio E , en particular con las propiedades de completitud 

de la topología 0^(E,P) . Mientras no haya Confusión posible deno

taremos por E(j- al espacio E con la topología dábil que se deriva 

'del par dual ^E,F> .

Proposición 4.1 Para toda ^ " " ‘topología el espacio E^ es isomor-

fo a un subespacio n> -cerrado de A<* . •

demostración: Por 2.2(d) y por 2.2(c) sabemos que I* es <r(E,F)-c^G 

cerrada luego I^ÍE^.) es 4  -cerrado en íoo y a fortiori %  -cerrado 

Además es inmediato que E<r es isomorfo a 1^(1^) « 8

Proposición 4.2 Ao es -cerrado en Ao© para toda %  -topo

logia*

demostración: Sea (xn ) un elemento %  —adherente a Ao an Ao© y — 

sea £ un real positivo ; entonces para un Me n  podemos encontrar 

un (x¿) en Ao tal que

Qh  ((**) - (x')) < £
Sea (yn ) C AX , sabemos que existe un tal que (yn ) £ M

, y*>) *I<x£ , y*>| n = 1,2,3....

luego

l<xn ,yH>Ul^i, yA>| +  Q h((x*) - (x'))< |<x'# y* > | + £
por lo que la sucesión (^Xy,,yn ^ ) tiende a cero , és decir (xn ) • 

pertenece a Ao al ser (y*) arbitrario. 8

Proposición 4*3 El espacio A*>ty es completo si , y sólo si E 

es (E,F)—completo.

demostración: Tomemos una red de Cauchy en A oQ

? (x/n ) : <&• D }
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Para, un real positivo £ y para un existe un <f0 en el conjunto
dirigido D de tal manera que

“ (x¿/rt))-¿£ si S¿S'>s£, (1)
es decir, la red \ x/n : <Te D J para n fijo , es una red de Cauchy
para la topología 0^(E,F), Por hipótesis existe un elemento en E 
que denotaremos por xa tal que la red (^(E,?)-converge a él en E. 
Tomemos en E,rŝ la sucesión (xn). Si (yn )€ A*

sup|<xn ,yn >| $ supl<xí-n ,yK>|4 sup(<x/Il-xB.,yB,> J 
buscamos M f V ¡  tal que (yn )fi M y tomando límites en (1) para S 

sup I <X* ,y*>| í supK xSn »y«. v 1+ £ 
por lo tanto (xK) £ Aot> y es el -límite de la red inicial, f|

Proposición 4.4 El espacio es sucesionalmente completo si,
y sólo si , E es aT(E,E)-sucesionalmente completo,
demostración: es la misma que la proposición anterior usando sucesi
ones en lugar de redes, B

Proposición 4,5 El espacio es casi-completo si, y sólo si,
E es cr(E,P)-casi-completo.
demostración: Análoga a 4.3 usando redes acotadas, A

A partir de las tres proposiciones anteriores y del resultado 
4.2 podemos enunciar;
Corolario 4.6 El espacio es completo si, y sólo si, E es
0^(E,P)-completo.

Corolario 4.7 El espacio es sucesionalmente completo si, y
sólo si,E es O* (E,P)-sucesionalmente completo.

Corolario 4.8" El espacio Arif es caSL-completo si, y sólo si , E 
es (F (E,E)-casi-completo.
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5. CONJUNTOS W L -  COMPACTOS.

El objetivo de este apartado es obtener resultados análogos 
a 1.5.1 en el contexto de los espacios h > \ .  Desgraciadamente, y
como ya viene siendo normal cuando se pasa del campo escalar al vec
torial, necesitaremos imponer condiciones más restrictivas al par 
dual 4 E , F> para poder cumplir nuestros propósitos.

Un par dual ^E, F ̂  diremos que es REFLEXIVO si se cumple que
E [^(E,P)J/= F y F f(»(F,E)] = E

Una condición necesaria y suficiente para que el par dual sea
reflexivo es que tanto E como F sean débilmente casi-completos (ver 

23.6 ). Según la proposición 4.5 y el corolario 4.8 entonces 
los espacios A y  A*>Wlo son casi-completos. Como además el co
rrespondiente espacio" perfecto . A  es casi-completo para la topolo
gía normal ( A  , A *  ) , en A *  coinciden las familias de los con
juntos (T ( A* » A  )-acotados y de los conjuntos (1( A*, A  )-acota-
dos, que denotaremos respectivamente por (ver i m  pro
posición 5 y corolario 1) , y por lo tanto coinciden las topologías
< 8 0  y-.*8£  en Ao .

Un espacio localmente convexo E^ diremos que es SUBLETRIZABLE 
si admite una topología menos fina que €  que es metrizable. Dado 
un par dual ^E , F^ diremos que E es SUBMETRIZABLE CON RESPECTO 
AL PAR DUAL si admite un topología metrizable menos fina que una 
topología compatible del par dual.

Como generalización de 1.5.1 obtenemos:
Proposición 5.1 Sea ̂ E , F^ un par dual reflexivo con E subme-
trizahle respecto de él. Sea 1% una topología comprendida entre 
y • Entonces para un subconjunto de Ao , B , son equivalentes:

(a) B es V io -relativamente compacto.
(b) B es %  -relativamente numerablemente compacto.
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(c) B es -relativamente sucesionalmente compacto.
(d) B es acotado y si : k = 1,2,3, • ••'} es una suce-*-
sión en B que para cada h es convergente: a un xn para la
topología (f(E,F) ,entonces (x̂ .) es el límite de la sucesión
en la topología W¡0 .

demostración: Según hemos visto (4.8) Aoty0 es casi-completo; sea
Ao su dual topológico. Como la topología J*( Ao $ Ao ) admite una 

base de entornos %  -cerrados es casi-completo ( O J
pag. 210 ), luego aplicando el teorema de Eberlein ( ! > ]  pag. 313) 
a Aon, obtenemos (a) <£=> (b) . Además evidentemente (c) (b).

(b) *=^(c): Si B es relativamente numerablemente compacto para
la topología 9^ , sea {(xXrt) : k = 1,2,3» ana sucesión en B.
Al ser B acotado para un n fijo la sucesión ¿Xkiv : k = 1,2,3,...^

G* (E,P)-acotada. Al ser <E , F> reflexivo todo acotado de E es
relativamente numerablemente G* (E,P)-compacto. Por el teorema de 
Smulian ( [ * ]  pag. 311) toda- sucesión acotada de E contiene una 
sucesión parcial convergente. Se puede entonces aplicando un mátodo 
diagonal ,típico en este tipo de casos, ubtener una subsucesión de 

1 k = 1,2,3» •••ir que seguiremos denotando de idéntica mane
ra, tal que para cada n, exista un x^ en E de forma que

^ ( E ^ - l i m  x*a= x*.
Por hipótesis dicha sucesión admite un punto (y*) 6-Ao que es 

H>' —adherente. Para cada n el punto y^ es adherente a ^xXr̂ : k—1,2,.^ 
luego Xyv = y^ para cada n. Como entonces deducimos que la sucesión 

) : k s= 1,2,3»*..i admite un solo punto adherente, este debe 
ser su límite, luego B es %  -relativamente sucesionalmente compacto,

(c) *=p> (d)¡Supongamos que de cada sucesión en B'se puede ex
traer una subsucesión convergente. Evidentemente la hipótesis impli
ca la acotación de B. Sea ahora una sucesión (xK )̂ para k £ llvl , en 
B de forma que para cada n exista un x^ en E que sea el <5* (E,F)-lí-



mite de la sucesión |xKvv: k = 1,2,3,....^ . (x*.) es el tyJo -límite
de la sucesión inicial. En efecto si no fuese así existiría una 
subsucesión ^(x^) : ¿ =l,2,3,...f que convergería a un (y*.) 
distinto de (*yJ . Podemos entonces encontrar un natural ntí de tal 
manera que y^^fe . Entonces la sucesión \ x»cyn» : 3 = 1,2,3,...} 
tendría dos límites distintos lo cual es absurdo.

(d) (c) : sea ^(x**) : k = 1,2,3,...*} una sucesión arbitra
ria en B . Como por hipótesis B está acotado ,para cada n la sucesi
ón ^xKIV : k = 1,2,3,.. .j está acotada y. podemos entonces extraer una 
subsucesión,que denotaremos de la misma manera, tal. que

(^(EjPj-lim xKn_ = x^ n = 1,2,3,...
Aplicando la condición (d) (x^) es el %> -límite de la subsucesión
escogida,en Ao , por lo tanto de cada sucesión en B encontramos una 
subsucesión convergente y B es así %  -relativamente sucesionalmen- 
te compacto. B
Corolario 3.2 Sea E^ un espacio de Frechet-Montel y A>?% un 
espacio semi-escalonado con valores en E. Entonces para un subcon- 
junto B de Ao las condiciones de la proposición anterior son equi
valentes.
demostración: se reduce trivialmente a la proposición anterior tenien 
do en cuenta que si E^ es un (EM)-espacio y E'su dual topológico
el par dual ^E , E^es reflexivo, y además Ef . es metrizable. 8



6. LOS SUBESPACIOS [ A ^ o l  Y I m

Vamos a estudiar en este apartado unos subespacios particula
res de Ao'Pk y Acotyo >que serán en este tipo de espacios lo que eran 
los subespacios definidos en 1.6 . Definimos las secciones de un 
elemento de la misma manera que en dicho apartado. Así pues denota
remos por [AotyJ el conjunto de los elementos de Ao cuyas seccio
nes %  -convergen a él. De la misma manera se define £Aoo ItJ. 
Proposición 6.1 Para toda topología tyo se tiene que 
y son cerrados en Ao% , y por lo tanto cerrados en .
demostración: es suficiente repetir la demostración de 1.6.3 con la 
simple modificación del cambio del producto de escalares por la for
ma bilineal. H

Proposición 6.2 El espacio I A ^ o l  es completo, casi-completo o 
sucesionalmente completo si, y sólo si, el espacio E ¡O'CE,?)] es 
completo, casi-completo o sucesionalmente completo,
demostración: basta usar 1. y 4.3 » 4.4 , 4.5 . S

Proposición 6.3 Para toda topología o se cumple 
Co . A o  C  TA'tyo] y Co * A*> C. [

demostración: se usa la misma prueba que 1.6.10 con las obvias mo
dificaciones del caso. El

Denotaremos por la topología en E inducida por o

cuando consideramos sólo la coordenada j .
Proposición 6.4 Sea <y>| un sistema topologizador normal.

si, y sólo si, [Ao\]=Ao y ^  ̂ (E,E) para
todo j.
demostración: Si , para un j cualquiera la restricción de

1re&aktTt«.»igun M € en su coordenada j es»compacto para la topología débil en 
P , luego ij* y<(E,E). Supongamos ahora que existiera un (x^) en



Ao de forma que no fuese el %  -límite de sus secciones. Podrí
amos entonces encontrar un £o positivo y un M 6 de forma que

sup { xn<; a^ > : (a*v)£ M } >A ^
para una sucesión estrictamente creciente de naturales  ̂n K 
entonces tendríamos que

* x °o 1
s u p ] J W - J  , a^> s (a„)€M|^. 0

'Cssi—A. a / X a veicJkVzxHA¿M4̂y como (2 x^) e  A  , eso indica que M no es A  , /\ )-compacto.
Inversamente para probar la condición suficiente sea M € Wl 

si no fuese <T( A* * A )-relativamente compacto,existirían (aKM) en 
M tal que sup f<yn , a Kn > f > ¿0K/ X
para un (y^Je A , y un £, positivo.

a KK.
Sea bnp = y  ■— —  , es una sucesión en la restricción íi a F, 

k=» 2

y como E ,P ) admite un punto adherente b»x en F. Es evidente
que (bn)£ A*, y además

SUP l< yn. » b A > I 'Z, £o n>K
lo cual indica que las secciones de (y*) no -convergen a ól en 
contra de la hipótesis. H

Como consecuencia directa obtenemos relaciones entre¿2^, y
Proposición 6.5 si, y sólo si, e [̂ i(E,F)J es casi-tone-
lado y [ A o ^ ]  = Ao
demostración: Basta tener en cuenta la proposición anterior y el 
hecho de que induce = £>*(E,F). 8

Proposición 6.6 ^  si, y sólo si, E fy\(E,F)J es tonelado
y [Ao©J= Ao .
demostración: Basta tener en cuenta la proposición 4 y el hecho de
que induce £?y = ^(E,F). H
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7, DENSIDAD Y DUALIDAD.

Intentaremos dar en este apartado los resultados correspondien
tes a 1,7 y 1.8 para los espacios

Supongamos que¿E,F^es un par dual separado y Ao un espacio
semi-escalonado con valores en E. Si G es un subespacio de E denota
mos por Aí-q- el subespacio de Ao cuyos elementos tienen sólo com
ponentes en 6, En todo el apartado supondremos
Proposición 7*1 Si G es (^(EjF)-sucesionalmente denso en E ,en
tonces AoOr es ^ l o -sucesionalmente denso en Ao •
demostración: sea (xn)6 A o y sea Mé'ft ,
Podemos encontrar un p positivo de forma que si (a*)6 M

sup [<xn,a*>) 6 £>**■
Tomemos un (an)€ M fijo. Si k es un natural se tiene que por 

hipótesis existe un x*n en G de forma que
\ < * n - X*n , S-rvV I ̂  I n — l,2,,.,,,k
y x ^ =  0 para n > k

Denotemos por (x k J  = ( x¿, jX^,.... ,x*K >0,0, • • •. )
Como las secciones de (xa) Wo -convergen a él, dado un E

existe un k¿ tal que si k ^ k¿
sugKx*, art> 1 < £ si (an }£ M 

Al ser M <T( /Y* , A  )-compacto los x¿* se pueden elegir uni
formemente para todo (a*) ¿ M  y como

(BU£j<x -x'„, a*>l fr
basta tomar k^tal que si k ^ kz P/ <  E • Entonces si k^maxík^,!^) 
para k >/ k 0

supine*. - xKn, a * > l < £ si (ah)ÉM.n,
luego A ,G, es sucesionalmente denso en Ad *% , B
Corolario 7,2 Si E es (T'(E,F)-sucesionalmente separable, Ao

es -sucesionalmente separable.

-S/-



demostración: Por hipótesis E tiene un subespacio engendrado por 
una sucesión linealmente independiente

y l • » y3  y * . ................
que es débil sucesionalmente denso. Sea el subespacio de Ao 
con coordenadas en dicho subespacio, de forma que existen a lo más 
un número finito no nulas. Por 1. dicho subespacio es sucesional
mente denso en y está generado por la familia de vectores de

linealmente independientes cuyas coordenadas son todas nulas 
salvo una que vale uno de los y^ • 9

.Con los mismos métodos de los resultados anteriores se puede 
demostrar:
Proposición 7.3 Para un cualquiera ai G es 0“*(E,F)-sucesio-
nalmente denso, entonces es tyo -sucesionalmente denso en
CAo'mj ■.

Corolario 7.4 Si E es (T'ÍEjFj-sucesionalmente separable, L^0,>l¡>Jes
sucesionalmente separable.

En cuanto al dual topológico de AdWjq ,al igual que en 1.8 nos 
restringiremos al subespacio
Proposición 7.5 Si ¥* es una forma lineal continua sobre £ ̂ oty¿>'] 
existe un elemento (yn ) de A *  de tal forma que si (xn) 6 [Ao'toa']

^((xm.)) = ¿x„, y«.>

demostración: Es análoga a 1.8.1 con las~;variaciones convenientes 
para la forma bilineal y tomando y^ como el elemento de F de forma 
que si x es un elemento de E y e^ es el vector unitario de orden n 
cumple < x  , y*> = f  ((e«.x)) . 1

Asi pues podemos identificar el dual de con un subespacio
de Ao y es entonces un espacio de sucesiones en P.
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Dado un elemento (an)e A *  , se puede definir el espacio 
s ̂  (xn) 6 E : (^xn) &vv))íc¿> "jj 

Proposición 7^6 es el conjunto de las sucesiones (u*,) con
valores en F de tal manera que u^.= ^ taw para todo n ,siendo
( oivx ) £  1 •

demostración: inmediata a partir de la definición.

Con la misma demostración de 1.8.2 adaptada a Ao obtenemos 
Proposición 7.7 '

U V U * *  ( a » )  eA* } C  r ^ y

Corolario 7*8 Si A T -  U l  Acá :(a¥N)€-Ax  ̂ entonces
[AoTto] '  = Ao

Este último resultado es el equivalente a 1.8.3 para los espa
cios

I
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C A P I T U L O  III 

ESPACIOS SEMI-ESCALOÑADOS CON VALORES VECTORIALES

Y ESCALONES ESCALARES.

1. DEFINICION DE LOS ESPACIOS

Vamos a|dar en este capítulo otra clase de espacios semi-escalo- 
nados vectoriales, generalizando los resultados del capítulo I, si 
bien a diferencia del capítulo anterior en el que tomábamos escalo
nes vectoriales, en éste combinaremos un espacio semi-escalonado 
escalar con un espacio localmente convexo E$ para obtener un 
espacio de sucesiones en E. Este método ha sido seguido para espa
cios perfectos de sucesiones por diversos autores como por ejemplo 
Pietsch [31], Rosier [33] y De Grande-De Kimpe [ 1 J entre otros.

Las propiedades de los espacios Ao y A*> en el capítulo anterior 
se obtenían a partir de propiedades de la topología débil o del par 
dual, mientras que ahora las propiedades dependerán por un lado de 
la topología del espacio y por lo tanto de las seminormas que la 
definen, y por otro de la topología.del espacio semi-escalonado a 
considerar que será del tipo de las estudiadas en 1.2 .

Sea E^ ün espacio localmente convexo separado cuya topología, 
viene definida por una familia de seminormas | p^ : i 6* ij y sea 
A un sistema de escalones'cumpliendo las condiciones de 1.1 .

Definimos entonces los espacios:



: (aa p-(xn))€ Co , (a„)é A , i é l  |

ÍUlEf} = { (xa) 6 E ,N ; (aftp;(xj)el® , (an )eA , Í6 X }

que denominaremos respectivamente ESPACIO SEMI-ESCALONADO y ESPACIO 
ESCALONADO DE ORDEN INFINITO asociados al sistema A y con valores 
en E respecto de la topología £ .# Cuando no haya dudas acerca de 
la topología del espacio omitiremos su notación.

Estos espacios son diferentes a los estudiados en el capítulo 
anterior no sólo por las consideraciones hechas anteriormente ,sino 
porque ádemás existen espacios del tipo Ao que no se pueden represen 
tar. de' la forma como ilustra el ejemplo que detallamos a conti
nuación:

Sea E un (F)-espacio sin normas continúas ( El ejemplo más in

mediato nos lo proporciona el espacio oJ ), y Sean

Pi.* P3 ¿ --- - Pn* .......
una familia creciente de seminormas que definen su topología; como 
ninguna de ellas es una norma podemos encontrar para cada natural 
n un elemento xa de E de tal forma que P̂ Cx,,.) = 0.

Tomemos A  = } (xn) £ E ^ :  0 para un número finito de n j
Formamos el correspondiente A? que evidentemente coincide con A . 
Si Ao = para algún espacio semiescalonado entonces como
al menos , se tendría que el espacio

= { ( x n) e E ,N: (pt(xn)) e , teitf }
estaría incluido en Ao • Sin embargo si tomamos la sucesión (x^) 
de los elementos construidos más arriba tenemos que si i G lis/

p¿ (Z n) = 0 para n :> i
luego (xn) es un elemento de que no está en A,.

Veamos ahora:otro ejemplo en donde el espacio Ao resultante 
según la construcción del capítulo II no coincide con el espacio 
construido según la idea de este apartado:

Sea E ^  un espació de tal forma que podamos encontrar una suce-
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sión que converja débilmente a cero pero que no converja a cero en 
la topología & • Consideremos

A  = ■ { ( * » )  s ( p í í ^ ) ) ^  i 1 . i  &  i }  = i 1 ^ }

Evidentemente A *  es el espacio de las sucesiones débilmente acota*- 
das en E' y el correspondiente espacio Ao será el de las sucesio
nes en E débilmente convergentes a cero. Este espacio es evidente
mente distinto de ĉ j Eg|, aunque es igual a Cq^Eq.^ . .

Volviendo al punto de partida de nuestras definiciones es tri
vial que siempre se cumple la relación

X > { ^ \  c  :u m
y que ambos contienen al espacio

{ (xn) €. E,|si : (aap;(xj)é ll , ( a j 6 A  , i e l j
definido por Rosier [33] y Dé Grande-De Kimpe L  ^ ]  para cualquier 
topología y por Pietsch [31J para la topología débil.

Como consecuencias inmediatas de los rebultados 1.1.2 y 1.1.3 
tenemos:
Proposición 1.1 Si el sistema de escalones A es nuclear , enton
ces se tiene

Proposición 1.2 Si el sistema de escalones A es 1-separable y 
E¿^ = loo*]. entonces A es nuclear.

Al igual queren los espacios semi-escalonados escalares , éstos 
se pueden obtener utilizando como sistema de escalones los elemen-

o  Xtos positivos de A > -dual del correspondiente espacio escalo
nado.



2. TOPOLOGIAS EH lolE**! Y lo^EgrV.

Sea *̂2. un sistema topologizador en el sentido de 1.2 y sea 
% una topología localmente convexa en E, definida por la familia 
de seminormas « J p ¿ : i 6 l J .

Definimos las funciones
PhL((xn.)) = sup \ sup P¿ (a^Xn) : (an) €■ M j , M 6 ̂  

pararcada elemento (xn )6
Proposición 2.1 la familia |Pní, ' MellJ ,ie-lj es una familia 
de seminormas' en M . e £í ( y a  fortiori en ) que definen una
topología localmente convexa y separada*
demostración : Es análoga a la de las proposiciones 1.2.1 y II.2.1
con las consiguientes modificaciones al usar las seminormas en vez 
del producto de escalares o la forma bilineal. B

Como en los dos capítulos anteriores a dicha topología la de
notaremos por %> (siempre que no nos induzca a confusión con la 
correspondiente topología del espacio escalar correspondiente y 
con la derivada de otra topología en el espacio) • A los espacios 
resultantes los denotaremos por J*«jEff^ y yi0 > o bien sin
escribir la topología de E si se sobreentiende.

Dicha topología es evidentemente más fina que la inducida por 
la topología producto en e induce en E^^una topología menos 
fina que la de la suma directa. También Vio induce en el espacio 
1 { EjJ una topología menos fina que la definida por las seminormas'

= sup) [ *° pví®!»*»)] = (a«)£ H } .

para cada i 6 I y M 6  , definidas en los trabajos antes citados 
por Rosier y De Grande- Dé-Kimpe ,generalizando el primitivo tra
bajo de Pietsch , donde únicamente se hace referencia a la topolo
gía débil del espacio E.
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Proposición 2.2 (a) Las aplicaciones t lK : Jb^Eg}^ ---- >
definidas por *lK((xn)) = XK » Para k fe» 1,2,3».....
son lineales , continuas y suprayectivas.
(b) Las aplicaciones £c : ^ \ ^ i \ rn¡0--------- > definidas por

^((x*.)) = (p¿(x*.)) , Para iel 
son uniformemente continuas.
(c) u  es la topología en E^|, menos fina entre aquellas que 
hacen continuas las aplicaciones { pt‘ : iel}.
(d) La sucesión de aplicaciones CTK :
definidas como (TK ((xn ) ) = ( x ^ X * ,---- ,xK,0,0,-----,0,...)

es equicontínua.

Las cuatro condiciones anteriores siguen teniendo validez si se 
cambia el espacio por A© ̂ E^ ̂  .
demostración: La haremos para y es evidente que la misma
prueba sirve para

(a) La linealidad y sobreyectividad son evidentes. Sea k un 
natural fijo, y tomemos i 6 I. Sabemos que existe un elemento (an)I»en A tal que a^> 0 ; sea M el elemento de que contiene a (an )
Si (xn)€, se tiene

p;(x«) $ PMt((*n))

lo que nos indica la continuidad de ft*< .
(b) Sea‘/ i £ l  fijo, y tomemos (xn) , (y^) dos'elementos de

Se tiene entonces que
sup(|a„(pi(xn ) - p c(y„))\ s (aw )eMj = sup(lart ((pt-(xB)) -(p^Cy*)

(an) 6 a )  £ sup^a*! pt-(x„- y* ) : (a„)é M J = Ph¿((x^- y* ) )

para cada M e'ty , lo cual indica que es uniformemente continua.
(c) Es inmediato a partir de las definiciones.
(d) Si i C l  » M € 7*1, entonces para todo natural k se tiene
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siendo (xj^ ) = (x^,x2 ,.... ,xK ,0,0,.... ,0,.....) , por lo que
la familia  ̂0"K : kelhl ̂  es equicontinua. B

Entre todas las topologías \  ,que se pueden definir de este 
modo, existe una que es la menos fina y que al igual que en los 
casos anteriores es de particular importancia. A dicha topología 
la denominaremos SEMI-1T0RÍ¿AL asociada a la topología £ y la deno
taremos por

Análogamente a II.4.1 tenemos:
Proposición 2.3 El'espacio E^ es isomorfo a un subespacio cerrado 
de
demostración: Consideremos la inclusión .

Ó : E¿ t¡0

que a cada elemento x de E le hace corresponder la sucesión 
(x,0,0,••••••,0,•••••)

Es un isomorfismo algebraico sobre la imagen; además
Ph¿(á(x)) = sup (a n P ¿ ( j ( x ) )  :(an)éll)^ 0iPj(x).

siendo ^t= sup(|a,l : (a^JeM^ que existe y es finito al
ser M acotado , luego acotado coordenada a coordenada. Entonces j
es continua.

La restricción de j"1 a ¿j(E) es restringido a j(E) ,luego
es continua restringida a j(E). Falta probar que j(E) es ce

rrado, lo cual es inmediato ya que
á(E) = C \ n.;l (o ) . ■

Proposición 2.4 /lo} Ej ) es 0^,-c errado en íta^E^}

demostración: Sea (xn) un elemento perteneciente a la -adhe
rencia de en
Para todo £ real y positivo, y un i£ I ,existe un (y^) en

tal forma que
FH -((xn) - (yn )) < £
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, existe un M e ^  tal que (an)c M.
Para todo natural n tenemos

a*p£(x*) < Pn (̂(xrt) - (ya )) "f" anP¿(ya ) 
es decir

a o . P i C x h . )  • <  £  +  a n p j ( y a )

Como (aaP£ (y* ) ) e c0 deducimos que (anp¿(:£n) ) c c0 , lo que indi
ca que (xn )e y Por 10 tanto U^les 'tv2a- cerrado. S
Corolario 2.5 El espacio es isomorfo a un subespacio cerra
do de Xo^E^ .
demostración: Evidente a partir de 2.3 y 2,4 . 1
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3. CONJUNTOS _ * k  -ACOTADOS.

Vamos a- estudiar en este apartado el concepto de acotación 
en los espacios A ^ E ^ y  de í°rma análoga a II.3 pero uti
lizando los resultados obtenidos en 1.4 .

Un subconjunto B de (respectivamente ) , dire
mos que está ACOTADO si para todo (a^)^ 3,x y para todo i£ I , exis
te una constante positiva p tal que

sup \ a«l p¿(xw) , para todo (xn)é B.
hp

Los espacios y U{e*} son normales ; además es evidente,
la siguiente
Proposición 3.1 Un subcon.iunto B de está acotado si, y
sólo si,lo está su envoltura normal.

Proposición 3.2 Un subcon.iunto B de m i e s  tá acotado si, y
sólo si, pc(B) es acotado en Xoj^para todo i£ I • 
demostración: es consecuencia directa de las definiciones de aco
tación en y X . , y de la continuidad de las |

Proposición 3.3 Un subconjunto B de A«>AífcIes^a acotado si, y 
sólo si,.es n >  -acotado para todo sistema
demostración: B está acotado si, y sólo si, pt*(B) está acotado en
Aoe pero eso ocurre según 1.4.2 si, y sólo si £¿(B) es %  -acotado,
es decir si, y sólo si B es 07^—acotado , según la proposición
anterior. B

Estos resultados son válidos a su vez para
En el resto del apartado supondremos con la topología

semi-normal asociada a una topología € en E.
Sea H un acotado en E ; denotaremos por
H* = { (Xy* >6 %>{e \ : anxné H , n = 1,2,3,....

Con esta notación tenemos:
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Proposición 3*4 El conjunto H* es un acotado de » y es
absolutamente convexo si H lo es.
demostración: sea (an)é ^* , i6 I. Dado (xn)eH* se tiene

sup |a^|pc(xn) = sup p¿(anx„)S P
siendo ^ = sup£p¿(x) : H J • S

Proposición 3»5 Si B es un acotado de Ao^E^ entonces existe
• un acotado H de E^ tal que B c H *  
demostración: consideremos las proyecciones fl* (ver Proposición 2.2 
como son continuas los conjuntos BK =nK(B) son acotados en E^.
Para cada natural k sea

% = ri|aK Bk : (ajef, aKf 0 J
y tomemos H = | J B¡*K=» _
H es acotado en E pues si i6.1 y > fijo , tenemos que para
x 6 H  existe un nc de tal forma que x 6 •, luego existe un (xn ) en
B tal que a^ xMtf = x , luego

p¿(x) ^ sup pt* (a^xn ) = p 
BcH*. En efecto si (x^)éB , para cada natural n, x^eB^ , luego si
(a*)6 *̂ » anxn e a rl-Bn. , n = 1,2,3,.... es decir a^xn £'B^ y por
lo tanto a^Xy^H , de donde (xn)6H*. fl

Corolario 3.6 E^ tiene un sistema fundamental de acotados si, y 
sólo si, lo tiene E¿ .
demostración: Si tiene un sistema fundamental de acotados , lo
tiene también trivialmente. Recíprocamente si E^ tiene un sistema 
^B^ : n = 1,2,3,•••. } de acotados que es fundamental, el sistema

: n = 1,2,3......\  es un sistema fundamental en en virtud
de la proposición anterior. B
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4. CONJUNTOS -COMPACTOS .

Estudiaremos en este apartado las relaciones entre las compa
cidades en el espacio y las correspondientes en E^ y ^07̂  •
Proposición 4*1 Sea B un subconjunto de x \  E* ̂  . Las siguien
tes afirmaciones son equivalentes:

(a) B es /h?0 -relativamente compacto.
(b) ft*(B) es relativamente compacto en E^ para todo k e IÑ 

y ^¿(B) es relativamente compacto en para todo ie I.
(c) Para cada red ](x¿n) : <Te-D} de elementos de B , que
es convergente coordenada a coordenada a una sucesión (xn ) , 
se tiene que (xn)fe X-jE^} y la red n ,  -converge a ól ,
siendo tt̂ (B) relativamente compactos en E ,para todo k •

demostración: (a) =£> (b) evidentemente ya que las aplicaciones M*
y son continuas (ver 2.2.(a) y(b) )
(b) (c): sea J[(xjn ) : S e ü} una red en B tal que para todo
natural n se tiene

lijpi x<r* = x^
Sea ie I; la red | p¿ (xyn ) : Se E>} es un red en p¿(B),que es Otyp - 
relativamente compacto en X  y converge coordenada a coordenada a 
la sucesión (píCx*,)) , por lo que aplicando 1.5.1 y el final de la 
Observación 1.5.4 tenemos que (p¿(xh))€ 3o y

ff%¡- lim (Pí(xíh')) = (p,;(x,,)) enO

y por lo tanto
lim (xjvv) = (ij enO

(c) (a): Si 5* es un ultrafiltro en B , consideremos
es así un ultrafiltro en el conjunto tti<(B) que es relativamen- 

te compacto en Ej para todo natural k • Existirá entonces un ele
mento xK en la clausura de nK(B) al cual convergerá. Si tomamos la 
red asociada a tal filtro, denotándola por (x:£x ) , cumple las condi-



ciones de (c) , y por tanto la sucesión (xn)£ } y
lim (x/J = ( x n )

Un espacio localmente convexo y separado diremos que es SEMI- 
MONTEL (ver por ejemplo [2oJPag •231) si todo acotado en ól es rela
tivamente compacto. Como una consecuencia inmediata de la proposi*- 
ción anterior obtenemos:
Corolario 4.2 Si AoQty, y E£ son espacios semi-Montel , entonces 
también lo es el espacio

Con la misma demostración que la proposición 4.1 pero con 
las variaciones pertinentes al cambiar redes por sucesiones, tene
mos la siguiente
Proposición 4.3 Si B es un subconjunto de son equi
valentes las siguientes afirmaciones:

(a) B es %  -relativamente sucesionalmente compacto.
(b) rtK(B) es relativamente sucesionalmente compacto en Eg 

para todo k, y ^j(B) es relativamente sucesionalmente compacto en
para todo i 6 I.
(O Rk CB) es relativamente sucesionalmente compacto en Ê - , 

para todo k, y para cada sucesión J(xjn) : j = 1,2,3,..*.} de ele
mentos de B que converja coordenada a coordenada a (x^) , se cumple'
que (xn) e } y .

lim (xj*) = (x,,.) .

Proposición 4.4 Si B es un subconjunto de , son equiva
lentes las afirmaciones:

(a) B es n ,  -relativamente numerablemente compacto.
(b) Hx(B) es relativamente numerablemente compacto en Ef y

es relativamente numerablemente compacto en tX>rtqQ 

para todo k natural y para todo i€. I •



demostración: (a) (b) : evidente al ser y continuas ( ver
2.2(a) y (b) ).

(b)=^(a): sea | (xMrv) : m = 1,2,3 } una sucesión en
B . Consideremos fT*((:xw)) = x Km.
\xKw. : m=l,2,3,...} es una sucesión en flK(B) que por hipótesis tie
ne un punto adherente x K en E^. Tomemos la sucesión (x^) en E^ • 
Si 1 ^ ) 6  y para un i £ I sabemos que (a^p^Cx^)) €- ; ahora bien,
como fí(B) es relativamente numerablemente compacto en y f¿ as 
continua se tiene que si dc«ies adherente a la sucesión PtCx*^) 
m=$l,2,3,.. , entonces p-(x^) = olcn,
y además (a*p¿(x*.)) & Cp , lo que nos indica que (xK)ér 3o|E^y es tylo -
adherente a la sucesión original • B

Finalmente obtenemos;un resultado del tipo Eberlein:
Proposición 4.5 Sea E^- un espacio yk.(E,E')-casi completo y 
B un subconjunto de Eg^ . Entonces B es %  -relativamente nume
rablemente compacto si, y sólo si, es % > -relativamente compacto, 
demostración: B es %  -relativamente numerablemente compacto si,
y sólo si, para todo natural k y todo i€ I, los conjuntos M K (E) y 
^¿(B) son relativamente numerablemente compactos en E^ y res
pectivamente. Aplicando ahora a H^CB) el teorema de Eberlein (
pag.313) y a  ^ i( B ) el resultado 1.5*1 obtenemos que ambos son
relativamente compactos en E^ y respectivamente. Basta ahora 
aplicar la Proposición 4*1 para asegurar que B es en ese caso, y 
sólo en ese, T^-relativamente compacto. B

Siguiendo el ejemplo del resultado anterior y en virtud de las 
equivalencias de 1.5.1, observamos que imponiendo condiciones sobre
el espacio E^ ,las equivalencias entre las compacidades en él se
trasladan de forma canónica a Ao ( como el teorema de Smulian
y otros (ver £24 24.1)).

~~~



5. ISOP,:ORFIA , SUBESPACIOS Y PRODUCTOS.

Iniciamos en este apartado el estudio de las propiedades here
ditarias de los espacios J con relación a las pro
piedades del espacio Eg . Para los resultados de esta sección segui
remos los métodos usados por M. Valdivia para el estudio del espacio 
s|E^J de las sucesiones de decrecimiento rápido en E para la topolo
gía % , con la topología semi-normal que en este caso coincide con 
la normal.(ver

Proposición 5*1 Sean E^ y Fg/ espacios localmente convexos iso- 
morfos topologicamente. Entonces también lo son los espacios

para todo espacio semi-escalonado y toda topología Wlo 

definida sobre ellos.
demostración: Sean J p¿ : ie ij y \  q- : j6 j} familias de
seminormas en E y F respectivamente que determinan las topologías 
% y . Denotaremos por { PH¿ ; l e  I , y \  : j e J  ,

MtTH. J las seminormas que definen la topología ^  en y
Por hipótesis sabemos que existe un isomorfismo topológico , 

que llamaremos f entre E^ y Se cumple entonces que dado 36 J
existen H > 0  , i £ I  tal que para todo x de E

qj(fx) ^ H p¿(x)
y por otro lado dado i£ I , existen Hy> 0 , je J tal que para todo 
fx en F se tiene

p¿(x) ^ H' qj(fx) .
Se define entonces la aplicación de en como

£  ((x*)) = (y*) 
donde para cada n natural y^ = f(xn).
f está bien definido pues para cualquier (an )^A y cualquier n

0 ¿ a n. qj(y*) *5 H art.pí(xj (1)
y entonces si (xn ) €■ 3o]ê | el término de la derecha, tiende a cero al
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tender n a infinito , y por lo tanto lo mismo pasa con el término 
de la izquierda, luego (yn )£ Además £  es un isomorfismo
algebraico,

A - lVeamos ahora que tanto f como f son continuas:
Si j£J escogemos el i el correspondiente al ser f continua y para 
todo (x*) £ JU-Ĵ fse tiene que

Q h^(íxn)^ HP^Cx*.) para un
y por otro lado si i £ I  , sea j£ J correspondiente a la continuidad 
de f ***■, se tiene que para un y todo (fxn) G

PH ¿(xn) d H7 Q^Cfx*) 
luego el isomorfismo ^  es topológico. 8

Proposición 5.2 Sean Ê . y F̂ / espacios localmente convexos to-
pológicamente isomorfos. Entonces también lo son los espacios 
y todo espacio escalonado de orden infinito y toda to**
pología % > definida en ellos,
demostración: Es idéntica a la de la proposición anterior salvo que 
al llegar a la desigualdad (1) el término de la derecha está acota
do para todo n, y por lo tanto también lo está el de la izquierda 
resultando que si (x*)£ entonces (yw )£ y así í* está
bien definida entre los dos espacios. I

Proposición 5.3 Si F es un subespacio lineal de E^ entonces
A*} Fgf es un subespacio lineal de E^ , siendo %  -cerrado si 
aquél lo es.
demostración: La condición de.subespacio lineal es evidente . Supon
gamos que F es cerrado en , y sea (xn) un punto %> -adherente 
a en M  Eei *
Para un real positivo {? , i£ I y M £■ %  , existe un (y*)é tal
que - (k, )) < £
lo que indica que fijando un natural n , es adherente a F y por



> (anPcC^n) °o

entonces (2^)6

Proposición 5.4 Si P es un subespacio lineal de E % , entonces 
/Lsoî s} es un subespacio lineal de | , siendo t)£-cerrado si 
aquel lo es.
demostración: Es exactamente igual a la de la proposición anterior
con los cambios obvios para io. a

Proposición 5.5 Sea j E* : *€<£} una familia de espacios lo
calmente convexos; entonces los espacios 3o E*^^o y 
rx. %> ?E«t î 0 (considerando en los productos la topología producto) 

son topologicamente isomorfos.
demostración: Definimos la aplicación T de J i m *  en n v * \

<UJL AéJb
COT1° w  = (t1**
T está bien definida ya que una sucesión-en el producto converge a
cero si, y sólo si, cada coordenada converge a cero , por lo que si

)«u£e ^dlE*{ y (an) e f
Eeí f V*o(. (X E*t(aKx* )  * 0 ((a*x£ )  » 0 (1)

lo cual además indica que T es sobreyectiva. Evidentemente T es 
lineal y Ker = (0) por lo que es isomorfismo algebraico.
El isomorfismo es topológico:

. Sea ^ p£ : jie la familia de seminormas que definen la
topología de E^ • Las seminormas de la topología producto vienen 
definidas (ver[ 3 13•3.(5)) por

rjK**))’-p*(**)
la conclusión es ya evidente si tenemos en cuenta que si M 6 1*1

sup £sup |a*l p* (x£)] = su^ £sup |a*l pj (xjf ) J

y sup f sup | aj] pl (x* ) ] = sup [ sup |a*| p?' (x * ) 1
A e H  L - * .  1 w W  K

para todo d y para todo p •



Proposición 5*6 Sea  ̂ E* : una familia de espacios lo
calmente convexos; entonces los espacios E* y T”L 3*̂ 33*
(considerando en los productos la topología producto ) son topoló- 
gicamente isomorfos,
demostración: Análoga a la de la proposición anterior con la salve
dad de que (1) debe cambiarse por:

(a*. x* ) está acotada en , para todo o< si, y sólo si
((an Xw )) está acotada en n E*. , lo cual es inmediato por

la definición de topología producto, 9
Un sistema de escalones A diremos que es G~ DEBILMENTE ESTABLE 

si para todo (an) e A  , existe un (bn )e A de forma que
(aw b;1)6l‘° .

Ejemplo importante de sistemas de escalones G-debilmente estables 
nos lo proporcionan aquellos que determinan espacios con escalones 
potenciales débilmente estables o simplemente aquellos que son es
tables (un estudio reciente sobre ellos se encuentra en Luí).

En la siguiente proposición supondremos que el conjunto de los
elementos positivos de es G-debilinente estable y consideraremos
en los espacios semi-escalonados la topología semi-normal asociada. 
Con estas condiciones podemos enunciar:
Proposición 5.7 Para todo espacio localmente convexo E^ se tie
ne que los espacios y Xo\ Ê f X E¿ son topo lógicamente
isomorfos.
demostración: definimos la aplicación T de en /U^E^fxE^
como T ((xO) = ( ( O  , X*) , donde 2̂ = x^.^ n=l,2,3,....'
T está bien definido: en efecto si (an) € (se puede elegir de 
forma que $ awf, , sin perdida de generalidad) ,se tiene 

anp-(zn) =: a«p¿(xn*) ^ Pt*(xnvl) 
y como la sucesión de la derecha pertenece a cc , también pertenece 
la de la izquierda; por lo tanto (zn )é



La topología producto en A>̂ Ec|x E^ viene definida por las. seminormas 
Ratj(-(zn), y) = Pac((za)) + pj(y) 

para todo (z*) 6- Ao}e¿} y todo y 6 E  
T y T“í' son continuas:

~  S£P an PCÍXn) ¿ a, p¿(xO +  sup a„„p (z*) ^
¿ a*. p¿(x¿) 4 sup (a^b;*). sup pt-(zn) $
£ H ( p £ (x¿ ) - Pa ¿ ((zn)) = H R ^ ¿c ( ( Z n ) ,  x4)

siendo H = max ( a^ , sup (a^b*1 )) , y (b^) el elemento de A* que 
corresponde a (an) en la definición de G-estabilidad débil. Por otro
lado ((zn) » X!) = P a(((zn)) 4  p¿(x,) é¡ *

^ PctiC^n) -a~AP^(x,v) 
donde podemos suponer que a£* > 0  , si no pasaríamos a un elemento
mayor con dicha propiedad. Como T es evidentemente isomorfismo al
gebraico entonces lo es topológico. B
Proposición 5.8 Con las mismas condiciones que la proposición an
terior obtenemos que los espacios Xo} E^| y Xo^E^J* E^ son to- 
pológicamente isomorfos.
demostración: La misma que la de la proposición anterior pero cam
biando lo dicho con respecto a Co por 1 *  . 9

Haciendo en las dos proposiciones anteriores E = IK > obtene
mos en las mismas condiciones:

Corolario 5»9 El espacio Ao es isomorfo topológicamente a
cuando consideramos la topología sémi-normal.

Corolario 5.10 El espacio A«o es isomorfo topológicamente a A«o*lK
cuando consideramos la topología semi-normal.

El mismo método con las modificaciones necesarias serviría para 
demostrar idénticos resultados para los espacios escalonados y su 
topología natural (por 1.1.2 es inmediato si A es nuclear)
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6. LOS SUBESPACIOS £3olB«hh1

En lo sucesivo será necesario contar con una hipótesis adicio
nal en los espacios objeto de nuestro estudio, y ésta será que las 
secciones finitas de cada elemento (x̂ i.), Que denotaremos por

— (x^,x^, ••••«, x^ ,0 k=l, 2,3»• • • •
converjan en la topología al elemento en cuestión. Sabemos por lo 
•visto en el apartado 1.6 que ni siquiera en el caso escalar dicho 
aserto es cierto aunque pudimos en aquel caso caracterizar aquellas 
topologías del tipo para las que sí era válido. El mismo objeti
vo es el que trataremos de conseguir en este apartado.

Dado E^ localmente convexo y si X> J -loo son respectivamente 
un espacio semi-escalonado y su correspondiente espacio escalonado 
de orden infinito, se define como el subespacio de

^ E g ^ ' t a l  que cada elemento es el límite de sus secciones
finitas. Análogamente se define el subespacio • Es in
mediato que ambos son subespacios lineales normales y que contienen

Cw)al espacio vectorial E .
El siguiente resultado nos relaciona estos espacios y los defi

nidos en 1.6 •
Proposición 6.1 Una sucesión (xrO de elementos de E pertenece 
a (resPec'fcivamen‘te ) si, y sólo si , para .
toda seminorma p¿ que defina la topología £ se cumple que (p¿(xn.)) 
pertenece a [XoTtyJ (respectivamente ).
demostración: es consecuencia inmediata de las definiciones y del 
hecho de que las proyecciones sean uniformemente continuas (ver 
2.2(b) ). 0

También como consecuencia del resultado anterior y de la ca
racterización de aquellos espacios que cumplen que dada en
1.6.2, obtenemos la siguiente caracterización:



Proposición 6.2 Para todo espacio y todo espacio semi-escalo- 
nado X>V¡9 se tiene que ^X»,}Eí̂ j =  X \ ^ \ si, y sólo si .

Proposición 6.3 Para cualquier topología los subespacios
coinciden y ambos son % > - cerrados en

y .
demostración: la coincidencia de ambos subespacios es consecuencia 
inmediata de la proposición 1 y del corolario 1.6.7; por otro lado 
el que sean errados es consecuencia de repetir las demostra
ciones de 1.6.3 y 1.6.4 . Si recordamos tales demostraciones depen
dían de los resultados í.5.2 y 1.5.5 ; pasemos a demostrarlos:
Sea B la envoltura normal de un punto (x*.) , es evidentemente /H o -  

cerrado y es compacto ya que lo son ÍẐ CB) que es en realidad la 
envoltura normal en JK,es decir el intervalo C-x^jX^y por otro 
lado también lo es ^¿(B) que es la envoltura normal de(p¿(x^,))
Basta ahora aplicar el resultado 4.1 . B

Proposición 6.4 Para cualquier topología se cumple
c* • *  • U E « i C [  k l E i l J

demostración: consecuencia inmediata de 1.6.10 y la proposición l.|
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7. DENSIDAD , SEPARABILIDAD Y COUPLETITUD.

Continuamos en este apartado el estudio iniciado en 5* acerca 
de las propiedades hereditarias de los espacios y
aunque como veremos la mayoría de ellas solo sirven para el prime
ro, no cumpliéndose para el segundo.

Proposición 7.1 Supongamos que Si F es un subespacio
denso en , entonces es ^enso en •
demostración: sea (xft) un elemento de • Como por
6.2 para todo MeKlf] y para todo ié I existe un k0de* tal manera que 
si k ^ k 0 - W )  < e/z t1)
Sea k lq, Fijo. Como M está cr ( Of , X )-acotado , lo está coorde
nada a coordenada; podemos entonces encontrar sendos reales positi
vos (se pueden escoger estrictamente'positivos)

fi »   P*
de forma que Ian|< p*. para n = 1,2,3*•••>k

Para cada uno de estos n sea y,̂  en F tal que

pc( V  y-5 <

Tomemos ahora el elemento de F 1̂  (yt ,y2 ,.... ,yR ,0,.... ,0...) 
evidentemente está en y además cumple

PHC((x¿) - (yn )) *  fyz (2)
Basta ahora combinar (1) y (2) para obtener que

PH{((xn) - (y„)) < £ . 8

De forma totalmente análoga se puede demostrar:
Proposición 7.2 Supongamos que . Si F es un subespacio
sucesionalmente denso en Eg , entonces M * .  i es sucesionalmen
te denso en

Las proposiciones anteriores no son ciertas para el espacio
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en general , pues ni siquiera lo son para el espacio 
(ver C3/* 3). Según vemos la condición de que las secciones de un 
elemento converjan a él es una hipótesis de capital importancia 
como ya ocurre en los espacios escalonados con valores vectoriales. 
Proposición 7*3 Supongamos que Si el espacio E$ es sepa
rable (respectivamente'isucesionalmente separable ), entonces el es
pacio es separable (respectivamente sucesionalmente se
parable ) .
demostración: haremos la prueba para la separabilidad, siendo la 
otra análoga. Si E^ es.separable , podemos encontrar un sube-spacio 
P de E engendrado por una sucesión e* , e¿,..... .en ,... de vecto
res linealmente independientes. Tomemos ahora.... el conjunto de
los elementos de cuyas componentes son nulas salvo a lo más
un número finito. Aplicando la misma técnica que en 1. obtenemos 
que *F es denso en si ahora denotamos por ec$ el elemen
to de que tiene al vector e¿ en el lugar j y el resto de com-
ponentes nulas, se tiene que F es la envoltura lineal de los e CJ
con lo que se termina la prueba. Q

Con respecto a obtenemos el siguiente resultado en
sentido negativo.
Proposición 7.4 Sea E^ espacio localmente convexo y sea 3-*»
Pgra cualquier topología el espacio EjJ no es separable,
demostración :3 sea (oírv) un;, elemento de que no está en . En
tonces podemos encontrar un (ba) e ^  tal que (bne^) ̂ l \  c© , luego 
se pueden encontrar un OC real estrictamente positivo y una sucesión
infinita de naturales n¿ ,nz ,.•••••,nK   de tal manera que

>0 / k = 1,2,3>....
Sea ahora tal q.ue (bn)^M. Escojamos i £ l  y un x en E de tal
forma que p¿(x) = 1 . Con todo esto construimos el conjunto de las 
sucesiones de elementos de E ,(xn) de forma que para un natural n
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= 0  o bien x A = ©trv x en el caso en que n = n K para algún k 
Denotémoslo por

Si (xn)6 formamos ahora el conjunto
= : ^ °̂ 2. }

Dados (ia) e (yn) en JC , si (zrt) é V(*,-> ^  Vt̂  tenemos
pHíífxn) - (y«.)) ¿ íhíÍÍ3̂ ) ~ <z*)) + iWfCO - (y*))-< <*

v por otro lado existe un n0 tal que xn# y^
P^CCx*) - (y^j) >/ sup an«oího > b hoo(no ><^» Afc H

ya que si x„0 = 0 y** = <**,*x , y si y ^ -  0 x„0 = x
En definitiva la familia  ̂ V^*^ : (xn) é K |  es una familia

no numerable de abiertos de i<*>̂ Esj disjuntos dos a dos ,por
lo que no es separable, 0

Corolario 7.5 Para cualquier topología Wl el espacio Xa no es \

separable. ■
Utilizando el’ mismo método de demostración de 3«podemos enton

ces enunciar:
Corolario 7.6 Para cualquier topología se tiene que si Ej es
separable también lo es

El resultado anterior generaliza el ya obtenido para valores 
escalares en 1.7.1 .

Vamos a estudiar ahora las propiedades de complétitüd , sin 
imponer ningún tipo de condiciones a la topología •
Proposición 7.7 Los espacios y son co^pl^T
tos si, y sólo si , Eg es completo.
demostración: Como por 2.4 Jk^E^} es cerrado en E^J^k y p°r
lo tanto basta hacer la prueba para éste.

Si X o ^ E g ^ e s  completo por 2.5 es completo. Inversamente
si E^ es completo sea ^ (x^) : <Té-D ̂  una red de Cauchy en

. Por 2.2(a) las proyecciones TtK son continuas, luego



para cada n podemos encontrar un xa en E tal que 
£ - l^n x¿n ='

Al ser ^ l uniformemente continua para todo i é l  (ver 2.2(b))
\  pC(x<Tw) : Jér D es una red de Cauchy en ,completo , y por
tanto convergente a un (y¿ ) . Por la convergencia coordenada a
coordenada y¿ = ^ ( x j
y por lo tanto (xn) £

Sea ahora ó un real positivo arbitrario. Sabemos que existe 
un Í . G 0  tal que si s¿'>, & .

y tomando límites
para &*€ D , se obtiene que para ¿>s<T0

PmC ((xjJ-ÍZri)) < £ 
es decir la red inicial %  -converge a ( * n )  • S

Proposición 7.8 Los espacios y í Ej son sucesional-
mente completos (respectivamente casi-completos) si, y solo si ,el 
espacio E$ es sucesionalmente completo (respectivamente casi- com
pleto).
demostración: Es la misma que la de la proposición anterior usando
sucesiones en el primer caso y utilizando redes acotadas en el se
gundo. S
Proposición 7.9 Los espacios y £ Xo'jEgf^J son completos
casi-completos o sucesionalmente completos si, y sólo si, E es com
pleto,casi-completo o sucesionalmente completo respectivamente, 
demostración: consecuencia inmediata de los resultados 7 , 8 y el 
hecho de ser [2© 4 Eg^J y |3*oAe*I^J iguales y cerrados en 
para toda (íil0 (ver 6.3)* B

APara un espacio localmente convexo Xg denotaremos por Xg, Xg 
y X^ respectivamente la completación , la casi-completación y la 
completación sucesional del espacio X g .
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Proposición 7.10 Los espacios son topo-
lógicamente isomorfos para todo espacio si frL 
demostración: Por 1. X>\Ej} es 'trio -denso en W ^ í i  y por 7. el 
espacio es completo, de donde se obtiene fácilmente la
conclusión, fl

Proposición 7.11 Los espacios y ^© 1 E^*^ son topo-
lógicamente isomorfos para todo espacio E¿ si 
demostración: basta usar 2, y 8, B

Proposición 7.12 Los-espacios /tr̂ Es}̂  y 3o i Eg}^ son 'topo-
lógicamente isomorfos para todo espacio Eg si m e-?i. 
demostración: basta usar 1. y 7. B

Corolario 7.13 Si y tanto (respectivamente JLl^) como
E^ son (B)-espacios o (F)-espacios entonces lo mismo ocurre con 

(respectivamente Ity* )•

Con respectó a la complección local enunciamos:
Proposición 7.14 Los espacios y son local
mente completos si, y sólo si E^ es localmente completo, 
demostración : sea (xWIL) m = 1,2,3» ••• una sucesión localmente de
Cauchy en como en 1. la sucesión (xmn) m=l,2,3 para
un n fijo es una sucesión de Cauchy localmente en E^ luego conver- ■ 
gente a un Xy^ de E • Como la convergencia local, implica la del 
espacio ,un razonamiento como en 1. indica que (x*)€ 3©*|Es\ .Además 
la sucesión inicial converge a (x^). Por lo tanto si E^ es local
mente completo lo es a su vez A^Eg]^ • Una prueba análoga sirve 
para • El reciproco es inmediato por 2.3 y 2,5 • fl
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8. REPRESExJTACIOIT PE [ k^BrWl COMO PRODUCTO TEESORIAL.

»c
Entonces

Vamos a efectuar una representación del espacio usan
do el método iniciado por Pietsch ( [51] y  [32.] ),
Proposición 8.1 El espacio Ec se puede identificar con
un subespacio denso de
demostración: sea z un elemento de E , admite una represen
tación como . I i 'z = ¿ __(«$& xj con ( ttí

Definimos la aplicación ^ de poH,]£^E en E^tî ] como
K

Í U )  = Z Z  Uá).*5 
»

'f es lineal evidentemente. Es inyectiva : sea z un elemento del
núcleo de y sea \ z* : ¿eJL ll una base de Hamel en E ; para cada j

X"* = '¡¡ij z* (el sumatorio tiene sólo un número
'finito de términos no nulos)

y  *65^*= 0 , n = 1,2,3»*••• por lo tanto
^ k
_  (d b ® x * =Z. (7 ~  z«)= o

'f ( O v l  «feE ) es denso.en [2  o*( Ecfoíp]1
Si (x*) € £2o\ , sea (x£ ) sus secciones finitas (ver 6. ) 

y sea eK el elemento de «d cuyas componentes son todas nulas salvo la 
k-ésina que vale 1.

K K
(x«) = 'WJo -lim (x«) = >f%-lim Z L  e* x* = OU. -lim (J~ enS> x* ]

K  *  « a i  M=i

Veamos ahora que las topologías que inducen E«1ifc]y£W] 
en E 2 ) coinciden. Identificaremos en lo sucesivo z

• *con su imagen
jal
induce la topología determinada por las seminormas
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K
? H Í ^  ” = SUP ] Ŝ P lSnlP^C 2 1  xJ ) : (arv)€ MJo|

y Q. E . la inducida por

£mL (z ) = inf.j 2 "  SUP ( sup|a»|KÍ| ) pj(x*) : ( a O f i l i j
< j*i * *

■ donde el Ínfimo se toma para todas las representaciones posibles 
de z . Así tenemos:

* * ?O (z) ^  sup ] ( sup 2 1  1 a„J p. ( t(l x* )) : (a,v)e M )
HU t n Jsftl

¿  2 1  sup]( sup \a*l p¿( Ĉ ¿ x* )) ■: (a* )6 M } =
jai t '0

k

- z :  supJ ( sup lanj|fií¿ |p * (xJ ) ) : (an )G M |
J= \ L n

Tomando ahora ínfimos para todas las representaciones de z tenemos
que para'todo 1.16̂ 2, y todo i6I

•?M ¿(z) ^  £mí. (z )
Consideremos ahora una representación cualquiera de

Jo»
vXSabemos que para j = 1,2,...,k y (an)€ A (anP£ ( xJ ).) 6 .

Tomemos tal que (aw )6M • Dado un real positivo £ podemos
encontrar un n0 de tal forma que si n ^  n*

an P jl C ^ ^ /k  ¿ ~ 1 , 2 , . . . . , k

H
s u p  l a » !  I d n l  P t-  ( x J )  <  £

H *
£«[(."•) = inf ̂ y  ( sup P,’ (x*) ) ( ^l J = l *»/«. 1 . •*

k
< n  lanjK)- Pi* (xJ )  ̂ * I h L ( z )

J=1
para todo n¿ tal que l ^ n t^ n 0

luego 6il(z) < 6kL(z “ z*°) +• < £  +  rim/z)
al ser £ arbitrario
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£h¿(z)  ̂ * l Hi  (z) , lo que completa la prueba .' 8

Proposición 8.2 Si el espacio E¿ es completo entonces los espacios 
y &k. son ■fcoP0lósicamen'te isomorfos.

demostración: Si es completo , lo es a su vez po^E}^0)(7.?) , 
el resultado es ahora evidente sin más que aplicar la proposición 
anterior, fi

Corolario 8.3 Si el espacio Ê ; es completo y 0*1 c¿a entonces 
los espacios E^ son topológicamente isomorfos.
demostración: consecuencia directa de 2 y 6.2 . 8 .

Corolario 8.4 Si E^ es completo y o bien E^ o bien son
nuc&ares se tiene que los espacios y ®n Ec son
topológicamente isomorfos.
demostración: directa a partir de 2 y la caracterización de nuclea- 
ridad. 3

Observación 8.5 De la misma manera que se han probado los resulta
dos anteriores, se puede sustituir la densidad y la completación 
por los conceptos análogos sucesionales o por la casi-completitud 
obteniéndose resultados totalmente análogos.

FO ~



9. IOS ESPACIOS 3q (E) y !U(e).

Como caso particular de los espacios y vamos
a considerar aquél en que la topología £ es exactamente la: débil 
correspondiente al par dual^E , E'^* Denotaremos a tales espacios 
por IcÍE) y JU(E) respectivamente. Vamos a ver su relación con 
los mismos espacios definidos a partir de otra topología.
Proposición 9*1 Sea E^ localmente convexo. Para cualquier topo
logía compatible con el par dual ^E , E'^ se tiene que los conjun
tos y /U(E) coinciden.
demostración: es::evidente si tenemos en cuenta que una sucesión es 

-acotada si, y solo si ,es CT (E,E')-acotada. fl

Las topologías definidas sobre A«(e ) no serán en general las 
mismas aunque sí el espacio subyacente. Por otro lado es trivial 
observar que los espacios y ,10(E) no tienen porqué coincidir
en general. Así tenemos:
Proposición 9*2 Sea Ej localmente convexo. Se tiene que E^\ 
está incluido en 10(E) y la inclusión es continua para las topolo
gías n > correspondientes.
demostración: sea (xA) un elemento de , entonces para cada
seminorma continua que define la topología € y para todo (a*^ X*

(a*. pjCXrv)) £ Co
Sea ahora u un elemento de S' ; existe un i € I de' tal forma que 
para todo x de E l< x , u>l ¿ K p¿(x ) con K > 0
entonces (a^v^x^, u^ ) 6 ĉ  y por lo tanto (xw ) 6 5UE).

La segunda parte es inmediata teniendo en cuenta que si Me 
e iel se tiene

sup l  supla^x*., u>| : (a* )£■ < sup sup jâ l.p̂ Cx*.) : (an )el¿}
es decir P
para todo (xn) e

f t  -



Proposición 9*3 Sea A un sistema de escalones nuclear, entonces 
para todo espacio localmente convexo E^ se cumple que

= ^o(E)
demostración: Por 1.1.2 si A es nuclear , y basta entonces
aplicar la proposición 1. B

De la misma manera se puede demostrar:
Proposición 9.4 Sea A un sistema de escalones nuclear, entonces 
para todo espacio localmente.convexo E^ se cumple que 

H E.et= 1(E) = Oc(E) = :MEsf = jU(E) .

Proposición 9.5 Sea A un sistema de escalones nuclear y ̂ E ,E'> 
un par dual. El espacio es independiente de la topología £
que se elija para su definición siempre que sea compatible con el 
par dual.
demostración: evidente por la proposición anterior. Además se puede 
sustituir'en el enunciado Xj por jl*, o por *1 • |



10. APLICACIONES LINEALES CONTINUAS ENTRE LOS
ESPACIOS Lfa¿r¡>f .

Sean E$ y F̂ » sendos espacios localmente convexos y sea 3^7^ 
un espacio semi-escalonado.

Si f es una aplicación lineal y continua de Ê . en F̂ / ,induce 
de forma natural la aplicación £ de en definida

P°r  f  ( W )  = (f(x *))
para todo (x^) 6 It^E^ • A la aplicación £  la denominaremos - 
ASOCIADA a la aplicación f.
Proposición 10.1 La aplicación £  es lineal y continua , siendo 
un isomorfismo topológico si f lo es. 
demostración: Ha sido ya hecha en 5.1 • I

Vamos a estudiar el núcleo y la imagen de y su relación con 
el núcleo y la imagen de f.
Proposición 10.2 Para toda f se tiene Ker = Ao^Ker f \  

demostración: sea (x^) un elemento de Ker f (que será un elemen
to de por definición de tenemos que para cada n , x^es
un elemento de Ker f , por lo que (xn) €¿ JU^Ker f^.
Inversamente si (xh) 6 Solver f e n t o n c e s  para cada n jX^Ker f y 
por lo tanto f(x^) = 0 para todo n, luego tenemos la otra inclusión..

Con respecto a la imagen no podemos asegurar que se cumpla la 
igualdad. En efecto si consideramos E € con % estrictamente más 
• fina que (T(E,E') y P = E<y* y consideramos como el espacio ; 
tomamos (xn) una sucesión que converja débilmente a cero pero que 
no converja a cero en la topología -jS . Entonces (xn) £ c0 «jlm IE ̂

A  rmientras que (x^) no pertenece a Im IE , siendo 1^ la aplicación 
identidad en E .

Sin embargo siempre se cumple:

8Z-



Proposición 10,3 Para toda f se tiene Im f C. M 1 m f J 
demostración: si (y^) es un elemento de Im í  , para todo natural 
n existe un en E tal que' ŷ _ = fCx*.) y además (xK)é
entonces (y^) = (f(x,J) = f ((xa)) , luego (y*.) es un elemento de 

Jim f } • 8
En cuanto a la igualdad tenemos ei siguiente resultado que es 

el correspondiente al obtenido en Í Í 2  para espacios perfectos. 
Proposición 10.4 Sean E^ , F̂ i espacios de Frechet, con ‘ty.C-pí
de forma que bien Ao > olbien Ec y Fosean nucleares. Entonces toda

-r Af epimorfismo topologico ,cumple que f es a su vez epimorfismo.topo- 
lógico.
demostración: Según 8.3 en nuestro caso

Si 1^ es la aplicación identidad de Ao en mismo, por 
proposición 43*6, la aplicación

1*̂ 9 f : 8̂̂  Ej A© F€*
es continua, entonces es evidente que podemos identificar f* con la 
extensión continua f de Iy® f

Para acabar la demostración basta aplicar la proposición 43.9 
de [55 ]  . fl

En el apartado 5. al estudiar las propiedades hereditarias para 
los espacios semi-escalonados vectoriales no hablamos en absoluto 
de los cocientes. Como aplicación del resultado anterior podemos 
deducir sin embargo
Proposición 10.3 Sean Aofye > E ̂  espacios de Frechet con 
y de forma que uno de los dos sea nuclear. Si F es un subespacio 
cerrado de E sejtiene l , % i  2  H V , }

demostración: es OflX -cerrado en (5.4). Entonces el epi-
morfismo canónico induce ^  ,un epimorfismo topologico. Como por

A
2 , Ker = Ker , el resultado es inmediato, fl



11 . LA PROPIEDAD DE APROXIMACION EN LOS ESPACIOS

SEMI-ESCALONADOS «-Dio-

En su famosa e importante memoria ), da Grothendieck
la que denomina condición de APROXIMACION en los espacios local
mente convexos ,como el hecho de que en cada compacto del espacio 
la aplicación identidad pueda aproximarse por aplicaciones line
ales continuas de rango finito ( [_16 ] pag. 165). Estudiaremos la 
existencia de dicha propiedad en los espacios objeto de nuestro 
estudio. Sabemos que todo espacio perfecto de sucesiones escalares 
posee esta propiedad <le] ); para los semi-escalonados establece
mos la misma propiedad.
Proposición 11.1 Para toda topología ^lo , el espacio tiene
la propiedad de aproximación,para
demostración: Las aplicaciones (Se que a cada elemento le hacen 
corresponder sus secciones de* orden k , es una sucesión que converge 
puntualmente a la identidad en 2o , y además es equicontinua ( por 
2.2.(d)), por lo tanto converge a ella uniformemente en cada com
pacto de • §

En L O  se demuestra que si E¿ tiene la propiedad de aproxi
mación , para todo espacio % perfecto el espacio tiene la
propiedad de aproximación. Análogamente establecemos:
Proposición 11.2 Si el espacio Ej tiene la propiedad de aproxi
mación de Grothendieck, la tiene a su vez el espacio 0̂̂ %\tyí>Para 
todo espacio semi-escalonado con
demostración: sea K un -compacto en » y denotemos por

la identidad en dicho espacio. Por 6.2 la sucesión de aplica-
«O _

ciones TKa| converge a , y es equicontinua (2.2.(d))
Sea € un real positivo’, M eOf*! y sea i£ I (conjunto de Índi

ces relativo a las seminormas que definen la topología ).



Vamos a construir una aplicación de rango finito?, continua 
tal que en K

P k C ( < J ' ( ( x (J )  -  8 ( ( x , O ) )  <  € •

Para los factores establecidos existe un natural kg, de forma 
que si k

P HC((̂ »u) ~ (x£)) < o lo que es igual
í’h.i'Í 0"((̂ «,)) -<&( (*«.)) ) £/É

Tomemos el conjunto G = l̂ J H^CK) siendo H.* las proyecoio- 
nes definidas en 2.2 y que son continuas, lo cual nos asegura la 
compacidad de C.,

Por hipótesis la identidad I en E se puede aproximar en C por 
aplicaciones continuas de rango finito, esto es para el i inicial 
y para todo <í*,existe una aplicación continua de rango finito f 
tal que si x es un elemento de C

p¿( I(x) - f(x)) < <f 
Si sup^Ja*! : (arx)& M  , n=l,2,. • • 9kó \ , por la acotación

de M es finito, tomamos $  = &/ 2 ?  •
Con la notación de 10. definimos la aplicación como ^

es decir ^((x*.)) - (fCx^jfCx^),..... jfíx^jOjO.... )
Así se tiene

pu t ^ ( ( xa)) - ^ ( ( x  )) ) = sup ̂  sup Ja*lp (x*- f(x^) :
: W é M  *, <  = £/ z

Entonces por lo tanto si (xn)*£ K

«*((*«» - TÜ**)) ) ¿  Pnt(«r((i«)) - $*<(x )) ) +

V .P „ t< « i« * 0 )  “ 7 ( W )  ) <■ S

Z € -



C A P I T U L O  IV

22á££§£2 1 I2IIII2I2I II £21 I2I¿2S2? iiM£=ii24£2IAS2i

1. EL DUAL TOPOLOGICO DE Mo ? EkStoI

Como un primer objetivo vamos a ver en qué condiciones podemos 
dar una caracterización del dual topológico del espacio semi-escalo- 
nado para una topología del tipo estudiado en el capituló
anterior. Para ello seguiremos un método general ya seguido para los 
espacios escalonados vectoriales en ], 0 3  y o ]  • Particular
mente la adaptación de las técnicas de este último nos parace la 
más adecuada a los espacios J©\E^. Como es evidente al observar las 
demostraciones, éstas dependen fuertemente de la condición de con
vergencia de las secciones de cada elemento en la topología 
Si bien esto restringe el estudio al caso en que vamos a
dar en general el estudio del dual del subespacio que en .
el caso antes mencionado coincide con el espacio total. Como ya 
veremos también es necesario exigirle condiciones al espacio de su
cesiones escalares !\£ , como era lógico de pensar a raiz de los re
sultados obtenidos en 1.8.

En lo sucesivo denotaremos por E¿ el dual topológico del espa
cio E dotado de la topología >̂(E,'E). Para el espacio Ao{ E$\ sea

leiEíf= {(un) 6E'W  : (<s,, u , » e l 4 , si (xn)fc ^ E €\ J

Por otro lado el espacio 5© es perfecto, luego podemos tomar



el espacio
l»íE¿! = l(y»v)e e'**5 (igo (y«.))el* , b }

siendo^ la familia de los conjuntos ^(E,E')-acotados absoluta
mente convexos de E' y q̂ » la correspondiente seminorma para B°. 
Proposición 1.1 Para todo espacio y todo A* se tiene

demostración: sea (yn )€• A^E^y sea B un. conjunto g^(E,E;)-acotado
absolutamente convexo en E , deberemos probar que si

q6e (y«J = sup ||<x,y>l : xe.B }
entonces (q^(y«.))e % •

En efecto : sea (bn)e . Entonces por definición si (an)e-A* 
(fin bn )é Co

Para cada natural n sea x«, un elemento de B de tal forma que
q 6*( y«.) á Ux», yn>| + 1 /  ^ si |b„l^ o

'  2 .1b«>|
y qp«( yR ) ^ y*>l + si |tv»l = o

Entonces para todo n
l byt 1* qp,(y«) * l<t*x«.,y,v>|+ i /

Al ser B acotado , para toda seminorma p¿ en E con i e l  ,existe un
M¿ positivo de forma que P¿(xn)^ n = 1,2,3» ••••
y por lo tanto

|aA bn|Pj(xn) $ Mí|a*b*l
que nos indica que la sucesión (aubnpjCx* ) ) €¡ c0 , y por lo tanto

(b„xn)e
y a e í *,

2 1 1». l-q./y*v)  ̂ / .  kb„xB,yn>|n=- i 2
Como las series que definen el segundo miembro son ambas con

vergentes, lo-es la del primero es decir
(q8. (yn ) )  6 lo

como, .queríamos probar. I



Proposición 1.2 Si P  es una forma lineal continua sobre
entonces admite una única representación de la forma

•o
^ , (Xn)> =2Z »xrt)l»S*j

para todo (xn ) 6 siendo (b^) un elemento de /U{e€ *̂.
demostración: denotaremos por eK la sucesión de escalares cuyos
términos son todos nulos salvo el k-ésimo cuyo valor es la unidad.

Sea x un elemento de E no nulo. Para cada n sea \  aquel ele
mento de E' de forma que

< b n > x > = ^ ' f , e ttx ^  para todo x de E,
Al ser í? continua existe un i é l  , y un de forma que si (xn)
es un elemento de E J

< ¥\ PkCÍ(x*))
El conjunto H es CT ( )-acotado , luego acotado coordenada

a coordenada. Sea la cota de la coordenada n-ésima. Así
b»v ,x>l ¿ PK¿(ea x) = sup)]sJPíCen x) : (aA)6IÍ }  £ (Vp¡,(x) 

luego efectivamente (bn)6-E',*J.
Sea ahora (x*) €r como If es continua y las secciones
) de (x*.) n -  convergen a él

¿ > = 0^-lim ■<'6,(x^)> = -lim < ^ , ¿ 3
K O

= -lim < b«* x«>**■ Hai W»|
Sean. escalares de módulo unidad de forma que

» n̂)|= i Xn ̂
entonces ^

n  E  ÍW<'bK>X.t> = 4? » (fKXVu))> < +<*>
M S I

|Xy por lo tanto (bn)6- *Xo\ E^  , M
Reuniendo pues los resultados obtenidos en las dos proposiciones



anteriores , para toda topología tyo tenemos

y como caso particular si v t c - H ,

UvJ'tnoCZ loiÊ cz AÍ{E'f}
En lo que resta de capítulo y salvo mención expresa de lo con

trario supondremos que se cumple la igualdad

— U  }  ̂̂ ) 6r /L' f an 0 n =1
según la notación de 1,8 , lo cual significa que el dual dé Doty,,! se

f\ Xpuede identificar con A© (1.8.3) * Daremos ya pues la caracteriza
ción del dual de. [ U  E*W].
Proposición-1.3 El dual de l  lo \ es el conjunto de las su
cesiones (u*) con valores en E' tales que para todo n

U n, = °(n. 7n.

siendo (o¿0 una sucesión en Jo e (y*.) «na sucesión equicontinua en Eí 
demostración: sea (u^) una sucesión como se describe en las hipóte
sis. Tomemos un (xn )

7Z <U,v, X,> | = z to*Vl<y*» x «>l1 \ Ha. I

x ¡eln |
Sea (an)e/l*, tal que ( Aocv. , es;idecir / _—  < + °®

Para todo x en E , y para todo natural n, existe un i 6 I  tal que
Kyrt» x>\¿p-(x) *

/«In | 
nal a n.

(donde el cociente se supone cero si an es cero). Sea M el elemento 
de que cumple que (Qyi)S M ,entonces

c* oO ..
1 ¿ L < U n ,  . sup |an( pL- (x n ) $ [ J ~  —  J-PhC((xn.))t» a* *• \H=( a *./

luego (un.) 6rj30 \ EjfoJ .
Inversamente sea (uA) en [ M  E^*^, denotando por V* la- forma 

lineal que determina.
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Al ser (u*) continua, si (xn) £ ¿A>ÍE*Í«>Z»1

I <úi». ?„£((:*«)) , para un Mé-ty, i€ Iv*-4.
Sea V = l xe E : p¿(x) < 1 J y q^Cu) = sup|l<u,x¿| : X £  V }

Aplicando la desigualdad anterior al elemento cuyas coordenadas 
son todas nulas salvo la n-ésimasque vale x , tenemos 

l<u*,, x>lí{Wp¿(x) X 6 E
siendo las cotas de las coordenadas n de M. Así qyju*) í p* 

Escribamos ahora para cada n

s ....u ... si q (uj 4 0 , siendo cero en otro
q^Cu*.)

caso.
(y^) es evidentemente una sucesión equicontinua en E'.

Probemos finalmente que (q ̂ (u*)) € *Xo • Sea ( €: ,
dado n, se puede encontrar un xn en V de forma que

1
q ^ C ^ O - í R ? * .  u»,x,>|4 —

Tomemos p = sup J sup J fa, a„ 1 : (an) ¿II )
Si denotamos por (z£ ) = ( jj, x4 , ^  xt,...., p*xK, 0,....)

£  < ^ u » l )) ^ Pfu'((z£)) =

srsup I sup |a„|-p¿( P«x*) s (a»)6M I £ 
>  U«4K

sup f sup lan |.|(5») : (a„)e M J í ^  •

y esto para k = 1,2,3>  por lo que
09

*«>1 < + °° » y entonces

•o
60 1 

l£ » lq v, K )  $ /  |< (VU n, x „ > )  + /  .
Hat H»| * - I ^

y por lo tanto (q ̂ (un)) €■ ̂  , como queríamos probar. 0
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Corolario 1.4 Un subeonjunto de [lo \ E * W J  es equicontinuo 
si, y sólo si, es de la forma

[ ( ¿ «Jn ) : (^n)eAÍ , (y

siendo V un ío -entorno de cero en E*
demostración: Basta hacer uso del resultado anterior. B

En general para toda topología %> , el dual topológico de 
es algebraicamente isomorfo a un subespacio sucesional

mente denso de JojE^j donde en este último espacio consideramos la 
topología que se deriva de la normal de A? (que es perfecto) y de la
fuerte en E'; en verdad, contiene al conjunto n n  t que es suce
sionalmente denso para dicha topología.
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2. ESPACIOS F’tTUDAIíEjlTALf.’EiTTE 3a -ACOTADOS.

Vamos a buscar en este apartado una clase de espacios de forma 
que cumplan la igualdad

Veamos previamente con un ejemplo que existen espacios Eg de 
forma que para todo espacio semiescalonado ^  , incluso dotado de 
sú topología semi-normal ; los espacios anteriores son distintos.

Sea E E ,Jth de forma que no sea casi—tonelado5 existe en
tonces un fuertemente acotado en E'.;que no es finito dimensional.
Por 1.3 / , donde en % suponemos su topología semi-normal ,
está formado por las sucesiones (u*,) de E' de tal manera que para 
cada n 11̂ = ^ * ^  siendo ( tfn) £ /l* e (y»*.) finito dimensional en E'.
Tomemos ahora (fl/n) cualquiera en ^  , y (x^J una sucesión de ele
mentos de E' fuertemente acotada pero infinito dimensional, lo cual 
es factible por hipótesis. Entonces ( ot* x*.) es un elemento de 
que no está en

Entre aquellos que sí cumplen la igualdad y a modo de ejemplo 
demostraremos por su sencillez •
Proposición 2.1 Si el espacio E^ es normado se tiene

[UEíWfo]=
demostración: sea 11.11 la norma que determina la topología de 
E¿. Eastará con demostrar que ,}eiEf.i a  r  M e 8W ]  •

Sea (u,J E tal que (Munlt ) e ; definimos yn. = 11 u„|l“*
si u**f 0 , y^ = 0 en otro caso.

(y*.) es equicontinua y ( llu*ll ) €r > cumpliéndose que
Un. = Huwll. y*.

Por 1.3 (un) define una forma lineal continua en
1

Como consecuencia de la proposición anterior y completando lo 
visto en III.10 obtenemos:
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Proposición 2.2 Sean Eg y F e s p a c i o s  de Banach. Sea f una
función lineal continua de Eg en Eg» > y sea *f su traspuesta. En
tonces se tiene que **f = *f como aplicaciones de 
y además ll ÍMl = 1| f H .
demostración: Para la primera condición no es necesario que sea 
normado. Sabemos que W E!¡£ y ATfPpl = >luego está
bien definida entre ellos. Por otro lado si (x n) (y*.) 6 ŜÍP(Í (•
se tiene

<(x„.), = ^f((xn)),(yn ) > = 2 H  y„> =va =.1eO
^  ‘f C y ^ V  = (íj. ( *f(y,<.)) ?»»») .

de donde ^  = f̂ .
Supongamos ahora que %>n, es (B)-espacio. para todo x de E 

||f(x)|| i ¡|f || .||xJl 
luego llfííxv»))!!^ I)( H f(xK)|| ) ||̂  ¿llfll . I\( I) x»H ) |)̂ =

“ llfH • ^
y por tanto 1| J? I) £ l|f II

Por otro lado podemos considerar E como subespacio de ¿h^E^f > 
y como f es la restricción de , f* a E tenemos || f II £ llf 1) . í

La siguiente definición se debe a Rosier [33] y la extenderemos 
aquí para los espacios Ao (Rosier la dá sólo para A perfectos).

Sea Eg un espacio localmente convexo y sea Xo un espacio semi- 
escalonado-(respectivamente A un espacio perfecto ). Sea A un 
acotado normal en %0 (respectivamente % ) y B un acotado, cerrado, • 
absolutamente convexo en Eg • Definimos el conjunto

Ja , b] = \  (x„)6 X>ÍEt\ : x^é-Efc , (Ps(x*J)£ A \

(resp. Ja , b] = {(xR)6-l}E^ : xn é- E 6 , (pa (x,\)) €• A \  )
Directamente de la definición se deduce 

Proposición 2.3 Con las condiciones anteriores
(a) [A , bJ es un acotado de Jo^E^ (resp. ). \  )
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(t>) Si A<£ A' y BCB' entonces [A , B] c [A', B'J
demostración: evidente.

Diremos que E es FUNDAMENTALMENTE %  -ACOTADO (res A -ACOTADO)
si la colección (a , B] es un sistema fundamental de acotados de

(resp. E^J),'cuando A y B pertenezcan a sendos sistemas
fundamentales de acotados en A0 (resp. % ) y E . Un espacio funda- 

aimentalmente acotado es un espacio con la propiedad (B) de Pietsch 
(ver L32J). Utilizaremos entonces la misma formulación para ambos 
conceptos ya que creemos que no induce a confusión; así si decimos 
que es fundamentalmente ¿ i -acotado nos referiremos a la defini
ción de Rosier si A  es un espacio perfecto y a la nuestra si A  

es un espacio semi-escalonado.
Proposición 2.4 Sea %y semi-escalonado. Si E es fundamentalmente 
^-acotado entonces

A» \ eí^*= Vtef V
demostración: Por 1.1 será suficiente probar que 
En efecto1 sea(uA) 6 XíEjt y sea (x^Jé- ¡U-lÊ t 
sabemos que existen A , B tales que (x^e^A , b ] y por tanto
( p^(xn)) é %  , como además (q^u*)) €- , se tiene

•o •*»
z :  |<U„, I,>] 2 —  PR(x«) <L.(U«> B*=■ H=. 8 8

Recordemos que un espacio localmente convexo E^ se dice que es
6*-CASI TONELADO si toda sucesión fuertemente acotada de E'es equi- 

contínua. Claramente la clase de todos los espacios ¿T'-casi tonela- 
dos contiene a la de los espacios casi tonelados.Para estos espacios 
se tiene:
Proposición 2.5 Sea E^ (T'-casi tonelado y 3o espacio semi-escalo
nado. Si E£ es fundamentalmente -acotado entonces

[A^ES-î ]' = •
f X  idemostración: sea (u*) una sucesión de E' que esté en A#1e X j .
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Si D es un acotado en E' , sabemos que (q^Cu*)) €: 'Xo 

Para cada n definimos

y*. = - r ^ r  s i «!,><««.) t  0 qb(u«.)
valiendo cero en otro caso, D * n = l,2,3f*«

Al ser E (T'-casi tonelado \  ŷ  : n = 1,2,3,...  ̂ es equi
continua. Entonces podemos escribir

= y»t . qb(u^)
bastas, ahora aplicar 1.3 y se deduce que (%) &  p m b . w *  Con esta 
inclusión y la obtenida trás 1.2 se obtiene la conclusión deseada. I

Corolario 2.6 Sea E -casi tonelado, JXo7kesPacio semi-escalona
do con . Si Ep, es fundamentalmente ^-acotado se tiene que

En ,Rosier demuestra:
Proposición 2.7 Sea /l un espacio perfecto y su ol-dual. 
Supongamos que X* tenga un sistema fundamental numerable de acotados 

N j C R 2 C  N k C ........  entonces
(a) Todo espacio localmente convexo metrizable es fundamental
mente y  -acotado.

*
(b) Todo (DF)-espacio es fundamentalmente % -acotado

Vamos a ver que una propiedad totalmente similar se cumple para 
los espacios semi-escalonados.
Proposición 2.8 Todo espacio localmente convexo metrizable es 
fundamentalmente Cq -acotado.
demostración: sean p^ ipz  p .... las seminormas que definen
la topología • Sea C un acotado de Co^E^, existen positivos 
tal que sup pK (xlt)^ p* (x,j£C

Tomemos el conjunto
B = |^x6 E : sup ^ P ^ C x )  ^ 1 \



B es un acotado en • Además si (xA) é C , para todo n
x^érEs

Para cada x^ Pg(x ) = SJJP ̂ k Pk ( ^ )

Si U es la bola unidad de c& se tiene entonces que (p0 (x*))€ U 
luego C ¿ [ü , B J • B

Proposición 2.9 Sea ^ un éspacio perfecto de forma que /l* tenga 
una sucesión fundamental de acotados

%  C. N¿ C . ........C N t*c
Sea Ao el correspondiente espacio semi-escalonado. Entonces

(aj Todo espacio localmente convexo metrizable es fundamen
talmente *X& -acotado.
(b) Todo (DP)-espacio es fundamentalmente Xo -acotado, 

demostración: (a) Sea C un acotado en dados ifk naturales
existen constantes ^Ck tal que

IVi* ((*«.)) ¿ P0'*
Tomemos C¿ = \  (d«-3cR) : Ni, (xn)é C j , es un acotado en
luego por 8. existe un B£ acotado en , de forma que si U es la 
bola unidad de c© , se tiene

C,;C.£u , B C] es decir
si (x*.)6C y ( o¿v) 6

sup Wnl-p8/(xi0 = sup Pa - ( xK) = II (p*L*(ekx»J) lL£ 1w V. V*-  ̂ H>
Dados los acotados B{ en E y por ser metrizable , existen 

escalares positivos de forma que

B = L J  B¿te»
es acotado en E^ 29.1.(5)).

Como B¿C B tenemos que para todo x en Eg,;
P 6 ( x )  ¿  3¡*  P ^ x )  

luego para todo i y para todo(xK)é C se tiene
sup 1 sup Uní Pa (^n) : (5*) 6N í \  * sup \ sup Uní 'X;.1 Po.(*n ) : MéNí \$  T*►\ * K. t»



luego el conjunto
{_P6 (Xn.) • (3Cn)&C Y~

es acotado en Ao y por lo tanto contenido en un acotado normal A 
y por lo tanto C a l k  , Bj
lo que indica que E^ es fundamentalmente H0 -acotado.

(b) Como 1X tiene una sucesión fundamental de acotados , tam- 
bien la tiene ¿o i el resultado se sigue de 7.(b).

El hecho de que todo (DE)-espacio es fundamentalmente Oí -acota
do , así como que todo espacio metrizable es fundamentalmente A -
acotado es en general falso, como muestra el ejemplo de Rosier para

y A* = ¥  • Los correspondientes 3o y 2o son precisa
mente los mismos, luego nos sirven de contraejemplo para la misma 
situación.
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3. TOMELACION EN Ao^Ett.

Para estudiar la heredación de las propiedades de tonelación 
en los espacios /L^E€\ , seguiremos el método utilizado con éxito 
por A* Marquina y J.M. Sanz Serna < [ « j  ) con respecto al espacio 

♦ Si bien allí es fundamental la noción de la propiedad (B) 
de Pietsch ( es decir los espacios fundamentalmente 1^-acotados) 
en nuestro caso, y como cabía esperar, usaremos la noción de espa
cio fundamentalmente j^-acotado* Si es un espacio localmente 
convexo y Ao un. espacio semi-escalonado, el espacio ^E^se supon
drá dotado de la topología semi-normal
Proposición 3.1 Sea B un acotado, absolutamente convexo en E^ 
y sean ( a j e f , (un )€- W e^7.
Si oi = sup , (Un.)>I : (x*)é 3oIe2{, ( a ^ J c »  B }

co

y  $ - /  ~  sup1Kx * u>l : l
a«-

entonces ct = (2> •
demostración: Sea (xn)e

*Q ■00
U(xn) , (Un)>| =f 2 Z  un>|^/ K̂ n» Un>t $

1 1 H»i
como (an)6^ y a*xn6 B

«a
<  J ¡  —  s u p { | < x f  U B>1 :  x á B  í  
" 2__ a*vno»

tomando ahora supremos para (xK) é Jlp̂  Et\ con a*Xrv€ B , tenemos

Inversamente , sea £>0 , y k un número natural* 

sup})<x , uc>| : x £ b \^ <a£Xí,U£> +
k

con a¿xL* £B y 1 < i £ k , es decir

-Í-. supH<x,U£>|: x £. B ̂  ^  < x t-, u¿ } +

-n-



sumando se obtiene: 
K

) JL sup\l<x , ut>| : jé /  / J t-, u t‘> +  £
< «■ Q * »' ■—  ~*fa| i.

Escojamos el elemento de W ez\
(xj.,**.,..... xK,0,0, ) apc£ SB, -1 í i$ k

entonces
k

-i— sup X |<x , ut*>| : Xé B I ^ <* + £ k = 1,2,3»....

haciendo tender k a infinito p> <**£ , para todo £ , luego
(3 . H

y ^
Proposición 3.2 La topología normal de induce en M e V
la topología
demostración: sea B un cerrado ,acotado,absolutamente convexo
en E , y sea (ah) 6 ^  . Si q̂ ,(u<) = sup } |<x , u*>): x€ B \
se tiene —oO

SUp\|^(x*.) , (Un.̂ |: (xn)el{^, B^Xn 6 B  | n /> i  q^(u*,)
ns| a trv

Sea 'b' = í (30 6 WE¿\ : a»\X̂ t£ B , n - 1,2,3>... \

B es absolutamente convexo y CT -acotado ya que
si (xn)6,B , (un )fel,\Eil/C entonces

CO Otj
y Un>l=/~ — U«>U2I 1* q̂ .(û ) = p
n=ri Mal an VI=I ar\.

y por lo tanto la igualdad inicial es entre las seminormas que
definen la topología p>( L í EjV, W 4 )  y la normal de
respectivamente. Tengamos en cuenta además que los conjuntos 1? 
forman un sistema fundamental de acotados en M*t\- (ver también 
III.3).

Vamos a dar ya la primera de las condiciones para que Ao\Ec\ 
tenga una propiedad dectonelación.
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Proposición 3*3 Sea Ec localmente convexo• El espacio W M es 
casi tonelado si, y sólo si, Ej es casi tonelado y su dual fuerte 
Ep> es fundamentalmente A© -acotado*
demostración: Si E^ es casi tonelado, en particular es (J^-casi 
tonelado y como E£ es fundamentalmente A*-acotado, por 2.5

Sea H un acotado para la topología ft( AoAEtJ, en AolE^
por la proposición anterior es acotado en la topología normal de 

• Por ser E^ fundamentalmente A^-acotado , existe un M 
^(E',E)-acotado absolutamente convexo y o r ( E ' , E ) -  cerrado, tal que

5  —  q M (uM.) ^ i
tsr a«-

al ser E^ casi tonelado, M es equicontínuo, luego H es equicontínuo 
por 1*4

Inversamente, supongamos que ¡U^E^ es casi tonelado* La apli
cación íl̂  de A0̂ Ec  ̂ en E es lineal, continua y sobre (III.2.2(a)) 
además es fácil ver que es abierta luego es cociente y por lo tanto 
E^ es casi tonelado* El espacio A^Ej^ es 2oA e¿)-
casi completo, sucesionalmente denso en , luego aplicando 2.

A.iEty =
Sea H un acotado de ! al ser Vz\ casi tonelado , H es equi
contínuo, luego existe un equicontínuo U en E'tal que

cO

q (u*) i  1 si (un) e H.

Por el teorema de Banach-Mackey ( [ * ]  pag. 254) U es ^(E/,E)-aco- 
tado , luego Ep es fundamentalmente A** -acotado* 8

Corolario 3*4 Si E^ es un espacio (DP)-casi tonelado, entonces 
también lo es
demostración: Basta usar el resultado anterior y el hecho de que 
E ^  es metrizable, lo cual permite aplicar 7. (a). 8

-¿01-
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Corolario 3«5 Sea E¿ localmente convexo localmente completo.
es tonelado si, y sólo si Ez es tonelado y su dual fuerte 

es fundamentalmente -acotado.
demostración: consecuencia directa de 3* y III«7.14 • B 

Al igual que en [28]vamos a dar una aplicación de este último 
resultado a la conmutación del límite inductivo cuando aplicamos un 
espacio semi-escalonado. Es conocido que la conmutación es en gene
ral negativa si tomamos el espacio c© • Con el siguiente ejemplo 
(sugerido por el Prof. Valdivia para y extendido por nosotros 
a cualquier \ 0 ) veremos que para cualquier espacio semi-escalonado 
distinto de V  , existe un límite inductivo (que será siempre el 
mismo) de forma que no se cumple la conmutatividad.

Sea un espacio semi-escalonado distinto de P . Podremos en*\ 
tonces encontrar en él una sucesión (bn) y una sucesión creciente
de enteros positivos n1 $ n 2>< ..........nK § ___
de forma que para todo k ba VO.

9Tomemos como E el espacio de Hilbert 1 con la norma usual que 
denotaremos por pz • Si consideramos los vectores unitarios en 
e4. > ez »••••••* e«v* • existe un conjunto infinito B de tal manera
que unido a los e* formen una base de Hamel en E.

Sea B^, BZ f   B*, una partición numerable de B j
para todo n sea

E ^ =  Lin JB,UB*U... }
0*3

Los Erv. son subespacios densos en E tonelado. Como E =LJErtKit |
aplicando un resultado de Valdivia ( O J  ) tenemos que

E = lim E*. (estricto)
Veamos que sin embargo W E t H  lim 

donde en los espacios semi-escalonados consideramos la topología 
semi-normal. Tomemos para cada n un x^ € E n ^

Al ser 1 metrizable existen reales positivos de forma que

-S02 -



la sucesión o c o n v e r g e  a cero en la norma
a ̂

Sea y»\. = n — 1,2,3,*.*«* • Si (a^) € A
(aKb n p% (cUxn)) & c0 

yaque (ahbn )éctf y )) C c0

Por lo tanto (y*.) €■ Ao}í̂ 1i> mientras que como xn 4 Erv» (y«.)£ 3o\e„.}
luego

,na|
Sin embargo podemos enunciar:

Proposición 3*6 Sea E^ espacio iocalmente convexo localmente com
pleto. Sea ^ E»y : n = 1,2,3>*** j; una sucesión creciente de subespa- 
cios localmente completos de E , cuya unión es E.

Si para 2o , ¿MEjI es tonelado, entonces X\vA *= LJ Ü E s \H=|
y lim AoÍEa\= a ̂
demostración: sea (x*)^ /UlEjf y sea (a*)€ a  • La sucesión a* x *l
converge a cero en la topología % . Al ser E localmente completo, B 

su envoltura cerrada y absolutamente convexa es compacta , así pues
Efc es Banach. Los E*. son localmente completos luego

E 3 Pl En. es cerrado en E$ para todo n
y por lo tanto E^ =( J(Eft O  Ea). Podemos¿entonces encontrar
aplicando el teorema de Baire un n^de forma que E ^ C  E ^OE^
es decir B C  E*i0 y por lo tanto (anxri) converge a cero en la topo
logía y (xn )e^0̂ Ent̂  • La segunda parte de la tósis es inmedia
ta usando el resultado de Valdivia ( 3  cor. 1.5)* B
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