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Proélogo

El objetivo principal de esta tesis es la obtencién de predicciones preci-
sas, tanto puntuales como intervalos de prediccidn, de series temporales con
errores correlacionados para cada instante temporal mediante el modelo de
Holt-Winters multivariante. Con ello hemos pretendido realizar una aporta-
cién al andlisis multivariante de series temporales mediante la metodologia
de suavizado exponencial.

Los modelos de suavizado exponencial son reconocidos como una de las
herramientas mds empleadas en la prediccién a corto plazo de series tem-
porales univariantes (Gardner, 1985; 2006). Su popularidad se debe princi-
palmente a su sencilla formulacién y a los buenos resultados obtenidos en
competiciones de prediccién (Makridakis and Hibon, 2000).

En un principio, los métodos de suavizado exponencial, con origen en
el trabajo de Brown y Holt realizado en la década de los afnos cincuenta,
no estaban basados explicitamente en ningin modelo probabilistico, sino
en un andlisis previo de los datos que conformaban las series temporales
para determinar, por ejemplo, la existencia de tendencia o comportamien-
tos ciclicos. A partir de sencillas ecuaciones de actualizacién, de las que se
derivan posibles cambios en el nivel local de la serie, tendencia o estacio-
nalidad, los métodos obtienen predicciones para los valores futuros de las
series. La eleccién adecuada de los valores de los pardmetros (pardmetros
de suavizado y condiciones iniciales del nivel, tendencia y estacionalidad) es
crucial en la obtencién de predicciones; sin embargo, el mejor procedimiento
para su obtencidn es una cuestién que todavia estd por determinar. Existe
una gran variedad de procedimientos heuristicos para estimar el valor de
las condiciones iniciales, sin evidencia empirica a favor de ninguno de ellos,
obteniendo como resultado predicciones que pueden ser substancialmente
diferentes (Chatfield and Yar, 1988; Segura and Vercher, 2001). Una vez
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fijado el valor de las condiciones iniciales, los parametros de suavizado son
obtenidos, generalmente, minimizando los errores de prediccién de un paso
de los datos histéricos de la serie.

Posteriormente, se introduce una clase de modelos de espacio de estado
para los cuales los métodos de suavizado exponencial son éptimos (Ord et al.,
1997; Hyndman et al., 2002). Dicha equivalencia posibilita el estudio de las
propiedades estadisticas de los modelos de suavizado exponencial, el calculo
de los estimadores maximo-verosimiles de los pardmetros y la obtencién de
predicciones tanto puntuales como intervalos de prediccién. Las prediccio-
nes puntuales basadas en la estimacién méximo-verosimil (Hyndman et al.,
2002; Bermiidez et al., 2007) u otros métodos de optimizacién (Bermidez et
al., 2006a;b) han demostrado ser muy precisas. En cambio, los intervalos de
prediccidn tienden a ser demasiado estrechos, pues las diferentes ecuaciones
propuestas para su calculo no tienen en cuenta el error de estimacién de los
parametros del modelo.

Recientemente, se ha analizado el modelo de Holt-Winters univariante
aditivo desde el enfoque Bayesiano (Bermidez et al., 2008b). Esto les ha per-
mitido a los autores acomodar la incertidumbre propia del modelo y obtener
asi intervalos de prediccién con cobertura empirica préxima a la nominal.

El enfoque Bayesiano para la inferencia, al igual que para la prediccién,
supone condicionar a lo conocido (datos observados, estructuras, etc.) para
obtener inferencias acerca de lo desconocido, dando lugar a problemas de
integracién que en la mayoria de los casos no tienen solucién analitica. Los
avances en integracién numérica y métodos de simulacién han incrementa-
do el nimero de problemas de prediccién que pueden ser tratados desde el
punto de vista Bayesiano (Geweke and Whiteman, 2006).

Por otro lado, en la préactica es comiin encontrar conjuntos de series tem-
porales sujetas a componentes aleatorias similares o donde las observaciones
de una serie dependen, no sélo de los valores pasados de la serie, sino tam-
bién de los valores pasados y presentes de otras series. Algunos ejemplos son
las series de ventas de diferentes productos de una misma compaiifa, series
de demanda eléctrica en diferentes regiones de un pafs, series de tipo de
cambio, etc. En estas ocasiones, con el uso de modelos de series temporales
multivariantes, los cuales incorporan la relacién existente entre las series, es
posible mejorar tanto el ajuste como la prediccién respecto a los andlisis uni-
variantes. Consecuentemente, varios autores (Jones, 1966; Enns et al., 1982;
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Harvey, 1986; Pfeffermann and Allon, 1989; Fernandez and Harvey, 1990; de
Silva et al., 2007) han tratado de extender los modelos de suavizado expo-
nencial al caso multivariante. Una vez estimados los pardmetros del modelo,
generalmente mediante estimacién maximo-verosimil, predicciones puntua-
les para los valores futuros de las series pueden ser calculadas a partir del
filtro de Kalman. No obstante, en el anélisis conjunto de series temporales
correlacionadas mediante modelos de suavizado exponencial multivariante
quedan todavia cuestiones por determinar. Prueba de ello es que, en la lite-
ratura existente, no encontramos referencias para el célculo de intervalos de
prediccién.

En esta memoria, introducimos una nueva formulacién para el modelo
de Holt-Winters multivariante con estacionalidad aditiva y errores aditivos,
el cual puede ser expresado como un modelo de regresién aparentemente
no relacionado (modelo SUR, Zellner, 1962). El modelo es analizado des-
de la perspectiva Bayesiana. Dados los datos observados que conforman las
series temporales, la distribucién a posteriori para los pardmetros del mo-
delo es obtenida. Dicha distribucién, aunque no es analiticamente tratable,
puede ser estimada mediante métodos de simulacién MCMC. Finalmente,
la distribucién predictiva es estimada mediante integracién por Monte Carlo.

Todo lo mencionado hasta aqui lo exponemos detalladamente en los dis-
tintos capitulos de la tesis, seis en total, cerrando el trabajo con la indicacién
de la bibliograffa utilizada. En el primer capitulo introducimos los modelos
de suavizado exponencial univariante y las generalizaciones propuestas en la
literatura para el caso multivariante. Posteriormente, revisamos brevemente
las principales herramientas Bayesianas propuestas para tratar el problema
de seleccién de modelos. En el segundo capitulo presentamos la formulacién
para el modelo de Holt-Winters multivariante empleada en esta memoria y
mostramos su analisis Bayesiano. El tercer capitulo estd dedicado al estudio
de dos casos particulares del modelo de Holt-Winters multivariante: el mo-
delo de Holt multivariante, adecuado para el anélisis de series temporales
con tendencia pero sin componente estacional, y el modelo de Holt-Winters
multivariante con pardmetros de suavizado comunes para los modelos uni-
variantes. En el cuarto capitulo aplicamos los diferentes procedimientos de
seleccién de modelos para seleccionar el modelo de Holt-Winters multiva-
riante que mds se adecua a los datos que conforman las series temporales
de estudio. En el quinto capitulo mostramos los resultados obtenidos en la
prediccién de dos conjuntos reales de series temporales correlacionadas: las
series diarias del valor de cierre del Dow Jones y del Ibex 35 y las series
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mensuales del nimero de pasajeros en cinco aeropuertos de Londres. Fina-
lizando, el sexto capitulo estd dedicado a conclusiones y futuras lineas de
investigacién.
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Capitulo 1

Introduccion

En la practica es comin encontrar conjuntos de series temporales sujetas
a componentes aleatorias similares o donde las observaciones de una serie
dependen, no sélo de los valores pasados de la serie, sino también de los
valores pasados y presentes de otras series. En estas ocasiones, el analisis
conjunto de las series mediante modelos multivariantes, que incorporan la
relacién existente entre éstas, permite obtener predicciones mas precisas que
las resultantes de los andlisis univariantes.

La sencilla formulacién de los modelos de suavizado exponencial y los
buenos resultados obtenidos, con un minimo esfuerzo, en competiciones de
prediccién (Makridakis and Hibon, 2000) hacen de estos modelos una de las
herramientas mas empleadas en la prediccién a corto plazo de series tempo-
rales univariantes (Gardner, 2006; Bermidez et al., 2008a). Es por ello que,
en este trabajo, desarrollamos un procedimiento Bayesiano de prediccién
basado en el modelo de Holt-Winters aditivo multivariante que nos permite
obtener predicciones precisas, tanto puntuales como intervalos de prediccién,
de series temporales con errores correlacionados para cada instante temporal.

En la siguiente seccién de este primer capitulo introducimos los mode-
los de suavizado exponencial univariante, mostrando el anilisis Bayesiano
del modelo de Holt-Winters aditivo. En la segunda seccién mostramos los
resultados obtenidos en los andlisis univariantes de las series de ocupacién
hotelera en tres provincias de Espana, ejemplo de referencia a lo largo de la
memoria. En la seccién tercera presentamos las generalizaciones existentes
en la literatura para el caso multivariante. En la 1ltima seccién revisamos
las principales herramientas Bayesianas propuestas para tratar el problema
de seleccién de modelos, parte fundamental de cualquier andlisis estadistico.



2 CAPITULO 1. INTRODUCCION

1.1. Modelos de suavizado exponencial

A lo largo de los afios, el ‘método de Holt’ se ha convertido en un término
estdndar de referencia para el método de prediccién basado en el uso de
medias méviles ponderadas exponencialmente para obtener predicciones de
series temporales con cierta tendencia. Segin Ord (2004), el término ha lle-
gado a ser tan conocido que a menudo es utilizado sin referencias. Cuando
se cita a Holt (1957), the Office of Naval Research report [ONR Research
Memorandum Number 52], hay una sospecha de que el autor esté siguiendo
la costumbre y no haya consultado el informe original, puesto que no fue
publicado por Holt hasta el afio 2004 (Holt, 2004). No obstante, el método
gandé popularidad en el ano 1960 al ser estudiado por Winters, pasando a
ser conocido como el método de Holt-Winters (Winters, 1960).

La tabla 1.1 contiene las ecuaciones para los principales métodos de sua-
vizado exponencial, todos ellos extensiones del trabajo original de Holt y
Winters (1960). En la notacién empleada, y; es el valor observado de la serie
temporal en el instante ¢; a;, b; y c; representan el nivel, la tendencia y la
componente estacional respectivamente en el instante t; s es la longitud del
ciclo estacional e 74 la prediccién de h pasos calculada en ¢. Los métodos
son clasificados empleando la nomenclatura introducida por Hyndman et al.
(2002), de manera que el método N-N denota el método de suavizado ex-
ponencial simple, sin tendencia ni componente estacional, A-N es el método
de Holt, con tendencia aditiva pero sin componente estacional, A-A es el
método de Holt-Winters aditivo, con tendencia y estacionalidad aditivas, A-
M representa al método de Holt-Winters multiplicativo, es decir, tendencia
aditiva y estacionalidad multiplicativa, etc.

Para emplear la metodologia de suavizado exponencial, el analista debe
proporcionar los valores del nivel, tendencia y estacionalidad al comienzo de
la serie (aq, bo, €1—s, C2—s, - - -, o) asi como el valor de los pardmetros de sua-
vizado (a, 3, 7). Para la estimacién de las condiciones iniciales encontramos
una gran variedad de procedimientos heuristicos, sin evidencia empirica a fa-
vor de ninguno de ellos, obteniendo como resultado predicciones que pueden
ser substancialmente diferentes (Chatfield and Yar, 1988; Segura and Ver-
cher, 2001). Ademds, estos procedimientos utilizan parte de los datos que
conforman la serie temporal, al menos los del primer ciclo estacional, para
estimar las condiciones iniciales, 1o que supone un problema si se dispone de
un numero limitado de observaciones. Una vez fijado su valor, los pardme-
tros de suavizado suelen obtenerse minimizando los errores de prediccién de
un paso de los datos histéricos de la serie.



Tendencia

Estacionalidad

N

A

M

N a=oay+(l-a)a
Yieh = ay

ar = a(ys —c—s) + (1 — a)ag—
e =YY — at) + (1 —v)ee—s
Yt+h = @t + Ct+-h—s

a; = a(y/ci—s) + (1 — a)ai—
¢t = Y(ye/at) + (1L — v)ci—s
Yt+h = QtCt+h—s

A ar = ay; + (1 - a)(at_l + bt—l)
by = f(as — as—1) + (1 — B)be—1
Yevh = ag + hby

ay = a(ys — ct—s) + (1 — a)(az—1 + bs_1)
by = B(ar — az—1) + (1 = B)be-1

et =YY — ar) + (1= )es—s

Yt+h = @t + hbs + Cirh—s

ar = o(ye/ce—s) + (1 — a)(az—1 + bt—1)
be = Blas — at—1) + (1 — B)bi—1

¢t = Y(ye/a) + (1 = Y)ee—s

Y+ = (ac + hb)cein—s

M a;=oay+ (1 - a)(ag-1bi-1)
by = B(at/at—1) + (1 — B)bs—1
§t+h = th?

a = oyt — ce-s) + (1 — @) (ar—1b¢-1)
by = B(as/as—1) + (1 - B)be—1

ce = (Yt — ar) + (1 = 7)cr—s

Terh = atbl + corn—s

at = a(ys/ct—s) + (1 — a)(at-1bt-1)
by = B(at/as—1) + (1 — B)be—1

ce = v(yt/ae) + (1 — v)er—s

§t+h = (atb?)ct+h—s

Tabla 1.1: Principales métodos de suavizado exponencial
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Otro enfoque, el cual simplifica el anélisis y produce resultados més sa-
tisfactorios que los anteriores, consiste en considerar las condiciones iniciales
como parametros del modelo y determinar su valor conjuntamente con el de
los pardmetros de suavizado mediante algin esquema de optimizacién ade-
cuado (Bermudez et al., 2006a;b).

La introduccién de una clase de modelos de espacio de estado no linea-
les con una tunica fuente de error subyacentes a los métodos de suavizado
exponencial supuso un gran avance para la metodologia de suavizado expo-
nencial (Ord et al., 1997; Hyndman et al., 2002). De este modo, los métodos
pueden disfrutar de las ventajas propias de los procedimientos de prediccién
basados en modelos estadisticos como, por ejemplo, el célculo de la funcién
de verosimilitud y de intervalos de prediccién para los valores futuros de las
series. Para cada método existen dos posibles modelos de espacio de estado
subyacentes, segin si se suponen errores aditivos o multiplicativos. Las pre-
dicciones puntuales obtenidas con ambos modelos son equivalentes, aunque
no ocurre lo mismo con los intervalos de prediccién.

Los modelos de espacio de estado no lineales con una inica fuente de
error, definidos como:

ye = h(zi_1,0) + k(xi-1,0)€
zi = f(zi-1,9) + 9(Tt-1,p)es

son un caso particular de los tradicionales modelos de espacio de estado, con
una uUnica componente aleatoria comun para las ecuaciones de observacion y
de transicién. Esta particularidad permite la estimacién méaximo-verosimil
del modelo, no siendo necesario recurrir al filtro de Kalman extendido como
ocurre en el caso general. En las ecuaciones anteriores, y; es la observacion
en t; x;_1 es el vector que representa el estado del proceso subyacente al co-
mienzo del instante t; ¢ es un vector de pardmetros y {e;}; son los errores,
independientes entre si e idénticamente distribuidos con media 0 y varianza

o2,

La versién lineal de estos modelos viene dada por:

ye = hzi1+ ki(ze—1)e
xy = Fxi1+ 0ki(ze-1)es

siendo k¢(z;—1) = 1 para el caso homocedéstico.
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Entonces, los modelos de suavizado exponencial con errores aditivos son
obtenidos al suponer que la observacién de la serie temporal en el instante ¢,
yt, viene de la variable aleatoria Y;, suma del nivel local de la serie, posibles
componentes de tendencia y estacionalidad y de la componente aleatoria
¢, distribuida segiin la Normal N(0,0?). Cada vez que se dispone de una
nueva observacién, los términos de nivel, tendencia y estacionalidad son
actualizados conforme a las correspondientes ecuaciones de actualizacién
mostradas en la tabla 1.1. Asi por ejemplo, el modelo de Holt-Winters aditivo
es obtenido al suponer que la observacién en el instante ¢ viene de la variable
aleatoria Y; definida como:

Yi=ai1+b1+cs+e (1.1)

donde a;, b; y ¢; son el nivel, la tendencia y la componente estacional de la
serie en el instante ¢t y {€}} ; son las componentes aleatorias del modelo,
supuestas independientes e idénticamente distribuidas N (0, o2).

Definiendo z; = (a, by, ¢ty Ct—1, - - -, Ct—s+2,Ct—s+1)’ €l vector (s +2) x 1
de estado y § = (e, 03,7,0,...,0,0) el vector de pardmetros, el modelo de
Holt-Winters aditivo con errores aditivos puede expresarse como un modelo
de espacio de estado lineal homocedéstico con una tnica fuente de error de
la siguiente manera:

Y = (1, 1,0,0,...,0, l)IL't_l + €

a; 1100 00 ai—-1 o
( by ) (0100 00\(@_1\ /aﬁ\
c 0 000 ... 01 Ct—1 v
Ct—1 — 0010 ...00 Ct—2 + 0 €
Ct—:s+2 0 0 0 0 0 ct—.s+1 0
Csi1 \ 0000 10/ \ e \ 0 )

(1.2)

donde las ecuaciones de actualizacién son expresadas en la forma equivalente
de correccién de error:

ar = oy —ci—s) + (1 —0a)(as—1 +b—1) = a1 + b1 + e (1.3)
be Blas — at—1) + (1 — B)b—1 = bi—1 + afe (1.4)
¢ = Yyt —at—1 —b—1) + (1 — y)ct—s = Ct—s + Y€t (1.5)
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Notar que la ecuacién de actualizacién de la componente estacional no es
la original de Winters (1960), sino la propuesta por Ord et al. (1997). Para
maés referencias consultar Gardner (2006).

La versién del modelo con errores multiplicativos seria equivalente a la
formulacién anterior sustituyendo €; por e; = (at—1 + bt—1 + ci—s)€t. El resto
de modelos de suavizado exponencial, tanto con errores aditivos como con
errores multiplicativos, se definen de manera andloga.

Posteriormente, Bermidez et al. (2007) formulan el modelo de Holt-
Winters aditivo con errores aditivos como un modelo lineal heterocedastico,
lo que simplifica el cédlculo de los estimadores maximo-verosimiles de los
parametros del modelo, pardmetros de suavizado, condiciones iniciales y va-
rianza de los errores, asi como la obtencién de intervalos de prediccidon.

Utilizando recursivamente la ecuacién de observacién (1.1) junto con
las ecuaciones de actualizacién (1.3), (1.4) y (1.5), los datos pueden ser
expresados en funcién de las condiciones iniciales y de los parimetros de
suavizado de la siguiente manera:

y1 = ag+by+ci-s+e

y2 = a9+ 2byp+co—s +a(l+ Ber + €2

ys = ap+3bp+ca—s+a(l+208)e+a(l+P)ex+e3
s—1

Ys = ao+sbot+cotad (1+(s—r)Be+es
r=1

S
Ys+1 = ao+(s+1)bg+c1—s+ve1 + aZ(l +(s+1—-7)0)er + €541

r=1
s+1
Ys+2 = aot(s+2)bo+ca—s+rea+a Z(l +(s+2—7)B)er + €542
. r=1
(1.6)
Entonces, el vector de datos y = (y1,%2,¥3,---,Yn) puede ser expresado
matricialmente como:
y=Aw+ Le (1.7)
donde w = (ag, bo, €1-s,C2—s,--.,¢0)" es el vector (s + 2) x 1 de las condi-

ciones iniciales; € = (€1, €2, ..,€,) es el vector de errores, distribuido segin
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la Normal multivariante N,(0,0%I,); A es la matriz de orden n x (s + 2)
cuya primera columna es el vector (1,1,...,1)’, su segunda columna el vec-
tor (1,2,...,n)" y las tltimas s columnas estdn compuestas por matrices
identidad de orden s una a continuacién de otra hasta completar las n filas;
L es la matriz n x n triangular inferior definida como:

1 0 0 ... 00
la 1 0 ... 00
l l 1 ... 00
A (1.8)
oot bz loz ... 1 0
ln loo1 lp—g ... 13 1

con l; = a(l + (i — 1)B) + (¢ = 1(mod s)). Entonces, la distribucién con-
junta del vector de datos y es la Normal multivariante con vector de medias
E(y) = Aw y matriz de covarianzas V(y) = 02LL’, que depende del vector
0 = (a, B,7)' de los pardmetros de suavizado y es siempre definida positiva,
pues |L| = 1 para todo valor de 6.

La matriz de diseno A es una matriz constante y conocida, pues no
depende ni de las condiciones iniciales ni de los pardmetros de suavizado,
de rango no completo; de hecho, rg(A) = s + 1, pues la primera columna
es la suma de las tdltimas s columnas. Consecuentemente, las condiciones
iniciales no son funciones estimables y para que el modelo sea identificable
es necesario imponer una restriccién lineal sobre w. Bermiidez et al. (2007)
utilizan, sin pérdida de generalidad, la restriccién ag + by = 0, en lugar de
la generalmente asumida ¢;—5 + ca—s + ... + cg = 0. La expresién matricial
del vector de datos resultante de considerar esta restriccién es de la forma:

y=Miyp+ Le (1.9)
donde ¢ = (bp, €1—s,C2—s,--.,cp)" es el nuevo vector (s+ 1) x 1 identificable
de las condiciones iniciales; M es la matriz n x (s+1) cuya primera columna
es el vector (0,1,2,...,n—1) y las dltimas s columnas estdn compuestas por

matrices identidad de orden s una a continuacién de otra hasta completar
las n filas; L y € estdn definidos como en (1.7).

La funcién de verosimilitud asociada al modelo de Holt-Winters aditi-
vo univariante, expresado como un modelo lineal heterocedéstico, es de la
forma:

Ful,0,0%) x (¢2)F exp { =505 MWL) -0} (110)
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Para un andlisis detallado del modelo basado en la estimacién méximo-
verosimil consultar Bermudez et al. (2007). En la siguiente seccién se mues-
tra su andlisis Bayesiano.

1.1.1. Analisis Bayesiano del modelo de Holt-Winters aditivo
univariante

La finalidad principal de los modelos de suavizado exponencial es la ob-
tencién de predicciones para los valores futuros de las series temporales de
estudio. A diferencia de las predicciones puntuales basadas en la estimacién
maéximo-verosimil (Hyndman et al., 2002; Bermuidez et al., 2007) u otros
métodos de optimizacién (Bermidez et al., 2006a;b), que han demostrado
ser muy precisas, los intervalos de prediccién tienden a ser demasiado estre-
chos, pues en su cilculo no se tiene en cuenta el error de estimacién de los
pardmetros del modelo.

Bermidez et al. (2008b) analizan el modelo de Holt-Winters univariante
aditivo desde la perspectiva Bayesiana, incorporando asi el error de estima-
cién en el célculo de predicciones y obteniendo intervalos de prediccién con
cobertura empirica préxima a la nominal.

Sea X = L™'M, Px = X(X'X)™' X' la matriz de proyeccién ortogonal
sobre el espacio generado por las columnas de X y ¥ = (X'X)"'X'L™1y
el estimador minimos cuadrados de ¥ cuando el vector 8 de pardmetros de
suavizado y, por tanto, las matrices L y X son conocidos. Entonces, la forma
cuadrética en (1.10) puede descomponerse como:

(y — M) (LL) My — My) = o
=Ly - XY+ X% —9) (LY = X9+ X (9 — 9))
=W -9 X'X®—-9)+(L7'y)(In— Px)L™y

y la funcién de verosimilitud es proporcional a

(0%)7 % exp {—%w ~ X' X (%~ J)} exp {—-Z%(L-ly)’(fn - PX)L_ly}
(1.11)

Si el vector 8 = (a, 3,7)’ de los pardmetros de suavizado fuera conocido,
la matriz L seria conocida y el anélisis Bayesiano del modelo (1.9) es cono-
cido (ver, por ejemplo, O’Hagan and Foster, 2004, capitulo 11). A partir
de la distribucién a priori no informativa convencional f(1,c|0) < 071, la
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distribucién a posteriori para los pardmetros del modelo es de la forma: N
f(¢|y,0, 6) = Ns+1('ZZ’ Uz(XIX)_I) (112)
—-s—11
f@) = Gt (P - oL ) (119

En la practica, el vector 8 de los pardmetros de suavizado es siempre
desconocido. Tomando f(¥,0,0) = f(¢,0|0)f() donde f(¢,0]0) x o1
y f(0) o 1, la distribucién a posteriori condicional f(v,oly, ) viene dada
por las expresiones (1.12) y (1.13), mientras que la distribucién a posteriori
marginal f(f|y) es proporcional a:

n—s—1

F(6ly) o< IX'X|3((L ') (In — Px)L ™)~ (1.14)

Generalmente se asume que el valor de los pardmetros de suavizado, las
tres componentes del vector 8 = (a, 8,7)’, esté incluido en el intervalo (0, 1).
Esta restriccién puede ser introducida facilmente en el modelo a través de
la distribucién a priori f(6), considerando f(8) 1 si las componentes de
0 € (0,1) y f(6) =0 en otro caso. En este caso, la distribucién a posteriori
f(8ly) viene dada por (1.14) si todos los pardmetros de suavizado pertenecen
al intervalo unidad, mientras que toma el valor cero en caso contrario. En
lo que resta de la memoria, salvo que se indique lo contrario, trabajaremos
con esta restriccion.

Dado que f(@|y) no es analiticamente tratable, Bermudez et al. (2008b)
proponen utilizar un mecanismo de aceptacidn-rechazo para obtener una
muestra de dicha distribucién y estimar asi las caracteristicas de interés.

Sea {RL};‘P=1 una particién del cubo unidad, por ejemplo, la obtenida
al dividir cada uno de los intervalos (0,1) en K = 4 subintervalos, y sea
M; = supger, f(0]y). Entonces, la funcién importante s(6|y) se define pro-
porcional a M; si 8 € R;, para it =1,2,...,T, y cero en otro caso; es decir,
la funcién importante es la uniforme a bloques en el cubo unidad.

Una vez definida la funcién importante, en cada iteracién del algoritmo
se selecciona una regién R; con probabilidad proporcional a M; y se simula
Y) uniforme en R;. Si uM; < f(8W|y), con u ~ Un(0,1), el valor V) es
aceptado; en otro caso, el valor es rechazado y el proceso es repetido. Tras
repetir el algoritmo de simulacién N veces, se obtiene una muestra {6/ }f’:l
de tamano N de la distribucién a posteriori f(6|y).



10 CAPITULO 1. INTRODUCCION

Una vez obtenida la distribucidén a posteriori para los pardmetros del
modelo, la distribucién predictiva, la cual contiene toda la informacién acer-
ca de los valores futuros de la serie, puede ser calculada. Sea P el vector
h x 1 de los datos futuros de la serie temporal. Entonces, la distribucién
predictiva f(P|y) es obtenida al resolver la siguiente integral:

f(Ply) = / / / F(Ply,,6,0)f (b, 6, 0ly)dup d6 do

Para el cdlculo de f(P|y,%,6,0), Bermidez et al. (2008b) suponen que
el vector (n+ h) x 1 de los datos observados y futuros de la serie temporal,
(¢, P'Y, se ajusta al modelo de Holt-Winters aditivo univariante y, por tanto,
satisface la ecuacién (1.9):

HEFARI S H

donde las matrices M y L en (1.9) han sido completadas hasta orden n+h y
particionadas de manera anéloga al vector (y’, P’)’; v es el vector de errores
asociado a los datos futuros.

Si el vector 6 de los pardmetros de suavizado es conocido, la distribucién
predictiva resultante f(P|y,0) es la t-Student multivariante con n — s — 1
grados de libertad y vector de medias y matriz de covarianzas dados por:

E(Ply,0) = Myp+L* (L) (y~ M) (1.16)
V(Ply,0) = Z—Z—E—%&z(Lz(Lz)’ + (M, — L2 X)(X'X)~Y(M, — L*' X))
(1.17)

siendo X = (LY)"1M, ¢ = (X'X)~1X'(L})~'y el estimador minimos cua-
drados de ¢ y 52 = —L—((L!)~ly)'(In,— Px)(L') "'y el estimador insesgado
de o2.

En el caso general, 6 desconocido, la distribucién predictiva, asi como sus
principales momentos, pueden ser estimados mediante integracién por Mon-
te Carlo. Sea {9(7')}9’:1 una muestra de la distribucién a posteriori f(|y),
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entonces:

1 & N

f(Ply) =~ NZMSt(ug),V},”,n—s—l) (1.18)
j=1
1L

E(Ply) ~ > up (1.19)
j=1
1 N N

V(P ~ 5V Z gy - E(Ply)E'(Ply) (1.20)
ij=1 j=1

donde M St(,u(j ) V,Sj ), n — s — 1) es la t-Student multivariante con n — s —1

grados de libertad y vector de medias ,u(J) y matriz de covarianzas Vlgj )

resultantes de sustituir 6 por §() en (1.16) y (1.17) respectivamente.

1.2. Series temporales de ocupaciéon hotelera

A lo largo de la memoria, a fin de clarificar los procedimientos de andli-
sis que introducimos, haremos referencia al siguiente ejemplo en el que se
estudian las series mensuales de ocupacién hotelera en Castellén, Valen-
cia y Alicante desde Enero de 2001 hasta Diciembre de 2006. Los datos
estdn disponibles en la pagina web del Instituto Nacional de Estadistica
(http://www.ine.es).

La actividad turistica en la Comunidad Valenciana tiene una gran tras-
cendencia econdmica y social, siendo una de las principales fuentes de in-
gresos. Dado que la demanda turistica depende de factores tales como la
inversién llevada a cabo en la zona, la calidad de los servicios ofertados, las
preferencias de los turistas, etc., la prediccién de la ocupacién hotelera pue-
de ayudar a las autoridades locales y a los profesionales del sector a adoptar
las medidas necesarias de acuerdo a la situacién prevista.

A continuacién mostramos los principales resultados obtenidos en los
analisis univariantes de las series temporales. Notar que el uso del mode-
lo de Holt-Winters estd justificado, pues las series presentan una tendencia
creciente y estacionalidad aditiva, ver figura 1.1. Consideramos como datos
histéricos las observaciones correspondientes a los cinco primeros afios (2001
- 2005), mientras que el afio 2006 es utilizado para valorar la precisién de
nuestra prediccién fuera de la muestra.


http://www.ine.es
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Castellon

8 Valencia
Alicante
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Figura 1.1: Grafico temporal de las series mensuales de ocupacion hotelera
en Castellon, Valencia y Alicante desde Enero de 2001 hasta Diciembre de
2006. Unidades: miles de viajeros

La figura 1.2 muestra los histogramas de los parametros de suavizado
simulados de las distribuciones a posteriori f{0ilyi) para i = 1,2,3, ver
ecuacion (1.14). En concreto simulamos N = 10000 valores utilizando el
método de aceptacion-rechazo descrito anteriormente. Las lineas rojas ver-
ticales representan las medias muéstrales.

Histograma de ot Histograma de p Histograma de y
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NS E RS afIC

0.00 0.10 0.20 00 02 04 0.6 08 10

Histograma de ot Histograma de p Histograma de y

49 1 S —
01 02 03 04 05 0.6 0.00 0.10 0.20 00 02 04 06

Histograma de ot Histograma de 3 Histograma de y

J1 L ifl.

03 04 05 06 0.7 00 0.2 0.4 06

Figura 1.2: Histogramas de los parametros de suavizado simulados de su
distribucion a posteriori en los andlisis univariantes de las series temporales
de ocupacion hotelera
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El hecho de que el parametro (3 correspondiente a Castellon presente
tanta variabilidad se debe a que el valor de a es practicamente cero y, por
tanto, el pardmetro (3 influye poco en el anélisis de la serie.

En la figura 1.3 encontramos, en color negro, el ajuste obtenido para cada
una de las series temporales en la zona de estimacion (2001-2005) asi como
las predicciones para el afio 2006. Las lineas negras discontinuas representan
los intervalos de prediccion del 95 %. Una vez obtenida la muestra {o | }yLi>
las estimaciones de las observaciones que conforman la serie temporal ;-ésima
son calculadas utilizando (1.9), sustituyendo los pardmetros de suavizado y
las condiciones iniciales por sus medias muéstrales. Analogamente, las pre-
dicciones puntuales son obtenidas a partir de (1.19). Como podemos ver, el
afio 2006 es un afio atipico, con un incremento en la ocupacidon hotelera ma-
yor que el esperado. En el caso de Valencia, este aumento puede ser debido
a la celebracion de las conocidas regatas de la America’s Cup.

2001 2003 2004 2005

2001 2002 2003 2004 2005 2007

2001 2002 2003 2004 2005 2007

Figura 1.3: Linea negra: ajuste y predicciones obtenidos para cada una de
las series temporales de ocupacién hotelera con el modelo de Holt-Winters
univariante. Lineas discontinuas: intervalos de prediccion del 95 %

Por ultimo, en la tabla 1.2 se presentan los errores de ajuste y de pre-
diccion correspondientes a los analisis univariantes de las series temporales.
Como medida de precision utilizamos el error SMAPE (symmetric mean
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absolute percentage error), definido como:

n ~
SMAPE = lzLy—t-’—zf' % 200
n i Yt + U

donde y; es la observacién en el instante ¢ e ¥; su estimacién. Elegimos este
error porque es independiente de la escala, simétrico y acotado: fluctia entre
-200% y 200 %. Adems4s, es una de las medidas de precisién més empleadas
para comparar los modelos de suavizado exponencial.

Castellon Valencia Alicante | Media
Error ajuste 9.29 9.42 6.23 8.31
Error prediccién 10.13 35.00 17.58 20.90

Tabla 1.2;: Error SMAPE de ajuste y de prediccién resultantes de los andlisis
univariantes de las series temporales de ocupacién hotelera

1.3. Modelos de suavizado exponencial multiva-
riante

Jones (1966) es el primer autor que generalizé los modelos de suavizado
exponencial simple al caso multivariante, expresindolos como modelos de
espacio de estado con multiples fuentes de error de la siguiente manera:

ye = pmet+ée (1.21)
B = pe-1+m (1.22)
donde y; = (y11,yt2, - - . , ¥tm)’ €s el vector m x 1 de las observaciones en t;
es el vector m x 1 de estado; & = (€1, €9, . - -, €1m )’ €s el vector de los errores

observados en t, distribuido segiin la Normal multivariante N, (0,X) y 7; es
el vector de errores asociado al vector de estado, con distribucién N, (0, Q).

En su articulo, Jones propone un método para la estimacién de la matriz
de peso 6ptima, equivalente matricial al pardmetro de suavizado del modelo
univariante, sin considerar la estimacién méaximo-verosimil de los pardme-
tros del modelo.

Posteriormente, Enns et al. (1982) introducen una nueva clase de mode-
los de suavizado exponencial simple multivariantes, cuya formulacién como
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modelos de espacio de estado coincide con la propuesta previamente por
Jones (1966), ecuaciones (1.21) y (1.22), con la propiedad de que las ma-
trices de covarianzas de los vectores de errores asociados al vector de las
observaciones y al vector de estado son proporcionales entre si, es decir,

Q=g% (1.23)

Harvey (1986) demuestra que dicha propiedad, equivalente a suponer
que las series temporales univariantes tienen la misma estructura estocasti-
ca, permite obtener los estimadores maximo-verosimiles de los pardmetros
del modelo mediante técnicas univariantes, pues la funcién de verosimili-
tud del modelo multivariante puede ser expresada en términos de cantida-
des que aparecen unicamente en las funciones de verosimilitud univariantes.
Del mismo modo, predicciones para los valores futuros de las series pueden
ser calculadas mediante la aplicacién del filtro de Kalman univariante, que
serd comun para todas las series.

Asi mismo, Harvey (1986) generaliza los modelos multivariantes pro-
puestos de manera que las series temporales puedan presentar tendencia
y estacionalidad. Su formulacién como modelos de espacio de estado viene
dada por:

Ve = (Im®2z)ue+6 (1.24)
pe = (Im ®Tt)pe—1+ e (1.25)

donde z; es un vector conocido de orden k& x 1; u; es el vector km x 1 de
estado; T} es la matriz k x k de transicién, no necesariamente conocida; 7; es
el vector km x 1 de errores asociado al vector de estado, distribuido segin
la Normal multivariante Ng,(0,£® Q) y ® representa el producto de Kro-
necker. El hecho de que la matriz de covarianzas del vector de errores 7; sea
de la forma ¥ ® Q); permite, nuevamente, obtener los estimadores maximo-
verosimiles de los pardmetros del modelo y las predicciones para los valores
futuros de las series a partir de técnicas univariantes.

Fernidndez and Harvey (1990) presentan una clase de modelos estructu-
rales de series temporales multivariantes, compuestos de nivel, tendencia y
estacionalidad, cuya formulacién es similar a la propuesta por Harvey (1986),
ecuaciones (1.24) y (1.25), pero donde las matrices de covarianzas no estin
sujetas, en principio, a ninguna restriccién. La estimacién maximo-verosimil
de los parametros del modelo es llevada a cabo mediante la aplicacién del
filtro de Kalman o, alternativamente, utilizando técnicas espectrales si la
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verosimilitud es expresada en el dominio de las frecuencias (para un estudio
detallado de estas técnicas consultar Ferndndez, 1990). Una wvez los pardme-
tros del modelo han sido estimados, predicciones para los valores futuros de
las series pueden ser obtenidas a partir del filtro de Kalman. Posteriormente,
los autores proponen un test para comprobar la hipétesis de homogeneidad
supuesta en trabajos previos (Enns et al., 1982; Harvey, 1986).

Un enfoque distinto lo encontramos en el trabajo de Pfeffermann and
Allon (1989), donde se introduce una nueva generalizacién del modelo de
Holt-Winters para el caso multivariante. Sea {y;}?_; la serie temporal mul-
tivariante de estudio, donde y: = (yt1,%s2,---,¥Utm) es €l vector m x 1 de
las observaciones en t. Entonces, el modelo supone que los vectores de las
observaciones en cada instante temporal admiten la descomposicién:

ye =1L+ S + & (1.26)

siendo L y S, el nivel de la serie y la componente estacional respectivamente
en t. & es el vector de los errores en ¢, distribuido segin la Normal multi-
variante Np,(0,X). Cada vez que un vector y; es observado, los términos de
nivel, tendencia y estacionalidad de cada una de las series temporales univa-
riantes son actualizados mediante una media ponderada de las estimaciones
derivadas del modelo univariante y de factores de correccién que recogen la
informacién derivada de las demés series temporales. Es decir,

Ly = Alyt—Si1) + (Im — A)(Le-1 + Ti-1) (1.27)
Ty = T(Li—Li1)+ (Im —D)Tiq (1.28)
St = Ayt — L) + (Im — 8)S{_4 (1.29)
s—1
3 s =0 (1.30)
=0

donde L;_1 representa la estimacién del nivel de la serie en t — 1, T;_1 la
ultima estimacién de la tendencia, s la longitud del ciclo estacional y St_, la
estimacién obtenida en ¢ — 1 para la componente estacional en ¢. Notar que
la actualizacién de la componente estacional es llevada a cabo en dos pasos:
en el primero de ellos se calcula la nueva estimacién para t, S;t, mientras
que en el segundo, dicha estimacién, junto con las obtenidas en ¢ — 1 para
los otros s — 1 periodos, son normalizadas de manera que su suma es cero.

La aplicacién del modelo requiere de la especificacién de los valores de
inicio Lo, To y {S§}i—1, y de las matrices de suavizado A, I' y A. La esti-
macidén de las condiciones iniciales es llevada a cabo mediante un algoritmo
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heuristico, independiente del valor de las matrices de suavizado. Las matrices
de los parametros de suavizado pueden ser estimadas de manera subjetiva
o minimizando alguna funcién de los errores de prediccién de un paso. Pre-
dicciones puntuales para los valores futuros de las series temporales pueden
ser calculadas como:

Ynth = Ln + T, + SpH° (1.31)

Recientemente, de Silva et al. (2007) han presentado un nuevo mode-
lo multivariante, el modelo VISTS (vector innovation structural time series
model), para el andlisis conjunto de series temporales correlacionadas. Di-
cho modelo, aunque similar a los modelos estructurales de series temporales
multivariantes (Harvey, 1986; Ferndndez and Harvey, 1990), se caracteriza
por la incorporacién de una tnica fuente de error. Errores contemporaneos
en las series temporales son asumidos independientes entre si, y la correla-
cion entre éstas es introducida a través de las ecuaciones de actualizacién. Es
decir, la evoluciéon de las componentes no observables de las series univarian-
tes, nivel, tendencia y estacionalidad, depende, no sélo del propio error de
la serie, sino también de los errores correspondientes a las demds series. En
toncreto, el modelo puede ser descrito mediante las siguientes ecuaciones:

ye = Hp1+¢& (1.32)
pe = Fpe1+Gé (1.33)
donde y; = (y¢1,¥¢2,- - -,Ytm) €s el vector m x 1 de las observaciones en t; H

es la matriz m x km de diseno, conocida y cuyos elementos toman el valor
tero o uno; pg—1 es el vector km x 1 de estado; F' es la matriz km x km de
rransicién; G es una matriz km x m de pardmetros generalmente descono-
tida y & es el vector m x 1 de los errores observados en t, con distribucién
Nm(0,X), siendo ¥ una matriz diagonal.

Notar que, en realidad, este modelo es un caso particular del modelo pro-
>uesto previamente por Pfeffermann and Allon (1989), pues la ecuacién de
observacién (1.26) y las ecuaciones de actualizacién (1.27), (1.28) y (1.29),
expresadas en la forma de correccién de error, son equivalentes a (1.32) y
(1.33) respectivamente, con la diferencia de que, en el modelo VISTS, X es
supuesta diagonal; es decir, se supone independencia entre errores contem-
soraneos en las distintas series univariantes.

Una vez los estimadores maximo-verosimiles de los parametros del mode-
0, po, Gy X, son obtenidos, predicciones puntuales para los valores futuros
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de las series temporales pueden ser calculadas a partir de las ecuaciones del
modelo.

1.4. Principales técnicas de seleccion de modelos

En esta seccién revisamos brevemente las principales técnicas Bayesia-
nas que han sido propuestas para la resolucién del problema de seleccién de
modelos. Una de las herramientas més populares es el factor Bayes (Kass
and Raftery, 1995), mediante el cual es posible comparar las probabilidades
a posteriori de los modelos competidores. Otra propuesta Bayesiana, alter-
nativa al factor Bayes, consiste en tratar el problema de seleccién de modelos
como un problema de decisién, donde el modelo méas complejo es asumido
cierto y, basindose en las propiedades predictivas de los modelos, se valora
la pérdida que supone sustituir el modelo verdadero por otro modelo més
sencillo (Goutis and Robert, 1998; Bernardo and Rueda, 2002). Finalmente,
el problema de seleccién de modelos puede ser resuelto mediante la utiliza-
cién de un criterio de seleccién, como puede ser el AIC (Akaike Information
Criterion, Akaike, 1974), el BIC (Bayesian Information Criterion, Schwarz,
1978) o el DIC (Deviance Information Criterion, Spiegelhalter et al., 2002).

1.4.1. Factores Bayes

Sean Mj, Ma,..., Mg los modelos competidores para representar el
comportamiento de los datos de estudio, donde cada modelo representa una
familia de distribuciones { f(y|ok, Mk)} con gy el vector de pardmetros del
modelo k.

Una solucién Bayesiana comun al problema de seleccién de modelos (Ro-
bert, 2007) consiste en tomar el modelo con mayor probabilidad a posteriori.
Para ello, ademas de asignar probabilidades a priori sobre los parametros de
cada modelo, es necesario asignar probabilidades a priori sobre los posibles
modelos, es decir, para k = 1,2,..., K se determina:

1. 7, probabilidad a priori del modelo My,

2. fr(vk), probabilidad a priori del vector ¢y, € O de los pardmetros del
modelo M

Entonces, si fi (y|pk) es la funcién de verosimilitud correspondiente al
modelo k, las probabilidades a posteriori de los modelos pueden calcularse
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como:

S (yIMe) g
K
i=1 f(y|Ma)m;
Comparaciones de modelos dos a dos pueden realizarse a partir del co-
ciente de las probabilidades a posteriori:

m(Mily) _ FyMe) | m
m(Mjly)  fyIMy)

donde el cociente entre las verosimilitudes marginales, conocido como el
factor Bayes By, puede ser calculado como:

T(Mely) =

_fMe)  Je, Tryler) filer) dior
CFIMG) T fo, £i(ulei) fi(es) de;

El factor Bayes, factor de transicién entre el cociente de las probabi-
lidades a priori y el cociente de las probabilidades a posteriori, recoge la
evidencia a favor del modelo k& proporcionada por los datos. Los factores
Bayes son los andlogos Bayesianos de los tests de razén de verosimilitudes,
donde los pardmetros son eliminados mediante integracién en lugar de ma-
ximizacién.

By;

(1.34)

A pesar de la popularidad de los factores Bayes como solucién al proble-
ma de seleccién de modelos (Kass and Raftery, 1995), pues son muy flexibles
y permiten comparar simultdneamente hipétesis multiples, en la prictica son
dificiles de calcular. A diferencia de lo que ocurre en estimacién, la eleccién
de las distribuciones a priori en seleccién de modelos es fundamental. Las
distribuciones a priori fx (k) deben ser propias. En caso contrario, el factor
Bayes dependera de una constante arbitraria y, por tanto, no tendrs validez.
Dicha restriccién puede ser relajada para el caso de parametros comunes en
los distintos modelos pues, al ser la constante de normalizacién la misma, es
posible utilizar distribuciones impropias. Del mismo modo, distribuciones a
priori vagas, es decir, distribuciones propias con una varianza muy grande,
tampoco resultan adecuadas.

i) Factores Bayes parciales

Varias alternativas han sido propuestas para resolver el problema de ar-
bitrariedad del factor Bayes como consecuencia de utilizar distribuciones a
priori impropias. Entre ellas cabe destacar los factores Bayes parciales que
utilizan una parte de los datos, muestra de entrenamiento, para convertir la
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distribucién a priori impropia de los pardmetros del modelo en una distri-
bucién propia. El resto de datos son utilizados para calcular el factor Bayes,
utilizando como priori para los pardmetros la distribucidn a posteriori obte-
nida con la muestra de entrenamiento. Asi pues, si y = (y{,v3)’, donde y; es
el vector de datos que conforman la muestra de entrenamiento e y3 son los
datos restantes empleados para la comparacién de modelos, el factor Bayes
parcial se define como:

_ falMy) _ Jo, fr(y2ler) fi(prly1)dor _ By
FlalMy)  Jo, filuales) fi(pslyn)des  Bry(vi)

By (y2ly1) (1.35)

siendo By; el factor Bayes calculado a partir de y y By;(y1) €l factor Bayes
calculado a partir de y;, ver ecuacién (1.34). El problema que presenta este
enfoque es la determinacién de la muestra de entrenamiento, pues para n
observaciones existen ( 'T' ) muestras de entrenamiento de tamano r.

O’Hagan (1995) presenta el factor Bayes fraccional como una expresién
alternativa al factor Bayes parcial que evita la eleccién de una muestra
de entrenamiento. Sea b = r/n, por analogia con (1.35) el factor Bayes
fraccional se define como:

o, Fllen) fi(on)dor fo, [fi (e £i(e)de;
Jo, fiWlei) fi(e5)de; o, [fe(wlon)® filpr)dex

Bf;(b) (1.36)

Para su célculo es necesario definir previamente el valor de b € [72, 1],
siendo mg el tamafio de una muestra de entrenamiento minima. Dicho valor
influye tanto en el poder discriminatorio del método, que aumenta conforme
b disminuye, como en la robustez frente a la definicién de las distribuciones
a priori, que aumenta con b. O’Hagan propone tomar b = mgy/n cuando
la robustez no sea fundamental. Posteriormente, De Santis and Spezzaferri
(1997), basdndose en el trabajo de Berger and Pericchi (1996), demuestran
que los factores Bayes fraccionales pueden ser asintéticamente equivalentes
a factores Bayes calculados a partir de distribuciones a priori razonables.

Berger and Pericchi (1996) introducen un nuevo criterio, el factor Ba-
yes intrinseco, que es totalmente automatico en el sentido de que para su
calculo sélo se requieren distribuciones a priori convencionales no informa-
tivas. En su articulo demuestran que este nuevo criterio se corresponde,
al menos asintéticamente, con factores Bayes reales obtenidos a partir de
distribuciones a priori razonables conocidas como prioris intrinsecas. Sea
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yr = {ygl),ylm, ..,yiL)} el conjunto de todas las muestras de entrena-

miento minimas. En lugar de escoger una muestra de entrenamiento para el
célculo del factor Bayes parcial, la idea detras de los factores Bayes intrinse-
cos es calcular el promedio de los factores Bayes parciales sobre todas las
muestras de y7. Dependiendo de si la media es aritmética o geométrica se
definen respectivamente:

L
1 0, l
B = £ Byl =B JLE)BJk ) (1.37)
=1

=

I L
BI%I = (HB J(y2 |y(l))) = By;j (HBjk(jUE”)) (1.38)

=1

donde y( ) representa una muestra de entrenamiento minima e yg) =y~ ygl)
el resto de datos utilizados para la comparacién de modelos. Para modelos
no encajados, y con el fin de evitar posibles problemas de inestabilidad, se
recomienda construir un modelo general que abarque a todos los modelos
propuestos, My, y calcular las comparaciones dos a dos a partir de {BAI K,
utilizando la definicién para modelos encajados. Para un estudio detallado
de posibles modificaciones de estos factores se puede consultar Berger and
Pericchi (1996).

ii) Distribuciones a priori esperanzas de posteriores

Posteriormente, Pérez and Berger (2002) desarrollan un método para
calcular distribuciones a priori para los pardmetros del modelo, a partir de
prioris convencionales no informativas, de manera que los factores Bayes
resultantes estén bien definidos. La clave estd en utilizar una distribucién
predictiva subyacente comin para todos los modelos en la definicién de estas
distribuciones a priori, conocidas como distribuciones a priori esperanzas de
posteriores (PEP).

Se supone que se dispone de una muestra de entrenamiento imaginaria,
y*, que puede ser utilizada para convertir una distribucién a priori con-
vencional no informativa fN(y;) en propia, y sea m*(y*) una distribucién
predictiva adecuada para y*. Entonces, la PEP es calculada como:

file) = / 1Y (il ym (07 dy* (1.39)
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mientras que el factor Bayes es de la forma:

_ Jo, fe(ylor) fi (pi)dei
Jo, filylei) £ (ps)dep;

De este modo se evita el problema de indeterminacién de los factores
Bayes. fz-N (p:|y*) no depende de constantes arbitrarias y el que la predictiva
m*(y*) no sea propia no repercute en la arbitrariedad del factor Bayes, pues
aparece en todos los modelos. Como posible distribucién predictiva puede
tomarse la distribucién empirica de los datos reales y:

*
By;

L

s,y _ 1 .

m*(y*) = -L-ny(z)(y )
=1

donde I representa la funcién indicatriz de un conjunto A e {y(!)}£, son
submuestras de y de tamafio myg tales que f¥(y;|y(l)) existe para todos los
modelos. La PEP correspondiente a esta predictiva, PEP empirica, es de la
forma:

L
Filed = 7 D fNiu®)
=1

Notar que éste es un posible uso de muestras de entrenamiento minimas
alternativo al descrito anteriormente para el cédlculo de los factores Bayes
intrinsecos, ecuaciones (1.37) y (1.38). En lugar de calcular el promedio de
los factores Bayes parciales correspondientes a las distintas muestras de en-
trenamiento, primero se calcula el promedio de las distribuciones a posteriori
propias obtenidas con las diferentes muestras de entrenamiento y, posterior-
mente, se calculan los factores Bayes con las distribuciones obtenidas.

iii) Estimacién del factor Bayes mediante técnicas de simulacién
MCMC )

Un segundo problema relacionado con los factores Bayes es que, con fre-
cuencia, las verosimilitudes marginales f(y|Mg) = [ fi(ylek) f(or)dpi no
pueden ser calculadas de manera analitica. Varios autores han recurrido a
la simulacién con el fin de obtener estimaciones adecuadas para la seleccién.

Carlin and Chib (1995) aplican la metodologia de Gibbs sampling al
problema de selecciéon de modelos. Ademés de las probabilidades a priori
para los posibles modelos, {m¢}f ,, y de las distribuciones a priori para
los pardmetros de cada modelo, fi(yx), introducen un nuevo pardmetro M,
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indicador del modelo, y las distribuciones a priori {fx(¢;)}izk, llamadas
pseudo-prioris. De este modo, la distribucién conjunta del vector de datos y
y de los pardmetros de todos los modelos, @1, ¥2,...,¢Yx, cuando M = j es
de la forma:

K
fy, 01,02, 06, M = j) =m; (H fj(%‘)) filyles)
i=1

y el método de Gibbs sampling es implementado a partir de las siguientes
condicionales completas:

LGl fie) st k=
F(okly, @iz, M = ) oc{ .;;EZIISJ)JCJ(‘PJ) : k;éj

o (I, £i(e0)) £wles)
et T (Hfil fk(%‘)) Fe(ylox)

(M = jly, 1,92, .., ¢K)

Finalmente, la seleccién de modelos se lleva a cabo a partir de las estima-
ciones:

nimero de M(9) = j

m( ily) numero total de M(9)’

i=1,2,... K

Green (1995), argumentando que este método puede resultar aparatoso
e ineficiente debido a la necesidad de definir y simular de las pseudo-prioris
{fx(¢i)}izk, propone un nuevo procedimiento que recurre a los métodos
MCMC para generar observaciones de la distribucién a posteriori conjunta
f(Mp, pk|y). Dicho método, conocido como método MCMC de salto rever-
sible, estd basado en la creacién de una cadena de Markov que puede saltar
entre los distintos modelos. Si (Mg, k) es el estado actual de la cadena de
Markov, se propone un nuevo modelo M; con probabilidad j(Mpg, M;) y
se obtiene una simulacién de los pardmetros de este modelo. Para ello se
introducen parametros auxiliares de manera que los dos modelos tengan la
misma dimensién y biyecciones entre los nuevos vectores de pardmetros de
los modelos. El salto a (Mj, ;) dependeréd de una cierta probabilidad ax ;.

En el trabajo de Raftery (1996) podemos encontrar distintos métodos
de estimacién de las verosimilitudes marginales de los modelos propuestos,
f(y|Mg) parak =1,2,..., K. La primera clase de métodos, conocidos como
estimadores por muestreo importante, requieren de una densidad conocida
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cg(pr) de la que es posible obtener una muestra {cp(J)}jzl. Entonces, la
verosimilitud marginal expresada en la forma:

FyIM) = /e k fk(ylsok)f—;%cg«ok) de

puede ser estimada mediante integracién por Monte Carlo como:

_ (3)
FylMy) = ka y"pj ( ) (1.40)

-1
En el caso en el que la constante ¢ = [ fek (k) d(pk] no es conocida,
la ecuacién (1.40) adopta la forma:

1 ZN Fe@lo?) fe (o)

= 9(0)
fIS(yle)N N felp (J) (1'41)
Nz’ =1 g((pt j)

El estimador m4s sencillo se obtiene al tomar g(px) = fi(¢k)- En este ca-
s0, la estimacién de la verosimilitud marginal resultante es el promedio de las
verosimilitudes calculadas en la muestra obtenida a partir de la distribucién
a priori de los parametros del modelo. Esta estimacion puede resultar muy
ineficiente si la distribucién a posteriori estd mucho més concentrada que la
priori, pues la mayoria de las simulaciones tendran un valor de la verosimi-
litud muy pequeiio y la estimacién estard dominada por unos pocos valores.
Como posible alternativa puede tomarse g(vx) = fx(y|ek) fx(pr), es decir,
la distribucién a posteriori. La estimacién obtenida, conocida como media
armoénica de la verosimilitud, es muy inestable, con varianza generalmente
infinita. Una posible solucién, que da lugar a estimaciones mds precisas que
las anteriores, consiste en tomar como funcién importante una mixtura de la
priori y la posteriori, g(¢x) = 6 f(er) +(1—08) fr(y|vr) fr(vx) con 0 < § < 1.
DiCiccio et al. (1997) utilizan la muestra obtenida de la distribucién a pos-
teriori de los pardmetros del modelo para defininir la funcién importante.
En particular, proponen tomar cg(px) = Np(Pk, L), es decir, la Normal mul-
tivariante de media @y la moda a posteriori y matriz de covarianzas 5 igual
a menos la inversa del Hessiano del logaritmo de la posteriori evaluada en @y.

El siguiente método que encontramos en el trabajo de Raftery (1996)
es el estimador Laplace-Metropolis cuyo objetivo es estimar los términos
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que aparecen en el estimador de Laplace, pues en muchas ocasiones no
pueden ser calculados analiticamente, mediante simulacién. Sea h(pg) =
fi(ylor) fe(ek), €l estimador de Laplace de la verosimilitud marginal es de
la forma:

FrlyMi) = @m) 8 1212 h(@r) (1.42)

donde p es el nimero de pardmetros, @ la moda a posteriori y $ menos
la inversa del Hessiano del logaritmo de h(yy) evaluada en . Entonces,
el estimador de Laplace-Metropolis se obtiene al sustituir en (1.42) g y X
por sus estimaciones obtenidas mediante simulacién: @k puede ser estimada
por la media o mediana muestral y ¥ por la matriz de covarianzas muestral.
Para un estudio detallado de estimadores més robustos, ver Raftery (1996),
DiCiccio et al. (1997) y las referencias que ahi aparecen.

1.4.2. Seleccion de modelos como un problema de decisiéon

Un enfoque distinto al presentado para la seleccién de modelos, basado
en la comparacién de las propiedades predictivas de los modelos, lo podemos
encontrar en los trabajos de Goutis and Robert (1998) y Bernardo and Rue-
da (2002). Dado un modelo general M = {f(y|p), ¢ € O} asumido cierto,
se desea evaluar la compatibilidad de los datos con un modelo més sencillo
Mo = {f(ylpo), po € @ C O}, obtenido al considerar ciertas restricciones
sobre el vector de pardmetros. Formalmente, este problema de seleccién pue-
de ser formulado como un problema de decisién donde el espacio de acciones
estd constituido por dos elementos: Ag, aceptar el modelo simplificado My,
y Ai, rechazar My. Para resolverlo es necesario introducir unas funciones
de pérdida, I(A;|p) para ¢ = 0,1, que valoren las consecuencias de aceptar
o rechazar M. De este modo, My sera rechazado si la pérdida esperada a
posteriori de aceptarlo es mayor que la de rechazarlo; es decir,

Rechazar Mo si y s6lo si / (1(Aol) — I(A1]0)) f(ply)di > 0
@\ J

—

Al(Molyp)

Tomando Al(Molp) = §(po, ) —d* donde d(ypo, ) mide la discrepancia
entre los dos modelos y d* es un valor de utilidad que valora la ventaja que
supone trabajar con el modelo més sencillo cuando éste es valido, la solucién
al problema de seleccién viene dada por:

Rechazar Mg siy sélo si / d(po, p) flply)dy > d*
e
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Goutis and Robert (1998) proponen tomar como medida de discrepancia
entre los dos modelos la funcién:

f(ylo)
Flyleo)

s

o) = int [ F(ule)iog (143)

{7 (o). f(190)}

donde d{f(.|¢), f(.|®0)}, distancia generalizada de Kullback-Leibler, valora
el efecto de sustituir f(y|¢) por f(y|po) cuando f(y|y) es cierta.

De manera similar, Bernardo and Rueda (2002) proponen como medida
de discrepancia la siguiente funcién:

. : fyly) S (ylwo)
5(0, ) = min {mm {/f(ylsa) logf(yl(po) dy,ff(ylw(;) log—f(yltp)(ldil})}

donde la diferencia respecto a (1.43) es que, mientras Goutis and Robert
(1998) suponen que el modelo general M es el modelo verdadero, Bernardo
and Rueda (2002) suponen que M es aceptado vélido para representar el
comportamiento de los datos, pero consideran la posibilidad de que Mj sea
el modelo verdadero.

Notar que cuando se considera como funcién de pérdida la funcién 0-1, la
cual no tiene en cuenta la distancia al modelo verdadero en caso de que éste
no sea seleccionado, la solucién al problema de seleccién de modelos basada
en la teorfa de la decisién coincide con la solucién previamente propuesta de
tomar aquel modelo con mayor probabilidad a posteriori (factores Bayes).

1.4.3. Criterios de seleccion de modelos

Finalmente, el problema de seleccién de modelos puede ser resuelto uti-
lizando distintos criterios de seleccién. Entre los mds conocidos podemos
destacar el AIC (Akaike Information Criterion, Akaike, 1974) y el BIC (Ba-
yesian Information Criterion, Schwarz, 1978), definidos como:

AIC = -—2logf(y|@)+2p (1.45)
BIC = -2logf(y|lp) + log(n)p (1.46)

donde § es el estimador médximo verosimil, p el nimero de pardmetros del
modelo y n el nimero de observaciones. Entonces, dado un conjunto de
posibles modelos, el modelo seleccionado para un andlisis posterior de los
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datos es aquel que minimiza el criterio utilizado. El primer término en la
definicién valora el ajuste obtenido por el modelo, mientras que el segundo
término, funcién del nimero de pardmetros incluidos en el modelo, penaliza
la sobreparametrizacién. Como podemos observar, los modelos seleccionados
mediante el criterio BIC serdn, en general, més sencillos que los escogidos
mediante el AIC.

El criterio AIC es un estimador asintéticamente insesgado de la informa-
cién de Kullback-Leibler esperada, que mide la informacién perdida cuando
el modelo cierto es sustituido por un modelo aproximado. Una justificaciéon
Bayesiana a favor de su uso es que, cuando la precisién de la distribucién
a priori es comparable a la de la verosimilitud, las comparaciones de mo-
delos basadas en los factores Bayes y en el criterio AIC son equivalentes
asintéticamente, aunque esta propiedad no es comin en la practica. Para un
estudio més detallado de las propiedades de este criterio consultar Burnham
and Anderson (2004).

Cuando el nimero de pardametros es grande en comparacién con el nime-
ro de observaciones, o cuando el niimero de observaciones es pequeno, existe
una modificacién del criterio AIC, conocido como el criterio AICe, definido
de la siguiente manera (Hurvich and Tsai, 1989):

2p(p +1)

AICe = =2logf(y|?) +2p+ =

(1.47)

Este criterio deberia ser utilizado siempre y cuando no se verifique la
condicién n/p > 40 para el modelo con mayor nimero de pardmetros.

El criterio BIC es una aproximacién asintética de —2log (m(Mly)), sien-
do m(M|y) la probabilidad a posteriori del modelo M. De este modo, el
modelo con un valor del BIC menor es el modelo con mayor probabilidad a
posteriori. Neath and Cavanaugh (1997) investigan la derivacién de este cri-
terio con el objetivo de determinar términos descartados en su definicién por
ser asintdticamente insignificantes pero que podrian ser relevantes cuando
el nimero de observaciones es pequeno, proponiendo varias modificaciones
resultantes de incluir algunos de los términos descartados.

Numerosos criterios han sido propuestos desde la aparicién del AIC y del
BIC, de los cuales cabe destacar el DIC (Deviance Information Criterion,
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Spiegelhalter et al., 2002):

DIC = E(D(p)ly) + E(D(0)ly) — D(E(ply)) (1.48)

-~

Pp

siendo D(p) = —2logf(y|p) + 2logf’(y) la desviacién Bayesiana, con f’(y)
un término conocido dependiente inicamente de los datos. Notar que para
la comparacién de modelos, dado que f'(y) depende de los datos y no del
modelo, puede tomarse D(p) = —2logf(y|p)-

El primer término de la definicién, esperanza a posteriori de la desvia-
cién, es una medida Bayesiana de la bondad del ajuste, mientras que el
término Pp, conocido como nimero efectivo de paradmetros en el modelo, es
una medida de la complejidad, la cual es razonable que dependa de la infor-
macién a priori acerca de los pardmetros de interés y de las observaciones.
Su justificacién estd basada en la teoria de la informacién.

Expresando el criterio como
DIC = D(E(¢ly)) +2Pp

puede verse su analogia con el AIC o el BIC. Sin embargo, este criterio
puede resultar més satisfactorio que los anteriores en el sentido de que tiene
en cuenta la informacién a priori. Ademds, pueden utilizarse distribuciones
a priori impropias, pues cada modelo es considerado por separado.



Capitulo 2

Holt-Winters multivariante

Para el caso univariante, los métodos de suavizado exponencial, tanto con
tendencia como con estacionalidad aditiva o multiplicativa, han sido anali-
zados desde la metodologia de espacio de estado (Hyndman et al., 2002;
Bermudez et al., 2006b). Recientemente, Bermidez et al. (2007) han for-
mulado el modelo de Holt-Winters como un modelo lineal heterocedéstico,
cuyos coeficientes vienen dados por las condiciones iniciales y la matriz de
covarianzas depende de los pardmetros de suavizado. Esta formulacién sim-
plifica el calculo de los estimadores méximo-verosimiles de los pardmetros
del modelo y la obtencién de predicciones, tanto puntuales como intervalos
de prediccidn, para los valores futuros de la serie temporal.

Basandonos en ese trabajo, introducimos una nueva formulacién para
el modelo de Holt-Winters multivariante con estacionalidad aditiva y erro-
res aditivos. El modelo asume que cada una de las series temporales se
ajusta al modelo de Holt-Winters univariante y que existe una correlacién
contemporianea entre errores correspondientes en los modelos univariantes.
Entonces, utilizando la formulacién para el modelo de Holt-Winters univa-
riante como un modelo lineal heteroceddstico, el modelo de Holt-Winters
multivariante, resultante de formular conjuntamente los modelos univarian-
tes, puede ser expresado como un modelo de regresién aparentemente no
relacionado (modelo SUR, Zellner, 1962).

La representacién de los métodos de suavizado exponencial como mode-
los de espacio de estado permite estudiar sus propiedades estadisticas, calcu-
lar la funcién de verosimilitud y obtener predicciones puntuales e intervalos
de prediccién. A diferencia de las predicciones puntuales, que han demos-
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trado ser muy precisas, los intervalos de prediccién tienden a ser demasiado
estrechos. Esto es debido principalmente a que en su calculo no se tiene en
cuenta el error de estimacién de los parametros del modelo. Bermudez et al.
(2008b) analizan el modelo de Holt-Winters univariante desde el punto de
vista Bayesiano, resolviendo de este modo el problema de error de estima-
cién y obteniendo intervalos de prediccién con cobertura empirica préxima
a la nominal.

El enfoque Bayesiano para el andlisis de un modelo probabilistico que
describe el comportamiento de una serie temporal implica condicionar a lo
conocido, datos observados, estructuras, etc., para obtener inferencias acer-
ca de lo desconocido: parametros del modelo y valores futuros de la serie.
Esto implica la resolucién de problemas de integracién que en la mayoria de
los casos no tienen solucién analitica. Los avances en integracién numérica
vy métodos de simulacién han incrementado el niimero de problemas de pre-
diccién que pueden ser tratados desde el punto de vista Bayesiano (Geweke
and Whiteman, 2006).

En este trabajo analizamos el modelo de Holt-Winters multivariante des-
de una perspectiva Bayesiana, obteniendo la distribucién a posteriori de los
parametros del modelo (condiciones iniciales, pardmetros de suavizado y
matriz de covarianzas) dados los datos observados que conforman las se-
ries temporales. En el andlisis consideramos distintas distribuciones a priori.
La primera de ellas es la distribucién a priori convencional no informativa
de Jeffreys, mientras que las otras son distribuciones a priori de referencia
propuestas por Chang and Eaves (1990) y Yang and Berger (1994). Las
distribuciones a posteriori obtenidas no son analiticamente tratables pero
pueden ser estimadas mediante métodos MCMC. El procedimiento de si-
mulacién empleado nos permite obtener una muestra de la distribucién a
posteriori de los coeficientes de correlacién y, por tanto, estimar la correla-
cién entre las series temporales. Finalmente, la distribucién predictiva de los
valores futuros de las series temporales, la cual nos permite obtener tanto
estimaciones puntuales como intervalos de prediccién, es estimada mediante
integracién por Monte Carlo.

En la siguiente seccién se presenta la formulacién del modelo de Holt-
Winters multivariante empleada en la memoria. La segunda seccién muestra
el andlisis Bayesiano del modelo y los métodos MCMC empleados en la si-
mulacién de muestras de las distribuciones a posteriori obtenidas para los
pardmetros del modelo. La seccién tercera estd dedicada al cédlculo de la
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distribucién predictiva y a la obtencién de predicciones puntuales e intervalos
de prediccién.

2.1. Formulacion del modelo

Supongamos que tenemos n observaciones de m series temporales, y; =
(y1i,Y2is- - -, Yni) para i = 1,2,...,m, cada una de las cuales se ajusta al
modelo de Holt-Winters univariante y, por tanto, satisfacen (1.9):

Yi = M; + Lig; (2.1)

donde ¥; = (boi, C1-s,i)C2—s, - - -, C0,i)’ €s el vector (s+1) x 1 de las condicio-
nes iniciales, 8; = (¢, B;,7:)’ es el vector de los pardmetros de suavizado, L;
es la matriz L calculada en 6; y €; = (€14,€2;,-..,€n;) €s el vector n x 1 de
errores de la i-ésima serie temporal, independientes entre si e idénticamente
distribuidos N(0, o?).

Suponiendo ademads que existe una correlacién contemporanea entre erro-
res correspondientes en las diferentes ecuaciones, es decir, la distribucion del
vector m x 1 de los errores observados en el instante ¢, & = (€41, €12, - - -, €m),
es N, (0, L), el modelo de Holt-Winters multivariante resultante de formular
conjuntamente los m modelos univariantes es de la forma:

U1 M 0 ... 0O ’([Jl L] 0 ... 0 €1
Y2 0 M ... 0 ’lpz 0 Lg R 0 €9
: = : : : : : + : : .. : .
Ym 0 0 ... M Vm 0 0 ... L, Em
\ RN ~ N P ~ N\ —
Yy Mp L Lp €
(2.2)

donde el vector de errores € estd distribuido segin una Normal multiva-
riante de media el vector nulo y matriz de covarianzas ¥ ® I,, siendo ®
el producto de Kronecker. Por tanto, la distribucién del vector de datos es
Npm(Mpt, Lp(X ® I,,)L'g). El subindice D que aparece en Mp indica que
Mp es una matriz diagonal a bloques, siendo todos sus bloques iguales a
M. En cambio, el subindice B que aparece en Lg indica que es una matriz
diagonal a bloques, con bloques (L1, La, . .., L) distintos entre si.

Multiplicando (2.2) por la matriz inversa de Lp se obtiene la expresién
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matricial equivalente:

21 Xi; 0 ... 0 (2 €1
22 0 X2 PEPEN 0 '(/)2 €2
S IR : o (2.3)
Zm 0 0 e .Xm wm Em
\—\,-—/ ~ ~ JHV—J \W—_/
z XB P €

siendo z; = (L;) yi y Xi = (L;)"'M, para i = 1,2,...,m. Entonces, el
modelo de Holt-Winters multivariante puede formularse como un modelo
de regresién aparentemente no relacionado (Zellner, 1962). En este caso, la
matriz de regresiéon Xp depende de los parametros de suavizado y por tanto
es desconocida.

La funcién de verosimilitud asociada al modelo de Holt-Winters multi-
variante viene dada por la distribucién Normal multivariante del vector de
datos:

fWl¥,£,8) o« |Lp(S®I)L|™*
=P {‘%(y - Mpy) (L) (=7 ® L) L5y ~ Mpw)}

« [ Fen{ -3 - Xow/ E O L) -Xow) | (24)

x |Z|"%exp {—%tr [Z_IH'H]} (2.5)
donde 8 = (0],05,...,0,,) es el vector de los pardmetros de suavizado de
los m modelos univariantes y H = [21 — X191, 22 — Xo¥2, . . ., 2m — Xm¥m)]-

Con el objetivo de comparar nuestra formulacién para el modelo de Holt-
Winters multivarianté con las propuestas realizadas anteriormente por otros
autores, apartado 1.3, lo expresamos como un modelo de espacio de estado.
Para i = 1,2,...,m, la observacién en el instante t de la serie temporal
i-ésima puede expresarse (ver ecuacién (1.2)) como:

Yri = fpu + € (2.6)

siendo f, = (1’ 1,0, 05 R 01 ]-) Y ¥ = (at—l,i9 bt—l,'ia Ct—1,i,Ct—2,3y+ - - ,ct—s,i)’
el vector (s + 2) x 1 de estado tal que:

pti = Gpr—1,; + N (2.7)
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donde G es la matriz de transicién (s+2) x (s +2) definida como en (1.2) y
Nt = (Qi€t—1,4, ifi€t—15, Vi€t—1,i, 0, . .., 0,0)" es el vector de errores asociado
al vector de estado, distribuido segiin la Normal multivariante de media 0 y
matriz de covarianzas dada por:

W 0 _
V(i :02( ' oy ) *
(ntz) i 0(3_1)x3 0(s~1)><(s——1) ( )

2 2
a; a; Bi ;Y
_ 2 232
con Wiy =\ ojf o;f; by
2
o a7
Entonces, el vector y; = (ye1,¥s2,---,Ytm)’ de las m observaciones en ¢
puede ser expresado como:

vt = (Im ® )t + & (2.9)

donde
0t = (Im @ G)pt—1 + 1 (2.10)
siendo ¢y = (@}, Phay-- > Phm)’ €l vector (s + 2)m x 1 de estado; & =
(et1,€t2,- - -, €m)’ €l vector de los errores en t, cuya distribucién es la Nor-
mal multivariante Npp(0,2) y 7 = (M1, M2y - - - M) €l vector de errores

(s +2)m x 1 asociado al vector de estado, con media 0 y donde el bloque
(2, 4) de la matriz de covarianzas es de la forma:

0405 oa;f; oy O1x(s—1)

afio; BB aifiy; Orx(s—1

Cov(m,mes) = o3; | P10 cibiciBi il x(s—1)
(et e5) = 035 Yictj YieiBi WY O1x(s—1)

Os—1)x1 Os—1)x1  Os—1)x1  Ogs—1)x(s—1)

Si comparamos nuestra formulacién con la propuesta por Harvey (1986),
ecuaciones (1.24) y (1.25), la primera diferencia que encontramos es que no-
sotros trabajamos con una tunica fuente de error. No obstante, para poder
expresar la matriz de covarianzas del vector 7; como X ® W, es necesario que
los pardmetros de suavizado de las distintas series temporales univariantes
sean iguales. En este sentido, nuestro modelo es més general.

Por otro lado, el modelo de Holt-Winters multivariante propuesto en esta
memoria podria verse como un caso particular del modelo introducido por
Pfeffermann and Allon (1989), ecuaciones (1.26) - (1.29). En nuestra formu-
lacién, la correlacién entre las series es introducida unicamente a través de
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la matriz de covarianzas del vector & de los m errores observados en t. La
actualizacién de los términos de nivel, tendencia y estacionalidad de cada
una de las series temporales univariantes coincide con la derivada del mode-
lo univariante, pues no depende de los errores asociados a las demés series.
Asi pues, si comparamos las ecuaciones (1.3), (1.4) y (1.5) con (1.27), (1.28)
y (1.29) respectivamente, nuestro modelo seria equivalente al resultante de
considerar las matrices A, I y A diagonales, con elementos en la diagonal
principal iguales a {a;}72,, {Gi}%, v {Vi}[%, respectivamente.

Consecuentemente, nuestra formulacién y la propuesta recientemente por
de Silva et al. (2007) no estdn relacionadas. Aunque ambos modelos intro-
ducen una unica fuente de error y pueden considerarse casos particulares del
modelo propuesto por Pfeffermann and Allon (1989), la correlacién entre las
series es introducida de manera distinta.

2.2. Analisis Bayesiano

En esta seccidn analizamos el modelo de Holt-Winters multivariante pro-
puesto en la seccién anterior empleando un enfoque Bayesiano. Dados los
datos observados que conforman las series temporales obtenemos la dis-
tribucién a posteriori de los pardmetros del modelo: condiciones iniciales,
pardmetros de suavizado y matriz de covarianzas.

La especificacién de la distribucién a priori es una de las cuestiones més
importantes de todo anélisis Bayesiano. En problemas multiparamétricos,
como es el caso de modelos de regresién, dicha especificacién puede resultar
dificil. En tales situaciones, as{ como cuando se dispone de poca informacién
a priori, es comun el uso de prioris convencionales no informativas. La dis-
tribucidn a priori no informativa de Jeffreys (ver, por ejemplo, Zellner, 1971,
pag. 225) es la priori que generalmente se utiliza en el andlisis de modelos
Normales multivariantes cuando se desea realizar un anélisis Bayesiano ob-
jetivo. Dicha distribucién, proporcional a la raiz cuadrada del determinante
de la matriz de informacién de Fisher, tiene la propiedad de ser invariante
frente a transformaciones y tiende a reproducir resultados cldsicos. Bernar-
do (1979) muestra que, bajo ciertas condiciones, la distribucién a priori de
Jeffreys es una distribucién de referencia 6ptima en el sentido de que maxi-
miza la informacién perdida, aunque en problemas multiparamétricos puede
resultar inadecuada en la obtencién de distribuciones a priori marginales
poco informativas. Por otro lado, puede presentar problemas a la hora de
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acotar el rango (’shrinkage’) de los valores propios de la matriz de covarian-
zas adecuadamente (Yang and Berger, 1994).

En el andlisis que presentamos suponemos independencia entre los dis-
tintos elementos del vector de las condiciones iniciales, del vector de los
parametros de suavizado y de la matriz de covarianzas. Como distribuciones
a priori para las condiciones iniciales y pardmetros de suavizado tomamos la
uniforme, mientras que para la matriz de covarianzas consideramos distintas
distribuciones a priori: la priori de Jeffreys y, a fin de solventar las posibles
deficiencias de dicha distribucién, las prioris de referencia propuestas por
Chang and Eaves (1990) y Yang and Berger (1994). Las distribuciones a
posteriori obtenidas son analiticamente intratables y por tanto, para poder
estimarlas, es necesario recurrir a la simulacion.

2.2.1. Analisis Bayesiano partiendo de la priori de Jeffreys

Zellner (1971) estudié el modelo de regresién aparentemente no relacio-
nado (modelo SUR) en el contexto Bayesiano, popularizando asi la inferencia
Bayesiana en Econometria. Sea

z2=Xpy+e (2.11)

el modelo de regresién aparentemente no relacionado, donde z es el vector
nm x 1 de datos observados, X es la matriz de regresién, de orden nm x km
y supuesta conocida, ¥ es el vector km x 1 de pardmetros de regresién y €
el vector nm x 1 de errores, distribuido Ny, (0,X ® I,). Suponiendo poca
informacién a priori acerca de los pardmetros del modelo, independencia
entre los elementos de ¥ y ¥ y utilizando la teorfa de la invarianza de
Jeffreys, Zellner considera la siguiente distribucién a priori:

fW.%2) = fB)f(E)

m+1

x |B]7% (2.12)

Entonces, la distribucién a posteriori, proporcional al producto de la
priori por la verosimilitud, es de la forma:

FO3) (B e {4 e - Xow) (57 @ 1) - Xo) (219
x |z|-wexp{—%tr[2-lH'H]} (2.14)

donde H = [21 — X191, 22 — XoY2, . . ., 2m — XmW¥m)-
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La forma cuadritica en (2.13), FC = (z — Xpy)' (27! ® I,)(z — Xp),
puede descomponerse como:
FC = ZE19L):-2ZE"1®I,)Xpy
- YXR(E'QL)z+ ¢ Xp(ET @ I,) XY
= (2= XpY) (7" ® In)(z — Xp¥) + (¥ — ) Xp(Z 7' ® L) Xp(¥ — )
donde % = (XE(E1®I,)XB) 1 XB(E7! ® I,)z es el estimador minimos
cuadrados generalizado de ¥ (Zellner, 1962). Entonces, la distribucién a

posteriori de los pardmetros del modelo dada por (2.13) puede expresarse
como:

n4m+1

F03) o 12 ep { -3~ XaB) (57 0 1) — X))
o {-3w- DX L)X - D] (15)

de donde se deduce que la distribucién a posteriori de 9, dada la matriz X,
es Normal multivariante, en particular,

f®12,E) = Nim($, (X5(Z7' © In)Xp) ™) (2.16)

De (2.14) se deduce que la distribucién a posteriori de ¥ condicionada a
1 es una Wishart invertida, en concreto,

f(Z|z,%) = IW(n,H' H) (2.17)

En la notacién empleada en este trabajo, una matriz G de orden m x m,
simétrica y definida positiva, sigue una distribucién Wishart invertida si su
funcién de densidad es de la forma:

7O A) e - i A oo {~Juric Al

donde v > m y A es una matriz simétrica definida positiva. Una propiedad
que se deriva de esta definicién es que si la matriz G sigue una distribucién
Wishart invertida, entonces su matriz inversa G~ sigue la distribucién Wis-
hart W (v, A~1), de manera que E(G™!) =vA~L.

Por tanto, (2.17) es equivalente a

f& Yz, 9) = W(n, (H'H)™") (2.18)
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Integrando la distribucién a posteriori respecto a ¥ o 1 se obtienen,
respectivamente, las marginales a posteriori para ¥ y X:

fwls) = / F(%,5]2)dz

oc / 12|~ % exp {-—%tr [S~H'H] } dx
x |H'H|"% (2.19)

f(Sl2) = / F(, Sl2)dy

o« [1mm ep { -3 - a5 ® L)~ Xs7)

exp {—-;-(w — 9 Xp(Z7 @ L) X5 (¥ — @)} dyp
o« B | Xp(S 7 @ L) X7
exp {—%(z - XpP)(E7 @ Ln)(z - XBzZ)} (2:20)

que no se corresponden con ninguna de las distribuciones conocidas.

Con el fin de obtener inferencias acerca del vector v de los parametros de
regresion, Zellner (1971) propuso sustituir ¥ por un estimador consistente
3, en concreto el formado a partir de los residuos obtenidos al estimar las
ecuaciones de manera individual mediante minimos cuadrados, es decir,

(n— K25, 5] = (2 — Xeths) (5 — X795)
donde 7; = (X!X;)71X!z, y continuar el andlisis bajo la suposicién & = s

Posteriormente, la aplicacién de técnicas MCMC en la inferencia Baye-
siana facilit6 el anélisis del modelo SUR desde el punto de vista Bayesiano.
Percy (1992) calcula la distribucién a posteriori para los pardmetros del mo-
delo y muestra como, en general, la distribucién predictiva de un paso no
puede ser evaluada analiticamente, por lo que propone dos posibles apro-
ximaciones. La primera de ellas utiliza el método de Gibbs sampling para
generar recursivamente 2,41, ¥ y X a partir de sus condicionales completas.
La otra utiliza una aproximacién de primer orden basada en una estimacién
Bayesiana de la matriz de precision.
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De manera similar, Chib and Greenberg (1995) utilizan el algoritmo de
Gibbs para analizar distintas versiones jerdrquicas del modelo de regresién
aparentemente no relacionado, donde el vector de regresién es proyectado
sucesivamente en subespacios de menor dimensién. Esta generalizacién per-
mite incorporar restricciones cruzadas en las ecuaciones, evaluar la validez
de un modelo reducido y analizar el caso en el que los pardmetros varian
con el tiempo.

Griffiths (2001) muestra el anélisis Bayesiano del modelo SUR partiendo
de la priori de Jeffreys. En su trabajo utiliza el método de Gibbs sampling
para obtener una muestra de la distribucién a posteriori de los pardmetros
del modelo a partir de sus condicionales completas f(v|z, L) y f(Z|z,¢). Si
el nimero de ecuaciones es grande y sélo se desea obtener inferencias acerca
del vector de regresion, Griffiths propone utilizar el método de Gibbs sam-
pling con las condicionales completas f(w;|z, Y1, ..., ¥i—1,Yit1,- -, ¥m), que
se corresponden con t-Student multivariantes, o bien utilizar el algoritmo de
Metropolis-Hastings para obtener una muestra de la distribucién marginal

f(¥l2).

En nuestra formulacién del modelo de Holt-Winters multivariante como
un modelo de regresién aparentemente no relacionado, la matriz de regresién
Xp depende de los pardmetros de suavizado y, por tanto, es desconocida. Si
el vector 8 de pardmetros de suavizado es conocido, entonces Xp es cono-
cida y podemos aplicar los resultados anteriores. Es decir, partiendo de la
distribucién a priori de Jeffreys
e

f(%,%0) o< |Z
obtenemos las siguientes distribuciones a posteriori condicionales

F@y,5,0) = Niriym@®, (X5 @ L)Xp) ™) (2.22)
f(Zly,%,06) IW(n,H'H) (2.23)

0, equivalentemente

(2.21)

F& Yy, %,0) = W(n, (H'H)™) (2.24)

En la préctica, el vector § de parametros de suavizado es siempre des-
conocido. En tal caso, necesitamos también una distribucién a priori para
6. Nosotros proponemos tomar la uniforme en la regién [0, 1]3™ como priori
para 6, pues trabajamos con la hipétesis generalmente asumida de que el
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valor de los pardmetros de suavizado pertenece al intervalo [0, 1], y la priori
(2.21) para el resto de pardmetros. Es decir,

f(,%,0) = f(%,X10)5(0)

|21—ﬂ;>—*l

x (2.25)

Entonces, la distribucién a posteriori de los parametros del modelo es:

F(,3,6ly) o« |B|7 5 exp {——;-(z ~ Xpy) (571 @ I)(2 — XpY)

(2.26)
siendo z = L'y el vector de los datos transformados. Dicha distribucién a
posteriori puede ser expresada alternativamente en la forma (2.14) o (2.15).
Las condicionales completas a posteriori que se deducen para 3 y ¥ vie-
nen dadas por (2.22) y (2.23) respectivamente, mientras que la condicional
completa para 6 es de la forma

1 -
160, ) xexp { =3 (e - Xpw) (S @ L) - Xpw) | (220)
que no se corresponde con ninguna distribucién conocida.

Para poder estimar tanto la distribucién a posteriori de los pardme-
tros del modelo como cualquiera de sus caracteristicas en las que estemos
interesados, es necesario recurrir a la simulacién y obtener asi una mues-
tra {(y?,£(),00))} | de dicha distribucién. Siguiendo la metodologia de
Griffiths (2001), nos planteamos utilizar el algoritmo de Metropolis-within-
Gibbs, que nos permite aplicar el algoritmo de Metropolis-Hastings para
simular de la condicional completa f(f|y,®,X) que no es analiticamente
tratable. En la siguiente seccién se describe el algoritmo empleado.

2.2.2. Algoritmo de Metropolis-within-Gibbs para simular
de la distribucion a posteriori

El algoritmo de Metropolis-within-Gibbs, uno de los procedimientos de
simulacién mds importantes en la modelizacién econométrica, combina los
algoritmos de Gibbs sampling y Metropolis-Hastings para simular de una
distribucién desconocida mediante el procedimiento de Gibbs aunque algu-
nas de las distribuciones condicionales completas no sean conocidas. Sea ¢ =
(1, ¥, - .., %) el vector de pardmetros del modelo tal que f(pjlp; (¢ # 7))
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es intratable, entonces el algoritmo de Metropolis-within-Gibbs consiste en
emplear el mecanismo de Metropolis-Hasting en la simulacién del bloque
intratable, ¢;, mientras que los otros bloques son tratados en la manera ha-
bitual. Para un estudio detallado del algoritmo asi como de las cendiciones
de convergencia, consultar la obra de Robert and Casella (1999) o Geweke
and Whiteman (2006).

Dados unos valores iniciales 1(® y (0 la iteracién i-ésima del algoritmo
de Metropolis-within-Gibbs que proponemos se compone de los siguientes
pasos:

1. Simular X de la condicional completa f(Z|y, %1, 0¢-1)) dada por
(2.23)

2. Simular % a partir de f(¢]y, £®),00-1), dada por (2.22)

3. Dado 60—V = (0§i_1),05i_1),...,9,(,1;_1)), donde Gg-i_l) es el vector si-
mulado de los pardmetros de suavizado asociados a la serie temporal
j-ésima, simular 6¢) mediante el siguiente algoritmo de Metropolis:

a) Para j =1,2,...,m, simular 9;‘ utilizando como funcién genera-
dora la uniforme en el cubo centrado en 9§i_1) y lado 2I. Construir
0 = (61,65,...,6r,)
1y e ) 0* |y, 56 .
b) Calcular (61, 0*) = min {1, f({)gf-ll%,w(i)z()i))} utilizando (2.27)
¢) Obtener r ~ Un(0,1)
d) Sir < a(@t-D, %), fijar 6 = 6*; en otro caso, 6@ = i1

Como valores de inicio ¥(® y (), necesarios para la implementacién del
algoritmo, tomamos:

¢'1(co) = (boks Cls ks C2—s s+ - - » 0k)® = (0, Y1y Y2k - - - » Ysk)’
0 = (ok: B ) = (0.5,0.5,0.5)

para k = 1,2,...,m. Por otro lado, proponemos tomar ! = 0.1 ya que, co-
mo el valor de los pardmetros de suavizado pertenece al intervalo [0, 1}, éste
valor nos permite que la cadena visite todo el soporte de la distribucién final.

Tras repetir este proceso Ng + N veces y eliminar las Ny primeras ite-
raciones de calentamiento, obtenemos una muestra {(y(), £0), 0(3))}9;1 de
la distribucién a posteriori de los pardmetros del modelo que nos permite
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estimar cualquier caracteristica de interés.

Notar que, a partir de la muestra obtenida, es posible hallar una muestra
de la distribucién a posteriori de los coeficientes de correlacién y, por tanto,
comprobar la hipdtesis de correlacién contemporanea entre errores corres-
pondientes en los modelos univariantes. Sea {g(j)};,V:l una muestra de la
distribucién marginal a posteriori f(X|y). Para cada %) calcular pfc]l), para
k=12,....m—-1yl=k+1,...,m, como:

4) Wk, 1]
Prl = . >
SOk, (RO, ]

(2.28)

{pg)}f’:l es una muestra de f(pk|y) que nos permite aproximar cualquier
caracteristica de interés de la distribucién. En particular, podemos estimar
su media e intervalos de probabilidad a posteriori.

2.2.3. Analisis Bayesiano de referencia

Dados los problemas que puede presentar la priori de Jeffreys, Chang
and Eaves (1990) proponen utilizar, para el anilisis de modelos Normales
multivariantes donde el pardmetro de interés es la matriz de correlaciones,
la siguiente distribucién a priori de referencia:

1
f %) = —52 (2.29)
|21 | L + B0 -1

donde o representa el producto de Hadamard (elemento a elemento).

Cuando los pardmetros de interés son los valores propios de la matriz
de covarianzas, d; > d2 > ... > dn, la priori de referencia propuesta por
Chang and Eaves adopta la forma:

1
fw, %) =
15| Ticj(di — @;)

Posteriormente, y con el objetivo de estimar adecuadamente la estructura
de valores y vectores propios de la matriz de covarianzas, Yang and Berger
(1994), baséndose en el trabajo de Berger and Bernardo (1992), derivan la
priori de referencia no informativa para la matriz de covarianzas dada por:

f(Z) « (2.30)

1
12 [Tic;(di = dj)
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la cual, suponiendo independencia entre p y ¥ y tomando como distribucién
a priori para el vector de medias la uniforme, coincide con la distribucién
a priori conjunta propuesta por Chang and Eaves (1990). Comparada con
la priori de Jeffreys, la distribucién de referencia da considerablemente més
peso a las matrices de covarianzas con valores propios iguales y, por tanto,
intuitivamente es posible que produzca estimaciones con mejor acotacién del
rango (’shrinkage’) de los valores propios.

Para el anélisis Bayesiano de referencia del modelo de Holt-Winters mul-
tivariante suponemos, nuevamente, que el vector # de los pardmetros de
suavizado, el vector 3 de las condiciones iniciales y la matriz ¥ de cova-
rianzas estan distribuidos de manera independiente. Como distribucién a
priori para 6 y v consideramos la uniforme, mientras que para la matriz
¥, siguiendo el enfoque de Chang and Eaves (1990), proponemos tomar la
siguiente distribucion:

1
1|5 | Im + S0 212

f(&)= (2.31)

cuya diferencia respecto a (2.29) se debe a que s6lo estamos buscando la
distribucién de referencia para la matriz de covarianzas ¥, pues supone-
mos independencia entre los pardmetros. Por ello, en su célculo partimos
de la distribucién a priori f(X) = |2]|‘1§'i en lugar de considerar la priori
conjunta de Jeffreys f(1, %) = ||~ ™2 % La distribucién a priori para los
pardmetros del modelo, f(v, X, 0), viene dada por (2.31).

En este caso, la distribucién a posteriori obtenida es de la forma.
f@,%,0ly) o [T L+ ToxTY
1 _
exp { =5z = Xow) (57} © 1)z ~ X¥) |
x |Z" |, + Zox 2
1 e ~
exp {50~ XoB) (57 © 1) ~ X5¥) |
1 -~ _ ~
exp { ~5(0 = D Xp(= O L) Xp(0 - )
« [S7F | In+SoT " ZTexp {—%tr [E7'H'H] }
(2.32)
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siendo ) = (Xp(E1®,)XE) ' X5(E71®1,)z el estimador minimos cua-
drados generalizado de ¥ y H = [21 — X191, 22 — Xota, . .., 2m — Xm¥m)-
A partir de (2.32) se concluye que sélo la distribucién a posteriori condicio-
nal completa para 1 se corresponde con una densidad conocida, la Normal
multivariante dada por:

F@y, 5,8) = Nag1ym (@, (X5(E1® I,)X5) ™) (2.33)

mientras que para ¥ y ¢ se obtienen las siguientes condicionales completas:
FEly,9,0) o |Z|7 5 |In + o X" 2 exp {—%tr [='H'H] }(2.34)

1 -
F6 b 5) cexp { -3~ Xow) (B @ L) - Xaw) ) (23)

Como puede observarse, las condicionales para 1 y 8, ecuaciones (2.33) y
(2.35), coinciden con las obtenidas en el anélisis Bayesiano cuando se parte
de la priori de Jeffreys, ecuaciones (2.22) y (2.27) respectivamente.

Con el fin de obtener inferencias acerca de los parametros del modelo es
necesario nuevamente recurrir a la simulacién. El mecanismo de simulacién
que proponemos en este caso para obtener una muestra de la distribucién a
posteriori, ecuacién (2.32), es una modificacién del algoritmo de Metropolis-
within-Gibbs desarrollado anteriormente (seccién 2.2.2). En concreto, en
el paso 1 empleamos un método de aceptacién-rechazo para simular de la
matriz de covarianzas X, pues su distribucién condicional completa, ecuacién
(2.34), deja de ser conocida. El método de aceptacién-rechazo que utilizamos
para simular de f(X|y,%,6) es similar al propuesto por Sun and Berger
(2006):

1. Simular * ~ IW(n —1,H'H) = g(X%)

2. Simular u ~ Un(0,1). Si u < 2% |I, + £* o (£*)71|~2, fijar 56) = £*.
En otro caso, volver al paso 1

Para la demostracién de que éste es un método de aceptacién-rechazo
vélido para la simulacién de f(Z|y,,6) podemos hacer uso del siguiente
resultado (Horn and Johnson, 1994, pag. 313):

Resultado 2.1 Sean A y B dos matrices simétricas y semidefinidas posi-
tivas, entonces
)\mm(A o B) > )\min(AB)

donde Amin(A) representa el menor valor propio de la matriz A



44 CAPITULO 2. HOLT-WINTERS MULTIVARIANTE

En nuestro caso, tenemos
Ain(Bo ™) > Apin(Zx7 1) =1

por lo que, si A\; > Ay > ... > A\, representan los valores propios de la
matriz ¥ o X1, se deduce que:

m m
Im+ o037 =1 +X) H1+,\ = (14 Ap)™ > 2™

i=1
y por tanto
[(Sl.,0) _ 1
= I = m
9(%) In+ToX-1z ~ 27

< e
Entonces, tomando M = 2~% se cumple que f(Z|y,%,0) < Mg(Z) y
la condicién de aceptacién del método de aceptacién-rechazo, uMg(X) <
f(Z|y,v,0), es la utilizada en el algoritmo.

Si en lugar de la priori de referencia para la matriz de covarianzas dada
por (2.31) partimos de la priori propuesta por Yang and Berger (1994),
ecuacién (2.30), la distribucién a posteriori de los pardmetros del modelo es
de la forma:

-1
exp { =5~ Xow) (571 @ L)z ~ Xp)}
-1
« |27 (H(di - dj))

exp {3~ XaD) (5™ ® 1)z - XoD) |

exp {—%(w ~ ) Xp(ST @ L) X5 (¥ - zﬁ)}

i<j

-1
[ IEI"'%z ]:[(d2 - dj)) exp {—%tr [Z—IH/H]}

(2.36)
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Las condicionales completas para el vector ¢ de las condiciones iniciales
y el vector 8 de los pardmetros de suavizado coinciden con (2.33) y (2.35)
respectivamente, mientras que la condicional completa para la matriz de
covarianzas es de la forma:

-1
f(ly,%,0) o< 51775 | T](d - dy) exp{—%tr[Z‘lH’H]} (2.37)

i<j

El mecanismo de Metropolis-within-Gibbs que proponemos para simular
de la distribucién a posteriori de los pardmetros de modelo en este caso,
ecuacién (2.36), coincide nuevamente con el descrito en la seccién 2.2.2 ex-
cepto el primer paso, donde para simular de f(Z|y,¥®1,0¢=1) hacemos
uso del siguiente algoritmo de Metropolis-Hastings:

1. Simular =* ~ IW(n —m + 1, H'H) = ¢(Z|Z¢D, (-1 g(-1)y
2. Calcular

(i~1) « . N q(z(i—l)lzn’dl(i—l)’e(i—l))f(zﬁly’,dl(i—l),g(i—l))
a(z 12) = mn 17q(z*|2(i—1)’,,l,(i—l),g(i—l))f(z(i—l)|y7.¢(i—1)’g(i—l))

<;(di—d;

= min{L S
siendo {d;}7, los valores propios de £¢~1 y {d*}™, los de T*
3. Obtener r ~ Un(0,1)
4. Sir < o201, %%, fijar B® = T*; en otro caso, T = x-1)

Otros andlisis Bayesianos del modelo SUR donde la matriz de regresién
no es conocida los encontramos en los trabajos de Smith and Kohn (2000) y
Holmes et al. (2002). En ambos casos, las funciones de regresién que relacio-
nan los datos que conforman cada una de las series temporales univariantes
con las variables explicativas no son necesariamente lineales. Expresando
cada una de estas funciones de regresion como una combinacién lineal de
fuaciones base, se obtiene un modelo SUR donde la matriz de regresién Xp
es considerada a su vez como una variable aleatoria. Smith and Kohn (2000),
en su analisis Bayesiano, simulan variables binarias indicadoras asociadas a
los coeficientes de regresién con el fin de determinar las funciones base re-
dundantes. Holmes et al. (2002) parten de una distribucién a priori sobre
la matriz de regresién y utilizan algoritmos MCMC de dimensién variable,
que permiten variar la dimensién de la matriz de regresién, para estimar
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finalmente las cantidades de interés. Notar que en nuestra formulacién del
modelo de Holt-Winters multivariante como un modelo de regresién apa-
rentemente no relacionado, la matriz de regresién es desconocida pero de
dimensién fija, por lo que estos métodos no son validos para su analisis.

2.2.4. Ejemplo de ocupacién hotelera (continuacién)

En la seccién 1.2 mostramos los resultados obtenidos en el andlisis de las
series temporales de ocupacién hotelera en Castellén, Valencia y Alicante
cuando éstas son analizadas de manera independiente mediante el modelo
de Holt-Winters univariante. A continuacién analizamos las series conjunta-
mente mediante el modelo de Holt-Winters multivariante.

Como distribuciones a priori para los parametros del modelo conside-
ramos la priori de Jeffreys, ecuacién (2.25), y la priori de referencia dada
por (2.31). Para la simulacién de muestras de las distribuciones a posteriori
resultantes, ecuaciones (2.26) y (2.32) respectivamente, empleamos los algo-
ritmos de Metropolis-within-Gibbs descritos en este capitulo. Con el fin de
acelerar su convergencia repetimos, en cada iteracién del algoritmo, 20 veces
el paso 3, correspondiente al algoritmo de Metropolis para simular § de su
condicional completa f(6|y,,X). En concreto simulamos Ny + N = 55000
valores. Entonces, tras eliminar las 5000 primeras simulaciones de calenta-
miento, obtenemos muestras de tamaifio N = 50000 de las distribuciones a
posteriori que nos permiten estimar cualquiera de sus caracteristicas. Cuan-
do partimos de la priori de referencia observamos que la muestra obtenida
no converge, siendo necesario considerar las 40000 primeras simulaciones de
calentamiento. Por ello, para esta distribucién, simulamos Ny + N = 90000
valores. La media e intervalos de confianza o de probabilidad a posteriori del
95 % estimados, a partir de las correspondientes muestras obtenidas, para
los pardmetros del modelo pueden verse en las tablas 2.1, 2.2 y 2.3. La tabla
2.4 muestra las estimaciones de la media y del intervalo de confianza del
95 % de las distribuciones a posteriori de los coeficientes de correlacién.

Dado que las condiciones iniciales en v¥; = (bo;,Ci—s, Co—ss- - -C0i)
para i = 1,2,...,m, pueden resultar dificiles de interpretar, los resultados
mostrados en la tabla 2.1 hacen referencia a la parametrizacién habitual
w; = (501‘, bos, El—s,i; E2—s,i7 e ,Em)' donde El—s,i +E2—s,i +...4+¢g = 0. Notar
que, dado z/),fj ), un valor simulado de la distribucién a posteriori f(;]y), el
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@)

vector w;”’ calculado como:

s

W = L3,

k=1
) (9)
01 = boji
' j 15 0)
Eﬁ]_)s,i = cg_)s,i 3 ch_s’i para r=1,2,...,s
k=1

se distribuye segin f(w;ly).

Como puede observarse, las medias y los intervalos de probabilidad a
posteriori del 95% obtenidos para los pardmetros del modelo son préacti-
camente iguales en ambos casos. Esto lleva a pensar que, para el analisis
multivariante de un conjunto moderado de series temporales correlaciona-
das, el uso de la distribucién a priori de Jeffreys o de la priori de referencia
no influye en los resultados obtenidos. Por otro lado, el tiempo de cémputo
de la posteriori de referencia es, aproximadamente, un 80 % mayor que el de
la posteriori de Jeffreys. Notar que, en general, el tiempo de computacién
necesario para obtener una muestra de tamano N de la distribucién a pos-
teriori de referencia serd mayor que el requerido para obtener una muestra
del mismo tamafio de la distribucién a posteriori de Jeffreys pues, como
se muestra en los algoritmos de Metropolis-within-Gibbs propuestos, en el
caso de la posteriori de referencia la matriz de covarianzas ¥ es simulada
mediante un procedimiento de aceptacién-rechazo que, en general, serd maés
lento que cuando la matriz es simulada a partir de su distribucién a pos-
teriori condicional completa cuando ésta es conocida. Ademads, la priori de
referencia requiere de un mayor calentamiento. Consecuentemente, el uso
de la distribucién a priori de Jeffreys puede ser aconsejado en problemas
multivariantes de dimensién reducida.

Del mismo modo, parece razonable no emplear la distribucién a priori
de referencia dada por (2.30). Notar que para obtener una muestra de la
distribucién a posteriori resultante se utiliza un algoritmo de Metropolis-
within-Gibbs donde sélo se conoce la condicional completa para el vector
de las condiciones iniciales v, siendo necesario recurrir al procedimiento
de Metropolis-Hastings en la simulacién del vector € de los pardmetros de
suavizado y de la matriz de covarianzas ¥. Esto implica que el algoritmo,
ademds de requerir de un tiempo de computacién mayor, presente mayores
problemas de convergencia.
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Priori Jeffreys Priori referencia
go.o2s media  go.97s go.o2s media  go.g75
ao1 41.15 48.73 61.37 40.99 48.08 60.34
bo1 -1.50 0.12 1.28 -1.38 0.15 1.23

c-111 | -38.91 -28.22 -14.69 -39.05 -27.81 -14.15
C_101 | -26.83 -15.98 -0.02 -26.99 -15.44 0.35
C—91 -15.11 -4.54 9.81 -15.39 -4.18 10.23

C_s1 0.38 10.03 22.15 0.13 1051  22.99
T -0.02 1035 23.76 047 1062 2431
61 0.13 12.08 21.99 0.74  11.82 2243
Tsn 599 1849  28.51 546 18.25  29.04
Can 23.67 36.89 46.72 || 23.09 36.43  46.87
Cas -1.86 1317  23.67 256 12.59 23.87

Cay | -1232  -1.31 911 -1280 -1.41  9.65
Ty | -3751 -23.76 -13.72 || -37.77 -24.06 -13.39

Co,1 -39.50 -27.19 -16.05 -39.98 -27.30 -15.69
§02 19.18  24.16  27.82 19.07  23.99 27.72
) -0.93  -0.06 0.92 -0.97  -0.07 0.93

c_11,2 | -19.39  -13.42 -8.26 -19.57 -13.34  -8.09
C_102 | -12.04 -6.56 -0.97 -12.05 -6.39 -091

o2 733  -166  3.35 743 -156  3.43
C g2 449 051 534 434 070  5.62
G712 610 -094  3.77 6.19 -0.85  3.92
C 62 156  6.73  11.37 132 6.61 11.23
C s 6.83 11.81 17.25 6.70 11.71  17.39
Cos2 10.31 1531  20.86 10.11 1510 20.84
C_s2 218 761 13.74 201 744 13.80
C a2 943 451 0.4 938 -445  0.28
G2 | -1014 539 -013| -1021 -547 -0.11
Co2 21449 949  -462 || -14.47 950  -4.60
303 178.46 206.12 236.11 || 177.86 205.18 234.66
bo3 535  0.46  5.94 546 046  5.96
G113 | -103.78 -81.94 -51.74 || -103.83 -80.98 -50.38

¢_103 | -81.37 -57.11 -33.15 -81.36 -56.67 -32.11
C_g93 -35.64 -10.62 1249 -35.62 -10.17 13.85
C_g3 -3.49 1849  44.39 -3.34 19.53  45.99
C_73 -4.66  23.29  46.17 -5.11  23.561  47.03
C_6,3 20.75  44.26  65.54 19.77  44.06 66.31
C_5,3 42.09 6582 87.21 40.65 65.49  87.55
C_43 59.74 8724 108.08 58.53  86.34 108.37
C_33 16.15 42.24 65.44 1439  41.17  65.27
C_23 -37.19  -12.56 8.89 -38.64 -13.14 9.32
c_13 -78.69 -55.35 -30.21 -79.37 -55.68 -29.65
€0,3 -85.59 -63.76 -33.89 -86.40 -63.48 -33.35

Tabla 2.1: Estimaciones de la media y del intervalo de probabilidad a pos-
teriori del 95% para las condiciones iniciales del modelo de Holt-Winters
multivariante
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Priori Jeffreys Priori referencia

goozs media goors || goo2s media gog7s
a; | 0.01 0.17 0.55 0.01 0.15 0.53
B | 0.01 023 092{ o0.01 021 0.84
v | 002 043 086 0.03 047 0.87
az | 0.06 0.21 0.50 0.06 0.23 0.51
B2 | 0.00 0.28 0.94 0.01 0.25 0.91
v | 007 058 096 | 0.08 058 097
az | 0.18 0.40 0.66 0.18 0.40 0.65
B | 000 005 0.18( 0.00 0.05 0.19
vs | 0.01 0.28 0.64 0.02 0.31 0.64

Tabla 2.2: Estimaciones de la media y del intervalo de probabilidad a poste-
riori del 95 % para los pardmetros de suavizado del modelo de Holt-Winters

multivariante
Priori Jeffreys Priori referencia

go.o2s _media  gogrs || goozs media  go.g7s
o1 | 3393 56.19 89.82| 3534 57.78 91.78
012 5.08 13.51 24.84 474 13.21 24.34
o013 | 30.50 78.01 145.76 || 31.55 79.70 147.29
022 6.39 10.61 16.70 6.48 10.74 16.90
o3 | -7.64 13.18 37.72 -8.59 12.75 37.86
o33 | 223.55 362.66 576.38 || 230.32 373.15 590.37

Tabla 2.3: Estimaciones de la media y del intervalo de probabilidad a pos-
teriori del 95 % para los distintos elementos de la matriz de covarianzas del
modelo de Holt-Winters multivariante

Priori Jeffreys Priori referencia
go.o25 media qo.o7s || goo2s media qo.ors
p1z | 0.25 0.55 0.78 || 0.23 0.53 0.76
;s | 027 054 076 0.26 054 0.75
p23 | -0.13 021 0.52 || -0.14 0.20 0.51

Tabla 2.4: Estimaciones de la media y del intervalo de probabilidad a poste-
riori del 95 % para los coeficientes de correlacién del modelo de Holt-Winters

multivariante

2.3.

Distribucién predictiva

Una vez calculada la distribucién a posteriori de los parametros del mo-
delo nos planteamos obtener la distribucién predictiva, la cual, desde el
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punto de vista Bayesiano, contiene toda la informacién acerca de los valores
futuros de las series temporales. En particular, nos permite obtener estima-
ciones puntuales, como por ejemplo la media o la mediana de la distribucién,
e intervalos de prediccién, calculados a partir de los correspondientes cuan-
tiles de la distribucién.

Sea P; el vector h x 1 de los datos futuros de la serie temporal i-ésima.
Suponemos que el vector (n + h) x 1 de los datos observados y futuros
de la serie temporal i-ésima, (y;, P{)’, se ajusta al modelo de Holt-Winters
univariante y por tanto satisface la ecuacién (2.1)

IR (2:38)

donde las matrices M y L; en (2.1) han sido completadas hasta orden n+ h
y particionadas de manera andloga al vector (y., P/)’. Es decir, L} es la
submatriz de L; de orden n x n correspondiente a las n primeras filas y
columnas, Lfl es la submatriz h x n asociada a las iltimas h filas y primeras
n columnas y L? estd formada por las ultimas h filas y columnas de L;.
De nuestra definicién de L; como matriz triangular inferior se deriva que el
bloque L}Z es la submatriz n x k nula. v; es el vector de los errores asocia-
dos a los datos futuros, independientes entre s{ y distribuidos segin N (0, o).

Entonces, el modelo multivariante resultante de formular conjuntamente
las m series temporales es de la forma:

U1 M 0 0
Yo 0 M 0 zl
P = | 0 M, 0 &
Ym 0 0 .. M ¥m
| P | 0 0 ... M, |
L} 0 0 0 ... 0 0 7[e ]
L2 2 0 0 0 0 v
0 0 L} o0 0 0 €
+ | 0 o L I} 0 0 v2 | (2.39)
0o 0 0 0 .. L, o Em
L 0 0 0 0 ... L2 12 || vm |
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donde el vector de errores estd distribuido segin N, 1h)m(0, X ® Inin).

Sea y = (Yi,Yh---,Ym) €l vector nm x 1 de los datos observados y
P = (P,P},...,P.) el vector hm x 1 de los valores futuros de las m
series temporales. Entonces, la distribucién predictiva a posteriori, f(P|y),
se obtiene al resolver la integral:

1P = [ [ [ 1Plo,w 5,001, 5, 0w as ao

donde f(v, £, 0|y) es la distribucién a posteriori de los pardmetros del mode-
lo, obtenida en el apartado anterior. Por tanto, para obtener la distribucién
predictiva es necesario el célculo de f(Ply, ¢, X, ), es decir, la distribucién
del vector de los datos futuros dados los datos observados y los pardmetros
del modelo.

Considerando en (2.39) tGnicamente el vector formado por los datos ob-
servados se obtiene la expresién matricial:

n M 0 .o 0 'l,bl L% 0 .o 0 €1
Y2 0 M ... 0 1,/)2 0 L% .as 0 Ea
S I I S L B : :
Ym o 0 ... M P 0 0 ... LL Em
de donde se deduce:
€1 21 X1 0 ‘e 0 Tp]_
€2 22 0 X2 . 0 7,02
=T - T T . (2.40)

Em Zm 0 0 ... Xnm Ym

siendo z; = (L}) 7Yy, y Xi = (L}) "M, parai=1,2,...,m.

Por otro lado, si en (2.39) consideramos el vector de las observaciones
futuras se tiene:

P1 [ Mp 0 0 ¢1 L%l 0 0 €1
P 0 M, ... 0 g 0 L%l ... 0 €9
: = : S o B S : :
P, L0 o0 ... M| ¥m 0 0 ... L2 || en
[ L% 0 0 m
0 Lg e 0 V2
o . (2.41)
| 0 0 ... L% U
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Sustituyendo (2.40) en (2.41), se obtiene finalmente que el vector de los
datos futuros puede ser representado matricialmente como:

P r L2z Mp — L3X, 0 ... 0 P1
P L21z2 0 Mp — L%1X2 s 0 Yo
. = . + . . . .

Py L L2z, 0 0 cer Mp— LA X, Ym
N et <\ ~ e p—
P z D ¥

L2 0 0 [
0 L2 0 va

+ . .. . . (2.42)
0 o0 Lz Um

donde el vector de errores v estd distribuido segin Np,(0,X ® Ip). Por
tanto, dados los datos observados que conforman las series temporales y los
parametros del modelo, la distribucién del vector P de los datos futuros es
Normal multivariante, en particular,

Entonces, la distribucién predictiva resultante de considerar la distribu-
cidén a posteriori de los parametros del modelo obtenida a partir de la priori
de Jeffreys, ecuacién (2.26), viene dada por:

f(Ply) ///|z:|-" i exp{——tr b 1H’H]}

exp{ 2(P—z—D¢)(L2)“1(E R In)(L%)~ (P—Z—D¢)}d¢d2d0

///|z|-" gt {—%tr [2‘1H’H]}

exp{—atr[ NP -fip) (P - up)]}d¢dzdo

donde H = [21— X191, 22— X2, . . ., 2m—Xm¥m] ¥ P y p son las matrices
h x m definidas como:

P=[(LH7'P, (L) P, (L) Py
fip = (L)™' (Z1 + (Mp — L X1)¥1), ..., (L2) 7 (Zm + (Mp — L2 X)) ¥m)]
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De este modo,

o o [ free

exp{—atr[ﬁ (H’H+(P fip) (P — ,up))]}dEdde

[ 1+ (B =Ry (P - i) dp a9
que no tiene solucién analitica. Entonces,
= o~ =~ _nth
f(Ply,¥,0) o< |H'H + (P — ip)'(P — fip)|” 2 (2.43)

de donde se deduce que la matriz f’, dados los datos observados, ¥ y 8, sigue
una distribucién t-Student generalizada, en concreto

f(Ply,,8) = GSt(In, H'H,lip,n + h) (2.49)

En la notacién utilizada en este trabajo, decimos que la matriz T de
orden n x m estd distribuida segin la t-Student generalizada GSt(A, B, t,v)
si y sélo si su funcién de densidad es de la forma:

AR
|B+ (T —t)A(T - t)|2

donde t representa la media de la distribucién. De su definicién se deriva la
siguiente propiedad (ver, por ejemplo, Zellner, 1971, pag. 397):

f(T|A, B,t,v)

Si la matriz T estd distribuida segin GSt(A, B, t,v), entonces la distri-
bucién marginal de cada una de sus columnas es de la forma:

A _v—(r;—-l!
(Tl o |1+ (71 = ) 7 (Tl = L)
[¢,4]
es decir, la t-Student multivariante M St (u =t),i,H = -5[’:—11, d=v—-n-m+ 1)
donde u representa el vector de medias. Si d > 2, entonces la matriz de co-

varianzas es d 5.

La matriz (P — fip)'(P — fip) es de la forma:

PLy 1L B BLYILYB ... PLY) IR B
P,

PLY)NID A Pé(L%)"l(L%)‘le o BT

BL(L2)-NLH'P BL(L2 >-1(L) 1By ... PL(L2)"Y(L2) ‘B,
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donde P, = P, — %; — (Mp - L?* X;);, parai = 1,2,...,m. Debido a que las
matrices L? asociadas a cada una de las series temporales univariantes son
distintas, a partir de la distribucién t-Student generalizada obtenida para
la matriz P no es posible obtener la distribucién andloga para la matriz de
los datos futuros [P, P, ..., Py]. Sin embargo, aplicando la propiedad de
la t-Student generalizada vista anteriormente, se tiene que la distribucién
marginal de cada una de las columnas de la matriz P es de la forma:

~ P I p _mthom
FPLil0) |1+ (PLil = el i) gy (PLil = ol
- itz - R
o< |1+ B—pp) =gy (B ee)

siendo up, = z; + (Mp — L?lX,')'t/)i. Entonces, la distribucién del vector de
los datos futuros de la serie temporal i-ésima, dados los datos observados,
¥ v 0, es la t-Student multivariante:

(L) IhH™

f(Pily,¥,0) = MSt (/JP“ v=n—m+ 1) (2.45)

H'H]i, 1]
con media y varianza:
E(Bly,$,0) = pp =Lz + (Mp— LY X:) (2.46)
_ H'HI[3,1i]

V(Pily, ¥, 0) Vp, LI (LZY (2.47)

v—2

Con el objetivo de estimar la distribucién predictiva, pues no puede ser
calculada de manera analitica, recurrimos a la integracién por Monte Carlo.
Sea {(y\¥), £, H(j))}gil una muestra de la distribucién a posteriori de los
pardmetros del modelo f(v, ¥, 8|y), entonces la distribucién predictiva puede
ser estimada como:

F(Bily,v9),09)

2y —1(72y-1
G) (L) ~H(L5) B
MSt (,up“ _——H’H[i, i ,n—m+1] (2.48)

2
2|

f(Pily)

XY
Il
—

2
2=

1

7

parai = 1,2,...,m. El superindice (j) en M St() indica que los pardmetros
de las distribuciones han sido calculados en el punto (), £ §()), Del
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mismo modo, Jos principales momentos de la predictiva son estimados como:

N
1 .
E(Rly) ~ Y up (2.49)
j=1
1 N N
V(Bly) ~ 52 Ve + Z 2 () - E(Ply)E'(Ply) (2:50)
j=1 j=1

Anidlogamente, los intervalos de prediccién pueden ser estimados a partir
de los correspondientes cuantiles de la mixtura de distribuciones t-Student.
Sin embargo, estos cuantiles no tienen expresién analitica y para poder cal-
cularlos tenemos que recurrir a métodos numeéricos, como por ejemplo el de
prueba y error, teniendo en cuenta que el cuantil de orden w, g, es el punto

que satisface:
1 a
)
7j=1

donde FU) representa la funcién de distribucién de la t-Student multiva-
riante dada por (2.45).

Alternativamente se podria haber calculado la distribucién predictiva
integrando, en primer lugar, con respecto a 1 en lugar de . Para ello interesa
expresar la distribucién a posteriori de los pardmetros del modelo como en
(2.15), de manera que:

fPw o [ [ [z
exp { - 3(P~F = DUY(L3) (™ © L)(L3) (P~ 7~ Dv) |
exp {2 = Xa D) (57 © L)z - Xa) |
exp {—%(w — 9 Xp(S7' @ [n)Xp(¥ — J)} d d3> df
« [ [ [1mr=e= ep{ 1P - buye 0 1)(P - Dy
exp {3z - Xal) (57} © L)z - Xad) |
exp {—%(w —9) Xp(ET ® L) X5 (¢ - J)} dpdSd)  (251)

siendo P = (L%)™Y(P — %) y D = (L%)~!D. Teniendo en cuenta que las
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dos formas cuadréticas que involucran a 1 pueden agruparse como
(P - Dy) (57 @ In)(P = Dy) + (¥ — ) Xp(57' ® L) Xp(4 ~ ) =

= (¢ — py) V(¥ — pg) + P (ST @ )P + ¥/ Xp(37" @ In) Xt — iy Vit

donde

Vy = Xp(Z'®@L)Xp+D (S '®I)D
py = Vi (Xp(3T @) Xpp+ D'(Z7 @ I)P)

la distribucién predictiva puede expresarse como:

1P [ [ [ oo {-Lw - m) Ve - )}

1/~ o ~ ~
exp {—5 (P'(Z—l @ I)P+ ¢ XX ® I) Xp — ”;I)Vd)“d’)}

exp {~3(c — XaD) (27 @ 1) (s ~ Xo) paw

o // |25V, 77 exp {—%(z - XpYY(E 1@ L)(z - XBJ)}

L o B -
exp {_5 (P'(z:—l ® In)P +4'Xp(57 @ In) Xp¢ — %WW)}

que no tiene solucién analitica. Por lo tanto, tras eliminar los términos que

no dependen de P se obtiene:

f(Ply, %,0) < exp {—% (13’(2‘1 ® In)P - u:pv¢u¢) } (2.52)

Por otro lado,
13’(2‘1 ®Ih)]’5 - p,;pv.w,u,w =

(71 @ In)P

(571 @ I)DV,; ' D'(Z 7 @ In)P

P(571 @ I)DV; ' Xp(37 ® L) Xp

P X5 @ L) XpV, ' D'(Z @ I) P

P X557 @ L)XV, ' Xp(57' @ I) XY

(e vt i}

que, completando cuadrados en P, puede expresarse como:

P @I)P - pyVyuy = (P—cp)Ve(P = ¢p) — & Vpey

— YXp(C' @ L)XpV, ' Xp(2 T @ I) Xp9

(2.53)

|

dxdf
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siendo V, la matriz (571 ® /i) — (571 ® I,) DV, 'D'(Z @ I) ¥ ¢, =
VY (Z @ In) DV, X5(27 @ ) X .

Finalmente, sustituyendo (2.53) en (2.52) y eliminando los términos que
no dependen de P, la distribucién predictiva condicionada a ¥ y 6 puede
expresarse como

1(P5.0) xexp { ~3(P - )% (P- )}

de donde se deduce que el vector P de los datos futuros transformados sigue
una distribucién Normal multivariante con vector de medias c, y matriz de
covarianzas V;,_l. Por tanto, la distribucién del vector P de los datos futuros
es la Normal multivariante:

f(Ply, %,6) = Nam(Lbep + 7, LV, ' (L)) (2.54)

Mediante integracién por Monte Carlo, de manera andloga a la mostrada
en las ecuaciones (2.48), (2.49) y (2.50), es posible estimar tanto la distri-
bucién predictiva como sus principales momentos.

Si en lugar de partir de la distribucién a priori de Jeffreys partimos de
cualquiera de las distribuciones a priori de referencia, ecuaciones (2.30) y
(2.31), en el cdlculo de la distribucién predictiva tenemos que integrar res-
pecto a 1, pues la distribucién para la matriz ¥ deja de ser conocida. En este
caso obtenemos la distribucién predictiva condicional f(P|y, X, 6), ecuacién
(2.54), y la distribucién predictiva es estimada mediante integracién por
Monte Carlo.

2.3.1. Ejemplo de ocupacién hotelera (continuacién)

Una vez estimada la distribucién a posteriori de los pardmetros del mo-
delo de Holt-Winters multivariante resultante de analizar conjuntamente las
series temporales de ocupacién hotelera, seccién 2.2.4, nos planteamos el
célculo de predicciones para los valores futuros de las series. Recordar que
consideramos como datos histéricos las observaciones correspondientes a los
cinco primeros afios (2001 - 2005), mientras que el afio 2006 es utilizado para
valorar la precisién de nuestra prediccidn fuera de la muestra.

La tabla 2.5 muestra el error SMAPE de ajuste y de prediccién para
cada una de las series de ocupacién hotelera. Como posibles distribuciones
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a priori para los pardmetros del modelo consideramos la priori de Jeffreys
y la priori de referencia (2.31). Dada la muestra {(x?), (), 0(7))}?’:1 de la
distribucién a posteriori de los pardmetros del modelo, las estimaciones para
las observaciones que conforman la serie temporal i-ésima son obtenidas a
partir de (2.1) sustituyendo los pardmetros de suavizado y las condiciones
iniciales del modelo por sus medias muestrales. Las predicciones puntua-
les coinciden con la media de la distribucién predictiva, que es estimada
mediante integracién por Monte-Carlo como se muestra en (2.49).

Priori Jeffreys Priori referencia
Error ajuste Error prediccién || Error ajuste Error prediccién
Castellén 9.70 10.57 9.75 10.33
Valencia 11.14 28.58 10.92 29.13
Alicante 6.37 17.78 6.38 17.52
Media 9.07 18.98 9.02 18.99

Tabla 2.5: Error SMAPE de ajuste y de prediccién para cada una de las
series de ocupacién hotelera resultantes del anélisis Bayesiano multivariante

A partir de los errores mostrados, observamos que €l ajuste y la predic-
cién obtenidos en el analisis multivariante de las series temporales no estian
afectados por el uso de la distribucién a priori de Jeffreys o la priori de
referencia. Asi pues, tal y como sugeriamos en la seccién 2.2.4, el uso de la
priori de Jeffreys puede ser aconsejado.

Por otro lado, mientras que los errores de prediccién resultantes de los
analisis univariantes de las series de Castellén y Alicante son del mismo
orden (ver tabla 1.2), el error de prediccién correspondiente a Valencia,
que es la serie que presenta menor precisién en la prediccién, se reduce
considerablemente con el uso del modelo multivariante.

2.4. Notas computacionales

La matriz L;, para i = 1,2,...,m, es una matriz triangular inferior
que, dada su estructura, puede ser representada a través de su primera co-
lumna; es decir, para trabajar con esta matriz s6lo es necesario calcular y
almacenar su primera columna, pues la matriz puede ser reconstruida a par-
tir de ésta. Dicha propiedad se conserva también en su inversa, por lo que
s6lo serd necesario el célculo de su primera columna (I*,%,...,I")’, donde
I' = 1y los dem3s elementos pueden ser calculados recursivamente como
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Zle Ply_i1=0,parak=2,3,...,n.

Para la obtencidén del estimador minimos cuadrados generalizado de i es
necesario el cdlculo de (X5(X7! ® I,,)Xp) ™!, el cual puede originar proble-
mas numeéricos. Para solventar este problema hacemos uso, en primer lugar,
de la descomposicién de Cholesky de 1.

Definiciéon 2.1 Sea A una matriz n X n simétrica y definida positiva. La
descomposicion de Cholesky de la matriz A es:

A=RR
donde R es una matriz triangular superior.

Aplicando dicha descomposicién a £~! y haciendo uso de las propiedades
del producto de Kronecker, obtenemos que 2! ® I, = (R® I,)(R® I,,). A
continuacién, calculamos la descomposicién en valores singulares de la matriz
(R® I,) X que, numéricamente, es mucho m4s estable que el cdlculo de la
matriz inversa.

Definicién 2.2 Sea A una matriz n X m. La descomposicién en valores
singulares de la matriz A es:

A=UDV’

donde D es una matriz diagonal m xm, con los elementos de la diagonal la
raiz cuadrada de los valores propios de A’A, que es una matriz simétrica y
definida no negativa, por lo que sus valores propios serdn todos no negativos.
V' es la matriz m x m ortogonal formada por los vectores propios de A’ A.
U es una matriz n x m de columnas ortogonales.

Aplicando dicha descomposicién a la matriz (R ® I,)X g, obtenemos que
ésta puede ser expresada como (R ® I,)Xp = UDV’, por lo que:

Xp(E'®)Xp = Xg(R®L,)(R®1,)Xp = VDDV’

(Xp(Z'®IL,)XB) ' =VvD DV (2.55)

La aplicacién informatica que empleamos en esta memoria es R (R De-
velopment Core Team, 2008), donde la descomposicién de Cholesky de una
matriz A se obtiene mediante la instruccién chol(A), que origina la matriz R
de la definicién. De manera similar, la descomposicién en valores singulares
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se obtiene mediante la funcién svd(A), la cual da como salida una lista con
tres elementos: u, v y d, siendo u y v las matrices U y V de la definicién de
descomposicién en valores singulares y d el vector cuyas componentes son
los elementos de la diagonal de la matriz D.

Para la simulacién de la distribucién Normal multivariante, requerida en
la ejecucién del algoritmo de Metropolis-within-Gibbs, hacemos uso de la
siguiente funcién de R:

rmnorm(n, mean, varcov)

donde n representa el nimero de simulaciones que se desean obtener y mean
y varcor el vector de medias y la matriz de covarianzas de la Normal mul-
tivariante. Esta funcién origina una matriz de n vectores aleatorios.

Analogamente, para obtener simulaciones de una Wishart utilizamos la

instruccién:
rwishart(nu, V)

siendo nu los grados de libertad y V la matriz de localizacién, tales que
si f(X) = W(nu,V), E[X] = nuV. Si se desea simular de una Wishart in-
vertida, es necesario invertir previamente la matriz de localizacién, pues si
f(Z) = IW(nu,V), entonces f(X!) = W(nu,V™1). El resultado de esta
instruccién es una lista con dos elementos: W, matriz simulada a partir de
la Wishart e IW, matriz simulada de la Wishart invertida e inversa de la
matriz W.

Para el cédlculo de la matriz Vp‘l, la cual aparece tanto en el vector
de medias como en la matriz de covarianzas de la distribucién predictiva
condicionada a ¥ y 6, ecuacién (2.54), puede emplearse el siguiente resultado
(Mardia et al., 1979, pag. 459):

(A+BCD) '=A4"1-A1B(C™'+DA™'B)"1DA™!
De esta forma,
V;il = (L —DV'D(Z7'@ 1) "HE® In)
(Imh + D(Vy = D'(E' @ I,)D)"'D'(Z7' @ I)) (T ® I1,)
= (S®IL)+D(Vy-D'(E e I;)D)'D
= (@) +D(Xp(Z"' @ L,)Xp) "D’

donde (X5(E7! ® I,)Xp) ™! se calcula utilizando la descomposicién en va-
lores singulares, ecuacién (2.55).



Capitulo 3

Holt-Winters multivariante:
casos particulares

El modelo de Holt-Winters es el méas general dentro de la clase de mode-
los de suavizado exponencial. Dicho modelo resulta adecuado para el anélisis
de series temporales que evolucionan en el tiempo y presentan oscilaciones
que se producen a corto plazo y se repiten periédicamente. Sin embargo, es
frecuente en la préactica observar series temporales con tendencia pero sin
componente estacional. La mayoria de las series que cumplen estas carac-
teristicas surgen en el dmbito econémico-financiero: series de evolucién de
los tipos de interés, del Producto Interior Bruto (PIB), del Indice de Pro-
duccién Industrial (IPI), del Indice de Precios al Consumo (IPC), series de
tipo de cambio, de cotizacién en bolsa, etc. En estas ocasiones, el uso del
modelo de Holt, al incorporar Unicamente la tendencia de la serie, resulta
més adecuado que el modelo de Holt-Winters, el cual fuerza a estimar la
componente estacional.

Dada la importancia que la economia financiera tiene en la vida econémi-
ca actual, dedicamos la primera parte de este capitulo al estudio del modelo
de Holt multivariante, el cual nos permite analizar de manera conjunta se-
ries temporales sin componente estacional sujetas a errores correlacionados.
La formulacién multivariante que proponemos es equivalente a la propues-
ta para el modelo de Holt-Winters multivariante, por lo que su analisis se
corresponde con el descrito en el capitulo anterior.

Por otro lado, cuando se analizan series econémico-financieras con el ob-
jetivo de obtener predicciones precisas para los datos futuros de las series,
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hay que tener en cuenta que dichos valores pueden ser observados demane-
ra secuencial. En estas situaciones, las predicciones correspondiente; a las
series temporales observadas con posterioridad podrian ser mejorades si se
incorpora la informacién disponible en la distribucién predictiva cakulada
inicialmente.

La segunda parte del capitulo estd dedicada al estudio del mocelo de
Holt-Winters multivariante bajo el supuesto de pardmetros de suavizado
iguales para todos los modelos univariantes. Esta condicién, equivaknte a
suponer que los modelos univariantes comparten una misma estructira, ha
sido supuesta en trabajos previos (Enns et al., 1982; Harvey, 1986 West
and Harrison, 1989). En este caso, el modelo multivariante puede fornularse
como un modelo de regresién multivariante tradicional (Tiao and Zellner,
1964), lo que simplifica considerablemente su andlisis.

3.1. Holt multivariante

Supongamos que tenemos n observaciones de m series temporales, y; =
(Y14, Y2ir - - -, Yni)’ para i = 1,2,...,m, cada una de las cuales se ajista al
modelo de Holt univariante con errores aditivos. Entonces, utilizando la
formulacién del modelo de Holt como modelo de espacio de estado, se tiene:

Ecuacion de observacién
Yt = -1+ be—1,4 + €4
Ecuaciones de transicién

At = Q15+ b1+ ou€y
by = b1+ aifies

donde ay; y bs; son el nivel y la tendencia en el instante t; €; = (€14, €24, .- - , €ni)’
es el vector de los errores, independientes entre si e idénticamente distri-
buidos N(0,02); w; = (ags,boi)’ es el vector de las condiciones inidales y
0; = (a;, ;) es el vector de los pardmetros de suavizado asociados a a serie
temporal i-ésima.

Utilizando la ecuacién de observacién recursivamente junto con las ecua-
ciones de transicién, la observacién en el instante ¢ de la serie temporal
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i-ésima puede ser descrita (ver (1.6)) como:

t—1
Y = ag; + thoi + oy Z(l + (t —7)Bi)eri + €1
r=1
Definiendo las matrices
1 0 0 ... 0
1 by 1 0 ...0
1 2 J
A= . . y Li = l3,1’ lzﬂ' 1 ... 0
1 n :
lni ln—1i ln—2i ... 1

donde l;; = o;(1 + (j — 1)6;) para j = 2,3,...,n, los datos que conforman
la serie temporal i-ésima pueden ser descritos matricialmente como:

Yi = Aw; + Lig; (3.1)

por lo que el vector de datos y; se distribuye segin la Normal multivariante
con vector de medias E(y;) = Aw; y matriz de covarianzas V (y;) = o2L; L.

La ecuacién (3.1) es similar a la expresién obtenida para el modelo de
Holt-Winters univariante, ecuacién (1.7). La principal diferencia es que, en
el modelo de Holt, el vector w; de las condiciones iniciales estd compuesto
dnicamente por dos componentes, el nivel y la tendencia en el instante ini-
cial. La matriz A es una matriz n x 2 de rango completo y w; es identificable,
no siendo necesario, por tanto, imponer restricciones de identificabilidad so-
bre las condiciones iniciales. Respecto a la matriz L;, la dnica diferencia es
que no aparece sumando el pardmetro y; en aquellos elementos [;; tales que
j = 1(mod s).

Proposicién 3.1 La ezpresién matricial dada por (3.1) es equivalente a
(1.9) fijando s, periodo del ciclo estacional, igual a 1 y ¥; = (bosi,a0i + boi)’ -

Demostracion:
Si en (1.9) fijamos s = 1, los elementos {l;;}}_, de la matriz L; son

todos de la forma l;; = a;(1 4+ (j — 1)B;), pues no hay ningin j tal que
J = 1(mod1). Por otro lado,

o b()i _ 01 ag; _ )
7’bz_(aorl-bm)_(l 1)(501')_21% v
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M’lp,, = MTUJ,; = Awi

siendo M la matriz n X 2 cuya primera columna es el vector (0,1,...,n—1)
y la sequnda el vector (1,1,...,1) |

Considerando conjuntamente las m series temporales y haciendo uso de
la proposicién 3.1, el modelo de Holt multivariante puede ser expresado
matricialmente como:

mn M 0 ... 0 ’(#1 L1 0 e 0 €1
Y2 0O M ... 0 ’lﬂz 0 Lz - 0 €92
e N .
Ym O o ... M UVm 0O 0 ... L, Em
—— ~ s N eee” ~ -
Y Mp 7] Lp €
(3.2)
o, equivalentemente, Ccomo:
21 Xl 0 e 0 1/)1 €1
Z9 0 X2 ‘e 0 ¢2 €2
S R S (3.3)
Zm 0 0 e Xm wm Em
N—— N\ ~ e (— N —
r4 ' XB 'L/) [

siendo z; = (L;)"y; y X; = (L;)"*M, para i = 1,2,...,m. La distribucién
del vector de errores € es la Normal multivariante de media el vector nulo y
matriz de covarianzas ¥ ® I,.

De este modo, la formulacién propuesta para el modelo de Holt multi-
variante, ecuacién (3.2), coincide con la obtenida para el modelo de Holt-
Winters multivariante, ecuacién (2.2), siendo s = 1y ¥; = (bg;, co;)’ con
coi = ag; + by, para @ = 1,2,...,m. Entonces, la distribucién a posteriori
para los parametros del modelo, f(v, %, 8|y), coincide con la obtenida en el
capitulo 2, ecuacién (2.26) si se parte de la priori de Jeffreys, ecuacién (2.32)
si se toma la priori dada por (2.31), o ecuacién (2.36) si se considera la priori
de referencia de Yang and Berger (1994), ecuacién (2.30). Respecto al algo-
ritmo de Metropolis-within-Gibbs propuesto para obtener una muestra de
la distribucién a posteriori de los pardmetros del modelo, la unica diferen-
cia del modelo de Holt multivariante en relacién al modelo de Holt-Winters
es que los vectores #; son ahora de dimensién 2 y, por tanto, utilizaremos
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como funcién generadora para su simulacién la uniforme en el cuadrado
en lugar de la uniforme en el cubo. En cuanto a la distribucién predictiva,
los resultados obtenidos coinciden con los vistos en el capitulo 2, seccién 2.3.

Dados los valores simulados {w(J = (bél), céjz) ) —; ¥ aplicando la trans-

formacién a(J ) = c(()yz) b(()?, obtenemos una muestra. {(am),b(J ))}j=1 de la

distribucién f (wily), para i = 1,2,...,m, que nos permite obtener inferen-
cias acerca de las condiciones iniciales originales.

3.1.1. Prediccién de un paso cuando los valores futuros son
observados secuencialmente

La aplicacién de diferentes técnicas estadisticas de andlisis de series tem-
porales en economia ha sido extensa, especialmente en el estudio de la evo-
lucién de las bolsas y de los indices que las sintetizan, pues son reconocidos
como los principales indicadores de la economia de un pafs. La introduccién
de modelos multivariantes ha supuesto un avance importante en su estudio,
pues permiten incorporar informacién proporcionada por series temporales
correlacionadas y obtener asi analisis mas robustos. En estos casos, hay que
considerar la posibilidad de valores observados de manera secuencial para las
distintas series univariantes. Cuando el objetivo final del andlisis es obtener
predicciones de los valores futuros, puede resultar conveniente modificar las
predicciones obtenidas originalmente conforme se dispone de nuevos datos.

En este apartado mostramos como modificar la distribucién predictiva
de un tnico paso en cada serie para incorporar la informacién proporcionada
por los valores futuros de las series temporales cuando éstos son observados
de manera secuencial. Es decir, siy = (¥}, ¥5,- .-, ¥.,) es el vector nm x 1 de
los datos que conforman las m series temporales, ordenadas de manera que
para el instante t, y;1 se observa en primer lugar, seguido de y;2 y asi suce-
sivamente hasta yim, y p = (p1,D2,.-.,Pm)’ €s el vector m x 1 de los datos
futuros de las m series temporales, en esta seccién nos planteamos obtener

f(pi,pi-l-la e apmlyuplap% oo ap‘i—l)'

Fijando h = 1 en los resultados obtenidos en el capitulo 2, pues traba-
jamos con la distribucién predictiva de un paso, se tiene que la distribucién
del vector p de los datos futuros, dados los datos observados, el vector ¥ de
las condiciones iniciales y el vector 6 de los pardmetros de suavizado, es de
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la forma (ver ecuacién (2.43)):

£(p|y,w,0) o< |H'H + (P — fip)'(P — ip)| =% (34)
donde P = [p1,p2,...,Pm], H = [21 — X191, 20 — Xotho, .-, 2m — X;n¥m] ¥
Z’ZP = [zl'i‘(Mp_L%le)z/}la E2+(Mp_L%1X2)¢23 e azm+(Mp*L$7}Xm)¢m]a
con z = L} 2. Notar que cuando el horizonte de prediccién es h = 1, de
la definicién de L; como matriz triangular inferior con unos en la diagonal
principal, se tiene que Lz2 =1parai=1,2,...,m, de ahi que no aparezcan
los términos (L?)~! en las definiciones anteriores. Por tanto, la matriz P de
los datos futuros, dados los datos observados, ¥ y 6, se distribuye segiin la
t-Student generalizada

f(Ply,v,0) = GSt(1, H'H,fip,n + 1) (3.5)
Sea P = (p1,p2,---,pi—1)" €l vector (i—1) x 1 de los valores de las series
en el instante n + 1 que ya han sido observados y P2 = (pi, Pit1,---,Pm)’

el vector (m — i+ 1) x 1 de los valores futuros de las series que todavia no
han sido observados y que se quieren predecir. Entonces, particionando up
y H'H de manera anéloga a P = [P}, Pj], es decir:

pp = [dp,[pR)
. Qu Qr
HH = ( Qa Qa2 )

y haciendo uso de las propiedades de la t-Student generalizada (Zellner,
1971, pag. 397), la distribucién predictiva del vector Pj, dados los datos
observados, ¥, 8 y P, es t-Student generalizada, en particular:

F(Py,¥,0, P) = GSt(Ag1, Baa, piz1,n + 1) (3.6)

donde Az1 = (1 + (P} — Eip) Q1 (P — Tip)) ™Y, Bax = Qo2 — @1Q71 Q12
Y Hea = pp, + (P{ - /‘LPI)QI_].IQ12‘

Finalmente, de (3.6) se deduce que la distribucién de los elementos de
P, p, para k =14,i+1,...,m, dados los datos observados, v, 8 y P, es de
la forma:

_ntl-m+i
2

F(pely,¥,0, P) o [Baa[r, 7] + A2a(pk — p2.1[r])?] (3.7)
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donde r = k — i + 1. Es decir, la t-Student univariante con ¥ = n —m +1
grados de libertad y media y varianza dadas por:

E(pkly,¥,0,P1) = pp, = paalk—i+1]

fipylk — i+ 1] + (P - Bp)Qy ' Quel k — i + 1]
1 Bzﬂk—i-’rl,k—i-’rl]

v—2 Az

V(pkly7¢707P1) = Vpk =

para k = ¢,7+ 1,...,m. Como podemos observar, tanto la media como la
varianza son modificadas en funcién del error de prediccién asociado a P;.

Aunque no es posible obtener de manera analitica la distribucién predic-
tiva de las variables p;, piy1, . . - , Pm, dada { (), £, H(j))};y=1 una muestra
de la distribucién a posteriori de los parametros del modelo y aplicando
integraciéon por Monte Carlo, obtenemos las siguientes estimaciones:

f(pklyipl) ~ —ZUSt /‘l'pk,vp(,'z),u_n m+z) (38)
1 N .
E(pely, 1) ~ 5D uf) (3.9)
7=1

N
Vipkly, P1) =~ Z/é,’,} — E%(pily, P1) (3.10)

=
Mz

I
-

j
donde USt hace referencia a la distribucién t-Student univariante.

Si en lugar de considerar la distribucién predictiva condicionada a 9 y
8, f(ply,v,0), consideramos la predictiva condicionada a ¥ y 0, ecuacién

(2.54), se tiene que, cuando el horizonte de prediccién es h = 1, el vector de
los datos futuros se distribuye segin la Normal multivariante:

f(ply,%,8) = Nm(c, + 2V, )
siendo
7 = (L¥2,L32,...,L22,)
o = V'TlDV XRS5 @ I) XpY
V, = s7'-z7Dy,tD's!
Vy = Xp(Z'®L)Xp+D'E D
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y D la matriz m X (s + 1)m diagonal a bloques, con bloques iguales a
M, — L2 X, parai = 1,2,...,m y siendo s = 1 para el modelo de Holt.
En las definiciones anteriores se ha tenido en cuenta que LzB = I, cuando
h=1.

Definiendo nuevamente P; = (p1,p2,...,pi—1) como el vector (i —1) x 1
de los valores de las series en n + 1 que ya han sido observados y P, =
iy Dit1,- - -y Pm)’ como el vector (m — i+ 1) x 1 de los datos futuros que
todavia no han sido observados, y particionando el vector de medias y la
matriz de covarianzas de manera andloga a p = (Py, P)’, es decir,

CP + E = (u,P1 ) I‘I‘IPz ),
_ Vii Vio
Vil =
P ( Vo1 Vo )

la distribucién de P, condicionada a los datos observados, X, 8 y P; es (ver,
por ejemplo, Mardia et al., 1979, pag. 63) la Normal multivariante:

f(P2|y7 %, 0, Pl) = Nm-—i+1(IJ'P2,1’VP2.1) (3'11)

con pp,, = pp, + VaVii (PL = pp,) ¥ Vi, = Vaz — Va1 Vi ' Vaa.

Para obtener una estimacién tanto de la distribucién predictiva de Ps
como de sus principales momentos es necesario nuevamente recurrir a la si-
mulacién.

Notar que, aunque hemos introducido este apartado en el marco de series
temporales econémico-financieras sin estacionalidad, los resultados obteni-
dos son aplicables a cualquier situacién prictica en la que las series tem-
porales se observen secuencialmente, y pueden ser generalizados de manera
directa al caso de series con estacionalidad.

3.2. Holt-Winters multivariante con parametros de
suavizado iguales

Varios autores (Enns et al., 1982; Harvey, 1986) han trabajado bajo el
supuesto de homogeneidad del modelo multivariante, equivalente a suponer
que los modelos univariantes que lo constituyen comparten una misma es-
tructura, pues de este modo su andlisis se simplifica notablemente. Para los
modelos de suavizado exponencial, expresados como modelos de espacio de
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estado con una unica fuente de error, esta suposicién implica pardmetros
de suavizado iguales para los modelos univariantes. Esta propiedad resulta
adecuada en muchas situaciones préacticas como, por ejemplo, en la mode-
lizacién de indicadores financieros similares, precios de acciones o series de
tipo de cambio. Por ello, en esta seccién mostramos el analisis Bayesiano del
modelo de Holt-Winters propuesto en el capitulo 2 bajo esta hipédtesis.

Si en (2.2) suponemos que los pardmetros de suavizado asociados a las
series temporales univariantes son iguales, es decir, 8 =0, = ... =6,, =6,
entonces Ly = Ly = ... = L,, = L, pues todas ellas tienen la misma
estructura y dependen inicamente de los pardmetros de suavizado, y el
modelo de Holt-Winters multivariante es de la forma:

n M 0 . 0 1/)1 L 0 0 &1
Y2 0 M ... 0 g 0 L 0 )
: = : : . : . + : . . : :
Um 0O 0 ... M U 0 0 ... L Em
———— N\ ~ v ~ ~ 4
y Mp Y Lp €
(3.12)
o0, equivalentemente,
[y11y21 e ’ym] =M [¢1a¢27 oo ,'ﬁbm] +L [61562; o ,em] (313)
3 , & — 2 < i >

Ymat Ymat Emat

siendo Ymq: la matriz (s+1) x m de las condiciones iniciales y emq: la matriz
n x m de errores, con distribucién matriz Normal N, (0, £ ® I,).

Siguiendo la notacién de Timm (2002), decimos que la distribucién de
una matriz aleatoria F de orden n X m es la matriz Normal Ny, (M, VW)
si su densidad es de la forma:

F(EIM,V,W) = 2r)" "T|V| 3 |W|~ % exp {—% tr [V"HE - M)W~ YE - M)] }

donde V' y W son matrices definidas positivas de orden m x m y n X n res-

pectivamente. M representa la matriz de medias, V' la matriz de covarianzas
entre las columnas de E y W la matriz de covarianzas entre las filas de E.
De la definicién se sigue que la distribucién del vector vec(E), obtenido al
colocar las columnas de la matriz E una a continuacién de otra, es la Normal
multivariante Npm,(vec(M),V ® W).
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Multiplicando (3.13) por L~! se tiene que, cuando los pardmetros de
suavizado de los modelos univariantes son iguales, el modelo de Holt-Winters
multivariante puede ser expresado como un modelo de regresién multivarian-
te tradicional (Tiao and Zellner, 1964):

(21,22, 2m| = X [¥1,%2, ..., ¥m] + [€1,€2,- - -, Em) (3.14)
N e’

Zmat

donde zmq: es la matriz n x m de datos transformados, con z; = L‘ly,- para
i=1,2,...,m,y X = LM es la matriz n x (s +1) de disefio, dependiente
de los pardmetros de suavizado y, por consiguiente, desconocida.

La funcién de verosimilitud asociada al modelo de Holt-Winters multi-
variante en este caso viene dada por la distribucién matriz Normal de la
matriz de datos:

fWl¥mat, T,0) o« |EZ|TE|LL|"%
=P {‘% 7[5 (ymat — Mtpmat)'(LL') ™ (ymat — Mtbmat)] }

x |2|—% exp {—% tr [E_I(zmat — XYUmat) (Zmat — X’(/)mat)]} (3.15

La forma cuadrética en (3.15) puede descomponerse como:

(Zmat - X"ﬁmat),(zma{’_ X'ﬂbmat) = _ _

(zmat - X",bmat + X(lbmat - 1/)mat))l(zmat - X'meat + X£¢mat - wmat)) =
((I - PX)Zmat + X('lpmat - 'l/)mgt)),((-[ - PX)Zmat 't X("pmat - wmat)) =
z':nat (In - PX)Zmat + (d’mat - d)mat)l-XIX("/)mat - wmat)

donde Ymar = (X' X)X’ 2mat €s el estimador minimos cuadrados de mat
cuando el valor de § es conocido y Px = X(X'X)7!1X’ es la matriz de
proyeccion ortogonal sobre el espacio generado por las columnas de la matriz
X, simétrica, idempotente y tal que PxX = X. Entonces, la funcién de
verosimilitud puede expresarse como:

F(W|Ymat, ,0) o« |Z|7% exp {—% tr [E’lz;,mt(ln — PX)zmat]}
€Xp {—% tr [2_1("/}mat - '{/;mat)IX’X(wmat - Jmat)] }(3-16)

Proposicion 3.2 Bajo el supuesto de parametros de suavizado iguales y co-
nocidos, el modelo de Holt-Winters multivariante puede ser expresado como
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un modelo lineal dindmico Matriz Normal.
Demostracion:

Parai=1,2,...,m, la observacion en el instante t de la serie temporal
i-ésima puede expresarse, ver ecuaciones (2.6) y (2.7), en la forma:

Yi = G4—1,i+ b1+ s+ €
= Slv 17 0,0, (RS 07 1)1<Ptz + €

5

donde
at—1,i 11000 00 At—2,4 \ Q€414

( bi—1, (0 1000 0 0\ ( bi—2 (aiﬂift—l,i\
Ct—1, 00 000 01 Ct—24 Yi €t—1,i
Ct—2,i 0 01 0O 00 Ct—3,i 0
c3s || 00010 00 ceag | T 0
Ctosii 00000 ... 00 Ctsi 0

\ ¢wi / \0O0O0OO .1 0)\\ aers) \ 0 )
ou G Pro1,i e

siendo la distribucion del vector de errores my; la Normal multivariante de
media el vector nulo y matriz de covarianzas dada por:

2 2
(o % a; Bi Qi

), con Wi=| 2B o262 afivi
P avi @B 2

Wi 03 (s—1)

Vi) = 01-2(
(i) Os—1)x3  O(s—1)x(s—1)

~

w;

Entonces, st los pardmetros de suavizado de las series univariantes son
tguales, W1 = Wa = ... = W, = W, y el vector de las m observaciones en
el instante t, yr = (Y11, Yt2,- - -, Ytm) , puede ser expresado como:

lytl,ytz, <o 1ytml = f/\[90t1, P12y - - a‘Ptml+l€t1; €12y ,Gtml

v O £
lpr, 2, ptm] = G 0e-1,1,06-1,2,- - - Pe—1,m] + [Me1, Me2, - -3 Tem]
(SN ©:1 Te

donde el vector de errores &; estd distribuido segin la Normal multivariante
Np(0,%) y la matriz T; segun la matriz Normal N(si2)m(0, X @ W) |



CAPITULO 3. HOLT-WINTERS MULTIVARIANTE: CASOS
72 PARTICULARES

Esta clase de modelos (West and Harrison, 1989, capitulo 15) permite
un analisis conjugado secuencial que generaliza el andlisis estdndar de se-
ries univariantes con varianza desconocida mediante el filtro de Kalman. El
andlisis multivariante esta basado en el uso de distribuciones a priori y pos-
teriori Matriz Normal/Wishart invertida para la matriz de estado ©; y la
matriz de covarianzas ¥ respectivamente, suponiendo que la matriz W es
conocida. En el caso del modelo de Holt-Winters multivariante, este andli-
sis es posible sélo si los pardmetros de suavizado son conocidos, lo cual no
ocurre en la practica. Por otro lado, la generalizacién de este enfoque al caso
de pardmetros de suavizado desconocidos no es sencilla. Por ello, y con el
fin de obtener inferencias acerca de los pardmetros del modelo, calculamos,
al igual que hemos hecho en el modelo general, su distribucién final como el
producto de la priori por la verosimilitud.

3.2.1. Analisis Bayesiano

Si el vector 8 de parametros de suavizado es conocido, lo cual implica
que las matrices L y X sean conocidas, el andlisis Bayesiano del modelo de
regresién multivariante es conocido (Zellner, 1971, capitulo 8). Asumiendo
nuevamente poca informacién a priori, independencia entre los elementos de
Ymat ¥ X y utilizando la teoria de la invarianza de Jeffreys, la distribucién
a priori propuesta es:

f(¢mat72|0) x f(¢mat|9)f(2|0)
x |Z|m7 (3.17)

Entonces, la distribucién a posteriori, proporcional al producto de la
priori por la verosimilitud, es de la forma:

f(Vmat, Zly,0) o Izl_w €Xp {_';' tr [2_1(Zmat - XT/)mat)l(zmat - X'wma.t)] }

- n m 1
x |Z]77 2 * exp {—Etr [ 20 (In — Px)zmat]}

1 o 1yt i
€Xp {_5 tr [2_1(¢mat - wmat) X X('lpma,t - 'Qbmat)] } (318)
de donde se deducen las siguientes distribuciones:

F($mat|y, T,8) = Nig41) m(Brmat, £ ® (X'X) ™) (3.19)
f(Bly,0) = IW(n — s — 1, 204 (In — Px)2mat) (3.20)

siendo (3.19) equivalente a:

F@ly,B,0) = Ngy1ym(vec(Pmar), T @ (X'X) 1) (3.21)
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Por otro lado, integrando respecto a ¥ la distribucién a posteriori con-
junta, ecuacién (3.18), se obtiene la marginal para ¥mqas:

f("/)matlya 6) = /f(ipmat, Elyv 9) dx

_nt+m+1 1 _
O(/ |2| 2 exp {_'2' tr [E l(zmat - X"pmat),(zmat - X"l’mat)] } dX

X |(zma.t - X'lpmat)’(zmat - Xd)mat)'_%
x |z;nat(In - PX)Zmat + (d’mat - wmat),X’X(wmat - wmat)l_.E

de donde se deduce que la distribucién a posteriori de ¥mq¢, Supuesto cono-
cido el valor de los parametros de suavizado, es una t-Student generalizada,
en concreto,

f("/)matlya 9) = GSt(X/X: Z:'nat(ln - PX)zmata Jmat’ n) (3-22)

Entonces, la distribucién marginal a posteriori de cada una de las co-
lumnas de la matriz 9,4t es una t-Student multivariante, en particular: -

F(Wily, 6) = MSt (Jmat[, i, v =n—m- s) (3.23)

siendo S = 2},,:(In — Px)Zmat-

Sin embargo, dado que el vector § de pardmetros de suavizado es siem-
pre desconocido, es necesario el uso de una distribucién a priori para 6.
Siguiendo el andlisis del modelo general, tomamos f(f) la uniforme en el
cubo unidad, pues en el caso de pardmetros de suavizado comunes para los
modelos univariantes § = («, 3, ). Para el resto de pardmetros tomamos la
distribucién (3.17). De este modo,

f("pmata 21 0) (S8 f('(/)mat, 219)f(0)

< |37 (3.24)

y la distribucién a posteriori de los parametros del modelo, producto de
la priori por la verosimilitud, es de la forma (3.18). Las distribuciones a
posteriori para las matrices ¥mqt ¥y & condicionadas al vector 8 coinciden
con (3.22) y (3.20) respectivamente, mientras que la distribucién marginal
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del vector de pardmetros de suavizado viene dada por:
f(ely) = //f(¢mat7 Z,0ly) dmar d%
//|E|__M FH exp {—-;— tr [E_lz;nat(fn - PX)Zmaz]}

X
1 _ ~ ~
exp {_5 tr {2 ! (wmat - "/’maiYXlX ('ﬁbmat - "/)mat)] } dwmat dz
m n—(s m 1
< |X'X|"% /|z|—4—Lz+ = exp{—itr (S22 00 (In —Px)zmat]} dx
o X' X[ F [ehpaelTn — Px)zmae =5 (3.25)

que no es analiticamente tratable, pero puede ser estimada mediante simu-
lacién.

A diferencia del modelo general, cuando los pardmetros de suavizado
asociados a los modelos univariantes son iguales, basta con simular de la
distribucién a posteriori f(6|y) pues, una vez obtenida una muestra {6/ };V=1
de dicha distribucidn, las distribuciones a posteriori marginales para ¥mqt ¥
Y pueden ser estimadas mediante integracién por Monte Carlo como:

N
1 N~ . X'X
f(,‘/)'lly) ~ ﬁ;MSt(J) (wmat[,'&],m,l/ = n——m——s)
parati=1,2,...,m,y

N
1 ,
~ Gy —s—
i)~ 37 2 T (=5 =1,8)

donde S = 2],,,(In — Px)zmat y €l superindice (j) indica que los célculos
han sido realizados para el valor 8 = (%),

A partir de la muestra {0(3')}9’:1 obtenida, también es posible estimar los
coeficientes de correlacién y comprobar de este modo que las series tempo-
rales univariantes realmente estén correlacionadas. Asi pues, para cada 6
simulamos £U) a partir de su distribucién a posteriori f(Z|y,6), ecuacién
(3.20), y calculamos el coeficiente de correlacién pg;, parak =1,2,...,m—1
yl=k+1,...,m, como

G) _ Uk, 1]

Pl = NSOl (3.26)
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Por otro lado, dado que la distribucién a posteriori del vector 8 de
pardmetros de suavizado, ecuacién (3.25), es una funcién tridimensional con
soporte acotado, el cubo unidad, proponemos emplear para su simulacién el
algoritmo de aceptacién-rechazo, el cual nos permite obtener una secuencia
de valores independientes e idénticamente distribuidos segin f(6|y). En par-
ticular, el mecanismo que proponemos es el que detallamos a continuacion.

3.2.2. Método de aceptacién-rechazo para simular de f(f|y)

Sea {&}3;1 una particién del cubo unidad, por ejemplo la obtenida al
dividir cada uno de los intervalos [0, 1} en K subintervalos. Para cada regién
R;, calcular M; como

M; = supger,k(0y)
s—1

donde k(8y) = | X'X|™% |2/, (In — Px)2zmat|~ "2 es el nicleo de f(8]y).
Entonces, definimos la funcién importante s(6|y) como

M;, si 0€R;
s(Oly) o { 0 en otro caso

es decir, la uniforme en cada una de las regiones R;.

Una vez calculada la funcién de distribucién importante, cada iteracién
del algoritmo de aceptacién-rechazo que proponemos consta de los siguientes
pasos:

1. Seleccionar una regién R; con probabilidad proporcional a M;
2. Simular ) uniforme en R;

3. Obtener u ~ Un(0,1)

4. Si uM; > k(6Y|y), rechazar ) y volver al paso 1; en otro caso,
aceptar 60

En ocasiones, la distribucién f(6|y) puede ser muy puntiaguda en algu-
nas regiones R;, obtiendo asi un valor M; muy grande y como consecuencia
un rechazo alto en dicha regién. En estas situaciones es recomendable utili-
zar un algoritmo de aceptacién-rechazo dindmico que acelere el proceso de
simulacién. En particular, cuando el rechazo en una regién R; es grande,
proponemos particionar dicha regién en T subregiones {Rij};-’-;l y repetir el
procedimiento con la nueva particién.



CAPITULO 3. HOLT-WINTERS MULTIVARIANTE: CASOS
76 PARTICULARES

Notar que para calcular las constantes M; necesitamos utilizar procedi-
mientos de optimizacion no lineales que permitan incorporar restricciones de
caja, pues restringimos el valor de los pardmetros de suavizado a una regién

del cubo unidad. En concreto, el método que empleamos en este trabajo es
el 'L-BFGS-B’ (Byrd et al., 1995).

Por otro lado, en cada paso del algoritmo es necesario seleccionar una re-
gién R; con probabilidad proporcional a M;. Cuando el nimero de regiones ‘
T es grande, es conveniente utilizar el método alias (Devroye, 1986). Dicho f
método permite obtener simulaciones de una distribucién discreta cuando 1
el nimero de posibles valores es grande, evitando asi el uso de la trans- ]
formacién inversa de su funcién de distribucién que, al exigir demasiadas |
comparaciones, resulta ineficiente. "

3.2.3. Distribucion predictiva

Una vez obtenida la distribucién a posteriori de los pardmetros del mode-
lo, calculamos la distribucién predictiva f(P|y), siendo P = (P, P;,..., P..)
el vector hm x 1 de los datos futuros de las m series temporales. Siguiendo
el procedimiento mostrado para el modelo general, el vector de los datos
futuros puede ser expresado matricialmente, ver ecuacién (2.42), como:

P, [ L%z M, - [*'X 0 0 "
P2 L2122 0 Mp — L21X N 0 1/)2
: = : + : : . : :
P, | L%z, 0 0 oo My—LX | | Y
N 3 ~ v N ~ 7
L2 0 ... 0 n :
0 L ... 0 g
+ | . ) (3.27
| 0 O L? Um
R ~ ,
2 v

donde el vector de errores v estd distribuido segiin Ny, (0, ® I,). El
cambio en la notacién que observamos respecto a (2.42) es debido a que
Ly =Ly =...= Ly = L, pues los pardmetros de suavizado asociados a
las series temporales univariantes son iguales. Consecuentemente, tanto los
bloques en los que dichas matrices son particionadas como las matrices X;
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son iguales. En este caso, los datos futuros admiten la expresién alternativa.

[Pl,Pg,...,Pm] = L21 [zlaz2a . Zm]+ L21X) [¢1?w2a 7¢‘m]
Ppat Zmat "/)mat
+ L%[v1,va,...,0m] (3.28)
—_——

Umat

Definiendo F = (L2)™}(Pnat — L 2mat) y B = (L*)~Y(M, — LX),
(3.28) es equivalente a:
F = BYmat + Vmat (329)

de donde se deduce que la matriz F' de los valores futuros transformados se
distribuye segtn la matriz Normal:

f(FIy, "/Jmata 2; 0) = Nh,m(B'(/’mat: ® Ih)

Notar que las matrices F' y B dependen del vector 8 de los pardmetros de
suavizado y, por tanto, son desconocidas. Si 8 fuera conocido, Zellner (1971,
capitulo 8) calcula la distribucién predictiva para la matriz F, obtenida a
partir de la resolucién de la siguiente integral:

£(Fly, ) = / [ £F10, it E, 6 s 10, 6) s
/ / 121 exp { = tr[E71(F = Bt (F ~ B }

- exp {_% tr [Z (zmat - X'd)mat) (Zmat — X¢mat)] } dXdYmat

. / |(2mat — Xtbmat) (zmat — Xtbmat) + (F — Btomaz) (F = Bibmat)|~ 5 dibrmat

Completando cuadrados en ¥4, la suma de las dos formas cuadréticas
puede expresarse como:

(Zmat - X'l/)mat)l(zmat - X¢mat) + (F - BT/}mat)l(F - Bd’mat) =

= z;natzmat - z;natX Vmat — w;natX ,Zmat + ¢;natX 'X Ymat
+ F'F — F'Bmat — Ymat B'F + Y10:B' Bibmat
= ('l/)mat - w*)’W("/)mat - ¢*) + z;natzmat + F'F - (W)'WW
donde W = X'X + B'B y ¢* = W™Y(X'zpqs + B'F). Entonces, la distribu-

cién predictiva f(Fly, ) es proporcional a

/ IZ;natzmat + FIF - (W)'Ww* + (¢mat - w*)lw("pmat - 1/)*)rn"’ih d":bmat
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n+h—(s+1)
= |z;natzmat +FF - (W)'W@/)*l‘—f—%il—

Con el fin de simplificar la expresién obtenida, Zellner propone completar
cuadrados en F' como:

Z;natzmat + F'F— (w*)/WI/’* =
= 2! Zmat + F'F — (2 s X + F'BYW ™Y X'2nat + B'F)
= (F = C7'BW ™ X 21pat) C(F — CT'BW 1 X" 2nat)

+ 2 (I — XWX - XWIB'C'BW XY 2pmat  (3.30)
siendo C = I, — BW~1B’. De este modo, y teniendo en cuenta las siguientes
igualdades:

Cl=I,+BX'X)"'B
CBW-!=BW '+ B(X'X)'B'BW™! =
=BX'X)"(X'X +B'B)W™! = B(X'X)™!
XWX '+ XWIBCIBW X = XWX + XWBB(X'X)"'X' =
= XWY(X'X+B'B)(X'X)™1X' = Px
la distribucién predictiva para la matriz F' puede ser expresada finalmente
comao:

F(Fly,0)  |S + (F = Bihmar) C(F = Bpa)|” 57 (3.31)

siendo S = 2/,,:(In — Px)Zmat ¥ Jmat = (X'X)"1X'znqt €l estimador mini-

mos cuadrados de 4 supuesto conocido el valor de 4.

Premultiplicando por (L?)~!L? 1a matriz F — Bmat €n (3.31), obtenemos
la distribucién predictiva para la matriz P4 de los datos futuros:

F (Prnatly, 0) o¢ IS + (Prat = 1Pyt (L) T C(L?) ™ (Prnat = o)) 57
que se trata de una t-Student generalizada, en concreto,
F(Pratly, 0) = GSt((L) 1C(L)™, S, ppparsn +h—s—1)  (3.32)

donde pp,.,, = L zmqet + (M) — L2 X)Ymat-

De (3.32) se deduce que la distribucién predictiva marginal de cada una
de las columnas de la matriz P,,,; es t-Student multivariante, en particular:
(L2)’—1C(L2)—1

S[i, 1)

f(Pily,0) = MSt (upmat 4, ,v=n-—m-— S) (3.33)
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con vector de medias y matriz de covarianzas:

E(Ply,0) = wp, =L"z+ (M, - LX) (X'X)" X'z (3.34)

VB = Ve =0 ooy (3.35)

En el caso general, § desconocido, la distribucién predictiva puede ser

estimada mediante integraciéon por Monte Carlo. Sea {H(j)}j-v:l una muestra
de la distribucién a posteriori f(6|y), ecuacién (3.25). Entonces

f(Bily) =~ z MSt0) (,up“ (%) ;[Z_C;Lad yN—m — s) (3.36)
.7 1 ’

donde el superindice (7) indica que los célculos han sido realizados para el
valor § = #9). Del mismo modo, los principales momentos de la distribucién
predictiva pueden ser estimados como

N
1 .
E(Rly) =~ NE pd) (3.37)

Jj=1
N
~ LNy G (@ /
VIR~ 52 ,.+N§ju (1) - BRI B (Ply)(3.39)

Los intervalos de prediccién pueden ser calculados a partir de los corres-
pondientes cuantiles de la mixtura de distribuciones t-Student, siguiendo el
procedimiento descrito para el modelo general.

3.2.4. Ejemplo de ocupacién hotelera (continuacién)

En esta seccién mostramos los resultados obtenidos cuando las series
temporales de ocupacién hotelera en Castellén, Valencia y Alicante son ana-
lizadas conjuntamente mediante el modelo de Holt-Winters multivariante
con pardmetros de suavizado iguales. Los resultados son comparados con
los obtenidos en los andlisis univariantes de las series, seccién 1.2, y en el
andlisis multivariante mediante el modelo de Holt-Winters general, secciones
224y 23.1.

La figura 3.1 muestra los histogramas de los N = 10000 parametros
de suavizado simulados de su distribucién a posteriori, f(8]y), utilizando el
método de aceptacidén-rechazo descrito previamente tomando K = 4. Las
lineas rojas verticales representan las medias muestrales.
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Histograma de a Histograma de p Histograma de y
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Figura 3.1: Histogramas de los pardmetros de suavizado simulados de su
distribucion a posteriori cuando las series de ocupacion hotelera son anali-
zadas mediante el modelo de Holt-Winters multivariante con parametros de
suavizado iguales. Lineas rojas verticales: medias muéstrales

Las densidades estimadas de los coeficientes de correlacion, simulados
como (3.26) utilizando la muestra {0" obtenida, pueden observarse
en la figura 3.2. Las lineas verticales representan las medias y los intervalos
de probabilidad a posteriori del 95% de las distribuciones. Como puede
observarse, las medias muéstrales son ligeramente menores que las obtenidas
en el analisis del modelo multivariante general (ver tabla 2.4).

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

Correlacién Castellén-Valencia

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

Correlacién Castellon—Alicante

Figura 3.2: Densidades estimadas de los coeficientes de correlacion de las
series temporales de ocupacion hotelera. Las lineas verticales representan
las medias y los intervalos de probabilidad a posteriori del 95 %

Finalmente, en la tabla 3.1 se presentan los errores de ajuste y de pre-
diccidon resultantes del analisis multivariante. Las estimaciones de ios datos
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que conforman cada una de las series temporales univariantes son obtenidas,
nuevamente, a partir de las ecuaciones que definen los modelos univariantes,
yi = M+ Le; para i = 1,2, 3, sustituyendo los parametros por sus medias
muestrales a posteriori. Las predicciones puntuales coinciden con la media
estimada de la distribucién predictiva marginal, ver ecuacién (3.37).

Castellon Valencia Alicante | Media
Error ajuste 8.78 8.89 6.06 7.91
Error prediccién 12.95 37.04 18.77 22.92

Tabla 3.1: Error SMAPE de ajuste y de prediccién cuando las series tempora-
les de ocupacién hotelera son analizadas mediante el modelo de Holt-Winters
multivariante con pardmetros de suavizado iguales

A la vista de los resultados obtenidos concluimos que, al analizar las
series temporales con el modelo de Holt-Winters multivariante con parame-
tros de suavizado iguales, mejoramos el ajuste obtenido pero empeoramos
la prediccién con respecto a los andlisis univariantes y al andlisis del modelo
multivariante general (ver tablas 1.2 y 2.5).

Por otro lado, con el uso del modelo de Holt-Winters multivariante con
parametros de suavizado iguales, el tiempo requerido para el analisis de
las series es reducido, aproximadamente, en un 73 % respecto a los andlisis
univariantes. Esto es debido a que en los anilisis univariantes es necesario
obtener una muestra de la distribucién a posteriori de cada uno de los vec-
tores de pardmetros de suavizado, f(6;|y;) para i = 1,2, 3, mientras que en
el analisis multivariante sélo se obtiene una muestra de la distribucién a
posteriori del vector de los pardmetros de suavizado comunes, f(8|y). Por
lo tanto, cuando estudiamos series temporales con errores correlacionados y
se cumple que los parametros de suavizado de los modelos univariantes son
iguales, el andlisis multivariante es més rapido que los andlisis univariantes,
siendo posible ademds mejorar el ajuste y/o la prediccién.

3.2.5. Analisis Bayesiano de referencia

En los apartados anteriores, seccién 3.2.1 - seccién 3.2.3, mostramos el
andlisis Bayesiano del modelo de Holt-Winters multivariante bajo el supues-
to de pardametros de suavizado iguales cuando partimos de la distribucién
a priori de Jeffreys. Sin embargo, al igual que hemos hecho para el modelo
general, es posible partir de una distribucién a priori de referencia. En esta
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seccién obtenemos tanto la distribucién a posteriori de los pardmetros del
modelo como la distribucién predictiva cuando partimos de una distribucién
a priori de referencia para la matriz de covarianzas. Para el vector v de las
condiciones iniciales y el vector € de los pardmetros de suavizado considera-
mos nuevamente como distribucién a priori la uniforme.

Tomando como priori para ¥ la distribucién dada por (2.31), la distri-
bucién a priori conjunta es de la forma:
1
5|5 I + S0 312
Entonces, la distribucién a posteriori de los pardmetros del modelo, pro-
porcional al producto de la priori por la verosimilitud, viene dada por:

f(",bmat, 2, 9) X

f(Wmats T,6ly) o[BIy + Do 577
exp {—% tr [E_I(zmat — X%Ymat)' (Zmat — meat)] }
< |Z" | I, +Sox 12
exp {—% tr [E'lzﬁnat(ln — Px)zmat} }
exp {—% tr [2—1(¢mat - Jmat)'XlX(lbmat - tZmat)] }
(3.39)

de donde se deducen las siguientes distribuciones condicionales a posteriori:

F (matly, ,6) = Nigsym(Fmars Z® (X' X)) (3.40)
f(zly;'l/)mat,o) X |E|_n2m [Im + Yo E-ll—%

exp‘{——;— tr [Z‘I(Zmat — XYmat)' (Zmat — Xmat)] } (3.41)

FOl s Z) o exp {5 07 (57 (ot = Xt (omat — Xt
(3.42)
siendo (3.40) equivalente a
(@1, 5,6) = Nisiym(vee(mar), T ® (X'X) ™) (343)

Notar que, cuando partimos de una distribucién a priori de referencia,
no es posible obtener las distribuciones a posteriori f(¥mat|y,0) v f(Z|y, 6)
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y simular inicamente de la marginal de 6, f(8|y), para obtener inferencias
acerca de los parametros del modelo. En este caso, para estimar la distribu-
cién a posteriori es necesario utilizar un mecanismo de Metropolis-within-
Gibbs similar al utilizado en el anilisis del modelo general. En concreto,
cada iteracion del algoritmo que proponemos consta de los siguientes pasos:

1. Simular * ~ IW(n - 1, (Zmat - X'wmat)l(zmat - X"pmat)) = 9(2)

2. Simular ry ~ Un(0,1). Siry < 2% |In+X*o(Z*) 1|3, fijar SO = £*.
En caso contrario, volver al paso 1.

3. Simular %@ ~ f(1|y, 2@, 041, dada por (3.43)

4. Dado 001 = (-1, -1 4G—1)) simular #®) mediante el siguiente
algoritmo de Metropolis:

a) Simular 8* utilizando como funcién generadora la uniforme en el
cubo centrado en 8¢~ y lado 21.
i—1) o . g 56 o
b) Calcular a(6¢~1,0*) = min { 1, f(ﬁf_lf)’lj’ w(")):ﬂ)")) utilizando (3.42)
c) Obtener ro ~ Un(0,1)
d) Siry < o801 6%), fijar 6¢) = 6*. En otro caso, §() = g(i—1)

Como valores de inicio ¥® y 8(®) necesarios para la implementacién
del algoritmo utilizamos 1/),(50) = (0, Y1k, Y2k, ---,Ysk), para k = 1,2,...,m, y
6 = (0.5,0.5,0.5)". Como valor de ! tomamos 0.1. Repitiendo el proceso
Ny + N veces y eliminando las Ny primeras iteraciones de calentamiento,
obtenemos una muestra { (3, £0), ¢9(j))};-\’=1 de la distribucién a posteriori
de los parametros del modelo, ecuacién (3.39).

Una vez calculada la distribucion a posteriori de los pardmetros del mo-

delo, podemos obtener la distribucién predictiva resolviendo la siguiente
integral (ver ecuaciones (3.28) y (3.29)):

fPratly) = / / / F(Pratly Ymats 5, 0) f (mat, T 0]) dpmat AT d8

oc ///]zr"—*%mumnzoz-lr%
1

exp {—5 tr [Z“I(F — Btmat)' (F — BPmat)] }

1
exp {—5 tr [Z_l(zmat - X"/)mat),(zmat - X"/’mat)] } dYmat dX dO
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El término |I, + X o E"1|_% que aparece en la integral hace que no
tengamos una distribucién Wishart invertida para la matriz ¥ y, por tanto,
a diferencia de lo que ocurre cuando partimos de la priori de Jeffreys, no
podemos integrar respecto a X. Para poder integrar respecto a 1 considera-
mos la expresidn alternativa de la distribucién a posteriori de los pardmetros
del modelo (ver ecuacién (3.39)). De este modo:

F(Pratly) //|2|~"’%’”]Im+zoz—1|—%

expy —= tr E l(F meat) (F B'l/)mat)]}

2
1
exXpq— 2 [Z mat( - P, X )zmat] }
1 -~ ~
exp ~3 tr [Z_l(wmat - Q/Jmat)’}(fX (Ymat — wmat)] } dYmat S dO

Agrupando a continuacién las dos formas cuadriticas que involucran a
Ymat COMO:

(F - meat)l(F B7/)mat) (wmat 1Zmat) X X(djmat - Jmat)
= FlF - F,B"pmat "/JmatB,F + wmatB meat

+ w;natX ’X wma.t wmatX X "/"mat '(/}matX X 'd)mat + 1/)matX lX ¢mat
= (wmat - ¢*)IW(¢mat - 'l/) ) + F,F + "bmatX X"bmat - (w ) W'l;b*

donde W = X’X + BB y ¢* = W‘l(X’Xzzmat + B'F), la distribucién
predictiva viene dada por:

(Prmatly) o //flzr"’%"‘umwoz-lr%

exp{ —— tr [E zmat(In — PX)zmat] }

2
exp -% tr [ (Ymat — *) W (Ymat — ¥*)] }
exp —% tr [E_I(F’F + Yot X' X mat — (¢*)'W¢*)] } dpmat d% df
« [ [IRr =, s R
exp —% tr [ 2as (In — Px)zmat) }
exp “% tr [E—I(F'F + Yot X' X mat (¢*)'W'/’*)] } d% df
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que no tiene solucién analitica. Por lo tanto, eliminando aquellos términos
que no dependen de P, se tiene:

f(Pmat|y, Y, 9) X exp {—% tr [E_l(F'F _ (w*),WTP*)] }

Completando cuadrados en F' como:

F'F — (*YWy* = FF - (§ ,X'X + F BYW ™Y X' Xtmas + B'F)
= (F = pr)' Ve(F = pF) = Umat X' XWX Xhmat — plpVenr
siendo Vg = I — BW™IB' y ur = VF_lBW‘lX’Xzzmat, y eliminando

nuevamente los términos que no dependen de P, la distribucién predictiva
condicional es de la forma:

F(Prathin2:6) o exp {3 or [57(F = e Ve(F - )] |

o exp { =5 0 [571F — ur) (L) (1) VRlZ) I - )| |

o o5 { =317 (27 (Pt = ) (B) V(L) (Pt = )] |
donde

KPrat = Lzlzmat + LZ#F
L# zmat + L*VE ' BW ™LX Xpmat
= Lzpa + L2V BW ™ X 20y

y, por tanto, se deduce que la matriz P, de los datos futuros sigue una
distribucién matriz Normal, en concreto,

F(Prmat|y, T,0) = Niym (L* + L2V ' BW ' X" 2mat, £ © LV (L?))
0, equivalentemente,

f(Ply, B,0) = Nym((Im ® (L* + LV ' BW ' X))z, £ ® LV {(L?)')
(3.44)
Para poder calcular tanto estimaciones puntuales como intervalos de
prediccién para los datos futuros es necesario estimar la distribucién pre-
dictiva. marginal. Para ello, dada {(zp(j),Z(j),G(j))}éil una muestra de la
distribucién a posteriori de los pardmetros del modelo, obtenida mediante
el mecanismo de Metropolis-within-Gibbs descrito anteriormente, aplicamos
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integraciéon por Monte Carlo de manera similar a como hemos mostiado en
secciones anteriores.

Como puede verse, el uso de la priori de referencia complica el andlisis del
modelo de Holt-Winters multivariante en el caso de pardmetros de suaviza-
do iguales. Para poder estimar la distribucién a posteriori de los pardmetros
del modelo es necesario emplear un mecanismo de Metropolis-within-Gibbs
que nos permita obtener una muestra de la posteriori conjunta f(,%,0|y).
Dicho mecanismo es mas lento que el método de aceptacidén-rechzzo que
empleamos para simular de f(f|y) cuando partimos de la priori de Jeffreys
y, ademds, puede tener problemas de convergencia. Por otro lado, la distri-
bucién predictiva depende no sélo de 6 sino también de X, lo cual puede
provocar una mayor variabilidad en las estimaciones obtenidas. Con todo
ésto, cuando el objetivo principal del andlisis no sea obtener inferencias
acerca de los parametros del modelo sino el cilculo de predicciones, y bajo
el supuesto de parametros de suavizado comunes, la priori de Jeffreys puede
resultar més conveniente. Ademds, del anélisis de las series temporales de
ocupacién hotelera mediante el modelo general podemos suponer que, pa-
ra el andlisis multivariante de un conjunto moderado de series temporales
correlacionadas, el uso de la priori de Jeffreys o la priori de referencia no
ocasiona cambios significativos en los resultados obtenidos.

Fijando s, periodo del ciclo estacional, igual a 1 y ¥; = (bg;, co;)’, con
coi = ag; +bo; parai=1,2,...,m, los resultados obtenidos son aplicables al
modelo de Holt multivariante en el caso de parametros de suavizado ignales.
Notar que en este caso § = (a, ) es de dimensién 2 y, por tanto, en su
simulacién trabajaremos con el cuadrado unidad en lugar del cubo unidad.

3.3. Notas computacionales

Siguiendo la estructura del capitulo 2, dedicamos esta dltima seccién
al desarrollo de resultados que han sido utilizados en la implementacién de
los algoritmos descritos en este capitulo, asi como las rutinas de R necesarias.

Cuando analizamos el modelo de Holt-Winters multivariante en el caso
de parametros de suavizado iguales tenemos que calcular la matriz (X'X) !,
que aparece en las distribuciones a posteriori f(Ymat|ly, 2,0) v f(X|y, ),
ecuaciones (3.19) y (3.20) respectivamente. Para evitar los posibles proble-
mas numéricos que dicho calculo puede ocasionar, puede hacerse uso de la
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descomposicién en valores singulares de la matriz X. De esta manera, si
X = UDV’, la matriz (X'X)™! = VD !D~V’. La matriz (X'X)"1 X’ que
aparece en el cdlculo del estimador minimos cuadrados de 3 puede ser cal-
culada como VDU’ y la matrix Px como UU’.

Por otro lado, en el método de aceptacién-rechazo propuesto para simu-
lar de la distribucién a posteriori marginal del vector 6 de parametros de
suavizado, seccién 3.2.2, hacemos uso del método 'L-BFGS-B’. La rutina
empleada en R para utilizar este método es:

optim(par, f,method ='L — BFGS — B’, lower, upper)

donde par es el vector con los valores de inicio de los pardmetros a optimi-
zar, f es la funcién a optimizar y lower y upper son, respectivamente, los
vectores de cotas inferiores y superiores de los parametros a optimizar. La
salida que se obtiene es una lista con los siguientes elementos: par, el mejor
valor encontrado para los pardmetros; value, el valor de la funcién objetivo
correspondiente a par y convergence, que toma el valor 0 si se ha alcanzado
la convergencia y otro valor en caso contrario.

Finalmente, para el célculo de la matriz Vg 1 que aparece en la dis-
tribucién predictiva condicional cuando se parte de la priori de referencia,
ecuacién (3.44), puede hacerse uso del resultado de Mardia et al. (1979, pag.
459) visto anteriormente. De este modo,

Vil=(I-BW'B)!=1,+B(W -B'B)"'B = I+ B(X'X)"'B'
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Capitulo 4

Seleccion de modelos

Los avances computacionales en las iltimas décadas han permitido el
desarrollo de nuevos modelos estadisticos, en algunas ocasiones de gran com-
plejidad, capaces de adaptarse a casi cualquier situacién préictica. Dados
unos datos de estudio, en la actualidad es comiin considerar un conjunto
de posibles modelos, M1, M,, ..., Mg, donde cada modelo representa una
familia de distribuciones {f(y|¢k, Mk)}, lo que permite seleccionar aquel
modelo que mejor se ajusta a los datos para su posterior andlisis. Asi pues,
el problema de seleccién de modelos, al ser una parte fundamental de cual-
quier andlisis estadistico, ha sido objeto de estudio tanto desde la perspectiva
frecuentista como Bayesiana. En los ultimos anos, debido al avance de los
métodos de simulacién y dado que el enfoque Bayesiano permite tratar de
manera conjunta la incertidumbre del modelo asi como la de los pardmetros
de éste, los métodos Bayesianos para el problema de seleccién de modelos
han experimentado un gran desarrollo (Clyde and George, 2003).

La principal situacién en la que surge el problema de seleccién es en la
construccidn de un modelo estadistico adecuado para representar el compor-
tamiento de los datos de estudio. Sin embargo, hay otras razones por las que
se plantea la seleccién de modelos. Por ejemplo cuando el modelo actual es
demasiado complicado y, por razones de parsimonia, se examinan modelos
mas sencillos para ver si se ajustan a los datos suficientemente, o cuando
unos pocos modelos son propuestos porque se ajustaban adecuadamente a
muestras previas y se desea ver cual es el que mejor se ajusta a la muestra
actual, etc. No obstante, algunos autores prefieren desestimar aquellos mo-
delos que claramente no se ajustan a los datos y mantener un subconjunto
para futuras consideraciones.
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En nuestro caso, dadas las observaciones que conforman las series tempo-
rales, suponemos que cada una de las series univariantes se ajusta al modelo
de Holt-Winters univariante y que existe una correlacién contempordnea en-
tre errores correspondientes en los modelos univariantes. Considerando las
series temporales conjuntamente obtenemos el modelo de Holt-Winters mul-
tivariante, ecuacién (2.3). A partir de distribuciones a priori convencionales
no informativas obtenemos la distribucién a posteriori de los parametros del
modelo. Dicha distribucién, aunque no es analiticamente tratable, puede ser
estimada mediante simulacién. En particular, proponemos utilizar un algo-
ritmo de Metropolis-within-Gibbs, seccién 2.2.2, que nos permite simular de
las condicionales completas a posteriori. Este algoritmo, ademés de poder
presentar problemas de convergencia, requiere de un tiempo de computacién
elevado.

En el caso de pardmetros de suavizado iguales para los modelos univa-
riantes, el modelo de Holt-Winters multivariante puede formularse como un
modelo de regresién multivariante tradicional, ecuacién (3.14), lo que sim-
plifica su andlisis considerablemente. La distribucién a posteriori para los
parametros del modelo sigue siendo analiticamente intratable pero, en este
caso, s6lo es necesario obtener una muestra de la distribucién a posteriori
marginal del vector 6 de los pardmetros de suavizado comunes, ecuacién
(3.25). Las distribuciones a posteriori marginales para el vector de las con-
diciones iniciales 3 y la matriz de covarianzas ¥ son estimadas entonces me-
diante integracién por Monte Carlo. Por otro lado, para obtener una muestra
de f(0ly), al tratarse de una funcién tridimensional con soporte acotado, el
cubo unidad, es posible emplear un algoritmo de aceptacién-rechazo que,
ademds de no presentar problemas de convergencia, es facil de implementar
y reduce el tiempo de computacion considerablemente. Por ello, dados los
valores que conforman las series temporales, el primer paso del andlisis es
comprobar si el modelo con pardmetros de suavizado iguales se adecua a los
datos; es decir, seleccionar entre el modelo de Holt-Winters multivariante
general y el modelo con pardmetros de suavizado iguales.

Dado que no existe ningin método de seleccién de modelos que haya
demostrado ser superior ante cualquier situacién prictica, la eleccién del
método a utilizar depende de la naturaleza del problema. En las distintas
secciones de este capitulo intentamos aplicar las principales técnicas Ba-
yesianas de seleccién de modelos: factores Bayes, técnicas basadas en las
propiedades predictivas de los modelos y criterios de seleccién (ver seccién
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1.4), para resolver nuestro problema de seleccién de modelos. Como veremos
a continuacién, la mayoria de estos métodos resultan dificiles de implemen-
tar o requieren de un tiempo de computacién excesivo.

Denotamos por Mg el modelo de Holt-Winters multivariante general y
por M al modelo con pardmetros de suavizado iguales. Suponemos que los
dos modelos son a priori igualmente probables, es decir, mp = m = 1/2.
Como distribuciones a priori para los pardmetros del modelo consideramos:

fi(#,%,0) o« [S|77F  para i=0,1 (4.1)

donde la tdnica diferencia entre los dos modelos es que bajo My, el vetor § de
pardmetros de suavizado es de la forma (60},65,...,6..), con 8; = (i, Bi, i)
el vector de parametros de suavizado asociado a la serie temporal i-ésima,
mientras que bajo Mj, 8 = (a,B,7) es el vector de los pardmetros de
suavizado comunes para todos los modelos univariantes. Con el fin de evitar
posibles confusiones denotaremos por 6y el vector 3m x 1 de parametros
de suavizado bajo Mjy. Notar que el vector 9 de las condiciones iniciales y
la matriz de covarianzas ¥ estan definidos de la misma manera en ambos
modelos.

4.1. Factores Bayes para la seleccion del modelo
de Holt-Winters multivariante

En esta seccién nos planteamos resolver el problema de seleccién de mo-
delos asociado al modelo de Holt-Winters multivariante haciendo uso del
factor Bayes By (seccién 1.4.1). Dado que suponemos que los dos modelos
tienen la misma probabilidad a priori, el factor Bayes coincide con el cocien-
te de las probabilidades a posteriori de los modelos. El primer problema con
el que nos encontramos en su célculo es que las verosimilitudes marginales,
f(ylM;) para i = 0,1, no tienen solucién analitica. Notar que el uso de
prioris convencionales no informativas est4 justificado, pues el vector 7 de
las condiciones iniciales y la matriz ¥ de covarianzas estdn definidos de la
misma manera en My y M, mientras que las distribuciones a priori para
los vectores de los pardmetros de suavizado son propias.
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Bajo My, a partir de (2.4), se tiene:

f(y|Mo) =///f0(y|¢, 2, 00) fo(, Z, 6o) dip dX dby

x /// 2]~ %% exp {—%(z — XY (S @ I) (2 — Xsz)} dv d3 db,
o [ [ [12r52 e { -1 - Xal) (5 0 1) - XaD) |

e {30~ D/ Xp(27 © L) Xalw — D)} daz
x 2™ 5% [ [ 1228 X557 © 1) Xal )

exp {—l(z - XB’l,/b\)I(Z—l ®I,)(z - XB’IZJ\)} d¥ dfg (4.2)

[\

donde ¢ = (XE(E 1@ I)XB) ' X5(27! ® I,)z es el estimador minimos
cuadrados generalizado de .

Expresando la funcién de verosimilitud como en (2.5) e integrando en
primer lugar respecto a X, obtenemos:

f(y|Mo) =///fo(yW,E,eo)fo(ilh2,90)d¢d2d90
0(‘///|Z)]'n_1%+_1 exp{—%tr [E_IH'H]} dy dX dfy
o k1 / /‘|H’H|—% d dfo (4.3)

siendo H = [z1 — X1¢1,22 — Xov¥2, ..., 2m — Xm¥m] ¥ kl‘l la constante
definida como:

(m=1) 14 n+1l-—1
=2 Ll 4.4
kil =2 e Hr< 5 ) (4-4)

i=1

luego la verosimilitud marginal para el modelo Mg no puede ser calculada
analiticamente.

Cuando intentamos calcular la verosimilitud marginal bajo M3, a partir
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de (3.16), se tiene:

f(y!Ml)=///fl(ylw,z,o)fl(w,z,e)d¢d2d9
o //-/IZH‘M";_L1 exp {—-;—tr [E_lz,'mt(ln - Px)zmat]}
1

€xp {_5 tr [2_1(¢mat - QZmat),XIX("/)mat - Jmat):l } dwmat dx d9
o (2m) =52 / / D aaal PO

exp {—% tr [E“Iz;nat(ln — PX)Zmat]} dx db

n—s-—-1
2

m(s+1 _ _m _
o (2m) ™55 [ XX [T = Pt~ a8 (45)

con k5! definida como (4.4) sustituyendo n por n — s — 1. Luego la verosi-
militud marginal bajo M; tampoco tiene solucién analitica y, por tanto, es
necesario recurrir a la simulacién para obtener estimaciones de las verosimi-
litudes marginales o de las probabilidades a posteriori de los modelos (ver
secci6én 1.4.1, apartado (iii)).

Si intentamos aplicar la metodologia de Carlin and Chib (1995) hay
que definir las pseudo-prioris fo(v, %, 6) y f1(¥,%,6p). Aunque en principio
pueda parecer que la forma de dichas distribuciones sea irrelevante, pues
Unicamente son necesarias para que la distribucién a posteriori conjunta
de todos los pardmetros esté bien definida, posteriormente se destaca su
influencia en la convergencia del algoritmo de simulacién, aconsejando defi-
nirlas de modo similar a las distribuciones a posteriori obtenidas a partir de
los modelos correspondientes. Para nuestra formulacién del modelo de Holt-
Winters multivariante, el tiempo requerido para obtener una muestra de la
distribucién a posteriori de los pardmetros del modelo puede ser muy gran-
de. Por tanto, si tomamos las pseudo-prioris similares a las distribuciones a
posteriori, ademéas de no tener la certeza de que las distribuciones propues-
tas sean adecuadas para la convergencia del algoritmo, en cada iteracidn,
independientemente del modelo en el que nos encontremos, el tiempo nece-
sario para la simulacién de los parametros de los modelos es muy grande.
Por ello, el uso de este procedimiento para la resolucién de nuestro problema
de seleccidén de modelos no nos parece aconsejable.

Una solucién alternativa es obtener los estimadores por muestreo impor-
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tante de las verosimilitudes marginales y obtener asi un estimador del factor
Bayes. Bajo My es posible trabajar con (4.2) o con (4.3) indistintamente,
definiendo la funcién importante cg(X, 6p) o cg(v, 6p) respectivamente. No-
tar que la distribucién importante no puede coincidir con la distribucién a
priori de los pardmetros del modelo pues, al tratarse de una distribucién
no informativa, excepto para el vector 8y de pardmetros de suavizado, no
es posible obtener muestras de esta distribucién. Por este motivo, tampo-
co es posible tomar como funcién importante una mixtura de la priori y la
posteriori. Por otro lado, descartamos la media arménica pues resulta muy
inestable en muchas ocasiones.

A sugerencia de J.O. Berger (comunicacién personal) definimos las dis-
tribuciones importantes asociadas a Mg y M; como sigue. Para estimar
f(y|Mo) consideramos la ecuacién (4.2). En lugar de trabajar con la matriz
¥, simétrica y con elementos en la diagonal principal positivos, trabajamos
con una matriz T triangular cuyos elementos estdn definidos en la recta real.
Entonces, tomamos como funcién importante definida sobre los elementos
no nulos de T una t-Student multivariante con vector de medias y matriz de
covarianzas definidos a partir de una muestra simulada de la distribucién a
posteriori.

Sea © 7! = T'T la descomposicién de Cholesky de la matrix ¥~ !, donde
T es una matriz triangular superior cuyos elementos en la diagonal principal

son positivos, t; > 0 parai=1,2,...,m, y sea T la matriz definida como:
logtin  ti2 t1z ...  tim
0 log tao tog R tom
T = 0 0 logtss ... tam
0 0 0 ... logtnm

de manera que T es una matriz triangular superior cuyos elementos no estan
restringidos, es decir, pertenecen a la recta real. Entonces, considerando
(4.2) y teniendo en cuenta que los pardmetros del modelo estdn indepen-
dientemente distribuidos a priori, la verosimilitud marginal f(y|AMg) puede
expresarse Como:

fMo) o (2m)™5 / / fo(w[, 60) fo(=) fol60) d db

x (2m)™5 / / folw| T, 60) o) fo(B0) dT dby  (4.6)
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donde:
foylS,60) o [Z73 |Xp(Er @ L) Xp|"?
exp {~3~ XoB/ (= @ L)~ XoD) |} (47

m+41

() = [B[72

Teniendo en cuenta la serie de transformaciones aplicadas a la matriz
hasta obtener 7"

(4.8)

YA Y AT AT

la distribucién a priori fo(T') puede calcularse como:

B@ = hls@)| 2D
_ -1
= 50 | ot | | | |57 (49)

siendo r = 71 0 72 o r3, donde o representa la composicién de funciones, y
s = r~! la funcién inversa tal que s(T) = . Veamos a continuacién el valor
de los Jacobianos que aparecen en la definicién de la priori. Es conocido el
siguiente resultado (ver, por ejemplo, Mardia et al., 1979, pag. 35):

0%

= ||+ 4.10
o5=1| = Il (4.10)
Por otro lado, ¥~ = T'T es de la forma:
th t11t12 tintis oo titim
tutiz  ti +1t3, tyat13 + toatos «ov btiotim + taotom
titis  tiatis +teates  th3 + 133+ 13, ..o tiztim + tastom + taztam
titim  tiotim +taotom  tiatim + tastam +t33tam ... B F 5.+,

Sean vech(X71) y vech(T) los vectores formados por los elementos no
repetidos de £ 7! y los elementos no nulos de T, es decir,

vech(27Y) = (6,02, ...,0'™, 0%, ... ,0°™,...,6™™)
'vech(T) = (t11, t12,. .-, tim, 022, - -, tom, . - - ,tmm)l

entonces, el Jacobiano |#X~! /8T puede ser calculado como (Henderson and
Searle, 1979):
ox1 Bvech(=71)

Ovech(T)
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donde el elemento en la fila i y columna 5 de la matriz Jacobiana es d;zzz}(f(:;)l 1Ug

Notar que dicha matriz es una matriz triangular inferior, pues elelemento
vech(£71)[i] sélo involucra términos hasta vech(T)[i], siendo la diagonal
principal el vector

doll dol? dol™ do?? do?m domm\ '
(dtll Tdtiy T dtyy  dtan T dtey | dtmm)
= (2t11,t11, veoyt11,2t09,.. ., 109, ..., 2tmm),

de donde se deduce que

Bvech

-1
laz: = 2™ Ht —H1 (4.11)

or

De manera andloga, el Jacobiano |8T /8T puede ser calculade a partir
de los vectores vech(T') y vech(T'). En este caso, la matriz Jacobiaia es una
matriz diagonal, cuya diagonal es el vector

dtiy dtiz’ T dtim dter’ dtam’ dtmm

—~ ~ ~ /
= (exp{tui},1,...,1,exp{taz}, ..., 1,...,exp{tmm})

por lo que
orT LA
—| =ex tis 4.12
z p{z } (412)

Sustituyendo (4.10), (4.11) y (4.12) en (4.9), y teniendo en cienta que
|Z| = ([T, tis) "2 = exp{—2Y_7, tii}, se tiene finalmente que ladistribu-
cién a priori para T es de la forma:

(@) = 2"‘exp{§j(1—z'>ﬁ-i} (4.13)
i=1

por lo que f(y|Mg) puede expresarse como (ver (4.6)):

fluio) o (2m) =5 [ [ fo(lemﬁ(—)—é%@ oF,60) dTdlo (4.14)
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donde fo(y|T,0) es proporcional a:

exp {nZ?} |X5(T'T ® I,) X 5|~ % exp {—%(z — XpP)(T'T ® I,)(z — XBzZ)}

B (4.15)
con T la matriz triangular superior tal que t;; = exp{tm} parai=1,2,...,m
y ti; = t;; para i # j; fo(T) es de la forma (4.13); fo(6) x 1y cg(T 60)
esta definida de la siguiente manera:

cg(T,60) = g1(T)g2(60)

. g,
x [1 + (vech(T) — T*)'VV_ 2(vech(f) -T")

es decir, para los elementos no nulos de la matriz T, vech(T), la funcién im-
portante es una t-Student multivariante con vector de medias T* y matriz de
covarianzas V, siendo T* y V el vector de medias y la matriz de covarianzas
muestrales calculados a partir de una muestra de la distribucién a posteriori
de T. Como funcién importante para 8y consideramos la distribucién a prio-
ri, es decir, la uniforme en [0,1]3™ pues, en nuestra experiencia (ver tabla
2.2 para el ejemplo de ocupacién hotelera), la distribucién a posteriori del
vector g de parametros de suavizado no es muy informativa. Entonces, si
{(TD, 6(J )) N | es una muestra obtenida de la funcién importante cg(T, o),

la verosumhtud marginal puede ser estimada como (ver ecuacién (4.14)):

N

miet1) (T)
Frs(wlMo) o (2m) =5 ; WIT?,67) i’(m) (4.16)

Bajo M; es necesario definir una nueva funcién importante cg(6). Por
analogfa con My, proponemos tomar cg(f) = g2(6) x 1. De este modo:

N
FrslMa) o (2m) =52 k5 > H010) (@.17)

siendo k! la constante definida como (4.4) donde el valor de n es sustituido
porn—s—1; {G(j) }§V=1 es una muestra obtenida a partir de la distribucién
uniforme en el cubo unidad y f1(y|f) es de la forma (ver(4.5)):

n—s—1

f1(yl6) = IX,X|_% Iz;n.at(I’n — Px)Zmat|™ 2
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Tanto para el modelo de Holt-Winters multivariante general com> para
el modelo con pardametros de suavizado iguales, el estimador de Laphce, al
requerir las derivadas parciales del logaritmo de la verosimilitud, es di‘icil de
implementar. Por otro lado, el estimador de Laplace-Metropolis obtenido al
sustituir menos la inversa del Hessiano del logaritmo de la posteriori evalua-
da en la moda a posteriori, f], por la matriz de covarianzas muestral puede
ser poco preciso. Por ello, preferimos emplear el estimador por muestreo
importante, donde la matriz de covarianzas muestral es utilizada para definir
la funcién importante en lugar de estimar directamente las cantidades de
interés.

4.2. Propiedades predictivas para la seleccion del
modelo de Holt-Winters multivariante

Una herramienta alternativa para la resolucién del problema de seleccién
de modelos asociado al modelo de Holt-Winters multivariante es el procedi-
miento de seleccidn basado en la comparacién de las propiedades predictivas
de los modelos (seccién 1.4.2). Como mostramos en esta seccién, aunque su
objetivo coincide con el nuestro, evaluar la compatibilidad de los datos con
un modelo mas sencillo, resulta dificil de implementar.

Sean ¢ = (o, Xo,00 = (61,05,...,0..)) y v1 = (¥1,%1,0) los vectores
de parametros del modelo de Holt-Winters multivariante general, Mg, y del
modelo con pardmetros de suavizado iguales, Mj. Bajo My, 6 = (a,8,7)’
es el vector de los parametros de suavizado comunes para los modelos uni-
variantes, resultante de imponer la restriccién 8; = 6y = ... = 6,, = 0 sobre
el vector 6y de los pardmetros de suavizado del modelo M. El subindice 1
es eliminado para evitar posibles confusiones con el vector 8; asociado a la
primera serie temporal. El vector de las condiciones iniciales y la matriz de
covarianzas estdn igualmente definidos en ambos modelos.

Sea fo(yleo) = Nam(y|Mpibo, Le(Zo ® I,)L’z) la funcién de verosimili-
tud supuesta cierta. Entonces, la distancia generalizada de Kullback-Leibler,
utilizada para definir la discrepancia entre los dos modelos, es de la forma,
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(ver ecuaciones (2.2) y (3.12)):

A faloleo) Filolen)} = [ folulpo)tog 21 dy

= [ ooy tog A e {20 = Mot (1) 7% 0 o) ~ Moo}
12117 % exp {3 (v — Mp1) (L)~} (21" @ In)Lp' (y — Mpyn)}
3 1
— ~ 5108 (2 — 5 Bully — Moo) (L) (55" @ L L3y — Moyo)

43 Bylly — M) (L) (57 © L) L5y — M)

Por otro lado,

Eyl(y — Mppo) (L) " (Eg" ® In) L5 (y — Mp))
= By [tr [(y — Mpyo) (L) (Z5" ® In) Lz (y — Mpo)]]
= tr [(Ls) "1 (35! ® In) L5 Ey [(y — Mp3bo)(y — Mpio)']]

=nm
y, anadlogamente,

Eyl(y — Mpy) (Lp) " (£7" ® In) L' (y — Mpy)]

= E, [tr [(y = Mpy1)'(Lp) ™ (57" ® I.)Lp' (y — Mpi)]]

=tr [(Lp) (37" ® L) L' Ey [(y — Mpt1)(y — Mpyy)']]

= tr [(Lp)"}(Z7? ® In) L (LE(Z0 ® In)Ls + Mp (Yo — 91) (%o — 1) Mp))

por lo que la distancia generalizada de Kullback-Leibler viene dada por:

d{folylpo), Fr(yler)} = —3 Lo [Zo| _ mm

g —
: |21] 2
+3 tr (L) (7" ® 1) Lp' Lp (S0 ® 1n) Lp]
+% tr [(Lp) ™ (Z7' ® 1)L Mp (o — ¥1) (%o — ¥1)' Mp]

y la discrepancia entre los dos modelos, considerando la definicién de Goutis
and Robert (1998), ecuacién (1.43), es de la forma:

8(po, 1) = ¢1i513f1 P d{ fo(ylwo), f1(yle1)}

El dltimo término de la distancia de Kullback-Leibler puede anularse
tomando ¥; = . Sin embargo, para calcular el infimo respecto a ¥; y
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@ nos encontramos ante un problema de optimizacién con cierta dificultad
de resolucién. La funcién objetivo no es una funcién convexa, por lo que la
convergencia global no estd garantizada; el procedimiento de optimizacién
puede converger a minimos locales e incluso no converger. Ademds, en la
optimizacién respecto a X; podemos tener problemas de convergencia. El
primer término disminuye con ¥i, con limite —oo cuando ¥; es la matriz
nula, por lo que, aunque el segundo término disminuye conforme aumenta
el valor de ¥, con valor 0 si Zi"l es la matriz nula, la convergencia no
estd garantizada. Por tltimo, la optimizacién respecto al vector 8 no es
sencilla, pues los pardmetros de suavizado del modelo M; aparecen en la
matriz Lp en la forma (3.12). Es por ello que hemos decidido no utilizar ese
procedimiento en este trabajo.

4.3. Criterios de selecciéon para el modelo de Holt-
Winters multivariante

Finalmente, en esta seccién empleamos los criterios de seleccién (ver
seccién 1.4.3) para resolver el problema de seleccién de modelos asociado al
modelo de Holt-Winters multivariante.

Para el modelo general, My, la desviacién Dy(, =, 6g) = —2log fo(y|¥, Z, fo)
es de la forma (ver (2.4)):

Do(%,%,60) o nlog|S| + (z — Xpy)' (7' @ In)(z — Xpy)  (4.18)
siendo z = Lgly y Xp = L;MD.

Sea {(y0), =0) 0(] ))}N 1 una muestra obtenida de la distribucién a pos-
teriori de los parametros del modelo, ecuacién (2.26). Entonces, el criterio
AIC y el criterio BIC pueden ser calculados, ver ecuaciones (1.45) y (1.46),
como:

) + 2po (4.19)

AICo = Do(3,%,8
6_) =+ log(nm)po (4.20)

BIC, = Dy(¥,

donde ¥ = % E;Y__l P, T =4 Z;\Ll @y 6 =4 ;.Y__l Géj) representan
las medias muestrales de los pardmetros y pp = m(s+1)+m(m+1)/2+3m
es el numero de pardmetros del modelo.
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Cuando el numero de observaciones sea pequefio en comparacién con el
ntimero de pardmetros, es decir, cuando nm/py < 40, proponemos emplear
el criterio AICc (ver ecuacién (1.47)):

2po(po + 1)

AIC? = Do(¥,%,80) + 2po + m—po—1

(4.21)

Para el calculo del criterio DIC necesitamos obtener el valor de la espe-
ranza a posteriori de la desviacidn, resultante de resolver la siguiente integral:

E(Do(w, 5, 60)ly) = / / / Do, %, 80) folt, 5, boly) dup dS dél

Dicha integral no puede ser resuelta analiticamente, pero puede ser esti-
mada mediante integracién por Monte Carlo a partir de la muestra simulada
de la distribucién a posteriori de los parametros de Mg. Asi pues, el criterio
DIC puede ser calculado, ver ecuacién (1.48), como:

N
2 ; N (G —
DICo =5 > Do(@?,59.6) ~Do(@,5,8)  (422)
=1

donde Dy(¥, X, 6p) es de la forma (4.18).

Para el modelo de Holt-Winters multivariante con pardmetros de suaviza-
do iguales, M, se tienen resultados parecidos. La desviacién Dy(¢, %, 0) =
—2log f1(y|v, 2, 0) es de la forma (ver (3.15)):

Di(y,%,0) x nlog|Z| + tr [E‘l(zmat — Xv¥mat)' (zmat — X¥mat)] (4.23)

siendo Zmat = L™ YWmat vy X = L7 M.

Sea {(y), x0), 9(3‘))}9{:1 una muestra de la distribucién a posteriori de
los pardmetros de My, ecuacién (3.18). Los criterios AIC y BIC son calcu-
lados como:

AIC, = Di(%,%,0) +2pm (4.24)
BIC; = Di(%,%,0) + log(nm)p (4.25)

donde ¥ = £ YL 9, T= £ TN 50 y 8 =L 7N 60 son las me-
dias muestrales de los pardmetros y p1 = m(s + 1) + m(m + 1)/2+ 3 es
el nimero de parametros del modelo. Cuando el nimero de observaciones
sea pequeno en comparacién con el nimero de parametros consideraremos
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el criterio AICc.

La esperanza a posteriori de la desviacién:

E(Dy(#,5,0)|y) = / / / Dy(, %, 0) (3, ., 8ly) dup A d6

puede ser estimada nuevamente mediante integracién por Monte Carlo. En-
tonces, el criterio DIC asociado a M puede ser calculado como:

N
DIC; = "137 > Dy, x9),00)) — Dy (,5,0) (4.26)

j=1
Notar que para obtener una muestra de la distribucién a posteriori de
los pardmetros del modelo M;j, en primer lugar obtenemos una muestra
{64 };V=1 de la distribucién a posteriori f1(8|y), ecuacién (3.25), y, a conti-
nuacién, para cada 6\ simulamos %) y £() a partir de las condicionales

[ (Zly,0) v fil¥ly, Z,80), ecuaciones (3.20) y (3.21) respectivamente.

4.4. Ejemplo de ocupacién hotelera (resumen)

A lo largo de la memoria hemos analizado las series temporales de ocupa-
cién hotelera en Castelldn, Valencia y Alicante con los distintos procedimien-
tos presentados. Asi pues, dedicamos esta tltima seccién a la resolucién del
problema de seleccién de modelos asociado al anélisis conjunto de las series
mediante el modelo de Holt-Winters multivariante. Posteriormente, recopi-
lamos los principales resultados obtenidos en su analisis.

Representamos por M al modelo general, mientras que el modelo con
pardmetros de suavizado iguales para los modelos univariantes es denotado
por M. En primer lugar calculamos los estimadores por muestreo impor-
tante de las verosimilitudes marginales, lo que nos permite obtener una
estimacién del factor Bayes By .

Notar que para la comparacion de los estimadores por muestreo impor-

tante de las verosimilitudes marginales es posible considerar (ver ecuaciones
(4.16) y (4.17)) las expresiones:

~ N T(
frs(yMo) =~ Z ),667) fog(j); (4.27)

FisWMy) ~ k' Zﬁ (y10) (4.28)

Q
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donde eliminamos las constantes que aparecen en ambos modelos.

Para el modelo M tomamos como funcién importante g; (T) la t-Student
multivariante con v = 10 grados de libertad y vector de medias y matriz
de covarianzas definidos a partir de la muestra obtenida de la distribucién
a posteriori de los pardmetros del modelo como sigue: Para cada matriz
de covarianzas £ simulada calculamos su matriz inversa. Posteriormente,
calculamos la descomposicién de Cholesky de (271)1) y definimos la matriz
T0) correspondiente. De este modo, obtenemos una muestra de la distribu-
cién a posteriori f(T'|y) que nos permite estimar la media y la matriz de
covarianzas a posteriori de los elementos no nulos de T. Recordar que, en
ambos modelos, los parametros de suavizado son simulados a partir de la
distribucién uniforme.

Los estimadores por muestreo importante de las verosimilitudes margi-
nales, calculados como en (4.27) y (4.28) respectivamente a partir de una
muestra de tamafio N = 25000 de las correspondientes distribuciones im-
portantes, son frs(y|Mp) = 1.17E-160 y frs(y|Mi) =~ 1.54E-158.

Dependiendo de la forma de la funcién de verosimilitud, en la practi-
ca es posible que la estimacién de la verosimilitud marginal sea del orden
obtenido. No obstante, valores tan pequefios ponen en duda la validez de
las estimaciones resultantes, pues en su calculo pueden haberse producido
errores numéricos que alteren el valor real.

Para valorar la eficiencia del método de muestreo importante propuesto
calculamos el tamafio de muestra efectivo (ESS, Liu, 2001, pag. 34), que se
define como:

1
BSS = v —om
Zj:l(w’nj )?
donde el peso w¥), para j = 1,2,...,N, es el cociente entre la distri-

bucién objetivo y la distribucién importante evaluadas en ¢ = @), va-
lor simulado para los pardmetros a partir de la densidad importante, y
{w,(zj) = wW/SN w(’“)};-\’=1 son los pesos normalizados. El tamafio de
muestra efectivo es una aproximacién del nimero de muestras independien-
tes, simuladas de la densidad objetivo, que serian necesarias para obtener
una estimacién con la misma varianza Monte Carlo que la resultante de las
N simulaciones de la densidad importante. El método por muestreo impor-
tante se considera adecuado si ESS > N/2 (notar que 1 < ESS < N).
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En el ejemplo de ocupacién hotelera obtenemos los valores ESSy = 4.89
y ESS; = 187.09 para My y M respectivamente, indicando que las fun-
ciones importantes propuestas no son eficientes.

Otra posible funcién importante para estimar la verosimilitud margi-
nal bajo My, alternativa a la desarrollada en la seccién 4.1, es cg(X, 6p) =
91(X)g2(60), siendo ¢1(X) una Wishart invertida y g2(6y) el producto de
distribuciones Beta, con pardmetros definidos de manera que la media y
la varianza de cada Beta coincidan con la media y la varianza muestrales a
posteriori del correspondiente pardmetro de suavizado. Andlogamente, como
funcién importante para estimar la verosimilitud marginal bajo M; propo-
nemos cg(f) = g2(8), con g2(8) el producto de distribuciones Beta. Estas
distribuciones importantes, aunque producen resultados mas satisfactorios
que los anteriores, siguen sin ser apropiadas. Notar que éste es un problema
frecuente cuando se utiliza el método de muestreo importante para estimar
funciones n-dimensionales, pues es dificil obtener distribuciones importantes
eficientes. Por ello, esta herramienta de seleccién de modelos no nos parece
aconsejable para la resolucién del problema de seleccién presentado en este
trabajo.

Veamos a continuacién el modelo de Holt-Winters multivariante seleccio-
nado para el andlisis conjunto de las series temporales de ocupacién hotelera
a partir de los distintos criterios de seleccién de modelos: AICc, BIC y DIC.
En la tabla 4.1 se muestra el valor de estos criterios para el modelo de Holt-
Winters multivariante general, My, y el modelo con pardmetros de suavizado
iguales, M, asi como los términos de penalizacién de cada criterio.

Si empleamos los criterios AICc o BIC para la resolucién de nuestro
problema de seleccién de modelos, €l modelo escogido para el andlisis multi-
variante de las series temporales es el modelo de Holt-Winters multivariante
con parametros de suavizado iguales para los modelos univariantes. En cam-
bio, si el problema de seleccién es resuelto mediante la utilizacién del criterio
DIC, el modelo seleccionado es el modelo de Holt-Winters general.
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Ma M
nimero parametros 54 48
D(¥,%,0) 852.23 790.88
término penalizacién AICc 155.52 131.91
AlCc 1007.75 922.79
término penalizacién BIC 280.42 249.26
BIC 1132.65 || 1040.14
E(D(%,%,8)|y) 860.17 837.48
Pp 7.94 46.60
DIC 868.11 884.08

Tabla 4.1: Criterios de seleccién para el modelo de Holt-Winters multiva-
riante en el andlisis conjunto de las series de ocupacién hotelera

Para entender mejor el motivo de esta diferencia en el modelo seleccio-
nado, expresamos €l criterio DIC en su forma alternativa

DIC = D(E(¢, %, 0ly)) + 2Pp

de manera que el primer término de la definicidn, la desviacién Bayesiana
calculada en la media a posteriori de los pardmetros del modelo, es comin en
los tres criterios y la tnica diferencia radica en el segundo término o término
de penalizacién. Dado que el término D(3, ¥, 8) asociado al modelo M es
menor, los criterios AICc o BIC, cuya penalizacién al modelo Mg es siempre
mayor, escogen el modelo M. En cambio, el término 2Pp, nimero eficiente
de pardmetros incluidos en el modelo, es menor para el modelo My, sien-
do finalmente menor el valor del criterio DIC asociado al modelo general M.

A fin de valorar el comportamiento de los distintos criterios, recopila-
mos los errores de ajuste y de prediccién, tablas 4.2 y 4.3 respectivamente,
resultantes del andlisis conjunto de las series temporales con el modelo de
Holt-Winters multivariante general, My, y el modelo de Holt-Winters mul-
tivariante con pardmetros de suavizado iguales, M;. A modo comparativo,
incluimos en las tablas los errores derivados de los anilisis univariantes.

Como podemos observar, el modelo seleccionado mediante los criterios
AICc y BIC, Mj, es el que da lugar a un mejor ajuste de los datos histéri-
cos que conforman las series temporales. Ademads, el ajuste obtenido en el
andlisis multivariante de las series es mejor que el resultante de analizar las
series de manera independiente a partir del modelo de Holt-Winters univa-
riante. No obstante, tal y como ocurre en este ejemplo, el modelo que mejor
se ajusta a los datos no es necesariamente el modelo con mayor precisién en
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Error ajuste Castellén | Valencia | Alicante | Meda
H-W univariante 9.29 9.42 6.23 8.3
H-W multivariante Mg 9.70 11.14 6.37 9.07
H-W multivariante M, 8.78 8.89 6.06 7.9

Tabla 4.2: Errores de ajuste obtenidos, para cada una de las series temporales
de ocupacién hotelera, en los anilisis univariantes y multivariantes con el
modelo de Holt-Winters general y el modelo con pardmetros de suavizado

iguales

Error prediccién Castell6n | Valencia | Alicante | Media
H-W univariante 10.13 35.00 17.58 20.9
H-W multivariante Mg 10.57 28.58 17.78 18.68
H-W multivariante M; 12.95 37.04 18.77 22.92

Tabla 4.3: Errores de prediccién obtenidos, para cada una de las series tem-
porales de ocupacién hotelera, en los andlisis univariantes y multivariantes
con el modelo de Holt-Winters general y el modelo con parametros de sua-
vizado iguales

la prediccién. Asf pues, el modelo escogido a partir del criterio DIC, Mg, es
el que proporciona predicciones mas precisas, reduciendo incluso el error de
prediccién con respecto a los andlisis univariantes.

Como conclusién final podemos destacar que el uso del modelo de Holt-
Winters multivariante para el anilisis conjunto de las series temporales de
ocupacién hotelera esta justificado, pues las medias e intervalos de confianza
a posteriori para los coeficientes de correlacién (ver tabla 2.4) verifican la .
correlacién existente entre las series. A partir del modelo multivariante es po-
sible mejorar el ajuste o la prediccién con respecto a los anilisis univariantes.
Por otro lado, mientras que los criterios AICc y BIC seleccionan el modelo
multivariante que proporciona un mejor ajuste para los datos histéricos de
las series, M, el criterio DIC selecciona el modelo con mayor precisién de
prediccién, My. No obstante, si tenemos en cuenta la dificultad de anilisis
que supone el uso del modelo de Holt-Winters multivariante general, M,
en relacién al modelo con pardmetros de suavizado iguales, M;, podemos
concluir que el criterio DIC penaliza muy poco el exceso de pardmetros.
Considerando ademads la reduccién en el error de prediccién resultante de
analizar las series a partir del modelo Mg, podemos decir que los criterios
AICc y BIC producen resultados més satisfactorios en este caso.
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Resultados numéricos

El modelo de Holt-Winters multivariante general, al considerar un mayor
numero de pardmetros, es mucho més complejo que el modelo univariante.
Por tanto, su uso para el anélisis de un conjunto de series temporales resulta
adecuado si éstas presentan una correlacién alta entre si. En caso contrario,
no existe una compensacién entre el nimero de parametros incorporados en
el modelo y la informacién adicional proporcionada por las series incluidas.
Consecuentemente, los resultados obtenidos tanto en el ajuste como en la
prediccién de las series pueden ser menos satisfactorios que los resultantes
de los anilisis univariantes.

Asi pues, dado un conjunto de series temporales con errores posiblemente
correlacionados en cada instante temporal, debemos decidir entre realizar un
analisis multivariante de las mismas o analizarlas de manera independiente
mediante el modelo de Holt-Winters univariante. Dicha decisién puede ba-
sarse en las estimaciones obtenidas para las distribuciones a posteriori de
los coeficientes de correlacién.

Si se verifica que errores contempordneos en las series temporales uni-
variantes estdn correlacionados, el siguiente paso del andlisis es seleccionar
entre el modelo de Holt-Winters multivariante general, My, y el modelo con
parametros de suavizado idénticos para los modelos univariantes, M. Dicho
problema de seleccién de modelos es resuelto mediante la utilizacién de los
distintos criterios de seleccién. Una vez seleccionado el modelo, su anélisis
y el célculo de predicciones, tanto puntuales como intervalos de prediccién,
son los descritos en los capitulos anteriores (capitulos 2 y 3 respectivamente
para My y My).
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En este capitulo mostramos el analisis completo, mediante el procedi-
miento Bayesiano de prediccién propuesto en esta memoria, de dos conjuntos
de series temporales reales. El primero de ellos se corresponde con las series
del Ibex 35 y del Dow Jones, principales indices de referencia de las bol-
sas espanola y estadounidense. Dado que las series temporales no presentan
estacionalidad, utilizamos el modelo de Holt multivariante para su anélisis.
Ademis, este ejemplo nos permite mostrar la prediccién de un paso cuando
los valores de las series temporales son observados secuencialmente. En el
segundo ejemplo analizamos las series temporales del niimero de pasajeros
de cinco aeropuertos de Londres: Gatwick, Heathrow, London City, Luton
y Stansted.

5.1. Indices bursatiles Dow Jones e Ibex 35

En esta seccién se analizan las series temporales correspondientes al va-
lor de cierre del Dow Jones y del Ibex 35. El Ibex 35, elaborado por Bolsas
y Mercados Espaiioles (BME) en 1989, es el principal indice de referencia de
la bolsa espaiiola. Esta formado por las 35 companias de mayor liquidez que
cotizan en el Sistema de Interconexién Bursétil Espaiiol (SIBE). Es un indi-
ce ponderado por capitalizacién bursétil, lo que significa que las empresas
con mayor liquidez tienen mads peso sobre el indice. El Dow Jones, creado
en 1883 por Dow Jones & Company, refleja el comportamiento del precio
de la accién de las 30 companias industriales méas importantes de Estados
Unidos. Es el indice mas antiguo y de mayor influencia del mundo.

En concreto, las series temporales que estudiamos estdn formadas por
los valores de cierre de los indices en 91 dias consecutivos: desde el 1 de
Marzo hasta el 12 de Julio de 2007 para el Dow Jones y desde el 2 de Mar-
zo hasta el 13 de Julio de 2007 para el Ibex 35. El desfase temporal que
observamos entre ambas series temporales permite suponer errores correla-
cionados para cada instante temporal, pues el valor de cierre del Dow Jones
en un dia particular influye en el valor de cierre del Ibex 35 del dia siguiente.

Como puede observarse, las series temporales presentan una tendencia
creciente pero no muestran componente estacional, por lo que utilizaremos el
modelo de Holt para su anélisis. Ademds, parece razonable suponer que los
errores de las series en cada instante temporal estdn correlacionados, lo que
justificarfa el uso del modelo de Holt multivariante. Recordar (Proposicién
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Ibex 35
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Figura 5.1: Grafico temporal de las series del valor de cierre del Dow Jones
(desde el 1 de Marzo hasta el 12 de Julio de 2007) y del Ibex 35 (desde el 2
de Marzo hasta el 13 de Julio de 2007)

3.1) que el anédlisis del modelo de Holt multivariante es equivalente al anali-
sis del modelo de Holt-Winters multivariante fijando s = 1y ipi = (60fi coi)’
con cqi = aoi “Fboi parai= 1,2,..., m.

Con el objetivo de mostrar el comportamiento de nuestro procedimiento
de prediccion, consideramos como datos histéricos las 87 primeras observa-
ciones, utilizando las 4 ultimas observaciones, correspondientes a la ultima
semana, para valorar la precision de nuestra prediccion fuera de la muestra.

Para estimar la correlacion existente entre las series simulamos NOo+ N =
55000 valores de la distribucion a posteriori de los parametros del modelo
de Holt multivariante, ecuacidon (2.26). Para ello empleamos el algoritmo
de Metropolis-within-Gibbs propuesto en la seccion 2.2.2 con la particulari-
dad de que, en cada iteracion del algoritmo, repetimos 20 veces el paso 3,
correspondiente a la simulacidon del vector de pardmetros de suavizado, pues
de este modo aceleramos la convergencia del algoritmo. Tras eliminar las
No = 5000 primeras simulaciones de calentamiento, obtenemos una muestra
{ ("1/ "~ j Ede ladistribucién a posteriori de los pardmetros del
modelo que satisface los criterios de convergencia. En la tabla 5.1 se reco-
gen las estimaciones de la media y del intervalo de probabilidad a posteriori
del 95 % para los pardmetros del modelo de Holt multivariante general. Los
subindices 1y 2 hacen referencia a las series del Dow Jones y del Ibex 35
respectivamente.
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40.025 media 40.975
ao1 | 12040.41 12211.78 12380.82
bo1 -73.17 5.64 69.43

aoy | 13624.39 13916.14 14207.82
boo | -54.71 17.57  100.03

ai 0.74 0.89 0.99
B 0.00 0.10 0.32
g 0.67 0.87 0.99
B2 0.00 0.04 0.14
o1 74.10 86.89 101.85
1) 127.96 150.03 175.73
P12 0.12 0.34 0.53

Tabla 5.1: Estimaciones de las medias y de los intervalos de probabilidad
a posteriori del 95 % para los parametros del modelo de Holt multivariante
resultante del andlisis conjunto de las series del Dow Jones y del Ibex 35

A partir de la media y del intervalo de probabilidad a posteriori para
el coeficiente de correlacién pi12, podemos concluir que las series temporales
estan correlacionadas y, por tanto, el uso del modelo multivariante para su
andlisis esta justificado. El siguiente paso del andlisis es seleccionar entre el
modelo de Holt multivariante general y el modelo con pardmetros de suavi-
zado iguales.

Para la resolucién del problema de seleccién de modelos a partir de los
distintos criterios de seleccién (ver seccién 4.3) es necesario obtener una
muestra de la distribucién a posteriori de los pardmetros del modelo de
Holt multivariante con pardmetros de suavizado iguales, M;. Para ello si-
mulamos, en primer lugar, una muestra de la distribuciéon a posteriori de
los pardmetros de suavizado comunes f(fy), ecuacién (3.25), mediante el
método de aceptacién-rechazo propuesto en la seccién 3.2.2. Posteriormente,
para cada valor 6 simulamos un valor de la matriz 1mq: de las condiciones
iniciales y de la matriz de covarianzas ¥ a partir de las distribuciones a pos-
teriori condicionales f(X|y,6) v f(¥matly, E,0), ecuaciones (3.20) y (3.19)
respectivamente.

En particular simulamos N = 10000 valores de la distribucién f(60|y). La
figura 5.2 muestra los histogramas de los parametros de suavizado simulados



5.1. INDICES BURSATILES DOW JONES E IBEX 35 111

asi como las medias muéstrales (lineas rojas vericales).

Histogramn de ot Histograma de

OsO 0.85 0.90 0.95 1.00 0.00 0.02 0.04 0.06 0.08

Figura 5.2: Histogramas de los pardmetros de suavizado simulados de su
distribucion a posteriori cuando las series del Dow Jones y del Ibex 35 son
analizadas mediante el modelo de Holt multivariante con parametros de
suavizado iguales. Lineas rojas verticales: medias muéstrales

La densidad estimada del coeficiente de correlacién pi2 junto con su me-
dia e intervalo de probabilidad a posteriori del 95 % se muestra en la figura
5.3. Como puede observarse, la media y el intervalo de probabilidad son si-

milares a los obtenidos para el modelo de Holt multivariante general (ver
tabla 5.1).

Figura 5.3: Densidad estimada del coeficiente de correlacion del modelo de
Holt multivariante con parametros de suavizado iguales resultante del anali-
sis conjunto de las series del Dow Jones y del Ibex 35

El valor de los criterios AICc, BIC y DIC, correspondientes a las mues-
tras simuladas de las distribuciones a posteriori de los parametros de Mo,
modelo de Holt multivariante general, y M|, modelo con parametros de
suavizado iguales, se incluyen en tabla 5.2.
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Ma M,
nimero parametros 11 9
D(%,%,0) 1800.32 || 1796.00
término penalizacién AICc 23.63 19.09
AlCc 1823.95 || 1815.09
término penalizacién BIC 56.75 46.43
BIC 1857.07 || 1842.43
E(D(y,%,0)|y) 1808.36 1803.20
Pp 8.04 7.20
DIC 1816.40 {| 1810.40

Tabla 5.2: Criterios de seleccién para el modelo de Holt multivariante en el
andlisis conjunto de las series temporales del Dow Jones y del Ibex 35

El modelo seleccionado para la obtencién de predicciones para los valores
futuros de las series temporales es, independientemente del criterio utilizado,
el modelo de Holt multivariante con pardmetros de suavizado iguales, M;.

Por otro lado, este ejemplo nos permite ilustrar el comportamiento de
nuestro procedimiento de prediccién de un paso cuando los valores de las
series son observados de manera secuencial, pues el valor de cierre del Dow
Jones en un dia concreto es observado con anterioridad al valor de cierre del
Ibex 35 del dia siguiente. Asf pues, es posible modificar las predicciones de
un paso obtenidas para el Ibex 35 en funcién de los valores observados del
Dow Jones y obtener, de este modo, predicciones mas precisas. Para ello,
en lugar de obtener directamente predicciones para los 4 Gltimos valores de
las series (consideramos como datos histéricos las n = 87 primeras observa-
ciones) fijando el horizonte de prediccién h = 4, consideramos 4 escenarios
diferentes de manera que, en cada escenario, calculamos la prediccién de un
paso para los valores futuros de las series. Es decir, en el escenario i, para
i = 1,2,3,4, suponemos conocidas las n + ¢ — 1 primeras observaciones y
calculamos la prediccién de un paso para los valores futuros de las series.
Entonces, una vez observado el valor del Dow Jones en el instante n + i,
la prediccién calculada para el Ibex 35 es modificada en funcién del error
de prediccién de un paso asociado al Dow Jones, ver ecuaciones (3.8) - (3.10).

Las predicciones de un paso obtenidas, en cada uno de los 4 escenarios,
para las series temporales del Dow Jones y del Ibex 35 cuando son analiza-
das mediante el modelo de Holt multivariante con parametros de suavizado
iguales, M, aparecen en las tablas 5.3 y 5.4 respectivamente. La tabla 5.5
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muestra las predicciones de un paso obtenidas para la serie del Ibex 35 cuan-
do se incorpora la informacién proporcionada por el correspondiente valor
del Dow Jones. Para ilustrar como las predicciones originales del Ibex 35
son modificadas en funcién de los errores de prediccidén de un paso asociados
al Dow Jones, los valores reales de las series temporales son incluidos en
las tablas. Finalmente, las tablas incluyen el error SMAPE de prediccion
correspondiente a las predicciones calculadas en los cuatro escenarios.

Prediccién de un paso Valor finalmente
DJ 90.025 media 90.975 observado
E-1 | 13457.62 13624.32 13791.01 13649.97
E-2 | 13497.26 13663.07 13828.87 13501.70
E-3 | 13351.80 13520.80 13689.73 13577.87
E-4 | 13419.54 13587.33 13755.11 13861.73
error de prediccién 0.95

Tabla 5.3: Predicciones de un paso para la serie del Dow Jones cuando es
analizada mediante el modelo My

Prediccién de un paso Valor finalmente
135 40.025 media q0.975 observado
E-1 | 14699.67 14988.84 15278.05 14823.90
E-2 | 14549.15 14839.25 15129.46 14766.20
E-3 | 14483.96 14772.71 15061.46 14941.80
E-4 | 14649.69 14939.10 15228.29 15023.50
error de prediccién 0.83

Tabla 5.4: Predicciones de un paso para la serie del Ibex 35 cuando es ana-
lizada mediante el modelo M;

Prediccién de un paso Valor finalmente
135|DJ 40.025 media 40.975 observado
E-1 14727.99 15002.26 15276.53 14823.90
E-2 14474.55 14755.89 15037.21 14766.20
E-3 14527.15 14801.76 15076.32 14941.80
E-4 14794.51 15084.15 15373.76 15023.50
error de prediccién 0.65

Tabla 5.5: Predicciones de un paso para la serie del Ibex 35 resultantes de
modificar las predicciones originales en funcién del error de prediccién de un
paso asociado al Dow Jones
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Los errores de prediccién obtenidos para las series del Dow Jonesy del
Ibex 35 con el modelo univariante son 0.95 y 0.80 respectivamente, smila-
res a los resultantes del andlisis multivariante. La ventaja que presenta el
analisis multivariante respecto al univariante es que las predicciones de un
paso obtenidas para la serie del Ibex 35 pueden ser modificadas ex funcién
del error de prediccién asociado al Dow Jones, obteniendo asi prediccio-
nes mas precisas que en el analisis univariante. Por otro lado, d tiempo
de computacién requerido para el andlisis de las series mediante € modelo
multivariante se ha reducido en un 45 % aproximadamente. Esto e cebido
a que, en cada escenario, sélo es necesario obtener una muestra ce la dis-
tribucién a posteriori del vector de los pardmetros de suavizado comunes,
mientras que en los anilisis univariantes es necesario obtener una muestra
de la distribucién a posteriori de cada uno de los vectores de pardmetros de
suavizado.

Finalmente, los errores de prediccidn resultantes del analisis de las series
temporales mediante el modelo de Holt multivariante general son 0.96 y
0.86 respectivamente para las series del Dow Jones y del Ibex 35, similares
a los obtenidos en el andlisis mediante el modelo M;. Asf pues, d modelo
seleccionado en este ejemplo a partir de los distintos criterios de seleccién
es el modelo que proporciona ligeramente mayor precisién en la prediccién
ademads de requerir de un tiempo de computacién menor.

5.2. Pasajeros de lineas aéreas

En esta seccién analizamos las series temporales mensuales carespon-
dientes al nimero de pasajeros de cinco aeropuertos de Londres: Gatwick,
Heathrow, London City, Luton y Stansted, desde Enero de 2001 lasta Di-
ciembre de 2007. Como podemos observar en los graficos tempomles, ver
figura 5.4, las series presentan tendencia creciente y componente esacional,
por lo que su andlisis mediante el modelo de Holt-Winters estd jutificado.
Ademis, parece razonable suponer que errores contemporineos en .as series
temporales estén correlacionados, por lo que el uso del modelo multivariante
podria resultar conveniente.

Con el objetivo de mostrar el comportamiento del procedimierto Baye-
siano de prediccién propuesto en esta memoria, consideramos cono datos
histéricos las observaciones correspondientes a los seis primeros afos (2001
- 2006), mientras que las observaciones del tltimo afio (2007) son ttilizadas
para valorar la precisién de nuestra prediccién fuera de la muestra
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Figura 5.4: Graficos temporales univariantes y multivariante de las series
mensuales del nimero de pasajeros, en millones, de cinco aeropueros de
Londres

El primer paso del analisis es comprobar si los errores de las series tem-
porales en cada instante temporal realmente estan correlacionados. Para ello
simulamos, mediante el algoritmo de Metropolis-within-Gibbs propuesto en
la seccion 2.2.2, No + N = 100000 valores de la distribuciéon a posteriori de
los pardmetros del modelo de Holt-Winters multivariante general, ecuacidon
(2.26). Para acelerar la convergencia del algoritmo de simulacién repetimos,
en cada iteracion del algoritmo, 20 veces el paso 3, es decir, consideramos el
valor de los pardmetros de suavizado obtenido después de repetir 20 veces
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el algoritmo de Metropolis empleado para su simulacién. Tras eliminar las
Ny = 50000 primeras simulaciones de calentamiento, obtenemos una mues-
tra de tamano N = 50000 de la distribucién a posteriori de los pardmetros
del modelo que verifica los criterios de convergencia. Las estimaciones de la
media y del intervalo de probabilidad a posteriori del 95 % para los coefi-
cientes de correlacién pg;, con k = 1,2,3,4y 1l = (k+1),...,5, se recogen
en la tabla 5.6. El subindice 1 hace referencia a la serie de Gatwick, d 2 a
Heathrow, el 3 a London City, el 4 a Luton y el 5 a Stansted.

go.o2s media  go.975
o | 040  0.60  0.76
o3 | 046 -0.19 0.1
oa| 012 038 061
P15 0.08 0.34 0.57
P23 0.02 0.30 0.5
pas | -0.15 0.15 0.42
P25 0.23 0.47 0.68
s | 046 -0.18 0.12
o35 | 031 -0.02  0.27
P45 0.15 0.41 0.62

Tabla 5.6: Estimaciones de la media y del intervalo de probabilidad a poste-
riori del 95 % para. los coeficientes de correlacién del modelo de Holt-Winters
multivariante en el andlisis conjunto de las series temporales del nimero de
pasajeros de cinco aeropuertos de Londres

A la vista de los resultados, podemos concluir que las series tempora-
les de Gatwick, Heathrow, Luton y Stansted presentan una correlacién a’ta
entre si. Por tanto, se recomienda el modelo multivariante para su andlisis
pues, ademas de estar justificado, incorpora la correlacién existente entre las
series. La duda aparece en la inclusién de la serie temporal correspondiente
a London City, representada por el subindice 3, pues sélo estd claramente
correlacionada con la serie temporal de Heathrow. No obstante, dado que
la serie guarda cierta relacién con las demds, proponemos analizar las circo
series conjuntamente mediante el modelo de Holt-Winters multivariante.

El siguiente paso del anilisis es seleccionar entre el modelo de Hclt-
Winters multivariante general, Mg, y el modelo con pardmetros de suavi-
zado comunes para los modelos univariantes, M. Para ello, es necesario
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recurrir nuevamente a la simulacién y obtener asi una muestra de la distri-
bucién a posteriori de los parametros de M;. En primer lugar simulamos,
mediante el algoritmo de aceptacién-rechazo propuesto en la seccién 3.2.2,
una muestra de tamano N = 10000 de la distribucién a posteriori de los
pardmetros de suavizado comunes f(8|y), ecuacién (3.25). Posteriormente,
para cada valor () de la muestra simulamos un valor de la matriz PUmat de
las condiciones iniciales y de la matriz de covarianzas ¥ a partir de las dis-
tribuciones a posteriori condicionales f(X|y,0) y f(¥Ymat|y, Z,0), ecuaciones
(3.20) y (3.19) respectivamente.

Los valores de los criterios AICe¢, BIC y DIC asociados al modelo de
Holt-Winters multivariante general, Mg, y al modelo con parametros de
suavizado iguales, M1, se muestran en la tabla 5.7. El modelo seleccionado
a partir de los criterios AICc y BIC para el posterior andlisis de las series
temporales es el modelo M;. En cambio, el modelo seleccionado cuando se
utiliza el criterio DIC es el modelo Mq. Nuevamente, tal y como ocurria
en el ejemplo de ocupacién hotelera (ver tabla 4.1), el criterio DIC penaliza
muy poco el exceso de pardmetros. Por ello, y dado que no existe una gran
diferencia entre los valores del criterio DIC correspondientes a Mgy y My,

proponemos analizar conjuntamente las series temporales mediante el mo-
delo M;.

My My
numero parametros 95 83
D(¥,%,0) 7970.87 || 8000.42
término penalizacién AICc 259.09 216.52
AICc 8229.96 || 8216.94
término penalizacién BIC 559.18 488.55
BIC 8530.05 || 8488.97
E(D(,%,0)|y) 8059.18 || 8084.43
Pp 88.31 84.01
DIC 8147.49 || 8168.44

Tabla 5.7: Criterios de seleccién para el modelo de Holt-Winters multivarian-
te en el andlisis conjunto de las series temporales del nimero de pasajeros
en cinco aeropuertos de Londres

En la figura 5.5 encontramos, en color negro, el ajuste obtenido para
cada una de las series temporales en la zona de estimacién (2001 - 2006)
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asi como las predicciones puntuales para el aiio 2007 con el modelo M'\. Las
lineas negras discontinuas representan los intervalos de prediccion del 95%.
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Figura 5.5: Ajuste y predicciones puntuales obtenidas, con el modelo de
Holt-Winters multivariante con parametros de suavizado iguales, para las
series temporales del nimero de pasajeros en cinco aeropuertos de Londres.
Lineas discontinuas: intervalos de prediccion del 95 %

Los errores SMAPE de ajuste y de prediccidon resultantes del analisis
multivariante de las series temporales mediante el modelo M| se recogen
en la tabla 5.8. A modo comparativo, los errores obtenidos en el analisis
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multivariante con el modelo general, Mg, y en los andlisis univariantes de
las series son incluidos en la tabla.

Error SMAPE ajuste

Gatwick | Heathrow | London City | Luton | Stansted | Media
H-W multivariante M 2.65 2.43 5.09 2.74 2.87 3.16
H-W multivariante Mg 2.74 2.59 5.07 2.69 2.81 3.18
H-W univariante 2.35 2.48 5.03 2.51 2.66 3.01
Error SMAPE prediccién
H-W multivariante My 0.88 - 1.65 16.32 5.48 4.40 5.75
H-W multivariante Mg 2.09 2.44 16.36 7.79 4.37 6.61
H-W univariante 2.05 1.54 17.46 5.22 4.24 6.10

Tabla 5.8: Errores de ajuste y de prediccién resultantes de los andlisis mul-
tivariantes y univariantes de las series temporales del nimero de pasajeros
en cinco aeropuertos de Londres

A partir de estos errores podemos concluir que, mediante el modelo de
Holt-Winters multivariante con pardmetros de suavizado iguales, M, se ob-
tienen las predicciones més precisas, mejorando incluso las resultantes de los
andlisis univariantes, mientras que el ajuste es del mismo orden. Por otro
lado, el tiempo de céomputo requerido para el andlisis multivariante se ha
reducido, aproximadamente, en un 62 % respecto a los andlisis univariantes.
Asf pues, el andlisis multivariante, ademds de ser mds rapido, mejora la pre-
diccién respecto a los andlisis univariantes.

Una vez mais, los criterios AICc y BIC producen resultados més satis-
factorios que el criterio DIC, que selecciona al modelo més complejo, M.
El ajuste y las predicciones obtenidos con este modelo son similares a los de
los andlisis univariantes, mientras que el tiempo empleado en el andlisis es
mucho mayor.

Finalmente, mostramos los resultados obtenidos cuando la serie tempo-
ral de London City es analizada de manera independiente con el modelo
de Holt-Winters univariante y las demds series conjuntamente a partir del
modelo multivariante pues, como hemos comentado anteriormente, sélo po-
demos asegurar la correlacién de esta serie con la de Heathrow y, por tanto,
su inclusién en el modelo multivariante podria no resultar adecuada. En
primer lugar seleccionamos entre el modelo de Holt-Winters multivariante
general, My, y el modelo con parametros de suavizado iguales, Mj, re-
sultantes de la modelizacién conjunta de las series temporales de Gatwick,
Heathrow, Luton y Stansted. Repitiendo los procedimientos de simulacién
descritos anteriormente, obtenemos una muestra de las distribuciones a pos-
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teriori de los pardmetros de cada modelo que nos permiten calcular el valor
de los criterios de seleccién correspondientes a Mg y Mj, ver tabla 5.9.

My M
nimero parametros 74 65
D(,%,0) 6606.21 6569.97
término penalizacién AICc | 200.11 168.65
AICc 6806.32 || 6738.62
término penalizacién BIC 419.06 368.09
BIC 7025.27 || 6938.06
E(D(%,Z,0)|y) 6666.07 || 6634.46
Pp 59.86 64.49
DIC 6725.93 || 6698.95

Tabla 5.9: Criterios de seleccién para el modelo de Holt-Winters multivarian-
te en el andlisis conjunto de las series temporales del nimero de pasajeros
en Gatwick, Heathrow, Luton y Stansted

El modelo seleccionado para el posterior andlisis de las series es, inde-
pendientemente del criterio empleado, el modelo Mj. Los errores de ajuste
y de prediccién obtenidos en el andlisis se muestran en la tabla 5.10. A modo
comparativo, los errores resultantes de analizar las series con el modelo de
Holt-Winters multivariante general My son incluidos en la tabla. Notar que
para la serie temporal de London City, los resultados son los obtenidos en
el andlisis univariante.

Error SMAPE ajuste

Gatwick | Heathrow | London City | Luton | Stansted | Media
H-W multivariante M3 2.28 2.19 5.03 2.53 2.68 2.94
H-W multivariante Mg 2.67 2.39 5.03 2.68 2.76 3.11
Error SMAPE prediccién
H-W multivariante M; 2.02 1.73 17.46 5.22 4.29 6.14
H-W multivariante Mg 0.96 2.28 17.46 8.22 4.43 6.67

Tabla 5.10: Errores de ajuste y de prediccién resultantes del andlisis conjunto
de las series temporales del nimero de pasajeros de Gatwick, Heathrow,
Luton y Stansted mediante el modelo de Holt-Winters multivariante y del
anélisis univariante de la serie de London City

Como podemos ver, los resultados obtenidos en la prediccién son lige-
ramente peores que los obtenidos cuando las cinco series temporales son
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analizadas de manera conjunta mediante el modelo de Holt-Winters multi-
variante (ver tabla 5.8). Asf pues, tal y como proponifamos en un principio,
el andlisis univariante de alguna de las series temporales se recomienda so-
lamente cuando ésta, claramente, no presenta correlacién con ninguna de
las demads series. En otro caso, el modelo multivariante, al incorporar la
correlacién entre las series, puede dar lugar a un mejor ajuste y prediccidn.
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Capitulo 6

Conclusiones y futuras lineas
de investigacion

6.1. Conclusiones

En esta memoria presentamos una nueva formulacién para el modelo de
Holt-Winters multivariante con estacionalidad aditiva y errores aditivos que
nos permite obtener predicciones precisas, tanto puntuales como intervalos
de prediccién, de un conjunto de series temporales con errores correlaciona-
dos para cada instante temporal.

Trabajando con alguna transformacién de los datos, como por ejemplo
la logaritmica, el modelo de Holt-Winters aditivo resulta adecuado para el
andlisis de series temporales donde la componente estacional o la varianza
del error dependen del nivel de la serie, es decir, series que se ajustan al
modelo de Holt-Winters multiplicativo.

La formulacién del modelo de Holt-Winters multivariante aditivo como
un modelo de regresién aparentemente no relacionado, modelo SUR, facili-
ta su anélisis Bayesiano. A partir de distribuciones a priori convencionales
no informativas obtenemos la distribucién a posteriori para los pardmetros
del modelo que, aunque no es analiticamente tratable, puede ser estimada
mediante métodos de simulacién. En concreto, proponemos un algoritmo de
Metropolis-within-Gibbs que nos permite simular de las condicionales com-
pletas a posteriori. Para el anélisis conjunto de un nimero moderado de
series temporales se recomienda el uso de la distribucién a priori de Jeffreys,
pues produce resultados similares a los obtenidos con la distribucién de re-
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ferencia propuesta por Yang and Berger (1994), mientras que el tiempo de
computacién requerido para obtener una muestra de la distribucién a pos-
teriori correspondiente disminuye ligeramente. Finalmente, la distribucién
predictiva, que contiene toda la informacién acerca de los valores futuros de
las series temporales, es estimada mediante integracién por Monte Carlo.

En el caso de parametros de suavizado iguales para los modelos univa-
riantes, el modelo de Holt-Winters multivariante puede ser formulado como
un modelo de regresién multivariante tradicional, lo que simplifica conside-
rablemente su anilisis. La distribucién a posteriori de los pardmetros del
modelo sigue siendo analiticamente intratable pero, en este caso, sélo es
necesario obtener una muestra de la distribucién a posteriori marginal del
vector 0 de los parametros de suavizado comunes. Las distribuciones a pos-
teriori marginales para el vector de las condiciones iniciales ¥ y la matriz de
covarianzas ¥ pueden ser estimadas mediante integracién por Monte Carlo.
Ademsds, para obtener una muestra de f(f|y), al tratarse de una funcién
tridimensional con soporte acotado, el cubo unidad, es posible emplear un
algoritmo de aceptacién-rechazo que, ademds de no presentar problemas de
convergencia, es ficil de implementar y reduce el tiempo de computacién
considerablemente.

Asi pues, una vez se ha decidido analizar las series temporales conjun-
tamente mediante el modelo multivariante, es necesario seleccionar entre el
modelo de Holt-Winters multivariante general y el modelo con pardmetros
de suavizado iguales. Tras un estudio de los principales procedimientos Ba-
yesianos de seleccién de modelos, proponemos emplear los criterios AICc o
BIC, pues resultan sencillos de implementar y satisfactorios en los ejemplos
numéricos presentados en la tesis.

Los resultados obtenidos en la prediccién de los tres conjuntos de series
temporales analizados en la memoria son alentadores. Mediante el modelo
multivariante podemos obtener predicciones mas precisas que las resultan-
tes de los anélisis univariantes, obteniendo errores de prediccién del mismo
orden en el peor de los casos. Ademads, cuando las series temporales son ana-
lizadas conjuntamente a partir del modelo de Holt-Winters multivariante
con parametros de suavizado iguales, el tiempo empleado para su analisis es
considerablemente menor que el requerido cuando las series son analizadas
de manera independiente. El motivo radica en la necesidad de obtener, en
los andlisis univariantes, una muestra de la distribucién a posteriori de cada
uno de los vectores de pardmetros de suavizado, f(6;|y;) parai=1,2,...,m,
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mientras que en el andlisis multivariante sélo se obtiene una muestra de la
distribucién a posteriori del vector de los pardmetros de suavizado comu-
nes, f(f|y). Por lo tanto, cuando estudiamos series temporales con errores
correlacionados y se cumple que los pardmetros de suavizado de los mode-
los univariantes son iguales, el anilisis multivariante es mas rapido que los
analisis univariantes, siendo posible ademéas mejorar el ajuste y la prediccién.

Por ultimo, cuando las series temporales son observadas secuencialmente,
como ocurre en el ejemplo de las series temporales del valor de cierre del Dow
Jones y del Ibex 35, el empleo del modelo multivariante permite modificar
las predicciones de un paso obtenidas originalmente para los valores futuros
de las series en funcién de los errores de prediccién de un paso disponibles.
En consecuencia, las predicciones resultantes son mucho més precisas que las
derivadas de los andlisis univariantes, pues éstos no incorporan informacién
acerca del comportamiento de otras series.

6.2. Futuras lineas de investigacién

La realizacién de este trabajo nos ha abierto nuevos horizontes en los que
seguir investigando. En primer lugar nos planteamos como futura linea de
investigacion el desarrollo de procedimientos de simulacién mas sofisticados
que nos permitan superar las limitaciones de cdlculo existentes. Como hemos
mencionado anteriormente, el procedimiento de simulacién propuesto para
obtener una muestra de la distribucién a posteriori, especialmente con el
modelo de Holt-Winters multivariante general, requiere demasiado tiempo
de computacién para su utilizacién rutinaria.

Otro campo de actuacién se centraria en el desarrollo de una herramienta
de seleccién de modelos, facil de implementar y alternativa a los criterios de
seleccién, que nos permita resolver el problema de seleccién de modelos aso-
ciado al modelo de Holt-Winters multivariante. Aunque los criterios AICc y
BIC seleccionan al modelo adecuado en los ejemplos numeéricos analizados
en la memoria, constatamos el problema que presentan estos procedimientos
de seleccién. A pesar de que el modelo seleccionado para el posterior anali-
sis de las series temporales sea el modelo de Holt-Winters multivariante con
pardmetros de suavizado iguales, el cual reduce considerablemente el tiempo
de anélisis, es necesario obtener una muestra de la distribucién a posteriori
para los pardmetros de cada modelo, con lo que realmente no se disminuye
el tiempo de computacién.
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