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En esta Tesis de Licenciatura se |Ileva a cabo el estudio
de un problenma determnado de optimzacidén dindmca y sus

apl i caciones en el canpo de |la G encia Econbém ca.

Un problema de optim zaci 6n consiste, fundanental nente,
en |la busqueda de un extreno de una funcion o un funcional
objetivo que proporcione un maxinmo o un nininb para esa
funci 6n. Cuando se habla de optimzaci6n dindmca hay que
incorporar el factor tienpo al problema, en todas y cada una
de las diferentes variables que intervienen, |lo que afectaréa
a |l os nodel os mateméti cos que se enpleen para representar el
conportamento y las relaciones existentes entre dichas
vari abl es. Tanbi én afecta al funcional objetivo a optim zar.
Asi, los nodel os matemati cos vendran expresados en forma de
Si st ermas de ecuaci ones di ferenci al es (las vari abl es
evol uci onan de fornma continua en el tienpo), o en sistenmas de

ecuaci ones en diferencias (evolucion en tienpo discreto).

Las técnicas de Optimzaci 6n D nam ca podrian agruparse
en las adscritas a |la Programaci 6n Dinamica, y en |las propias
de la aproximacion variacional (Calculo de Variaciones,
Teoria del Control Optinpb). Se van a nostrar las que
proporciona |la Teoria del Control Optinmo la cual, a partir de
| os afios 60, tras el enunciado del Principio del Maxino de

Pontryagin', se ha desarrollado superando algunas de |as

* PONTRYAG N, (1962).



dificultades con las que se encontraban |as técnicas del

Cal cul o de Vari aci ones.

Los elenentos esenciales de wun problema de control
Optimo son un nodelo matemdtico a controlar, un resultado
deseado para ese nodel o, un conjunto de controles adm sibles
y un funcional de coste o de beneficio que mda si la accion
de control ha sido efectiva. A nodo de ejenplos de probl enmas
de control Optino de sistenmas econdém cos, se puede citar el
control de la inflacién y la tasa de desenpl eo por parte de
Cobi erno de una naci 6n, enpleando para ese fin las variables
instrumental es oportunas (nedidas de politica fiscal y de
politica nmonetaria). Qro problema seria el alcanzar en el
mnino tienpo el mayor beneficio actualizado de una enpresa;
o bien, la busqueda del nmayor valor presente de una
determ nada cartera de valores fijado un intervalo de tienpo

para su obtenci on

Cuando se habla de un problema de control con
estabilizacion se esta haciendo referencia a un detern nado
tipo de problema de control. En general, en un problema de
CO (Control Optinpb) <con estabilizacion se intentara
al canzar un output, determinado o no, en un intervalo de
tienmpo, fijado o no, nediante wunos controles o inputs,
| ogrando simnultéaneanente |a dismnucion de las fluctuaci ones

u oscilaciones de todas |las variables que intervienen en |os
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si stemas que se pretende estabilizar. Fluctuaciones, por otra
parte, conunes a la nmayoria de las variables econoncas,

tanto a nivel macroeconénm co conp a nivel m croecondéni co.

Por la inposibilidad de abordar el estudio de la
estabilizacion de todo tipo de nodel os econdém cos di nam cos
se ha restringido el andlisis al caso concreto de | os nodel os
econom cos dinamcos determnistas lineales y en tienpo
continuo sin restricciones sobre las variables de estado que,
ademds, van a permtir aplicar técnicas de C O naés
senci |l | as, en la nmedida en que se puede operar

mat emat i canent e con nenor dificul tad.

El problema concreto, pues, que se va a abordar es el
|l amado Problema Lineal Cuadréatico en su versi6n continua.
Li neal porque se trabaja con sistemas lineales; cuadratico
porque el funcional objetivo es una funci6n cuadréatica (suna
de los cuadrados de las desviaciones de las variables
respecto a sus niveles deseados). La soluci én que se obtiene
es una regla de accion en la que las variables de control o
instrumentales son funcidén lineal de las variables que se

qui eren control ar (variabl es de estado).

Ya expresado cudl es el objeto de analisis, se

especi fican a continuaci é6n | os objetivos concretos que se han



per segui do:

- Recalcar la inportancia de la introduccion del tienpo

en el analisis de | os fen6nenos econdm cos.

- Mostrar algunas técnicas de la Teoria del Control
Optino para la resolucion de problemas dindmcos de

opti m zaci én.

- Conprobar |as potencialidades de esta teoria a |la hora
de obtener la solucion de problemas econém cos di nam cos
concretos que se puedan plantear cono problemas de control

con estabilizaci 6n.

- Destacar, por ultino, las limtaciones del Problena
Li neal Cuadratico para trasladar al nundo real las técnicas

gue se van a exponer.

Cono objetivos personales, este trabajo trata de ser una
aproximaci 6n a la Teoria del Control Optino, y a un problena
concreto de control, asi cono a |las posibilidades que ofrece
para una posterior |inea de investigacion. Tanbi én, y dejando
el tema concreto analizado, se presentaba esta ocasi 6n cono

una oportunidad para iniciarse en la nmetodologia y etapas de
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un proceso de investigacion previas a la elaboracién de la

Tesis Doctoral.

El objeto a anadlisis y 1los objetivos ya se han
conentado. En el capitulo 1 se nostrard la inportancia de |la
i ncorporaci 6n del tienpo en el proceso de nodelizaci 6n de |os
fen6nmenos econémicos. Asi, se recogen los factores que
conviene tener en cuenta a la hora de construir un nodelo
di nAm co, asi cono una clasificaci é6n, no exhaustiva de dichos
nodel os en funci én de | os paranetros que delimtaran el tipo
de sistemas dinamicos que se van a utilizar (nodelos
di ndm cos lineal es determ nistas en tienpo continuo). Al gunos
conceptos relacionados con la estabilidad de |os sistenas
di nAm cos en tienpo continuo se desarrollan después, tanto
para nodel os con coeficientes constantes cono para nodel os de
coeficientes variables, bien sean lineales o no. Se hablaréa
de |la estabilidad de un punto de equilibrio de un determ nado
si stema di nam co, estableciéndose una serie de condiciones

para asegurar dicha estabilidad.

En el capitulo 2 se explica en qué consiste un probl ena
de control, cuales son sus elenentos. En la resolucién de
este problema se van a seguir unos pasos anal ogos a |os que

se siguen en el caso estatico de la Programaci 6n d &sica.
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Prinero se construye un funcional objetivo; se aplican a
continuaci 6n las condiciones necesarias para obtener |os
puntos criticos, posibles extrenobs del funcional; vy, por
altino, se determina el caracter de estos puntos criticos al
aplicar las condiciones suficientes. A inicio de este
segundo capitulo se hace una breve introducci6n al problena
gener al del Calculo de \Variaciones, obteniendo |as
condi ci ones necesarias de extreno para ese caso. La sol ucién
para el problema general de C.O se obtiene a partir del
Principio del Mxinmo (mnino) de Pontryagin (condiciones
necesarias de maxim o nininmd), nostrando cénmo puede
derivarse éste del Calculo de Variaciones. Una condicion
suficiente de maxino (minino) para el problema general de
control se recoge en el epigrafe 2.2.3 , analizando |as
vari aci ones de segundo orden del funcional objetivo, aunque
atendiendo a la concavidad (convexidad) del Hamltoniano
(anédlogo de la funcidn |agrangiana en el caso estatico) |as
condi ci ones necesari as pueden act uar t anbi én cono

sufi ci ent es.

La relacion entre estabilidad y control Optino se
desarrolla en el epigrafe 2.3, dando lugar a un nuevo
concepto de estabilidad. La controlabilidad y observabilidad
de un sisterma dinam co, propiedades fundanentales a la hora
de la existencia de la soluci6n del problema de control

Optino, se tratan en el epigrafe 2.4 para el caso de nodel os



di ndm cos lineales determnistas y en tienpo continuo.

El capitulo 3 desarrolla el problema concreto de contro
con estabilizaci 6n de |os nodel os ya citados. Se analizan dos
tipos de este problema: Mdelos de Regulador Lineal, vy
Model os de Seguimento Lineal. Los prinmeros son un caso
particular de |os segundos, por o que el planteamento del
probl ema del epigrafe 3.2 se realiza para el caso nmas genera
de los problemas de Seguimento Lineal. Este consiste, en
pocas palabras, en mnimzar las desviaciones de Ias
variables a controlar de un sistema dinamco en torno a unos
ni vel es deseados, tratando de enplear al minino |as variables
de control. En el epigrafe 3.2 se justifica y se razona el
porqué de la eleccidn del funcional objetivo para este tipo
de problema de control. Este funcional es una suma de fornas
cuadr éticas de signo no negativo. Una nueva propiedad de |os
sistemas di ndm cos surge tras el planteamento del problenma

de control con estabilizacion: |a "estabilizabilidad". Esta

consiste en la existencia de una ley de control que sea
estabilizadora del sistema, |0 cual supone que el sistema
dinAmco que incluya esa ley de control es un sistena
estable, tal y cono se habrda definido |la estabilidad en el
epigrafe 2.3. Después se desarrolla el planteamento vy
soluciéon de los problemas de Regulador Lineal, y los de

Seguimento Lineal, tanto trabajando con variables de estado



conob cuando se desconocen | os datos de éstas y es obligado el
enpl eo de nodelos que incorporen otras variables de I|as
cuales  si se tiene informacidén (variables output),
consi derando entonces |a propiedad de observabilidad de |os
sistemas dinam cos. La solucion obtenida, ley de contro

i neal feedback, va a pasar por la resolucién de un sistena
de ecuaciones diferenciales no lineal, |lanmado "ecuaci 6n de
Riccati" que dara lugar a una nmatriz simétrica y definida
positiva, sienpre que el funcional sea la suma de formas
cuadraticas de signo no negativo y que el sistema dinamco a

controlar sea |lineal

En el capitulo 4 se van a presentar unos tipos de
probl emas econdém cos que pueden fornalizarse cono probl emas
de control con estabilizacion. Las aplicaciones enpiricas se
han agrupado en dos grupos. El prinmero hace referencia a la
aplicacion del Mdelo de Seguimiento Lineal a nodelos
econom cos del tipo multiplicador-acel erador, considerando un
hori zonte tenporal infinito y bajo el conocimento de |os
niveles a seguir para las variables de control consistentes
con los correspondientes a l|las variables de estado. Esto
ultino permte trabajar con desviaciones de las variables vy,
por tanto, aconeter |a solucion del problema de Seguimento
lineal cono si fuera uno de Regulador lineal. En el prinmer

grupo de aplicaciones se realizard un sencillo analisis de
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sensibilidad de los paranetros de un nodelo del tipo
mul ti plicador-acel erador derivado a partir del desarrollado
por HI CKS (1939) y SAMUELSON (1950). Después, partiendo de
un determ nado nodel o macroecondm co (PH LLIPS (1954, 1957))
se consideran distintas politicas de gasto publico para
conseguir un nivel de Renta nacional de pleno enpleo, y se
conparan | os resultados que proporcionan estas reglas fijas
de control con los asociados a la ley feedback |ineal de
control oOptino, incidiendo en la convergencia hacia |os
val ores deseados y la velocidad de ésta. El segundo grupo de
aplicaciones ejenplifica un tipo de problema de control, el
| lamado "problema de producciéon e inventario", con un
hori zonte tenporal finito, y su aplicabilidad a un problem
econdnico concreto conb es el de |os excedentes conunitarios
de leche. Se plantea cono si fuera un problema de control

partiendo de una nodelizacién nmuy intuitiva y no contrastada.
Se persigue, fundamental nente, nostrar co6no es posible
obtener una solucidn aplicando las técnicas del contro

Opt i no.

Visto el problena lineal cuadratico deternminista en
ti enmpo continuo, y con controles no acotados en | os capitul os
tercero y cuarto, el capitulo 5 aborda las |imtaciones que
supone trabajar con este tipo de nodel os, considerando uno
por uno | os supuestos en |os que se habia sustentado todo el

desarrollo analitico de los dos capitulos inmediatanente
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anteriores. Asi, los seis prinmeros epigrafes de este quinto
capitulo rmuestran coéono se ven afectados el pl anteam ento y
la solucion del problema de control con estabilizacién, en
|l os casos en que se trabaja con nodelos en tienpo discreto
(epigrafe 5.2), con nodelos no determnistas (epigrafe 5.3),
con nodelos no lineales (epigrafe 5.4), con variables
sonetidas a algun tipo de restriccion (epigrafe 5.6), o con
agentes economi cos que anticipan |as acciones de control vy
varian su conportamento en funcion de unas expectativas
(epigrafe 5.5). Con la ruptura de |os supuestos inicales
sobre los que se sustentarda el desarrollo del problema de
control con estabilizacion de nodel os econdmicos en tienpo
continuo, se van a hacer patentes las limtaciones de este
pl anteam ento, conb ya se podia sospechar. Qro tipo de
cuestiones y limtaciones nmas concretas del planteamento se
recogen en el ultino epigrafe de este capitulo quinto. Entre
otras, se seflala |la existencia de varios agentes decisores,
en vez de uno sélo; algunos netodos de obtencion de la
funci 6n cuadratica objetivo; la cuestion de |la obtencio6n de

datos, y su incidencia sobre |a sol ucion.

El capitulo sexto reune, de forma escueta, | as
concl usi ones, analizando el grado de cunplimento de 1|os
obj etivos perseguidos, asi cono algunas consideraciones
concretas derivadas del analisis del problema |ineal

cuadratico y de sus |imtaciones.
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1.1.- Introduccidn.

HICKS,J.R. (1967), analizando el concepto de Teoria del
Crecimiento, determina que ésta es parte de la Dinémica
Econémica, o mejor dicho, es uno de los métodos de aquella,
por lo que se ve obligado a dar un significado general, al
menos, de la Dindmica Econdémica. Para este autor, " ... la
definicién de Dinédmica Econdémica debe derivarse de 1la
definicién de Estatica Econémica, ..." !'. La distincién entre
estdtica y dindmica debe buscar su origen en la Mecénica, en
la cual la estatica estudiaba un mévil en reposo, mientras la
dindmica se referia a su movimiento. Ahora bien, un sistema
econdmico nunca estd en reposo en el sentido que emplea la
Mecdnica. Asi, HICKS no puede mas que conformarse con definir
una situacidén estitica, siendo aquella en la que determinadas
variables clave se mantienen constantes (p.e., las cantidades
producidas y consumidas, asi como los precios de intercambio
de las mismas). Por oposicidén a este concepto, una situacidn
dinédmica es aquella en la que las variables cambian, vy la
teoria dindmica serd el analisis de los procesos dgue las
hacen variar.

Si bien esta definicién de HICKS no es muy rigurosa,
puede servir para dar una idea general de lo gque se entiende
por Dindmica Econdmica, que es lo que él perseguia para

resolver el problema de la existencia de distintas

! HICKS, John R., (1967). "Capital y crecimiento". Pag. 20.
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definiciones dadas por otros autores. También se Jjustifica
este significado, quizéds demasiado general, porque la
distincidén entre estdtica-dindmica aparece de forma diferente

segln el tipo de teoria econdmica gque la emplee.

A nadie se le puede escapar la importancia que tiene el
andlisis estédtico en Economia, pero este analisis esté
centrado, casi exclusivamente, en hallar los puntos de
equilibrio de un modelo econdémico, dejando a un lado el
proceso real de ajuste de las variables que acontece antes de
alcanzar el estado de equilibrio. Se trata de establecer las
condiciones gue un sistema econdémico debe cumplir para que se
encuentre en equilibrio, sin estudiar ni el cémo ni el cuéndo
se alcanza ese estado.

Puede suceder que las condiciones dadas por el andlisis
estdtico para el equilibrio de un sistema pierdan validez en
el periodo de ajuste debido a causas exbdgenas, o0 sea, en el
tiempo que transcurre desde una situacién de desequilibrio
hasta la tedrica situacidén de equilibrio, siempre gue ésta
sea alcanzable. De estos hechos se encarga la estéatica
comparativa, comparando el estado de equilibrio inicial con
el estado de equilibrio final. Tanto en este uUltimo anadlisis,
como en el estdtico, se supone que el equilibrio es estable,
al ser alcanzable. La Estatica Comparativa tampoco analiza el
proceso de ajuste que se da entre dos estados distintos de

equilibrio.
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El andlisis dinédmico si analiza el proceso de ajuste al
equilibrio, vy 1la estabilidad o no de éste, es decir, si
existen o no fuerzas que conduzcan al sistema a un punto de
equilibrio. En el andlisis dindmico, las variables estéan
afectadas temporalmente, lo que introduce el tiempo
explicitamente en el disefio del modelo. Asi pues, la
trayectoria temporal de las variables serd también una

cuestidén a estudio.

Centrando la atencidén en el andlisis dindmico, habra que
considerar la importancia del tiempo en el ©proceso de
modelizacidén de los sistemas econdmicos, tanto a nivel macro
como microecondmico.

Los gerentes vy directores de empresas, asi como 1los
administradores publicos responsables de la politica
econémica de una nacidén, toman sus decisiones dentro de una
perspectiva temporal, pero hasta hace unas pocas décadas, la
intuicidén y el sentido comin habian sido las "técnicas" que
la clase directiva estaba empleando para adoptar decisiones
que tenian claras implicaciones de caracter dindmico. La
intuicidén y el sentido comin no siempre han sido suficientes,
sobre todo conforme se acometian procesos de decisidn més
complejos. Para estos casos, se requiere un andlisis dinémico
formal, plasmado en una representacidén mediante un modelo que
permita trabajar con él empleando las "herramientas" que

proporciona el andlisis dinédmico.
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Asi pues, es necesario explicar, aungque brevemente, el
proceso de modelizaciédn dindmica de fendmenos y situaciones
en Economia. Segun TAPIERO (1978)2, el analista o responsable
de disefiar el modelo debe centrar su atencién en las

siguientes cuestiones

1.- La estructura temporal de las preferencias. En este
punto se trata de establecer los mecanismos que proporcionen
un ordenamiento de los resultados que se dan en los distintos
momentos del tiempo para poder comparar \ elegir,
determindndose asi las pautas de accién a seguir en el
futuro. El establecimiento de esta escala de resultados dados
en distintos momentos del tiempo entrafia una gran dificultad,
cuya causa radica en dos factores esenciales

- la incomparabilidad de los resultados futuros con los
resultados presentes, vya que los "gustos" evolucionan a 1lo
largo del tiempo , abarcando el término "gustos" una gran
gama de variables. La eleccidén intertemporal se resuelve en
los modelos econdémicos, normalmente, mediante la introduccidn
de un procedimiento de descuento (tasas de interés).

- la incapacidad de predecir cambios estructurales vy
funcionales, lo que genera la necesidad de planificar para no
desestabilizar el sistema.

Las elecciones de las funciones de preferencia temporal

van a ser de vital importancia en la modelizacidén vy

2 TAPIERO (1978) pp. 12-16.
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posteriores aplicaciones que empleen a esta ultima.

2.- La estructura temporal de los procesos de
produccidn, entendiendo ésta como la transformacién
tecnoldégica de un conjunto de inputs en un conjunto de
outputs en un instante del tiempo dado. Existe una gran
incertidumbre, no s6élo en cémo modelizar los procesos de
transformacidén, sino también en cdémo éstos evolucionan a lo
largo del tiempo. Una vez establecida la estructura del
proceso de transformacién, basandose en un profundo
conocimiento del problema a modelizar, se deben usar las
técnicas estadisticas para estudiar la correspondencia del

modelo con la realidad.

3.- La evolucién de los procesos temporales . Esta se
puede apreciar en la senda temporal de ciertas variables.
Existen dificultades para obtener estas sendas temporales,
tanto numéricas como descriptivas. Las dificultades numéricas
aparecen cuando nos encontramos ante complejos sistemas de
ecuaciones. En cuanto a las otras, el problema estid en la
eleccidén de la unidad de medida del tiempo, o del intervalo
en cuestidén ( afio, semestre, cuatrimestre, trimestre, mes,
semana, dia, ...). Esta se ve condicionada por la exactitud
de los registros temporales, por los errores en dgue se
incurre con la adopcidén de un procedimiento especifico de

contabilizacidén del tiempo, y por los costes gque pudieran
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darse en la selecciétn de las observaciones o datos
temporales. A lo largo de un intervalo de tiempo escogido,
segin sea el problema a estudiar, acontece una serie
significativa de cambios, por lo que se produciran pérdidas
importantes de informacién al emplear la medida de tiempo

seleccionada.

4.- Interrelacidén informacién-toma de decisiones : Como
las decisiones se wvan tomando a lo largo del tiempo, y la
informacién disponible también estd inmersa en un proceso de
constante evoluciédn, las relaciones entre decisiones e
informacién wvan a ser muy estrechas. Las decisiones wvan a
incidir sobre la informacidn, y por otra parte, las
decisiones se toman en base a la informacidén pasada, presente
y a las predicciones futuras de comportamiento de las

variables relevantes.

Una vez introducida la importancia del andlisis dindmico
en Economia, asi como algunas cuestiones a tener en cuenta a
la hora de crear un modelo que represente un determinado
fenémeno econdémico, se wvan a exponer distintos tipos de
modelos dindmicos, mostrando sus caracteristicas, que

serviran para establecer una clasificacién de los mismos.



19

1.2.- Clasificacidén de sistemas dinémicos.

A la hora de clasificar los sistemas dinadmicos podemos

atender a diversas caracteristicas :

a) Por la consideracién del tiempo como magnitud

continua o discreta se puede distinguir :

- Modelos en tiempo continuo : En éstos, las variables

evolucionan de forma continuada a lo largo del tiempo. Un
ejemplo seria la tasa continua de actualizacidn de
rendimientos. La representacién matemdtica de dichos modelos

viene dada por sistemas de ecuaciones diferenciales.

- Modelos en tiempo discreto : Estos pueden reflejar dos

situaciones distintas:

- Sistemas que operan realmente en tiempo discreto.

- Sistemas que operan en tiempo continuo pero que sblo
pueden ser observados, o bien sbélo interesan, en un instante

determinado del tiempo.

A titulo de ejemplo, por la disponibilidad de los datos,
un modelo que representase el comportamiento de magnitudes
monetarias (oferta monetaria, tipos de interés, ...) vendria
dado en magnitudes discretas, como datos trimestrales,

mensuales, quincenales o semanales, segun de gué pails se
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trate. También, el comportamiento de ciertos agentes
econdmicos viene condicionado por acciones puntuales en el
tiempo : las reivindicaciones salariales no podrian variar de
forma continuada en el tiempo, sino que lo harian a medida
que se fuera conociendo, mes a mes, la evolucidén del indice
de precios al consumo (IPC), aunque en realidad, las
variaciones en el IPC no se dan de manera arbitraria en un
instante discreto del tiempo, sino que los precios suben o
bajan en un intervalo de tiempo menor que un mes. Las
variables se mantienen constantes a lo largo de un intervalo
de medida de tiempo, T, (dia, semana, mes, trimestre, ...).
El cambio en las variables sélo sucede al principio de cada
periodo T, este periodo no tiene por qué ser constante. Los
cambios en las variables pueden darse en un conjunto discreto
de instantes del tiempo, es decir, no tienen por qué darse
en intervalos de tiempo de la misma longitud.

Dada la representacidén mediante una ecuacidén diferencial
de un modelo dindmico en tiempo continuo y con coeficientes
constantes (ver apartado d), como el que viene dado por
(1.1), podemos llegar a expresarlo en tiempo discreto, es
decir, describiendo los wvalores de las variables ©para

instantes discretos de tiempo,

y(t) = a y(t) + B x(t) (1.1)

siendo a y B escalares.
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También puede llegarse a una representacidén discreta de
un sistema de ecuaciones diferenciales, y no sélo de una
ecuacién, con coeficientes variables, siempre y cuando 1los
sistemas de ecuaciones sean lineales en las variables
dependientes, yv(t), y las variables instrumentales o)

variables input °

se mantengan todas constantes a lo largo
del mismo intervalo de tiempo o unidad béasica de tiempo

escogida.

Integrando (1.1) a lo largo de un intervalo dado de

tiempo, T, se tiene que

vier = e v + (/) (e - 1) B xg (1.2)°

® Para los conceptos de variables input, (variables

instrumentales), variables dependientes, y variables de estado,
ver apartado e).

* La obtencién de (1.2) se consigue realizando las

siguientes operaciones
Dado el sistema

y(t) = a y(t) + 5 x(t) (1)
dy/dt = o yv + B x (2)

suprimiendo t, para abreviar la notacién, se tiene

dy = [y + B x ] dt (3)
dy - [y + B x ] dt =0 (4)
Multiplicando los dos miembros de (4) por e * , para

aplicar luego el método de resolucidén de ecuaciones

diferenciales "exactas", siendo e™*" el factor integrante que
permite que (5) sea exacta, se tiene que

e dy - [ay + Bx] e* dt =0 (5)
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b) Por la linealidad de las ecuaciones del sistema

Un sistema de ecuaciones (diferenciales o en
diferencias) se dice que es lineal si todas sus ecuaciones 1lo
s n, es decir, si no incorporan potencias de orden superior
al primero de las variables dependientes ni de sus derivadas,
sea cual sea el orden de las mismas, ni existe ningun

producto cruzado entre variables dependientes, ni entre éstas

Poniendo en préactica el método de resolucidn

(

F(y,t) = | (8F/0y) dy + @ (t) (6)
siendo OF/0t = e vy OF/0t = - [ay + Bx] e
(
F(y,t) = y(t) e + |- 8 ™ x(t) dt (7)
J
Siendo F(y,t) una funcidén cuya diferencial, dF(y,t)= 0
para todo (y,t), implica que F(y,t) es una funcidn constante,

y como consecuencia de este hecho,

Fly[ (k+1)T], (k+1)T] - F[y(kT),kT] = 0 (8)
Por tanto,
r(k+1)T
e DT G (k+1)T]- e T y[(kT]+ | - B ™ x(t)dt = 0
Jr
(9)
Despejando yv[(k+1)T], y considerando gque x(t) se

mantiene constante a lo largo del intervalo [kT, (k+1)T]

r(kJrl)T

vI[(k+1)T] = e* y[kT] + Bx(kT) | gL+ T-t] g (10)
J

VI (k+1)T] = e y[kT] + (B/a) x(kT) [ef - 1] (11)

Llamando yx a y(kT), v xx a x(kT), tenemos que para
todo k =0, 1, 2,

vk = et Vv + (B/a) [ef - 1] xix
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y sus derivadas, ni tampoco entre derivadas de las variables
dependientes.

Es posible resolver algunas ecuaciones diferenciales no
lineales de primer orden, y  primer grado, mediante
procedimientos sencillos como lo son los métodos de
resolucién de ecuaciones diferenciales exactas, variables
separables, o Dbien, tratarse de ecuaciones reducibles a 1la

forma lineal.

Cuando se trate de un sistema de ecuaciones
diferenciales no lineal, se analizard, en cuanto a la
estabilidad local 'y a otros problemas, mediante una
aproximacién lineal, empleando el desarrollo de Taylor del

sistema alrededor de un punto de equilibrio .

c) Por la aleatoriedad de las variables:

- Modelos deterministas: Son aquellos sistemas de

ecuaciones en los que existe plena certeza acerca de 1los
pardmetros del modelo, y no existe ninguna variable
aleatoria. Las relaciones entre las variables, plasmadas en

las ecuaciones, son conocidas perfectamente por el analista.

- Modelos estocédsticos: Son agquellos modelos en los que

alguna variable es aleatoria. Los modelos estocasticos son
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una mejor aproximacidén de la realidad econdmica que se quiere
describir, incorporando la incertidumbre que estd presente en

todo fendmeno social.

d) Los parédmetros de un modelo pueden considerarse
constantes a lo largo del tiempo, por 1lo gue estaremos
trabajando con modelos de coeficientes constantes,
invariables en el tiempo, o bien, buscando una aproximacidn
mas cercana a la realidad, podrian evolucionar conforme a una
senda temporal continua o discreta, segun se considere por el
analista disefiador del modelo, obteniéndose en este caso un

modelo variable en el tiempo.

e) Si la atencién se centra sobre los 1llamados
instrumentos que son los inputs del sistema (variables
exbgenas), y sobre las variables dependientes, que son 1los
outputs presentes o pasados del sistema, estaremos ante un

modelo llamado input-output. Como ejemplo de este tipo de

modelos estardn aquellos que vienen expresados en su forma
reducida, y no en la forma estructural. Otro caso es el de
los modelos autorregresivos de medias méviles. En los modelos
input-output, las variables instrumentales y las dependientes

estdn relacionadas directamente.

Por otra parte, si se introducen variables intermedias,
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llamadas variables de estado, las cuales pueden no tener en
si mismas ningun interés, pero ayudan a configurar el modelo,
estaremos ante un modelo "state-space". En éstos, las
variables de estado se relacionan mediante unas ecuaciones
con las variables inputs o instrumentos, y un segundo sistema
de ecuaciones relaciona a las variables de estado y a los
inputs con los outputs. Los vectores de variables de estado
se definen de manera dgque no aparezcan derivadas de las
variables de control en las ecuaciones finales de la forma
state-space.

Ambas representaciones son equivalentes, por lo que la
eleccién de wuna representaciédn u otra, dependerid de la

conveniencia en cada caso.

Todas estas caracteristicas se combinan entre si, dando
lugar a una variedad de sistemas dindmicos. A lo largo de
esta Tesis de Licenciatura se van a manejar, principalmente,

sistemas dindmicos lineales deterministas en tiempo continuo

en su representacidn state-space con coeficientes variables,

en algunos casos, y constantes en otros.

Una vez vista la importancia del tiempo en el analisis

econémico, hechas 1las consideraciones en el proceso de
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modelizacidén de sistemas econdémicos dindmicos, y dada una
clasificacién de los mismos en base a ciertas
caracteristicas, hay que hacer mencidén a otros aspectos,
propiedades vy problemas relacionados con los sistemas de
ecuaciones, que tienen interés para el andlisis econdmico
dinédmico. Entre estos aspectos, hay que destacar el estudio
de la estabilidad del sistema, refiriéndose ésta a la
existencia de fuerzas que conduzcan al modelo desde wuna
situacidén de desequilibrio a una situacidén de equilibrio. E1
concepto de estabilidad no hay que confundirlo con el
concepto de estabilizacidén, objeto principal de este trabajo.
En el siguiente apartado se estudia la estabilidad de
sistemas dindmicos, en casos (generales, para apoyar el

desarrollo analitico de este trabajo.

Tras la construccidn de un modelo econdémico,
representacién matemdtica de un fenbmeno econdémico, cabe
plantearse la contrastacién empirica del mismo, apoyandose en
las técnicas que proporciona la Econometria, determinando en
su caso, la bondad del modelo tedrico, viendo si el modelo
econométrico asociado supera satisfactoriamente los distintos
contrastes que se establezcan para probar la validez del

mismo en cuanto aproximacién fiel de la realidad.

Pueden disefarse, tras la aceptacidén de un modelo como

valido, técnicas para buscar las pautas o6ptimas de actuacidn
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a seguir, obteniendo como solucidén unas sendas temporales de
comportamiento de las variables input del modelo ( y las
correspondientes a las variables dependientes), que
proporcionen un maximo o un minimo a una determinada funcién.
Tras estos problemas de blUsqueda de oOptimos, otra cuestidn
que pudiera plantearse, segun qué tipo de modelos se estén
empleando, es el andlisis de sensibilidad de los parémetros,
tratando de ver cémo afectan las modificaciones en éstos
sobre las soluciones de la evolucidén temporal de las

variables.

Una vez hechas todas estas consideraciones sobre el
andlisis dinadmico de modelos econdémicos, y tras realizar el
estudio de la estabilidad en sistemas dindmicos, en el
capitulo siguiente se desarrollarid mas profundamente una de

las técnicas de optimizacién dinédmica.
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1.3.- Estabilidad de sistemas dindmicos en tiempo

continuo.

No existe un concepto Unico de estabilidad. La idea
intuitiva de estabilidad en un contexto dindmico seria
aquella que dice que ©para pequeflas perturbaciones del
equilibrio en un instante ty, las consecuentes variaciones de

la variable de estado no pueden ser muy grandes.

La idea es bastante intuitiva por lo que conviene dar
unas definiciones que establezcan lo que se puede entender

por estabilidad. Asi, dado un sistema dindmico

% = f(x,t)

se dice que un punto de equilibrio del mismo, x = 0, es °

a) ESTABLE si para todo u > 0 , existe un 0 > 0 tal

que todas las soluciones del sistema g = f(x,t) que cumplan
||x(te) || < & , satisfacen ||x(t)|| < p, siendo t = to
Esta definicidén se 1llama " estabilidad en el sentido de
Liapunov ".

b) ASINTOTICAMENTE ESTABLE, =si es estable y ademés se

cumple que 1lim x(t) = 0
t ->

> BARNETT (1975), pag. 143.
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c) INESTABLE, si no es estable. Esto es, si existe un
u > 0 tal que para todo o0 > 0 existe un x (tp) tal que
| |x(ta) || <&, y ||x(t) || = p para algtn t > to. Si se
cumple esta condicidén para todo x(ty) siendo su norma euclidea
menor que d , entonces se dice que el equilibrio es

COMPLETAMENTE INESTABLE.

Como puede deducirse de estos conceptos, la estabilidad
no estd referida a todo el sistema dindmico sino a un punto
de equilibrio del mismo. Es decir, se hablard de puntos de
equilibrio estables, inestables, o asintdéticamente estables,

y no de un sistema estable o inestable.

A continuacién se plantea el estudio de la estabilidad
en sistemas dinadmicos en tiempo continuo empleando el &lgebra
matricial para determinar las condiciones de estabilidad de

un estado de equilibrio.

Primero se estableceradan las condiciones de estabilidad
para modelos lineales en tiempo continuo con coeficientes
constantes, para pasar a continuacidén a examinar los modelos
de coeficientes variables. Por uUltimo, se dard una visidén de
los aspectos relacionados con la estabilidad de los modelos

no lineales.
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1.3.1.- Estabilidad en sistemas lineales con

coeficientes constantes.

Sea

un sistema lineal en tiempo continuo que represente un
sistema cerrado o abierto ('closed or open loop'), donde A
es una matriz constante y cuadrada de orden n.

El tUnico punto de equilibrio de este sistema es el
origen, por lo que va a ser mas facil, a nivel de exposicién,
el andlisis de la estabilidad del mismo.

Asi pues, se va a poder deducir una condicidén necesaria
y suficiente de equilibrio asintoéticamente estable, y es la

siguiente®

TEOREMA I.- Una condicidén necesaria y suficiente para

que toda solucidén de

X = A X
tienda a cero cuando t ---> o es que las partes reales de
todas las raices caracteristicas de la matriz A (Re(I'y),
siendo I los autovalores de A) sean negativas.

Consecuentemente, si para todo i, Re(I'i) < 0, el equilibrio

serd asintdéticamente estable.

® La demostracién puede encontrarse en BARNETT (1975),

pags. 150-151.
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1.3.2.- Estabilidad en modelos lineales con

coeficientes variables.

En este tipo de modelos, la situacidén se representa de

forma mas complicada

Podria pensarse que 1o dicho para modelos de
coeficientes constantes es aplicable a este otro tipo de
modelos, es decir, se podria interpretar que si todas las
raices caracteristicas de A(t) tuvieran ©partes reales
negativas, para todo t = tg , entonces x = 0 seria un
equilibrio asintéticamente estable del modelo anterior. Esto

no es cierto.

Asi pues, si A(t) es una matriz " casi constante ",
cumpliendo
lim A(t) = Ay
t—-—-> o

donde A, es una matriz constante, entonces puede llegarse a

establecer el siguiente Teorema’

TEOREMA II.- Si el origen es un punto de equilibrio
auténomo estable del sistema

X(t) = Aoo X(t)r

' BARNETT (1975) ,p4gs. 161-162.
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entonces también lo serd de

x(t) = [Ax + B(L) ] x(t) ,
siendo

lim [[B(o)|| = o0

t ——>

1.3.3.- Estabilidad en modelos no lineales. E1

"método directo" de Liapunov.

Considerando un sistema auténomo de ecuaciones no

lineales

x = f(x), £(0) =0 (1.3.3.1)
sujeto a x(tg) = X9, se va a desarrollar el llamado " segundo
método " o " método directo " del matemdtico ruso

LIAPUNOV, para estudiar la estabilidad del equilibrio de ese
sistema en el origen, x = 0, sin necesidad de obtener 1la

solucidén del mismo.

" Segundo método de Liapunov "°:

Se define la funcidén de Liapunov, V(x), de la siguiente

® En BARNETT (1975), pags. 74 y ss.
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manera

a.-— V(x), y todas sus derivadas parciales, 0V/0x;, son
continuas.

b.- V(x) es definida positiva, asi, V(0) =0, y V(x) > 0
para todo x # 0, en algin entorno, ||x|| < k , del origen.

c.- La diferencial de V es semidefinida negativa, es
decir, &(O) = 0, y para todo x # 0 / ||x]|]| < k, &(x) <0,

siendo V

oV . oV . oV .
VvV = X1 + Xy t...+ Xn =
0 X1 0 X2 0 Xn
(1.3.3.2)
oV oV oV
= f]_ + f2 +...+ fn
0 x1 0 X 0 Xn

(fi son las componentes de la funcidén £ de (1.3.3.1)).

v podrda obtenerse directamente del sistema de
ecuaciones (1.3.3.2), de esta forma, se establecen féacilmente

los siguientes teoremas de Liapunov.

TEOREMA III.- El origen del sistema (1.3.3.1) es
estable, si existe una funcidén de Liapunov como la descrita

antes.

TEOREMA IV.- El origen de (1.3.3.1) es

asintdéticamente estable si existe una funcidén de Liapunov
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cuya derivada total o diferencial sea definida negativa. °

La Teoria de Liapunov se emplea tanto para modelos
lineales como no lineales. Asi, para modelos lineales de

coeficientes constantes, tales como

el método a seguir se desarrolla en las lineas siguientes.

La Teoria de Liapunov puede wusarse para trabajar

directamente con el sistema, extrayendo una funcidén de

Liapunov que sea una forma cuadréatica

donde P es una matriz simétrica y real.

Si se sustituye en V, el sistema X = A X , se tiene
V=xth+xth=xtAth+xtPAx=—xth
donde A*"P +PA= -0

° Demostracién en BARNETT (1975), pag. 175-176.
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Es evidente que 1la matriz Q es simétrica. Si tanto P
como Q son matrices definidas positivas (autovalores
positivos , V serd una matriz definida positiva, vy Q
definida negativa), entonces el sistema é = A X , seré
asintbéticamente estable en el punto x=0. Si Q es definida
positiva, y la matriz P es definida negativa o indefinida,
V tomard valores negativos en un entorno del origen, por lo

que el sistema serd inestable.

TEOREMA V.- Una matriz A real es estable si y sdélo si
para cualquier matriz simétrica definida positiva, Q , la
solucidén, P , de la ecuacidn AP+ PA= -0Q, es también

definida positiva.

Mediante procesos de linealizacién, se puede aplicar la
Teoria de Liapunov para estudiar la estabilidad de modelos no
lineales . Asi, suponiendo gue f(x) se pueda desarrollar

por Taylor en el punto x=0, se obtendria

% = f(x) = A' x + g(x)

donde A' es una matriz constante cuadrada de orden n,
siendo sus elementos (0 £i / 0 x3)x=0 , 9g(0) = 0, y g(x) es

una funcidén que admite derivadas parciales de segundo orden,

por lo menos.
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Por tanto,

x = A' x

es una primera aproximacién lineal del modelo no lineal.

Si este sistema linealizado, x = A' x , es asintd-
ticamente estable, entonces f(x) = x = A'x + g(x) , lo seré
también; y si es inestable, también lo serd el modelo no

lineal.'?

Para la obtencién de las funciones de Liapunov gque no
sean una forma cuadratica !, se emplean distintos métodos,
como lo son el método del gradiente de la funcidén V

(BARNETT (1975) ,pags. 192-194), o el método de ZUBOV

(BARNETT (1975) ,pag.194-196) .

La relaciétn entre la estabilidad de un determinado
sistema dindmico, y la controlabilidad del mismo, se muestra
en el Capitulo siguiente (epigrafe 2.3). Esta relacidén es de
especial importancia para conocer cuando es posible controlar

con éxito un sistema dinédmico.

19 prueba en BARNETT(1975), pagina 187.
' 1La obtencién de la forma cuadratica que represente a la
funcidén de Liapunov requerida, puede conllevar un excesivo
tiempo de calculo. Es en estos casos donde conviene emplear
métodos més rapidos de obtencién de una funcidn \Y% que
cumpla las propiedades exigidas.
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2.- LA TEORIA DEL CONTROL OPTIMO : NOCIONES

BASICAS.
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2.1.- Planteamiento del problema general del control de

un sistema dinamico.

Muchos son los problemas ante los cuales los directores
de una empresa, o bien, los responsables de 1la politica
econémica de una nacidn, se plantean unas normas de accidn
tendentes al control de determinadas variables consideradas
de gran importancia. Los directivos de una empresa podrian
estar preocupados por la necesidad de crecimiento o expansidn
de la entidad que dirigen y ante esta necesidad perseguir
que las ventas, por ejemplo, siguieran unas trayectorias
temporales deseadas, mientras que el gasto en publicidad se
mantuviera en una senda temporal dada, recogiendo esta Ultima
un crecimiento proporcionalmente menor que el deseado para
las ventas. Un consumidor trataria de maximizar su utilidad a
lo largo de toda su vida, por lo que determinaria en base a
esto, el consumo y el ahorro en cada instante del tiempo,
controlaria dindmicamente qué parte de su presupuesto iria
destinada a consumo y qué parte a ahorro. A nivel de politica
macroecondmica, por ejemplo, un gobierno se plantearia el
control de la tasa de inflacién y (o) de la tasa de
desempleo, a fin de conducirlas lo méds préximo a unas tasas
consideradas como o6ptimas (minimas, dada la coyuntura de la
economia internacional), las cuales también podrian cambiar

con el paso del tiempo, todo ello sin que se disparara el
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déficit publico vy (o) el déficit comercial de la balanza de
pagos. En definitiva, el control de <ciertas variables
econdémicas es un objetivo permanentemente planteado por los

agentes econdémicos.

Se trata de controlar unas variables que se relacionan
entre si. Estas relaciones podemos creer conocerlas mediante
la intuicién y el sentido comln, pero como ya se ha dicho en
el capitulo anterior, cuando se trata de controlar problemas
mas complejos no basta con esto, seria necesario modelizar
dicha situacidén. Lo que se hace en Economia es representarla
formalmente mediante un modelo de ecuaciones dindmicas cuando
el problema lo requiere, proporcionado en la mayoria de 1los
casos por la Teoria Econdmica; ahora Dbien, antes de
aceptarlos como validos deberian estar contrastados
empiricamente, pues no sbélo es necesario conocer las
relaciones entre las variables y su signo, sino que ha de
existir cierto conocimiento acerca de cudles serian los
verdaderos pardmetros del modelo para controlarlo, lo cual
es bastante costoso en Ciencias Sociales, debiéndonos
conformar con las mejores estimaciones posibles de los mismos

que pueda proporcionar la Econometria.

Dentro de los métodos de optimizacidn dindmica podemos

distinguir dos Dbloques: 1los de aproximacién wvariacional
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(Cdlculo de Variaciones, Teoria del Control Optimo); vy, los
de programacidn dindmica. La atencioén se centraréa
exclusivamente en los primeros, y mas concretamente en la

Teoria del Control Optimo.’

Segun ATHANS & FALB [1966,pag.3 vy ss.], los elementos

esenciales de un problema de control éptimo son

1. Un modelo o sistema matematico a "controlar".

2. Un output o resultado deseado para el modelo.

3. Un conjunto de inputs o "controles" admisibles.

4. Un funcional de coste o de beneficio, gue mida la

efectividad de una determinada accidén de control.

El modelo o sistema matemdtico consiste en un conjunto
de relaciones que describen el output o resultado que se
alcanza segun los inputs empleados. Ya se han comentado en el
capitulo previo a éste las cuestiones a tener en cuenta en la
construccidén de un modelo dindmico que represente el
comportamiento de unos fendbmenos econdmicos. Podrian
establecerse ciertas restricciones que se incorporarian a ese
conjunto de relaciones. Normalmente se establecen
restricciones sobre los inputs del sistema, dando lugar a un

conjunto de controles admisibles. El1 objetivo o el output

! pPara conocer de forma Dbreve las diferencias y

similitudes entre los métodos de programacidédn dindmica y los
de aproximacidén variacional, véase TAPIERO (1978),pags.25-29.
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deseado puede, en la mayoria de los casos, alcanzarse
mediante varios inputs o controles admisibles, por 1lo gue
seria necesario medir el beneficio o el coste que supone la
eleccién de un control u otro. Atendiendo a su mayor
"beneficio" o menor "coste" se elegiria el control admisible
que lo conllevase. En la construccidén del funcional objetivo
entran en juego no sélo la experiencia y la intuicidn, sino
también el tipo de inputs que se puedan emplear, el sistema
de variables establecido y el comportamiento deseado del

modelo o sistema.

Una vez decidido el funcional objetivo, el problema de

control se formula de la siguiente manera:

Se buscan los inputs (admisibles) que puedan generar el
output deseado y que, a la vez, optimicen la medida elegida
del rendimiento (minimicen el coste o maximicen la ganancia
del control). La Teoria del Control Optimo wva a dar la
solucidén del problema de control, tal y como se verada a

continuaciédn.
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2.2.- Resolucién del problema general de control éptimo.°

La resolucidén del problema general de C.0. no es mas que
la resolucién de un problema de optimizacidén, es decir, la

busqueda de un éptimo.

Al igual que en el caso estdtico de la programacidn
clasica, en la optimizacién dinédmica (en el C.V., en el
C.0.,...), se siguen unos pasos anadlogos : construccién de
un funcional objetivo asi como una funcidn gue incorpore las
restricciones realizadas sobre las variables, si es el caso;
luego se aplican unas condiciones necesarias para la
obtencién de los '"puntos" extremos; y por ultimo, para
determinar el caracter de cada punto critico, se estudiaréan

las condiciones de segundo orden o condiciones suficientes.

Antes de mostrar las nociones béasicas sobre la T2 del
C.0., conviene conocer el C.V., ya que éste es su antecedente
inmediato, e incluso algunos autores han derivado el
Principio del Maximo de Pontryagin a partir del C.V., siendo
este principio la base tedrica fundamental en el desarrollo

de la T® del Control Optimo.

’ Este epigrafe estd desarrollado para el caso de

modelos dindmicos deterministas en tiempo continuo, y en la
forma state-space.
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2.2.1.- E1 Calculo de Variaciones.

En el C.V. se considera, generalmente, el problema

de hallar un extremo de cierto funcional

('T
J(x,T) = | f(x,x%,t)dt (2.2.1)
Je
0
sujeto o no, a ciertas restricciones, gi(x,x,t) =0 ,
i=1, 2, ..., r ; siendo x , X vectores de n componentes
que son funcidén del tiempo. T es el tiempo terminal, v to

el tiempo inicial, dando lugar ambos a un intervalo [ty, T],
durante el cual se determina un vector que es extremo,
x"(t), no teniendo por qué ser siempre un punto (caso de la
programacidén clésica), sino que serd una funcidédn vectorial

del tiempo t. Asi, esa funcidén que refleje el comportamiento

temporal de la variable x deberd cumplir que

J(x,T) - J(x",T) <0, para todo x (Maximizacidn)

(2.2.2)
J(x,T) - J(x*,T) > 0 , para todo x (Minimizacidn)
En el C.V. se adopta un procedimiento similar al

empleado en la programacidén clasica. En vez de considerar
incrementos infinitesimales en torno al punto &éptimo, ahora
se tratard de curvas de perturbacidn, 0Ox(t), alrededor de la

[ . *
funcidén vectorial x (t), de manera que
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x(t) = x (t) + Ox(t) (2.2.3)

donde 0x(t) representa una perturbacidén muy pequefia de

* . e . z . .
x (t), siendo ademas, una funcidn continua del tiempo. Se
estudiard qué ocurre con el funcional al variar la senda

temporal de las variables del sistema, desde X*(t) a x(t)

durante el intervalo de tiempo [ty,T].

Si X' —> x = x4 0x ==> J(x,T) ==>J(x,T)=J(x +8x,T) .

La diferencia entre estos dos funcionales, para

perturbaciones muy pequefias, 0x(t), es 3

J(x" +08x, T) - J(x,T) =8J(x,T) (2.2.4)

A d8J (x,T) se le denomina la perturbacidén o variacidn
del funcional objetivo, y seria un concepto andlogo a la
primera derivada en un proceso de optimizacién clasica.

vz * 7z . . 7z
Para que una funcidn x (t) fuera el oOptimo, se requerira

simplemente que

S J(x°,T) =0 (2.2.5)

Y esto implica, siempre que J(x,T) sea diferenciable,

> Mediante el desarrollo de Taylor se 1llega a la

expresién (2.2.4).
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para el funcional (2.2.1) que

([T ) i i
ST (x",T) = |[fu(x,x,t) 8x + £, (x,%,t) &x] dt = 0 (2.2.6)

Jo
donde f, es of/ ox , y fy, es of/ 0x , vy O0x es una

funcidén arbitraria continua, que cumple que 0x(0)= 0 = 0Ox(T).

Siendo &x(t) = x(t) - x (t).

Integrando por partes

(1 T (T (T
-
5% £, dt = 8x £, | - |(df,/dt) &x dt = 0 - | (df,/dt)éx dt

X

Jo —o Jo Jo

(2.2.7)

Se han omitido 1los argumentos de las funciones para

abreviar la notacidédn. Sustituyendo en (2.2.6)

"~ =
83 = | |( £fx - (df,/dt) ) 8x | dt =0 (2.2.8)
) I

A partir de (2.2.8) se obtiene la ecuacién de Euler °

fx - — £ =0 (2.2.9)

* Ver obtencién de la ecuaciones de Euler en TU, P.N.V.

(1981) paginas 11-14.
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s * s
La solucidn, x (t), a esta ecuacidn es el extremo del

funcional J(x,T), si existe.

Las ecuaciones de Euler proporcionan solamente las
condiciones necesarias en el C.V.. El estudio de las
condiciones de segundo orden o condiciones suficientes para

C.0. se explica brevemente en el epigrafe 2.2.3

2.2.2.—- Solucidn del problema de C.O.

La Teoria del Control Optimo (C.0.) tuvo sus origenes
como tal a finales de los afios 50. PONTRYAGIN establecid el
llamado Principio del Maximo °, que se constituydé en la base
tebdrica fundamental para posteriores desarrollos de la Teoria
del C.0.. El Célculo de Variaciones puede considerarse como
un caso particular dentro de la T®* del C.0., pero aun asi,
esta Ultima ha sido desarrollada por algunos autores a partir
del Calculo de Variaciones (C.V.). Este Uultimo tiene en su
aplicacién serias limitaciones que la T®* del C.0. ha resuelto
satisfactoriamente, como son los casos de existencia de

restricciones de desigualdad o de pertenencia de las

> Ver PONTRYAGIN (1962). Para el caso de modelos
dindmicos en tiempo discreto no es aplicable el principio de
Pontryagin. No existe un principio como éste para este caso,
a menos gue se hagan supuestos acerca de la convexidad del
conjunto de variables de estado. Ver epigrafe 5.2 del
capitulo 5 acerca de control de modelos en tiempo discreto.
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variables de estado y de control a conjuntos cerrados, asi
como en la resolucidén de algunos problemas concretos, como

los de control lineal.

En el problema del C.0., como ya se ha dicho, se trata
de emplear determinadas variables, u(t), para conducir al
sistema dindmico x = g(x,u,t) , desde una situacidén inicial
a un punto terminal proporcionando, a la vez, un extremo a un

funcional objetivo dado,

(
J(x) = | f(x,u,t) dt (2.2.10)
J

La solucidén en el problema de C.O. se obtiene primero

definiendo el Hamiltoniano ° como

H=f + p x (2.2.11)

Se tiene que
F=H-px (2.2.12)

Aplicando después el Teorema de Euler, obtenemos

® E1 Hamiltoniano es la funcién andloga a la funcién

Lagrangiana en el <caso de la programacidén clésica. Se
suprimen, ademéas, los argumentos de las funciones para
abreviar la notacidn.
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d .

Fy - — Fy = H, + p = 0 (2.2.13)
dt
d

Fy - — Fy = Hy = 0 (2.2.14)
dt

Estas son las ecuaciones de Euler en forma candnica ’,
resolviéndolas obtendremos la solucidén, el control &éptimo,

siempre que exista.

A continuacién se desarrolla la derivacién del Principio
del Maximo de Pontryagin a partir del C. V. en el caso en el
que el tiempo final no estd especificado, aunque la funcidn
residual, S[x(T),T], gque es la que proporciona el valor del
programa en el tiempo final, estd dada, y las variables de
control y de estado pertenecen ambas a conjuntos abiertos,
sin estar acotados sus valores.

Tomando fijados el tiempo inicial, to, y el estado

inicial, xXo, no se pierde generalidad (tg,x(0)) = (0,xq).

El problema a tratar es la eleccién del vector de

' Las ecuaciones de Euler en forma candénica reflejan un

sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden, vy se
obtienen a partir de la construccién del Hamiltoniano. De
esta manera, teniendo, por ejemplo, un conjunto de n
ecuaciones diferenciales de segundo orden proporcionado por
la Ecuacidén de Euler [0f/0x; - (d(0f/0%,)/dt)], se puede

pasar a tener un sistema de (2xn) ecuaciones diferenciales de
primer orden. (TU, P.N.V. (1981), pag.72).
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controles admisibles, u(t) = (ui(t),ux(t), ... ,ur(t)), de la
clase de funciones vectoriales continuas, gque conduzca al

sistema dindmico

%(t) = f[x(t),u(t),t] (2.2.15)

desde un estado inicial, (Xp,to) a un no especificado estado
final (x(T),T), dimpartiendo un médximo o un minimo a un

funcional objetivo

T

[
J(u) = s[x(T),T] + | fo(x,u,t) dt (2.2.16)
Jo
x(t), es un vector de n componentes no acotadas.

u(t), vector de r componentes no acotadas.

S[x(T),T], es la funcidén residual.

fo(x,u,t), es una funcidn escalar "bien comportada".8
flx(t),u(t),tl, es una funcién vectorial "bien

comportada".

Lo que dice el Principio del Maximo de Pontryagin es 1lo
siguiente

Sea u*(t) un vector de controles admisibles que conduce

® Por funcién " bien comportada " se entenderd que es una
funcidén que cumplird la propiedad de diferenciabilidad en el
intervalo [ty,T], y por tanto serd continua y derivable en el
mismo.
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(X0,to) a (x(T),T), donde estos ultimos, estado y tiempo, no

estdn especificados. Sea x (t) la trayectoria asociada a

*

* z . . .
u (t). Para que u (t) sea Optimo, es necesario gque exista una

funciodén vectorial continuag, no nula,

*

P (t)=(p1(t),p}(t),..., piﬂt)), y un escalar constante,

Po, de manera que

(a) p (L) vy x*(t) sean las soluciones del sistema

candénico
0 H .
x(t) = (x",p ,u’,t) (x = Hp) (2.2.17)
0p
. 0 H .
p*(t) = - — (x,p,u,t) (p = - Hy) (2.2.18)
0 x
donde
n n
H=2 pifi(x,p,u,t) = fo(x,u,t) + X p:f;(x,u,t) (2.2.19)
i=0 i=1
serd el Hamiltoniano, normalmente empleado, con po = 1.
(b) H(x",u",p’,t) = H(x ,u,p,t) para maximo. (2.2.13)
H(XZLf,p*,t) < H(X*,U,p,t) para minimo. (2.2.14)

° A esta funcién vectorial se le denominard variable de
co-estado o variable dual. Es el andlogo al multiplicador de
Lagrange en la programacidén cléasica.
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(c) Todas las condiciones de transversalidad se

cumplen.10

Este Teorema puede desarrollarse a partir del Céalculo

de Variaciones. Veamos a continuacidn cédmo es este
desarrollo. Hay que optimizar el siguiente funcional
objetivo:
(‘T
J(u) = S[x(T),T] + | fo(x,u,t) dt (2.2.20)
Jo
sujeto a
x(t) = £[x(t),u(t),t] (2.2.21)
donde

x(t) vy u(t) son vectores de n y r componentes

respectivamente como ya se ha dicho anteriormente,

La funcién residual S[x(T),T] se puede escribir

1 Estas condiciones permiten la obtencién de las

parametros arbitrarios que puedan aparecer en la solucidn del
sistema en su forma candnica.
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como
{‘T
S[x(T),T] — S[x0,0] + | ( d s[x(t),t]) dt (2.2.22)
Jo dt
El funcional objetivo (2.2.20) quedara asi
('T
J) = S(x0,0) + | [ fo(x,u,t) + d S(x,t) ] dt =
Jo dt
(’T
= S(x0,0) + J [£0(.) + (0Sx/dx) + (8S/dt)] dt (2.2.23)
0

Se han suprimido los argumentos de las funciones para
abreviar la notacidén. Como S(xg,0) serd un valor constante,
no afectard al proceso de optimizacidén, la solucidn serd la
misma, aungque distinto sera el valor del funcional objetivo,
por lo que se prescinde de este término a lo largo de las

siguientes deducciones.

El funcional aumentado, es decir, el que incorpora la

restriccién, x = f(x,u,t), es el siguiente

T

( .
Ja(u) = | F(x,x,p,u,t) dt (2.2.24)
J

0

Donde

F(x,x,p,u,t) = fo + ( 0SS/ Ox) x + 05/0t + p [f - x] (2.2.25)
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= H(x,u,p,t) - px + (S/ x) x + 03/ 0t (2.2.26)

Siendo H(x,u,p,t) = fo(x,u,t) + p f(x,u,t) el

Hamiltoniano que se emplea normalmente.

Las condiciones necesarias (6J = 0, ecuacidén (2.2.8))
que se aplican en un problema de C.V. pueden trasladarse al

caso del funcional aumentado (2.2.24)

(‘T
8J.(u) =|[(Fy - dF,/dt)8x + F, du + F, dpldt +

Jo

+ [F, 0x + (F - F,

X

%) Otle=r =0 (2.2.27)

(top = 0, estaba fijado)

Sabiendo a qué es igual F y dado que la ecuacidén de

Euler se debe cumplir,

Fy - dF,/dt = Hy + 0(Sx % + S¢)/ 0x - d (Sx - p) =
dt

Il
o

Hy + Sxx X + Sxt — Sxx X — Syt + p = Hy + p (2.2.28)
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Quedando
p = - H (2.2.29)
De la misma manera, como ou % op son variaciones
independientes 'y arbitrarias, es decir, pueden  tomar

cualquier wvalor, y (2.2.27) se anulard para cualquier valor
de éstas, los coeficientes que las multiplican en (2.2.27),
Fu y Fp,, deben ser nulos, para que asi se satisfagan las
ecuaciones de Euler. Como F, = H,, v Fy, =£f - x = H, - x

se tiene que

H, = 0 (2.2.30)

x = f(x,u,t) = H (2.2.31)

Por ultimo, las condiciones de transversalidad son
[F, 0x + (F - x F, ) 8t Jer =0 (2.2.32)

Pero como F. = Sy - p , y F-xF =H+ S , las

X

condiciones de "transversalidad" quedan asi

(Sx - p) Ox | + [H(t) + S¢] 8t | =0 (2.2.33)
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Si el estado del sistema, x(t) y el tiempo inicial no

estan especificados, (2.2.33) gueda como

(Sx - p) Ox | + [ H(t) + S¢ ] 8t | =0 (2.2.34)

Por lo qgue se puede comprobar que (2.2.29), (2.2.30),
(2.2.31) vy (2.2.34) son los resultados del Principio del
Maximo de Pontryagin. A la vista de estos, se pueden hacer

las consideraciones expresadas a continuacidn.

La condicién (b) del Teorema de Pontryagin es el llamado
Principio del Maximo. Al hacer Hy; = 0, se obtiene el vector
6ptimo de wvariables de control, llevando al funcional a un
maximo si Hyw < 0, 6 a un minimo si Hw > 0O, siempre vy
cuando se esté trabajando con controles, u;(t), no acotados.
Cuando el vector de variables de control pertenece a un
conjunto cerrado, la ecuacidédn o condicién H, = 0 no
proporciona el maximo de H para cualquier punto interior de
dicho conjunto cerrado de controles. Ademas, si H es una
funcidén mondtona creciente de u (Hyi > O, V uy € U), el
control éptimo es el uiwax para un problema de maximizacidn, y
el Usmiy para el caso de minimizacién, por lo que Hy = 0

tampoco proporcionaria el control éptimo u’(t).
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El vector ©p, juega el papel que jugaba el multiplicador
de Lagrange en el caso de la optimizacién estédtica. Es el
precio sombra de X, es decir, cbémo varia el funcional
objetivo, en el o6ptimo, si varia en un incremento la variable

de estado x(t) en el instante del tiempo t.

Las ecuaciones (2.2.29), (2.2.30), % (2.2.31)

proporcionan las condiciones necesarias del problema de

control. (Ver CUADRO 2.1I).

CUADRO 2.I.- Condiciones necesarias del problema de
control.
p = - Hg (2.2.29)
H, =0 (2.2.30)
x = f(x,u,t) = Hp (2.2.31)

Son un conjunto de (2xn) ecuaciones diferenciales de primer

orden (ecs. (2.2.29) vy (2.2.31)), y un conjunto de r
relaciones algebraicas (ec. (2.2.30)), que se deben
satisfacer a lo largo del intervalo [0,T]. La solucidén de

(2.2.29) y de (2.2.31) contiene 2n constantes de integraciédn,

*

si sustituimos la solucidén de (2.2.30), u (t), en ellas. Para

obtener éstas, se tienen n ecuaciones del tipo x(0) = Xoq,



y n ecuaciones Sx - p =0 para t = T. Si T no esta
especificado, se determina por la ecuacién H(t) + St = 0 en
t = T. Existiran, por tanto, las condiciones frontera o de

transversalidad en numero suficiente ©para obtener las

constantes arbitrarias.!?

En el caso de un problema de control con horizonte
temporal infinito, las condiciones de transversalidad, al ser
T = y , seran analogas a las del caso donde x(T) no esta
especificado con horizonte temporal finito (caso de 1la

llamada "frontera natural").12

2.2.3.- Condiciones suficientes.

La condicidén (b) del Teorema de Pontryagin cubre tanto
la condiciones necesarias como las condiciones de segundo
orden.

Las variaciones totales del funcional aumentado, J,(u),

son

AJ.(u) = Ja(u) - Ja(u’) = 8J,(u) + 8°J.(u)+ 6 (u) (2.2.35)

' 1as distintas combinaciones de condiciones frontera

que pueden darse pueden encontrarse en TU, P.N.V. (1981) en
la Tabla de la pag. 127.

12 yer tabla TU, P.N.V. (1981), pag.127.
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Despreciando los términos de orden superior, como 0(u),
y cumpliéndose la condicidén necesaria de qgque para un extremo
las variaciones de primer orden se anulan, se puede decir que
el signo de AJ, (u) depende del signo de 1la segunda
variacién, SQQ(u), que debe ser no positiva para un maximo

relativo, y no negativa para un minimo relativo.

Despreciando la funcidén residual, S(x,t) = 0, la segunda

variacidn es

r‘ B O |
I | Hoe Heo| | 8x |
87, () = — | (8x,8u) | | | | at
2 0 l_HuX Huu_l LSuJ
1 (T
820, (u) = —— | [8x Hpx 6x + 28x"Hy, Su + Su'Hy, dul dt
2 Jo
(2.2.306)
donde
H.,, = [ 0°H/ Ox; 0x3] en el punto 6ptimo, v Hyy = Hux
O0x = (0x1, 0%, ..., OXy), siendo Ox;(0) = 0 para todo 1
ou = (0uy, Ouz, ... , Ouy)
El término [Su® Hyu du] va a ser en términos
absolutos mayor dque los otros términos de S%L(u) en

(2.2.36), siendo la parte principal en la determinacidén del
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z * 7z
13 Asi, un control u (t) sera

signo de esta segunda variacién.
un maximo (minimo) relativo del funcional J si satisface H,=0

para todo t € [0,T] vy si 8Ja(u) £ 0 (=0 para minimo), para

todo par de vectores no nulos cualesquiera (0u, &u). Esto
. . * . . .
indica que Hyw en el punto u = u es una matriz definida
negativa (positiva) para madximo (minimo), asi como que la

matriz de (n+r)x(n+r)

es semidefinida negativa (positiva) para el caso de un maximo

(minimo) .

Por ultimo, atendiendo a la concavidad o convexidad del
Hamiltoniano, podemos decir que en el problema de control en
el que los puntos final e inicial estédn fijados, si las
funciones son cdncavas (convexas) en X y en u , para un
determinado p, entonces las condiciones necesarias seréan
también suficientes para la maximizacidén (minimizacidn) del

problema.

13 Debido a que 8x(0)=0, para pequefias variaciones &u se

espera que genere una pequefia variacién Ux, pero no al revés.
De esta manera, puede aplicarse la condicidén de Legendre del

C.V. para poder afirmar que las variaciones Ou van a cubrir
las variaciones 0x. Ver en TU, P.N.V. (1981) pags. 91-93.
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2.3.- Estabilidad y Control éptimo.

Cuando nos encontramos ante un problema de estabilidad
con control, es conveniente definir un concepto de
estabilidad distinto al empleado en el anterior capitulo.
Asi, si antes la estabilidad se definia a partir de
perturbaciones respecto de un estado de equilibrio, ahora el

concepto es distinto.

Dado un modelo o sistema no lineal

x = f(x,u,t), con £(0,0,t) =0

con un output y = g(x,u,t), se dice que es estable en
términos de variables acotadas, si para todo input (control)

acotado, se produce un output también acotado.

Asi, si ||u(t)||< By, para t 2 ty , donde B, > 0,

existird un By, > 0 / ||y(t)|| < B, para todo t = t,.

Para el caso de un sistema lineal input-output

Xx = A xXx + Bu
(2.3.1)



61

Se tiene que

Si X = A X es asintdéticamente estable , el

sistema (2.3.1) serd estable en el sentido de input acotado-

output acotado.'*

Esto no se cumple ©para sistemas con coeficientes

variables, a no ser que para todo t , las normas de B(t) vy
c(t), estén acotadas, y la norma de la matriz de
transicién'®, también, ademds de tender a cero si t ---> o,

indistintamente del tiempo inicial, to

4 prueba en BARNETT (1975), pag.197.

1 Matriz de transicidén de estado : Matriz que

relaciona el estado de un sistema en cualguier instante t,
x(t), con el estado en otro instante del tiempo distinto,
X (to) .

x(t) = d(t,to) xo
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2.4.- Controlabilidad y Observabilidad .

2.4.1.- Controlabilidad.

La controlabilidad de un sistema dindmico hace
referencia a la existencia de un control u(t) que sea capaz
de conducir un sistema dinédmico desde un estado inicial dado,
Xg, en el tiempo t = tg, a un estado final, Xy , dado en

t =T.

Dado un sistema lineal con coeficientes wvariables

definido por las siguientes ecuaciones

% = A(t) x(t) + B(t) u (t) (2.4.0.a)

y = C(t) x(t) (2.4.0.b)

donde A es un matriz cuadrada de orden n, B es una matriz
de orden nxm , y C es de orden rxn. Se dice que este

sistema es COMPLETAMENTE CONTROLABLE si para todo ty, para

cualquier estado inicial x(ty) = xXp y para cualquier estado
final dado, xr , existe un instante de tiempo finito ti > tg
y un control u(t) para el intervalo [ty, ti], de manera que

X(tl) = Xr.

Existen otros conceptos mas relajados de
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controlabilidad, que se derivan de exigir la controlabilidad
pero no para todo instante inicial tg, o0 no para todo estado
final dado , xr; sino para unos valores concretos de 1los

mismos.

Tomando como estado terminal, x(T) = 0, como el que hay
que alcanzar a partir de x9, en el sistema dinadmico a

controlar (2.4.1), no se perderd generalidad
x(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t),; con x(tg) = Xo (2.4.1)

siendo A(t) una matriz cuadrada de orden n, B(t) es una

matriz de (nxr).

Considerando que A(t) y B(t) sean constantes, (2.4.1)
serd un sistema invariante en el tiempo. Para este caso se
desarrollara la obtencidén de las condiciones que un sistema
debe cumplir para ser controlable, mientras que para sistemas
variables en el tiempo, con matrices de coeficientes
variables en el tiempo, los célculos serian mas complicados ,

pero se llegaria a la misma conclusiédn.

La <condicién para que un sistema como (2.4.1) con
matrices constantes, A(t) = A y B(t) = B, es que la matriz

(2.4.2) de (nxrn), tenga el maximo rango, n.
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N = [B A B A2 B ... A"Vl B ] (2.4.2)

A esto se llega partiendo de la solucidén del sistema

x(t) = e (xo + | e B u(t) dt) (2.4.3)

En el tiempo terminal, T, x(T) =0 y (2.4.3) queda

0 = x, + |e™ B u(t) dt (2.4.4)

Por el teorema de Caley-Hamilton e, y por el hecho de

que e*" es un polinomio en A de grado (n-1) como maximo

e—At — Z (_1)1 Al (tl/i!) = 2 Cl(t) Al (2.4.5)
i=0 i=0
donde c;(t) son funciones escalares del tiempo, t.
Sustituyendo (2.4.5) en (2.4.4), escribiendo los

1 ver AOKI,M. (1976), capitulo 3, pag. 80-81, primer
Teorema de Caley-Hamilton.
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vectores control como sus coordenadas en base candnica por la
matriz formada por los vectores que la componen, donde e’ es
el vector j-ésimo de la base candnica, (u(t) I = X uj(t) &),

se tiene

T

— %o = | (co T + ciA + cB? +...+ o A"Y) B u(t) dt =

0

rTn—l ("T n-1 r
S oci(t) A'Bu(t) dt = | T % ci(t) us(t) At B el =

Jo i Jo s j=1

= | I [ CU 1 R dt - | [CcU ] dt | W (2.4.6)
Jo LJO J
donde
el CoUz Ci1U1 PO Cp-1U1
e2 ColU2 Ci1U» .« .. Cp-1U>p
I = ; CUuU =
e’ CoUr CiUr - Cp-1Ur
N =B AB 2A°B ... A"IB ]

Se puede ver facilmente en (2.4.6) que xg pertenece al
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espacio generado por las columnas de N, por lo que el sistema
(2.4.1) serd controlable si y sé6lo si N , definida en
(2.4.2) tiene por rango el maximo, n. De esta forma es

posible que exista un vector u(t) gque conduzca al sistema

(2.4.1) desde xg hasta x(T) = 0 . Si N tuviera por rango
i /rg(N)= A < n, entonces algunos estados terminales, x(T),
no se podrian generar (alcanzar) a partir de alguno de los

controles admisibles.

En el caso particular de que la matriz constante de
coeficientes que multiplican a las variables de control, B,
sea igual a un vector de (nxl) al existir una sola variable
control , la condicidén de controlabilidad del sistema
resultante se puede reducir a exigir que la matriz N sea

regular o no-singular.
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2.4.2.- Observabilidad.

La observabilidad se refiere a la posibilidad de
determinar el estado de un sistema midiendo sélo su output o
resultado. Se plantea cuando hay problemas reales de medicidn
de las variables de estado que son las que se dguieren

controlar de forma directa.

Un estado xy se dice que es observable en ty si, dado un
control u(t), el conocimiento de (tg,ti1] y del output en ese
mismo intervalo, (tg,ti], es suficiente para determinar xg.
Si todo estado xo es observable en tg, se dice gque el sistema
es observable en tg. Por ultimo, si todo estado xg es
observable en todo t del intervalo de definicidén del sistema,

se dice que el sistema es COMPLETAMENTE OBSERVABLE, o

simplemente observable.

Observabilidad y controlabilidad estdn unidas, lo que se
va a tener en cuenta para demostrar cudles van a ser las
condiciones que un sistema dinamico debe cumplir para ser

observable.
Considerando el sistema (2.4.1) con coeficientes
constantes

%(t) = A x(t) + B u(t) (2.4.7)

y(t) = C x(t) (2.4.8)
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Sustituyendo en (2.4.8) la expresién de x(t) por (2.4.3)

rT
y(t) = C e (xo + | e™ B u(t) dt) (2.4.9)
Jo
En (2.4.9) se puede ver que y(t) y u(t) determinan xg
para todo t € [0, T]. Considerando, para simplificar, que
u(t) = 0 , para todo t € [0, T]. De esta manera, (2.4.9)

queda expresado de forma mas sencilla

y(t) =C e %9 =C [cg I +c1 A+ ... + cp1 A" x

(2.4.10)

Las condiciones de observabilidad se reducirdn a que la

matriz Z, tenga el maximo rango

7z = [C' A'C! (a")y™t cr g (2.4.11)

O bien, si B es un vector, se tratard de que esta matriz

sea no-singular o regular.

El problema de la observabilidad de las variables de

estado de un sistema aparece por la dificultad de obtener
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los datos que reflejen su evoluciédn real, unica %
exclusivamente. Los datos que son accesibles son los de los
resultados, siéndolo de variables input asi como de
combinaciones de variables de estado la mayoria de las veces.

La observabilidad tiene sentido planteéarsela en este

contexto, cuando aparezcan las variables output en el
sistema dindmico en sustitucidén de las wvv. de estado
(problemas de regulador y de seguimiento del output, ver
capitulo 3).

Ante este problema real de la obtenciédn de datos o
mediciones de las variables de estado, tendremos que
conformarnos con los de las variables output o resultado,
siendo necesario que el sistema sea completamente observable
para que pudiera obtenerse una solucién en el problema del
regulador-output o del seguimiento del output, que se van a
plantear en el capitulo siguiente cuando se traten 1los

problemas de control con estabilizacidn.
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3.- CONTROL OPTIMO Y ESTABILIZACION DE SISTEMAS

ECONOMICOS DINAMICOS.
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3.1.- Introducciébn.

Las fluctuaciones y oscilaciones son inherentes a las
economias capitalistas, asi como a las de planificacién
centralizada, que también las sufren, aunque estas ultimas
con un caracter mas reducido, en parte por las relaciones con
el entorno internacional, y en parte por su propio pasado
histérico. Estas oscilaciones afectan a los precios, las
macromagnitudes como el PNB, las exportaciones, los tipos de
cambio, tasas de desempleo, etc. La estabilizacién trata de
eliminar esas fluctuaciones, de manera gque en un problema de
control con estabilizacidén, se intentard alcanzar un output o
resultado deseado mediante unos determinados inputs o
variables de control, logrando a la vez una disminucién de
las fluctuaciones de todas las variables econémicas, es
decir, minimizandolas en aras de la estabilizacidén del

sistema.

Se van a estudiar dos modelos de control con

estabilizacidn:

- Modelos de Regulador Lineal.

- Modelos de Seguimiento Lineal.

Estos ultimos, los de Seguimiento Lineal, constituyen
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una importante clase de control muy empleada en el andlisis
de distintos tipos de politica y planificacién macroecondmica
(modelos de tipo multiplicador-acelerador), proporcionando

soluciones a modo de leyes feedback de control lineales.

El objetivo del problema de Seguimiento lineal es
minimizar las desviaciones del sistema entorno a un nivel
deseado, tratando de emplear al minimo las variables de
control. El modelo de Regulador lineal es un caso especial
del anterior, pero el nivel deseado respecto al cual se miden
las desviaciones es cerol, manteniendose constante a lo largo
del tiempo para cada variable output, de estado y de control,
lo que quiere decir que se trata de emplear al minimo los
controles para que sean minimas las desviaciones.

Por esto, en los dos tipos de problemas se planteard el
mismo funcional objetivo, consistente en una suma de formas
cuadridticas a minimizar. La causa de la eleccidén de este tipo

de funcional se explica a continuaciédn.

! Que sea cero no es restrictivo porque todas las

variables pueden redefinirse, recogiendo no valores
absolutos, sino desviaciones respecto a los niveles o6ptimos.
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3.2.- Planteamiento del problema.

Dado un sistema dindmico lineal determinista en tiempo
continuo y con coeficientes variables, con variables de
estado, x(t), wvariables de control, u(t), y variables output,

y(t), que venga representado por las siguientes ecuaciones

x(t) = A(t) x(t) + B(t) u(t) (3.2.1)
y(t) = C(t) x(t) (3.2.2)
donde

x(t) = ( xa(t), x2(t), ..., Xa(t) )

u(t) = (wm(t), u(t), ..., us(t) )

y(t) = (yi(t), y2(t), ..., yal(t) )

A(t) es una matriz cuadrada de orden n.
B(t) es una matriz de orden (nxr)

C(t) es una matriz de orden (mxn)

En el planteamiento tedrico u(t) no estd restringido de

ninguna manera, pudiendo tomar cualquier wvalor, ningin

control pertenece a un conjunto cerrado.? El objetivo es

? Se desarrolla la exposicién, por tanto, para problemas

de control no lineal, evitando las técnicas de control "bang-
bang".
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controlar el sistema que viene dado por (3.2.1) y (3.2.2) de
manera que el vector output y(t) esté prdéximo al vector Y (t),

vector que refleja el nivel deseado a alcanzar en cada

instante del tiempo. Es un vector de m componentes,

(. (), ..., 9.(t) ), siendo cada wuna de ellas el output
"deseado" para la correspondiente variable componente del

vector output , y(t).

También puede definirse un vector de error, e(t), como

e(t) = y(t) - 9(t) (3.2.3)

La idea seria buscar el control u(t) que hiciera en

alguna medida minimo ese error.

Al no estar restringido u(t) en su magnitud, se daréan
casos en los que el control sea excesivo (la norma del vector
de control sea un numero real positivo muy elevado).
Asumiendo que el control va a suponer un coste (econdmico),
se tratard de minimizar el error, pero sin emplear
innecesariamente amplios controles. De entre todas las
combinaciones de variables de control admisibles se elegiréan

las que minimicen el error y supongan un menor coste.
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Estos requerimientos deben plasmarse en el funcional

objetivo y su correspondiente expresidén analitica

Minimizar (3.2.4)
1 1 (T

J=—e(T) S e(T) +—— l[e(t)® Q(t)e(t)+u(t)™M(t)u(t)]dt
2 2 Jo
donde

T es el tiempo terminal especificado.

S es una matriz constante de orden m , simétrica y
semidefinida positiva.

Q(t) es una matriz de orden m , simétrica vy
semidefinida positiva.

M(t) es una matriz de orden r , simétrica vy

definida positiva.

Son matrices de pesos relativos de las fluctuaciones del
sistema. Pesos relativos dados por el agente decisor dque
construye el modelo para penalizar las oscilaciones y el
gasto en control. Mas adelante, en otros apartados, se vera

en la préactica como pueden darse esos pesos relativos.?

® Ver Capitulo 5, epigrafe 5.7.
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Antes de avanzar en la resolucién de este tipo de
problemas, conviene explicar por gqué adoptan esta forma, o
mejor dicho, por qué se exigen estas caracteristicas a las
distintas variables y pardmetros gue intervienen, y cudl es
su sentido econdmico.

El sistema dindmico (3.2.1) estd representado de 1la
forma més general, por lo que las matrices de coeficientes,
A(t) y B(t) son variables. El objetivo es minimizar (3.2.4),
es decir, se busca guiar el sistema dindmico (3.2.1) desde un
nivel inicial hasta uno terminal con las menores oscilaciones
en x(t) o en y(t), asi como en las variables
instrumentales, u(t). Para estas ultimas, se estaria
minimizando el coste del control, en tanto que sus

fluctuaciones reflejan el uso de controles.

El funcional es, como ya se ha dicho, la suma de formas
cuadraticas de signo no negativo. Tratar de controlar unas
determinadas variables, minimizando sus fluctuaciones y el
coste del uso del control, obliga a que el funcional objetivo
no pueda ser la mera suma de las fluctuaciones; pues podrian
compensarse las de signo positivo con las de signo negativo,
aun siendo de gran magnitud ambas (fuertes alzas compensarian
fuertes bajas) . No se conseguiria la estabilizacidén
perseguida, aunque se minimizara ese funcional errdéneo. Esta
es una de las causas por las gque se pretenderd minimizar una

suma de formas cuadriaticas no negativas, para asegurar la
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consecucidén de una verdadera estabilizacién del sistema.
Siendo formas cuadraticas se evita que las variaciones de
vi(t), x5(t), y uk(t), de un determinado signo se compensen
con las de signo opuesto en esas mismas variables. Y por ser
formas cuadraticas no negativas, se evitan las compensaciones

entre fluctuaciones de distintas variables.

Por otra parte, un funcional objetivo que podria servir
para recoger el deseo de estabilizar el sistema, pero
penalizando de igual forma (no se eleva al cuadrado) las

fluctuaciones de gran magnitud vy las pequefias, seria el

siguiente
m (T m r
J=3% a(T) |es(m)| + | [ o (t) |es(t)| + 2 B5(t) |us(e) |1 4t
i=1 Jt i=1 j=1
0
(3.2.5)
Con a; (t) =2 0 para todo 1i.

By(t) > 0 para todo j.

Los coeficientes By(t) deben ser estrictamente mayores
que cero, porque si no fuera asi se podria alcanzar el minimo
de este funcional,pero sin alcanzar el objetivo planteado en
el problema: minimizar las fluctuaciones de x(t) con el

minimo empleo de las variables de control. Si se pondera el



78

uso de alguna variable uy(t) con un coeficiente nulo,
entonces no se estd dando importancia a su empleo, lo que va

en contra del planteamiento antes mencionado.

Retomando el funcional (3.2.4), se podrd apreciar que
cumple todas estas consideraciones. Si se expresa (3.2.4) en

forma de sumatorios

| ]
J = — t by 2 si5 e (T) e5(T) 4\ +
2 .

— | |«

2 Jo L_i

\g|
™M
Q
&
0}
S
Ko
+
™M
™M
=
A
c
=
LJ$:<:

dt (3.2.6)

Il
=
[
I
[y
-
Il
=
[
I
[y

donde gij, mij, €i, Y Uy Se expresaran, para abreviar las

ecuaciones, sin los argumentos de que dependen.

Como Q(t) y S son matrices con signo de semidefinida

positiva
e(T)' S e(T) 20 , vV t (3.2.7)
e(t)' Q(t) e(t) =20, vV t (3.2.8)

Se puede alcanzar el minimo sin haberse producido



79

oscilaciones en las variables a controlar, o mejor dicho, sin
haberse producido fluctuaciones con importancia para el que
toma las decisiones politicas, reflejado esto en las

ponderaciones que inicialmente habia concedido a aquellas.

La matriz M(t) es definida positiva, ya que si tuviera
el mismo signo que Q(t) o que S, cabria la posibilidad de
obtener un control oéptimo, u (t) # O, pero con u(t)'M(t)u(t)
igual a cero, lo cual implica gque no estaria valorando el
empleo continuado en el tiempo de este control, o sea, el
gasto que supondria, lo que iria en contra del planteamiento
inicial, al igual que ocurria con el funcional (3.2.6) y los

coeficientes RBj

Se ha considerado también que las matrices S, Q(t) vy
M(t) eran matrices simétricas, pero ademds se podria suponer
que fueran matrices reales, lo cual no es ninguin supuesto
excesivamente fuerte. Como son matrices de pesos relativos
dados a las fluctuaciones de las variables del sistema por el
agente decisor, no es muy extrafio suponer que estos pesos
sean numeros reales para el caso de S, y funciones reales del
tiempo para el caso de las matrices Q(t) y M(t). Asi pues, si
son matrices simétricas y reales, seradn diagonalizables® , vy

las matrices diagonales semejantes a S, Q(t), y M(t),

“ Vver MUNOZ; DEVESA; MOCHOLI; GUERRA (1988),pp. 183-185.
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representardn a la misma forma cuadratica, pero respecto a
bases distintas. Se podrad obtener la expresidén candnica de
dichas formas cuadrédticas, de manera que el funcional

objetivo resultante seria

A
J=— Db(T)'Ds b(T) + — | [(b'Dg b)+(v'Dy v)1dt (3.2.9)
2 Jo
donde Ds, Dg(t) y Dn(t) son las matrices diagonales
semejantes y congruentes con S, Q(t) y M(t), respectivamente.
También se ha suprimido el término t para aligerar la
expresibén. Expresando este funcional en forma de sumatorios,

por tanto, empleando las expresiones candnicas de las formas

cuadridticas que representan a esas matrices, tenemos

l m l rT m r

=—— Sa:[bi(T)1? +— | [ T 95 b% + £ wevlldt (3.2.10)
2 i-1 2 Juw =1 k=1

donde

a; son los autovalores de S, siendo a; = 0 para todo 1i.
Y; son los autovalores de Q, siendo y; = 0 para todo j.
Ly son los autovalores de M, siendo px > 0 para todo k.

(L v V3 son funciones del tiempo al serlo Q y M ).
b es el vector error respecto a una base distinta a la

que estaba referido e (e=y - Yy (t)).
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v es el vector de control referido a una base distinta

de la que venia referido u.

El sentido econdémico que tiene el hecho de ser
diagonalizables estas matrices, radica en que el politico, o
los agentes que establecen las politicas a seguir, dan pesos,
solamente, a las fluctuaciones de cada variable (al
cuadrado), pero no se da peso a las oscilaciones cruzadas, 1o
que estd mas proéximo a la realidad, pues es mas complicado
valorar la importancia politico-econdémico-social de esas
fluctuaciones cruzadas, asi como el gasto cruzado de

distintos controles.

Lo Unico que faltaria por explicar de la expresidédn del
funcional objetivo (3.2.4) es la aparicién de " 1/2 "
multiplicando. La causa estriba en exigir que S, Q, y M
fueran simétricas. Si no lo fueran en un principio, se podria
llegar al mismo funcional con otras matrices de ponderaciones
que representaran a la misma forma cuadratica, y que fueran
simétricas. Cualquier forma cuadrdtica gue venga representada
por matrices no simétricas, puede venir caracterizada de
manera Unica, y con respecto a la misma base, mediante una

matriz simétrica.”

> Ver MUNOZ, DEVESA, MOCHOLI, GUERRA. (1988),pp. 236-237.
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Otra consideracién que debe hacerse acerca de las
matrices de ©pesos relativos, Q(t) vy M(t), es gue son
variables en el tiempo en vez de constantes. De esta forma se
puede construir un funcional objetivo méds realista. Al
contemplar la variacién en el tiempo de la matriz Q, se
podria elegir ésta de manera que penalizara menos los errores
o desviaciones iniciales, e(t), que los qgue vinieran a
continuacidén. Asi, para todo vector € constante

14

e' Q(t1) & << €' Q(ty) e (3.2.11)

siendo t; << t, ; para ti, t, € [to,T].

La razdén de esto se explica porque, inicialmente, se
pueden encontrar las variables del sistema mas alejadas de
los niveles deseados de 1lo que se puede suponer estaran
conforme transcurra el tiempo, y se aplique una accidén de

control para aproximarse a esos niveles.

Habiéndose analizado detalladamente este funcional
(3.2.4), que es el correspondiente al caso de control vy
estabilizacién de un modelo dindmico lineal y determinista,
se vera cémo podrd tratarse matemdticamente sin grandes
complicaciones, y cémo va a proporcionar una ley de control

feedback lineal, siempre y cuando no se alteren los supuestos
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iniciales recogidos al inicio de este epigrafe (ecuaciones
3.2.1 a 3.2.4), que determinan al Problema Lineal Cuadrético

en su versidén continua.

Para evitar obtener la solucién trivial, u (t) = 0, se
supondra que Q(t) y S no pueden ser a la vez matrices nulas,
aunque si individualmente, por separado, en distintos
momentos del tiempo. Es evidente que si u(t) es distinto del
vector nulo, el coste recogido en el funcional
correspondiente serd positivo. Por otra parte, si para todo

u(t) admisible, el funcional de <coste, J(u), no estéa
definido, J(u) = o, la solucidén oéptima no existird para ese

problema de control.

En el epigrafe siguiente de este capitulo se establecen
las condiciones para que un sistema dinamico lineal como el
representado en (3.2.1) sea estabilizable, es decir, que
exista una ley de control que permita cumplir el objetivo
planteado de minimizar las fluctuaciones de las variables de

estado y de las variables de control.
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3.3.- Estabilizabilidad de un sistema dinamico.°®

Antes de proseguir con el desarrollo de los métodos de
control con estabilizacidén de sistemas econdmicos dindmicos
para obtener la mejor ley de control, se examina en este
apartado cudndo un determinado modelo dindmico puede ser
estabilizado por una determinada ley o politica de control.

Asi, dado un sistema dinédmico como (3.3.1)

x = £(x,u,t) (3.3.1)

se dird que la ley de control feedback

u=F(t) x + v (3.3.2)

es una ley de control estabilizadora si el sistema

dindmico resultante

x = f(x, Fx +v, t) (3.3.3)

es estable.

La ley de control feedback (3.3.2) estd generada

parcialmente por el vector de estado mediante una regla

® Ver AOKI, M. (1976) Capitulo 5, epigrafe 5.1.
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fijada por la matriz variable de coeficientes, F(t), matriz
que fijaria el agente o agentes decisores; y por otra parte,
esta ley estaria generada por unas nuevas variables de
control, v. Los decisores pueden hacer depender las acciones
de control de un periodo t, no sbélo en funcidén de la
evolucidén de las variables de estado en el instante (t-1), 1lo
que estaria recogiendo la efectividad de las anteriores
acciones de control, asi como la influencia de posibles
causas exdgenas, sino que se pueden introducir nuevas pautas
de accidén seguin los 1intereses en t de esos agentes

decisores.

En el caso del control de un sistema dinadmico lineal vy
determinista en tiempo continuo, para el cual se va a
desarrollar el estudio del control con estabilizacidén en esta

Tesis de Licenciatura, se tendréa

x(t) = A(t) x(t) + M(t) u(t) (3.3.4)

x(t) = [A(t) + M(t) F(t) ] x(t) + M(t) v(t) (3.3.5)
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Si A y M fueran constantes 7, el sistema serd estable

(asintéticamente estable) si las partes reales de 1los
autovalores de (A + M F) son no positivas ®. Y si esto es
posible, entonces (3.3.4) sera estabilizable mediante

(3.3.2).

Asi con A y M constantes , (3.3.3) gueda asi

%(t) = A x(t) + M u(t) (3.3.6)

Los autovalores de la matriz (A + M F) pueden asignarse
arbitrariamente mediante la eleccidén adecuada de la matriz F,
siempre vy cuando el sistema (3.3.6) sea completamente
controlable. En este caso, existird una matriz F de
coeficientes de los controles, que determine una ley feedback

lineal de control estable que va a estabilizar a (3.3.6).°

" Para el caso de matrices variables, la condicién que

se va establecer seria la andloga atendiendo al concepto de
controlabilidad de sistemas lineales deterministas variables
en tiempo continuo.

® Para el concepto de estabilidad de sistemas dindmicos
ver capitulo 1, epigrafe 1.3

° Prueba en AOKI, M. (1976), pags. 135-136.
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3.4.- Modelos de regulador lineal.

3.4.1.- El problema del regulador- estado.

La solucidén en estos problemas proporciona, como en los
restantes, una ley feedback o6ptima con la propiedad de que
las componentes del vector estado, x(t), estdn probéximas a
cero sin que se haya dado un excesivo gasto del control,

u(t) .

Considerando el sistema dindmico y funcional de costes

siguientes,
x(t) = A(t) x(t) + B(t) u(t) (3.4.1)
1 R

J; = — [x(T)'S x(T)]+ — | [x (L) '"Q(E)x(t)+ u(t) "'M(t)u(t)]ldt
2 2 Jo

La solucidén a obtener, u*(t), va a resultar ser una
funcién lineal de x(t), por lo gque tendremos una ley de

control feedback 6ptima que es lineal:

u (t) = G(t) x(t) , t € [ty, T], G(t) es una matriz de (rxn)
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Se supone que dado un estado inicial va a existir un

control éptimo.

La Teoria del Control oéptimo (el principio del méximo
de Pontryagin), proporciona las condiciones necesarias para
que un control sea extremo de ese funcional. Con el estudio
de las condiciones suficientes, se determinard si un extremo

es minimo o no.

El Hamiltoniano para el sistema (3.4.1) y el funcional

(3.4.2) es el siguiente

1 1
H=— (x'Q x) + — (u'Mu) + x'A'p + u'B'p (3.4.3)
2 2

Se ha suprimido t para abreviar la notacidén. El1 vector
p(t), wvector de wvariables adjuntas (de co-estado), es 1la

solucidén de la ecuacidn diferencial vectorial (3.4.4)

p(t) = -0 H / 0 x(t) (3.4.4)

Que se reduce a

é(t): - Q0x -A'"Pp (3.4.5)
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A lo largo de la trayectoria o6ptima debe cumplirse que

(recordemos que u(t) no estaba restringido)

OH/ O0u(t) =0 (3.4.6)
lo que implica que

0H /OJu(t) =Mu+B'p=0 (3.4.7)
Despejando u(t) de (3.4.7),

u(t) = - M'B' p (3.4.8)

Como M(t) es definida positiva para todo t € [to, TI,

entonces existira M (t) para todo t € [ty, T].

Esta es la condicidén necesaria para que u(t) sea extremo
del Hamiltoniano. Mas adelante se comprobard que este control

es al menos un minimo local.

El siguiente paso es obtener las ecuaciones candnicas en
forma reducida. Se sustituye la regla de C.0. (3.4.8) en el

sistema dindmico (3.4.1).

x=Ax - BM!B'p (3.4.9)
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Las ecuaciones (3.4.5) vy (3.4.9) son las ecuaciones
canébnicas en forma reducida, que dan lugar al siguiente

sistema

x A -BM! B x
= (3.4.10)

La ecuacién (3.4.10) es un sistema de (2xn) ecuaciones
diferenciales homogéneas, lineales % con coeficientes
variables. Para obtener una Unica solucién de este sistema,
es necesario conocer (2xn) condiciones frontera.

Conocido el estado inicial , en ty, x(tgy), se determinan
n condiciones frontera. Las n restantes condiciones se
obtienen de las condiciones de transversalidad, que
requieren, mientras x(T) no esté especificado, que en el
tiempo terminal T, la variable adjunta, p(t), satisfaga la

siguiente relacidn

p(T) = [— x(T)" s x(T)]/ x(T) = S x(T) (3.4.11)

Sea Q (t;tg) la matriz fundamental o de transicidén de

(2n)x(2n) para el sistema (3.4.10). En t = T

_
R Q(T;t) - - (3.4.12)
EE S N I
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Si dividimos la matriz Q(T;t) en 4 submatrices de (nxn)

— 1
— — | Qii(T;t) Qi (T;t) |
| Tty | = | ---------- | (3.4.13)
L — |_Qzl<T;t) Q20 (T; t) _|
Ahora (3.4.12) puede escribirse como
x(T) = Q1 (T;t) x(t) + Qi (T;t) p (L) (3.4.14)
p(T) = Qi (T;t) x(t) + Q0 (T;t) p(t) (3.4.15)
Como P (T) = S x (T) por las condiciones de

transversalidad recogidas en (3.4.11), tenemos que si se
multiplica (3.4.14) por S, vy si se iguala (3.4.14) con

(3.4.15)

Despejando p(t);

p(t) = [Qu(T;t) - S Quu(T;E) 171 [S Qui(T;t) - Qo (T;8)] x(t)

(3.4.18)
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Como se cumple siempre que existe la matriz inversa 0 ,

[Q (T;t) - S Q,(T;t)]! ,la ecuacién (3.4.18) determina una

relacidén entre p(t), variable adjunta, y x(t), variable de

estado.

p(t) = K(t) x(t) para todo t € [to, T] (3.4.19)

Sustituyendo (3.4.19) en (3.4.8) obtendremos la ley de

control oéptima feedback.

u (t) = - MI(t) B'(t) K(t) x(t) (3.4.20)

Ahora bien, falta conocer la matriz K(t) V t € [to, TI],

para que esta ley quede perfectamente determinada.
K(t) es una matriz funcional de (nxn), que depende del
tiempo, y en particular del tiempo terminal, T, asi como de

la matriz S, pero no depende del estado inicial ni de las

variables de estado.

K(t)=[Qu (T;t) =S Qo (T;t) 17 [S Qi (T;t)+ Qo (T;t) ] (3.4.21)

Cuando t =T ,

Q(T;T)= 1T (3.4.22)

9 prueba en KALMAN (1960).
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Por tanto, las submatrices seréan

Q1 (T;T) = Qupp(T;T) =1 (3.4.23)
Qi (T;T) = Qo (T;T) =0 (3.4.24)
La matriz [Qun(T;T) - S Qi (T;T)] =1 es regular y
K(T) = [Qu(T;T) = S Quz(T;T)17" [S Qi (T;T) - Qi (T;T) ]
(3.4.25)
va a quedar como
K(T) = S (3.4.26)

A este mismo resultado se puede llegar, mas féacilmente,

considerando las condiciones de transversalidad de (3.4.11) y

la relacidén existente entre p(t) y  x(t) mostrada por
(3.4.19).
p(T) = S x(T) (3.4.11)
p(T) = K(T) x(T) por (3.4.19) (3.4.27)

Es imposible obtener la expresidn analitica de Q(T;t) si
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todas las matrices A(t), B(t), M(t) y Q(t) son variables en
el tiempo. En este caso, la evaluacién de K(t) seréa
aproximada y se obtendrd por ordenadores digitales.'’ Sin

embargo, si estas matrices son constantes, se resuelve la
matriz Q(T;t) analiticamente, utilizando cualquier método

valido para este caso. De todas maneras, la matriz inversa de
la expresidén (3.4.21) es de dificil céalculo, sobre todo
cuanto mayor sea "n", el numero de variables de estado, pero
la matriz K(t) cumple unas propiedades que van a facilitar la

obtencidén de su expresidn analitica.

Suponiendo que se cumple (3.4.19), si diferenciamos ésta

respecto al tiempo, tenemos

p(t) = K(t) x(t) + K(t) x(t) (3.4.28)

Sustituyendo (3.4.19) en (3.4.9)

x = [A-BM!B K] x (3.4.29)

Sustituyendo (3.4.29) en (3.4.28),

S - [K+KA-KBM!B'] x (3.4.30)
p

1 Ver péagina 97 para el calculo aproximado de la matriz

K(t); vy el epigrafe 4.2.2 del capitulo 4 dedicado a
aplicaciones préacticas.
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Sustituyendo (3.4.19) en (3.4.5)

p=1[-0-A" K] x (3.4.31)

Restando (3.4.30) con (3.4.31) podemos llegar a

[R+KA—KBM‘1BK+A'K+Q]x=O (3.4.32)

V t e [to, TI

Sea cual sea el estado inicial, x(tg) , como K(t) no

depende de éste, y como (3.4.32) se cumple para
cualquier x(t) vy V t € [ty, T], la matriz gque multiplica a

la variable de estado, x(t),deberd ser nula.

K+KA+A"K-KBM!BK+Q=0 (3.4.33)

Y por tanto, K(t) debera satisfacer el sistema de

ecuaciones diferenciales (3.4.34).

K = - KA -A'"K+KBM!B'" K -0 (3.4.34)

Al sistema de ecuaciones (3.4.34) se le denomina,
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normalmente, ecuacidén de Riccati (una extensidén natural de la

ecuacién lineal de primer orden).

Asi pues, resumiendo, x(t) y p(t) son las soluciones de
las ecuaciones candnicas (3.4.10), vy si p(t) = K(t) x(t)
vVt €[to,T), la matriz K(t) debe cumplir el sistema de
ecuacliones diferenciales (3.4.34). La ecuacidn (3.4.206)
proporciona las condiciones frontera necesarias para
resolverlo. Por la existencia y unicidad de la solucidén en
sistemas de ecuaciones diferenciales (ec. tipo Riccati),

K(t) existird y serd unica.

A primera vista, K(t), como es una matriz de (nxn), la
ecuacidédn de Ricatti (3.4.34) seria un sistema de n?
ecuaciones diferenciales de primer orden, sin embargo la

12

matriz K(t) es simétrica , por lo que el sistema se

reducird a uno de n(n+l)/2 ecuaciones diferenciales de primer

orden.

2 Las matrices Q, y (B M*' B') por los supuestos
hechos al inicio de la exposicidén, son matrices simétricas. K
serd simétrica si K' = K. Demostrando gque K' cumple el

sistema de ecuaciones de Riccati (3.4.34), basédndose en el
hecho de que 1la solucidén de este sistema de ecuaciones
diferenciales es uUnica, se llega a gque

(K)' = [dK/dt]' = -A'K-K'A+K'BM 'B'K -Q = (K')=(dK'/dt)

Se ha visto que K vy K' cumplen las ecuaciones de Riccati.
Aparte cumplen las condiciones frontera, S x(T) = K(T) x(T)
=== x'"(T) S'" = x"(T) S = x'"(T) K'(T) ===> K'(T)=S'=S=K(T).

Por tanto, K(t) es una matriz simétrica.
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La matriz K(t) es definida positiva V t e[to,T] *°, vy

semidefinida positiva cuando t = T (K(T) = S).

El sistema de ecuaciones de Riccati no es lineal, y por
esta razdén , no puede obtenerse facilmente la solucidn de
este sistema. Si las matrices de coeficientes A, B, M, vy Q,
son variables en el tiempo, se puede obtener una aproximacidn

de K(t) mediante calculo numérico:

Sabiendo que dK(t) = 1im K(t+At) - K(t) , Se puede

dt At->0 At
resolver la ecuacidén de Ricatti empleando la férmula K(t+At) =

K(t)+ At{- K(t)A(t)-A'(t)K(t)+K(t)B(t)M (t)B' (t)K(t) -0Q(t)}.
Se resolverd hacia atréds en el tiempo, utilizando pequefios
incrementos, At, negativos, y partiendo de que K(T) = S.
Cuanto mas pequefios sean los incrementos, mejor sera la
aproximacién. Asi pues, como K(t) es independiente de x(t),
una vez esté especificado el funcional objetivo podra
resolverse la ecuacidén de Riccati, antes incluso de operar

con el sistema dindmico.

El control éptimo u’(t) dado por (3.4.20), representa, al

menos, un minimo local para el funcional (3.4.2). Si la

13 Ver ATHANS & FALB (1966). Capitulo 9, pags. 764-766
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siguiente matriz (3.4.35) es definida positiva, el control

que hace que OH/Ou = 0, es al menos , un minimo local:

— -1
0°H/0x° 0°H/0x0u
(3.4.35)

L_62H/5u6x 62H/5u?_J

Calculando las derivadas de segundo orden del

Hamiltoniano de este problema, la matriz (3.4.35) queda

(3.4.306)

Como M(t) es definida positiva, el signo de (3.4.36)
depende del signo de Q(t), que como se ha supuesto era
semidefinida positiva, por lo que (3.4.36) sera semidefinida
positiva. E1 hecho de ser M(t) definida positiva es
suficiente garantia para que (3.4.20) , u = - M' B' K x,
minimice, al menos localmente, el coste. Va a cumplir las
condiciones suficientes de minimo que en estos problemas se

il . , il * .
exigen normalmente. Ademas , ese control OoOptimo, u (t), si
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existe, serd unico.'*

Conviene seflalar que si las matrices de coeficientes
A(t),B(t),M(t) y Q(t) son constantes, T = o,la matriz S = 0,
y el sistema controlable, la matriz K(t) seguiria siendo

variable, pero KALMAN (1960) demostrd que el 1lim K(t) = K ,
t -> o©
siendo K una matriz constante que satisface el sistema de

ecuaciones de Riccati, quedandose éste reducido a uno de
ecuaciones algebraicas, en vez de ecuaciones diferenciales no
lineales. Ademas, el sistema de ecuaciones diferenciales que
proporcionaria la trayectoria éptima de la variable x(t) va a
ser un sistema estable (el sistema, por tanto, seréa

estabilizable) .

A continuacidén se plantea un ejemplo de un problema de
regulador lineal con tiempo terminal finito, con matrices de
coeficientes y matrices de ponderaciones constantes, siendo
ademés las matrices S y Q definidas positivas, lo que va a
proporcionar un control Oéptimo gque va a ser un minimo del
funcional. Después se vera otro ejemplo de un problema con

horizonte temporal infinito y coeficientes constantes.

Ejemplo.l.- En 20 afios, un gobierno de una ex-colonia

Y vVer ATHANS & FALB (1966). Capitulo 9, pagina 764.
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britdnica se plantea mantener la tasa de crecimiento de la
poblacién negra, x:1(t), vy 1la tasa de mortalidad de 1los
ciudadanos blancos, x;(t) lo més prdéximas a cero como sea
posible. Para ello, dispone de unos recursos del presupuesto
nacional dentro de la partida especial de " Sanidad, Higiene
y Orden publico", u(t). Sabiendo 1la relacién qgque existe
realmente entre estas variables, los politicos (ciudadanos
blancos), plantean el siguiente sistema dindmico vy el

funcional de coste J;

x1(t) = u(t)
X (t) = x1(t)
1 1 (20
Min Ji= —[x2(20)+10x2(20)] + — | [(2x2(t)+4%?(t)+0.5u(t) ]dt
2 2 .Jo
Con un estado inicial x(0)= (x1(0),x>(0)) en ty = 0.

Las matrices son

La matriz K(t), que serd variable de todas formas, es

ki1 (£) kis (L)

ko1 (t) koo (L)
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El control éptimo sera

u (t) = - 2 [k (t) xi(t) + kia(t) x2(t)]

La ecuacidén de Riccati nos wva a proporcionar en este
ejercicio un sistema de 3 ecuaciones diferenciales no

lineales.
K(t) = -KA-A'"K+KBM!B' K -0

Teniendo como condiciones frontera

El sistema resultante es

kit = 2 kii- 2 ki - 2
kiz = 2 ki1 kiz - ka2

koo = 2 ko - 4

Resolviendo este sistema no lineal obtendriamos la matriz

K(t), y por tanto, la ley de control éptimo feed-back, u (t).

Ejemplo 2.- Un pais con un endeudamiento externo de x(t)

délares en el periodo t (se incluye en x(t) sdélo el capital
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pendiente), y una politica de devolucién de dicha deuda u(t),
con u(t) negativos que significan desembolsos
correspondientes a la devolucién de parte de la deuda , vy
u(t) positivos gque corresponden a un nuevo endeudamiento.

Siempre que no se produzca una devolucidn (minoracién de 1la

deuda) o un nuevo endeudamiento, la deuda crece a una tasa
constante o como consecuencia de los intereses, del

crecimiento de la poblacidén, desarrollo de 1los proyectos

iniciados, y de 1los gustos de los habitantes del pais

(consumo conspicuo de las clases privilegiadas). El sistema
dinédmico es, para un nivel inicial x(0)= xq,
x(t) = ax(t) + u(t) , x(0) = xg

El funcional objetivo es minimizar

1 [
Jg=— | (ox

2 Jo

2 + ru) dt

donde q, r > 0. s =0, A=a, B=Db=1, Q =g, vy M-=r.

El Hamiltoniano es

2

H=1%¥ (gx® + ru’) + pax + pu

La politica oéptima, obtenida por OH/Ou = 0, es

*

u = - p/r
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Sustituyendo p(t) = k x(t) gracias a (3.4.19),
u'(t) = - (k/r) x(t)
Como k es constante (t --> o), la ecuacidn de

Riccati nos da la ecuacidén algebraica

k? - 2rak - rqg = 0

cuya solucidn, sabiendo que k es definida positiva (k>0)

k = ar + r (o + q/r)l/2

)1/2 siendo B > 0.

Llamando B = (o? + q/r

’

k= (a+ R) r

El control éptimo es

Con un sistema dinamico para la variable de estado a

resolver
x(t) = a x(t) + u(t) = - B x(t)

La solucidén de este sistema es
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- B = x(t) , integrando ambos lados

Por las condiciones frontera en t; = 0 se obtiene el

valor del término constante

Y la ley de control éptimo feedback

u'(t) = - (o + B) xo e®F

El resultado es una politica o6ptima de pago de la deuda
y una deuda que va a decrecer a una tasa exponencial, B, a lo

largo del tiempo.
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3.4.2.- El1 problema del regulador-output.

En este tipo de problemas se va a tratar que todas las
componentes del vector output, y(t) sean 1lo méds pequefias

posibles.

Si el sistema dindmico a controlar es observable 15, se

podrd reducir el problema de regulador del output a uno de

regulador de la variable de estado.

Dado el sistema observable

x(t) = A(t) x(t) + B(t) u(t) (3.4.37)

y(t) = C(t) x(t) (3.4.38)

donde

X (t) es un vector columna de n componentes

u(t) es un vector columna de r componentes
y(t) es un vector columna de m componentes

siendo 0 < m % r , n

Y el funcional

> E1 concepto de observabilidad va a permitir deducir

la unicidad del control éptimo.
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donde
u(t) no estd restringido
M(t), Q(t) v S cumplen las mismas propiedades que en el
modelo de regulador-estado.

T estd fijado; tp y x(tg) son conocidos.

Se resuelve este problema reduciéndolo a un problema de
regulador- estado, siguiendo, por tanto, los mismos pasos que
anteriormente se vieron. Esto es posible gracias a que el

sistema representado por (3.4.37) y (3.4.38) es observable.

Sustituyendo (3.4.38) en el funcional objetivo (3.4.39),

quedaréd, prescindiendo del término t para abreviar la

notaciodn
1 N

J, = — x(T)'C(T)'S C(T)x(T) + — | [X'"C'O C x + u'M u]dt
2 2 Jo

(3.4.40)

La expresién de este funcional es muy parecida a la del
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funcional J;, (3.4.2), pero con la diferencia de que en lugar
de las matrices S y Q(t), en J, aparecen [C(T)'sS C(T)], vy
[C'Q C]. Pero va a resultar que [C(T)'S C(T)] y [C'Q C] son
matrices semidefinidas positivas, también por serlo S y Q(t),
y por ser el sistema (3.4.37)-(3.4.38) observable.'® Por
tanto J; y J, van a resultar totalmente equivalentes vy la

solucidén se obtendrd del mismo modo.

Asi, con este sistema observable, con este funcional con
matrices semidefinidas positivas, va a existir un control

6ptimo, unico, y gue estard dado por

u (t) = - M (t) B'(t) K(t) x(t) (3.4.41)

' Sean S y 0Q(t) matrices simétricas semidefinidas

positivas. Las matrices [C'(T) S C(T)] vy I[C'Q(T)C(T)] son

también simétricas, pero ademéas seran semidefinidas
positivas. Si el sistema (3.4.37)-(3.4.38) es observable, 1la
matriz C'(t) no puede ser nula en ningln instante del tiempo
t, (t € [to, T]). Entonces si Q(t) es semidefinida positiva

y'(B)o(t)y(t) 2 0 V y(t).

Si y(t)= C(t)x(t), tendremos que

x'(t) C'(t) Q(t) C(t) x(t) =20 , V C(t)x(t)

Pero como la observabilidad implica gque cada output

y(t), estd generado por un Unico estado x(t), se podra
concluir que

x'(t) C'(t) Q(t) C(t) x(t) =20 , V x(t)

Por lo que la matriz [C'(t) Q(t) C(t)] wva a ser
semidefinida positiva. Lo mismo podria argumentarse para
demostrar que [C'(T) S C(T)] es semidefinida positiva.
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donde K(t) es una matriz definida ©positiva que es

solucidén de la ecuacidédn de Riccati (se ha eliminado t)

K=-KA-A'K+KBM!B'"K-C'QC (3.4.42)

Con condiciones frontera

K(T) = C'(T)S C(T) (3.4.43)

El estado o¢ptimo es la solucidén del sistema de

ecuaciones diferenciales (3.4.44), dado x(to),

%(t) = [A(t) - B(t) M'(t) B'(t) K(t)] x(t) (3.4.44)

Con esto se completaria el proceso de obtencidén de 1la
solucién del problema de regulador-output planteado, que era
el de controlar un sistema observable y variable en el

tiempo, ademéds de lineal.

Si tuviéramos un sistema lineal vy constante en el
tiempo, observable y controlable, con T = o (tiempo terminal

infinito) en el funcional de coste , el resultado seria

similar al obtenido para el problema del regulador-estado,
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teniendo en cuenta la solucidén obtenida para el problema de
regulador-estado planteado. La matriz K(t) se comportaria de

la misma manera, seria variable, pero cumpliria lo siguiente

lim K(t) = K

t->00
siendo K una matriz constante definida positiva que cumpliria
la ecuacidén de Riccati, gque pasaria a ser un simple sistema
de ecuaciones algebraicas, y no de ecuaciones diferenciales.
Ademds, en este caso, (matrices constantes en el tiempo), el
sistema (3.4.44) para K , seria estable al tener la matriz
[A - B M' B' K], denominada matriz de ganancia ("gain

matrix"), autovalores con partes reales negativas.
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3.5.- Modelos de seguimiento lineal.

El problema de seguimiento lineal consiste en concebir
un mecanismo de control que conduzca al output, y(t), del
sistema (o al estado x(t)), de manera gque siga una
trayectoria deseada, v(t), (0 x(t)). Un ejemplo clasico
aplicado a la Economia seria el problema de encontrar el
control o6ptimo, mediante el gasto publico, tasa de interés o
la oferta monetaria, que indujera al Producto Nacional a
seguir un cierto nivel Oéptimo determinado por el pleno
empleo, o por consideraciones a mas largo plazo (crecimiento
autosostenido, equilibrio ecoldégico, ...), a la vez gue se
estabiliza la economia, es decir, no produciéndose fuertes

fluctuaciones en las variables.

La expresidén de este tipo de problemas serd, dado un

sistema dinédmico,

é(t) = A(t) x(t) + B(t) ul(t) (3.5.1)

y(t) = C(t) x(t) (3.5.2)

El objetivo es minimizar Js

1 1
Js = — e(T)'S e(T) + — | [e(t)'Q(t)e(t)+u(t) 'M(t)u(t)] dt
2 2 )
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Este funcional es el mismo que el planteado en el apartado 2
de este trabajo, por lo que no se va a repetir la explicacién
del mismo. Se trata, en resumen, de minimizar la suma
ponderada de las variables de error al cuadrado, sin que se

dé un excesivo gasto en control, u' M u. El vector error se
definia en el epigrafe 3.3 como e(t) = y(t) - y(t), pero se

puede definir también como e(t) = x(t) - x(t) , empleando
variables de estado en vez de variables output como se hizo
en el funcional (3.3.4). En realidad la distincidén entre la
variable de estado x(t) y la wvariable output y(t), es en
definitiva un problema de medida de las observaciones. La
mayoria de las veces solo unas pocas variables de estado son
importantes o son observables. Ademas el output es una
combinacidén de variables de estado, [y(t) = C(t)x(t)], y en
otros casos lo es de aquéllas y de las variables de control,
[v(t) = C(t)x(t)+D(t)u(t)]. Por esta razdn al vector y(t) se

le denomina vector de medidas.

En la practica es costoso o dificil medir todas las
variables de estado directamente, pero es mas facil medir el
resultado u output. Si no existiera ese problema de medidas o
de obtencidén de datos, la distincidén entre el vector x(t) de
variables de estado y el vector y(t) de wvariables output
desapareceria (C(t)=I), siempre que el output no dependa del

control.
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A lo largo del capitulo 5 se comentaradn algunos aspectos
del problema de la medida y de la obtencidén de datos, pero
para el estudio tedérico de los problemas de seguimiento
lineal se supondrd gue no existen esos problemas de medicidén
de las variables de estado, que son en todo momento las dque
se pretende controlar, y el output es solamente el resultado
medible. Asi pues,en el desarrollo de este apartado se estaré
suponiendo que no existen problemas de medida de x(t). Si se
considera la existencia de estos problemas, un andlisis para
este caso, siempre que el sistema dindmico a controlar sea
perfectamente observable, puede encontrarse en ATHANS & FALB

(1966), pags. 793 a 804.

Como el problema de seguimiento lineal es una
generalizacién del problema de regulador lineal o, se
pueden utilizar los resultados obtenidos en este Ultimo caso

para no repetir los casi mismos pasos que se hicieron en el

epigrafe 3.4.1.

El funcional a minimizar serd ahora

7. Para conocer las condiciones que se requieren para

que un problema de seguimiento lineal se pueda reducir a un
problema de regulador lineal, ver ATHANS & FALB(1966),
capitulo 9, péags. 804-806.
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1 1 ("
Jy-——[x(ﬁ—%(TH'S[xﬂH—%(TH+——|Hx—%)%ﬂx—%)ﬂﬂM u] dt
2 2 Jo
(3.5.4)
Dados el tiempo y el estado iniciales, x(0) = xqo, V

manteniendo las matrices del sistema dindmico, representado
ahora sélo por (3.5.1), y las del funcional (3.5.4) vy las
propiedades que se les atribuia en anteriores apartados, 1las
etapas para la obtencién del control Optimo seradn las
siguientes:

El Hamiltoniano es

1
H=— (x-x)'Q (x-x)+ — u' Mu + p'Ax + p'Bu (3.5.5)

2

La variable adjunta satisfard el sistema

p=-0H/0x=-Qx-A'p +0Q X (3.5.6)

con las condiciones de transversalidad correspondientes

p(T) = S (x(T) - x(T)) (3.5.7)

El control o6ptimo que se obtendria al igualar a cero la

derivada del Hamiltoniano respecto a u (0H/0u = 0), es
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u'(t) = -M'B'p (3.5.8)
Sustituyendo (3.5.8) en (3.5.1), vy <con el sistema de
ecuaciones (3.5.0) se obtiene el sistema de ecuaciones

A
L ® ] * |

Resolviendo el sistema (3.5.9) de la misma manera que se
resolveria el sistema (3.4.10), mediante la matriz de
transicidén, obtendremos, tras las sustituciones y operaciones
necesarias , la solucidén equivalente a la ecuacidén (3.4.19)

en el problema del regulador-output
p(t) = K(t) x(t) + v(t) (3.5.10)
donde K(t) es la misma matriz que en (3.4.21), y v(t) es el

vector (0, Q%) de (3.5.10).'®

Sustituyendo (3.5.10) en el sistema de ecuaciones

% para la derivacién del vector v (t) ver ATHANS & FALB

(1966), pags 794 y ss.
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dinédmicas (3.5.9),

X
I
S
|
w
Z|
w
=
><
|
w
Z|
w
<

(3.5.11)

p=-(Q+A'K) x -A'V+Qx (3.5.12)

Diferenciando (3.5.10) vy sustituyendo en el resultado
(3.5.11)
Pp=Kx+Kx+v-= (3.5.13)

= (K + KA - KBM'B'K)x - KBM'B'v + v (3.5.14)

Igualando (3.5.12) con (3.5.14)

(K + KA + A'K - KBM'B'K + Q)x +(v + A'v - KBM'B'v - Q0 %)= 0

(3.5.15)

Como la ecuacidédn (3.5.15) se cumple para cualquier valor

de x(t), x(t), vy t, la matriz K(t) y el wvector v(t) van a

satisfacer el siguiente sistema de ecuaciones

K=-KA-A'K-Q+KBM!B'K (3.5.16)

v=- (A" -KBM!B') v + 0 % (3.5.17)

con las condiciones frontera (3.5.7), vy haciendo t=T en

(3.5.10),
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p(T) = S [x(T) - x(T)] = K(T) x(T) + v(T) (3.5.18)

Como K(T) =S ¥, wv(T) debe ser igual a [- S x(T)]

La ecuacidén (3.5.16) es precisamente la ecuacidn de
Riccati del problema de regulador lineal, siendo también K(t)
una matriz simétrica , definida positiva, y por tanto con
n(n+l) /2 términos distintos.

Asi el problema de seguimiento lineal estd compuesto por
dos componentes : la parte del problema de regulador lineal vy
la parte asociada al término v(t). Si v(t) es igual a 0, x(t)

serda igual al 0, el problema de seguimiento se reduce al

modelo de regulador lineal.

La ley de control optimo es

ui(t) = - M'(t) B(t)'[K(t) x(t) + v(t)] (3.5.19)

Esta solucién éptima se puede demostrar que es unica 2°

14

asi como que minimiza el funcional objetivo Js.

9 ver epigrafe 3.4, ecuaciones (3.4.12) a (3.4.20).

29 La unicidad de u'(t) se va a poder deducir por la

unicidad de las soluciones de los sistemas de ecuaciones
diferenciales, tal y como se demostraria en el caso de un
modelo de regulador lineal.
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4.- APLICACIONES PRACTICAS.




118

4.1.-Modelos macroeconémicos tipo acelerador -

multiplicador.

Ya se ha mencionado en el inicio del capitulo 3 que los
métodos de Regulador y de Seguimiento Lineal han sido muy
empleados como técnicas de control en el andlisis de
distintos tipos de politica y planificacidédn macroecondmica.
Por ello, en este apartado se veradn dos situaciones de

aplicacién de estas técnicas.

El andlisis de estas aplicaciones se inicia con el caso
de una economia cerrada. El modelo no incorpora las
relaciones econdémicas que pudiera tener agquélla con otras
economias. Al incorporar en el segundo conjunto de casos el
sector exterior, también se afladiradn nuevos objetivos de
politica de estabilizacidén , como va a ser el equilibrio de

la Balanza de Pagos.

4,.1.1.- Una economia cerrada.

4.1.1.1.- MODELO A (SAMUELSON, HICKS)

Se tomarid un modelo que se puede derivar de SAMUELSON
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(1939), y de HICKS (1950), del tipo multiplicador-acelerador,

caracterizado por el siguiente sistema de ecuaciones:

La ecuacidén dindmica gque se obtiene es la

siguiente
- h s h
Y(t) = ——————- Y(t) + ——————- G(t) = a Y(t) + b G(t)
1 - hwv 1 - hwv
siendo - h s h
a = —————-- ; b=-—---—-
1 - hwv 1 - hwv

El funcional objetivo es

1 ("
Min J= -— |[ g (Y - ¥¥)? + m (G - G™)?] dt
2 Jo
cong>0 ; m>0, y donde

I(t) es la demanda total de inversidn, dividida en dos

partes , la correspondiente al sector privado, vY(t) , siendo

v el acelerador que se considera constante, y la
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correspondiente al sector publico, G(t).

S(t) es el ahorro total, gue se divide en ahorro
privado, s; Y(t), y en ahorro publico, s, Y(t); donde s: es la
propensién marginal a ahorrar del sector privado, y s, la

propensién marginal al ahorro del sector publico, (s = sits;).

Y(t) es la renta nacional o producto nacional, siendo
Y™ (t) el nivel de pleno empleo que se va a considerar
constante. Su evolucidén temporal viene dada por una
proporcién, h , de la diferencia entre la inversidén y el
ahorro. Esta ecuacidén se obtiene a partir de la distincién
realizada por HICKS(1950) entre dos sentidos dados al ahorro
en una economia
- el que se desprende de 1la igualdad que debe darse
entre inversién y ahorro de un periodo.
- el ahorro que siendo funcién de la renta, lo es como
diferencia entre la renta del periodo anterior y el
consumo actual.
Esta proporcidén, h, marcard la velocidad del ajuste de
la inversidén del periodo al ahorro que se produce como

consecuencia de la renta no consumida en el periodo anterior.

G(t) es el gasto publico en inversién, y G (t) el
nivel deseado. Se va a considerar este Ultimo igual a cero,

G (t) = 0, por tanto nos vamos a encontrar con un problema
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de seguimiento lineal del tratado en el epigrafe (3.5.1) con

horizonte temporal infinito y coeficientes constantes.

El funcional gquedara asi,

El objetivo, segin se desprende del funcional, es
estabilizar la economia, minimizando las desviaciones de la
renta y del gasto publico de sus niveles deseados, sujeto a
un sistema dindmico que refleja la evolucidédn temporal de las

variables a controlar vy que viene representado por

|
o)
=
+
(oF
Q

y

siendo - h s h

La representacidén se realiza trabajando con desviaciones

para de esta forma solucionar un problema de seguimiento
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lineal con horizonte temporal infinito. Esto se debe a 1la
falta de desarrollo tedbrico para solucionar este tipo de
problemas, por lo que sb6lo podemos contentarnos, bien, con

unas aproximaciones numéricas para instantes finales T muy
elevados, pero finitos (T<®); o bien, intentar transformar el

problema de seguimiento lineal en un problema de regulador

lineal, y resolverlo como tal.

Para la solucidén de la mayoria de los distintos casos en
los que se ha empleado el control 6ptimo en este apartado, se
ha optado por la segunda posibilidad de las mencionadas. Si
bien puede no cumplirse alguna de las diferentes condiciones
suficientes ©planteadas por diversos autores ! para
transformar un problema de seguimiento lineal en uno de
regulador lineal; se ha podido transformar haciendo el
supuesto de alcanzabilidad? en el equilibrio del nivel de
pleno empleo para la renta nacionil mediante gp gasto publico

consistente con él1. Asi, para Y = Y* , G = G¥, se

cumplird que

restando esta ecuacidén al sistema

! Vease el no cumplimiento de la condicién suficiente

expuesta en ATHANS & FALB (1966), pags. 804-805.
’ para el concepto de estado alcanzable o accesible, ver
ATHANS & FALB (1966), pag. 197.
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se tiene el sistema expresado en desviaciones de las

variables respecto de los valores deseados

De esta forma, el problema de S.L. ha quedado reducido a
uno de R.L. con horizonte temporal infinito. Quizds sea muy
fuerte el supuesto de alcanzabilidad del pleno empleo en el
equilibrio, es decir, la existencia de un control (gasto
publico) que garantice la consecucidén de los objetivos en el
punto de equilibrio, pero no lo es mds que el hecho de
considerar un nivel de pleno empleo constante para la renta

nacional.

El hamiltoniano correspondiente es,

1
H= -——-[gy +mg°]l+play+bgl
2
0 H
La condicién ----- = 0 , proporcionara la ley de
09

control ¢éptimo lineal y feedback,



124

Por (3.4.19),

se tiene que p k y , por tanto

Como estamos ante un problema de horizonte temporal

infinito con coeficientes constantes , el lim k(t) = k
t ——>
una constante que cumple la ecuacidn de Riccati ,

siendo k

la
cual ya no es diferencial sino algebraica.

Por ser k constante, yv k =0

, se tiene

k_

=-ka-ak+kbm*bk-qg=0

Resolviendo la ecuacidédn atendiendo al hecho de que k > 0

para todo t € [0,o] ( la matriz de Kalman es simétrica vy

definida positiva), se tiene como solucidén de k , 1la
siguiente

a + (@ +pqg/m?)

Para t elevados se tiene que
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siendo B = - (b/m) k.

Esto significa que si existe en un instante del tiempo
un "gap" entre el producto nacional y su nivel deseado de
pleno empleo, yEE (lo que se conocerd estudiando 1la
evolucién de Y), este "gap" va a determinar cudl sera el
gasto en exceso o en defecto correspondiente que minimice
tanto las desviaciones de Y(t), como el gasto en si. De esta

manera, tenemos la ley de control éptima feedback

g (t) =R y(t).

La senda temporal o6ptima de las desviaciones del
producto nacional, y(t), es
y=ay+bg =ay+bBy=(a- (bk/m) ) y=ny

donde n = (a - (’k/m) ) = - (s + (q/m) )% /(1-m?) < O.

Resolviendo esta ecuacidén diferencial se obtendrd 1la
funcién que relaciona los valores de 'y con respecto a t,

aplicando la politica de gasto publico o6ptima proporcionada
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por el C.0., para y(0) = yp

vy (t) = yo e™"

A medida que transcurra el tiempo, como n < 0, tenderéan

a reducirse las desviaciones entre la renta nacional y la de

pleno empleo siguiendo esta politica de gasto publico éptima.

CUADRO 4.1.I.- Resumen MODELO A.

FUNCTIONATL OBJETTIVDO
1 [
Min J = -— |[ g (Y - Y¥)2 + m (G - G™)?] dt
2 Jo
g>0 ; m>020
S I STEMA DINAMTITCDO
-hs h
Y(t) = ———— Y(t) + ——= G(t) = a Y(t) + b G(t)
1-hv 1-hv
En desviaciones: y=ay+bag
-hs h
y = Y-Y* ; g =G-G ; y(0) =0 ; a=--—— ; b= ---
1-hv 1-hv
REGTLA D E CONTROL OPTIMDO
g(t)= -k by /m
k = [m (a+(a*+b’q/m)*?)] / b?
RENTA OPTIMA
y (t) = yo e™

n=(a- (b’k/m) )= - (s+(q/m))*?/(1-n?) < 0.




127

A continuacién se realiza un pequefio andlisis sobre los
parametros constantes del modelo, h, s, v, g y m, dada la
condicién inicial apuntada. Este anadlisis se desarrolla en
términos graficos. De esta forma, se puede conocer cdémo
incidirian los distintos valores de los pardmetros del modelo
(propensién marginal al consumo, acelerador, penalizaciones a
las desviaciones,...) sobre la rapidez en la convergencia del
output al nivel deseado, bajo las pautas marcadas por la T?
del C.O..

Los distintos escenarios planteados se recogen en la
TABLA 4.I. Cualquiera de ellos dard como resultado 1la
convergencia al pleno empleo tras un periodo de tiempo. Se va
a tomar el escenario R1 como situacién de partida, y se iréan
comparando los otros c¢inco restantes para extraer, en la
medida de 1o posible, unos simples comentarios que
ejemplifiquen cudl podria ser uno de los multiples usos del

C.0. en el estudio de modelos macroecondmicos.

TABLA 4.1I.- Escenarios del modelo A.

E S ¢C E N A R I O S
PARAMETROS R1 R2 R3 R4 R5 R6
h 1 0.5 1 1 1 1
S 0.2 0.2 0.3 0.2 0.2 0.2
v 0.4 0.4 0.4 0.8 0.4 0.4
q 0.5 0.5 0.5 0.5 0.1 0.9
m 0.5 0.5 0.5 0.5 0.9 0.1




128

Tras el examen de la Figura 4.1.I, puede decirse que una
menor proporcién, h, de la diferencia entre la Inversidén y el
Ahorro de un periodo, conlleva una mas lenta aproximacidén en
el tiempo de la renta nacional a su nivel de pleno empleo. Lo
mismo sucede comparando con el escenario R5; la evolucidén de
la desviacién oéptima de la renta nacional, y (t) = Y-YF, es
muy parecida a la de R2, tal y como puede verse en la Figura

4.1.IT v en el detalle mostrado por la Figura 4.1.I1IT1.

FIGURA 4.1.I.- Escenarios R1/R2
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En la Figura 4.1.1IV, las curvas que marcan la evolucién
de v, Rl y R3, estdn casi superpuestas, lo que va a indicar
que, dados esos valores de los pardmetros, un aumento de la
tasa de ahorro de 0.2 a 0.3 , no iba a suponer grandes
cambios en la velocidad de la convergencia al pleno empleo.
Este hecho podria apreciarse también en la figura 4.1.II1 que

recoge a todos los escenarios con un mayor detalle.

Dados los wvalores marcados por la TABLA 4.1 para los
distintos parédmetros; el penalizar con 0.1 las desviaciones
de la renta nacional, y con un 0.9 el gasto publico, equivale
casi a considerar a h a su mitad (0.5). Asi, un aumento en
la penalizacién del gasto 'y una disminucidén en 1la
correspondiente a la desviaciédn de la renta, tal y como se
refleja en la Figura 4.1.V, hace «que el ©proceso de
convergencia a la renta de pleno empleo sea mas lento que en
el otro caso, Rl. Esto mismo podia haberse deducido antes de
examinar las graficas, vya que el penalizar menos , en
términos relativos, a las fluctuaciones de la renta de su
nivel deseado, hace menos "urgente" , por tanto, el alcanzar
ese nivel, por lo gque la convergencia es menos rapida, aunque
estamos considerando instantes de tiempo muy pequefios, ya que
para cualquiera de los escenarios que se pudieran plantear la
convergencia de la renta nacional a su nivel de pleno empleo

estd asegurada para valores de t suficientemente elevados.
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La figura 4.1.VII recoge el escenario R6 que representa
la situacién opuesta. Se penaliza en mayor medida 1la
desviacidén de la renta que el empleo del gasto publico; por
lo que la convergencia de la renta a su nivel de pleno empleo
se efectla de forma més répida.

Por ultimo, cabe decir que los escenarios R4 (Figura
4.1.VI) y R6 (Figura 4.1.VII) marcan sendas de evolucidn
temporal de las desviaciones de la renta similares. De forma
simplista podria concluirse que si el acelerador, v, pasa a
duplicarse (de 0.4 a 0.8), las desviaciones del producto
nacional respecto de su nivel de pleno empleo siguen una
trayectoria casi igual a la resultante de mantener el
acelerador en 0.4, y aumentar la penalizacidén de aquellas
desviaciones (de 0.5 a 0.9) a la vez qgque se disminuye la

correspondiente al empleo de gasto publico (de 0.5 a 0.1).
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4.1.1.2.- MODELO B. (PHILLIPS)

Tomando otro modelo de una economia cerrada, que incluya
no sbélo el sector real de la economia, sino también el
monetario, se plantea a continuacidén un modelo que PHILLIPS
(1954) vy (1957)' empled para analizar tres tipos de politicas
de estabilizacidén. Se comparardn con la que va a proporcionar

el C.O.

El modelo en cuestidén es el siguiente,

C=ayY , oa >0, C = Consumo nacional
Y = Renta nacional
I =-Rr , R >0, I = Inversidn
r = Tasa de interés
E=C+ I+ G, E = Gasto nacional
G = Gasto publico
Y=un (E-Y), w >0
M =6Y-Tr, o, ' >0 M® = Demanda
monetaria
M° = M M° = Oferta monetaria
M = M@

1 Modelo extraido de STEVENSON, A.; MUSCATELLI, V.;
GREGORY, M. (1988). Pags. 303-312. Es una versién en tiempo
continuo de PHILLIPS, A.W. . Puede encontrarse un analisis de
los tres tipos de politica wutilizados con este modelo en
TURNOVSKY (1977) .
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La ecuacién dindmica gque se obtiene es

Y=p[ («a-1) - (B/T) o] Y+ (uB/T') M+ pn G

con variables de control G, y de estado, Y ; siendo M una

variable exdgena.

El problema de control con estabilizacidén es alcanzar un
determinado nivel de renta nacional Y (pleno empleo),
empleando el gasto publico G, de manera que a la vez se esté

estabilizando la economia.

El primer tipo de politica examinada por PHILLIPS es la

regla del gasto proporcional

Se incrementa el gasto publico cuando el nivel de
ingreso nacional es menor que el deseado o de pleno empleo, y

decrece cuando es superior a éste.

Sustituyendo esta regla en la anterior ecuacidn

diferencial

Y=p[ (oa- Ro/T)-n-1)Y+ny®+ (B /T) M ]
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La estabilidad del sistema econdémico depende del signo
del término (o - (Bo / I') - m - 1). Si el término es

negativo, el sistema serd estable, lo que indicaria que la

politica de gasto proporcional tiende a estabilizar la

economia, por lo que conforme m tenga un valor mayor, mas
estabilidad proporcionard esa politica. Detrds de esta
ecuacidén estd el hecho de considerar que las autoridades
nunca alcanzarian el objetivo marcado por Y, como puede
observarse en la Figura 4.1.VIIT.a, para los valores de 1los

paradmetros que recoge la TABLA 4.11

FIGURA 4.1.VIII.a.- P°? de Gasto Proporcional
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TABLA 4.1.II.- Parédmetros del modelo de Phillips.
Economia cerrada.

o 0.9 r 0.7 m=m 2 M(0) 60
B 1.25 M 60 my 1 Y=Y | 120
1) 0.9 T 2 Y (0) 100 G 0
c 0.5 q 1 G(0) 5 M 60

Asi, intentando hallar la renta nacional de equilibrio,

Y , siendo Y = 0, se tiene

TY®+ (3 /1) M

=
Il

(1 +n+ Bo/T) - a)

Donde Y serd igual a Y solamente cuando & = © , por

lo que nunca se alcanzard el objetivo, a no ser gue se
modifique esta regla politica de accidn. Se deberd modificar
la regla, encontrando el nivel de gasto, G, que sea

consistente <con el nivel de equilibrio estatico de la renta

nacional, Y™ = Y.

La nueva regla politica planteada es

G -G®*=n (¥Y* - V), con m > 0.



138

No basta con variar el gasto publico o la politica de
intervencién, en funcidén de las desviaciones de la renta
nacional o ©producto nacional respecto de sus niveles
deseados, sino que se debe conocer cudl seria el valor del
gasto publico, del instrumento, en la situacidén de equilibrio
estatico (steady-state), G®. La politica se ejecuta tomando
como referencia un determinado equilibrio. De esta forma,
aplicando esta nueva regla de politica econémica se alcanza
el pleno empleo en el equilibrio, tal y como refleja la

Figura 4.1.VIII.b

FIGURA 4.1.VIII.b.- Nueva P°° Gto. Proporcional
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El segundo tipo de regla politica que considerd PHILLIPS

en base a estas consideraciones, la llamé la regla integral

de control.

O bien

Con esta politica, las autoridades determinan el gasto
corriente no s6lo atendiendo al "gap" existente entre el
ingreso actual 'y su nivel deseado, sino todas las
desviaciones del ingreso con respecto al nivel a alcanzar.
Esta nueva regla, junto con el modelo IS-1M, proporciona el

siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

Y p (a-(Ro/I')-1) 1) Y (us / I'y M

Se podria ver que el modelo es globalmente estable,
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siempre que (o - 1 - (Bo / TI)) < 0. Conforme mayor sea el

valor de T, mas rapidamente el sistema va a converger al
equilibrio. Esta regla de accidén politica es estabilizadora.

En el equilibrio, la renta nacional converge al nivel deseado

por los politicos, Y = Y™, vy el nivel de gasto de equilibrio

sera

G=-B®/T)M+YE (1+ B®o/T) -a)

La evolucidén de la renta nacional y su convergencia al

nivel de pleno empleo, Y, para los valores de la TABLA 4.II

se muestra en la Figura 4.1.IX.

FIGURA 4.1.IX.- Regla integral de control
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El tercer tipo de politica, es la 1llamada regla de

politica derivada, siendo del tipo

G= -1 Y ’ con T > 0.

El gasto publico se incrementa siempre que la tasa de

variacién de la renta nacional sea negativa.

Sustituyendo en el modelo IS-LM, se obtiene, esta vez,

una sdla ecuacidn diferencial

Para que sea estable, se requiere que ao < [1+(B o /I)].
El alcance de los objetivos planteados en el punto de
equilibrio no estd garantizado, como puede verse en la

Figura 4.1.X
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Noétese que estos tres tipos de politicas no se han
planteado tras un proceso de optimizacidén. Ademds, no se han
valorado los costes que pudieran ocasionar, sino que sdélo se
ha hecho mencién a la consecucién en el equilibrio de 1los

objetivos perseguidos.

En el contexto del modelo macroecondémico expuesto

anteriormente, vy planteando ahora un funcional objetivo a
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minimizar, que afecte tanto las desviaciones de la renta
nacional con respecto al nivel deseado, Y, como al gasto
publico a emplear, se tendria el problema de control con

estabilizacién expresado a continuacidn

CASO 1

Trabajando con desviaciones de las variables respecto de
los wvalores deseados, como se hizo en el caso anterior, la

ecuacidn diferencial resultante es

con a=un [a-1- (Bac/I)]
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El horizonte temporal se considerard infinito (t-->w0),

asi la solucidn para la politica de gasto, es la siguiente

g(t) = - (b / m k y(t)

siendo

a + [a®> + (g b? / m)]Y?

b?/m

La trayectoria oéptima de las desviaciones de la renta

nacional vendrd dada por la solucidén a la siguiente ecuacidn

Graficamente, la Figura 4.1.XI refleja la funcidn

temporal que seguirdn las desviaciones de la renta nacional
cuando t--> o , aplicando la ley de control oéptima. Mientras

que las evoluciones que se han derivado de aplicar la



politica de gasto proporcional,

y la

Y (t)-YE (t)

funcidén representada en la Figura 4.1.XI.

cuando

distinta,
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regla derivada de
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ya que k

control,

Vte[0,+®], no puede decirse 1lo

en cualquier otro caso,

no sera constante.

FIGURA 4.1.XI.- Regla de control Sptimo.
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Analizando cudl seria el gasto publico resultante de la
utilizacién de una politica u otra, se puede afirmar a la
vista de las Figuras 4.1.XII, que con la ley obtenida por las

técnicas de control, el gasto publico converge a cero cuando
t-->0 ; mientras que empleando las politicas proporcional vy

derivada (por separado), el gasto no tiene por qué converger
al valor deseado. Para la regla de gasto integral y la
redefinida regla de gasto proporcional, el objetivo, G¥= G,
se alcanza también, al igual que sucede con la renta
nacional; ahora bien, las oscilaciones o fluctuaciones qgue
sufren las variables de estado y de control son mucho mayores
aplicando esta regla de gasto, que siguiendo la pauta de

actuacidédn marcada por la ley de control oéptimo, la cual

minimiza aquéllas de acuerdo con el funcional planteado.

FIGURA 4.1.XII.a.- Gasto proporcional
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FIGURA 4.1.XII.c.- Regla integral de control
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FIGURA 4.1.XII.d.- Regla derivada de control
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CASO 2
Si se tomara la oferta monetaria , M, no como  una

variable exdégena, sino como una variable de control a emplear

por el gobierno, el nuevo funcional podria ser

con

Y =AY + Bu
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siendo

A=pfoa-1-(Bo/I)]

F‘ 1
B = I_u,},lIS/F _‘

Trabajando con desviaciones de las variables respecto a

los valores deseados? , el sistema dindmico resultante es

y=Ay + B (u-u

A G - G
con y =Y - Y*® ; (u - u) = ~
M - M

La solucién para los controles, es:

2
con k = , r =u

r L_ m; IMm, _J

a+ (&> + gr)t/? ,_1 B _‘
| +

? E1 pleno empleo también es alcanzable.
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La trayectoria oéptima de la desviaciédn de la renta se

obtiene como solucidn del sistema

y= [la- (Wk/m) - (WbhB k/mTI)]y
vy (t) = yo e™*
con n = [a- (W k ((1/m) - (B* / my I'%)))]
Las figuras 4.1.XI1I % 4.1.XIV muestran,

respectivamente, las trayectorias de las desviaciones de 1la
renta nacional y del gasto publico cuando t —> o . La
convergencia a los valores deseados estd asegurada al ser un
sistema estabilizable y alcanzable. Al contar con una
variable mas, la convergencia es " mas rapida " que en el
ultimo caso, en el que sdélo se contaba con el gasto publico
como instrumento. ¢Se puede concluir que la introduccidn de
variables de control posibilita una mas rapida convergencia
hacia los wvalores deseados?. En principio no se ha expuesto
en este trabajo nada que sustente esta afirmacidn, por lo que
no serda licito concluir que la introduccidén de un mayor
numero de variables de control wvaya a proporcionar una
convergencia mas rapida, e incluso no estaria garantizada la

consecucidén de los objetivos perseguidos.
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FIGURA 4.1.XIV.- Regla de control dptimo.Caso 2
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CUADRO 4.1.II.- RESUMEN MODELO B (PHILLIPS)

SISTEMA

DINAMTITCDO

INICIA AL

Y=l (o« -1) = (/) o] Y+ (u/I') M + p G
Y(0) = Yo o, B, n, o, ' >0
POLITICAS REGLA DE GASTO SOLUCION RENTA
PROPORCIONAL n >0 Y(t)=[y(0)-(b/a)le ™+ (b/a)
1 G =m (YF-Y) a=-p(a-1- (Bs/T))
Fig.4.XII.a b=p (Y™ + (BM/T") Fig.4.VIII.a
2 G_Gﬁzn(YH_Y) a=-p(o-1(Bc/I')) Fig.4.VIII.b
Fig.4.XII.b b=p (Y + (BM/T) +G™
INTEGRAL ehht (*)
T >0 Y=Y + ——— (coswt (hhA;+whA,) +
ehth
+ ——— (coswt (hhA;+wA))
. —TC
G =m (YY) A;=G(0) - Gp
A=[Yo-Y™"-hh (A:/-n) 1/ (w/-7)
G(O) = GO
Gy =-[1+ (Bo/T) -a] Y**+ (BM/T)
hh = [p(o-1-(Bc/T))]1/2
[4pn-p’ (a-1- (Bo/T)) 117
w =
2
Fig.4.1.XII.c Fig.4.1.1IX
Y(t)=[y(0)-(b/a)]le™+(b/a)
DERIVADA
a=-pla-1-(Bo/I') 1/ (1+umn)
G=-7mY
b= [p(BM/T) 1/ (1+umn)
Fig.4.1.XII.d Fig.4.1.X

(%) :

Raices imaginarias.
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CUADRO 4.1.II.-RESUMEN MODELO B (PHILLIPS) (continuac.)

C 0O N T R O L O p T I M O

SISTEMA DINAMICO EN DESVIACIONES

y =ay+tbg, y(0)=7Y(0)-Y"
a=p [a-1-(Bo/T)], b =p, vy =YY", g= G- GF

FUNCTIONA AL

1 ("
Jg=— | (g 1Y-Y*™1? + n [G-G™1?) dt

2 Jo

Regla de g (t) = - (b / m k y(t)
k

control = [a+[a’+ (g b?/m)1Y?]/ (b°/m)
6éptimo Fig.4.1.XII.5

Renta vy o(t) = yo e** o=[a- (b’k/m) ]
bptima
(desviac.) Fig.4.1.XI

SISTEMA DINAMICO EN DESVIACIONES

A

vy =A vy +B (u- 1) ;oy=Y-Y™ ; u = (G,M)

F; _ GPE

(u-0)= |

|
L

;A=pla-1-(Bo/I") 1, B=(u,uB/T)

FUNCTIONATL

1 [

J=— | [q(y-Y)? + m (G-G)? + m, (M-I1)?] dt
2 Jo

REGLA DE CONTROL OPTIMO Fig.4.1.XIV

—

[g"(t),m (£)]= R y(t) R=-u[ (k/my), (Bk/T my) ]

k =[la+(a’+qr)*?)/r , r=p’[(1/m)+ (B'Tmy) 2]

RENTA OPTIMA Fig.4.1.XITT

*

v (t)=ype™* n=[a- (W'k ((1/m) - (B*/mI?))) ]
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4.1.2.- Una economia abierta.

La introduccién del Sector Exterior en el modelo
macroeconémico va a plantear distintos problemas, entre los
que se encuentran los relacionados con el equilibrio de la

Balanza de Pagos, o la estabilidad del tipo de cambio.

Al MODELO B (PHILLIPS) se le podria incorpar el Sector

Exterior, resultando las siguientes ecuaciones

Y=pn (E - Y) , u >0
M=0cY-Tr , 0>0 v I'>0
M® = M

MS:Md

donde N es el saldo de la Balanza de Pagosl.

! Se considera de forma simplista, como el saldo de la
Balanza Comercial : Exportaciones - Importaciones.
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Ahora bien, si se introduce el Sector Exterior en el
modelo, no como una variable exdgena, sino que se afiade el
objetivo de politica econdmica de mantener el equilibrio de
la Balanza de Pagos, podrd introducirse una variable de
control mas, asi como otra ecuacidén dindmica. Asi, el modelo
que refleja la nueva situacidén contard ademds de 1las

anteriores ecuaciones, con la siguiente2

N=v TC + v, G+ y3r - 74 Y Yir Y2r Y3, Ya > O

donde TC , tipo de cambio fijado por el gobierno ,es la
nueva variable de control, suponiendo que se pueda

instrumentalizar.

El sistema de ecuaciones diferenciales resultante es

2 Esta ecuacién se ha establecido de forma intuitiva,

considerando nociones muy basicas de Teoria Macroecondémica
para la eleccidn de las variables, asi como la
caracterizacién del signo de los paradmetros. La linealidad de
la ecuacidén es un requisito impuesto por el tipo de modelos
con los qgue se estd trabajando con las técnicas de C.O.
expuestas.



siendo

|uocfscs/l“) 1] n

ﬁ
KB R AR N (R 0

Al haber considerado sélo dos variables de control, G vy
TC, (la oferta monetaria, M, se ha considerado exbégena), el

funcional objetivo es

J= — | [ (v-¥,N-N)t Q(Y-¥,N-R)+(G-G,TC-TC )t M(G-G, TC-TC) ]dt

con

0 a2 0 my

= o>@

En términos de las desviaciones de las variables de
estado y de control respecto de sus valores deseados (pleno

empleo alcanzable), el sistema dindmico puede reescribirse
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como
Yy Yy g
= A + B
n n e
con y =Y - Y™, n =N - N = N; g=G-G; e=TC - TC
El sistema de ecuaciones de Riccati correspondiente es
K=-KA+KBM"'B'K-0Q-A'K
Se tratard de un problema de horizonte temporal infinito
(t—=—=>0), al igual que como se hizo para el caso de economia

cerrada. La solucidén de K(t) cumple gque

Se deberd resolver, pues, un sistema de ecuaciones

algebraicas no lineales, en vez de ecuaciones diferenciales

no lineales.
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Para los valores de los distintos pardmetros del modelo

recogidos en 1la TABLA 4.1.III , la solucidén de K es ,

mediante un calculo aproximado de la solucién del sistema °

0.4956501117540264 0.1261358531048569
K =
0.1261358531048569 4.775363961934988
Asi, el vector de control éptimo, (u-u)  , cuando t -->o©
seréa

A

(u-u)” = - M B'lim [K(t)x(t)] = - M B'K x(t)
t—>00
con
y(t) ~ g" (t)
x(t) = ; (u - u) = .
n(t) e (t)
3 Aproximacidén con un error de lO”ﬁ, obtenida por

biparticién, aplicando el Teorema de Bolzano del valor medio.
Se obtuvieron 4 soluciones de K, pero sbélo una de ellas era
una matriz simétrica definida positiva.
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TABLA 4.1.III.- Paradmetros del modelo de economia
abierta.

o 0.9 I 0.7 Y1 0.3 my 2

B 1.25 | M 60 V2 0.1 my 1

n 0.9 ai 1 Y3 0.35 N 0

c 0.5 lep) 2 Ya 0.28 N (0) - 15
Nota.- Los valores mostrados en esta Tabla recogen 1los

equivalentes a los mismos parédmetros dados en la TABLA
4.1.1II, permitiendo que el modelo sea estabilizable.

El resultado, segin estos valores, serd la 1ley de

control lineal éptima feedback que se concreta a continuacién

g (t) 0.2293493429 0.295529332 y (t)

e (t) 0.0378407559 1.432609189 n(t)

Recuérdese que lo que se expresa en esta ley lineal es
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la evolucién temporal Oéptima de las desviaciones de las
variables de control, en funcidén de las desviaciones de las
variables de estado. Sustituyendo esta ley de control O6ptima

en el sistema dindmico se obtendrd la senda temporal Optima

del wvector x(t) cuando t--> oo,

Ax +Bu

5.
Il

5.
Il

[A - B M!B' K] x

=
b
Il

Ax+B (-M!'B

Este sistema serd estable si todos los autovalores de la

matriz [A - B M' B' K] tienen ©parte real no positiva. En

este caso, la tienen, y la solucidn, para unas condiciones

iniciales dadas y(0) = - 20 (Y(0)= 100), n(0) = =15, es
y (t) - 16.240311 e™* - 3.7596889 &***
n(t) - 14.575234 &Mt - 0.4247658 &*°*

siendo R1 = -0.530967025

R2 = -1.028354502

Como puede verse, cuando t-->w0, esta seria la expresidn

matematica aproximada de la evolucidén temporal de las
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desviaciones de la renta nacional y del saldo de la balanza

de pagos. Ambas variables de estado, pues, alcanzaran 1los

valores deseados cuando t-—-->w

Se reitera una vez mas, que la solucidn agqui mostrada no
es la representacidén matemadtica de la senda temporal due
seguiran tanto Y como N en cualquier instante t € [0, o),
ya que existirada un valor distinto de K, vy por tanto, un
control éptimo que determinard unos valores para el vector de
variables de estado que no tendrd por qué satisfacer la

solucidén aqui presentada.

La representacidédn gréfica, tanto de la renta nacional ,
asi como de sus desviaciones respecto al nivel de pleno
empleo, y del saldo de la balanza de pagos, se muestran en

las figuras 4.1.2.I, 4.1.2.I1, y 4.1.2.1I11I, respectivamente.

FIGURA 4.1.2.I.- Economia abierta:Renta Nacional

130
R
e
n
t
120 | e Aokt a
__'E'—& )

Bgy' N
-4 a
- o
11@ | H,G" i
(@]
b ;
f a
, 1

100 L

tiempo



20.0

15.0

10.0

5.0

@,

- l@l@

- 1@.
= 12.
- 14,

¢ © & & © & O ©

FIGURA 4.1.2.II.- Economia abierta:Desv. Renta

S OO SN OO

\ e B VR v

tiempo

FIGURA 4.1.2.III.- ierta: SALD
Bz PAYYS Apierta: SALDO

i

.x
.,
o gt r W

tiempo

162



163

Comparando la evolucién de Y en la figura 4.1.2.II con
la de la renta nacional en una economia cerrada, tanto con
una como con dos variables de control (figuras 4.1.XI,
pag.145, vy 4.1.XIII, ©péag. 151), sbé6lo puede concluirse,
intuitivamente, que para los valores arbitrarios de la TABLA
4.1.1II, los casos dgue representan a una economia cerrada
muestran una mas réapida convergencia al nivel de pleno empleo
que en el caso de una economia abierta, no pudiéndose extraer

conclusiones de carécter general.

En cuanto a la evolucidén de la variable de control que
refleja el gasto publico, G (t), se expresa graficamente en la
Figura 4.1.2.1IV, junto con las correspondientes a las dos
soluciones del caso de una economia cerrada. S6lo se puede
hacer el mismo tipo de comentario que se ha hecho para con la
renta nacional, su evolucidén converge, en el infinito, més
lentamente al nivel deseado que en las dos soluciones

obtenidas con C.0O. para el caso de una economia cerrada.

Por ultimo, y para mostrar qué sucede con el tipo de
cambio, en la figura 4.1.2.V, se puede apreciar las
desviaciones de éste respecto al tipo considerado por 1los
responsables de politica econdémica como compatible con una
situacidén de pleno empleo, y de equilibrio de la balanza de

pagos.
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Asi, de esta forma, se ha querido ejemplificar el uso de
las técnicas de Control Optimo para obtener 1la ley de
politica oéptima que conduzca la economia, siempre dque el
modelo lo permita, de un estado inicial a otro estado, que en
estos casos ha sido el pleno empleo, compatibilizédndose este
objetivo con otros como el equilibrio de la balanza de pagos,
o el minimizar el gasto publico ( o sus desviaciones respecto

al nivel en el pleno empleo).

En el apartado siguiente, al trabajar con otro tipo de
fendémenos econdémicos, y por consiguiente, con otras
modelizaciones, se analizard la obtencidén de la solucidn de
problemas de control en otras condiciones distintas a las ya
empleadas : coeficientes variables vy horizonte temporal
finito, frente a los coeficientes constantes vy horizonte

temporal infinito utilizados en este epigrafe.
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4.2.- Modelo de estabilizacién de produccién v

almacenamiento.?!

Un caso tipico de control es el problema de minimizar el
coste de mantener un almacenamiento y una produccién de un
determinado producto prdéximos a unos niveles deseados. E1
enfoque empleado en este apartado para abordar el problema
estd enmarcado en el contexto propio de esta Tesis de
Licenciatura, es decir, la estabilizacidén de sistemas
econétmicos dindmicos, y mas concretamente, aplicando el
modelo de seguimiento lineal para el planteamiento vy

obtencidén de la ley de control feedback oéptima.

Antes de acometer el caso de los excedentes agricolas
comunitarios originados por la politica de sostenimiento de
precios, se resolverd un problema més simple y general, para
facilitar una mejor comprensién del planteamiento, asi como

de las novedades incorporadas en el caso concreto.

! Ha sido estudiado por muchos autores. Puede verse una

recopilacién de distintos planteamientos en SETHI (1978), vy
SETHI (1981) .
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4.2.1.- Un modelo simple de produccién y almacenamiento

con estabilizacién.

Una empresa se plantea, dada una tasa de ventas exdgena
s(t), positiva, Dbuscar el nivel de produccidén, u(t), dque

minimice

donde x , y u son los niveles de stocks almacenados vy
de produccidédn , respectivamente, X y u , los niveles
deseados; vy q y r los pesos constantes dados por la

empresa para penalizar las desviaciones de la produccién vy

almacenamiento de las sendas planeadas.

La acumulacidén de inventarios en el tiempo, x(t), es la
diferencia entre la produccidén, u(t), y las ventas, s(t).

Estd reflejada en la siguiente ecuacidén diferencial

Se parte de un nivel de existencias almacenado ,
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x(0)= xg , conocido , estando el tiempo inicial y el final

fijados, (0,T).

Se construye el Hamiltoniano correspondiente, para

resolverlo como si se tratara de un problema de maximizacioén.

(Min F(x) = - Max F(x) ).
H=-g (x - x)?-m (u-u?+p (u-s)
Asi, tendremos
- H:.=p =2 q9g (x - x) ; con p(T) =0
Hh=0=-271r (u-u +p

El control éptimo es

A

*

u = (p/2r) + u

Sustituyendo en la restriccioén

AN

% = (p/2r) + u - s(t) ; con x(0) = xo



Como se vio en el epigrafe 3.5.1

Las ecuaciones de Riccati resultantes son

k + (k*/2r) - 2g=0

; + (k/ 2r) v -k (u-1s) +2gx=0

Las soluciones de este sistema son

k(t) = - 2 r a tanh[oa(T - t)]
donde a = (q / r)'/?
v(t) = 2 r a x tanh [a(T - t)]

De esta forma, dgqueda totalmente determinado el

169

control
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Siendo el nivel Optimo de inventarios

x (t) = x + cosh [a(T - t)](xo - %) / cosh(aT)

La tasa de produccidén Ooptima, u (t), es un control
feedback, depende ademas de los parametros del sistema, y de
la tasa exdgena de ventas, s(t), del nivel corriente de

almacenamiento, x(t).

Puede verse que la evolucidén temporal Optima del
inventario refleja que si, inicialmente, x9 = x, es decir, el

nivel inicial de stocks es el deseado, se mantendrd siempre

A

en ese nivel. Ahora bien, si x¢ # x , se aproximara

asintéticamente al nivel deseado.
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4.2.2.- E1 caso de los excedentes agricolas

comunitarios.

Después de las dos Guerras Mundiales, la politica
agricola seguida por los distintos gobiernos experimentd un
cambio, tratando de segurar un abastecimiento alimenticio
mediante la oferta agricola interior del pais. Las imégenes
de la guerra y postguerra permanecian presentes en la mente
de los dirigentes de las naciones afectadas. Asi, no es de
extrafiar que con el nacimiento de la CEE, 1la Politica
Agricola Comun (P.A.C.) fuera el pilar fundamental de la
politica comunitaria. ©Sus objetivos prioritarios fueron vy
son, entre otros, la seguridad en el abastecimiento de
alimentos, vy garantizar, para la consecucién del anterior

objetivo, un nivel de renta minimo a los agricultores.’'

! Art.39.1 "Tratado de Roma".1959. Gaceta Juridica de la
CEE n°® 2. 1985.
" 1. Los objetivos de la politica agricola comin seréan:
a)incrementar la productividad agricola, fomentado
el progreso técnico, asegurando el desarrollo racional de la
produccién agricola, asi como el empleo Optimo de 1los
factores de produccidén, en particular, de la mano de obra;
b)garantizar asi un nivel de vida equitativo a la
poblacién agricola, en especial, mediante el aumento de la
renta individual de los que trabajan en la agricultura;
c)estabilizar los mercados;
d)garantizar la seguridad de los abastecimientos;
e)asegurar al consumidor suministros a ©precios
razonables."
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Debido al predominio gque ha tenido en 1la P.A.C. la
politica de sostenimiento de ©precios sobre una politica
tendente a reformar las estructuras de la agricultura,
ciertos sectores de ésta han generado unos importantes
excedentes que el mercado interior no ha podido absorber.
Cabe resefiar que mientras la oferta en la agricultura crece a
un ritmo répido debido a la continua mejora de la
productividad de las explotaciones agricolas, la demanda
presenta una fuerte inelasticidad-precio, y una elasticidad-
renta incluso negativa para algunos productos vy elevados

niveles de renta, propios de los paises industrializados.

En el sector de productos lacteos, el problema de 1los
excedentes comunitarios se acentua, destacando la mantequilla
y la leche de wvaca desnatada en polvo como casos mas
relevantes de este problema. El régimen de intervenciones
para estos productos contempla tanto medidas comunes a todo

el sector, como otras mas especificas.

Entre las medidas comunes, podemos hablar de la

existencia de un precio indicativo para la leche con un

determinado contenido de grasa ( fue de 36 ptas./litro para
la campafia 85/86, 27'84 ecus/100 kgs.). Este precio se trata

de asegurar para toda la leche vendida por los agricultores,
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y por esta via mantener un nivel determinado de renta para

aquellos.

Se establece, también, un precio umbral para una serie

de productos representativos, y que se van a considerar como
precios minimos para las importaciones realizadas por
terceros paises, tratando de situar los precios de 1los
productos lacteos importados al nivel correspondiente al
precio indicativo. Asi, como medida protectora de 1la
industria lactea comunitaria frente a los intercambios con
terceros paises, existen los llamados "prélévement"?, que se

deben pagar por los productos lacteos importados.

Para eliminar los excedentes almacenados, la politica
comunitaria puede emplear las restituciones a la exportacién’
de los mismos , pagandose a los qgue exporten leche

comunitaria a terceros paises.

En Abril de 1984, el Consejo credé un régimen de cuotas
de produccién. Dicho mecanismo estaba basado en una cuota

global que se descompone en :

> Diferencia entre el precio umbral y el precio més

favorable del mercado mundial.

> Diferencia entre el precio de intervencién comunitario y
el precio de mercado de destino.
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- una cantidad de referencia para la entrega a las
industrias lacteas (por productor o por industria léactea),
segln criterio del pais miembro, eligiendo entre la férmula A
o la férmula B para calcularla.®

- una cantidad de referencia para la venta directa

efectuada por el productor.

Si se sobrepasan las cantidades de referencia, el
productor deberéa pagar, aparte de la tasa de

corresponsabilidadﬁ, vigente desde 1977, una tasa

suplementaria, que se eleva al 100% del precio indicativo de

la leche en caso de exceso en las "entregas" a las industrias
lacteas, y del 75% de dicho precio, en caso de "ventas
directas". La tasa suplementaria se aplica a las cantidades

que sobrepasen la cuota.

De una forma menos directa, tienen también incidencia
sobre la produccidén, las ayudas de caracter estructural que

concede la C.E.E. en el marco de la politica de la mejora de

* Para el conocimiento del establecimiento de esas

férmulas ver LIBRO VERDE N°220, 1988, pags. 24-27.

> La tasa de corresponsabilidad se encontrard entre el 0.5
y el 2.5 % del precio indicativo. De esta forma se ha hecho
participes a los ganaderos de la financiacidén de los gastos
originados por el sector.
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las estructuras agrarias (ayudas al abandono de la actividad,

modernizacidén de las explotaciones,etc.).

Para la leche desnatada en polvo existian unos precios
de intervencidédn (174'04 ecus/100 Kgs. en la campafia 85/86),
asi como un régimen de intervenciones que se plasmaba en
compras de garantia permanentes y sin limite cuantitativo.
Ademéds, se concedian ayudas concretas para destinar la leche
en polvo a alimentacidédn animal, asi como otras encaminadas a

financiar el almacenamiento privado.

A pesar de la aplicacién del régimen de cuotas a la
produccién para poder ajustar-equilibrar el mercado de
productos lacteos por el lado de la oferta, la produccidn
lechera ha permanecido a unos niveles muy superiores a su
demanda, lo que llevdé a la Comisidén a proponer una serie de
medidas tendentes a sanear la situacidén. Las medidas fueron
adoptadas por el Consejo en 1986 vy 1987, vy se referian,

principalmente, a tres aspectos

- Reduccién de las cantidades de referencia (cuotas
globales a la produccidn) ; y refuerzo a la tasa
suplementaria;

- Adaptacidén de los mecanismos de intervencidn;
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- Aplicacién de un programa de salida de almacén,
especialmente en cuanto a la mantequilla, a fin de eliminar

existencias de intervencidédn acumuladas.

El régimen de tasa suplementaria sobre las cantidades
entregadas o compradas que sobrepasen la cantidad de
referencia se ha prolongado; pues las cuotas han generado
unos resultados insuficientes en cuanto a adaptacidén de 1la

oferta a la demanda.

En cuanto a los mecanismos de intervencidén, la Comisidn
puede limitar las compras de intervencidén segin los

siguientes criterios

- suspensién periddica de la intervencidn para la leche
desnatada en polvo (LDP), limitando de forma permanente las
compras entre el dia 1 de marzo y el 31 de agosto de cada
afio. Por otra parte, también pueden suspenderse las compras
antes, incluso, de acabar el periodo si alcanzan la cifra de
100.000 toneladas. En caso de suspensién, estd permitida la
posibilidad de conceder ayudas al almacenamiento privado de
LDP.

- suspensidn de las compras de mantequilla de

intervencién, en cuanto las cantidades ofrecidas a 1la
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intervencién desde el 1 de marzo de 1987 hayan sobrepasado la
cifra de 180.000 toneladas, lo cual ya se produjo en junio de

ese mismo afo.

La intervencién tradicional se ha suspendido, y se ha
sustituido por un procedimiento de licitacidén. Esta puede
volverse a abrir si los precios de mercado se sitllan a un

nivel igual o inferior al

- 92% del precio de intervencidn, si las existencias
desde el 1 de marzo de 1987 siguen siendo inferiores a
250.000 toneladas.

- 90% si las existencias constituidas desde el 1 de

marzo de 1987 sobrepasan las 250.000 toneladas.

Una vez conocidos los instrumentos o controles de 1los
que se puede disponer para regular la produccidén y el
almacenamiento de productos lacteos en la CEE, se plantearia
la necesidad de modelizar el problema, para darle solucidn

posteriormente.
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Las representaciones matemdticas de este problema se
hardn en tiempo continuo, siendo modelos lineales vy
deterministas en su forma state-space. Esta no es ’
obviamente, la representaciédn mas fiel de la situacidén. Un
modelo en tiempo discreto, estocédstico y no lineal, hubiera
podido conseguir una representacidén més aproximada. Lo que ha
primado para la eleccidén de este tipo de modelizacién, ha
sido el hecho de ejemplificar el wuso de un método de
resolucidén de un problema de control con estabilizacidén, més
que plasmar un sistema dindmico gque pueda asumirse como
verdadera representaciédn de la realidad. Asi, no todas 1las
posibles variables instrumentales entraréan en juego
(explicitamente), y las relaciones que reflejan los sistemas
de ecuaciones diferenciales estdn establecidas de forma
intuitiva, por lo que no estédn obtenidas tras un proceso de
contrastacidédn mediante un modelo econométrico. Se va a
suponer, por tanto, que el modelo recoge la opinidén de unos
hipotéticos politicos responsables de 1la politica agricola
sobre la forma de interrelacionarse las variables relevantes
del problema. Los coeficientes de las ecuaciones planteadas
son variables en el tiempo, ©para obtener, mediante una
aproximacidén numérica, una solucién del sistema de ecuaciones
de RICCATI. Por ello, y por tratarse de modelos
deterministas, los coeficientes deben ser funciones reales
del tiempo conocidas.

Ademéds, como es légico, en la construccidén del funcional
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objetivo se seguirdn los criterios subjetivos marcados por
los agentes decisores, dando unos valores conocidos a 1los
pesos que ©penalicen las desviaciones de las variables

respecto a los niveles deseados.

Asi pues, se trabajard con modelos en los dque todo
parametro estaréa perfectamente determinado, % ninguna
variable sufrird perturbaciones aleatorias. Antes de comenzar
a mostrar el modelo, conviene reiterar que el objetivo del
estudio de este caso es el mostrar un método de resolucidn,
mediante una aproximacidén numérica, de un problema de control
con estabilizacidén (problema de seguimiento lineal, en
concreto),con coeficientes wvariables vy horizonte temporal
finito; y en ningun caso, se estd afirmando que el sistema
matemdtico representado sea valido, en el sentido de
asumible, como explicacidén del fendémeno de los excedentes
agricolas comunitarios. Se deja para una futura investigacién
la busqueda de una modelizacidédn contrastada empiricamente, y
la aplicacién de 1las técnicas de C.0. para obtener la

solucién del problema.

De todas formas, y para no aparentar un intento de

"asepsia" analitica, en cuanto a la incorporacidén de
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elementos de teoria o politica econdmica, se dard una
justificacidén intuitiva de 1la eleccién de las variables
incorporadas al sistema dindmico,y de cdémo se entenderia la
interrelacidén entre ellas, lo gque se traduce en el porqué de
la asignacién de un determinado signo a los distintos
parametros. Ahora bien, de lo que no puede darse explicacidn
alguna, en términos econdmicos, es de los valores concretos
que toman las funciones reales que representan a 1los
parametros, aungque quizds si que podria hacerse de forma muy

vaga de la evolucidén que marcan para aquéllos.

El problema planteado en términos de un problema de
Cc.0., quedaria recogido por un funcional objetivo a
minimizar, sujeto a un sistema dindmico. Se van a considerar
dos sistemas dindmicos de partida, cuya diferencia estriba
Unicamente en el nUmero de variables de —control que
incorporan. El primero consta de dos variables de control,
mientras que el segundo afilade tres variables distintas de las
que vya participaban en el primer sistema. La razdbdn de
realizar estas dos modelizaciones, radica en analizar si el
hecho de contar con un mayor numero de variables de control
repercute en alcanzar unas sendas Optimas de evolucidédn de las
variables de estado, consideradas en si mismas por los

agentes decisores como "mejores" a las obtenidas con un
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sistema gue cuente con un numero menor de variables
instrumentales. Ademds de esta comparacidédn de soluciones,
quedaria el hecho de que el empleo de las variables
instrumentales o de control , y sus fluctuaciones , no son
ajenos a la valoracién por los politicos. Esto se trata de
recoger 1individualmente, para cada modelo, en el funcional
objetivo, pero no van a existir criterios objetivos de
comparacién entre el valor del funcional objetivo que
proporcione el bptimo del primer problema con el

correspondiente al segundo caso.

El problema se refleja, pues, de la siguiente manera

1
Min J = — (x—x)'S(x—x)+———|[(X—x)'Q(x—x)+(u—u)'M(u—u)]dt
2

Xx =Ax + Bu+ C



182

En los dos casos gque se van a considerar, estos son los

elementos comunes

a) El1 vector de variables de estado es

x1 (t)

X5 (t)

siendo sus dos componentes:

x1(t) , la cantidad almacenada por los organismos de
intervencién publicos de leche, es decir, de leche desnatada
y mantequilla en unidades de medida equivalentes de leche.

X, (t), cantidad producida de leche.

b) Vector de valores deseados para las variables de

estado x1(t) vy x(t)

~ ~ X1 (t)
x = x(t) = ~
X5 (t)

Estos valores deseados son
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donde d(t) es la demanda interior del pais y es igual a

d(t) = 100 + 20 %3¢

La eleccidén de esta funcidén para representar a la
demanda interior recoge el hecho de ser siempre positiva vy
decreciente con el tiempo, debido al tipo de producto de que
se trata de (un bien agricola), con una elasticidad renta
baja, y rigidez relativa en cuanto a modificaciones en el
precio. Esto explicaria la tasa decreciente, pero podria
pensarse que los aumentos de poblacidén iban a traer como
consecuencia aumentos en la demanda. Dadas las
caracteristicas demograficas que actualmente presenta la C.E.
(tasas de natalidad decrecientes), el politico que
hipotéticamente ha establecido esta funcién de demanda
considera que los débiles efectos sobre el consumo de leche
debidos al aumento de 1la poblacidén, se absorben por las
caracteristicas propias del producto en cuanto a elasticidad-
renta muy baja, gque incluso podria ser negativa en el

transcurso del tiempo.
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c) Matriz residual. Da lugar al valor del funcional

objetivo en el instante final t = T.

d) Matriz diagonal de penalizaciones de las desviaciones

de las variables de estado respecto de sus niveles deseados.

Siendo

10 + 10 t2 > 0

gq: (t)

De esta forma, el politico estd penalizando mas las

desviaciones de la cantidad almacenada, que las asociadas con
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la cantidad producida. Ademés, para las primeras la
penalizacién se incrementa con el tiempo, lo gque indica que
se tiene en cuenta el punto del gque se parte. Al principio de
la accién politica, las desviaciones no se gravan tanto como
una vez transcurrido un periodo de tiempo, tras el cual, las
exigencias politicas requieren resultados, es decir, que las

variables de estado estén prdéximas a sus valores deseados.

e) to, es el tiempo inicial, y seréd igqual a 0.

f) T, es el tiempo final, que serd T = 15.

g) las condiciones frontera para el instante inicial ,

to = 0 , son

x5 (0) 135

Considerando, ahora, las particularidades de cada caso,

tenemos los distintos modelos.
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———————————————————— MODELO 1. o

El sistema dinédmico

Xx =AxXx + Bu+ C

queda de la siguiente forma

J
]
J

1
(@)
Q
w
G
L
—
g
G
>»
w
G
L

@]
@
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o -
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]
o C
N i
o« o
L

Donde

a;(t) = - 0.4+(0.1 £/T) < 0, By(t) = -(0.4+40.4t)/T <0
o, (t) = (4/6)+(t/6T) >0, By(t) = 0.3+0.6 72:993 5 ¢
az;(t) = - 0.1 <0, Bs(t) =-((L/7)+(t/8T)) < 0
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u;(t), es el precio indicativo de la leche, (politica de
sostenimiento de precios).
u,(t), es el gasto en reforma de 1las estructuras

agrarias, (politica de estructuras).

La eleccidén del signo de cada parémetro i By, se

hace en base a ciertas consideraciones que a continuacidén se

desarrollan para cada uno de ellos.

- a1 < 0. La cantidad almacenada por los o6rganos de
intervencidén publicos, siempre que exista alguna, (x; > 0), va

a influir negativamente en el aumento de dicho stock.

- o, > 0. La cantidad almacenada varia en la misma

direcciédn que el exceso de produccidédn u oferta interna

(produccién - demanda, xp(t) - d(t) ).

- o3z < 0. El nivel instantédneo de produccidén influye

automaticamente, y de forma negativa en el aumento de la
cantidad producida. La tasa suplementaria vy la tasa de

corresponsabilidad tienen un efecto negativo sobre 1la
cantidad producida de leche que recoge el parametro s,

superandose los posible efectos positivos que pudiera tener
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la inercia productiva en el incremento de la produccién.

- B; < 0. Los recursos destinados al gasto en reforma de
las estructuras agrarias tienden a hacer disminuir la

cantidad almacenada.

- B, > 0. El precio indicativo influye positivamente en

el aumento de la cantidad producida.

- B3y < 0. El gasto en reforma de las estructuras
agrarias afecta negativamente al aumento de la producciédn,
entendiéndose que las reformas perseguidas tienden al
abandono de las actividades productivas generadoras de
excedentes, en beneficio de otras en las que 1la C.E.E.

todavia es deficitaria.

En el funcional objetivo tenemos

— — — d(t) - az(t) - d(t) —
Ui (t)
B (t)
- a(t) = =
U, (t) 0
| | L _
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- Matriz de ©penalizaciones de las desviaciones de las

variables de control respecto de sus niveles deseados. Es

definida positiva y diagonal para todo t € [0,T].

siendo

=

=

i
[

10 + 10 £t > O , Ppara todo t € [0, T]

=

5

i
Il

5+ 5 t? > 0 , Ppara todo t € [0, T]

———————————————————— MODELO 2. o

El sistema dindmico

% (£) = A(t) x(t) + B(t) u(t) + C(t)

queda asi
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— 1
oy (t) o (t) 0 B (t)  Ba(t) 0 Bs(t)
= ;7 B(t)=
|_o o (t) |E2<t> B3 (t) 0 Be(t) 0 _l
— — up (t)
-aq (t)d(t) uz (t)
C(t) = ; u(t) = us (t)
0 uyg (t)
us (t)
Donde
= - 0.4+(0.1 t/T) < 0, DBi(t) = -(0.440.4t)/T <0
= (4/6)+(t/6T) >0, By(t) = 0.3+0.6 %% > ¢
= - 0.1 <0, Bs(t) =- ((L/7)+(£/8T)) <O
By(t) = - (0.240.2(t/T)) < O
Bs(t) = - ((1/6)+(t/6T)) < O
Bg(t) = - 0.8 <0
para todo t € [0,T]
u;(t), es el precio indicativo de la leche.
u,(t), es el gasto en reforma de las estructuras
agrarias.
us(t), es el gasto publico en subvencionar el

almacenamiento privado.

ug (t),

es la cantidad de referencia para la produccidén
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lechera.

us(t), es el gasto en restituciones a la exportacidn.

La eleccién del signo de los pardmetros ao; y de los
tres parametros R5 , (para j= 1,2,3), ya ha quedado explicada
en el MODELO 1, para los nuevos parametros introducidos, ésta

podria ser su Jjustificacién

- By < 0. El gasto publico destinado a fomentar el
almacenamiento por parte del sector privado tenderd a hacer
disminuir la cantidad intervenida que se encuentre en
almacenes publicos; cuyo coste se haya sufragado con cargo al

presupuesto comunitario.

- Bs < 0. El gasto en restituciones a la exportacidn
pretende disminuir la oferta interna, colocando en el
exterior posibles stocks de productos lacteos que, quizés,
sin este tipo de gasto, acabarian comprandose por los &érganos
comunitarios responsables, aumentandose asi la cantidad

almacenada, xi.
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- Bg < 0. El signo es negativo, pues podria entenderse
que la existencia de wuna cantidad de referencia, vy las
consiguientes cuotas acompafiadas de tasas suplementarias,
fuera a incidir negativamente en el aumento de la produccidn.
Aunque este es el signo que se ha tomado en el desarrollo,
podria haberse tomado el contrario, el positivo,
justificéndose por unas razones concretas : El signo de
Bs(t) se derivaria del signo de la incidencia del exceso de
produccidén, x,(t), sobre la cantidad de referencia, TU4(t),
medido como [x,(t) - ua4(t)]. El pardmetro gque multiplica a
la variable de estado X, (t) (produccidén de leche), oas(t)<0,

se considera en el MODELO 2 formado por dos componentes o

sumandos de signo contrario

- la inercia productiva, por una parte, a's;(t)>0.

Esta presupone que los productores van a tender a aumentar la

cantidad de leche producida con el fin de obtener una mayor
renta. El pardmetro a's(t) es distinto del pardmetro o3 (t)
del MODELO 1. Este Ultimo recogia de forma global los dos

efectos en que se descompone ahora o3(t) del MODELO 2.

- la desincentivacién a la produccidn consecuencia
del establecimiento de unas cantidades de referencia (y las
correspondientes cuotas que pueden acompanarla), y la

imposicidén de la tasa suplementaria sobre las cantidades que

excedan la cantidad de referencia asignada, a3''(t) < O.
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La segunda ecuacidén quedaria, suprimiendo el paréametro

t para simpificar la notaciédén, asi

X = 03' X2 + By ur + Bz uz + oz' ' [x2 — u4]

O también

Xy = [(13'+ 0(,3' 'l %o, + By up + 53 u, + 56 Ug
siendo Bg = - a3'' > 0.
Por lo que o3(t) = as3'(t) + a3''(t). Es de esta forma

como se explicaria la eleccidn del signo positivo para BRe(t).
Se considerard que |a3'| < | ag"|, es decir, los efectos del
establecimiento de una cantidad de referencia son més fuertes

que los de la inercia productiva, (a3 = - 0.1).

Todo esto no se ha hecho mds que para mostrar la
debilidad en la Jjustificacidén de 1la eleccién de un signo
determinado para un parametro, al aportarse razones tanto

para que B¢ fuese negativo como para que fuese positivo.

En el funcional objetivo se tiene

- El1 vector de valores deseados para las variables de
control ; cumpliéndose el mismo requisito que se exigia en el

MODELO 1 para que el estado deseado sea alcanzado en t=T.
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Son sus componentes

U1 (t)
U, (t)
u(t) = Gs(t)
g (t)
Us(t)
d(t) -[asz(t) + Bs(t)] d(t)
ui(t) =
B2 (t)

ﬁz(t) =0
fl3(t) = O
us(t) = d(t), la cantidad de referencia

pretende guiar a la produccidén hacia la
evolucién de la demanda, es por ello, por lo

que el agente decide este objetivo

- Matriz diagonal de penalizaciones de las variables de

control
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M(t) es definida positiva, ya que para todo t €[0,T]

my(t) =10 + 10 £t > O
my(t) =5+ 5t >0
ms(t) = 20 + 20 t* > 0
my(t) =15+ 15t > 0
ms(t) = 10 > 0

Una vez planteados los dos modelos, de manera dgque sean
estabilizables, y que los estados deseados sean alcanzables,
la resolucidén se llevard a cabo con el método explicado para
un problema de seguimiento 1lineal vy Thorizonte temporal

finito.

El sistema de ecuaciones de RICCATI seré

K=-KA-A'K - Q + KBM!B'K

V =- (A" - KBM!B")V + 0% - KC - KBU

siendo K(T) =5, y V(T) = - S x(T).
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Como las matrices A, B, C, Q, vy M son variables, se

puede obtener una aproximacién numérica de las soluciones de
K vy de V % resolviendo hacia atrds en el tiempo, con At

negativos, sabiendo que

Una vez obtenidas las aproximaciones a las soluciones
de K (t) y V' (t), se consigue conocer las leyes de control
6ptimo, u'(t), que seguirdn siendo aproximaciones, tanto mas
cercanas a la solucidén, como pequefios sean 1los At.

Sustituyendo las leyes de C.0. feedback en el sistema
dinédmico, obtendremos la evolucidén Oéptima aproximada de las
variables de estado, x (t). Como partimos de una sucesidn
numérica de K*(t) y de V*(t), nos vemos abocados a obtener

el mismo tipo de solucidbn para xf(t) % X, (L), mediante

® Aproximacién obtenida tras el disefio de un programa en
lenguaje APL.
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otra aproximacién hacia adelante en el tiempo, con At > 0,

tomando como punto de partida las condiciones iniciales de

las variables de estado, (x1(0)=20 , x,(0)= 135).

*

x (t+At) x(t) + At [A(t) x(t) + B(t) u (t) + C(t)]

Q

siendo u'(t) 1la ley de control éptimo feedback que han
generado las aproximaciones numéricas de K (t) vy de V' (t).
Las figuras 4.2.1 % 4.2.11 representan,

respectivamente, la solucidén para la senda temporal optima de
la cantidad almacenada de 1leche, xf{t), y la de las
desviaciones de la produccidn respecto a la demanda de leche,
x;(t), para el caso del MODELO 1. Puede apreciarse claramente
como los objetivos perseguidos se alcanzan en el instante
final marcado por T, pero este hecho ya se conocia por haber
escogido objetivos para las variables de control consistentes
con los fijados para las variables de estado. El1 objetivo
fijado para la cantidad almacenada se alcanza antes que el

fijado para la produccidén, vya que se ha penalizado mas las

desviaciones de la primera variable de estado.



198

Leche Almacenada

FIGURA 4.2.I.- Modelo 1:
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Las variables de control también alcanzan sus valores
deseados; las figuras 4.2.II1 vy 4.2.IV recogen este hecho
para las desviaciones del precio indicativo, ui(t), y para el

gasto en reforma de las estructuras, ux(t).

FIGURA 4.2.III.- Modelo 1l: Precio indicativo
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Ahora bien, si el vector 0 (t) fuera distinto del
planteado, no se alcanzarian los valores deseados para 1las
variables de estado. Estableciendo un precio indicativo de la
leche superior al expuesto, u:'(t) = ui(t) + 25, con fines
de mantener la renta de los agricultores a unos niveles
politicamente deseables, se podria lograr lo contrario, al
rebasarse en T el nivel de produccidédn acorde con la
demanda, y las cantidades almacenadas no disminuir 1lo
suficiente como para poder afirmar que la renta de 1los

agricultores fuera a ser la perseguida en un principio.

La politica de sostenimiento de precios, pues, al
establecer precios indicativos superiores a los consistentes
con una situacidén de excedentes y gasto en reforma de las
estructuras agrarias nulos, estaria facilitando la aparicién
de excedentes, o bien , la necesidad de destinar recursos
comunitarios a la politica de reforma de las explotaciones
agrarias, y modificar, por tanto, el objetivo gque se habia

fijado para esta politica.

Las figuras 4.2.V y 4.2.VI reflejan la evolucién de
X1(t), y de las desviaciones de x;(t) respecto de la demanda
para el nuevo valor de 1U;:(t); mientras que las Figuras

4.2.VIT y 4.2.VIII hacen lo propio para las soluciones de
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En cuanto al MODELO 2, si bien cumple las mismas
propiedades que el MODELO 1, como puede constatarse en las
figuras 4.2.IX y 4.2.X, (alcanzabilidad del estado deseado),
permite un mayor abanico de posibilidades de accidédn politica,
al contar el agente decisor con cinco variables de control.
De esta manera, puede decidir alcanzar las metas planteadas
para las variables de estado mediante el seguimiento para
cuatro de las variables de control de unos valores fijados
libremente en  funcidn, sola y exclusivamente, de 1los
objetivos politicos del agente decisor; mientras que la
quinta variable de control se verd obligada a seguir un
objetivo impuesto matemadticamente por la exigencia de la
consistencia de este objetivo con los correspondientes al
resto de variables del sistema. Se han fijado arbitrariamente
los wvalores a seguir para Uz, Uz, U4 y Us, y el
correspondiente a u; se ha obtenido matemdticamente como
consecuencia de la exigencia de consistencia con el resto de
metas fijadas. Asi pues, en el caso aqui presentado, ha
primado, pues, la decisidén politica de no realizar ningln
gasto de recursos publicos en determinadas &reas de la
politica de sostenimiento de precios ni en la politica de
reforma de las estructuras agrarias, vy la cantidad de
referencia se ha elegido que siguiera a la demanda, al
pretender que la produccidén fuese igual a esa cantidad ;
mientras que el precio indicativo se ha establecido de forma

condicionada. Esta es, claramente, una situacidén contraria a
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la que en verdad se ha venido dando en todos estos afios. El
precio indicativo se fija por campafias, y son otras las
variables que verian roto el objetivo politico si se
pretendiera alcanzar el estado deseable para la produccién y

cantidad almacenada de leche.

FIGURA 4.2.IX.- Modelo 2: Leche Almacenada
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Todo esto viene a resaltar que en la solucién de un
problema es muy importante la eleccidén de los valores
deseados para las variables de control, asi como la elecciédn
de las penalizaciones de las distintas desviaciones. El uso
de un sistema dindmico u otro es, obviamente, determinante
para la consecucidén de los objetivos. Todos estos aspectos se
fijan siempre tras una decisidén politica por parte de los
agentes encargados de plantear y (o) resolver el problema en
cuestidédn; y es precisamente en ese proceso politico, donde se
van a sentar las bases de la posibilidad o imposibilidad de

solucionarlo.

Es evidente que 1los modelos con los gue aqui se ha
trabajado son irreales, no han sido tan siquiera extraidos
tras algtn proceso sencillo de estimaciébn econométrica,
ademés, presentan unas propiedades muy especiales y
envidiables, que no es 1légico suponer vayan a cumplir 1los
verdaderos sistemas dindmicos. AUn asi, puede concluirse,
gracias a este ejemplo del empleo de las técnicas de C.O.,
que la consecucién de los objetivos va a ser posible en unos
casos muy reducidos, en los que ademds de ser estabilizable
el modelo, las variables de control se plantean de forma que
esos objetivos se alcancen en el horizonte temporal fijado.

Esto explica cuan dificil es en realidad primero,



206

estabilizar un sistema dindmico econdémico, y después, aun
cuando esto sea posible, estabilizarlo en torno a los valores

deseados en ese momento.
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5.- LIMTACQONES DEL PLANTEAM ENTO TEORICO EN LA

ESTABI LI ZACI ON DE SI STEVAS ECONOM COS DI NAM CCS.
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5.1.- Supuestos utilizados.

El planteamiento tedérico mantenido a lo largo de |os
anteriores capitulos se ha desarrollado a partir de unos

supuest os fundanment al es que convi ene recordar

- La continuidad de las variables que intervienen en e

problema, tanto |las de control cono |as de estado, |o que ha
obligado a trabajar con sistenas dinamcos en tienpo
continuo, o |lo que es |lo msno, sistemas de ecuaciones
di ferenciales. El funcional tanbién se ha visto afectado, al
convertirse en una suma infinitesimal en vez de una suma

di scr et a.

- Certidunbre plena : nodelos deternmnistas. No existe

ningun tipo de incertidunbre ni respecto a |los valores de |os
paranetros del nodelo, ni en cuanto a |la especificaci 6n del

m sno.

- Las variables de estado y las variables de control no

estdn sujetas a ningun tipo de restriccidén; por tanto no

estaran acot adas.
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- No existe ningun tipo de "expectativas racionales" o

"adapt ati vas" por parte de |os agentes econdm cos, por |0 que

los sistemas econdémicos y reglas de control no son
anticipados, y por tanto, no se nodificardan |las pautas de

acci on.

- Los sistemas dindm cos son lineales, y |los funcionales

obj etivos son cuadrati cos.

- Existe un uUnico agente (o grupo de agentes) decisor

Todo este conjunto de supuestos nos conduciria a
concluir que la exposicién se ha limtado a un restringido
nanero de casos que, ademds, reflejarian una vision més
lejana de la realidad que la que proporcionarian aquellos
casos en que se prescinde de una, o incluso de todas estas
prem sas. A continuaci 6n se nostrara, brevenmente, qué efectos
puede tener el abandono de al guno de estos supuestos sobre el
planteamiento y la solucién del problema de control con

estabilizacion tratado, (problena |ineal-cuadratico, PLC).
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5,2.- E problemn de los datos: Mdelos en tienpo

di screto.

Ya se hicieron algunos conentarios en el prinmer capitulo
referentes a este problema. La eleccidén entre un nodelo
representado por ecuaciones diferenciales, 'y otro por
ecuaciones en diferencias, estara deternminada por la
conveniencia y la bondad de |la aproximaci 6n. Ya se dijo que
los nodelos dinamcos en tienpo discreto podian estar
refl ejando tanto a sistemas que operaran, efectivanmente, en
tienpo discreto, conb a otros que operasen en tienpo
continuo, pero con observaciones disponibles o relevantes
solanente en instantes discretos de tienpo. Ya se expuso |a
manera de convertir un sistema dindmco en tienpo continuo en
un sistema de ecuaciones en diferencias’; ahora bien, este
ultinmo hecho no permte aplicar las técnicas de control
expuestas al caso de nodelos en tienpo discreto. Asi, el
pl anteam ento de un problema general de control en tienpo

di screto quedaria de |la siguiente fornma

T-1

Mn J = X L(x,,u)

t=0

''Ver nota 4 al pie de la pagina 21 en el Capitulo 1.
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sujeto a

Xy = X, = Ff"(x,u) ; con 0<t <T-1

t+1 t

u € U (control restringido)

x(0) = x,
g(x) =0
donde L(x,, u,) es una funcion continuanente

di ferenci abl e con respecto a x, y continua respecto a u.

Se podria tratar el problema de control en tienpo
di screto cono uno de programaci 6n no lineal, aplicando |as
condi ci ones necesarias de KUHN-TUCKER No es posible obtener
un principio del maxino para sistemas en tienpo discreto que
sea tan fuerte conbo el establecido para |los sistemas en
tienpo continuo, si no se hacen supuestos acerca de |a
convexi dad de las funciones que intervienen en el problemna.
Asi, HALKIN (1966), derivé un principio del méxino para
sistemas en tienpo discreto, que generaliz6 después HOLTZNVAN
(1966). HOLTZMAN rel aj 6 suavenente el supuesto de convexi dad

que enpled HALKIN. De esta forma, el principio asune que el



212

conjunto de todos |os estados al canzables ya no es convexo,

n2

sino "direccional nente convexo Después de este supuesto,

dados un control Optino, u,, y su correspondiente trayectoria

t?

Optima para la variable de estado X el principio del

t?

maxi no queda asi

Si (u,, x,) es la solucién del problena anteriornente

citado, existen wunos nultiplicadores de Lagrange, p, con

t=0,1,...,T, que cunplen que :
af * * aL * *
(P, - P = oo (X, U) Py - oo0e (X, U)
OX OX
o9 .
p(T) = eeee (X)) u, t =0,1,2,..., T-1
oX

2

La convexi dad direccional esté definida cono sigue :

Sea e un vector de dinensién n (e € E),
Sea S wun conjunto de E' (S c E)

S sera un conjunto convexo en |la direcci6n del vector e,
o e-direccional mrente convexo, si para todo vector z de la
envol tura convexa del conjunto S, existe un vector z € S
tal que

z =2z + Re , siendo R>0

La propi edad de convexi dad direccional requerida sienpre
se cunple cuando el funcional objetivo, L(x,u), es una
funci6n convexa, y la restriccién es lineal, nejor dicho,
f(x,u) es lineal

(Definicion en TAPI ERO (1978), pags. 18 y 25)



213

y para todo control del conjunto de los admsibles, U vy

todot =0,1,..., T, se cunple que

- L(X*t’u*t)+ pt f(X*[’u*[) 2 - L(X[,Ut) + pt f(xt’ut)

sienpre que se defina el Ham ltoniano en tienpo discreto cono

l_KXt’ut’pt) = - L(Xt’ut) + P, f(xt’ut)

La formul aci 6n de este principio del maxino es simlar a
la del caso continuo. Es evidente que en el problema en
tienpo discreto que se ha planteado se han afiadi do supuestos
gue no se han mantenido en |a exposicion de este trabajo. Se
trata de considerar un conjunto no abierto de controles
adm sibles, U y un estado final restringido; mentras que en
| a nodelizacion tienpo continuo desarrollada, se suponian no
acotados de ninguna nmanera |los controles y las variables de
estado. Este supuesto es el que permtia asegurar la
convexi dad direccional, e incluso |la convexidad exigida por
HALKIN, para el conjunto de estados finales posibles. Esto es

asi, porque este conjunto seria un espacio vectorial de



214

dimension igual al nanero de variables de estado que

i ntervengan, y por tanto, seria un conjunto convexo.

Las diferencias entre |os problemas de control en tienpo
continuo, y los definidos en tienpo discreto, segun
LUENBERGER (1972, pag. 108), se pueden est abl ecer
consi derando nmas de un punto de vista. Asi, desde el punto de
vista de la Teoria del Calculo de variaciones, la diferencia
entre estos dos problemas, estribaria en que mentras en el
caso continuo una perturbaci 6n histérica de gran magnitud de
control, pero de corta duracion, puede considerarse que
introduce, solanente, canbios Jleves en la trayectoria
resultante, en el caso discreto, esta anplia perturbacién
genera grandes canbios en la solucién. Desde otro punto de
vista, mas directanente relacionado con |a Progranaci6n
Matematica, la diferencia, segin LUENBERGER, es que mientras
el conjunto de estados al canzables (los puntos finales de |as
trayectorias posibles), es convexo en el caso continuo, no

necesari anmente tiene que serlo en el caso discreto.

En cuanto a |los netodos que pueden enplearse para |a
sol uci 6n del problema planteado en tienpo discreto estan |os

proporcionados por la Teoria del Control Optino, en funcidn
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de las caracteristicas concretas del problema; y los que
brinda la Progranmaci 6n Matenmatica, sobre todo en aquellos
casos en donde falla el principio del nmaxino, es decir, en
| os nodel os en donde el conjunto de estados al canzables no es

ni convexo, ni direccional nente convexo.

Centrandose ya en el problema que nos ocupa, la
estabilizaci 6n de sistemas dinam cos determnistas en tienpo
discreto con variables no acotadas, el planteamento del
msnmo y su solucidon, aplicando el principio del nminino
(maxi no) para estos casos, se desarrolla a continuaci 6n para

el nodel o del regul ador-est ado.

sujeto a

X, = A X, + B u , con t =0,1,...,T

siendo Q, M, y S mtrices que cunplen las msnas

propi edades que se dan en el caso conti nuo.
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La soluci 6n al probl ena abordada desde el punto de vista
del calculo variacional, sienmpre que el conjunto de estados
finales alcanzables sea direccionalnente convexo, seréa

anal oga a | a del caso continuo.

Se construye el Ham | toni ano

H = Xt-l Q X[-l + u'[I M ut + ptl (A Xt-l + B ut)

Las condiciones de priner orden dan cono resultado el

sigui ente sistenma de ecuaci ones

oH
= 0
ou,
oH
Xt = —
ap,
oH
Py = —

OX.
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El control Optino es una regla lineal feedback

donde F es una matriz variable que depende de |as

t

matrices Q M Ay B.

La existencia y unicidad de I|a solucidn pueden
denostrarse de forma andloga al caso continuo. La condiciédn
de segundo orden, o condiciones suficientes, se cunplen

tanbi én en 1 os msnos térm nos que en el caso continuo.

Para ejenplificar qué sucede al aplicar |las técnicas de
Programaci 6n Dinamca (P.D.), necesaria en ciertos casos, se
plantea el problema de estabilizaci6n de un sistema dinanco
lineal determnista en tienpo discreto, nostrando un caso de

seguimento lineal del output.?’

° Extraido de AOKI (1976), pags. 159-160. Puede verse
tanbi én la solucion para este msno caso en FRIEDVAN, B
(1975), pag. 155-181 .



sujeto a

Xl+1 = A Xt + B[ ut

yl = Cl Xl + [)l ul

La |l ey de control optinmo sera aquella que

Vo (x, S{u ) = Mn J (x,S{u )
u

t T

siendo J, (x,S{u. .}) , el funcional J donde

representa | a sucesi on de puntos {u,uU,,...,U}.

Por el principio de optimalidad de BELLMAN, J

t, T
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| a siguiente ecuaci6n :

Voaxe S{uy D)= Mn [y [|" + (X Si{u . 3]

ACKI (1976, pag.159-160), nediante un proceso inductivo,
desarrollado hacia atras en el tienpo, nuestra cono obtener
la sucesién de instrumentos o6ptinmos {u,.}. Se trata de una
funcién lineal de la variable de estado, al igual que sucedia
empl eando el principio del ninino (méxino) para el caso

di scr et o.

La justificacion del titulo del presente epigrafe, "E
problema de |los datos ...", puede entenderse si no se pierde
de vista I|la realidad que se analiza. Los datos u
observaciones de los que se dispone en Econonia para la
mayoria de las variables econdém cas sOl o pueden conocerse en
instantes de tienpo concretos. Las estadisticas pueden
facilitar dat os gui nquenal es, anual es, senestral es,
trimestrales, nensuales, semanales, e incluso diarios u

horarios. Asi pues, esta la inposibilidad real de conocer
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cuales son los valores instantaneos que van tonmando |as
variables relevantes del probl ema consi der ado, lo que
condiciona, en la nmayoria de |os casos, el uso de nodel os en
tienmpo discreto. Se habla de condicionamento y de
i mposi bilidad para no ol vidar que alguna de |as variables que
intervienen en el nodel o pueda real nente evol uci onar de forma
continua en el tienpo, frente a las que |lo hacen s6lo en
instantes discretos. De esta forma, se puede afirmar que el
enpl eo, en algunas ocasiones, de nodelos expr esados por
ecuaci ones en diferencias obedece fundanental mente a este

hecho, al "problema de | os datos".

Qro problema distinto, y que no es el que ha dado | ugar
a este epigrafe, es el ya nmencionado en el tercer capitulo,
cuando se trataban |os casos de regulador y de seguimento
del output. Se entraria en cuestiones relativas a la
observabi lidad del sistema, aunque es posible establ ecer una
relaci 6n entre ésta y el uso de nodelos en tienpo discreto.
Esta relacién se basaria en que las variables de estado,
cuyos datos no son conoci dos, podrian evolucionar en tienpo
continuo, mentras que |os unicos datos disponibles fueran
los de las variables output, las cuales podrian evol ucionar
realnente en tienpo discreto. Asi el problema de la

existencia de datos estaria influyendo en un tipo de
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nodel i zacién e introduciria el estudio de |a observabilidad
del sistena conb cuestion a tener en cuenta a la hora de
obtener una soluciéon a un problena de control con

estabili zaci on.

Para finalizar este apartado, y considerando el caso
concreto expuesto en el epigrafe 4.2.2 acerca de |los
excedentes agricolas conunitarios, puede decirse que un
pl anteam ento en tienpo discreto hubiera sido mas aproxi nado
a la realidad. Una serie de variables rel evantes evol uci onan
de forma discreta. El precio indicativo se establece para
cada canpafia, y las cantidades de referencia tanbién. Las
conpras de intervencién, en el caso de que sea posible
efectuarlas, se I|levan a cabo en periodos concretos de
tienpo. Los presupuestos comunitarios que determnan |os
recursos que se destinan para cada una de |as acciones de
politica agricola se fijan en instantes discretos, y no se
agotan continuanente en el tienpo. Asi podria seguirse con

otra serie de vari abl es.
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5.3.- El pr obl ena de | a i ncertidunbre: contr ol

est ocasti co.

En Economia, cono Ciencia Social que es, no sucede |lo
msno que en las |lamadas "G encias Naturales”. No es posible
ai slar 1 os fenénenos que se desean estudiar, y trabajar bajo
"condi ciones de laboratorio". Existen fendnenos que estéan
fuera de cualquier posibilidad de control, por |lo que no
exi stirad plena certeza de cual es el conportam ento exacto de

| as variabl es rel evantes del problema a estudiar.

Segun BORRELL VI DAL (1988, pags. 22-23),

" En nmanagenent, aunque |as decisiones se tonmen en

anbiente de incertidunbre, la aproxinmacién determnista
resulta razonable en nunerosas ocasiones. [...] ... cuanto
mas limtado sea el horizonte tenporal en el que vaya a

aplicarse un nodelo cierto tanto nejor sera, ceteris paribus,
la aproximacién lograda. Y ello es asi porque cualquier
proceso planificador inplica basicanente dos actividades

organi zaci 6n de sucesos en el tienpo, y reduccién de la

incertidunbre en el tienpo.™
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Asi, cuando se trabaje en anbiente de riesgo

(perturbaci ones al eatori as gue siguen una estructura
probabilistica objetiva), se deberia usar nodel os al eatori os,
es decir, para decisiones con un horizonte tenporal de nedio

plazo. En un anbiente de incertidunbre, o sea, cuando sea

poco satisfactorio manejar |os nodel os al eatorios anteriores,
(largo plazo), puede resultar de utilidad, adenmads de |os
nodel os bayesi anos, |o0s nodel os borrosos!, los cuales se

basan en la distincién entre azar e incertidunbre.

Para introducir la incertidunbre, |los nodelos con |os
que se ha trabaj ado son nodel os estocasticos, principal nente.
La generalizaci6n del uso de nodel os econonétricos para el
analisis cuantitativo de la politica macroeconémca, permtio
la realizaci 6n de predicciones acerca del conportam ento que
pudi eran tener |as variables de control; y en funci6n de esas
proyecci ones se valoraban las politicas de cara a decidir
cual debia seguirse, todo ello considerando a |os nodel os
econoneétricos conbo si se tratara de nodel os determ nistas.
Estos nmétodos eran defectuosos para el analisis de |as
politicas econdm cas por dos razones, fundanmental mente

segun CHOWN (1976, pag.340) . La prinmera hace referencia a

' Para una aproximacion a la la |lamada Matematica

Borrosa y sus aplicaciones al managenent y  nodel os
econdém cos, vease KAUFMANN, A.; y G L ALUJA J.(1986) y (1987).
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que la respuesta dinamca de |las variables econdmcas a una
concreta evoluci én de las variables de control es conplicada
e inpredecible. Esto hace que la seleccién de la politica
econom ca nediante estos netodos sea nmuy ineficiente. Seria
conveni ente especificar una funcion de coste que dependiera
de las variables clave, y tratar de mnimzar su valor
enpleando las variables de control. Asi pues, | a
especificacion de la funcidén objetivo, y la obtenciéon de la
politica a seguir tras un proceso de optim zaci 6n es una de
| as caracteristicas fundanentales de las técnicas de C O

La soluci 6n, segun aquellos métodos que no enpleaban ese
funcional objetivo, podria nejorarse nediante técnicas de
sinmulaci6n estocastica que incorporaran perturbaci ones
aleatorias en el nodelo econométrico a la hora de realizar
proyecci ones. La segunda razoén, y nas inportante, se debe a
la incertidunbre de Ilas proyecciones. Esto hace que la
eval uaci 6n de una determ nada evoluci én de l|las variables de
politica econémca sea irreal e irrelevante. La incertidunbre
hace que los politicos no sigan nmuchas veces un plan fijo que
no tenga en cuenta |l os futuros aconteceres de |as variables.
Las deci siones futuras se haran, pues, sobre |la base de |as
observaci ones futuras de |la econonmia. Una regla de accion nés
realista que la regla fija que proporcionan |os metodos
menci onados antes, es una ley de control feedback. Con |as
técnicas de Control Optinmo  Estocastico (C QOE), | as

sol uci ones que se obtienen son control es feedback.
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En al gunos casos es posible, nediante |os nétodos de
control determinista apoyados con sinulacidn estocastica,

proporcionar |a msnma soluci6n que da las técnicas de COE.,

aunque tras un proceso nmas |aborioso. Asi, si el nodelo
di ndm co economeétrico es lineal, con perturbaci ones
aleatorias aditivas, los parametros son conocidos con

certeza, y el funcional objetivo consiste en el valor
esperado de una funci 6n de costes cuadratica para T periodos
(tienpo discreto), se tiene que, de acuerdo con el Teorema
debido a SIMON, A (1956, pags. 74-81), y  THEIL, H (1957,
pags. 346-349) la soluci6n Optinma del priner periodo es
idéntica a la que se obtiene por medio del nodel o
determ nista aconpafiado con un proceso de generacién
estocastica de |las perturbaciones aleatorias. Ahora bien, la
sol uci 6n que se obtiene enpleando las técnicas de COE (ley
de control feedback) se calcula por una sinple férmula, vy
adenmas, puede proporcionar mas infornmaci6on de l|la evol ucién
di nAm ca de |la econonia que |a obtenida analiticanente con e

otro neétodo.

Segun CHOW (1976), las técnicas de C OE., que valen
tanto para nodelos lineales cono para |os no |lineales, pueden
clasificarse segun el tratamento que den a la incertidunbre.
Considera que pueden establecerese tres ni vel es de

incertidunbre, una vez descartado el caso de |la inexistencia
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de ésta (nodel os determ nistas, plena certeza)

1.- Mdelos con perturbaciones aleatorias : A nodelo
determinista, con paranetros conocidos, se le incorporan

perturbaci ones al eatori as.

2.- Existe , adenmds de |lo recogido en el punto 1,

incertidunbre sobre | os paréanetros del nodel o.

3. - La incertidunbre en este nivel afecta a Ila

especi ficaci 6n correcta del nodelo en si m sno.

Para cada uno de estos casos, algunas de |as técnicas de
C. O E que suelen enplearse para solucionar el problema de |a
estabilizaci6n de un sistena dinanmico, que en la nmayoria de
| o0s casos se expresard en tienpo discreto, se exponen en el
epigrafe 5.3.1; mentras que en el epigrafe 5.3.2 se recoge
otra forma de introducir la incertidunbre en el andlisis
econébmco, y en concreto, en los problenmas de control vy
estabilizaci 6n de un sistena de dinam co. Se trata de manejar
|l os conceptos que proporciona |la matenmitica borrosa, vy

trabaj ar con nodel os borrosos.
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5.3.1.- Las técnicas de control estocdastico.

La Teoria del Control Optinpo Estocéastico, (COE ), esté
muy relacionada con l|la Programaci 6n Dinanica Estocastica
(P.D.E.), de hecho, a partir del principio de optinalidad de
| a PDE ha podi do conprobarse que |la solucién del problema de
CCE cunple la ecuacion de optimalidad de |la PD (ecuaci 6n de
Bellman). Sin perder de vista esta circunstancia, 1o que va a
desarrol larse a continuaci6n no es sino una breve exposicion
de alguno de los métodos utilizados para resolver ciertos
probl emas de control estocastico, clasificados en base al
tratamento de la incertidunbre y |os supuestos establ ecidos
en cada uno. Los distintos casos en |los que se aplican
técnicas de C. OE., agrupados segun |la clasificacion de CHOW
(1976) que ya se ha expuesto antes, y en concreto, el
problema lineal-cuadréatico gaussiano (LCG, se presentan

ahor a.

a) I ncorporaci 6n de perturbaciones aleatorias al nodelo

determ ni st a.

Antes de abordar el problema que nas profusanente ha
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sido estudiado del LCG que se nantiene en el contexto del
presente trabajo (control 'y estabilizacion de nodelos
di nam cos determ nistas en tienpo continuo) , cabria resaltar
que la solucién del problema de CCE de sistenas |ineales con
funci onal lineal, viene dada por el "Teorema de la
separaci 6n"?, que indica que la estrategia Optim puede
suponer se desconpuesta en dos partes. Una de las partes es un
filtro Optinmo que estima |la variable de estado a través de |la
nmedi a condicional (esperanza nmatematica condici onada), dada
por |as sefial es observadas del output. La otra parte es una

ley lineal feedback que conduce desde l|a variable de estado

hasta el control

Centrandonos ya en el caso concreto que nos atafe, la
introduccién de la incertidunbre en el problema de contro
con estabilizacion se va a realizar nediante la sinple
adi ci6n de un térmno aleatorio, y el objetivo sera m nim zar
la esperanza matematica de un determinado funcional de

costes. En cuanto al tipo de problema de control con

? Bl primer enunciado de este Teorema de separaci 6n se
plasma en JOSEPH Y TQU (1961). Un resultado simlar en
Econonetria, puede verse, conb ya se ha dicho, en SIMN
(1956), Y THEIL (1957): El principio de certeza-equival enci a.
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estabilizaci6on analizado en todas estas paginas, que es
conocido cono el problema lineal cuadratico (PLC), suele

representarse en tienpo discreto de |a siguiente form’

T-1

Mn EJ) =E{ x(T)' Sx(T) += W}

t=0

siendo S =S , wuna matriz semdefinida positiva, y
W > 0, sujeto al sistema de ecuaciones en diferencias
si guiente

X[+l = A X'[ + B’[ u'[ + 8'[

y[+l:C:'[X +D[u'[+“t

siendo W =1y/' v..

Las matrices son conoci das (paranetros conoci dos). Donde
e Y 1 son perturbaciones aleatorias que se distribuyen
normal mente con nedia cero, varianza conocida y no estan

correl aci onadas serialnente ni entre ellas dos, ni entre si

*Ver AOKI, M (1976) pags. 280- 285.
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en distintos instantes.
V: = E(e, g')
Vi = E(pyn')
E(e, &.) =0, si s =0
E(p,w.) =0, si s =0

E(e,n.' ) =0, para todo s

Se hace, pues, un supuesto sobre el conportamento de
| as perturbaci ones aleatorias. A este problema se le |lanma el

problema |ineal -cuadratico gaussiano (PLCG. "Lineal" por |as

caracteristicas del sistenmm; "cuadratico" por el funcional
que enplea; y "gaussi ano” por considerar a |as perturbaci ones

al eatorias cono variabl es "rui do bl anco".

Para solucionar el PLCG tal y cono nornal nente se hace
para el caso determnista discreto, puede enplearse una
version estocastica de la PD y ésta serd la Unica
posibilidad si las variables estan acotadas, o0 estéan
restringidas a algun conjunto, conb ya se explicé para el

caso determnista en tienpo discreto.

Ahora bien, ha sido precisanente este caso, el PLCG el



231

que se ha ido analizando y estudi ando desde | os afios 60 en el
canpo especifico del C O y de la teoria de sistemas. Asi, s

todos los costes son cuadraticos, los controles no estan
restringidos (U-R) , y el sistema es lineal, se obtiene una
solucién o6ptima del tipo regla feedback lineal. Cuando |as
perturbaci ones aleatorias se distribuyen nornmal nente, KALMAN
(1960) proporcion6é wun algoritno secuencial, |lamado el
“"filtro de Kalman" que junto con la regla de control 6&ptina
obt eni da, proporcionaban la solucid6n conpleta al PLCG sin
necesidad de wutilizar técnicas de Programacion D namca

Est ocasti ca.

Este problema ha sido enpl eado en nunerosas aplicaci ones
al managenent y en determ nados nodel os econdm cos. Qi zas el
anmplio uso del PLCG se base en que permte facilmente el
calculo matematico. Ademds, conbo KARP (1985, pags. 41-45)
conenta, el PLCG ofrece los nedios para investigar |a
inmportancia de la incertidunbre y de |la aversién al riesgo en
| os problemas dinamcos. Esto es asi, segun él, porque Si
bien el supuesto establecido de conportamento de Ias
perturbaci ones aleatorias no se requiere para el calculo del
primer nonmento del funcional objetivo , E(J), si permte el

calculo de nonentos de orden superior los cuales
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proporcionan una mayor informacién a |la hora de conparar |as

diferentes reglas de control.

Bien es cierto que el uso y abuso de un nétodo para
resolver un cierto problenma real nediante una nodelizaci 6n no
justifica la validez de dicho procedimento; y en relacion al
PLCG basta afirmar que |os shocks aleatorios que se dan en
sistemas econdém cos no se pueden aproxinmar correctanmente
nmediante una variable "ruido blanco". E "ruido blanco"
representa, si acaso, el limte de nuchos pequefios shocks,
cono dice BLATT,J.M (1985), pero son precisanmente |os shocks
mas fuertes los que tienen inpactos nas drasticos en la
economa real y no son recogidos por el PLCG Dificilnente
puede entenderse, tanbién, que la representacién |ineal sea
la mhs correcta. Asi, y desde un punto de vista practico
BLATT, J.M (1985) afirma que cuando se tratara de control ar
un sistema econémco y la informaci 6n acerca del estado de
ese sistenma fuera inconpleta, podria no ser la teoria del CCE
la Gnica sol ucidn. Qros métodos de control pueden
proporcionar nejores resultados, adn sin nmantener supuestos
tan fuertes acerca del conportamento de |as perturbaciones
al eatorias y del sistema, aunque conllevaran mayor dificultad

o conplicacion a la hora de obtener una sol uci 6n.
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b) Incertidunbre acerca de | os paranetros.

Cuando la incertidunbre se introduce en |os paranetros
de un nodelo lineal, o no lineal, las soluciones son sélo
aproxi madanente Optinmas. Se va a nostrar a continuacién |a
solucidon del control o6ptino para un sistema lineal de
ecuaci ones en diferencias con una funcion de coste (funcional

obj etivo) cuadratica."*

Dado el sistema

donde X, es el vector de variables de estado o

vari abl es endogenas en el instante t es el vector de

;U

t
variables de politica economca o de control en el instante
t ; las matrices A y B estan formadas por paranetros
desconoci dos cuya distribuci 6n probabilistica se asune cono
dada ; y & es un vector de perturbaciones aleatorias con
media cero, y matriz de varianzas-covarianzas V, no estando

di chas perturbaci ones correl aci onadas seri al nent e.

* CHOW (1976), pags. 342-343.
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Se puede incluir las variables de control en el vector
X, para que u, no necesite ser un argunento del funcional
objetivo. Tras unas transfornmaciones, el funcional para un

probl ema de horizonte tenporal finito, T, queda

J = Z(Xt' }A{t)' Q(Xt- git)

donde x, es el vector de objetivos de las variables

X, que se va a considerar cono k., = 0° y Q es una

t
matriz di agonal gue proporciona las penalizaciones en
térmnos relativos para |as desviaciones de las distintas

vari abl es respecto de sus nivel es deseados.

El proceso para obtener |a solucién enplea un nétodo de

la Programaci 6n Dinadmca. Primero se resuelve el problem

para el dltinmo periodo, T, mnimzando respecto a x, el
si gui ent e funci onal
V, = EL (% Q X))
E., : Esperanza nmatematica condicionada a la

i nformaci 6n di sponible en el instante T-1.

® Se tratara de un probl ena de regul ador |ineal.
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Se obtendr4d la ley de control Optino, u,, para el
ualtino periodo. Para resolver el problema para |os dos
al tinos periodos, se aplica el principio de optinalidad de |a

P.D. para mnimzar con respecto a X la siguiente

T-1

expresi on

VT-l = ET-Z( XT-ll Ql'-l XT-l + VT*)

donde V, es el ninino coste esperado para el Ultino
periodo asociado con la politica Optinma obtenida en el paso
anterior. De esta forma, se obtendrd la ecuaci 6n de contro
6ptino para (T-1), u,,, siendo esta ecuacién la nisma que se
enmplea para el instante final, so6lo que considerando el
instante (T-1) en vez de T. Asi sucesivanmente, resolviendo
hacia atras en el tienpo, se obtendra la solucio6n para u, |,
para t = 0,1,2,...,T . En todos estos <calculos, Ila
apr oxi maci 6n se hace cuando todas |as expectativas acerca de
| os paranetros desconocidos del futuro, A y B , se basan
s6lo en los datos disponibles al principio del periodo 1.

Por eso se habla de soluciones aproximadas cuando |os

par anetros son desconoci dos.
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c) Incertidunbre en | a especificaci 6n del nodel o.

El grado o nivel nayor de incertidunbre es aquél en el
que el agente decisor debe optar entre dos o mas nodel os. Lo
que suele hacer es calcular las politicas O6ptinas para cada
uno de ellos, y examna céno éstas se conportan bajo |o0s
supuestos de los diferentes nodel os. Se enplea una matriz de
doble entrada, en donde |as columas corresponden a |os
distintos nodelos, y las filas representan a las politicas
alternativas. Cada elemento de la matriz es la pérdida
esperada asociada a una politica y a un nodelo dados. Con
este analisis podria descubrirse politicas que fueran
superiores al resto para todos |os nodel os. Ahora bien, si
esto no es posible, se hard necesaria |la obtencidén de una
mayor informacién relativa a las diferencias entre 1o0s
distintos nodelos, las areas que requieren una nayor
investigacion y |las bases enpiricas que deban sustentar |as
reconendaci ones o0 decisiones politicas. Las técnicas de
COE son inportantes, no tanto por que existan nodelos
econométricos casi perfectos, sino porque perniten nostrar |o
imperfecto que son éstos, y qué Ilineas requieren nayor

i nvesti gaci on.



237

O ros trabajos rel acionados con el COE internedios entre
el nivel b) y el nivel c) de incertidunbre nostrados, son |os
que enplean métodos bayesianos, o0 bien, controles del tipo
mni-max , dentro de la P.D, si las perturbaciones
al eatorias se supone que estan restringidas a conjuntos

conpact os cuando no se conoce su distribuci én

Por udltinmo, dentro de este epigrafe, se hace notar |a
profunda interrelaci 6n que existe entre el problema de C. OE
y los otros presentados, conmb son el enpleo de nodel os en
tienpo discreto, y |los problemas de control adaptativo, estos
altinmos no tienen razon de ser en un nundo de plena certeza.
Asi, NORMAN, A. (1984) nuestra nueve posibles conbinaci ones
de supuestos que se pueden formar con tres niveles de
incertidunbre (supuestos acerca del conportamento de |as
vari ables aleatorias), y tres niveles de infornmacidn que
pueden di sponer |o0s agentes econém cos, pero se tratard con
un poco mas de extensi én |os problemas de control adaptativo

en el epigrafe 5.5.
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5.3.2.- Control 6ptino de nodel os di ndni cos borrosos.

El origen de la Teoria de |os Subconjuntos Borrosos se
remonta a 1965 con |a definicidn de "conjunto borroso" dada
por ZADETH, L. (1965). Esta Teoria permte un tratanmento de
la incertidunbre basado en la distincion entre lo que se
denom na "azar" y la "incertidunbre”. En nmuchos casos, anbos
t érm nos se han enpl eado cono sinéninos, y asi ha sucedi do en
el epigrafe anterior; pero "... existe una diferencia
esencial entre |os contenidos de estas dos palabras : el azar
va ligado a una nedida, la de las probabilidades, mentras
que , por definicién, lo incierto no se puede nedir."

(KAUFMANN, A ;Y G L ALWA, J., 1987, pag. 13).

Unida a la distincion entre azar/incertidunbre esta la
di stincion entre probabilidad/ posibilidad de que un fendneno
suceda. La falta de datos exactos permtiria el enpleo de
al gunas teorias que incorpore la incertidunbre (teorias de
los errores, de los intervalos de confianza, de |os nuneros
borrosos,...), que pese a introducir la subjetividad en
detrinmento de una mayor exactitud, tienen a su favor una
mayor honestidad en el andlisis, al asumr el desconocimento

de los fendénenos por falta de nedicidén. De esta nmanera, |la
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noci 6n de optim zaci 6n en un anbiente de incertidunbre tiene
menos fuerza que un anbiente de certidunbre, o incluso en uno

de azar.

La distincion entre azar e incertidunbre, sin enbargo,
no nos esta indicando que la teoria de |as probabilidades (el
uso de nodel os estocéasticos) deba conmpetir con las teorias de
lo incierto (nodel os borrosos). Anbas son herram entas que se
enpl earan en funcion de la fiabilidad de |as nedidas, y del
tipo de nodelos con los que nos enfrentenos, incluso, se
conbina la incertidunbre y el azar en los |lamados "nuneros

hi bri dos" , que asoci an datos borrosos con datos al eatori os.

Conob se ha nenci onado, cuando se trabaje con interval os
de confianza®, o con naneros borrosos’, no se realizard una

optim zaci 6n en el sentido estricto de |a palabra. Trabajando

® Intervalo de confianza: Es un intervalo cerrado de R

en el que sus extrenbs representan las cotas inferiores vy
superiores del valor que el paranmetro desconocido pudiera
t onar .

" Un nanero borroso estéa formado por una serie finita o
infinita de intervalos de confianza con unas propi edades que
deben cunplir y que se recogen en KAUFMANN A, Y G L ALUIA
J.;(1987) , pag. 43.
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con nameros borrosos triangulares® (NBT), y en concreto con
Sus representaci ones aproxinmadas ciertas, puede enplearse |a
Progranmaci 6n Dinamica bajo todas sus formas para sol uci onar
probl emas de optim zaci on. Este proceso se asengja a la
forma de operar en PDE (Progranmaci 6n D nam ca Estocastica),
en donde la optimzacion se realiza sobre la esperanza
mat emética, que es un numero cierto que representa a uno
al eatorio. Conparando |los valores ciertos de los NBT se iréa
avanzando en cada una de las etapas del nétodo de PD
enpl eado, aunque pudieran seguirse otros criterios de
optim zaci 6n que no conpararan esos valores ciertos, sino
que, basandose en | os oper ador es "m ni m zaci 6n" y
"maxi m zaci 6n" definidos para los NBT, se efectuara la
el eccién conparando directanmente los NBT 'y no sus
aproxi maci ones. Este segundo nétodo conllevaria un mayor
trabajo de calculo, pero no por ello va a proporcionar unos
resul tados nuy distintos de |los que generan |os metodos que

enpl ean | as aproxi maci ones ciertas de | os NBT.

Uilizando | os oper ador es "m ni m zaci 6n" y

® Un Nianero Borroso Triangular se representa por una

terna (a, a, a,), en la que el valor central, a, sera el
val or que con naxima posibilidad pueda tomar el paranetro.
Los otros dos valores, a, y a, son |os de nmenor posibilidad.
Se tiene que a, a, Yy a, sSon nuneros reales, siendo a, y a,
las cotas inferior y superior, respectivanmente, del posible
val or del paranetro incierto.
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"maxi mzacion", y la PD, la optimzacidén no se realizara en
sentido estricto, o que ya se ha dicho, pues en casi todos
|l os casos, l|la solucion obtenida no proporciona la politica
Optima a seguir. La PD se aplica tedricanente sin que pueda
especificarse al final del proceso |la eleccion 6ptima. Lo que
al gunos autores realizan a este respecto, es establecer un
méetodo mxto entre el mencionado arriba (aproximaci ones
ciertas de NBT), y el enpleo de estos operadores, |o que va a
proporcionar resultados muy simlares a |os obtenidos por el

primer tipo de teécnicas.

Todavia esta poco desarrollada |lo que podria |Ilamarse
una Teoria del control borroso, con un principio del méxino
(minimo) borroso (PMB), que permtiera garantizar Ila
exi stencia y unicidad de un vector de control es que condujera
al sistema dinamco borroso a lo largo del ti enpo
"optimzando" un determ nado funcional. Queda, pues, un
camno abierto para desarrollar el enpleo de nodelos
inciertos en problemas de control. Existen trabajos de
di stintos autores que ya incorporan el andlisis borroso en

deternminados problemas de control® pero convendria

° De entre |os trabajos que conbinan técnicas de control

Optino de sistenmas dinamcos, tal y cono se han presentado en
los capitulos anteriores, y la WMitematica Borrosa, pueden
nmenci onar se KACPRZYK, J. (1980); KAUFMANN, A (1983);
NEGUTA, C. V. Y RALESCU, D. (1975); PEDRYCZ, W (1981); W LAYES
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profundizar en el estudio de problemas mas generales de

control borroso, si ello fuera posible.

A continuaci 6n, sinplenmente, se nostrara cono podria
i ncorporarse la teoria de | os numeros borrosos al problenma de

control con estabilizaci 6n (Probl ema Lineal Cuadratico).

Dado el problema de seguimento lineal de |as variables

de est ado

1 (7
Mn J = — (x-x)' S(x- %)+ )l [(x- %)' Qx-%) +(u-1a)' Mu-a)]dt
2

to

x =AXx +Bu , con x(t) =x, y T dados.

D. Y MAVACHE, N. (1981); ZIMVERVANN, H J. (1983). Los que se
han subrayado tratan de forma mAs general |a incorporacio6n
del andlisis borroso a la teoria de sistenas.
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la incertidunbre podria aparecer en |os siguientes casos:

- Los paranetros del sistenma dinamco: Las matrices A
y B serian matrices cuyas conponentes fueran numeros
borr osos. No se conoce exactamente el valor de |los
paranetros, y las distintas estinaciones que pudieran existir
de los misnos no coinciden. Podria considerarse a estos
paranetros inciertos conb nunmeros borrosos, y quizas , sus
estimaci ones permtirian dar una idea de los valores que en

grado de mayor o nenor posibilidad pudieran tomar.

- Bl instante final podria no conocerse, o nejor dicho,
podria existir una disparidad de criterios por parte de |os
agentes decisores acerca de cual deberia ser T. De esta

forma, T podria considerarse cono un nunmero borroso.

- Tanbi én podria hacerse o misno con la matriz S, vy
presumir que sus conponentes fueran nudneros borrosos,
atendi endo al desconocimento del valor del funcional

objetivo en el instante final T.

- El estado inicial, x(t,), podria ser desconocido por |a
inexistencia de datos ciertos, y por tanto, se podria

consi derar cono un nuUnero borroso.
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- Bl vector de los valores deseados para |as variables
de estado, Xx(t), o para los controles, u(t), debido a lo
I nexacto que puede resultar el establecimento de |os
objetivos a seguir a largo plazo, podrian considerarse
tanbi én que sus conponentes fueran borrosas, a la vez que

vari abl es en el tienpo.

- Ya por ultinmo, las natrices de penalizaciones de |as
desvi aciones de las variables de estado y de control con
respecto a sus valores deseados, Q y M tanbi én podrian ser
caracterizadas sus conponentes cono nuneros borrosos, pero no
tanto por la incertidunbre conop expresion de falta de datos
ciertos, sino porque esas penalizaciones se determnarian
tras un proceso de eleccion en el que intervendrian |os
di stintos responsabl es, habi éndose aplicado |las técnicas de
la Matematica Borrosa para |llegar a la solucién de ese
proceso, expresada ésta conb un nanero borroso que recogiera

| as di ferentes opiniones presentadas.

Lo que se puede decir, de forma intuitiva, es que la
i ncorporaci 6n de la incertidunbre al problema de control con

estabilizacion |l e afectard de dos naneras, fundanental nente
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- Se consigue una representacion que puede ser
sustitutiva de la puranente estocastica, cuando ésta no sea

| o satisfactoria que pueda desearse.

- El proceso de célculo es més |aborioso que el que en
princi pi o puede suponerse para el problema determnista, o el
probl ema estocéstico en ciertos casos, aunque con el enpleo

de ordenadores este hecho ve reducida su inportancia.

Conob ya se ha nencionado, estard todavia por determ nar
si puede obtenerse un Principio del Mxinmo equivalente al de
Pontryagin para el caso de nodelos borrosos en tienpo
conti nuo. A pesar de esto, hay ciertos problemas concretos
de control en los que la incorporaci6én de la incertidunbre
afecta sd6lo a unas determ nadas conponentes del problens,
cuya sol ucion Optima puede hallarse con las técnicas de C O
expuestas en este trabajo. Tal seria el caso en el que el
estado inicial, por ejenplo, no fuera conoci do exactanente, y

vini era representado por un NBT.



246

5.4.- El problema de la no linealidad de |os sistenas

econdni cos di nam cos.

Es evidente que problemas diferentes van a requerir
tipos de solucidén diferentes, y eso es |lo que va a suceder
cuando se trabaje con nodelos no lineales. En los inicios de
la Teoria del C. O , las aplicaciones de la T@ del C O no
l'i neal se restringian casi enteranente al nodel o de
crecimento neoclasico y sus distintas variantes. A partir de
los primeros afios 70, las é&reas de aplicacién se han ido
ext endi endo consi derabl enmente : recursos renovabl es, recursos

agot abl es, pol uci 6n, politica de inversiones,

La obtencion de la solucidn en problemas de control no
lineal se vuelve extremadanmente dificultosa para aquellos
sistemas dindmcos de mAs de wuna variable de estado, vy
sienpre que se esté trabajando con sistemas de orden
rel ati vanente baj o, porque si no, esta solucidn requeriria un
gran coste de obtencion. Los nodelos lineales que se suel en
enpl ear en el problenma |ineal cuadratico, (PLC), problemas de

control con estabilizaci én, solucionan este problema de |a
conpl ejidad en |la obtenci én de |a sol uci 6n, pudi endo trabajar
con sistemas dindmcos de un orden mayor que el permsible

para | os nodel os no |ineal es.
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Segun LIVESEY,D. A (1979, pag. 72), no hay ninguna razon
para no aplicar la teoria de control feedback a |os nodel os
no lineal es enpl eando una linealizacion |ocal. Este método ha
sido enpleado con nmucho éxito en numerosas aplicaciones. Se
trata, resumiendo, de generar una linealizacién valida vy
local del nodelo no lineal, y obtener un control feedback
establ e para esa representaci 6n lineal. Conb general nente | os
nodel os econdmi cos no van a ser lineales, o se trabaja con
ellos tal y conb son, 0O se recurre a esas aproxinmaciones

i neal es.

Para ACKI, M (1976, p4g.59-62), si se puede tratar a |los
sistemas no lineales conb si fueran perturbaciones de un
sistema |ineal, se podria decir mucho acerca de
conportamento local de los sistemas no lineales. Asi, cono
ya se ha dicho antes, se construiran aproximaci ones de |os
nodelos no lineales que son |localnmente validas para
fluctuaci ones nmuy pequefias respecto del punto de equilibrio,
o de una determ nada senda tenporal de referencia. Quedaria
por determinar cOno se eligen las sendas tenporales de
referencia, y <céno deberian ser escogidas. Esta senda
t enpor al de referencia representa, nor mal ment e, un
conprom so entre los distintos y conflictivos objetivos de

|l os politicos. Podria considerarse aquéllas cono una sol uci 6n
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de problemas de optimzaci6n intertenporal. Una vez elegida
esa senda tenporal de referencia, se realizaria una
transformaci 6n del problema no lineal que va a permtir su

sol uci 6n de forma anal oga al caso lineal."

Si bien unas veces la representaci 6n lineal del sistena
di nAm co econdm co atiende al supuesto de que |as relaciones
que recoge el nodelo tedrico economco son lineales, y por
tanto, estaria representado correctanente; otras, el sistenma
de ecuaciones diferenciales lineales no es mas que unha
aproxi maci 6n, conb ya se ha insistido, de un sistema que en
realidad estd constituido por ecuaciones diferenciales no
| i neal es. Por este notivo, aunque estos netodos de
l'inealizacién han sido muy enpleados, CH ARELLA, (1985),
afirma que el nodelo lineal no puede servir cono base para
explicar las fluctuaciones econbénm cas pernmanentes que se
pueden observar en el ciclo econ6mico. El Ilevar a cabo una
l'i nealizaci 6n est& inpuesto en nmuchos casos, segun él, por la
dificultad de analizar las ecuaciones diferenciales no
l'i neal es, especialnente cuando éstas se especifican soélo
cualitativanmente. Ahora bien, si |los nodelos lineales no

pueden natematicanente generar oscilaciones o fluctuaciones

' Puede verse todo el proceso para el caso continuo en

AOKI , M (1.976, pags. 60-62).
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ciclicas , se tiene por otra parte que |los nodelos no
i neal es que si |as pueden generar, no estan muy rel aci onados
con | os nodel os di nAm cos macroecondém cos propuestos por |as
diferentes I|lineas de pensamento. Si se acepta que |as
oscilaciones del ciclo econdémco son debidas a shocks
al eatorios, entonces el wuso de nodelos Ilineales en el

anal i si s macroecondém co podria estar justificado.

En base a estas ideas, CH ARELLA (1985) construye un
nodel o del déficit publico que contiene una parte lineal vy
otra no lineal, obteniendo una soluciodn distinta de |a que se
extraeria trabajando con un nodelo lineal. Asi , la solucion
es una senda tenporal , que sufre oscilaciones ciclicas,
aunque éstas estén acotadas. A esta senda tenporal que sigue
la solucion se le denomna "limte del ciclo", ya que recoge
la tendencia que mnmarcan |as persistentes fluctuaciones
ciclicas. De esta forma consi gue representar | as
fluctuaci ones ciclicas que pueden observarse en |la realidad,

|l o que era inposible de obtener a partir de un nodelo lineal.

En el caso concreto del PLC (control con estabilizacion)

ya se ha conmentado en el apartado 5.3 referente a Contro
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Optimo Estocéstico, que las distintas técnicas enpleadas en
el caso lineal podian servir para el caso no lineal. Tanbién
se acaba de decir que los nodelos lineales estocasticos
pueden servir, a veces, coOnp aproxinaciones aceptables de
nodel os deternministas no lineales. E problema apareceréa
cuando | a aproximacion |ineal estocastica no sea valida para
un nodelo no lineal. Normalnente se linealiza el nodelo, y a
partir de ese paso, se obtiene la solucio6n, tal y conb se ha
dicho ya, pero lo que va a suceder es que ciertos fendnenos
reales no podran estar recogidos en la solucidn que
proporcione esa aproximacion lineal, cono sucede con |as

fl uct uaci ones ciclicas.
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5.5.- El problena de control adaptativo.

Las reglas de control adaptativo pueden caracterizarse
por la cantidad y calidad de la informaci én que utilicen. La
i nf ormaci 6n puede usarse para nodificar |a especificaci 6n del
nodel o, para rectificar el valor de sus paranetros, o para
actualizar de forma innediata el valor del estado de

si st ena.

El térmno "adaptativo" se usa a nmenudo para sefal ar el
empleo de informacion reciente en el proceso de toma de
deci siones. Hay varios niveles de informacion que pueden
enpl earse para distintos fines en este proceso. En
particular, hay dos procesos generales adaptativos; uno
pasivo y otro activo. Se parte de una informaci 6n recogi da en
dat os que describe el estado de un sistema, cono pudiera ser
la cifra de ventas nensual es de un producto, el output de una
det ermi nada nmaqui na, la rentabilidad de un determ nado activo
financiero, o la tasa de inflacidén. Esta informaci 6n puede
usarse para tomar ciertas decisiones, sin que se produzca
ni nguna nodificacién en el nodelo descrito por el sistena
(adaptaci 6n pasiva). Alternativanente, la informaci én podria
haberse wutilizado primero para nodificar el nodelo y sus

paranetros, y luego conb base para el calculo de |a decisiédn
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Optima, (adaptacion activa). Michas de |as aplicaciones al
managenent han considerado el primer tipo de proceso
adapt ati vo. Pero incidiendo en problemas de control
adaptativo activo, cabe decir que ademds de la cantidad
interviene la calidad de la informacion disponible para
adaptar el nodelo, los paranetros y tonmar |as decisiones de

control.

Desde un punto de vista pragmatico, la investigacién en
materia de Control Adaptativo (C A) reconoce que un sistema
evoluciona a lo largo del tienpo més rapidanente que |o que
aparecen |los datos necesarios para revisar y analizar la
influencia de los controles alternativos sobre ciertas
nmedi das de |los resultados. En general, las revisiones de |as
representaciones de |los sistenmas podrian no verse por

separado de |l a derivacion de la politica optinma

Deci siones diferentes pueden revelar mas 0 nenos
i nformaci 6n acerca del actual sistema a travées de |los
diferentes conjuntos de datos obtenidos. Por el lado de |os
benefi ci os, cada informacion puede resultar en una
representacién no probada de la estructura del sistena

propor ci onando un control futuro superior. Por otra parte, el
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coste asociado a cada infornaci 6n conduce a tomar deci si ones
que son menos Optimas que |las que proporcionaria el punto de

vista de C. O puro.

Asi pues, el control Ooptino adaptativo (C. O A ) requiere
una sol uci 6n Optinma de un problema de control y de un disefio
secuencial de experinentos, y éste es en naturaleza dual. A
la vez que se obtiene una solucion debe proporcionarse una
nueva especificacion del nodelo . Esta caracteristica dual
del problema de C O A fue reconocida por FELDBAUM A A
(1965). Un exanmen de las técnicas de control dual planteadas
por FELDBAUM se puede encontrar en SWORDER, D. (1966),
AXKI, M (1967), MEIER L. (1966,1965), entre otros. De estos
trabaj os se puede concluir que las técnicas de control dual

pueden caracterizarse por tres el enentos fundanental es :

a) Control directo: Despreciando la relacién entre la
informaci 6n actual y las futuras nedidas, el elenmento de
control tiene en cuenta el efecto directo de |as decisiones

sobre el funcional objetivo.

b) Aprendizaje : El factor aprendizaje estd notivado
por la existencia de un conjunto de estadisticos suficientes

condi ci onados por la informaci6n relacionada con el estado
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actual del sistema, y por la mas reciente estinmacion de la
di stribucuén de probabilidades de |os paranetros desconoci dos

del probl ena.

c) Disefio de experinentos o pruebas : Cono |a generaci 6n
de nmuestras de datos futuros, informaci 6n, tienen una directa
i nfl uenci a sobre | as futuras esti maci ones de | as
di stribuci ones de probabilidad de |os paranetros y variables
desconocidos, y esto tiene, a la vez, influencia sobre la
bondad de las distintas decisiones; |as acciones de contro

adapt ati vo adqui eren una di nensi é6n experi nental .

I nfortunadanente no es posible expresar, en nuchos
casos, las soluciones de |los controles duales o adaptativos
en forma analitica. Al gunos autores presentan |as ecuaci ones
recursivas relevantes, pero no proprocionan sol uci ones
explicitas. Por esta razén, desde el punto de vista de |os
nmét odos, la mayoria de |os esfuerzos de investigaci on se han
dirigido hacia el desarrollo de aproximaciones analiticas y

regl as de control adaptativo facti bl es.
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5.6.- lLa irrealidad de |la existencia de controles no

acotados en el mundo de la politica econbmca : Contro

Optino restringi do.

Es irreal considerar la inexistencia de ningun tipo de
restriccion sobre las variables economcas de estado o de
control. En concreto, pues, cabria plantearse cono poco
aceptable el pensar que los controles no estan acotados, ya
que la experiencia nos nuestra céno |os recursos de que se
di spone para efectuar politica econdm ca macroeconém ca o de
|l a enpresa, son escasos. Certas variables no pueden tonar
valores negativos para tener sentido econdémco (precios,
canti dades produci das, stock de capital, cal ) Qras
restricciones las inpone la legislacién (salario nminino
i nterprofesional, precios indicativos, unbrales de garantia,
cuotas de produccio6n, presupuestos publicos, ...). La
tecnologia y disponibilidades de recursos y factores
productivos en un periodo de tienpo marcan |as rel aci ones que

deben seguir variables de estado y control es.

Todo este conjunto de restricciones que existen en el
mundo real, y sienpre que no estén recogidas en el sistena

di nAm co, pueden expresarse matemati canente cono
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- restricciones de igual dad.

- restricciones de desigual dad sobre:
- las variables de control; siendo un caso concreto
| os control es acot ados.
- las variables de control conjuntanente con |las de
est ado.

- las vari abl es de estado, exclusivanmente.

La introducci on de las restricciones sobre |as variables
en un problema general de control incide directanente en |os
nmét odos que proporciona la Teoria del Control Optimp para su

resol uci on.

Para el caso de restricciones de igualdad, el
procedi mento seguido, nornalnmente, para solucionarlo es el
de la relajacién lagrangiana. Qra forma de intentar su
solucion es sustituir directanente las restricciones en el
funcional objetivo que se habia planteado. Estos netodos se
basan en que el optino del problema  original con

restricciones es el msno para el problema resultante de
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canbiar el funcional inicial por otro, el funciona
aunment ado, que incorpora la funcidn |agrangiana, o que el
funci onal resultante de sustituir di rectanente | as

restricciones en el funcional original

Cuando las restricciones son de desigualdad, |as
sol uci ones se deben buscar dentro de ciertas regiones del
espacio de las variables de estado (region o conjunto de

est ados al canzabl es).

Si las restricciones afectan s6lo a las variables de
control, el problema incide en una nodificaci6on de la region
de controles adm sibles. Dentro de esta clase de problenas
tenenos el problema de controles acotados. Atendiendo a |as
caracteristicas de esta regi6n (conjunto cerrado), y a si el
Ham | toniano que resulte del problema es lineal respecto a
| as variables de control, se enplean las || anmadas técnicas de
control bang-bang (conjunto cerrado y Hamltoniano |Iineal
respecto a las variables de control). Este no es el caso que
resultard de establecer este tipo de restricciones en el
Probl ema  Li neal Cuadratico descrito en los capitulos
anteriores, ya que el Hamltoniano en este caso no es |inea

respecto a | os control es.
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El problema consistiria en trabajar con una regi 6n de
controles adm sibles que fuera un conjunto cerrado, ya que
| as condiciones necesaria (principio maxino Pontryagin) vy
suficiente planteadas en el PLC (H = 0, H, < 0 para
maxi no), soOlo tendran sentido en |los puntos interiores del
conjunto, por lo que serd necesario estudiar el Hanmiltoniano
en esos puntos, ya que puede no haber un Optino para H, = O,
teniendo que buscarlo en otros puntos donde H = 0. EHE
procedi mento para resolver este tipo de problemas se suele
hacer, tanmbién, a través de la relajacion |agrangi ana,
manej ando variables de holgura para elimnar el problema de
| a desigualdad de las restricciones, aunque puede resultar
dificultosa | a busqueda del 6ptino. Por este notivo, se suele
definir un "Hamltoniano generalizado” , aplicando el
P.MP., teniendo en cuenta las condiciones de holgura

conpl enent ari a.

Para que | as condi ci ones necesarias que proporciona este
nmétodo sean validas, a las restricciones de desigual dad hay
que exigirles que no se conporten irregularnmente en el caso
de <cunplirse en térmnos de igualdad. Este requisito,
conocido cono cualificacién de las restricciones, conporta

unas propi edades que se conocen conb condiciones de ARROW
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HURW TZ- UZAWA. *

Las condi ciones de holgura conplenentaria aseguran que

en el 6ptino se cunplan las restricciones.

Para el problema concreto de control con estabilizaci dn,
la existencia de restricciones de desigualdad sobre |Ias
variables de control y de estado conjuntanente (las
restricciones que exclusivanente estén realizadas sobre |as
vari abl es de control estarian incluidas como un caso nas), se

tiene

1 (7
MnJ = — | (x Qx +u Mu) dt
2 J,
s. a
Xx =Ax + Bu , con x(0) = x,

con restricciones de desigual dad sobre las variables de

Y Ver TAKAYAMA, A (1981, pag. 97-98).
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control y (o) sobre éstas conjuntanmente con | as de estado
g(x,u) >0 °?
El Ham | toni ano general i zado quedaria asi

N 1
H= — [xXQx +u Mu] +p[Ax +Bul +pu[g(x,u)]
2

y las condi ci ones necesarias seran :

1) H = x

T >
I
©

N N

2) Hx,u,p,n) < HX,u,p, ) , para todo u(t) posible

? Las restricciones podrian ser |ineales

Cx+Du=0
y engl obar a | as que exigieran control es acot ados

[luff <3
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3) Cunplimento | as condi cones de hol gura conpl enentari a

u(t) <0 5 g(x(t),u(t)) 20 , y u(t) g(x(t),u(t)) =0

4) Cunplimento de | as condici ones de transversal i dad.

Ya se ha nostrado, pues, cono resolver el problema de
control lineal cuadréatico con existencia de restricciones de
desi gual dad sobre las variables de control , y sobre éstas y

| as de estado conjuntanente.

Si a la hora de nodelizar este problema, no se hubiera
consi derado relevante |as desviaciones de las variables de
control cono para incluir penalizaciones a las msnas en el
funcional objetivo, la matriz M seria una matriz nula, y en

este caso el funcional quedaria

('T
MnJ = — JI(x' Qx ) dt

0
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que da lugar a un Hanmiltoniano que si seria lineal respecto a
las variables de control, |lo que condiciona, en ausencia de
cualquier tipo de restricciones, que la solucidn para |as
vari abl es de control sea del tipo u(t) --> + o . Asi pues,
cuando no se penalicen las desviaciones de la variable de
control, se har & necesario el establ ecimento de
restricciones a |los valores que puedan tomar |os controles. Y
una vez planteado el problema de control restringido, se

resol veria mediante | as técnicas de control |ineal bang-bang.

Ya por ualtino, en nmuchos problemas econdnicos, |as
restricciones de desigualdad se establecen so6lo sobre |as
variables de estado (no negatividad, cotas superiores o
inferiores). El método de resolucidén es sinmlar al explicado
para las restricciones sobre los controles, y podrian surgir
probl emas cuando las restricciones se cunplan en térm nos de
i gual dad, ya que al no aparecer explicitamente |as variables
de control en ellas, podria entenderse que no fuera posible
obtener u'(t), pero se |lega a otras expresiones que si van a
depender directamente de las variables de control, [0 que

permitiria obtener u'(t), el control Optino.
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5.7.- Oras limtaciones del planteamento tebdrico.

Se ha conentado al inicio de este capitulo que uno de
| o0s suspuestos sobre los que se ha desarrollado todo este
trabajo ha sido |la existencia de un Unico centro de decision
0 grupo de agentes decisores. Eimnando este supuesto, vy
considerando el problema de optimzacién con nultiples
agentes, cada uno de ellos con su propio funcional objetivo a
optim zar, nos encontrarianos en el canpo de la Teoria de
Juegos, y al trabajar con nodelos dinamcos, con Juegos
di f erenci al es. Se ha creido conveniente nencionar la
exi stencia de este canpo de investigacion, por la nejor
aproxi maci 6n a ciertos problemas de control que brinda, pero
el problenma de control con estabilizacion y su proceso de
obtenci6on de la solucion para el caso de un uUnico agente
decisor tanbién podrian ser de wutilidad en determ nados

j uegos diferencial es.

Por otro lado, una de las prineras preocupaci ones que se
dieron a principios de |los afios 60, etapa en |la que se
impulsé la planificacion y control de la econonia, estribaba
en el planteamento adecuado del funcional objetivo. En el
anadlisis realizado no se ha justificado convenientenente el

por qué de |la eleccidén de ese funcional, o mejor dicho, no se
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ha explicado el proceso real de el eccion de ese funcional. En
general, el agente decisor de politica econdém ca quiere una
funciéon no lineal que represente sus prioridades. En la

mayoria de |os casos el funcional objetivo no puede ser

especi fi cado, o] bi en no puede ser "tayl ori zado"
(l'inealizado). Ante esto, t enenos gue se asune,
general nente, la funcidon objetivo cuadrética para cubrir
estas dificultades, por los notivos , entre otros, que
si guen

1. Puede considerarse esta funcién cono |a aproxinaci 6n
de segundo orden por Taylor de |la verdadera funcion objetivo

del politico.

2. Dan una nedida sencilla de l|as desviaciones de |os
valores actuales de Jlas variables <con respecto a una

trayectori a deseada.

3. La solucion del problema del control Optino con una
funcion objetivo cuadratica esta bien determinada
pudi éndose trabajar nmateméti camente con ella con escasa

di ficultad.

Asi, por la inportancia que tiene en |la optimzacion de
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|l as decisiones politicas l|a especificacién del funcional
obj etivo, RUSTEM WESTCOTT, ZARRCP, HOLLY Y BECKER, (1979)
desarrollan un nétodo iterativo para reespecificar la funcion
objetivo cuadratica. El algoritno que enplea trata de ajustar
la matriz de pesos o ponderaciones de |la funcion cuadratica
para aproximarse a la matriz de pesos que proporcionara la
sol uci 6n Optima deseada. Se trata de que |os ajustes se hagan
para generar politicas Optimas que sean preferidas por el
politico a la actual trayectoria. E proceso iterativo
continda hasta que se obtiene una solucion Optinma aceptable.
La dificultad de la correcta especificacion de la matriz de
pesos de la funcion objetivo cuadratica depende de la
informaci 6n que se tenga acerca de ella. E nmétodo que
RUSTEM WESTCOTT, ZARROP, HOLLY Y BECKER, (1979) describen en
su trabajo trata este problema de la informacién en dos
niveles. El primero es cuando el gradiente de |a verdadera
funci 6n de costes del politico es conocido. En este caso, e

nmétodo es convergente a la verdadera matriz de pesos de la
funci én cuadréatica. En el segundo nivel de informacidén |o
ani co que se conoce son las trayectorias preferidas por el
politico. En este caso, lo que se |Ilegard a obtener es una
nueva trayectoria que sera preferida por el politico a la
anterior. En anbos casos se nodifican las trayectorias

Optimas que en una prinera especificaci 6n se habian obteni do.

Segin WESTCOIT, J.H.; ZARROP,MB.; HOLLY,S.; RUSTEMB. Y
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BECKER R (1979), las soluciones de los problemas de contro

Optinmo proporcionan un control que no depende del coste
mar cado por el funcional objetivo, lo cual no es cierto si se
consi dera una conponente aleatoria en el nodelo, ya que en la
realidad |as variables instrunentales (input, o control) de
politica econdnmica dependen de |los valores presentes vy
pasados de |as variables, estando relaci onados éstos con el

funci onal objetivo.

Las etapas para formular un funcional objetivo, segun

1.

ellos son tres

1. Dados los valores para |as variables instrunentales,
el agente que construya el nodelo calcula las variables

out put .

2. El politico evalta la relevancia econdmica de |o0s
valores de los instrumentos y output, si son satisfactorios
el problema termna. S no lo son, se hacen criticas al

nodel o para que se canbi e.

' En CHOW (1979), se plantean 12 etapas, detallando |os
pasos a seguir para formular politicas econém cas, basandose
en las ventajas de |os netodos estocasticos de control,
asum endo las inperfecciones de |os nodelos econométricos
consi der ados.
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3. Se proponen correcciones sobre los valores de |as

variables instrunmental es para conseguir el valor del output

deseado que esté en linea con los requerimentos de
politico.
Si  existen restricciones, las etapas son simlares,

s6l o que se enplea un algoritno iterativo.

Aln asi, sean cuales sean las etapas para llegar a la
funci 6n cuadrética que represente el funcional va a suceder
cono dice CARAVAN, P.(1986), que al asumr este tipo de
funcién en concreto se mantiene una perfecta sinetria en la
penalizacion, 'y por tanto, en la valoracién de Ilas
desvi aciones de las variables relevantes. Esto es dificil de
aceptar cono cierto en nuchos casos, ya que para una variable
de estado concreta, cono pudiera ser la inflaciodn, no parece
normal penalizar o msno, sobre un objetivo del 4% el que
la inflacién se situara en un 2% que en un 6%
CARAVANI , P. (1986) plantea wun funcional no cuadrético, ni
l'i neal, que recoge las posibles asinmetrias en las
penal i zaci ones que puedan darse a |as desviaciones de igual

val or absol uto, pero de distinto signo.
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QGra limtacion del planteamiento teérico radica en la
presunci 6n de plena certeza, e informacion perfecta, frente
al problema relacionado con los errores de nedida de |os
datos. Asi para las politicas fiscal y nonetaria, segun

KENDRI CK, D. (1979), este problema se centra en tres preguntas:

1. Los errores de nedida de |os datos ¢tienen suficiente
magni tud cono para marcar diferencias sustanciales en |as
politicas fiscal y nonetaria Optinmas , obtenidas tras un

pl ant eam ento de un probl ena de control ?

2. ¢Los métodos que puedan tener en cuenta estos errores
de nedicion van a proporcionar politicas Optimas diferentes

de |l as que no | os consideran?

3. Considerando estos errores de nedicion, |os nétodos
de control adaptativo, que tienen en cuenta el hecho de que
| os paréanetros pueden ser aprendidos o anticipados por |o0s
agentes econom cos, ¢proporcionan nejores politicas que |os
mét odos de control con certidunbre que no tienen en cuenta el
aprendi zaje o esa anticipacion de la politica por parte de

| os agent es?

Uilizando |los datos de la contabilidad naci onal USA,

intenta llegar a las respuestas a estas tres preguntas.
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Conpara los resultados proporcionados  por un nodel o

determi nista que no considera |los errores de nedicién, y uno

estocdstico en un problema de control, Ilegando a la
conclusion de que los errores de nedicion son |o
sufici entenente | mport ant es par a mar car di ferenci as
sustanciales en las politicas O6ptinas obtenidas. A la

segunda pregunta no pudo dar una respuesta concluyente en su
estudio. A la tercera cuestion contesta afirmativamente, |os
conpl ej os nmeétodos de control adaptativos son nejores que |os
mét odos sencillos con certidunbre; cuando existen errores de

nmedi ci 6n.

Para finalizar, cabe decir que la solucién obtenida (la
|l ey feedback de control Optino), en la practica, canbiaréa
cuando canbi e el gobierno, agente decisor, ya que canbiaréa e
funci onal obj eti vo; asi cono cuando se den canbios
estructurales en la econonia que deban incorporarse en la
especi ficacion de todo el nodelo. Asi queda claro que esta
| ey feedback es una cuestidén enpirica, no es pernmanente, ya
que depende de | os val ores del pasado de |as variabl es out put
o de estado. Por tanto, hay que tener cierta cautela a |la

hora de enplear técnicas de control, en el sentido de
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considerar que l|la solucion obtenida sea valida en cual quier
periodo y situaci 6n, aparte de que el poder predictivo de |os
nodel os suel e ser escaso, al estar obtenidas |as soluciones a
partir de |los valores pasados de |las variables, no pudiendo
preveer canbios a corto plazo en |la econonia. Esto es |o que
ocurrid en las econonias industrializadas que en | os inicios
de los afios 70 estaban inmersas en una ola de planificacion
basada en el crecimento a largo plazo, y que no predijeron

el crack de oferta de recursos energéti cos que aconteci 6.
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6.- CONCLUSIONES.
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Las conclusiones extraidas se han agrupado en cuatro

apartados relacionados entre si :

- Conclusiones generales del analisis tedrico.

Grado de cumplimiento de los objetivos planteados.

- Consideraciones autocriticas.

Proyectos futuros de investigacidn.

a) Consideraciones generales del analisis tedrico.

- La importancia del factor tiempo en el anédlisis
econdémico: Las decisiones que toman los responsables de la
politica econdmica de una nacidén, o de la direccidn de una
empresa, tienen unas fuertes 1implicaciones de caréacter
dindmico. Para abordar la solucién a estos ©problemas
dindmicos se hace necesaria una modelizacidn temporal de 1los
fenbmenos sujetos a estudio. En este proceso de modelizacidn
hay que tener en cuenta una serie de factores como el
establecimiento de 1los mecanismos que proporcionen un
ordenamiento de los resultados que se den en distintos
momentos del tiempo; la construccidédn de un modelo mediante

las técnicas que proprociona la Econometria representativo de
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la evolucidén temporal de los fendmenos econdmicos; el
seguimiento de la evolucidén de los procesos temporales; y la
interrelacidén entre la informacidédn existente en cada momento

y la toma de decisiones.

- Los elementos esenciales de un problema de control
6ptimo son un modelo o sistema matemético a "controlar", un
output o resultado deseado para el modelo, un conjunto de
inputs o "controles" admisibles, y un funcional de coste o de
beneficio, que mida la efectividad de una determinada accidn
de control. El1 problema de control se formula de la siguiente
manera: Se Dbuscan los inputs (admisibles) que ©puedan
generar el output deseado y que, a la vez, optimicen la
medida elegida del rendimiento (minimicen el coste o

maximicen la ganacia del control).

- La solucidén del problema general de control éptimo la
proporciona el Principio del Maximo de Pontryagin, el cual ha
podido derivarse a partir de las Técnicas del Céalculo de
Variaciones, aunque la Teoria del Control Optimo ha resuelto
muchos de los problemas no solucionados por dichas técnicas,

(restricciones de desigualdad, control lineal,...)

- Las fluctuaciones y oscilaciones son inherentes a 1los
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fenbmenos econdémicos. La estabilizacidén trata de minimizar
estas fluctuaciones, de manera que en un problema de control
con estabilizacidén, se intentard alcanzar un determinado
estado mediante unas variables de control, minimizando a la
vez las fluctuaciones de todas las variables econdmicas. E1
Problema Lineal Cuadréatico, en su versidén continua vy
determinista, dentro de los problemas de control con
estabilizaciédn de sistemas dindmicos, es el que se ha
expuesto en estas paginas. Se han expuesto dos tipos de
problemas , los de Regulador Lineal y los de Seguimiento
Lineal, siendo el primer tipo un caso concreto del segundo.
El funcional objetivo que se emplea consiste en la suma de
unas formas cuadrdticas de signo no negativo, y que
recogerian las penalizaciones a las desviaciones de las

variables que se pretende estabilizar.

- Con el planteamiento del problema de control con
estabilizacién se define wuna nueva propiedad que puede

cumplir un sistema dindmico : la estabilizabilidad. Asi, un

sistema dindmico se entenderia como estabilizable si
existiera una ley de control gque lo transformara en un modelo

estable.

- Las limitaciones del Problema Lineal Cuadratico en su
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versidén continua y determinista, sin restricciones sobre las
variables, se han podido constatar en el qgquinto capitulo. E1
problema que se ha expuesto peca de excesivos supuestos, con
la implicacidén que esto lleva en cuanto a la exactitud o
veracidad de la representacidén del fendmeno real utilizada.

Ademés, se puede destacar lo siguiente :

- El1 problema de la obtencidn de la
informacidén y datos incide en que los modelos dindmicos
se formulan mediante sistemas de ecuaciones en
diferencias, recogiendo, por tanto, una evolucidén en
tiempo discreto para las variables del sistema. Asi, los
modelos en tiempo continuo no han podido ser sometidos a
un proceso de contrastacidédn empirica, a no ser que ésta
se haya efectuado sobre una versidén discreta de
aqgquéllos. Se formuld un principio del maximo (minimo)
para el control de estos modelos discretos andlogo al
formulado para modelos continuos, aungque se exige que el
conjunto de controles admisibles sea direccionalmente
convexo. Los métodos que se emplean para resolver el
problema de control con estabilizacidén de modelos
dindmicos en tiempo discreto son, en su mayoria, los que

proporciona la Programacidén Dinamica.

- La aproximacién determinista resulta

conveniente en numerosas ocasiones (corto plazo). Los
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modelos aleatorios o estocadsticos pueden ser de mayor
utilidad cuando se trabaje en un ambiente de riesgo
(medio plazo). En un ambiente de incertidumbre es decir,
cuando sea poco satisfactorio manejar estos modelos
estocasticos, los modelos borrosos proporcionaran un

mejor resultado.

- La introduccidén de la incertidumbre o del
azar en el modelo dindmico a controlar se efectuia
mediante el manejo de modelos borrosos o de modelos
estocéasticos, respectivamente. Los primeros los
proporciona la Matematica Borrosa, y su empleo se ha
centrado en problemas concretos de control, dando lugar
a una solucidén especifica para cada caso. A nivel
tedbrico, el control borroso se ha desarrollado para
modelos discretos a partir del sustento tedrico dque
ofrecia la Programacidn Dindmica, no habiéndose
establecido todavia un principio del méximo (minimo)
para el control de modelos borrosos dinamicos en tiempo
continuo equiparable al de Pontryagin, o al que
enunciaron Halkin y Holtzman para el caso discreto. En
cuanto a los modelos gque introducen el azar en el
andlisis, los modelos estocasticos, pueden agruparse
segun el tratamiento que dan al azar. Asi, en un primer
nivel estarian aquellos modelos gue incorporan las

perturbaciones aleatorias al modelo. Se establecen
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supuestos acerca del comportamiento de estas
perturbaciones aleatorias (variables ruido blanco). El
problema de control con estabilizacion de modelos de
este tipo, llamado el Problema Lineal Cuadratico
Gaussiano, consistir4, a grandes rasgos, en la
minimizacidén de la esperanza matemdtica de un
determinado funcional de costes. Ha sido muy empleado
este tipo de modelo (PLCG), pero hay que hacer wver que
un supuesto de comportamiento de las perturbaciones
aleatorias como variables ruido blanco implica que el
modelo no pueda aproximar correctamente 1los shocks o
fluctuaciones mas fuertes de las variables, que son los
que tienen un mayor impacto sobre la economia. Un
segundo nivel, estaria recogiendo aquellos modelos en
los que existiera incertidumbre acerca de los parametros
del modelo, aunque no de su distribucidn probabilistica.
La resolucidén se complica, obteniendo un resultado
aproximado a partir de métodos de la Programacidn
Dindmica. Y un tercer nivel incluiria la existencia de
incertidumbre sobre la especificacidén correcta del
modelo. Existen varios modelos y hay que optar por uno
de ellos. Se construye una matriz de doble entrada, que
recoja los modelos, por una parte, vy las distintas
politicas por otra, elgiéndose aquél modelo, siempre que

sea posible, que sea superior a los demés.
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- El1 sistema de ecuaciones diferenciales
lineales suele tener su origen en una linealizacidn de
otro modelo no lineal méds acorde con el comportamiento
del fendmeno real objeto de estudio. Asi, los modelos no
lineales se considerarian como si fueran perturbaciones
de un sistema lineal. Las aproximaciones lineales con
las qgue se trabaja son validas para fluctuaciones
pequefias, pero no sirven de Dbase para explicar las
fluctuaciones econdmicas permanentes que se pueden
observar en el ciclo econdmico. Los modelos no lineales
si que las pueden representar, pero, sin embargo, la
mayoria de modelos dinamicos formulados por las
distintas lineas de pensamiento tedrico son lineales. La
obtencidén de la solucidén en modelos no lineales de més
de una variable de estado se vuelve extremadamente

complicada, sobre todo si el orden del sistema es alto.

- Otra limitacidén del modelo con el que se ha
trabajado es el hecho de no considerar la existencia de
expectativas adpatativas gque harian insostenible el
mantenimiento del modelo y supuestos ya mencionados. Los
agentes econdmicos pueden anticipar una determinada
accidén de control, y cambiar su pauta de comportamiento
en funcidén de esa nueva informacidn. Seguin se trate de
un proceso de adaptacidén pasivo o activo, se tendrd que

la informacién disponible se emplea para tomar
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decisiones, (adaptacidén pasiva), o ademéds, se modifica
el modelo representado por el sistema dindmico
(adaptacidén activa). E1 problema de control adaptativo
es un problema dual, ya gque junto con la soluciédn
6ptima de control se ha de proporcionar un disefio
secuencial de experimentos, es decir, obtenida 1la
solucidén del problema se debe acompafiar de una nueva
especificacidén del modelo, resultante del manejo de la
informacidén disponible en ese momento, la cual depende,
a su vez, del tipo de experimentos o métodos de
extraccién de datos que se haya disefiado. La solucidn de
los controles adaptativos (duales), en muchos casos no

es posible expresarla en forma analitica.

- El1 supuesto de no existencia de controles
acotados, o de no existencia de restricciones sobre
ninguna variable es irreal. En el mundo de la politica
econdémica es impensable que no existan limitaciones
sobre los recursos disponibles para llevar a cabo las
alternativas politicas. La incorporacidn de las
restricciones al problema de control se realiza bien
mediante la sustitucidén de las restricciones en el
funcional objetivo, o Dbien, mediante la relajacidn
lagrangiana. En la préactica se construye un hamiltoniano
generalizado vy se aplica el Principio del Maximo

(minimo) de Pontryagin para aquél.
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- E1 Problema Lineal Cuadratico, al asumir una
funcidén cuadratica como funcional, esta penalizando por
igual desviaciones de igual magnitud aunque de distinto
signo. Este hecho es dificil de aceptar ya dJque, por
ejemplo, un politico no va a valorar de la misma manera
que el objetivo de la inflacidén no se cumpla por defecto
que por exceso. Asi pues, para incorporar esta
puntualizacién serd necesario abandonar el funcional
cuadratico por otro que recoja las posibles asimetrias
en las penalizaciones de las desviaciones de igual

valor absoluto.

- Las aplicaciones practicas han puesto de manifiesto
como, a pesar de 1los supuestos restrictivos gque se han
mantenido en el analisis tedrico, ha sido necesario
establecer otros adicionales (controlabilidad,
estabilizabilidad, horizonte temporal infinito) para poder
obtener una solucidén. Aun asi, se ha mostrado qué tipo de
casos son 1los que se suelen plantear a modo de problema de
control con estabilizacidn, % se puede intuir las
potencialidades que ofrece la Teoria del Control Optimo para

abordar la solucidén de problemas reales.
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- En el problema de los excedentes comunitarios de
leche ha qguedado patente la dificultad real de llegar a una
solucidén. Se ha partido de wunos modelos no contrastados
empiricamente, con unos supuestos muy restrictivos, pero dque
hacian que los sistemas planteados cumplieran unas
propiedades muy deseables, y poco prdéximas a las que en la
realidad cumplirdn. Se ha llevado a cabo un ejercicio de
simulacidén, y ha podido concluirse que la consecucidn de los
objetivos va a resultar, en la practica, dificil de obtener.
Esto permite afirmar que si se eliminan la mayoria de 1los
supuestos mantenidos con fines de constriur un modelo més
fiel a la realidad, va a hacer casi inviable la consecucién

en el mundo real de las metas marcadas.

b) Grado de cumplimiento de los objetivos.

- La importancia del tiempo en el andlisis econdmico se
ha destacado en el primer capitulo, vy en 1los sucesivos
haciendo ver el empleo de modelos dinadamicos para representar

fenbmenos econdmicos de caracter dinédmico.

- En cuanto a la exposicidén de las Técnicas de Control
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Optimo se ha recogido de forma general en qué consistia un
problema de control oéptimo, pero sbdélo se ha presentado de
forma mas detallada el problema de control con
estabilizacién. Quizés hubiera sido conveniente haber
incluido una breve relacidén de los diferentes tipos de
problemas econdémicos que pudieran ser abordados como
problemas de control, pero dado el objeto de estudio de este

trabajo no se considerd oportuna.

- En el capitulo de aplicaciones practicas se ha
constatado que el problema de control con estabilizacidén es
un problema vinculado directamente con ciertos fendmenos
econdémicos, y que la Teoria de Control Optimo ofrece las
herramientas necesarias para obtener una solucidn, vy para
comparar las distintas propuestas de politica econdmica. Como
ya se ha comentado en el anterior apartado de este capitulo,
el modelo empleado en el analisis tiene enormes limitaciones,
pero ello no ha sido impedimento para constatar las

potencialidades que posee.

- El1 d4ltimo objetivo se ha visto cumplido en la
dedicacidén de un capitulo a las limitaciones del problema
lineal cuadrédtico en su versidén determinista y continua, sin

restricciones.
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c) Consideraciones autocriticas.

- Los objetivos se han cumplido en un grado aceptable,

pero se trataba de objetivos excesivamente modestos.

- No ha existido un capitulo previo de consideraciones
metodoldgicas para explicar los procesos seguidos para la

elaboracién de cada capitulo.

- Mientras en algunos procesos deductivos han sido
extensamente detallados, otros, en cambio, no han consistido
mas que en meras afirmaciones sin apoyar analiticamente. Tal
es el caso, por ejemplo, del estudio de la controlabilidad vy
observabilidad de sistemas lineales con coeficientes

variables.

- Las aplicaciones préacticas no han sido muy numerosas,
y ademés se han establecido ciertos supuestos con el Unico
fin de facilitar 1la obtencién de wuna solucidén. Esto ha
motivado la imposibilidad de obtener conclusiones véalidas, y
una interpretacidén econdmica de los resultados. Ha primado un
planteamiento mecanicista, Dbasado en la aplicidén de 1las
técnicas de control éptimo a distintos modelos, para mostrar
el proceso de resolucidén, vy se ha dejado a un lado las

implicaciones tedricas que pudieran tener los resultados a
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nivel econdémico. Asi, no se han obtenido mas conclusiones que
la de la incomparabilidad de los resultados, la escasa
transcendencia de los mismos, o la irrealidad de los modelos

con los que se ha trabajado.

d) Proyectos futuros de investigacidn.

Tras la realizacién de cualgquier trabajo de
investigacién muchas de las viejas 1incdégnitas todavia
permanecen, otras se han resuelto, y nuevos campos de
investigacidn se presentan abiertos para una futura
aproximacién. En concreto, los proyectos 1inmediatos de
investigacién que a lo largo de estas paginas incluso se han

mencionado, son :

- Profundizacidén en el estudio de sistemas dindmicos
borrosos, y en las técnicas de control Optimo Dborroso.
Establecimiento de un principio del méximo para modelos

dindmicos borrosos en tiempo continuo.

- Especificacién % contrastacidn de un modelo

econométrico, o un modelo borroso, que represente al mercado



comunitario de productos léacteos; vy aplicacidén de

técnicas de control éptimo oportunas para su solucidn.

- Proyecto de tesis doctoral: Aplicacidén de
técnicas de control oéptimo para la determinacidédn de

politicas déptimas para fomentar el desarrollo econdmico.
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