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PROBLEMES D’OPTICA |

Butlleti 1

P1.1. Un raig de llum monocromatica penetra en una esfera homogenia d’index n submergida en aire,
amb angle d’incidéncia i, i pateix p reflexions parcials en el seu interior abans d’eixir-ne.

a) Calculeu la desviaci6 del raig emergent en relacié amb el raig incident.
b) Per a quin angle d’incidéncia, iy, aquesta desviacid passa per un extrem relatiu?

c) Calculeu in i la desviacid corresponent pera n=4/3 i p=1i 2. Aquest resultat és la base per a la
justificaci6 geomeétrica de la formaci6 de I’arc iris.

P1.2. Considereu un espill de cara posterior, és a dir, una superficie reflectora sobre la qual es diposita
una lamina transparent de cares planes i paral-leles. Si la grossaria de la lamina és t i el material
transparent té un index de refraccid n, determineu el desplacament axial patit per la imatge a causa de la
preséncia d'aquesta lamina.

P1.3. Demostreu que per a un medi estratificat pla en qué n=n(y), les trajectories dels raigs
lluminosos satisfan I’equacié diferencial d?y/dx? = {zJCZ)_l dn?/dy, on C és la constant de la relacié de
Bouguer (C =nsing). Es possible que un raig descriga una trajectoria rectilinia en un medi com
aquest?

P1.4. Considereu un medi estratificat de grossaria 2h (regi6 Il), caracteritzat per un index de refraccio
donat per

n?(y| <h)=ni-(y/L)]
i rodejat per dos medis homogenis (regions 1 i 111) d’index n, = n, = n(+h). En I’origen de coordenades
se situa una font puntual que emet raigs en tots els angles i possibles cap a I’exterior del medi.
a) Calculeu la trajectoria dels raigs.

b) Quina condici6é ha de complir la coordenada azimutal i perqué un raig es mantinga confinat en la
regio 11?

c) Determineu la zona a través de la qual els raigs procedents de la font travessen la superficie de
separacio6 entre les regions | i 1.

d) Particularitzeu el resultat de I’apartat a per al cas que I’angle i siga petit (aproximacio paraxial).

P1.5. Considereu un medi isotrop caracteritzat per un index de refraccio amb simetria radial de la
forma n(r)=n,/[L+(r/a)’ | Aquest instrument optic es denomina ull de peix de Maxwell. Determineu
la trajectoria dels raigs que es propaguen en aquest medi i demostreu que formen circumferencies
coplanaries amb I’origen de coordenades r = 0.
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P1.6. Considereu un medi isotrop caracteritzat oOpticament per un index de la forma
n(y):n01/1+i2y/Li. Determineu el temps que empra un raig lluminds a anar de A(0,0) a
C(L, 2L) en els segiients casos:

a) Si va primer de A aB(L, L) i després de B a C, ambdos recorreguts en linia recta.
b) Si va de A a C en linia recta.

c) Si realitza el recorregut al llarg de la corba continguda en el plaz =0 (per a g, = —n/4),

X Lcose, —L,[cos? g, +2Y -0
Sing, L

P1.7. Determineu I’equacio de la superficie reflectora que focalitza estigmaticament un feix de raigs
paral-lels en un punt situat a una distancia d del vertex de la superficie. Resoleu el problema aplicant:

a) la llei de la reflexio,

b) la condicid d’estigmatisme (constancia del cami optic recorregut).

P1.8. Determineu analiticament i graficament la posicid i naturalesa de les imatges proporcionades per
una lent prima submergida en aire, tant per a objectes reals com virtuals. Considereu tant el cas d’una
lent convergent com el d’una lent divergent.

P1.9. Donada una lent prima de radis de curvatura ry i r, i index n, determineu la poténcia ¢’ d’aquesta
quan es troba submergida entre dues substancies d’index n; i n,. Considereu ara una lent prima
convergent, situada en aire, que té una distancia focal de 20 cm i index n=3/2. Quina és la seua
distancia focal quan se submergeix en aigua, I’index de refraccio de la qual és 4/3? | quan se submergeix
en bisulfur de carboni (amb index de refracci6 8/5). Analitzeu també el cas en que se submergisca en un
medi d’index de refraccio 1.5.

P1.10. Calculeu la distancia HH' entre els plans principals d’una lent esferica en aire. A continuacid,
determineu les condicions que la lent ha de complir per qué:

a) HH' = e, on e és la grossaria de la lent.
b) HH' = 0.

En ambdoés casos, determineu la potencia de la lent resultant i feu un esquema del sistema on assenyaleu
la situacio dels plans principals.

P1.11. Trobeu I’expressio del camp associat a una ona cilindrica i a una ona esférica com a solucions de
I’equaci6 d’ones.
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PROBLEMES D’OPTICA I

Butlleti 2

P2.1. Calculeu la matriu de Jones associada a una lamina retardadora, amb les seues linies neutres
centrades, que introdueix un desfasament & en la component Y. Resoleu el mateix cas quan es gira
I’element anterior un angle 6.

Se situa la lamina retardadora anterior entre dos polaritzadors lineals encreuats, de manera que les linies
neutres de la lamina formen un angle 6 amb els eixos de transmissioé d’ambdos polaritzadors. Calculeu la
intensitat emergent del dispositiu si s’il-lumina normalment amb un feix paral-lel de llum natural
d’intensitat lo. ¢Sota quines condicions la intensitat anterior és maxima?

P2.2. Esdisposa d’un sistema format per I’acoblament de dues lamines de mitja ona amb els seus eixos
lents formant entre si un angle f.

a) Calculeu la matriu de Jones que caracteritza aquest dispositiu.

b) Se situa ara el dispositiu anterior entre dos polaritzadors lineals amb el seus eixos de transmissid
perpendiculars entre si. Calculeu la intensitat emergent d’aquest dispositiu quan s’il-lumina normalment
amb un feix col-limat de llum natural d’intensitat Io.

P2.3. Siga un dispositiu oOptic que es pretén caracteritzar. La seua accid sobre qualsevol llum
linealment polaritzada és unicament girar el seu pla de polaritzacio un angle vy, sense cap altre canvi en el
seu estat de polaritzacié o en la seua intensitat. Aquest fenomen es denomina activitat optica o poder
rotatori. A partir d’aquest fet,

a) Calculeu la matriu de Jones del dispositiu.

b) Obteniu els valors i vectors propis d’esta matriu, i interpreteu-los en funcié de llums polaritzades
elementals.

P2.4. Hi ha substancies que absorbeixen de forma diferent la llum polaritzada circularment dextrogira,
R, o levogira, L, (dicroisme circular). Calculeu la matriu de Jones associada a una substancia d’este
tipus, la transmitancia en amplitud del qual és pr i p., per a llum R i L, respectivament.

P2.5. Considereu una ona linealment polaritzada en una atmosfera d’electrons la densitat de la qual és
10 electrons/m®. En la direccié de propagacié s’aplica un camp magnétic d’intensitat B, = 0.5 10™
weber/m?. Obteniu una expressio que represente el canvi d’estat de polaritzacié per longitud d’ona en la
direccié de propagacio.
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PROBLEMES D’OPTICA 1

Butlleti 3

P3.1. Demostreu que existeix una relacié no local entre el vector desplacament D i el camp eléctric E
D(t)=¢,E(t)+e, IG(T)E(t —1)dr
on
1% :
G(r)=— Ix(w)exp (—iot)do
2n °,

és la transformada de Fourier de la susceptibilitat electrica y caracteristica del medi. A més, el principi
de causalitat requereix que D(t) en un determinat instant t depenga del camp E(t) en temps anteriors, i
per tant G(t)=0 si t <0. Demostreu aco utilitzant el model de Lorentz per a y(w), on cal suposar que
y<wo. A més, comproveu que el model de Lorentz té associada la funcié G(t)= sin(@,t)exp (- 1t)e? /@,

per a valors positius de t, on @, = /o> —y?

P3.2. Considereu el model d’un atom en el qual I’electrd es troba lligat per mitja d’un potencial
d’oscil-lador harmonic de tipus anisotrop, i que té associades freqiiéncies propies d’oscil-lacio , my, @y i
w, diferents en las direccions X, Y i Z, respectivament. Suposeu ara que una ona electromagnetica plana
de frequiencia o es propaga en el si d’un material format per aquest tipus d’atoms. Amb les hipotesis de
la teoria classica de I’index de refraccio,

a) Demostreu que el vector desplagament eléctric D =¢,E + P es pot escriure com D =¢,e(0)E, on
g(w) és una matriu diagonal 3x3. A més, obteniu una expressié dels elements d’esta.

b) Considereu ara que I’ona incident es propaga en direccio de I’eix Z. Demostreu que els electrons de
cada atom no vibren en la direccié del camp incident i que el pla de vibracié de la polaritzacié eléctrica
P forma un angle 8 amb I’eix X que compleix:

2

o, —O
——tanf, ,
0, —0

tano =

< N|xX N

on 0. és I’angle que forma el camp electric amb I’eix X.

P3.3. Considereu un medi dieléctric, homogeni i isotrop, sotmés a I’accié d’un camp magnétic B
uniforme i estacionari en la direccié de I’eix Z, i en el qual es propaga una ona monocromatica de
freqliéncia ®. Fent Us del model de Lorentz de I’oscil-lador electronic de freqiiéncia propia o, i
negligint, per simplificar, el terme d’amortiment,

a) Trobeu I’equacié de moviment de I’electro.
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b) Suposant que els electrons del medi oscil-len a la mateixa freqtiencia que el camp E de I’ona plana,
demostreu que la polaritzacié P del medi pot expressar-se com P =g, E, on la susceptibilitat eléctrica
complexa x és una matriu 3x3 de la forma:

11 W O
X=|=ix xu O
0 0 %as

Obteniu una expressio per als coeficients y11, x12 1 %33-

c¢) Considereu ara que I’ona plana que es propaga en el medi, ho fa en la direccio6 de I’cix Z. A partir de
I’equaci6 d’ones inhomogénia, demostreu que en aquest cas I’ona plana esta necessariament polaritzada
circularment. Obteniu I’index de refraccio del medi per al cas en qué la polaritzacié de I’ona siga
dextrogira o levogira.
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PROBLEMES D’OPTICA 1

Butlleti 4

P4.1. Comproveu que els angles azimutals de les components transmesa ot i reflectida o satisfan les
equacions:

_cos(g, —&;)

tana, =cos(e, —&; )tana, tana, = cos(e, +&;)
€ &1

tana,
sent g i et els angles d’incidéncia i refraccio i oy I’angle azimutal de la radiaci6 incident. Demostreu que
en la reflexio el camp eléctric s’allunya del pla d’incidéncia i que en la refraccié s’hi acosta.

P4.2. Un feix pla de llum monocromatica linealment polaritzada és desviat per
un romboedre de reflexié total d’index n = 1.554, com s’indica en la figura.
Descriviu I’efecte del dispositiu sobre cada una de les components del camp.
Obteniu la matriu de Jones que caracteritza el dispositiu. Finalment, si el pla
de vibracio de la llum incident forma un angle de 45° amb el pla d’incideéncia,
descriviu amb detall I’estat de polaritzacié de la radiaci6 que emergeix del
romboedre.

p/AN_ n=1.554

Y

p/4

P4.3. Un raig de llum natural cuasimonocromatica incideix, amb angle g,
sobre una esfera dielectrica homogénia d’index de refraccié n submergida en aire, i pateix una Unica
reflexié parcial en el seu interior abans d’emergir d’aquesta. Obteniu una expressio per al grau de
polaritzacio V del raig emergent en funcid dels angles d’incidéncia ¢, i refraccié €. Finalment, calculeu
I’angle d’incidéncia per al qual el raig de llum emergent esta totalment polaritzat en el cas d’una esfera
d’aigua (n = 4/3). Raoneu la resposta.

P4.4. Representeu graficament la dependéncia de la reflectancia i1 el desfasament amb 1’angle
d’incidéncia sobre una superficie plana en el cas d’una ona monocromatica de longitud d’ona A = 500nm
que es propaga en el espai lliure i incideix sobre plata (n = 0.05 —i 2.87).
P4.5. Considereu un camp eléctric de la forma

E(F t): Aeikz—imt + B’e—ikz—iwt
a) Deriveu I’expressié del camp magnétic H.

b) Considerant que el medi es transparent (k és real), mostreu que la potencia transmesa al llarg de I’eix

OZ es pot escriure com
K [-2 |-
S, ZEUAF —\Bﬂ

c) Deriveu el flux de poténcia al Ilarg de I’eix OZ en un medi dissipatiu amb una k complexa. Mostreu
que la poténcia no és la suma algebraica de la potencia transportada per les ones individuals.
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P4.6. Un feix de llum circularment polaritzada incideix, des de I’aire, amb un angle de 45° sobre una
lamina de vidre d’index de refraccio 1.5. Descriviu I’estat de polaritzacio del feix reflectit i refractat.
Repetiu el procés per a un angle d’incidéncia de 65°.
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TREBALLS TUTELATS D’OPTICA |

Butlleti 1

TT1.1. Un tub cilindric té un diametre interior de 5 cm i una longitud d’un metre. La seua superficie
interior és reflectora en els primers 89 cm i absorbent en la resta. En 1’extremitat absorbent del tub es
col-loca un diafragma proveit d'un orifici molt menut, centrat respecte a 1’eix del cilindre. En 1’altre
extrem es col-loca un altre diafragma identic darrere del qual se situa una font lluminosa. Determineu la
inclinaci6 respecte a 1’eix amb quée emergeixen del tub els raigs de Ilum. Descriviu I’aspecte del camp
observat quan es mira a través del tub.

TT1.2. Considereu un brillant amb la talla de la figura. Suposant una
il-luminaci6 paral-lela i normal a la cara superior, calculeu els valors
de o que permeten que la llum, després de patir dues reflexions
internes, isca del brillant per aquesta mateixa cara (per a un primer
calcul no s’ha de considerar la influéncia del rebaixat del cantell).

TT1.3. Considereu una guia corbada de seccid rectangular com la de la figura. Tenint en compte que,
segons una descripcio purament geometrica, la llum es propaga en
I’interior de una guia per reflexio total.

a) Demostreu que és suficient que el raig 1 complisca la condicio
de propagacio perqueé tot el feix es propague al llarg de la guia. R

b) Obteniu el radi minim que pot tindre aquesta guia per a evitar
que la llum deixe de propagar-s’hi a través. r C i =

TT1.4. Des d’un punt de la superficie terrestre, O, on I’index de refraccio de I’aire és ny, es mesura
I’angle zenital d’un estel, es a dir, ’angle que forma la direccié en que es veu ’estel amb la vertical del
punt d’observacid. A causa de la variacié de I’index de I’aire amb 1’altura, hi ha una lleu diferéncia
A =g—g, entre I’angle zenital real, €, i I’observat, . Determineu 1’equacié de les trajectories que
passen per O si I’index de refraccio de I’atmosfera ve donat per 1’equacio n2(2)= nZ —bz, on b és una
constant. A més, obtingueu I’expresio de A en funcio de &.

TT1.5. Un raig de llum incideix sobre un medi inhomogeni estratificat en forma de lamina de cares
paral-leles de grossor d, I’index de refraccio del qual varia d’acord amb I’expresio

n2(0 < ygd)zg(uz%j

on L és una constant amb unitats de longitud. Se suposa que la lamina es troba entre aire i un medi
d’index de refraccié ng. El raig incident es mou en 1’aire (y <0) i, després de travessar la lamina, n’ix
amb un determinat angle ©, .

a) Quines condicions han de satisfer ny i d perque el raig emergent siga paral-lel a I’incident, 6, =0, ?

b) En el cas que es satisfacen les condicions de ’apartat anterior, calculeu el desplagament & produit
sobre el raig incident a causa de la preséncia de la lamina suposant que 1’angle d’incidéncia 6, = t/3.
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TT1.6. Un sistema de comunicacions laser esta format per un emissor i un receptor, ambdds situats en
torres d’una altura y, =10m sobre el nivell de terra i separades una distancia d = 20km. L’aire proper
a la superficie t¢ un index de refraccié que varia en funcié de I’altura com n?(y)=nZ(1—ky) per a
y <400m i n(y >400m)=1,0n n, =1.002 i k =9.9710°m™™.

a) Trobeu els possibles angles d’eixida del feix laser respecte a 1’horitzontal perqué aquest incidisca
sobre el receptor.

b) Per a les solucions de ’apartat a, calculeu I’altura maxima sobre el nivell del sol que aconsegueix el
feix laser.

TT1.7. Considereu la lent de Luneburg, que consisteix en una bola de radi a submergida en un medi
d’index de refraccio n,. Aquesta bola esta construida amb un _material isotrop estratificat de simetria
radial, I’index de refraccié del qual té la forma n(r)=n,\/2—(r/a)’ per a r < a. Determineu la
trajectoria dels raigs que es propaguen dins la lent de Luneburg, i demostreu que formen el-lipses
coplanaries amb 1’origen de coordenades r = 0. A més, comproveu que un feix de raigs paral-lels que
incideixen sobre la lent es focalitzen en un Unic punt de la superficie de la lent.

TT1.8. La férmula de Jacobi-Anger

eizcose — iime(Z)eime

Mm=—o0
representa el desenvolupament d’una ona plana entorn d’una Superposicié d’ones cilindriques.
a) Utilitzant la formula de Jacobi-Anger, demostreu que la funcié de Bessel de primera classe es pot
expressar com a

-_n 2%

3 (x)=" [eltee=mdo J.(x)= %Icos(ne — xsin 6)do
0 0

2n
b) Utilitzeu el resultat anterior per a justificar per que la funcio de Bessel de primera classe representa

una ona estacionaria.

TT1.9. Demostreu que I’equacio diferencial
1 d 2 df 2
——<r°—:+Br) —n(n+1)=0
f dr{ dr} (B ) ( )

resultat de resoldre 1’equacié d’ones utilitzant separacié de variables en coordenades esferiques, es pot
convertir en I’equacio diferencial ordinaria de Bessel mitjangant la transformacio

) Z(r)
") (Br)”

TT1.10. Utilitzant la solucidé de I’equacié d’ones en coordenades esfériques, demostreu que el camp
d’una ona esferica divergent s’atenua en allunyar-se de 1’origen O amb una dependéncia que és
inversament proporcional a la distancia recorreguda des del punt O.
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TT1.11. Considereu el camp electromagnétic linealment polaritzat
E(Ft)=Ee®™)  H(Ft)=He
on E, = E,, ¥, corresponent a una ona plana que es propaga en un dielectric transparent. Suposeu també
que Im(k,)=0
a) Avalueu el vector de Poynting.

b) Considereu la superposicié de dues ones planes linealment polaritzades. Avalueu de nou el vector de
Poynting.

¢) Trobeu la component z del vector de Poynting considerant que E,, =E,, .

d) Avalueu la divergencia del vector de Poynting obtingut en I’apartat b.
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TREBALLS TUTELTAS D’OPTICA |

Butlleti 2

TT2.1. El camp magneétic d'una ona plana uniforme que es propaga en el buit és

FI(?)=E[(l+i)$(+i\/§e‘“/42]e"ky N = /Mo /&, =376.6Q
Mo !

on Eg es una contant real i ng la impedancia intrinseca del buit.

a) Determineu la direccio i sentit de propagacié de I’ona. Si la freqiiéncia és v=500 THz. Quant valen la
longitud d’ona i el nombre d’ona?

b) Escriviu I’expressi6 del camp eléctric.
c) Determineu el tipus de polaritzacio i el sentit de gir dels camps.

d) Escriviu I’expressio del vector de Poynting.

TT2.2. Determineu la matriu de Jones de i) una lamina de quart d’ona d’cix rapid vertical, i ii) una
lamina de quart d’ona d’eix rapid horitzontal. A continuacid, representeu el vector camp eléctric d’un
estat lineal incident sobre una lamina de quart d’ona que forma un angle de 30° amb I’eix rapid d’esta.
Descriviu amb detall I’estat de polaritzacié de 1’ona emergent.

TT2.3. Considereu un feix de llum polaritzada el-lipticament d’intensitat 1o que incideix normalment
sobre un polaritzador lineal giratori. Calculeu com varia la intensitat | emergent del sistema, en funcié
de I’angle que forma el polaritzador amb I’eix X. Passa aquesta intensitat per un valor maxim o minim?

TT2.4. Siga un dispositiu optic format per una lamina de quart d’ona, els eixos rapid i lent del qual
coincideixen, respectivament, amb els eixos OX i QY del sistema d’eixos cartesians de referencia,
seguida d’un polaritzador lineal I’eix de transmissio del qual forma un angle € amb I’eix OX.
Determineu els valors i vectors propis de la configuracio i especifiqueu detalladament els tipus de llum
que representen. Raoneu per que aquestes llums sén propies del sistema en qlestio.

En una segona part, resoleu les mateixes qguestions que en el paragraf anterior per a una configuracié
semblant en qué el polaritzador lineal haja sigut girat 90° respecte de la seua posicid original.
Reconeixeu que cada un dels nous vectors propis és ortogonal a un dels de la primera situacio.

TT2.5. Analitzeu I’actuacié del dispositiu descrit en I’apartat anterior sobre i) llum el-liptica centrada, d’
el-lipticitat €, i ii) sobre el seu estat ortogonal.

Repetiu I’analisi quan s’afegeix a continuacié una lamina retardadora idéntica a la primera pero girada
respecte a aquesta 90°. Compareu ambdos resultats.

Finalment, particularitzeu els resultats anteriors al cas en qué ¢ = n/4.
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TT2.6. Es disposa d’una lamina de mitja ona amb les seues linies neutres girades un angle o respecte als
eixos cartesians de referencia.

a) Avalueu I’efecte que produeix esta lamina sobre la llum polaritzada circularment, tant dextrogira com
levogira. Interpreteu el resultat en termes de llums polaritzades elementals.

b) La lamina anterior se situa entre dues lamines de quart d’ona. L’eix lent de cada una d’aquestes
lamines forma un angle de 45° amb I’eix X. Analitzeu I’efecte que exerceix aquest dispositiu sobre una
llum linealment polaritzada a 0° i a 90°.

c) Comproveu que el dispositiu de I’apartat b es comporta com un retardador amb les seues linies
neutres centrades. Trobeu el valor del desfasament que introdueix.

d) A quin element equivaldria el dispositiu de I’apartat b si les dues lamines de quart d’ona tingueren els
seus eixos lents coincidents amb I’eix X?

TT2.7. Considereu el filtre de polaritzacié dissenyat per Lyot i Ohman, que consisteix en un conjunt de
lamines retardadores compreses entre polaritzadors lineals amb els seus eixos de transmissio paral-lels.
El retard de les lamines segueix una progressio geometrica, es a dir, 3, 25, 49, 89, ... Totes les lamines
tenen les seues linies neutres orientades a 45° respecte dels eixos de transmissio dels polaritzadors.

a) Trobeu la matriu de Jones d’un sistema compost per N lamines retardadores (i N + 1 polaritzadors).

b) Demostreu que si incideix llum natural amb una intensitat lo, la intensitat emergent d’aquest sistema
es pot escriure com:
_sin?(2"15) |
2 sin?(3/2) °
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TREBALLS TUTELATS D’OPTICA 1

Butlleti 3

TT3.1. La conductivitat d’un material es descriu mitjangant la llei d’Ohm, J = oE . Utilitzant 1’equaci6
J =pr, on p=—Ne és ladensitat de carregues i r = dr/dt,

a) ldentifiqueu la conductivitat o(w) del medi.
b) Demostreu que o/(— i, ) és essencialment la susceptibilitat y del medi.

c) Com que en un metall les carregues de conduccio no estan lligades, podem considerar o, =0, que és
I’anomenat model de Drude. Trobeu la conductivitat nominal (és a dir, en el limit ®©—0) i la
freqiiéncia de plasma per al coure, el qual té una densitat de 8.9x10°gr/m® i un pes atomic de
63.54gr/mol. A més considereu que y = 2.05x1013 rad/s. En aquest cas, suposeu un electrdé de
conducci6 per atom i recordeu que el nombre d’Avogadro és 6x10% atom/mol .

TT3.2. Demostreu que I’index de refracciéo d’una mescla de gasos val:
n(w) = Z fin; (co) '

on n,(o) és I'index de refraccié de cada un dels gasos i f; la seua concentracié fraccional molecular
(nombre de molecules del gas i dividit pel nombre total de molécules).

Com a aplicacid, trobeu I’index de refraccid de I’aire per a A =589Nnm a partir dels valors
no, =1.000272 i ny =1.000297 corresponents respectivament a 1’oxigen i al nitrogen. (Considereu
1’aire com una mescla d’aquests dos gasos amb proporcions respectives del 25% i el 75%).

TT3.3. La susceptibilitat d’un medi és definida a través de P =NaE,, =¢,xE, on E és el camp
electric macroscopic. EI camp local, és a dir, el camp eléctric actuant sobre I’atom, esta donat per
Eie = E +(3¢,) P . Demostreu que

2

3 _ Na _ of

1+3 g 0 -0’ —i2yo
segons la teoria de Lorentz, que s’anomena relacié de Clausius-Mossotti. A continuacid, obteniu la
relacio de Lorentz-Lorentz mitjancant ’equacio ¥ =n’ —1.

TT3.4. Comproveu que la férmula de Lorentz-Lorenz satisfa, amb les aproximacions oportunes que cal
establir, la formula de Cauchy per a I’index de refraccié de gasos:

n(k)—l=A(1+%j ,

on A i B son constants a determinar.
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TT3.5. A partir de I’expressio donada pel model classic per a la relacié de dispersid, trobeu la formula
semiempirica de Sellmeier:

Ci
nz(}\,): A+Zm ,

valida per a medis transparents en les regions espectrals allunyades de les longituds d’ona de
ressonancia Ai.

Com a aplicacid, considereu en la regio visible el cas del CaF,, del qual es coneix 1’existéncia de dues
longituds d’ona de ressonancia A, =94.2nm i A, =35000nm. La primera d’aquestes esta associada a
una transicio electronica, mentre que la segona correspon a una transicio entre estats de vibracié d’ions
F" en la molecula. Trobeu el valor de les constants de la formula de Sellmeier en aquest cas. (Ajuda:
m. =3470m,, on m, és la massa de I’electro).

TT3.6. Considereu el seglient index de refraccio apropiat per a un medi amb frequéncia de ressonancia
wo i constant de relaxacio y [Phys. Rev. A 1 (1970) 305]:

n(w)=n Do®

o0

p

——— 0N jo /y[n,,

(o — o, +iy) | o/ |

En I’equacio anterior, n, és I’index de refraccio lluny de la freqiiéncia de ressonancia i w,>0 per a un
medi dissipatiu.

a) Avalueu la velocitat de fase i la velocitat de grup d’un pols I’ample espectral 1/t del qual és molt
menor que la constant de relaxacio, és a dir, yt >> 1.

b) Particularitzeu estes expressions quan la frequencia central del pols coincideix amb la freqiiencia de
ressonancia oo del medi, i trobeu els valors de w, per als quals la velocitat de grup pot ser superluminica
i inclds negativa.

c) Finalment, trobeu la condicio que ha de complir el parametre w, perqué la distancia de penetracio
d = [k, Im(n)]™* siga molt major que la longitud d’ona Ao en el buit.

TT3.7. Es ben conegut que en un dieléctric perfecte, el camp eléctric i magnétic oscil-len en fase.
Considereu ara una ona plana monocromatica que es propaga en un medi metal-lic amb una
conductivitat 6 # 0. Trobeu el desfasament del vector camp magnétic respecte al vector camp eléctric, i
demostreu que si o/em >>1 es compleix que |¢ = 45°.
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TREBALLS TUTELATS D’OPTICA 1

Butlleti 4

TT4.1. Una ona plana homogénia de frequéncia v=500THz té un camp

X
eléctric que s’escriu de la forma: n1:2 1 n2:1
E(F)= E{Z(Z)”(— z)+i—5‘2/g y}e‘k'F
Considereu que aquesta ona es propaga en un medi d’index de refraccio K y z
n;=2 i incideix obliquament sobre una superficie que separa este medi de

I’espai buit (n,=1) tal com es mostra en la figura adjunta.

a) Obteniu el valor dels angles d’incidencia i de refraccid. A més, escriviu les expressions dels vectors
d’ona de les ones incident, reflectida, i transmesa.

b) Identifiqueu el tipus de polaritzaci6 de I’ona incident.

c¢) Obteniu el camp eléctric de I’ona reflectida i transmesa. A més, identifiqueu el tipus de polaritzacio
d’estes ones.

TT4.2. Comproveu que I’angle limit és sempre major que I’angle de Brewster. Trobeu aquests angles
per a dos medis d’index de refracci6 1.33i 1.75.

TT4.3. Un raig de llum incideix sobre una superficie de separacio aire-vidre de manera que I’angle
d’incidencia i té un valor doble que I’angle de refraccid r. En estes condicions el factor de reflexié Rt
val 0.411.

a) Determineu I’index de refracci6 n del vidre respecte I’aire i els anglesiir.

b) Si en compte d’estar en contacte amb I’aire, el dit vidre es troba en contacte amb I’aigua (index de
refraccié n,= 1.33 respecte a I’aire) i el raig de llum incideix amb el mateix angle i sobre la superficie de
separacio d’ambdos medis, determineu el nou angle de refraccio r” i els factors de reflexio R i RLen els
dos casos segients:

e Elraigincideix des de I’aigua amb I’angle d’incidéncia i.
e Elraig incideix des del vidre també amb I’angle d’incidéncia i.

c) Demostreu que per a la superficie de separacié aigua-vidre no pot obtenir-se cap angle d’incidéncia
que valga el doble que I’angle de refraccio.

TT4.4. Es disposa d’una lamina planoparal-lela de grossaria h i index n=1.554, submergida en aire, amb

una de les seues cares tallada a 45° Un raig de llum

circularment polaritzat levogir incideix normalment sobre \/ /\ ,

aquesta cara d’entrada i es propaga en el seu interior, tal com

mostra la figura. Determineu I’estat de polaritzaci6 del raig en /\/ \
p/4 n = 1.554
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I’interior de la lamina en funcié de la coordenada z.

TT4.5. Quina ha de ser I’altura angular del sol sobre I’horitz6 perqué la llum reflectida per una
superficie d’aigua (n’=4/3) estiga totalment polaritzada? Quan el sol aconsegueix esta altura, se
submergeix un bloc de vidre, d’index n=1.6, la superficie plana del qual forma un angle 6 amb
I’horitzontal. Determineu 6 perqué el feix reflectit pel bloc estiga també totalment polaritzat. ;Pot
emergir de I’aigua este feix?

TT4.6. Siga un prisma optic d’index de refraccié n i angle de
refringencia o que es troba immers en aire. A més, un feix de
llum natural incideix sobre la primera cara del prisma amb un
angle €3, el qual coincideix amb I’angle de Brewster, tal com
indica la figura adjunta.

a) Deduiu la condicio que han de complir n i o perqué el raig que es refracta en la primera cara i es
propaga dins del prisma, incidisca sobre la segona cara també amb un angle de Brewster.

b) Per a un prisma que compleix la hipotesi anterior, calculeu el grau de polaritzacié de la [lum
emergent.

¢) Com a aplicacié numerica, particularitzeu els resultats anteriors per a un prisma d’index de refraccié
n=v3.
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8:35-9:00

9:05 - 9:30

9:35-10:00

10:05 - 10:30

10:35 - 11:00

11:05-11:30

11:35-12:00

12:05-12:30

12:35-13:00
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(8:30-13:30 h)

13:05-13:30

13:35 - 14:00
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(9-13 h)

Lab Quant AL2*
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Teo Lab Elec A* $
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14 10-dic 11-dic | 12-dic | 13-dic | 14-dic
15 17-dic 18-dic | 19-dic | 20-dic | 21-dic GRUP A AULA 4113
16 24-dic 25-dic | 26-dic | 27-dic | 28-dic 3-oct (Dm, 18-19h) Opt |
“w ﬂ dic m.m:m M.mzm ch.mzm n_.mzm 10-oct (Dm, 18-19h) Fis Quant |
-ene -ene -ene -ene -ene )
19 14-ene | 15-ene | 16-ene | 17-ene | 18-ene | 7-oct (Dm, 18-19h) Electrom |
20 21-ene | 22-ene | 23-ene | 24-ene | 25-ene
21 28-ene 29-ene | 30-ene | 31-ene | 01-feb
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Solucions del Butlleti 1



P1

C. ZAPATA

Problemes

P1.1. Un raig de llum monocromatica penetra en una esfera
homogénia d’index n submergida en aire, amb angle
d’incideéncia I, I pateix p reflexions parcials en el seu interior
abans d’eixir-ne.

aire
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C. ZAPATA

Problemes
a) Calculeu la desviacio del raig emergent en relacio amb el
raig incident.
Refraccio #1 Reflexio #1
O, =€ —¢& aire 5, =n—(gh—¢,)
SIN MwH =NnSsin MwH Mwm ”|MN
8, =8,
Refraccio #2 ;q
O, =€, — &, .
nsing, =sing, Z11,C =g =—¢, & = —&;
Y !
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C. ZAPATA

Problemes

a) Calculeu la desviacio del raig emergent en relacio amb el
raig incident.

_ ' =1 \

0, =8 —¥& (p=1) g =—€, =&, = —€,
_ _ Y P

mmualﬁmmlmmv v 0=0,+0,+0, =1+ 2¢ —4g, g = ¢,

O3 =&; —&;

: ., , . (sing,
sing, =nsing; = ] =arcsin
N aire

(p=1)
5=5,+ P&, +8, = pn+2¢, —2(1+ p)e;
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C. ZAPATA

Problemes

b) Per a quin angle d’incidéncia, i.,, aquesta desviacio passa
per un extrem relatiu?

5= pr+2g, —2(1+ EmHHv% =2-2(1+ cvamp =0
Qm”_. e Qm”_. v

sing, =nsing; = cos g,de, = NCOS g,de;

ncose, =(1+ p)cose, aire
n’cos’ e =(1+ p)’ cos® g,
n° cos mmu:ATm_:Nmmvn:N&_:Nmp ..... |

—(1-cos?e,)=(1+ p) cos’,

n’-1 1<n<1+p .
a5\ (1+ p) -1 55

oS g,
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C. ZAPATA

Problemes

c) Calculeu i, i la desviacio corresponentperan=4/3ip=11i
2. Aguest resultat es la base per a la justificacio geometrica de
la formaci6 de I’arc 1ris.

N _o\n< i —59.30°
cosg,| = | -1 n=4/3

w=n o\ (1+ p) -1
(L+p) I i, =71.83°

1 . € =4020° §=137.97°

. P=
sing, =nsing; \

8= pr+2e,—2(1+ ple; T g —4545°  §=230.98°
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Problemes

Questio: Hi ha
algun error en
aguest dibuix
Il-lustratiu?

http://es.wikipedia.org/wiki/Archivo:Rainbow_formation.png

C. ZAPATA
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C. ZAPATA

Problemes

Del
Sol T

Del

http://teleformacion.edu.aytolacoruna.es/FISICA/document/fisicalnteractiva/color/arcolris/Arcolris.htm
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Problemes
ARC IRIS DOBLE

U

http://es.wikipedia.org/wiki/Archivo:Seattle_Double_Rainbow.jpg

C. ZAPATA
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C. ZAPATA

Problemes

P1.2. Considereu un espill de cara posterior, és a dir, una
superficie reflectora sobre la qual es diposita una lamina
transparent de cares planes i paral-leles. Si la grossaria de la
lamina és t i el material transparent té un index de refraccio
n, determineu el desplacament axial patit per la imatge a
causa de la presencia d'aquesta lamina.

O

AO"'=0/0; =s;—5;
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C. ZAPATA

Problemes

Determineu el desplacament axial patit per la imatge a causa
de la presencia d'aquesta lamina.

1, 1,

/

g =—¢€ =0 nsine, =sing;

. . 4
0, sing, =nsing, g
, 1793
4
t>0 _um_m_/ g =¢,20
S paral-lels mm =g, <0

.1, =11
i g, =—¢€, >0 e 7203

Questio: Que succeeix si considerem simultaniament la
primera reflexio en les dues cares de la lamina transparent?
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Problemes

Determineu el desplacament axial patit per la imatge a causa
de la presencia d'aquesta lamina.

oSl o Sl, ., SL+Ll, , stang +2ttang
tang;=—2=>A0'=—— -5 =——2 g = 1 L_g)
S, tane, tane; —tang, 7
,  2ttang 1-sin’g, a4 (2 np?-1 I.1./2
AQ' = — L =2t ,\ = St -+ —e SzmmnP
tang, /\_\dmlm__\dmmH n n t
Questio: Demostreu ﬁm_: , _sing,
la igualtat 1T
Sl,
tang, =—*
tang; = —*
mH
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C. ZAPATA

Problemes

P1.3. Demostreu que per a un medi estratificat pla en que
n =n(y), les trajectories dels raigs lluminosos satisfan
I’equaci6 diferencial

d’y _ 1 dn’ C =nsing
dx* 2C*% dy

on C eés la constant de la relacio de Bouguer.

Vi Conservacio6 de _Ax

k, = nk, cos o = nk,(—sing)=—k,C

dy_,
dx

ano,=—Cot g
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Problemes

Es possible que un raig descriga una trajectoria rectilinia en
un medi com aquest?

dC* dn® de de  tane dn?
C?’=n’sine=—=0=—sin“e+2n°sinecose— — =

dy dy dy ' dy 2n? dy

2 2
dy o cote— d W\ _ .HN de 1 dedy _ | HN - S:Nm dn (~ cot )
dx dx> singdx sin’eg dy dx sin’e( 2n dy

dy 1 dn®* 1 dn’
dx* 2n°sine dy 2C* dy

dn? Trajectories rectilinies
=0< ——=0 només apareixen en
Q< mitjans homogenis

(localment)
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C. ZAPATA

Problemes

P1.4. Considereu un medi estratificat de grossaria 2h (regio
[1), caracteritzat per un index de refraccio donat per:

2

n?(|y|<h)=n2|1- W

| rodejat per dos medis homogenis (regions | 1 III) d’index
n, = ny; = n(xh). En origen de coordenades se situa una font
puntual que emet raigs en tots els angles 1 possibles cap a
I’exterior del medi.

y=th

y=-h
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C. ZAPATA

Problemes

a) Calculeu la trajectoria dels raigs.

2 2 2
y dn 2n;y :
n? =n2|1- = Ug|<u| _.w C=nycosi; y(0)=0
va\ 1 QDN 1 Eq. oscil-lador
= — :u_u =0 harmonic
dx> 2C* dy P eos?i ) j
' . i ) y(0)=0= A+B=0
X)=Aexp| | —— [+ Bexp| — | ———— ‘ .
Yx)=Aeg) | L cosi, P17 Ceosi y'(0)= tani,

EQUACIO DE LA TRAJECTORIA

X

— Lsini, si
y(x)= Lsini, sin Coosi
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Problemes

a) Calculeu la trajectoria dels raigs.
També podem resoldre el problema de la manera segtent:

dy)" n’ R
ay n N / . 2 y <on -0
dx C Cos|, L

Eq. _:8@5_ parametritzada

_. d{y/Lsiny) = L cosi,arcsin E
/\Hv\\_.mmiovw _.m_:_c

%M_w\ _.o_x X = X = L cosl,
y(0)

EQUACIO DE LA TRAJECTORIA

X

— Lsini, si
y(x)= Lsini, sin Coosi

Questio: Demostreu que el periode és:
A =2nlcosi, —2& 5 A =271




P1

Analitzeu:Si h > L—">sin’i, <1< (h/L)’

Problemes

b) Quina condicio ha de complir la coordenada azimutal |
perque un raig es mantinga confinat en la regi6 11?

2

2 2
dy n3|N|HU<‘n H. sin®i, — y
dx C Cos |, L
y=0=y = Lm_: _L =—y
Condicioé de confinament: Lisiniy| = Yy <h

* Es pot obtenir el mateix resultat utilitzant la condicié
de guiatge:
j 2
=T |5 n’(£h)<C? =n’ cos’i,

sin®i, <(h/L)

C. ZAPATA
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Problemes

c) Determineu la zona a traves de la qual els raigs procedents
de la font travessen la superficie de separacio entre les

regions | 1 1I.
. : h :
X)=h= x=Lcosl, arcsin| —— o<1, <m/2
y(x) : Csint 0 <T/
h<L . arcsin m < arcsin _.F Aw
. 9 sini
h/L <sini, <1 . 0
0<cos’i, <1-(h/L)

J
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Problemes

d) Particularitzeu el resultat de 1’apartat a per al cas que
I’angle 1 siga petit (aproximacio paraxial)
sini, =i, +Oi[

I, ({(1/2 = ;
cosi, =1+0]i]
... X . . [ X .12
X)=Lsinl,sInf ——— | = y{X)= LI, SIinf — |+ Oll
=L {2 = yla)=Lisinf ) ol
Aqguest és un comportament general quan  n?(y)=n?(—y)<n?
2.2 2 2.2 . 22 2
:NA<vnsm+m n_:m <NUQ: = Q:N y W _—1jd A: Msov >0
2\ dy® ), dy dy® ), L, 2 dy )
d’y 1 dn° 1

— <:+_.|N<no C=n,+0i, |
ef

y(0)=0,y/(0)=tani, ~i, = Y= Lyip Sin(x/i )

dx?  2C? dy
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Problemes

Una altra manera de resoldre I'apartat d és considerar les
aproximacions seguents: Yy

d dx ds~ax O
— — =0 > =0
n(y)— —n(y)

d dy] dn 4. d dy) _ dn
n(y) is| = dy — n(y)

2 2
:Qvo_ y _dn _ SESAREinin) _::A<vn_sso+m_: 1-| Y

dx* dy  dx° dy 2

d <\_|N y2 (12 y y
— > — 1
dy v) 1-(y/L) oL
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C. ZAPATA

Problemes

P1.5. Considereu un medi isotrop caracteritzat per un index de
refraccio amb simetria radial de la forma

:AJ B 1+ Qo\mvm

Aquest instrument optic es denomina ull de peix de Maxwell.
Determineu la trajectoria dels raigs que es propaguen en aguest
medi i demostreu que formen circumferencies coplanaries amb
I’origen de coordenades r = 0.
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» Els raigs de llum s'han definit com les trajectories
ortogonals als fronts d'ona S(x,y,z)=constant. Si r és un vector
de posicio d'un punt tipic en un raig i s la longitud del raig
mesurat des d'un punt fix en aguest, llavors

& _vs o ns=vs g=Ir

ds ds

« Aguesta equacio especifica els raigs per mitja de la funcio
S, pero se’n pot derivar facilment una equacio6 diferencial que
especifigue els raigs directament en termes de la funcié
d'index de refraccio n(r).

d dr d dr VS 1 5 1 ,
=—(VS)=—VIVS )=—VIVS )=—VI|VS) |=—V
ds " ds o_mA V ds A V n A v 2N A v _ 2N A: v
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« La forma vectorial de les equacions diferencials dels raigs
de llum és

d/,dr nﬂsﬂvm?gnﬂs
ds\ ds ds

 En particular, en un medi homogeni n=constant | aguesta
equacio es redueix a

d°r B
ds®
Aquesta és una equacioé vectorial d'una linia recta en la

direccio del vector a, que passa pel punt r=Db. Per tant, en un

medi homogeni els raigs de llum tenen la forma de linies
rectes.

O=r=sa+b

C. ZAPATA
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« Com un exemple d'un cert interes, ara considerarem els
raigs en un mitja que t¢ simetria esferica, ¢s a dir, on l'index
de refraccio depen unicament de la distancia r des d'un punt
fix O. n=n(r)

« Aguest es el cas de I'atmosfera terrestre quan la curvatura
de la terra es té en compte.

* Tots els raigs son corbes planes, situades en un pla que
passa per l'origen.

dirxns) dr . _ d(nS
A vH|X3m|_|ﬁX|A v
ds ds ds
QWv A A A =7 A I
m_|x:mnmx:muo rxns=constant=nrsin¢g 7
S
_ d(ns) _ oo
F x A vuqxﬂsuqxc@:uo

Qm rer Fig. 3.5 Illustrating Bouguer’s formula, nd = constant, for rays in a medium with
spherical symmetry.
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* Ates gue r sin ¢ representa la distancia d perpendicular des
de I'origen a la tangent, aquesta equacio també es pot escriure
com nrsin ¢ = nd = constant

« Aguesta relacio es denomina la formula de Bouguer i és
I'analeg de la formula ben coneguda en dinamica que
expressa la conservacié del moment angular d'una particula
que es mou sota l'accio d'una forga central.

nrsind=c=cos*p =1—-c*/n’r’

Fig. 3.5 Illustrating Bouguer’s formula, nd = constant, for rays in a medium with
spherical symmetry.
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 Per obtenir una expressio explicita per als raigs en un medi
estratificat de simetria esferica, recordem que:

dr=sds
tan ¢ = rdd
dr
do tan¢ C
dr I ﬁz\sm

 L'equaci06 dels raigs en un medi amb simetria esferica, per
tant, es pot escriure en la forma

0= ®+._.7\: %
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* Un exemple senzill 1 interessant €s el conegut com 1’ull de
peix, presentat per un medi amb I'index de refraccio

n(r)=— o

1+(r/a)

 Resolem les equacions dels raigs.

>

- Secci6 transversal de la lent d'ull de peix

de Maxwell mac.c: wﬂwvmmﬁ_m ﬁwwmmw_w
6=0,+ % = dr o
1 n’r
, v K(+p?)
r «_C 0=0,+ P . dp
- = 2 2 2
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 Pot demostrar-se que

- .
QP arcsin ] K = P A @+nv
p| 1-4K2 p ) P\n L+ p2fK?
2 2
0 =0, +arcsin R_p-d —arcsin ANt
J1-4K? P V1-4K? Py
2 2
. — : -1
o =6, —arcsin ANt =sin(0-a)= R_»
V1-4K? Py J1-4K? p
* L'equacio polar dels E_@m es
_\Nlm.m

m.:@ Q

/\m ar
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« La familia del parametre o dels raigs a traves d'un punt fix
P, (ry,0,) Ve donat per , Q - ov h
r’—a’ r, —a’ JA—.HQVHSO\N
rsin(0—a) r,sin(, —a) Cirder =

* Tots els raigs procedents d'un punt
arbitrari P, es reuneixen en un punt
P,(r;,0,) en la linia que uneix P, a O:

» Cada raig interseca el cercle r=a en
punts diametralment oposats.

Fig. 4.8 Rays in Maxwell’s *fish-eye’.
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 Per obtenir 1'equacio dels raigs en coordenades cartesianes,

posem: 5 1|mm
m_: @ Q
/\m ar
_ . C
X=rcosO|  ycosa—xsina = — Axm+<m|mmv
y=rsin® a\Ja’n] - 4c
1 2C 2

2b(ycosa —xsina)=x*+y* -

b a/a’n

 Conclusio: Cada raig és un cercle.

2 ) c=0=>b—o>xo&y=xtana
(x+bsina)’ +(y—bcosa) =a®+b* . _ .- j2=b=0&" =a
= an, — —

0<c<an,/2
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P1.6. Considereu un medi isotrop caracteritzat opticament per
un index de la forma n?=n2(1+2y/L). Determineu el temps
que empra un raig lluminos a anar de A(0, 0) a C(L, 2L) en els
casos seguents:
a) Si va primer de A aB(L, L) i després de B a C, ambdos
recorreguts en linia recta.
b) Si va de A a C en linia recta.
c) Si realitza el recorregut al llarg de la corba continguda en el
plaz=0 (perag,=—m/4)

X

————+Lcose,—L,[cos” g, 2y
Sing, L

0
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Primer estudiem la trajectoria que prendria el raig per anar

de A(0, 0) a C(L, 2L).

dn® 2
n?=[142Y N =>—=—n;
L dy L
EQUACIO PARABOLICA DE LA TRAJECTORIA

y(x)=y(0)+ y(0)x+ = y"(0)x°

2
y(0)=0 C =n,sing,
y'(0)=tan >+ |=—coteg

1 dn® 1
2C* dy| _, Lsin®g,

TT

y'(0)=

Comproveu que la trajectoria parabolica passa

per Csi: 1-sin2g, =4sin*g, < g, = {~n/4,-0.89767}

2.0

1.5

C(1.2),

00 02 04 06 08

x/L

1.0
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Problem

a) Si va primer de A aB(L, L) i després de B a C, ambdos
recorreguts en linia recta.

2.0
L =L + Lgc t=L/c QCMV
<AxvnxUQ<an
ds =/(dx)’ +(dy)’ =/2dy
L = ...3Qm|,\|: .T\rm Ldy =+/2| V3 w|| L
X=L=dx=0
ds=dy

C 2L _u_u_ n_...m.\. 04 06 08 1.0
n_.:%n:o._.‘\ka%n %J\w n,L
) 1 _I “.w H\H\
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b) Si va de A a C en linia recta.

y(x)=2x= n_< = 20X

ds =l +(@) - (V5/2)y

_.>ou...:o_m|:|_.,\p+m =dy = Nm ,\wv oL

C. ZAPATA

00 02 04 06 08 1.0

x/L
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Problem

c) Si realitza el recorregut al llarg de la corba:

2
<Axvn x+xﬂ —n?=|1+ NW ~ |14 N_ux N_WM 3% 2.0 Qﬁwv
dy =|1+ N dx 1.5
S / /B(LY)
ds = (e + (ay) =v2 1425 +2%; L

05| €

L,c uws%nz\msow 1+ NVA+mxmN o_xn,\mm:o_. m 0.0
A L L 3 0.0¢#4(0.0)

00 02 04 06 08 1.0

x/L
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c) Si realitza el recorregut al llarg de la corba:

2
<Avax+x|AHvaIW+W n_.+hk 2.0
L 2 2 L
1
QX” Qv\ 1.5
1447 -
L y
2+4= <
anz\@wi+€<vm - |— Lay !
(H+hk
L
05/
C 2L ”_.._.Nk g
Lac H.-.sn_mH/\MJO._. L Q<H/\M|:o_|
A 0 H#.hzww 3 0.0

C. ZAPATA

C(1 wv

/ /By

00 02 04 06 08

x/L

1.0
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Resum:

3
{
t,. =3.973n,L/c

| _[(e5-+5)
AC @
{

t,. =3.794n,L/c

\

L, u,mm:or

t,. =3.771n,L/c

n,L

Problemes

L. =~/2 J3-1 n,L + glﬁ 3 |n,L

Conclusio: El
temps emprat és
menor per a la
trajectoria
parabolica.

~
=,

1.5

1.0

0.5

0.0

C. ZAPATA

00 02 04 06 08 1.0

x/L
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P1.7. Determineu 1’equacio de la superficie reflectora que
focalitza estigmaticament un feix de raigs paral-lels en un

punt situat a una distancia d del vertex de la superficie.
Resoleu el problema aplicant:

a) la llei de la reflexi6
FP =(x,y—d)= tan(2e—n/2)=

y'(x)=tane X 2y’ =

PARABOLA

()=

2
tan(2e — 1/2) = —cot(2¢) = HM:SN -1
e




P1

Problemes

b) la condici6 d’estigmatisme (constancia del cami Optic
recorregut)

L, =FO +OF =2d =L,
L=QP+PF =(d —y)++x2+(d - y) d>0

C. ZAPATA
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L’aproximaci6 paraxial: (y—R)’=R?-2Ry+y?~R*-2Ry

ESFERA

X, y((d 1 X° +A<I _MVN — R®  CENTRADA

ENC

y = fx)

0(0,0) 0(0,0) P(x,y)
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P1.8. Determineu analiticament i graficament, la posicio i la
naturalesa de les imatges proporcionades per una lent prima
submergida en aire, tant per a objectes reals com virtuals.

b

Considereu tant el cas d’una lent convergent com el d’una
lent divergent. EQUACIO DE a=HO

CONJUGACIO DE GAUSS

1 1 1 @a=HO
a a f' f'=HF

= Lent Objecte  Imatge
) convergent real real
f'>0 a<0 a' >0

Lent Objecte Imatge
divergent  virtual virtual

f'<0 a>0 a' <0
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P1.8. Determineu analiticament i graficament, la posicio i la
naturalesa de les imatges proporcionades per una lent prima
submergida en aire, tant per a objectes reals com virtuals.
Considereu tant el cas d’una lent convergent com el d
lent divergent.

b

una

(a,) A

b i x\

(a)

10
AR

(@
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P1.8. Determineu analiticament i graficament, la posicio i la
naturalesa de les imatges proporcionades per una lent prima
submergida en aire, tant per a objectes reals com virtuals.

Considereu tant el cas d’una lent convergent com el d
lent divergent.

@) ,

LS
-

.
.

e

e,
-
o

._W._.
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P1.11. Trobeu I’expressid del camp associat a una ona
cilindrica 1 a una ona esferica com a solucions de I’equacio
d’ones.

C. ZAPATA
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* Les dues primeres equacions de Maxwell en forma
diferencial son equacions diferencials de primer ordre
acoblades.

VxE=-M. t@|I VxH=1J +Q_m+m©|m

ot ot

« En general, és molt desitjable desacoblar aquestes
equacions. Aix0 pot aconseguir-se a costa d'augmentar I'ordre
de les equacions diferencials de segon ordre.
 Suposant un medi homogeni, es pot escriure que

Qxﬂxmllﬂx_/\_ tﬂxm|IHv<A< _mv Qmmllﬂx_/\_ t@? Ilv

@.ﬁ EQUACIO D’ONES VECTORIAL @.ﬁ

2 —~
v.E=d L v2E <Q+<x§ + 3 oE e
g g ot ot ot*
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‘H=0=V?H =
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 Suposant un medi homogeni, es pot escriure que

V(V-H)-V?H =V xJ, +oVxE +¢ 2 (VXE)

VECTOR WAVE mOC>._._OZ @._“

- oM, oH  8°H
ot ot ot

 Per a un medi lliure de fonts, les equacions d'ona son

— 2 — ~ 2 =
OE O'E MEDI SENSE V°E = LLE g _Nm
ot ot? PERDUES ot

- - ——> ~ 213
oH  o°H V2H = pe I

ot ot ot*
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 Per a camps harmonics en el temps [variacions en el temps
de la forma exp(-imt)], les equacions d'ona poden ser creades

usant
EQUACIO D’ONES DE HELMHOLTZ

: - = . O \= - -
V°E = —iopoE —o’peE =—o’pl e+i— |[E = V’E+k°E =0
®
HOC>G~Q D’ONES DE HELMHOLTZ

V’H +k*H =0
EQUACIO DE DISPERSIO

k? = o’u(e+ic/o)

* La constant de propagacio és k. La part real de k és la
constant de fase i la part imaginaria de k es la constant
d'atenuacio.
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 En aquesta seccio es demostra el metode de la separacio de

variables que pot ser utilitzat per a resoldre I'equacio escalar

de Helmholtz.

« En coordenades rectangulars, es pot escriure una solucio

general per a E com
E(x,y,z)=4.E/(x,y,z)+34,E(x,y,2)+d,E(x,y,z)

Z\ V2E + B2E = V(4,E, + 4,E, + 4,E,) + p(4,E, + 4,E, + 4.E.) = 0

¥

V?E(x,y,2z) + B*E(x,y,2) =0
2

VE(x,y,z) + B*E(x,y,2) =0

d.m.mw?_ y,z) + mum.%.f y,z)=0

FIGURE 3-1 Rectangular coordinate system
and corresponding unit vectors.
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o Utilitzant el metode de separacio de les variables,

d°E, 9°E, O’E,
+ +
dx? dy? az?

V’E,+ B’E, = + B%E, =0

E(x,y.z)=f(x)g(y)h(z)

2 2
W.&|N+ b”l...mm
g dv?

d
" dz?

x|

1 d*f
7 i

« La suma dels tres primers termes pot ser igual a -B% només
si cada terme és constant.

C. ZAPATA
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« La suma dels tres primers termes pot ser igual a -pf% només
si cada terme es constant.

2 2

VA AT

..x. ﬁ__.&w X .u.HM X )

| g B CONDICIO DE LLIGADURA
8 g ,

car - Bm g R Bi+ Bl Bl =B

1 d°h d*h

s TR = B

« Ames, B,, B, I B, es coneixen com les constants (0 nombre)
d’ona en la direccid X, Y, z, respectivament.
* Algunes solucions valides tipics serien

ONES VIATGERES ONES ESTACIONARIES
fi(x) = Aje B + B ot fo{x) = Cycos(B,x) + D;sin(B.x)
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Wave Wave Zeroes of Infinities of
type functions wave functions wave functions

Traveling e A% for +x travel Bx — —jeo Bx — +joo
waves e*B* for — x travel Bx — +joo Bx = —joo

Standing cos (Bx) for +x Bx=+(n+1)n Bx = +jeo
waves sin(8x) for +x Bx = t+nn Bx — tjeo

n=0,1,2,...

Evanescent e ** for +x ax = + oo ax =& —oo
waves et ** for —x ax = — o ax = +o0

cosh (ax) for +x ax = +j(n+ 1) ax = +oo
sinh (ax) for +x ax = +jnmw ax = t+oo
n=012,...

Attenuating e ™ = ¢ **¢ B for +x travel ¥x = +o0 ¥X = — 0
traveling et 7 = gt ®Xetifx for — x travel ¥x = —o00 yx = 400
waves

Attenuating cos{yx) = cos{ax)cosh(Bx)
standing —j sin (ax) sinh ( 8x) X = HL...A: + wwa ¥x = +joo
waves for +x

sin(y) = sin (ex) cosh (Bx) y
+j cos (ax) sinh ( Bx) ﬁaunwaﬁau yx = +joo

for +x

C. ZAPATA
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 Considerem en primer lloc la solucié de E per a un medi
lliure de fonts i sense perdues.
« L'equacio per a E, es una equacio en derivades parcials de

segon ordre:

E(p.¢,z) =d,E (p,¢.z) + A, E(p,¢,2) +d,E(p,¢. 2)

qiﬁ.mh +d,E, + d,E,) = —B*(4,E, + 4,E, + d,E,)

ﬂwﬁmbmuv #* mqumﬁ «

v*(d,E,) #+ 4,V°E,

- E, 2 9E, -
Va,E)=avE, "~ T\ 7w P ae | BE,
E 2 JFE
. VE, +|-—+ 52| = -B%k
V’E, = - B’E,

FIGURE 3-4 Cylindrical coordinate system and
corresponding unit vectors.
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w@ - Bz + mum+uﬁuu

h(z)=4
« h,(z) = Cycos(B,z) + Dysin(B,z)

£1(6) = Aze ™I + B

BESSEL DIFFERENTIAL EQUATION

P

2
247

df

+
dp? P

dp

+ [(B)! - m?]f=0

C,cos(m¢) + D, sin (mo)

3 V(e ¢, 2) = f(p)g(¢)h(z2)
w“lwu-% $ 8:(9) =

B - Bl=B =B+ p=p
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- Les funcions de Bessel de primera i segona classe, J.,(B,p) |
Yn(B,p), s'utilitzen per a representar les ones estacionaries,
mentre que les funcions de Hankel de primera i segona classe,
HD(Bp) | HA (B,p), representen les ones que viatgen.

file) = m_gaﬁm‘_bv + P%EAFE ‘ t“mm.x + p l + —Tw bvm Eu_xl 0
2 (3 - a

£:(p) = GHD(B,p) + D,HD(B,0) e .

._ .E.A:A.Hv - .____ — pllx—p(n/2)—m/4]
2 ( T pT ’ ™ x> w®

10 HOE Hﬁﬁkv = ﬂ|k COs{x — M - qv _,o” 5
—— X = o0 ’ Ea;i ~ Ll e Jx—p(n/2)-m/4]

. , X

R HP(x) = J,(x) + jY,(x)

—_—— Y, 9 _ )
HP(x) =J,(x) - jY,(x)

====Yax)
| L l | _ | _ |
10 15 20 25 30 35 40 a5 50

X x
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Infinities
Wave Wave Zeroes of of wave
type functions wave functions functions
Traveling H{(Bp) = J,(Bp) + jY,(Bp) Bp — +joo Bp =0
waves for —p travel Bp = —joo
H{P(Bp) = J,.(Bp) = iY,(Bp) Bp — —joo Bp =0
for + p travel Bp — +joo
Standing J,.(Bp) for +p Infinite number Bp = +jo0
waves (see Table 9-2)
Y (Bp) for tp Infinite number Bp =10
Bp = +joc
m
Evanescent K, (ap) = mﬁlbaiﬁw;ﬁ___%v ap — +oo
waves for +p
L.(ap) = j"J.(—Jjep) ap = +o
for —p for integer orders
Attenuating H D (yp) = H P (ap + jBp) yp — +joo Yp — —joo
traveling for —p travel
waves HP(yp) = H(ap + jBp) yp = —joo Yo = +joe
for + p travel
Attenuating J.(yp) = J,(ap + jBp) for +p Infinite number Tp — tjoo
standing Y, (yp) = Y, (ap + jBp) for +p Infinite number Yp — +joo

waves

C. ZAPATA
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« Suposem que l'espai en que els camps electrics i magnetics
han de ser resolts esta lliure de fonts i no té perdues.

* Les tres equacions escalars diferencials parcials estan
acoblades. No obstant aixo, solucions TE" i TM" han de
satisfer I'equacio d'ona escalar: v (r.6,¢) = 8%

E(r,0,¢) =4,E(r,0,0) + d4Eg(r,0,9) + 4,E,(r,0,9)

V4,E, + 34E; + 4,E,) = —B*(4,E, + G4E, + d,E,)

V%(4,E)+ dV’E, '

v (35) £ 47 Es 2 2 JE, OE,
v*(4,E,) +ayvE, VE— 3|E +Ecotf+cscd 50 70 v = -B%E,
Y dnm‘IPAm Enutlmmh1+ugﬁmnmnmm|mmvu —B2E,
___.M [ m& %9 P
V’E, - WAN nﬂumlwnﬂmmm_. - maﬂanﬁm@v = —B’E
o T i ’
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M o Lo Ly 1 8y dwy . 1 %
TN(0,0) = -RY(r.0.9) E IHiAL Vf.“mg:LmEm%T};H:% By

rear ar
. ¥(r,8,¢) = f(r)g(8)r(¢)
sin@ d ( .dfy sin@ d dg 1 d%h a2
Bl I Sl Zlgng =t + 2= = — 9
f &T QL T %TESL pag ~(Arsind)
1 b.__m.,ﬂu ) « ..ﬁ:ﬁﬁ.w = \muﬁ.l.__..iﬂ + .Wmm+.___§ﬂ
hdet " hy(¢) = Cycos(m¢) + Dysin(me)
EQUACIO 1d | _df 1 d g m \?2
2 2 - =
DIFERENCIAL ——(ri—) + (Br)" + II.:I|TEaI|v |A : v =0
m...ﬂ &.v sin @ d@ deé sin 8
DE LEGENDRE f 8 n ¥+ integer
1 d. m% m 2 (n+1) g.(8) = A,P"(cos 0) + B,P"(—cos8)
gsin 0 %Tn a.L - F.EL - \ 4 §,(8) = C,P"(cos 8) + D,Q7*(cos 6)
n = integer
1d | df )
M%“w Mv._.cwl ~n(n+1)=10
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* Les funcions de Bessel esferiques de primera i segona
classe, J(Br) 1 y,(Br), s'utilitzen per a representar les ones
estacionaries, mentre que les funcions de Hankel esferiques
de primera i segona classe, h _(Br) i h_(Br), representen les

ones que viatgen.

fi(r) = 4,j,(Br) + B,y,(Br)
fr(r) = CRP(Br) + DEP(Br)

Pr(x) = (=1)"(1 - x?) \%
07(x) = (~1)7(1 - x7) £2eX)

‘ x%ﬁ

« P.M(cosB) i Q,™(cosO) son les funcions de Legendre associades
de primera I segona classe, respectivament.

N

..1

T:w —n(n+1) =

Y
\
A
\
Y

P
ro 2(x)

Pylx)

P3() 05

N

Illl|||ll

>
X
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Problem
Infinities
Wave Wave Zeroes of of wave
type functions wave functions functions
Traveling O (Br) = J,(Br) + jy(Br) Br = +joo Br=0
waves for —r travel Br — —joo
R (Br) = j,(Br) — jy.{Br) Br — —joo Br=20
for +r travel Br = +joo
Standing J.(Br) for +r Infinite number Br — +jeo
waves y.(Br)y  for +r Infinite number Br=0
Br — +joo
FORMULA DE RODRIGUES
. m ) 3 " 3 1 4" n
Ju(Br) = .‘\Nl_ml....mxib.“.ml ) (Br) = mhw .Mibﬁhh..v T .&«L.....Li 1)
T
- h® B H®
E:.Am.._.w M.ﬁw.-. U\a+-\,NAh_.___.v " Amﬂv M.&.ﬂ _..\M.A.m_w.u_ 1 ) 1
y(n) = sttt
1 1+x " (=1)"(n+m) 1 — x4\
Ax)=P(x |—:A WI 3V+ EA v
2(%) :T I e N P E s T S



PROBLEMES D’OPTICA |

Solucions del Butlleti 2



P2 C. ZAPATA

Problemes

P2.1. Calculeu la matriu de Jones associada a una lamina
retardadora, amb les seues linies neutres centrades, que
Introdueix un desfasament 6 en la component Y. Resoleu el
mateix cas quan es gira I’element anterior un angle 0.

1 0
R(0,3)=PR,R, +exp(id)P,,P,., = ) (1 0)+exp(id . 0 1)
1 0 ,
ROB)=( ) i) R
. : . cos O . . —SIind .
R(6,3)=PR,P; +exp(i8)R,, . ,Py..2 = i (cos® sin0)+exp(id s (—sin® cos)

cos’ 0+exp(id)sin?6 [1—exp(i5)[sinOcosO)  tavma

R(0,0)=
(6:5) [1—exp(i8)]sin6cos® exp(id)cos?0+sin’0)  Girate
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Resoleu el mateix cas quan es gira 1I’element anterior un

angle 0.
Metode 2n:

*

R(0,3)=PR,R, +exp(id)P,,P.,

_HNA@ mv H_um _um* +mXU va_ufa\m _uewa\m

_HNAGV =F _ue* + _u% _uewn\m =

*

_HNAI 8 =F, _uo* + _ufa\m P /2

T

cosO sino
—sin® cos0

cosO -sino
sIn0 cosoO

—

P—

- R(6,8)=R(-8)R(0,5)R(6)

MATRIUS DE
ROTACIO DEL
SISTEMA DE
REFERENCIA
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Se situa la lamina retardadora anterior entre dos polaritzadors
lineals encreuats, de manera que les linies neutres de la
lamina formen un angle 6 amb els eixos de transmissio
d’ambdos polaritzadors. Calculeu la intensitat emergent del
dispositiu s1 s’1l-lumina normalment amb un feix paral-lel de
llum natural d’intensitat |

1r ELEMENT 2n ELEMENT 3r ELEMENT
_UAOV - _uo _uo* _HNAG_ mv _u _U + mXUA mv 0+1/2 _U%:d\m _U?\Nv _u%_u
LLUM EMERGENT LLUM EMERGENT
T_\HVH/\_o\N_Uo T_\NVH_NAQ_mxf_\Hv T_JVH_U?\NXf_\NV

,)=11,/2{P, cos 0 — P,.... &P (i5)sin o}

AENING. ?ﬁw P, v8m 0-— A_uqmwN P2 vmx_u (i8)sin 3@%
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Calculeu la intensitat emergent del dispositiu s1 s’1l-lumina
normalment amb un feix paral-lel de llum natural d’intensitat
l,. Sota quines condicions la intensitat anterior és maxima?

) = _Mim_: 0cos0—exp(id)sinOcos 6P, , = _Moﬁ|mx%mxm_: 0cosOP,,

) =—i/1,/25in(20)sin(5/2)exp(i8/2)P, ,
} 20 =+7/2
SRS ' -2,

Conclusio: La intensitat €s maxima quan la lamina
retardadora és de mitja ona (rotor) i es col-locaa 0 =+45°

TSVH/\Q_UO T_smvnz\%_u&% T_\wvHH _o\N_Ua\NHT_\Nv
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P2.2. Es disposa d’un sistema format per 1’acoblament de
dues lamines de mitja ona amb els seus eixos lents formant
entre si un angle £.

a) Calculeu la matriu de Jones que caracteritza aquest

Q _m_OOm__“_ U. NOTA: TRACTAMENT MATEMATIC POC AVANTATIOS

_/\_ — _HNAQ + @. ﬁvaOF ﬁ”v — A o+p _UM+m + mXU A_ﬁ“v_Uoimid\m _UM+m+n\m X_UQ _UM + mXU Qﬁv_ugid\m UMiQm v
M = cos 3P +B ow + mmj @_Uoi@iﬂ\m P mms m_UoSrm UM+n\N + COS @_UQ+m+n\m _U*

*
o a o+7/2

(cos?a.—sin®a 2sinocosa cos2o  Sin2a
EAQ\_QHVH _ . 5 5 —] _
_ 2SInacosa  SIN“ a—Cos” o sin2a.  —Cos 2a.

cos2(a+PB) sin2(a+P) Y cos2a  sin2a
sin2(ac+p) —cos2(o+P) )\ sin2a  —cos2a
cos2B -—sin2pB

M = Sn2B 0528 = exp(2iB)LL +exp(—2iB)RR

M =R(o.+B,m)R(at, )=
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a) Calculeu la matriu de Jones que caracteritza aquest
dispositiu.
Cos2c.  Sin2a cos2a. ) . sin2o |\ . . .
_HNAQ_ ﬁvn = R+ P2 =P R + oo 2P

SiIn2a.  —COS 20 Sin 20, —COS 201

Cos2c.  Sin2a. ) cosy COS 20,.COSy +SINn 20 SIN 'y

_”NAQ_ ﬁv_u< = . = . .
sin2a.  —cos2a )\ siny SIn 20.COSy —COS 2a.SIN Yy
POLARITZACIO LINEAL OOmANQ — <v POLARITZACIO LINEAL
SIMETRICA RESPECTE A L’EIX _HNAQ_ nv_u< = . = _umol AMB ROTACIO 28
LENT DEL RETARDADOR Sin ANQ — <v

M-P = _HNAQ +, ﬁv_uNAor ﬁv_u< = _MAQL_.@_ ﬁv_umol = _UNAOIBANQév =P

_NA|8|_u_u*+_u 5 cosO —-sin0
070 T TOm2im2 Tl 5ing  cosO

MATRIU DE
ROTACIO
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b) Se situa ara el dispositiu anterior entre dos polaritzadors
lineals amb el seus eixos de transmissio perpendiculars entre
s1. Calculeu la intensitat emergent d’aquest dispositiu quan
s’1l-lumina normalment amb un feix col-limat de llum natural
d’intensitat |

1r ELEMENT 2n ELEMENT 3r ELEMENT
P(0)=P,P, M =exp(2iB)LL +exp(-2iB)RR"  P(n/2)=P,,P.,
LLUM EMERGENT LLUM EMERGENT
T_SVH)\_o\N_Uo T_\NVH_/\_T_\HV 7€wvH_UAﬁ\N¥€Nv

1r METODE 7_\NVH/\§A_<_ ) _Uowﬂz\ﬂ_umm
T_J /\‘ COS Mm a\mvw n2 = /\%mm:ﬁmv_u%
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b) Se situa ara el dispositiu anterior entre dos polaritzadors
lineals amb el seus eixos de transmissio perpendiculars entre
s1. Calculeu la intensitat emergent d’aquest dispositiu quan
s’1l-lumina normalment amb un feix col-limat de llum natural

d’intensitat |

1r ELEMENT 2n ELEMENT 3r ELEMENT

P(0)=P,P, M =exp(2iB)LL +exp(-2iB)RR"  P(n/2)=P,,P.,

LLUM EMERGENT LLUM EMERGENT
1
T_SVH)\_o\N_UoH _o\m 0 7€wvn_u?\mv_<:~_$v
0 O)cos2B -sin2p 0 0 . 0
P(n/2)M = = =1p/2sin2
(m/2) 0 1)\sin2p cos2p ) \sin2p cos2p =|a)=/lo/2sin2p 1

S | ={s|vs) == sin" 2p
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P2.3. Siga un dispositiu optic que es pretén caracteritzar. La
seua accio sobre gualsevol llum linealment polaritzada es
unicament girar el seu pla de polaritzacio un angle v, sense
cap altre canvi en el seu estat de polaritzacio o en la seua
Intensitat. Agquest fenomen es denomina activitat optica o
poder rotatori. A partir d’aquest fet,

a) Calculeu la matriu de Jones del dispositiu.

b) Obteniu els valors i vectors propis d’aquesta matriu, 1
Interpreteu-los en funcié de llums polaritzades elementals.

T_\Nv =M QVAEHV
T_\Hv — _UQ
_U< = _/\_ A<V_Uo
_nu<+a\m =M A,KV_UH\N

”viﬂ_\mv — _Uotl\

= M @V _u _u + _uiﬂ\m_u%

C. ZAPATA
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a) Calculeu la matriu de Jones del dispositiu.

M A‘Kv U _U + _U+n\mmd\m
COSy —siny cosy —siny
M(y)=| . " |a 0)+ 0 1)=|
siny COS 'y siny cosy
Conclusid: Com és logic, la matriu de Jones coincideix amb
la matriu de rotacio R(-y)

cosy —siny) (cosa COSy cos o —Sinysina cos(y +

siny cosy ) \sina siny cos oL+ CosySin a sin(y +

a)
Qv a+y

C. ZAPATA

Il
-
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b) Obteniu els valors 1 vectors propis d’aquesta matriu, i
Interpreteu-los en funcié de llums polaritzades elementals.

M Ai €v = ﬁ €v = Qm%/\_x Iv(_tvn 0
cosy—A  —siny

| =0 < (cosy—A) +sin’y=0
Siny  COSYy—A

A2 — 220y +1=0 <1k, =C0sy£,/c0s® y—1 = exp(Liy)

CoSy —sin o . X+
Y V| Ve umx_o?hz Yy

M _2
I AEVHITIE sy cosy | L., v,

W, COSY— Wy, siny =y, eXp(tiy)=wy,, cos(y)tiy,, sin(y)=y,. =Fiy,,

€xH H_. A/_\HT_\HVH“_. \ H_. H_.

T_\Hvﬂ €<H = Wyt i \/\M i
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b) Obteniu els valors 1 vectors propis d’aquesta matriu, 1
Interpreteu-los en funcié de llums polaritzades elementals.

M (y)=exp(~iv)RR" +exp(iy)LL

o Com hem vist, la matriu M coincideix amb la matriu de
rotacio R(-y).

o A0 provoca una rotacio de I'el-lipse de polaritzacio, sense
modificar el desfasament entre les dues components
principals.

o Finalment, aquesta rotacio no afecta (excepte un factor de
fase) estats amb simetria circular, com son l'estat L i I'estat
R, els quals constitueixen els estats propis del sistema.
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P2.4. Hi ha substancies que absorbeixen de forma diferent la
[lum polaritzada circularment dextrogira, R, o levogira, L,
(dicroisme circular). Calculeu la matriu de Jones associada a
una substancia d’aquest tipus, la transmitancia en amplitud
del qual és pg i p, per allum R i L, respectivament.

. . 1 . 1 .
D=p.RR +p LU =Pr|"la )+ 2] ~a )
2\ 2 \—1
] \_om._._u_. ImUmIP./
DHEH — | +P H_. | _ N N
2\ 1 2\ —1 1 _bml_o_. Pr + DL

\ 2 2 J
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Efecte sobre llum linealment polaritzada:

S U _iPr= P |
Wa)=D-B=| 2 2 | Patp [0S ;pe—p(~sina
EEOOmQ\TEmmDQ N SInNo N COS oL
2 2
Pr+ P . Pr—P
T_\o_:vH_U._UQH _NN _._UQ|_|_ mN _._uu@?rﬁ.\N

Conclusio: L'accio d'aquestes substancies sobre llum
linealment polaritzada és la de transformar aquesta en llum
el-lipticament polaritzada, dextrogira si ps > p,, on I'eix major
coincideix amb el pla de polaritzacio de la llum entrant.
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Altres exemples:
POLARITZADOR CIRCULAR LEVOGIR POLARITZADOR CIRCULAR DEXTROGIR
Pe=0] _ p_1(1 i Pe=1]  p_1(t -
p. =1 2\ -1 1 p, =0 2li 1

En el cas que ambdods coeficients d'absorcio coincidisquen,
I'element optic es converteix en un filtre gris.

=1 t O -
Pr - D= =t
p, =t 0 t
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Problemes

P2.5. Considereu una ona linealment polaritzada en una
atmosfera d’electrons la densitat de la qual és 1012 m=, En la
direccio de propagacid s’aplica un camp magnetic
d’intensitat B, = 0.5 10-* weber/m?. Obteniu una expressio
que represente el canvi d’estat de polaritzacio per longitud
d’ona en la direcci6 de propagacio.

= _ 2 S __N e’ ®% — o
E= mommx_ooi —ikz) =N A
k? = Mu|mﬁ_.+ XEHXBV . —_N o2 00,
P23 g,M ASN — vm (0o, )
_E_:v D>_.m_._ﬂ\__mmMm_._Wm%7ﬁm . _€9=v TFSV =ElL= zosv = mo_umx_uAl =A+Nv
LLIURES — i) =ER= |y, ) = E,Rexp(-ik_z)

z=0 750
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Obteniu una expressio que represente el canvi d’estat de
polaritzacid per longitud d’ona en la direccid de propagacio.

T_\_:v — mo_l HVT_\Q:V — mo_lmx_uAlm_A+Nv

?\.:v = mom ”vj_\oc”v — mommx_uﬁlm_A|Nv

B T_\ocﬁvﬂb,j_\_:v

A=exp(—ik_z)RR" +exp(~ik,z)LL" =exp(-ig, )iexp(-ig_)RR" +exp(ie_)LL"|
K +k.
0.(0)- K2
M (y)=exp(-iy)RR" +exp(iy)LL =P P +P_ ,P,, ps3

Conclusio: Un estat P gira el seu pla de

A=exp(-ip, M (¢_) polaritzacié un angle o
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Obteniu una expressio que represente el canvi d’estat de
polaritzacid per longitud d’ona en la direccid de propagacio.

2( 2 2 2
1=~ 2 72 2
2 2 2 _
AS |8ov |A880v W~
2 2
B W; OO, op=0 O O O
X2 =~ ) 5 )2 5 7 2 5 X11
AS |8ov —(0o,) 0o -0 o

e=1.6022x10""C
m=9.1094x10*'kg
&, =8.8542x102 F/m

Exemple numeric:

0

o, =(e/m)B, =8.79x10°s™* = A, =214m
o’ = Ne?/(g,m)= ®, =5.64x10"s™" =X, =33.4m

v( = @WN@:B N xu_.“_. ~ |8M\8N — |w.m©XH_.OIH®
= N.@@XHOHmwlp XHN — |H_..O®XH_.O|Nh
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Obteniu una expressio que represente el canvi d’estat de
polaritzacid per longitud d’ona en la direccid de propagacio.

2 +
_AHNHMV|NJM :HH/\”_.+XEHXB RH_.+XEMXB <1
®nN_=xnN Y11
AZ)= tZ 2z 1+ 2= |z
0.(2)=—— 9.(2)=" p E
2
O N1z, oo, D O Z _ A A
\Z)=- Z = > 7 oC— O (A)=m — | —
¢-(2) c 2 C 20° ®° ) M) A

En la ionosfera, la radiacio del visible és practicament
luminica i no sent I'efecte del camp magnetic terrestre.

¢_(L)=2nm < m=53x10" ¢_(A/m)=21 < A/m=1192x10" km

Per a aixo es necessiten camps magnetics mes intensos:

A, =632.8nm =, =(e/m)B, =2.98x10"°s™ B, =16.9x10°T
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P3.1. Demostreu gque existeix una relacio no local entre el
vector desplacament D i el camp electric E,

D(t)=¢,E(t)+¢, .—O t—1)dt
on

6(c)= = [ 1()expl-iwr)do

es la transformada de Fourier de la susceptibilitat
caracteristica y del medi. A més, el principi de causalitat
requereix que D(t) en un determinat instant t depenga del
camp E(t) en temps anteriors I, per tant, G(t)=0 sI T <O.
Demostreu aco utilitzant el model de Lorentz per a y ().
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« Una altra conseqguiencia de la dependencia espectral de g(w)
es la connexid no local en el domini temporal entre el vector
desplacament D(x, t) i el camp electric E(X, t):

—_

D(x, w) = ﬂw’ﬂ hos D(x, t')e™" dt’ D(x, w) = e(w)E(x, w)

—

1 (7 |
D(x, t) = T %:s D(x, w)e " dw

N

D(x, t) = e(w)E(x, w)e ™ dw

o -

| 7 .
D(x, t) = 5 %8 dw e(w)e " %: dt' e E(x, t')
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Problem

« Una altra conseqguiencia de la dependencia espectral de g(w)
es la connexid no local en el domini temporal entre el vector
desplacament D(x, t) i el camp electric E(X, t):

D(x,)= = [ dea(w)exp(—iot) [dUE(x,)expliot

D(x,t)= le deE(x,t— 1) ?E@%fév

F ()= [ doe(o)exp(—iot)= D(x t)= ?ﬂ E(x,t—7)

F(t)=g,98(t)+ N|Ha ..— doy(m)exp(—ioT)
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« Aguestes eqguacions proporcionen una connexio no local
entre D i E, en la qual D en un temps t depen del camp
electric en temps diferents de t

| =

G(7) = el [e(w)/ey — 1]e ™™ dw

D(x, 1) = ey E(x, t) + %188 G(nE(x,t — 7) dt

F(t)=2[8(c)+ G (1)

* Si ¢(w) és independent de w, llavors G(t) oc 8(7) 1 s'obte la
connexio instantania, pero si (o) canvia amb o, G(t) no
s'anul-la per a valors de t diferents de zero.
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A mes, el principi de causalitat requereix que D(t) en un
determinat instant t depenga del camp E(t) en temps anteriors

I, per tant, F(t) = 0 si T < 0. Demostreu aco utilitzant el
model de Lorentz per a (o). 2

— 8c
uo)= W — 0" —i2y®

2 o

6(c)= = afo)o(-iotkn="2" | exp(-ior)

21 Y of —0° —i2ym

—00

Els pols de I'integrand es troben tots en la meitat inferior del
pla complex: @y =02 —y%;5i7 < o,

o —0’ —i2yo=—(0-o, (o-0_)= 0, =iy o,

L’integrand és analitic tant en la meitat superior (Im o > 0)
com en I’eix real.



P3 C. ZAPATA

Problemes

Demostreu que F(t) = 0 si t < 0 utilitzant el model de
Lorentz per a y(w).

Vm mx_oALea o .— exp(—ior) o_8+b. meLeav
@

do=0
c—m° —i2yw L8 —o° —i2yo 8o|8 * —i2yw

Ara considerem un contorn d’integracid des de —R
cap a R 1 tambe¢ al llarg d’un semicercle en la

: : , Im(e)
meitat superior del pla, el qual esta centrat a
I’origen 1 té un radi R. C,
Im(0)>0&t<0=>|exp(-imt) =exp[Im(w)]<l R 5 Re)
. R .
lim me_om_o.i do=0= lim wém_@ do=0
Rom d @y —o" — 120 R0 < g — 0" — 1270

Aleshores aquesta integracio de contorn dona zero si t < 0.
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Avalueu F(t) si T > 0 utilitzant el model de Lorentz per a y(w).
R

) g, [ OBCIT gy iy Res(o)

op— o’ —i2yo 2 oy —®° —i2yw
_NmmAe vH lim ASI 0 v mXUAI _8Hv _ mX_uAl _8+Hv _ mXUAI <vax_uA| mao\nv

o0, Yoo’ -2y (o, —o_) ~- 2,
Wy —®° —i2y0 = IAS — 0, XS — 0y v _waA v mx_uA )ﬁvmxg_@oav
o, =—lyto, 2@,
Ara considerem un contorn d’integraciod des de —R
cap a R 1 tambe¢ al llarg d’un semicercle en la Im(w)
meitat inferior del pla. R R Re(w)

Im(0)<0& 1> 0= |exp(-iot) =exp[Im(w)]<1

R

C.
do=-2mi)  Res(o,)

. exp(—iot) . exp(—iot)
P_B 7, n_euonvﬂ_N:ﬁ_o 7 15
~0 0y —0° —i2yo >® 2 @y — O —12yo
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2 2
Wy — 0 —12y0

Problemes
Avalueu F(t) si T > 0 utilitzant el model de Lorentz per a
jim [ 2PCior) g 21y Res(w, )
Ro® 2 8 —m° — 120 : *
do = —oni| XPEYDEXPiG;T)  exp(=yr)explioyr)
- 20, 20,
.q meUAM _p.:.v do = ww_s?o t)exp(—yr)
c 0, — 0 —12y® ©,
N 0 - 2
. _. . p(-ior) do> = —2 sin(@,<)exp(~v7)
J of -0’ —i2yo o,
2 2
O = e~ = G(t)= Wm_:ﬁaoavmxil v1)
me, o,
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Problemes

P3.2. Considereu el model d’un atom en el qual 1’electro es
troba lligat per mitja d’un potencial d’oscil-lador harmonic de
tipus anisotrop, i que té associades freqliencies propies
d’oscil-lacio, o, o, I w, diferents en les direccions X, Y i Z,
respectivament. Suposeu ara que una ona electromagnetica
plana de freqliencia o es propaga en el si d’un material format
per aquest tipus d’atoms. Amb les hipotesis de la teoria
classica de I’index de refraccio:

a) Demostreu que el vector desplacament eléctric D = g,E + P
es pot escriure com D =¢,&(w)E , one(w) és una matriu
diagonal 3x3. A mes, obteniu una expressio dels elements
d’aquesta.

b) Considereu ara que 1’ona incident es propaga en direccio de
I’eix Z. Demostreu que els electrons de cada atom no vibren
en la direccio del camp incident.
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Problemes

a) Demostreu que el vector desplacament eléctricD = mo_m +P
es pot escriure com D = g,(w)E , on &(w) és una matriu

diagonal 3x3. A mes, obteniu una expressio dels elements
d’aquesta.

o, 0 O
) o =0 o, O
X+wXx=——E, 0 0 o
m :
— — .. 2 m i o 2> mlv
F=—-eE={V+o,y=—7=E, r=>r+o,f =——E
m m
e
7+mz=——E,
. 3 J
E = E, exp it —ikx L. e
~ 0 x_u. V= —0’f, + @i, = ——E,
qnqomx_oA_eﬁ X m
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Problemes

a) Demostreu que el vector desplacament eléctricD = mo_m +P
es pot escriure com D = g,(w)E , on &(w) és una matriu
diagonal 3x3. A mes, obteniu una expressio dels elements

d’aquesta.
- _
— . 2 2 O O _ -
Xo @ =0 1 E,,
e
<o = m O em | aw O X mo<
u No _l H_. | moN |
0 0
i ®° -’ |
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Problemes

a) Demostreu que el vector desplacament eléctricD = mo_m +P
es pot escriure com D = ¢,&(w)E , on &(m) és una matriu
diagonal 3x3. A mes, obteniu una expressio dels elements
d’aquesta.

Ne?

M

0x

M

Oy

M

0z
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Problemes

b) Considereu ara que 1’ona incident es propaga en direccio
de I’eix Z. Demostreu que els electrons de cada atom no
vibren en la direccio del camp incident.

by - _
5, - D, 3 E =E,exp(iot—ik,z)
K =k,2 E|r 5_p gt Amwumw exp (iot —ik,z)
E, =E,,X F %% P =P, exp(iot —ik,z)
. —
x b | T =T expliot-ik,2)
k, ) &olg H“_\Om
— . - 2
VxVxE +O|N©Wm - |to®wﬂ o m_AHMXAl =AH\N,X movav|8|N mova = toem_onVN
C
Ne® 1 2 2
P =~ Eq k=2 [N 2 oLt 2
m o —o, c’ Mg, ®° — o,
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C. ZAPATA

b) Considereu ara que 1’ona incident es propaga en direccio
de I’eix Z. Demostreu que els electrons de cada atom no
vibren en la direccio del camp incident.

1

s

! .um

w: O my

V xV x m+|mmmm Hltomw_w Im_ANMXAI:ANMX _mo<w\vl

C
Ne? 1

m 8N|8w

Ey, k2 =

2 2
Mg, ®©° — o,

2
®
A2

C

exp (ot —ik,z)
exp (iot —ik,2)
P, exp (imt —ik,z)

i, exp(iot —ik,z)

£okto =1/c?

E,
D,

Eqy ¥ =R Ry, ¥

PLADE

POLARITZACIO YZ
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Problemes

b) Considereu ara que 1’ona incident es propaga en direccio
de I’eix Z. Demostreu que els electrons de cada atom no
vibren en la direccio del camp incident.

] u\q

A_uox__uo vnl

E
E

RE,, X (iot —ik,z)+ YE,, exp(iot —ik,2)

RE,, + VE,, exp[—i(k, —k, )z]jexp (iot —ik,z)
E,, = E,C0s0O. E,, =E,SIn0

—_

P ={%P, + 9P, exp[=i(k, —k, )z]fexp it —ik,z)

P,, =P,cos0 Ry, =Fsin®
S0, T O e e Y e LU
2 21 2 2 I 2 2 2 2 E
O -0, O -, Pk o -0, B, o -
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Problemes

P3.3. Considereu un medi dielectric, homogeni i isotrop,
sotmes a I’accié d’un camp magnétic B uniforme i estacionari
en la direccio de I’eix Z, 1 en el qual es propaga una ona
monocromatica de freqiiencia o. Fent Us del model de
Lorentz de I’oscil-lador electronic de freqiiéncia propia o, |
negligint, per simplificar, el terme d’amortiment:

a) Trobeu 1’equacié de moviment de ’electro.

b) Suposant que els electrons del medi oscil-len a la mateixa
freqiiencia que el camp E de I’ona plana, demostreu que la
polaritzacio P del medi pot expressar-se per mitja d’una
susceptibilitat electrica complexa.

c) Considereu ara que 1’ona plana que es propaga en el medi,
ho fa en la direcci6 de ’eix Z. Demostreu que en aquest cas
I’ona plana esta necessariament polaritzada circularment.
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Problemes

a) Trobeu I’equacio de moviment de ’electro.
Analitzem el cas en que no hi ha camp magnetic extern.

F =—eE—e(fxB)=f+ ol =——E——(FxB)

E=E, mXcA_eﬁ = __va VE-0B LB = Wx E, mXcA_eﬁ = __va

Les amplituds E i B estan relacionades a traves de la velocitat
de fase de I'ona plana.
. |E r L L.
ETC EEU_u?mmU?emlem
Y, V, m
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a) Trobeu I’equaci6 de moviment de I’electro.

-
N\

Si incloem un camp magnetic extern: B = B,Z

EQUACIO DE MOVIMENT

F = —eE —eB,(F x2)

—_

= (XR+ y§ +22)x 2 = —XJ + YR Ey = Eg R+ Ey, ¥+ Ey, 2

N>

X

TN. . Aﬁ
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Problemes

b) Suposant que els electrons del medi oscil-len a la mateixa
freqiiéncia que el camp E de I’ona plana, demostreu que la
polaritzacio P del medi pot expressar-se per mitja d’una
susceptibilitat electrica complexa.

m0c>o_o DE MOVIMENT

F =1, expliot) = —@F, + 02F, = —— E, —— B,(iof, x2)
m m
e . € ] T
2 2y _ . €
— —_— — — 2 2
O X, + ™ X, = _mox _83 wOv\o W —O, I_am mo X, o _moVA
€ € e g y " ml|E
N N _ - - N N
—OY, +t0,Y,=——E,, t10—BX, |[io—B, o' - 0 0y
m y m i m 0 0 |
e e/m
2 2
- Z,+ 0,2, =——E,, > Z,=——— E,
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Problemes

b) Suposant que els electrons del medi oscil-len a la mateixa
freqiiéncia que el camp E de I’ona plana, demostreu que la
polaritzacié P del medi pot expressar-se per mitja d’una
susceptibilitat electrica complexa.

Freqguencia de ciclotré

o —w; —ioo, | | X | e]|Eowx e
. o, | =— ®, =—B,
oo, o —o;| |Yo| m|E, m
A iC][A -ic] ,, 1 0 A=’ o,
. x| HA> —C
-iC A] [iC A 0 1 C = oo,

2 2 2 2 || %o e | ®’ ISN -880 E,,
AS |8ov —(0w,) =— . . 2% e
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Problemes

b) Suposant que els electrons del medi oscil-len a la mateixa
freqiiéncia que el camp E de I’ona plana, demostreu que la
polaritzacié P del medi pot expressar-se per mitja d’una
susceptibilitat electrica complexa.

o’ —o; oo,
2 2 2 2 2 2 2 0
AS Ieov IASSL Aoo Iooov IASSL |_mox|
_ ¢ —loo, o’ — o 0 (| E
m Aoum - Sm VN o Aeeo VN ASN o Sm vm o Aeeo vm mo<
H_. | —0z |
0 0 5 5
I " — 0y |
Ho = mox_w,o

P =P, exp(iot)=
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Problemes

b) Suposant que els electrons del medi oscil-len a la mateixa
freqiiéncia que el camp E de I’ona plana, demostreu que la
polaritzacio P del medi pot expressar-se per mitja d’una
susceptibilitat electrica complexa.

2 2

O — oo, 0
Aem — o VN — ASSO VN Aem — o vm — Aeeo VN

_ N e’ — 1o, o —o; 0
- 2 2 \2 2 2 2 \2 2
EoM AS ISOV |A880v AS |8ov |A880v

1

0 0
i »° |8m-
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Problemes

b) Suposant que els electrons del medi oscil-len a la mateixa
freqiiéncia que el camp E de I’ona plana, demostreu que la
polaritzacié P del medi pot expressar-se per mitja d’una
susceptibilitat electrica complexa.

A it O] e 8w Aoom — va
=" Xu O ) ASN — o VN — ASSO vm
0 0 % 8w880

Conclusio: El medi és isotrop
només quan el camp electric ©®
de I'ona plana és paral-lel al ks T
camp magnetic estatic.
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b) Suposant que els electrons del medi oscil-len a la mateixa
freqiiéncia que el camp E de I’ona plana, demostreu que la
polaritzacié P del medi pot expressar-se per mitja d’una
susceptibilitat electrica complexa.

X = AXE T A1z vap ® va+ Axt —X12 vaw ®u, v+ X33 Ag,w ® m_,wv

LLUM LLUM LLUM
CIRCULARMENT CIRCULARMENT LINEALMENT
B - 0] POLARITZADA™ ;7] POLARITZADA™ _ 7] POLARITZADA™ ()"
X11 1%, LEVOGIRA | | pEXTROGIRA| — |
. . 1 . 1 _
W Xu O W=7 1 U= 1 U; =10
0 0 g, 0 0 1

Conclusié: Quan E - B, llavors el camp eléctric 1 - ~
E és proporcional a P si el seu estat de — R =%E,
polaritzacio és circular.
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c) Considereu ara que 1’ona plana que es propaga en el medi,
ho fa en la direccid de I’eix Z. Demostreu que en aquest cas
I’ona plana esta necessariament polaritzada circularment.

= 1 _,= . 1
<x<xm+olmmwmu|§@wn 7 = Eobo
E = E, expliot —ikX L 2 0 = ,
I x_u.e — ﬂl.xxAl_xxmovlpmmoHtoem_uo
P =P, expliot —1kX C
D =& wmm o — SN - em —
0, = oo = —K(KE, )+ k2E, - 2 E, =2 5E,
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Problemes

c) Considereu ara que 1’ona plana que es propaga en el medi,
ho fa en la direccid de I’eix Z. Demostreu que en aquest cas
I’ona plana esta necessariament polaritzada circularment.

1 0 0]
=]0 1 0|=%®X+y®Y+2Q7< IE, =E,
00 1
k2 kK, kK,
=1 lkk, K Kk |==Kk®K ok JE =K(KE,)
u|ﬂ xRy y yK; Hm XK < J 0= mo
Kk, kk, K
2 2 2 2

K2JE, +KAE, — 2 TE, =2 5E o[ KT ok + T2 5 |E, =0
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Problemes

c) Considereu ara que 1’ona plana que es propaga en el medi,
ho fa en la direccid de I’eix Z. Demostreu que en aquest cas
I’ona plana esta necessariament polaritzada circularment.

mOC>O_O DE VALORS PROPIS
2 2
va O,u s O,u = — . Nl
K J+—x+—1 E, =k°E,

. . . D=g,E+P .
E,=0—7,=0=P, =0—L= D,, =0 )
_ Bo=xE,

K=ki— <" sB =0=>H,, =0 :

|

I
o o o
o o o
mr O O

I

N>

®

N>
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Problemes

c) Considereu ara que 1’ona plana que es propaga en el medi,
ho fa en la direccid de I’eix Z. Demostreu que en aquest cas
I’ona plana esta necessariament polaritzada circularment.

8|N T+ W o = . E,
2 . o
C™ [~y 1+%] | Eoy E,,
SN EN
2 2
_AH HO|NAH_.+XEHXHNvHO|NG.+XHvAHv N =1+y,
Polaritzacio circular levogira Polaritzacio circular desxtrogira
2
O (i +7)E, -KE, Ep=22t| g -Eo|!
+ + —0+ - - -
N 1 1 |

Conclusio: Ones amb polaritzacio circular levogira i
dextrogira es propaguen amb velocitats de fase diferents.
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c) Considereu ara que 1’ona plana que es propaga en el medi,
ho fa en la direccid de I’eix Z. Demostreu que en aquest cas
I’ona plana esta necessariament polaritzada circularment.

N

T+, =1+ 9%, T

H+ o

®

®

®% (0

O NNl N

2
- NL =1y,

80
A112) X1
®

Conclusio: En els plasmes, les ones amb polaritzacio circular
dextrogira no es propaguen a freqtiencies baixes.
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Problemes

P4.1. Comproveu que els angles azimutals de les components
transmesa o7 1 reflectida o satisfan les equacions:

_cose, — &)
cos(e, +¢; )

tano, =cos(g, —&; )tana, tano, = tana,

sent g, 1 e7 els angles d’incidéncia i refraccid 1 a, I’angle
azimutal de la radiacio incident.

(v _ i cosa, ‘quvnmm._:mq COSE|  yim) _ 2sIng; COSEg,
Ay, ) Y sing, sin(e, +é; ) sin(e, +&; )cos(e, —&; )
ﬁq_/\_vé ¢ (TE)
I v,
7/_\_.v” = tano, = |”OOMAMW —€ V.HQ.DQ
t ﬁﬁmvék T ™) v, | T o7 _
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Problemes

Comproveu que els angles azimutals de les components
transmesa a; 1 reflectida o, satisfan les equacions:

cos(e, —&;)
cos(e, +¢; )

tan o, = cos(e, —&; Jtana, tanog = - tana,

sent g, 1 e7 els angles d’incidéncia i refraccid 1 a, I’angle
azimutal de la radiacio incident.

COS (TE) Hlmm:Am_ Imqv (™M) _ Hm:Am_ Imqv
T_::vn vy n/\ﬁ o, r mm:Am_ +mqv r SsAm_ +mqv

v, sin(e, —g; )tan(e, +&;) cos(e, —&; )
- tan o, = _ tano, = — t
?iv (TE) — AN v, SsAm_ —&; vmm:Am_ +m4v an o OOmAm_ +mqv o
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9

Demostreu que en la reflexio el camp electric s’allunya del
pla d’incideéncia 1 que en la refracciod s hi acosta.

tan o,

=cos(g, —&; )<1=>tana, <tana, = a; <a,
tan o,

tan(— oy )
g, +&/<m/2 tana,
tana,  cos(e, —¢&;)

>1=(—ag)>a,

tanc,  cos(e, +er)

g +8&y > /2 ENHUQmNQ_
tan o,
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P4.2. Un feix pla de llum monocromatica linealment
polaritzada és desviat per un romboedre de reflexio total
d’index n = 1.554, com s’indica en la figura. Descriviu
I’efecte del dispositiu sobre cada una de les components del

camp. y cosq
Tt:_v =| 1= /\ﬂ :
v, SINo - :HEM.E

t")(00)=t]%)(0°)= Tw: =0.7831=t, T _ MEDI 1

™ TE 2N mX_u _6 ﬁ = _
&H vAoch &H VAOovH ﬂ =1.217=t,, —.E vEDI 2
Tt vm ﬁm_,\:_w@_/\:_.ﬁ_,\_ vi v€__ o W, MEDI 1 iy —>

out ﬁMmV_\N@mv qmvfm v/_; 12421 mx_uaey_;




Problemes

Descriviu ’efecte del dispositiu sobre cada una de les
components del camp.

g, =m/2+i0.441

C. ZAPATA

nsine, =sing, —2=2" .
cosg, =—10.455
DESFASAMENT TOTAL
. Tqmv_m .
exp(ip)= T exp(-i1.5718) =@ ~ — /2 TAN_ n = 1554
o]

" ~ | | MEDI 1
p(1e) _ NEOS8; TEOS8: _ oy (+10.7859) ~ exp(i /4)

NCoSe, +COSE,
) - E058 TNESE _ o4 11.5718) ~ expli n/2) MEDI 2

COS€, +NCOSE,

cose,/sin’e, —(Uny -~ - /4 i
tan(§/2) = —-——21— 2 — 8 =——DESFASAMENTEN
sin‘ g, 4 | CADAREFLEXIO
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Obteniu la matriu de Jones que caracteritza el dispositiu.

t, t,, =0.953~1 R(0,p)=

1 0

0 exp(ip)

Si el pla de vibracio6 de la llum incident
forma un angle de 45° amb el pla
d’incidéncia, descriviu amb detall 1’estat de
polaritzacié de la radiacio que emergeix del

romboedre.

oen |
T_::v 2 1o Py = Mo

| (1
T_\o,:vn Mo i m/\ﬂ_l

5 (10

¢=-

A
I 4

0 —I

/4 n=1.554

1
1

/4
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P4.3. Un raig de llum natural quasimonocromatica incideix,
amb angle g, sobre una esfera dieléctrica homogénia d’index
de refraccio n submergida en aire, i pateix una unica reflexio
parcial en el seu interior abans d’emergir d’aquella.

Refraccio #1 aire Reflexio #1
4 "
O, =& —& 5, =n—(e} —¢,)
- - / ”
mp = mw
Refraccio #2 ‘
_ ’
O3 = €5 —&; .
- - !
nsing, =sing, ZLLC =g =—¢, Y g =—&,
!
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Obteniu una expressio per al grau de polaritzacio V del raig
emergent en funcio dels angles d’incidéncia ¢, 1 refraccio €',.

T_\_:vm ”__\\__ Af_\_sj_\_:vﬂ_oﬂv?s_;ﬂjtlﬂ _o\N
L
A. ?\_; H_.U< ”_.IDN_: -0
)= My "y 1+ A2
el T ey aire
(M) _ 2sin g; COS g, (TE) _ 2sing; COS I,
. sin(g, + ¢ )cos(e, —&]) sin(e, + /) ﬂ\
) _ tan(e; —&,) ey sin(e] —g,) 3,
ﬁmp o ’ ﬁmp |
S:?H +mpv m_sAmH +mpv
() _ _ 2sIng, cose; ((re) _ 28ing, cosg
21 T —

sin(e] +e,)cos(el —&,) *  sin(e)+e,) )y MEDI
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Obteniu una expressio per al grau de polaritzacio V del raig
emergent en funcio dels angles d’incidéncia ¢, 1 refraccio €',.

T_::vm Y Af_\_:T_::vH_oﬂvT_\_;H?LH _o\N
V. ,
A. ?\_; H_.Hv< ”_.|>_: =0
v MMMy "y 1+ A
WVour ) =
ﬁ ﬁmmv qmvﬁm VE N aire
MM e_; cos(e, +¢, ) -

) ?Mm:\m@ fm v/_\L cos’(e; — &)

1- A,
<o£ 2
1+ A,
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Finalment, calculeu I’angle d’incidéncia per al qual el raig de
llum emergent esta totalment polaritzat en el cas d’una esfera
d’aigua (n = 4/3). Raoneu la resposta.

cos(e] +&,) n

V. =1cA ., = —0e=¢g+e, =— g =g, =arctann=53.13°
out out OOmw Amm _ mpv 1 1 N 1 B

Conclusio: Si el feix incideix amb
I’angle de Brewster, la component
TM no es reflecteix en el punt I,,. En
eixir del punt I3, el feix es troba
linealment polaritzat (TE pur).

aire

7 ARC IRIS APROX.
ma —59.3909 LINEALMENT POLARITZAT

g, =40.20° \ A, =0200=V, , =0.925
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Problemes

P4.4. Representeu graficament la dependencia de la
reflectancia 1 el desfasament amb 1’angle d’incidéncia sobre
una superficie plana en el cas d’una ona monocromatica de
longitud d’ona A = 500 nm que es propaga en el espai lliure i
Incideix sobre plata (n = 0.05 —1 2.87).

(e) _ COSg; —NCOSE,

() m) _NCOSe, —COSe, N°COSE, —NCOSE,

q| |
COSg, +NCOSE, o ncose, +C0Se, N°COSg, +NCOSE
1 2 1 2

sing, =nsing,

ncose, =Ny1-sin’e, =/n? —nsin’e, =-/n? —sin’¢, =—i,sin?¢, —n?
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Problemes

P4.4. Representeu graficament la dependencia de la
reflectancia 1 el desfasament amb 1’angle d’incidéncia sobre
una superficie plana en el cas d’una ona monocromatica de
longitud d’ona A = 500 nm que es propaga en el espai lliure i
Incideix sobre plata (n = 0.05 —1 2.87).

ncose, = |_/\m5m g, —N°

Negligint perdues del metall
n=-i287 =¢,, =n"=-8.24

COSe, —NCOSE : N cose, —NCOSe .
_\va _ 1 2 _ mx_uA_ﬁ_uqmvv ﬁmj,\: = 1 2 _ mbe_ﬁ_Vﬁz Vv
CoSe, +NCOSE, n°cose, +NCoSe,
A._.mv =2 N2 A._.mv =2 N2
o @ _ ,\m_: g, — N )| _ || _ g o @ _ ,\m_: g, — N
> > 2
2 COS¢, 2 n°cose,



P4

C. ZAPATA

Problemes

P4.4. Representeu graficament la dependencia de la
reflectancia 1 el desfasament amb 1’angle d’incidéncia sobre
una superficie plana en el cas d’una ona monocromatica de
longitud d’ona A = 500 nm que es propaga en el espai lliure i
Incideix sobre plata (n = 0.05 -1 2.87).

TE m €4 =N° =-824
¢/,
TM T,B TFN 7|
mHQQOv Negligint pérdues del
metall
N2 2 -2 2
tan 6A._._m _ /\w_j mH —N an A_VA._.m _ /\m_j mp -n

COS ¢, n°cose,



P4

C. ZAPATA

Problemes

P4.4. Representeu graficament la dependencia de la
reflectancia 1 el desfasament amb 1’angle d’incidéncia sobre
una superficie plana en el cas d’una ona monocromatica de
longitud d’ona A = 500 nm que es propaga en el espai lliure i
Incideix sobre plata (n = 0.05 -1 2.87).

H.OH\\\\\\l\,\\H N_ow_ T
TE (0™ -e™)r
o/ i

I ] 14 /
Cosh |_|_<_ ] [ A =3m/2

i ] 12 - g =12°
T ) \n_\\. ] R \ ,

mHQQOv Negligint perdues del mHQQOv
metall

(TE) _ ,\m_:mmﬂsm S:eqmv _ ,\m_:mmﬂsm

tan ¢
cose, n°cose,
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Problemes

P4.4. Representeu graficament la dependencia de la

reflectancia 1 el desfasament amb 1’angle d’incidéncia sobre

una superficie plana en el cas d’una ona monocromatica de
longitud d’ona A = 500 nm que es propaga en el espai lliure i
Incideix sobre plata (n = 0.05 -1 2.87). € pg = n®> =-823-0.29i

I TE

o/m . i
g, (rads) Considerant pérdues g, (rads)

del metall

COSg, —NCOSE i . 2
rE) = 224 2 nfqmvTx%eqmvv NCOSE, = —ixfsin? e, — N
COS€g, +NCOSE,
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radio waves from the surface of the sea.

1 — R, %atx = 12u 1 —R, %ath =255

Metal C e

Observed Calculated Observed Calculated

Ag 1.15 1.3 1.13 . 1.15
Cu 1.6 1.4 1.17 1.27
Al —_ — 1.97 1.60
Au 2.1 1.6 1.56 1.39
Pt 3.5 3.5 2.82 2.96
Ni 4.1 3.6 3.20 3.16
Sn — -— 3.27 3.23
Hg - T — 7.66 7.55
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Problemes

P4.5. Considereu un camp electric de la forma

WAW_.HV _ Nm_le_Sﬁ + wmlzﬁl_sﬁ

a) Deriveu I’expressio del camp magnetic H.

b) Considerant que el medi és transparent (k es real), mostreu
que la poteéncia transmesa m_ llarg de 1’eix OZ es pot escriure

com
5= 30n /A Bl

) Deriveu el flux de poténcia al llarg de 1’eix OZ en un medi
dissipatiu amb una k complexa. Mostreu que la potencia no
es la suma algebraica de la potencia transportada per les ones
Individuals.
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Problemes
a) Deriveu I’expressio del camp magnetic H.
_mAw_C _ Aelke-iot | Ba-ike-iot H Aw;v _ Celle-iot | pg-ike-iot
- 0E
< X _I_ =& —
ot

1,5 ~ ikz—iot 1,2 S~ —ikz—iot o A ~ikz—imt - S ~—ikz—iot
IkZ x Ce —1kZ x De = —lmeAe —lneBe

ix(x€)--2aeh [ m=di c-L1xh

A Y o

MXAMXUVHSﬂmem , _AHS/\% ‘ _UHIMwa
2x(2xC)=12(2-C)-C(2-2)=-C
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Problemes

b) Considerant que el medi és transparent (k es real), mostreu
que la potencia transmesa al llarg de I’eix OZ es pot escriure

com

_MAW,&H N,m_xT_é + WmL_AT_i IlA v mw ikz—iwt Dm|__m|_§
ExH" = AxCelt*F 4 AxDeill 4 BxCre bk L Bx Bre-il v
ExH" HW K. Areill L B. Ara-ilek ) _ 5. greilk’ )l _ B Bre-ilek)e

n
mX_M_v* kereal /m—Hib’i Iiwi +N__3Aw >m|_m_§v“_ WHWMXN
"l M
- _ —~ 5 ) _ _ ~
§ = TRe(ExH TW? Lmd B--11xB
2 2" n
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Problemes

¢) Deriveu el flux de poténcia al llarg de 1’eix OZ en un medi
dissipatiu amb una k complexa. Mostreu que la potencia no
es la suma algebraica de la potencia transportada per les ones
Individuals.

m X _M_v* — M* _HN, N,*m;x%*vN + w . >*m|_A_A+_A*vN _A. m{m_?iﬂvN _B-B mLA_Al_ﬂvNH_
N

Ex & —_k=kxik” o M,:N Eﬁmmlm_ﬁ L B. Aei2K7 _ A.B el Iiﬂmmm_«;

N

Mgﬁymmm_& Lw?% +2iIm(B - Ao 2 @
n

Terme d’interferéncia
|

Nmm_ﬁN ‘ " ,

_ gﬁm&? Iiw n _BAM.N*mLN_Gv
m

S

z
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Problemes

P4.6. Un feix de llum circularment polaritzada incideix, des
de I’aire, amb un angle de 45° sobre una lamina de vidre
d’index de refraccio 1.5. Descriviu 1’estat de polaritzacio del
feix reflectit i refractat. Repetiu el proceés per a un angle
d’incideéncia de 65°.

sing, =nsineg

g, =493°= £ =28.1255°
g, =09°=¢=37.1717°
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Problemes

Descriviu ’estat de polaritzacio del feix
reflectit 1 refractat.

((re) _ ,€0S&, — N, COSE,
12 |
n,cose, + N, COSe,
(TE) 2n, CoS¢g,
n,cosg, + N, COSEg,

r/®) =-0.303337
g, =45°=z¢, t78) =+ 0.696663
g, =28.1255°  ([T®) _ 1 0.303337
t{®) = +1.303337

C. ZAPATA
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Problemes

Descriviu ’estat de polaritzacio del feix
reflectit 1 refractat.

((nw) _ M, COS&, — N, COSe,
(M) _
' n, CoSg, + N, COSE,
(™) _ 2n, CoS ¢,

n, Cosg, + N, COSE,

r\™) = +0.0920134
g, =45°=¢;  tTM) =40.728009
£,=28.1255° ™) __0 0920134

21

t™) = +1.36198

C. ZAPATA
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Problemes
Descriviu ’estat de polaritzacio del feix
reflectit 1 refractat.
— 0_
"y, ) V2 i e, = 28.1255°
Tt vl mm;\:f_\__ (™) _|o
ref / - 12
_\Hmmvf_: 2 \_.B
1
W ) =0.092 L L
2\ +13.30
l 1
=0.99 |2
~— Vi) 2 | +i0.916
(TM )¢ (T™)
W)= ﬁmﬁ VI =) L (TE )y (TE w ((TM ) (M)
HA v&p vf_: 2\ £it, 'ty \HN P
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Treballs tutelats

TT1.1. Un tub cilindric té un diametre interior de 5 cm i una
longitud d’un metre. La seua superficie interior €s reflectora
en els primers 89 cm 1 absorbent en la resta. En I’extremitat
absorbent del tub es col-loca un diafragma proveit d'un orifici
molt menut, centrat respecte a 1’eix del cilindre. En 1’altre
extrem es col-loca un altre diafragma identic darrere del qual

se situa una font lluminosa.
0 REFLEXIONS

1 REFLEXIO

2 REFLEXIONS
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Determineu la inclinacio respecte a 1’eix amb que
emergeixen del tub els raigs de llum. Descriviu 1’aspecte del
camp observat quan es mira a través del tub.

3 REFLEXIONS

L =1m
d =5cm
Llei de la L | L/2N
reflexio ——=11cm = N =4.55
I 2N tan@,, = 42 Nd
"t L/2N ~ L
Es produeixen nomes 0,-2.86° 0,=853

fins a 4 reflexions.
0,=571° 0,=11.31°
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Questions:

a) Que succeeix si tota la superficie interior del tub es
reflector?

b) Com és el camp observat si el diafragma d'eixida és
circular de diametre no negligible?

El camp observat consisteix en
un punt central 1 4 anells.
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TT1.2. Considereu un brillant amb la talla de la figura.
Suposant una il-luminacio paral-lela i normal a la cara
superior, calculeu els valors de o que permeten que la llum,
després de patir dues reflexions internes, isca del brillant per
aquesta mateixa cara (per a un primer calcul no s’ha de
considerar la influencia del rebaix del cantell).
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Solucié: Si considerem que oo = 90°, hem d'exigir que 6, = 0,
siga major que I'angle limit 6;,...
A

Llei de Snell
nsin®, =sinO; <1

Angle limit
nsing, =1

lim

= arcsin 1 23.6°<45°=0, =0,
n

0

lim
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Considerant triangles interiors, trobem la relacio dels angles
d'incidencia amb a.
U

at| -6, |+ wlam —n=0,=0-0,

/\< @w ”q.n|NQ
20,+20,+0,=1=0,=1—2(6,+6,)
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Pergue hi haja una doble reflexio:

?AMUQA@HHNOO
2 3

Per a evitar una triple reflexio:

LIMITACIO GEOMETRICA

12°< o <120°
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Hem de fer complir la condicio de reflexio total en les dues

primeres cares I evitar-la en la tercera.

0,=—-%50, <o<n-20, =132.8°
2 2
0, =% T o —o>Ty2in_ 7570
2 2 3 3
Doble reflexid interna
5. 7°<a<132.8°

Questio: Hem de considerar valors negatius de 6,7

C. ZAPATA
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Hem de fer complir la condicio de reflexio total en les dues

primeres cares I evitar-la en la tercera.

QAMUQVM|@%H§.NO
8, =n—20] < 6, =+ qw am @m
O>—=>a<—+—m_-101.8°
f 2 2 2
CONDICIO D’EMERGENCIA
78.2°< 0, <101.8°

Conclusio: La condicio d'emergencia
domina sobre la resta.

Questio: Quina és la rad de tallar el
diamant 1 produir-li rebaixos laterals?

C. ZAPATA
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TT1.3. Considereu una guia corbada de seccio rectangular
com la de la figura. Tenint en compte que, segons una
descripcio purament geometrica, la [lum es propaga en
I’interior de una guia per reflexio total.

a) Demostreu gue és suficient que el raig 1 complisca la
condicié de propagacio pergue tot el feix es propague al llarg
de la guia.
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a) Demostreu gue és suficient que el raig 1 complisca la
condicio de propagacio perque tot el feix es propague al llarg

de la guia.
: X
SIN0 =
R+(d/2)
X = m+mnv®3mx ==
2 2 Raig #1 T
_ DE— i i f =
X = _»|MU®_% = arcsin R-(d/2)
2 R+(d/2)

Conclusio: Si es produeix reflexio total per a ry, 0,.;,>0im,
[lavors també s'observara per a la resta de raigs.
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b) Obteniu el radi minim que pot tenir aquesta guia per a
evitar que la llum deixe de propagar-s’hi a través.

Condicié de
propagacio
arcsin = 0,. <0 . =arcsin R—(d/2)
n R+(d/2)
£

- _dnsl (n>1
= 2n-1 (R>d/2)

Questi0: Demostreu que si un raig incideix sobre la cara exterior
amb un angle 6, després de reflectir-s’hi, torna a incidir en un altre
punt d‘aquesta mateixa cara amb el mateix angle 6.
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TT1.4. Des d’un punt de la superficie terrestre, O, on I’index
de refraccio de I’aire €s n,, es mesura I’angle zenital d’un
estel, €s a dir, ’angle que forma la direcci6 en que es veu
I’estel amb la vertical del punt d’observacio. A causa de la
variacio de I’index de 1’aire amb 1’altura, hi ha una lleu
diferencia A = € — g, entre 1’angle zenital real, ¢, i I’observat,
gp- Determineu ’equacio de les trajectories que passen per O
s1 I’index de refraccio de 1I’atmosfera ve donat per 1’equacio:

n*(z)=nZ —bz b>0

on b és una constant. A més, obteniu I’expressio de A en
funcio de ¢,
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Determineu I’equacio de les trajectories que passen per O Si
I’index de refraccio de I’atmosfera ve donat per 1’equacio:

:onH: QNN ”_.Q:N
2 ” Nl_u 0 N| N _ :
n?(z)=n2—bz :@TT?UQHE Lo

b
2
/
Z=—Coteg,X— 5 U . x2
Nonuo C =n,sing, 4nZsinZe,
/
N‘onnﬁm: m+mo =—cCotg, _x -
’ | n=1 N —
2"(0)= 1 dn’f _ b ”
2C? dz 0 N:mmmzmmo
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Determineu I’equacio de les trajectories que passen per O Si
I’index de refraccio de I’atmosfera ve donat per 1’equacio:

n(0)=n,

2 2
n“(z)=n?—bz n°—1
(2)=n n(d)=1=+/nZ —hd Ugnoﬂ
0<z<d
dz b
—=0=-cotg; —————X b )
dx 2n; Sin‘ g, Z=—C0tg X——5———X
. . 4n’ sin® g,
. 2 2
(x,2)=(~sin 2e,,cos? &, )n? /b y
/ €
n=1 :
Condici6 d’observacié v >
cos’g,n? /b>d =1>n’sing, =C* =sin’¢ /
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A més, obteniu I’expressi6 de A en funcio de .

n(0)=n, ~1
2 2 0
n*(z)=n; —bz nt-1 .n,-1
(Z)=n nd)=1=d=-"2"~2-"
b b
la Llei de Bouguer | DHmImoRo 0<7<d
b
. . . Z~—CotggX —————X°
sine =sin(e, + A)~sin(g, )+ Acos(e, ) 4sin” g,
sing—sing, n,Sing,—sing /
A= 0 - 02" 0 0 =(n, —1)tang, )
oS g, oS g, €
g, =45°

Questio: Demostreu gue si

n, =1.0003
D — H—N-
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TT1.5. Un raig de llum incideix sobre un medi inhomogeni
estratificat en forma de lamina de cares paral-leles de grossor
d, ’index de refraccid del qual varia d’acord amb 1’expresio:
n2(0<y<d)= rmm n?(0)

on n?(0) = 3/2 i L és una constant amb unitats de longitud. Se
suposa que la lamina es troba entre aire 1 un medi d’index de
refraccio n,. El raig incident es mou en 1’aire (y < 0) i,
després de travessar la lamina, n’1x amb un determinat angle

0,

. X .
0. m aire
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a) Quines condicions han de satisfer n, i d perque el raig
emergent siga paral-lel a I’incident?

?Nm TVUBHWSNTV C=nsin0=sin6,  y(0)=0

dy L

EQUACIO PARABOLICA DE LA TRAJECTORIA

LR LIS S ) RV )

dx* 2C* dy Lsin® 0,
2 (A+ d 2 2 ) 2 [+
)-8 ) (] o=t ylo)- EE D

De I’'invariant de Bouguer:
n,sin®, =C =sin o,

Independent

del valor de d!

0, ’ aire
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b) En el cas que es satisfacen les condicions de I’apartat
anterior, calculeu el desplacament & produit sobre el raig
Incident a causa de la presencia de la lamina suposant que
I’angle d’incidéncia 6; = /3

@.”ﬁ\w XN X 0,=— X
| O<y<d)= — 0)= CHEEN O)=—=
n2(0")=3/2 =y0<y=d)=x+ L Wy <0) tan o, Wy <0) J3
RN "
X -1+,1+(4d/L X B
an:+|_wnvx:n . L Q|Hwnvx;|,@q
0=X, Xy =L /\WM+|I| , Mo B
L 2 2 § 5

: X :
0, aire
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b) En el cas que es complisquen les condicions de 1’apartat
anterior, calculeu el desplacament & produit sobre el raig
Incident a causa de la presencia de la lamina suposant que
I’angle d’incidéncia 6; = /3

0 =mn/3 X2 ol Quiesti6: Qué
:NAO+vuw\m Uﬁomv\m&ufﬂ | ocorre aci?
1 Sol |
2 |”_. H_. N_.Q _| _u.uﬁ
QHXS.T%”VXSH +/\ |N_|A \ v_| 0.0

Quiestio: Qué ocorre
quan d/L=-1/4 ?
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TT1.7. Considereu la lent de Luneburg, que consisteix en una
bola de radi a submergida en un medi d’index de refraccié n,,
Aquesta bola esta construida amb un material isotrop
estratificat de simetria radial, I’index de refraccio del qual té

la forma
n(r)=ney2-(r/af

per ar < a. Determineu la trajectoria dels raigs que es
propaguen dins la lent de Luneburg i1 demostreu que formen
el-lipses coplanaries amb 1’origen de coordenades r = 0. A
meés, comproveu gque un feix de raigs paral-lels que
Incideixen sobre la lent es focalitzen en un Unic punt de la
superficie de la lent.
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« Un exemple senzill i interessant és conegut com la "lent de
Luneburg”, que es caracteritza per un medi d'index de
refraccio

=Ny /\N - A—‘\mvm

0<r<a

 Resolem les equacions dels raigs.

Secci6 transversal de la lent de Luneburg,
amb ombreig blau proporcional a I'index
Q q. de refraccié (Font: Wikipedia)

0=0 +%q<:
g P K

0=0,+ d
r C 0 P
p=— K=— Py =P’ +2p7 —K?

 0<K<1l  1-+1-K?<p?<1
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 ES pot demostrar que

1
—arctan

C. ZAPATA
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« La trajectoria completa esta donada per
P min
0=0,+ [+ | A dp

Po  Pmin D/\lbbl_lNDNl—.AN

0= 0, +[O(p i )~ Opy)]£[O(p)— O(P i )]

P =Py
K =12

C. ZAPATA

05 -

— el —

6= 0, +20(p .1, )~ O(po )~ Olp)

/
/
/

P =Py

—igl
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0= 0, + (0P )- O

(P, 00) = (3/4,m/4)
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 ES pot demostrar que

d|1 p°—K? K
—| —arctan =
dp| 2 _Az\lbb+mbmlxm bz\lbb+NbN|_AN
H_. N|_AN H_. N|_AN
0 =0, +—arctan P — —arctan Po
2 _A/\|DN_+NDN|_AN 2 Xz\lbmfnmbmlxm
2 2 2 2
Qu@o|m22m: Py — K = tan 2(0— o) = p K
2 _A/\|DM+NDN|_AN _A/\|DQ+NDNI_AN
y . , , tan A
» L'equacio polar dels raigs es A= A
2 2
0<c<an, sin 2(0— o) = 1 [ K a, [, ¢
©) Jaini-cz ner

2
/\HJ\TON\%:Nmmqmm 1=K P 0 o <7/2
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 Per obtenir 1'equacio dels raigs en coordenades cartesianes,

posem: \ <2
K K2 ®ug+munw§u — =1+41-K?

1-sin2(0—aN1-K? 1 . - mmx
O=a—-—=p’ = =1-+1-K?

1-V1-K2 <p?<1 , 4 7™ 1 1-K?

X'=rcos(0—o+m7/4) XZ+y?=r
. =
y' =rsin(@—o+n/4) X2 —y'?=-r?sin2(0—a)

2

 Conclusio: Cada raig és una el-lipse.

r’sin2(0—aW1-K? =r? —a’K? 7t "

min max
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» L'eix major de I'el-lipse es troba centrat al llarg de ’eix Y’
amb un angle

K=0=0=a+71/4< X' =0< y=xtan6

 Cada raig interseca el cercle fix r=a en quatre punts
especularment col-locats respecte als eixos x” i y". Els quatre

punts amb y">0 satisfan: _ 0 +6 T
0=—"———=0+—

p, =1=sin2(0, —a)=V1-K? 2 4

1 3 K =cos 2y 0 =0—(n/4-y)
0. = a+=arccos(¥ K) 0<y<m/4 = 0, =0+(n/4—y)

2
 Donat un punt en el cercle r=a en un angle 6, tenim:

o, = IW T om+HAGOIq.n\m_.v|_|o._”\m_.|<v
. =0, quooo%qxv =) o =(0, - n/4)-(r/4—7)
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 Donat un punt en el cercle r=a en un angle 6, tenim:

o, =8, |Wm38mﬁ K)

« En aquest cas, les dues equacions de les dues trajectories son

2
L N H|x|m =sin2(0—a, )=+1-K?cos2(6—-0,)F Ksin2(6—0,)
1-K P

0? —K? K . K =cos2y

DNAH|_Aan00mN8|®OV+/\Qm_:mﬁTaov 0<y<n/d
2 2

0 cos” 2y L Tﬁ =sin2[y¥(6-6,)]

" 1—sin 2(0—a., )sin 2y sin 2y 0
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* A banda del punt en el cercle r=a en un angle 6,, tambeé

tenim:
p=1<sin2y Hmm:ﬁmdxﬂ Nﬁalmod

s SIN2Y s 2lyF(6-6,)]d6 0=5

dp=Fp
cos’ 2y 0= ®Wm§| v)
dy sin@dp+pcos6dd .
dx cos0dp—psin06do

o

05

0=0,F2(n/4—y)+m
dp =+ tan 2ydo

« Un feix col-limat .
amb raigs inclinats
un angle 6, es
focalitzaen lapart N+ [dy _1

posterior de la lent. B n anﬁmi@ﬂmé

=tano,
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TT1.8. La formula de Jacobi-Anger

_N cosO __ m _Bm
- 3,

representa el desenvolupament d’una ona plana entorn d’una
superposicid d’ones cilindriques.

a) Utilitzant la formula de Jacobi-Anger, demostreu que la
funcio de Bessel de primera classe es pot expressar com a

-_n 2w 1
3 (x) =L [eiteesoenlgg J (x)= m...oOmAsa — xsin)de
Na T

b) Utilitzeu el resultat anterior per a justificar per que la
funcio de Bessel de primera classe representa una ona
estacionaria.
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Demostreu que la funcio de Bessel de primera classe es pot

EXPressar com a

27 oo

i(xcos6+n6) yy _
% e do

0 3|I8

_N coso M _Ba

i(xcos8+no) O=—
.— e do

0

i"J (x)=

=_n 27
Q:AXV _ e Axo8o+38Q®
Nn
% )[e™e™do = M._S X218,y = 270 "I, (X)
N..mm_?I:v@Q@ m#=—n e L _ m_mizisv -1 —0
) A3+:v . i(m+n)

ﬂ w0140 = [0 Ige = 2ri"3, (1

—-27

i"J_ (x)=
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Demostreu que la funcio de Bessel de primera classe es pot
expressar com a

J (x)= m.—ooA:@ —xsin0)do
T

-_n 2% -_n 2n-m/2 1 2n—m/2
] AXV _ e Ax8m®+38a® 0=0-71/2 v_ .-.m_?82®+n\mv+i®+n\mza® .-.m i(n@- Xm:_@vn_@
" Nn 2T 2 o 2
2n—m/2
..._:AXvHF ...m i(nO- xm_:®vQ® .-‘m i(n6—xsin®) Q©+._.m i(n6— xm_:SQG
2n —7/2 .’

,ixvn % Am;a;m_év+m|_§|Xm_33E@n W?Om?a |Xm58o_®
T 0 T
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Utilitzeu el resultat anterior per a justificar per que la funcio
de Bessel de primera classe representa una ona estacionaria.
Considerem, per simplificar, el camp ondulatori d’un feix
Bessel d’ordre 0 que es propaga a I’espai lliure en el sentit
positiu de 1’eix z, el qual es pot representar de la segtent

manera:

= A, (3,p)C; cos(mg)+ D sin(ma)fe™ =2 AJ,(p,p "

p,p)= L ferogg L felnonlgg Bl Bl =K =0l
21 27 Y,
(k,.k, )=B,(cos8,sin 6) T
Ax_ 5 = DASm ®,SIn ev y /@
SUMADE _u_m_/\_b,ZZ —Ax
..._oawbbv 6,=12n/N ____Quo N Mm_? xrk, (0))y]
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Utilitzeu el resultat anterior per a justificar per que la funcio
de Bessel de primera classe representa una ona estacionaria.
Considerem, per simplificar, el camp ondulatori d’un feix
Bessel d’ordre 0 que es propaga a I’espai lliure en el sentit
positiu de 1’eix z, el qual es pot representar de la segtent

manera:

E, = PQBAFDVWUN cos(md)+ D, sin(m¢)je”* —=2 E%m%vmam
(k,.k, )=B,(cos8,sin 6)

xrk,y (6))y]

ﬁ 0, )x+k, (0,)y] fe

_?a_ii{@_i& K

uoﬁ%f lim — MooLx x+k, (6, )y]
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TT1.9. Demostreu que I’equacio diferencial

1d | ,df
—— ry—nin+1)=0
e B —n(n+)
resultat de resoldre I’equacid d’ones utilitzant separacio de
variables en coordenades esferiques, es pot convertir en
I’equacio diferencial ordinaria de Bessel mitjancant la
transformacio

Z(pr)

"O=ory?

C. ZAPATA
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Demostracio: 1 d ( , df 2 _
rirma L +(Br) =n(n+1)=0
3 1dx d |(Br)° dx df

X =pr - 1)=0
P f drdx| B> dr dx +(Br) —n(n+1)
1d].d0 +x2—n(n+1)=0
f dx dx
Z(x) df 1 dz Z(x)
fx)= WE ¥ dx x¥2 dx 2x%?
12 12
X )02 92 X770l x —n(n+1)=0
Z(x) dx dx 2
$
X 3 dz  g,d’Z x¥?dz 1

— VA ? — 1)=0
Z(x)| 2 dx dx* 2 dx 4x¥° ()" =nln+1)
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,d’Z xdz 1
Z(x)| 2 dx dx> 2 dx 4x¥

Z(x)¢+x*=n(n+1)=0

V=n+=
¥ 2

EQUACIO DIFERENCIAL DE BESSEL

X°Z!+XZ! + Axm |<NVN< =0
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TT1.10. Utilitzant la soluci6 de 1’equacid d’ones en
coordenades esferiques, demostreu que el camp d’una ona
esférica divergent s’atenua en allunyar-se de I’origen O amb
una dependencia que és inversament proporcional a la
distancia recorreguda des del punt O.

V2 = B (Br)R" (cos0)[C, cos(mo) + D sin(mi) "2 Bo,C;hy” (Br)

hv _ |7 H @
n A@_\v N@ﬁ :L\NA@—.V I m_?
0 2 i ple/2) /4] Ve AT
_I_ X—>0 N I[X—p(n/2)-1
o)z [2 s

hO(Br)—soty [T | 2 - (2oz)rga] _ 1

" 2Br \ npr Br

m_mq
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TT1.11. Considereu el camp electromagnetic linealment
polaritzat

E(F,t)= E, ¢! B, =By, Y

H(F,t)= Hge'tr
corresponent a una ona plana que es propaga en un dielectric
transparent. Suposeu tambeé que Im(k,)=0.
a) Avalueu el vector de Poynting.
b) Considereu la superposicio de dues ones planes linealment
polaritzades. Avalueu de nou el vector de Poynting.
c) Trobeu la component z del vector de Poynting considerant
que E, =E,,.
d) Avalueu la divergencia del vector de Poynting.
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a) Avalueu el vector de Poynting _m?_cn w\msm_ffszé
4 . Hlu. — D bnouunmm v< ) m _ O — ®< Amo<m_ﬂxxx+x<<+5~|§vw” O
Llei de Gauss l
- i(kyx+kyy+k,z—ot) o=
__Av\_mov\mA ' ;Io __A._molo
k, =0 <k =Rk, + 2k,
Llei de Faraday X > >
d’induccio mw X y 5
VxE =— ~ B=pH 0, m_,\ 0,|=—no, ﬁ_u_om_??e&
o mov\m_AlﬂISﬂv O
ﬁ| __ANmsm_ﬁé;T Mﬁ_xxmsm%? VT _S:Lom%év KxE =iopH,
_M_vo ”lvN —AN mo<|_|M —Ax mo<
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a) Avalueu el vector de Poynting E(F,t)= w\msm_?rfé:
. E
H A_nv_._“v — Al VN_AN 4 M_Aka i(k,x+k,z—ot)
oIt
Llei de
Biot-Savart L w\ 5
§_D 5 o, = ilir—ot)
VxH=—+ 0, 0, 0, = &0, E,e
ot H m_A_Mwleﬁv 0 H mmA_Mwleﬁv
0x 07

— gk Ho,e o) ik, Ho e o= —gieE, et ik x iy = —iweE,

—Ax_l_oN |_AN_|_ox Hemmo< = _AM |_|_ANN Hoummtmww

_AN 2 _AN ’ ]
_A L <OEN vz\emmt|—Am _A >0 EN v_/\—Avw|8Nmt

z
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a) Avalueu el vector de Poynting E(F,t)= JE,, e'* ke
- E
H(F,t)= (- &k, + 2k, )—L g'lwrrer
att
% § ;
S nmmmAmx _._Jvnm_um 0 _msm%ﬁe; 0
2 2| e o) o ilfr-ot)
_I_oxm 0 _I_on
P
S = w Re{(%E,, Hy, — 26, Hy, ) = w ReJ (RK; + 2K veo|ﬂ, o2k} |
2 2 2
WH _HNmA_AvimoL m|m_3A_Mv kZ<o?epn v_MimoL W k> ep /X_A 7m 7 m|m_3?Nv
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b) Considereu la superposicio de dues ones planes linealment
polaritzades. Avalueu de nou el vector de Poynting

WAW._”V v\m _Apxx+_&NN 8$+%\m m;xmxx;NNNle& me +_AHNN _ _A _ANN |8 gl

2y

A(F )= (- 8k, + 2k, )22

. _ A A N 1 —
i (kg X+Kq,2 SHV.TAI X_ANN +N_Amxv Y Ai(Ky X4k, z—0t)
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b) Considereu la superposicio de dues ones planes linealment
polaritzades. Avalueu de nou el vector de Poynting

mA v v\m _AHxx+_AHNN Sﬁvn_l %\mmv\m;xmxﬁxmkle& me |_|—AH_.NN _ —A —ANN |8 £l
. E. . .
_I_ Aﬂv.._”v” A| V\N—AHN n M_AHXVE i (kg X+ky, z—ot) |_|A| vN_ANN n M—Amva _A_AmxxiANNNlSC
m (V]V} ) (V]V}
S, =Re(k vi | e 2m) _[gRe(k, )+ 2 Re(k,, )=
20U Net
B, 1 Tmsm kel E,, E; Koe' - mi |
mB — Rex L ) IR I
201 |4 i, ket 4 B E; K el _

S H_. 51, * _Mlxw r Sl * 51, * * _Mlxm r
S, = Qmm?m + 2K B, En e i 4 (R, + 2k, )E, B e ) w
S,, = o Mt x&x 3 m_ﬁlmr +k, E,, mwm_ﬁlmi
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c) Trobeu la component z del vector de Poynting considerant

= mzumw. S,, = Re(k, vmmwN g 2mkll > g
S, —Relk, vwmﬁ%l_iil _ MMM__MWE_%;N Hs >0 T_,AN - oten_i
S, = wa: Refe el 4 i el ]
s Mmm_%@ N Ay
B e [Rell ki eos[Relk, K ) 7]
# 20p —Im(k,, —k,, )sin|Re(K, —K, )
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c) Trobeu la component z del vector de Poynting considerant

20U g im:ﬁ o
12z 20 _ _BA_AHN -k, vmijNmA_Mp

—Im(ky, +k,, )2

Re(k,, +k,, vooL_umA_w —k, V l
—k,

K

2 . -
S, =k, NmMI >0 S, =(k, + _ANNVNM\: @._. oOm?m — _Amv lww 0
_MmA_AHNvH _NmA_ANNvH 0
‘ ke > 0’ep e
mHN N wNN =0 mN = mHNN = __\SA_AHN o _ANNvi 3\7 m|_3A_Aﬁ+_ANNv.N w:;A_AHx — _Amxv. X_
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d) Avalueu la divergencia del vector de Poynting

—_ —_ —_ —

V.-§$=V.S +V-S,+V-S,

C. ZAPATA



TT1

C. ZAPATA
Treballs tutelats
d) Avalueu la divergencia del vector de Poynting
S 1 ilko—ky JF % * ilkg—ky J7
S, ugm&x £, E el L, E) ettt |
V.S, = %mmﬁm E; (kio, +k.0, 5 L B, B (K0, +K;,0, B w
= 1 mmNV\mHM\ F_Amx o _Apx V_AHx + A_ANN o _AHN V_AHNT A_AN _mv
Q.m“_.m ”N|_HN®A . . N N « . _A_M |_M*v_u e
OH r+ _mr\ mmv\A.A_Apx o _Amxv_Amx + A_AHN o _ANN V_ANN ? P )

ya

2 . = |.l.*/1 * * e |l*/n. . - . lll* ~
_mr; _—_AQ_ANVA m_c@ Ky +c;5 _ANV v+ A_AHN_ANNm_A_AN Ky fT ._.._AH Am_? _Amfv

H_.N /7 mm )

200 |_K_A A_AH*N VNW_A@LM% +A NNX +A_AMN VNW_A_MW_MMVL

-8, =t B PR
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d) Avalueu la divergencia del vector de Poynting

2
. |E . P
Q.mpm = NM\P ) A_” me +A_AHNV HT “ _AH ~_A UT_A_AHLANV_,W
+_AHN |8 cH S mHLN 17Kz _A1N|¢H*vww|
ol ot ¥ S g M et o
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TT2.1. EI camp magnetic d'una ona plana uniforme que es

propaga en el _uc:mmm N, = /g /&, = 376.60)
H(F,t)= T+_ x+_,ﬁm_i>_m_§ tky
N
on E, es una contant real i n, la impedancia intrinseca del
bulit.

a) Determineu la direccio 1 el sentit de propagacio de 1’ona.
Si la freqliencia és v=500 THz quant valen la longitud d’ona i
el nombre d’ona?

[’ ona es propaga al llarg de 1’eix OY 1 sentit positiu.

. - —_ m
H(F)=H.e"" & k=ky =& 3x10 H\m — 600nm
v  500x10™Hz
- E N i
H, u|;@+_vx+_,mm \i _Aumlaupo.ﬁ:g;

Mo A
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b) Escriviu I’expressio del camp eléctric.

—

. - = ot - E N L : [Sin/as
_I_Aﬂv_ﬁvﬂ _I_om_eT__Q mva__”vH mom_aﬁl__o\ _I_o H|o_”AH_.+_vX+_/\Mm \ANH_

~ Mo
QxIleomw% —ik xH, =iwe,E,
. - kK . = K
k =ky E,=—VxH, = = T+_ ) —i/2e™ % _
€, O, N,

N, = i, /6, =376.6Q

I — 4 _ in/4 o
ol E, = E,|@+i)2—iv2e43]
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c) Determineu el tipus de polaritzacio i el sentit de gir dels
camps.

E, = E,|(1+1)2 —i/2e4%| = E,v26™ (2 - i)

7 v cosa 1 (1 o =450
Y77 e sina NVAG ¢p=—m/2

Sol: Llum circularment polaritzada L

d) Escriviu I’expressio del vector de Poynting.

(5) - rRelexi) =25y

C. ZAPATA
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TT2.2. Determineu la matriu de Jones de 1) una lamina de
quart d’ona d’eix rapid vertical, 1 ii) una lamina de quart
d’ona d’eix rapid horitzontal.

1 0
R 0,= |=P,P’ +exp| i n%n @ 0)+il [0 1)

2 0 1

1 0 ,
R O.W — 0 i m_xm_.>>v_,_\_m_ﬂ_\wv_mﬁ_o>_.

T 7 T 1 0
Rl —,— |=e — _u +P . P, =i 1 0)+ 0 1
27’9 XP| | 2 /2" 1/2 0 A v 1 A v

R m m _ _ 0 _ 1 0 EIX _uk_v._w_,\n__ww_ﬁwofk.
2 2) (0 1) {0 -i) Exercici: Comproveu

I’equivaleéncia indicada
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A continuacio, representeu el vector camp electric d’un estat
lineal incident sobre una lamina de quart d’ona que forma un
angle de 30° amb 1’eix rapid d’aquesta. Descriviu amb detall
’estat de polaritzacid de I’ona emergent.

T T Ho./\w\mnz\w\m

”m PN U o — .
Ttv 5o ] T30 0 —i /2 _i/2
CoS o J3/2 a = 30°
. = —
e'’sina —i/2 Pp=—"m/2

LLUM EL<LiPTICA CENTRADA LEVOGIRA
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TT2.3. Considereu un feix de llum polaritzada el-lipticament
d’intensitat |, que incideix normalment sobre un polaritzador
lineal giratori. Calculeu com varia la intensitat | emergent del
sistema, en funci6 de 1’angle que forma el polaritzador amb
I’eix X. Passa aquesta intensitat per un valor maxim o
minim?
cos 0 . cos’0  cosOsinb
(cos® sinB)=

P(O)=P,P =| .
(6)=FP, sin 0 cos0sin®  sin?0

CoS o, cos’®  cos0sind) cosa
NISENIN = |Wou) =PO)win) =415

e sin o cos0sin®  sin?0 | e“’sina
2 i - -
CcosS- 0cosa+e? cosOsin0sino o ] cos O
?oavn):o . o u)\_oAOOmQSmQer_em_:@m_:Q .
cosOsinOcoso +e?sin“ 0sino sSino
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Calculeu com varia la intensitat | emergent del sistema, en
funci6 de ’angle que forma el polaritzador amb 1’eix X.

Wou) =+ 1o A8m 0.cos a.+e'* sin Osin Qv_ua LLUM LINEALMENT
. . . . 2
Ir METODE | = (Wou| Wour) = _%8 0cos a.+e"*sinBsin Qi

| = _OAS% 0cos® a.+sin” 0sin® a.+ 2cos ¢ cos 0 cos a.sin Osin o&

: : 1 : :
= 1,4 cos” 0cos® a.+sin® Osin’ 0+ C0S Sin 20sin 20,

2n METODE
| HAp_\oc;f_\o,:v H?:: _U*Amv. _UAGVT_::v L f_\_L X_U Ttsv

| ={(w, _u@¥N = 1,|cos Ocos o+ sin Osin Qﬁ
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Passa aquesta intensitat per un valor maxim o minim?

| =1,{cos® 0cos? o.+sin? Osin? a.+ 2.c0Ss ¢ cos Hcos asin Osin oL}

—2¢0s0sinOcos® o+ 2cos Bsin Bsin® o
|,9—2cos @sinBcosasinBsina >
+ 2C0S (pC0S O cos . cos Osin o

_ol_
00

0

J

_a

00

0= _ |,,{cos @ cos 20sin 20, —sin 20 cos 20} tan 20 = tan 20.cos @

00

Conclusio: El valor maxim i minim
s'aconsegueixen quan el pla de polaritzacio
d'eixida coincideix amb els eixos major |
menor de I'el-lipse de polaritzacio d'entrada. tan 2y =tan20.cos @

0 = N_OASm ero% 0—sin® avoOQO_: o —Cos 0sin 28% o —sin® o&

20=2y+tm
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Passa aquesta intensitat per un valor maxim o minim?

Quan la llum transmesa pel polaritzador aconsegueix un
maxim o un minim, s'esta seleccionant la direccio dels eixos
principals de I'el-lipse d'entrada.

| = _Mo {1+ cos 20.cos 20+ cos ¢sin 20sin 20§

tan 20 =tan 2o cos ¢

I, — bolqs kil al L1 ﬂflﬁ\oo% 201 +5sin? 201 cos* i
2 sin 20 2
Sin20 — + tan 20 ot SIN 20 COS @

S V1+tan?20  +Jcos? 20+Sin? 20.c0S’ ¢
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Questid: Es pot determinar experimentalment el valor de
I'el-lipticitat de I'el-lipse de polaritzacio de la llum incident?

\

| H_Moﬁj\oo% 200 +sin? 20, oS i

| H_Mowj\oo% 20.+5sin” 20.c0S” ev

—~—

~ 1—4/cos? 2a.+sin? 2a.c0s? @

1+/cos? 20, +sin® 2a.cos% @

1—+/cos? 2a.+5sin? 20.€0S ¢ cos? B = 1++/cos? 200 +5in? 20,08 @

2 2
- 2 N ain? 20 2 - 2 2\ ain2 - 2
sin“ 2B =4sin“ 3cos m|H|A8m 20.+SIN“ 20 C0S 6v|m_: 20.5IN° @

sin®p =




TT2 C. ZAPATA

Treballs tutelats

TT2.4. Siga un dispositiu optic format per una lamina de
quart d’ona, els eixos rapid 1 lent del qual coincideixen,
respectivament, amb els eixos OX 1 OY del sistema d’eixos
cartesians de referéncia, seguida d’un polaritzador lineal 1’eix
de transmissio del qual forma un angle € amb 1’eix OX.
Determineu els valors i vectors propis de la configuracio i
especifiqueu detalladament els tipus de llum gue representen.
Raoneu per que aquestes llums son propies del sistema en
questio.

M, = P(e)R(n/2,7/2)= PP (P,P; —iP,,P., )= coseP,P; —isineP P,

M, = P.(coseP; —isin mmmmvu P (cos&P, +isin eP_, f
—

/

<

LLUM EI-LIPTICA CENTRADA
DEXTROGIRAAMB EL-LIPTICITAT &
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Determineu els valors i vectors propis de la configuracio i
especifiqueu detalladament els tipus de llum que representen.
Raoneu per gue aquestes llums son propies del sistema en
questio.

e cose . cos’e  —isinecose
M, = P.(coseP; —isine %vu (cose —ising)=

sing singcose  —isin’e

det(M, —1)=0=(cos?> e~ )—isin?&—1)+isin? ecos? e = —A(cos? e —isin? &)+

.. COS e
yﬁ - OOmN e—1 m_sm &€= Tttv = _. = _um LLUM EL-LIPTICA CENTRADA
SIN g LEVOGIRAAMB EL-LIPTICITAT n/2-¢
- N g
sing cos(n/2 —¢)
?BHOHLEBVH =

—icosg) |—isin(n/2—¢)
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En una segona part, resoleu les mateixes questions que en el
paragraf anterior per a una configuracié semblant en que el
polaritzador lineal haja sigut girat 90° respecte de la seua
posicio original.

P2 (PP —iP,,P), )=—sineP, Py —icoseP,, Py,

e+1/2

M, =P(e+n/2)R(n/2,7/2)=

m+n\m

M, = E\Lm_: eP. +icoseP Ln|m+%w5 b, |_8mm_ugL.
— ~ /
LLUM EL-LIPTICA CENTRADA
LEVOGIRAAMB EL-LIPTICITAT n/2-¢
—sing), . . sin“e  isinecose
M, = (-sing —icosg)=

CoS¢ —singcose —icos®g
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Reconeixeu que cada un dels nous vectors propis és

ortogonal a un dels de la primera situacio.
—sing), . . sin’ g isingcose

M, = (-sine —icose)=| | o
COSE —singcose —iCoOS” ¢

det(M, —1)=0=(~icos? e~ )sin? e — 1 )+isin? e cos® & = —Afsin? e —i cos? &)+ 12

—sine
A.. =sin‘e—icos’e = 7_\ v — =P LLUM EL-LiPTICA CENTRADA
21 21 €+m/2  DEXTROGIRAAMB EL-LIPTICITAT ¢
COS¢g A
— ~
2 0 7 v COS¢g
= — f_\ = . .
= 2/ \ising
. cose :
A/_SN Ttmmv = Am_s & 1C0Sg) . =0 Az_\ET_\Ev =P, _Umiﬂ\m =0

Ising
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Reconeixeu que cada un dels nous vectors propis és
ortogonal a un dels de la primera situacio.

M, = _wASm%o +1sineP , v = T_EX,_;L
M, # ?HL €EX€E 7 + PHL €HNX€B 7 = AOOmN g—isin’ mv_um _UM

Questid: Per que no es compleix el teorema de
descomposicio espectral?

*

M, # v(BT_\EXK_\B 7 + PNNT_\NN XéB 7 = Ammsm g—icos” mv_umid\m _um+a\m

M, = I_umiﬁ\m T_: eR, —1 OOmm_u%H = IT_\BX{B 7
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TT2.5. Analitzeu ’actuaci6 del dispositiu descrit en 1’apartat
anterior sobre 1) llum el-liptica centrada, d’el lipticitat €, I Ii)
sobre el seu estat ortogonal.

M, = T:EXéB _ M, = I_f_\EXf_\HN _
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Repetiu 1’analisi quan s’afegeix a continuacid una lamina
retardadora identica a la primera pero girada respecte a
aguesta 90°. Compareu ambdos resultats.

_HNAO_ ﬁ\wv_/\_%tnv =
R(0,7/2)M,|w,,) = (RP; +iP, P, JP. = (coseP, +isineP,, )

_HNAO. n\mv_/\_pT_\Bv = T_\va — _MAO_ ﬁ\Nv_/\_H = Ttmmxf_\mm 7

_uNAo. H\Nv_/\_NT_\Bv =0
R(0,7/2)M, |y, ) = (RPy +iP.,P., J=P...., )= (sineP, —icoseP, , )

_HNAO_ ﬁ\Nv_/\_ NT_\BV = T_\Bv — _HNAO_ ﬁ\mv_/\_ 2 — T_SNX;\B 7
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Finalment, particularitzeu els resultats anteriors al cas en que

e = 1t/4.
sin ¢ CoS¢
— e=m/4 N _I — g=n/4 N m
Vi) —jcosg vz) isine
M, = _ui_u* M, = I_Uwi L = _Uli L

*

R(0,7/2)M, = {R(0,7/2)P,, R = RR
R(0,7/2)M, = {R(0,n/2)P_, JL = LU

Conclusié: Podem construir polaritzadors circulars amb dues
lamines de quart d'ona i un polaritzador lineal.

RR™ = R(0,n/2)P(n/4)R(rn/2,m/2) LL =R(0,n/2)P(3n/4)R(n/2,n/2)
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TT2.6. Es disposa d’una lamina de mitja ona amb les seues
linies neutres girades un angle o respecte als eixos cartesians
de referencia.

a) Avalueu I’efecte que produeix aquesta lamina sobre la
[lum polaritzada circularment, tant dextrogira com levogira.
Interpreteu el resultat en termes de llums polaritzades

elementals.
COS o . —sina .
R(o, m)=P,P, P, ,Pr.»=| . |cosa sina)- (-sina. cosa)
sin o COS o
2 -2 - :
COS“o.—SIN“o  2C0So.SIna cos2a  SInh2a

R(at, )= =| .
2cososino  sin® o —cos® o sin2o.  —Cos 20
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a) Avalueu I’efecte que produeix aquesta lamina sobre la

[lum polaritzada circularment, tant dextrogira com levogira.

Interpreteu el resultat en termes de llums polaritzades
elementals.

L=P,—iP, —_— |
R=P,+iP, |= __.W|W|méM|_QWMW |_w+%w
I =P P’ +n;\NJ;\N TP * a2

R(o, 1) L = exp(~ia\P, +iP,, ., j= exp(~io {exp(~ic )R}
R(a, m)=P,P -P_ ,P.

o+T7/2

R(o, 1) R =exp(+ia)iP, —iP,, ., | = exp(+ia fexp(+ia )L}

R(a, t)=exp(i2a)L-R" +exp(—i20)R- L

C. ZAPATA
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a) Avalueu I’efecte que produeix aquesta lamina sobre la
[lum polaritzada circularment, tant dextrogira com levogira.

Interpreteu el resultat en termes de llums polaritzades
elementals.

R(o,, m)=P,P — -P...P.

o+1/2

E@.nv.mnh cos2a  sin2a 1) exp(i2a)( 1

— — 1200 )L

J2 sin2a —cos2a |\ i J2 o =i exp(i2a)

1 (cos2a sin2a 1) exp(—i2a)(1 .
Rlo, ) L=—| | = = —120 )R
(0, ) J2sin2a0 —cos2a | —i J2 _ exp(~i20)

R(a,, w)=exp(i2o)L-R™ +exp(—i2a)R- L
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b) La lamina anterior se situa entre dues lamines de quart
d’ona. L’e1x lent de cada una d’aquestes lamines forma un
angle de 45° amb I’eix X. Analitzeu I’efecte que exerceix aquest

dispositiu sobre una llum linealment polaritzada a 0° i a 90°.
1(1+1 1-i

R(n/4,7/2)=P P, +iP, ,P. , == . .
Aq.n\ ﬁ\ v /4" w/4 3n/4" 3n/4 2M1—i 1+i

1 (1+i 1-i)1) 1+i(1

Rw/4m/2)R==\ L 775 Lo | =P 4R
1 (1+i 1-iY 1) 1-i(0 .
R4 L2l i 1ei i)~ vz 1) S AP

R(n/4,7/2)=exp(in/4)P, - R"+exp(=in/4)P,, - L
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b) La lamina anterior se situa entre dues lamines de quart
d’ona. L’e1x lent de cada una d’aquestes lamines forma un
angle de 45° amb I’eix X. Analitzeu I’efecte que exerceix aquest
dispositiu sobre una llum linealment polaritzada a 0° i a 90°.
1(1+1 1-i

R(n/4,7/2)=P P, +iP, ,P. , == . .
Aq.n\ ﬁ\ v /4" w/4 3n/4" 3n/4 2M1—i 1+i

1(1+1 1-1\1) 1+i(1 .
m?\%a\mv.@um i 1ailo)m 5l = exp(in/4)L

1(1+1 1-1y0) 1—-i(1l .
Rint/4,1t/2)- P, =— =——| |=expl—Int/4)R
(/a.7/2) P, =21 0 ] = | exelin/a)

R(m/4,m/2)=exp(in/4)L- P,y +exp(-in/4)R-P.,
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b) La lamina anterior se situa entre dues lamines de quart
d’ona. L’e1x lent de cada una d’aquestes lamines forma un
angle de 45° amb I’eix X. Analitzeu I’efecte que exerceix aquest
dispositiu sobre una llum linealment polaritzada a 0° i a 90°.

R(n/4,m/2)=exp(in/4)L-P, +exp(—in/4)R-P,, ¢ LLUM EMERGENT
2n ELEMENT TSV - _NOH\NT ﬁ\Nv. P = mx_u?d\hv_l

R(ot, m)=exp(i20)L-R" +exp(—i2a )R- L 4
v,) =exp(~i2a)exp(in/4)R

3r ELEMENT

R(n/4,7/2)=exp(in/4)P, -R* +exp(~in/4)P,,- U £
) =exp(—i20)exp(in/4)R(n/4,m/2)- R = exp(—i2a.)exp(in/2)P,
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b) La lamina anterior se situa entre dues lamines de quart
d’ona. L’e1x lent de cada una d’aquestes lamines forma un
angle de 45° amb I’eix X. Analitzeu I’efecte que exerceix aquest
dispositiu sobre una llum linealment polaritzada a 0° i a 90°.

1r ELEMENT LLUM EMERGENT U .U
n/4 +1 3n/4

_HNAﬁ\h_ ﬁ\NvH _Un\b_ui + __an\h _ani T_\Hv An\h ﬁ.\Nv mj2 ~
yy) =exp(—in/4)R V2

R(o, m)=exp(i2o)L-R" +exp(—i2a)R- L o) = R(ot, 7)- |y,
v,) =exp(i2a)exp(~in/4)L

_u?\h_ ﬁ\NvH _UnE_UE + _an\hﬂwn\m_ T_\wv = EAﬁ\h,ﬁ\Mv.T_\Nv

) =exp(i2o)exp(—in/4)R(n/4,7/2)- L = exp(i2a Jexp(-in/2)P,,
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¢) Comproveu que el dispositiu de ’apartat b es comporta
com un retardador amb les seues linies neutres centrades.
Trobeu el valor del desfasament gue introdueix.

R(n/4,7/2)R(a, m)R(1t/4, /2) = exp{—i(20.— /2)}P,P, +expli(20.— n/2)}P R

R(n/4,7/2)R(0t, m)R(m/4,1/2) = exp{i(20. — n/2)}{P, Py +exp{i(da— n)}P, P, |
. B
R(n/4,7/2)R(ce. t)R(n/4,7/2) = expl-i(2c.— 7/2)|R(0, 40t~ )
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d) A quin element equivaldria el dispositiu de ’apartat b Si
les dues lamines de quart d’ona tingueren els seus eixos lents

coincidents amb I’eix X?

R(0,n/2)=PR,P, +iP_,P.,

*

_u?\h_ ﬁ\NVH _u%_ /4 + -_uw% _uwwi.

R(0,7/2)=R(n/4)R(n/4,7/2)R(—n/4)
R(n/4,m/2)= R(-n/4)R(0,/2)R(n/4)

M =R(0,n/2)R(at, )R(0, 7/2)
M = {R(/4)R(= n/4)R(0, 7/ 2){R(n/4)R(~ /4)}R(ct, R (/4 )R(~ 7/ 4)IR(0, 7/ 2){R(m/ 4)R(~ 1/ 4)}

_HNAGV =k _um* + _u% _uawn\m —

*

_HNAI 8 =k _uo* + _ufn\m P /2

T

cosO sinO
—sin® coso

cosO -sino
sin®O cosO

—

B

MATRIUS DE
ROTACIO DEL
SISTEMA DE
REFERENCIA
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d) A quin element equivaldria el dispositiu de ’apartat b Si
les dues lamines de quart d’ona tingueren els seus eixos lents
coincidents amb 1’eix X?

- R )R 4RO 2R A R( /4R R R 4RO,/ 2R AR )
= m?\hv_w?\h ,1/2)R(a.+ /4, m)R(n/4, a\mw_uAl n/4)
/ R(n/4,7/2)R(at, t)R(n/4, /2) = exp {—i(20. — 7t/ 2)}R(0,40. — 1)

= R(n/4){exp(~i20)R(0.40)R(~7/4) | NEIEXDESISCNRS/ A0

_ mx_uT _NQx_u %_u et mx_uA N_o&_ui_u w
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TT2.7. Considereu el filtre de polaritzacio dissenyat per Lyot
i Ohman, que consisteix en un conjunt de lamines
retardadores compreses entre polaritzadors lineals amb els
seus eixos de transmissio paral-lels. El retard de les lamines
segueix una progressio geometrica, s a dir, d, 29, 49, 89, ...
Totes les lamines tenen les seues linies neutres orientades a
450 respecte dels eixos de transmissio dels polaritzadors.

a) Trobeu la matriu de Jones d’un sistema compost per N
lamines retardadores (i N + 1 polaritzadors).

M=M_,,-....M,-M,-M, - P(45°)

| Lo 1(1 1) (1 0 ) 11 exp(i2"*s)
_/\_N_fH I_UAhmov._uNAO_Nz Hmvlm 1 1/10 mx_uAmNszv IM 1 mXbAmNszv
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a) Trobeu la matriu de Jones d’un sistema compost per N
lamines retardadores (i N + 1 polaritzadors).

Mooom =Lt mx_uomfmv (1 exp(id) |H+mx_oomz¢mv 1 exp(id)
T g1 expliz® ) (1 explis)) 4 1 exp(id)

|H+mx%Nszv
- 2
M i eoos My <M, - M, =exp(i8)cos(8)M . -...-M, - M,

M. -M, M, =exp(i2"?5)cos(2" 25 )M,

M s M, <M, - M, =expl(i2"25)cos(2"25)... exp(i25)cos(25 )expl(i5)cos(5 )M,

N N-1
M yiooosM, -M, - M, =exp| i8> 2" :HoOmAmimv_/\:
n=1 n=
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a) Trobeu la matriu de Jones d’un sistema compost per N
lamines retardadores (i N + 1 polaritzadors).

M=M_,-...M,-M,-M, - P(45°)

M - M, M, M, = exp _mMNi _8%3 5,

1(1 explid) 1(1 1) 1+exp(is)(1 1
21 exp(id)) 21 1) 4 (11

M, - P(45°) = = exp(id/2)cos(5/2)P(45°)

S e 5
M=M_,-....M,-M,-M, -P(45°)=exp| i— > 2" |[] cos| 2" = |P(45°)
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a) Trobeu la matriu de Jones d’un sistema compost per N
lamines retardadores (i N + 1 polaritzadors).

N-1
D 2"=1+2+4+. 42" =2" -1

sin(2"%5)  2sin(2"25)cos(225) 2% sin(2" 35 )cos(2"*5)cos(2" 25)

2" sin(5/2) 2" sin(5/2) 2" sin(5/2)
M ein(oN-M-15) TT n W

m_:ﬁz;mv 2 m_:AN mv?_zr\_ cos| 2 o) 5

: = . > ] cos| 2" —

2" sin(5/2) 2" sin(5/2) n=0 2

LS 5 52" —1)) sin(2"*5)

M = WA 2" = |P(45°)= P(45°
- NMO o 0% 2 (45)=exp| 2 )2Vsin(5/2) (45’
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b) Demostreu que si incideix llum natural amb una intensitat
l,, la intensitat emergent d’aquest sistema es pot escriure

com. e m_:mﬁz;mv

= _
M 22N sin?(5/2)

(. 8(2" -1)) sin(2"s)
M=ep 75 2" sin(5/2)
-

52" -1)) sin(2"5) [1,
2 )2"sin(§/2)V 2

P(45°)

T_\o_:v — mXb _ _Uhmo
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TT3.1. La conductivitat d’un material es descriu mitjancant
la llei d’Ohm, J =oE . GE:NNSS equacid J = pr,on p=—Ne
és la densitat de carregues i ¥ = dr/dt:

a) Identifiqueu la conductivitat o(w) del medi.

b) Demostreu que o/(—iwe, ) és essencialment la
susceptibilitat x del medi.

¢) Com gue en un metall les carregues de conduccio no estan
lligades, podem considerar o, = 0, que és I’anomenat model
de Drude. Trobeu la conductivitat nominal (és a dir, en el
limit ® — 0) 1 la freqiiencia de plasma per al coure, el qual té
una densitat de 8.9 x 10° gr/m? i un pes atomic de

63.54 gr/mol. A més, considereu que y = 2.05 x 103 rad/s. En
aguest cas, suposeu un electré de conduccio per atom i
recordeu que el nombre d’Avogadro és 6 x 1023 atom/mol.
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C. ZAPATA
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a) Identifiqueu la conductivitat o(w) del medi.
d’r , df . - 1 -
dt dt m m o; -0 —12y0
3 = _ Ne* 1 = Ne° —I1 =
J = pf —e=te  — E- 2 __E
m o, -0 —12yo m o, —o" —-12yon
s 2
.- —ion’e Ne
J=cE=>0=— N_o.o SNH|
W, — O — 1270 go,M
in’e e
O bruge == > _o. o Ohom = _EBQDE% =— o
®+12y 00 2y
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b) Demostreu que o/(—ime, ) és essencialment la
susceptibilitat x del medi.

-

J =pr —=% 5(_ Ne)(-iorF)=—io(— Ner)=—ioP

C. ZAPATA
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c) Com que en un metall les carregues de conduccid no estan
lligades, podem considerar o, = 0, que s I’anomenat model
de Drude. Trobeu la conductivitat nominal (és a dir, en el
limit @ — 0) i la freqliencia de plasma per al coure, el qual té
una densitat de 8.9 x 10° gr/m?3 i un pes atomic de

63.54 gr/mol. A més, considereu que y = 2.05 x 10% rad/s. En
aguest cas, suposeu un electré de conduccio per atom i
recordeu que el nombre d’Avogadro és 6 x 1022 atom/mol.

23 » 7
N - 6x10“ atoms/mol Am.oxpo@ or /m? Hm,_mo:o _8.4x10% m_mo:wo:m
63.54gr/mol atom m
2
o, = Ne” =1.6x10" rad/s f,= 2.6x10°Hz  e=1.6022x107°C
m
i W2, m =9.1094 x10°'kg
G, =——=58x10"Siemens/m

o Dy £, =8.8542x10*F/m
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TT3.2. Demostreu que I’index de refraccid d’una mescla de gasos

val:
()= fn o)

on ni(m) és I’index de refraccio de cada un dels gasos 1 f; la seua
concentracio fraccional molecular (nombre de molecules del gas i
dividit pel nombre total de molecules).

Com a aplicacio, trobeu I’index de refraccio de 1’aire per a

A =589nm a partir dels valors n, =1.000272 i ny, =1.000297
corresponents respectivament a 1’oxigen 1 al nitrogen. (Considereu
I’aire com una mescla d’aquests dos gasos amb proporcions
respectives del 25% i1 el 75%).
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Relaci6 entre la susceptibilitat 1 I’index de refraccio

Nombre de dipols per Carrega
unitat de volum eléctrica

e =1.6022x10*°C
/me \H

m=9.1094x10*'kg

xo)=————
Susceptibilitat MOB 80 —® e = m mmN_.NXH_.OIHN _H\_\j
eléctrica \4 \ / 0 .
Permitivitat Massa de Frequencia de
dielectrica Pelectré ressonancia

MEDIS MOLT DILUITS

(w) = T+ (o) —X2 V?w (o)
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Suposem que existeix més d'una especie atomica.
Si les especies a tenen Z, electrons amb frequencies de
ressonancia w,;, llavors _uoO_mB escriure:

zMz
MM

Le *_HAUHHM_:_

iyl M MIMJmOM allul

M:+N|moM allul =3 fino

C. ZAPATA
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EXEMPLE NUMERIC:

n,, =1.000272 fo, =0.25

n,. =1.000297 fy, =0.75

Nare = fo,No, + Ty, Ny, =1.000291

C. ZAPATA
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TT3.3. La susceptibilitat d’un medi ¢és definida a través de
P =NaE,, =¢,xE, 0n E és el camp eléctric macroscopic. El
camp local, és a dir, el camp electric actuant sobre 1’atom,

esta donat per E, ., = E +(3¢,) " P. Demostreu que
2

3y No ®,

local

x+w| g, O —m —i2ym

segons la teoria de Lorentz, que s’anomena la relacio de
Clausius-Mossotti. A continuacio, obteniu la relacio de
Lorentz-Lorentz mitjangant ’equacio y =n® —1
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Demostreu la relacio de Clausius-Mossotti.
va —
Q|M+N<Q|q+eowu|Mm_ooan|m > w . Ec
dt dt m m o; — o0 —12y0
. . 3 , Ne?
P=—-eNr =NakE_ = O, =——
goM
_w, = ZQm_oom_ = moxm — mv_oom,_ = mo|x m
No
\ RELACIO DE CLAUSIUS-MOSSOTTI
_ Y No
E B4 S g, Sl 1+X &

ocel 3¢, Na - 3¢e, 3
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A continuacio, obteniu la relacid de Lorentz-Lorentz.

X Noo 1 O,

3+ ) 3¢, |w8m|8N|_m<e
y=n’-1

RELACIO DE LORENTZ-LORENTZ

n?-1 1 ®;

n°+2 |W8N|8N|mm<8

C. ZAPATA
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T3.4. Comproveu que la formula de Lorentz-Lorenz safisfa,
amb les aproximacions oportunes que cal establir, la formula
de Cauchy per a I’index de refracciod de gasos:

n(A)-1= ?W

on A I B son constants a determinar.
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Relaci6 entre la susceptibilitat 1 I’index de refraccio

Nombre de dipols per Carrega
unitat de volum eléctrica

e =1.6022x10*°C
/me \H

m=9.1094x10*'kg

xo)=————
Susceptibilitat MOB 80 —® e = m mmN_.NXH_.OIHN _H\_\j
eléctrica \4 \ / 0 .
Permitivitat Massa de Frequencia de
dielectrica Pelectré ressonancia

MEDIS MOLT DILUITS

(w) = T+ (o) —X2 V?w (o)
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Suposant que hi ha Z electrons gue responen de forma
Independent a un camp donat:

o) =230 afa)a S WS

€y i1 O —®

, _2ne
;
Ne* & A Ne® & A
nia)—1 L = _
*) 8n’g,mc M%L(N_ 81 mOBON_MuHUT?_\iN
1 A/
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Suposant que hi ha Z electrons gue responen de forma
Independent a un camp donat:

n(A)-1= AT@

A AB
AN

' I ' I

n(x)-1= Mm TIN_ = M»N Ma_

mn £,MC’ mﬁ £,MC’

ma £,MC’

A= % B==
8m°g,mc” M
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EXEMPLE NUMERIC: Gas He a temperatura i pressio

estandard. .
B Z=2=A, =Mk, =584A
n()-1- A1+
370 x 5.@ o n(x)=1 vs. X -
365 / A= z N M»N 8.23x10°°
. -5
. 11 apan 2
x| B=2.3x10""cm Mﬁ
30T B=11_=342x10"cm’
N§ 2 Bk L rm% | L | 6-% Mv/{N—
A(A) = -

* Lasers (P.W. Milonni & J.H.Eberly), p. 40
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T3.5. A partir de I’expressio donada pel model classic per a la
relacio de dispersio, trobeu la formula semiempirica de
Sellmeier:

C.
DNAv(v” >+ Mﬂ_v(m

valida per a medis transparents en les regions espectrals
allunyades de les longituds d’ona de ressonancia A;.
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Relaci6 entre la susceptibilitat 1 I’index de refraccio
2TC
N & e°/m Ne> & WA A=
®)=— = — i
xA v €0 W“ o’ —o° 4n’g,mc’ WU A=A @

FORMULA DE SELLMEIER
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Lluny de la zona de ressonancia es compleix: A))A.

N
)= AT Y =AY s AT T 1 T
=2 =) ~ X
Tm
C,=)2B,
Ne*

w v(N Z

' 4n’g,mc’ A=1+> B
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Com a aplicacid, considereu en la regio visible el cas del
CaF,, del qual es coneix I’existencia de dues longituds d’ona
de ressonancia A, =94.2nm i A, =35um . La primera
d’aquestes esta associada a una transicio electronica, mentre
que la segona correspon a una transicio entre estats de
vibracio d’ions F- en la molecula. Trobeu el valor de les
constants de la formula de Sellmeier en aquest cas. (Ajuda:
m. =3470m,, on m, €s la massa de 1’electro).

g, =8.8542x102 F/m |
e =1.6022x107°C
N =??

m, =9.1094 x10"*'kg

> Ne* o
NP ==
me,M,C ,
.\ C,=)2B, =77
B =| %] =77 C,=)2B, =27
2 2
B, 22 M 398 A=1+3"B =7
wp v/@ Mc i—1
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TT3.6. Considereu el seglient index de refraccio apropiat per
a un medi amb frequiencia de ressonancia w, i constant de
relaxacio y [Phys. Rev. A 1 (1970) 305]:

B o, /v <<n,
n(o)=n. o(®—w, +iy) i _o i

En I’equacio anterior, N, €és 1’index de refraccio lluny de la

freqliencia de ressonancia i w, > 0 per a un medi dissipatiu.

a) Avalueu la velocitat de fase 1 la velocitat de grup d’un pols

I’ample espectral 1/t del qual és molt menor que la constant

de relaxacio, yt >> 1. ( w0, (0—w,)

0~ p 0

0,0, (0— o, —iy) M= * : L

DAev -n — 0™p o — ! n=n'+in"_ | ® Ael eov +Y

* olo-0, +iy ) o—wn, —iy) ’ WOl
o|(w—o,) +v*
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a) Avalueu la velocitat de fase 1 la velocitat de grup d’un pols
I’ample espectral 1/t del qual és molt menor que la constant
de relaxacio, yt >> 1.

V, _e_° v HQ|8H QA:‘e\OV - n=n — GOSUASMSOW,
K n’ g dk do Sﬁﬁeleov +y ._
) 41
vV = Q 388|808b ] A8|80v ]
"ldole o fo-ofeyt])
_ N -
v =|fe_Do®p ¥ — (-0, ) ie_o\iAA:s

Cle o frelomaf]
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b) Particularitzeu aquestes expressions quan la freqliencia
central del pols coincideix amb la fregliencia de ressonancia
w, del medi, I trobeu els valors de o, per als quals la
velocitat de grup pot ser superluminica i inclus negativa.

-1
S C v om0, | Mo ®Po®p 1 C
I 2 -

g
n, C C v 38|8o8_o\<

8”80

V
f 2

( A
n, —mm, /7> >0 o, <n,y? /o,
2

'

Vg >C = Y
2
N7 — 00,

>le o, >N, -1 /o,

ny (-l _ - _ 0y
80\< 8o\< 80\<

2
V, <0=n vy —oyo, <0 ®, > )
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c¢) Finalment, trobeu la condicio que ha de complir el

parametre o, perque la distancia de penetracié d = [kyIm(n)]*

siga molt major que la longitud d’ona A, en el buit.

3:” ~ 808U< . O=0y Ouc

eﬁeleo% +<N_ v

1 A, 1 Y

d = =2 A S
k,n"  2n 8_o\<vv 0 < @pll T

Quiestio: Es compatible aquest resultat amb els obtinguts en

I'apartat anterior?

C. ZAPATA
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TT3.7. Es ben conegut que en un dieléctric perfecte, el camp
electric E 1 magnetic H d’una ona plana oscil-len en fase.
Considereu ara una ona plana monocromatica que es propaga
en un medi metal-lic amb una conductivitat ¢ # 0. Trobeu el
desfasament ¢ del vector camp magnetic respecte al vector
camp electric, i demostreu que si c/em >> 1 es compleix que
@ = -45°,

CAMP TRANSVERSAL

A_ST__AXV VB=0
A_ST__QV vD=0

I
oﬁ'm
-é -é




TT3 C. ZAPATA

Treballs tutelats

Trobeu el desfasament ¢ del vector camp magnetic respecte
al vector camp electric, | demostreu que si o/em >> 1 es

compleix que ¢ = -45°. g, =e£—ic/®
_ik x _wo — I_S_Wo — Kk x _wo = SIIO

—tkxH, =cE, +10oD, = k xH, = 1ok, —weE, = —me_E,

EQUACIO DE DISPERSIO

—

K xA_Mx _wovn opk x H, = k? = o’ue, = 0’ pe—iopo

:NH_AN\oumtomo B v 02 — & —j ©
o ) g, OF, g,0cR
k x E, = opuH, = arg(k)+arg(E, )= arg(H,)
¢ =arg(H, )—arg(E,) =arg(k)
O 5)we

k* Hemtml_SIQUHmsAmﬁvnl >—00 <> O =—T11/4

0e
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TT4.1. Una ona plana homogenia de frequiencia v=500THz té
un camp electric que s’escriu de la forma:

mz\l —ikF

E(F)=E,| 2(28-2)+i—=9y e

Considereu que aquesta ona es propaga en un medi d’index
de refraccio n,=2 i incideix obliqguament sobre una superficie
que separa aquest medi de I’espai buit (n,=1) tal com es
mostra en la figura adjunta.

a) Obteniu el valor dels angles «
d’incidéncia 1 de refraccid. A més, escriviu n,=2 - n=l
les expressions dels vectors d’ona de les
ones incident, reflectida i transmesa.
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a) Obteniu el valor dels angles d’incidencia 1 de refraccio. A

mes, escriviu les expressions dels vectors d’ona de les ones
Incident, reflectida i transmesa.

(4 )
E(r)=E, %zvi%% e _E oW @ E, | i5V5/2 |E,
. —2 )
OZ>._|_N>Zm_<__mml> OZ>_N_m_u_|_mO._|_Ul> \Cx/
E'(F)=Ee™  E()=Ee™  R_ynam i- u,
okt R =kona” )
- - 2 $* /: NM
n = =
o 7 ~ > \H_.\/\WJ —Ao ”g 1 2
m__mouoo,guﬁoxv\u 0 i
u-y= E,xy _ 1 K y 7
‘ 2/\5) ko =105um
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a) Obteniu el valor dels angles d’incidencia 1 de refraccio. A
mes, escriviu les expressions dels vectors d’ona de les ones

Incident, reflectida 1 transmesa.

ONA INCIDENT ONA TRANSMESA ONA REFLECTIDA
mA—ﬂvv” momlmmw m‘A—I\vv” mmml_xﬂ m“A—I\vv” m%ml_x:w
k =k,n, K’ = k,n, 0’ K" = k,n, 0" (sing
u=| 0
K =K =k’ -

i B ., c
Dﬁm_3m|3mm_3m —A<”—AV‘\”—AV‘\‘ _AN”|_AN \ J
sine =1//5 n,=2 1" n,=1

(sine) \N\/\W/ €=26.57° ( H\/\w )

N e'=63.43 |

u=| 0 |=| 0 u" = 0 ” y 3
/OOmm‘\ /H_.\/\W\ mu_um‘”@Oo f|N\/\W¥
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b) Identifiqueu el tipus de polaritzacié de 1’ona incident.

ONA INCIDENT (4 J B \H\/\w/
=(z\_ & ~-ikF . R E \/
E(F)=Eqe E =|i5J5/2 |E, cho|xw\n 0
- > ¢
k =k,n,u . -2 ) 0 /N\/\w\
. LLUM
= N VU = E,-U 2.5 EL-LIPTICA
E. =(E.-G, N, +\E. -0 =| % I|= E
LT W r Yo )
A xm\/\w/ n,=2 $¥ n,=1
G,=0,x0|
- U= 0

oy /|H\,\w\
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c) Obteniu el camp electric de I’ona reflectida 1 transmesa. A
m¢s, 1dentifiqueu el tipus de polaritzacid d’aquestes ones.

E, uAmo 4 r__ +A_mo u

=1 (' ~r\ar -1 A

B, = Amo Ui My +Amo u

—=n __[e=r An\qr - A
ONA TRANSMESA

E'(F)=Eje™"

1 ~Y
k'=k,n,u

b, - B, )_[ 245 )
7 E,-a, ) lisve/2)
ki (Ep-d)_[ 2 ,m
LB G, ) st /2)
VYA 4 A
Fvmkm\mo.c__ — N/\w—.__ E,
\E¢-d, ) 551, /2, X
n =2 n=1
ONA REFLECTIDA
m“AWvH mm‘ml__ﬁw r
_M:”_AODH_.G(\ k y Z
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c) Obteniu el camp electric de I’ona reflectida 1 transmesa. A
m¢s, 1dentifiqueu el tipus de polaritzacid d’aquestes ones.

ﬂnmm_sm‘oo,n\mum . mm:Amlm‘V _3 g _ 2./5 .
*infere) B Canern) 5 57|
t = Nm_:‘m‘Smm __, ﬁlﬂmi g') 0
sin(e +¢')cos(e —¢') I tan(e+¢')
) 15 LLUM ~ LLUM
A o R B e
i4+/5 e TROGIRA 13+/5/2 no_.>m_4N>o>x
=2 1 nS~1
ONA TRANSMESA ONA REFLECTIDA

E'(F)=Epe™  E"(F)=Ele™"
K’ =k,n,u’ K" =k,n,u

NV
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c) Obteniu el camp electric de I’ona reflectida 1 transmesa. A
m¢s, 1dentifiqueu el tipus de polaritzacid d’aquestes ones.

( )

4 (4 )
E, =|i5v5/2 |E, E; = 45E 0 +i4+/5E,0, =| i445 |E,
. 2 ) . —8
4 A
S N TG . 7
Uy =, >xur| a=| o E! =i3/5/2E,U, =|i35/2 |E,
u, =y B 0
- \ N\/\w\ / 2 X ’
n =2 n=1
ONA TRANSMESA ONA REFLECTIDA
m‘AWvH mmmlzﬁw m“AWvH mm‘ml__ﬁw r
K = k,n,0 K" = k,n,d" kv [V
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c) Obteniu el camp electric de I’ona reflectida 1 transmesa. A
m¢s, 1dentifiqueu el tipus de polaritzacid d’aquestes ones.

(4 ) (4 ) (0 )
E, =|i5v5/2 |[E, E.=|i4/5|E, E!=|i35/2|E,
. —2 ) . —8 ) . 0
Comproveu o_cm es compleixen les condicions de contorn:
E, +E" =E/ e, = =4
_ms+_mO =[E], g, =Ny =1

/4 s
D,, + Dy, UON < gk, +g oN =&

ONA TRANSMESA ONA REFLECTIDA
E'(F)=Epe™  E"(F)=Ele™"
|v N e N —A <
/ !/ n 4
k'=k,n,u k" =k,nU

NV
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TT4.2. Comproveu que I’angle limit és sempre major que
I’angle de Brewster.

n’ n’
sing, =— tane, = —
n n
) sin’ g, ) n' n'’?
g >eggtan" g = — — >N gy & ———->—
1-sin” g, n“—n n
n°>n’-n"

Trobeu aquests angles peran=1.33in=1.75, sent n"=1.
g, = arcsin(/n)

g, = arctan(l/n)
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TT4.3. Un raig de llum incideix sobre una superficie de
separacio aire-vidre de manera que 1’angle d’incidéncia i té
un valor doble que 1’angle de refraccid r. En aquestes
condicions el factor de reflexio Ry val 0.411.

a) Determineu 1’index de refraccio n del vidre respecte de
I’aire 1 els angles 1 1 .

, sin®(i—-r) i _sin?(r)

R =r"= > =0.411
s=h sin’(i +r) sin®(3r)

| =73.74°
r=36.87°

sini=nsinr = n=1.600

C. ZAPATA
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b) Si en compte d’estar en contacte amb 1’aire, el dit vidre es
troba en contacte amb 1’aigua (n,= 1.33) 1 el raig de llum
Incideix amb el mateix angle i sobre la superficie de
separacio d’ambdos medis, determineu el nou angle de
refraccio 1 i els factors de reflexio Ry R, en els dos casos
seguents:

El raig incideix des de 1’aigua amb 1’angle d’incidéncia I.

n,sini=nsinr R —|r[*= sin’(i—r) —0.1961

3 sin?(i +r) an?(i—r)

2
r =52.94° Ry uf_; - tan2(i+r)

El raig incideix des del vidre tamb¢ amb 1’angle d’incideéncia

=0.08012

l. REFLEXIO TOTAL R, =1
nsini=n,sinr =r =mn/2+i0.5497 R —1
I =



T4

C. ZAPATA

Treballs tutelats

¢) Demostreu que per a la superficie de separacio aigua-vidre
no pot obtenir-se cap angle d’incidéncia que valga el doble
que I’angle de refraccio.

n,sini=nsinr—=25n_sin2r =nsinr

SIN2r = 2SINrcosr

2Nn. COSr =n r=5302°
= — <
a _ =106.04°> 90° Zmumm__mmm“mmu._.b,
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TT4.4. Es disposa d’una lamina planoparal-lela de grossaria
h i index n=1.554, submergida en aire, amb una de les seues
cares tallada a 45°. Un raig de llum circularment polaritzat
levogir incideix normalment sobre aquesta cara d’entrada 1 es
propaga en el seu interior, tal com mostra la figura.

T_\_:vm;\ﬂ_lﬂ _Mo IH_.

P

(h/2 8
(h—h/2)
(2h,h/2)

n=1554 / Poea = (mh, (-2)" hy2)

m>1

b

_U
_U
_U
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Determineu 1’estat de polaritzacio del raig en ’interior de la
lamina en funcio de la coordenada z.

* Trajecte P,—P, (h/2<z<h) - i
2 th 'y
_”HA.N_.ZVAOovH_”HA.N_.mVAOovH ﬂ = Oﬂww”_.m_”pm T_\o_:v = Hmmft.__._ m._”HNT_\_:V oc L

» Trajecte P,—P, (h<z<2h)

Nncose, —CoSe . COSE, —NCOSE .
r{T8) = ? L ~exp(in/4) ™M) = 2 L~ explin/2)
Ncose, +COSg, COSe, +NCOSE,
P, MEDI 1

a

MEDI 2 ™y )
i vnﬁ 21 I |EL-LIPTICA
z Your/ = F2 qmrf LEVOGIRA

/ —.NH
1
54 \

T_\ocﬁvon exp |_w|q.h
L 4
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Determineu 1’estat de polaritzacio del raig en ’interior de la
lamina en funcio de la coordenada z.

» Trajecte P,—P; (2h<z<3h) oL ARITZACIO

T _E 1 1 LINEAL
|ﬂ 21 [ = =P .
Wou) =t FH _ on/m exp(—in))
* Trajecte P;—P, (3h<z<4h) o) =t Thz;ﬂ_\__
out 12 _Hw.A._._mvu_w/_\
21 L
EL-LIPTICA
DEXTROGIRA
1
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Determineu 1’estat de polaritzacio del raig en ’interior de la
lamina en funcio de la coordenada z.

» Trajecte P,—P: (4h<z<5h) CIRCULAR
T: vmﬁ | FH ?\__ ) F 1 I _”Noqumoo__ﬁ
A Ty, ) V2 \exp(-i3n/2)
» Trajecte P.—P; (5h<z<6h) r™Fy,
Tto,:v =t __
P, MEDI1 ﬁ T?
MEDI 2 EL-LIPTICA
- DEXTROGIRA
/. 1
n=1.554 T_\ocﬁvon mXU |_N|\:“




T4 C. ZAPATA

Treballs tutelats

Determineu 1’estat de polaritzacio del raig en ’interior de la
lamina en funcio de la coordenada z.

» Trajecte P,—P (6h<z<7h) POLARITZACIO
T _mé (1 LINEAL
Tto,: =1, “ : om| H_. = P
FH _m/_?
- Trajecte P,—Pg (7Th<z<8h) o=t kM Ty,
P, MEDI1 ﬁ ??
MEDI 2 EL-LIPTICA
LEVOGIRA

=
I
a—
A
N
=
H
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Determineu 1’estat de polaritzacio del raig en ’interior de la
lamina en funcio de la coordenada z.
» Trajecte Pg—P, (8h<z<9h) CIRCULAR

LEVOGIRA
FH T_\__ N L

7_\9: |fm ﬁ _mr_\._. /\M i

Conclusio: El sistema
es periodic cada 8

» Trajecte Pg—P,, (9n<z<10h)

P. MEDI1 reflexions, amb p=8h
MEDI 2 EL-LIPTICA
- LEVOGIRA
/ ]
n=1.554 T_\o_:v oC exp| — I w|q.n
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TT4.5. Quina ha de ser I’altura angular del sol sobre 1’horitzé
perque la llum reflectida per una superficie d’aigua (n’=4/3)
estiga totalment polaritzada?

e, =g, =arctan(n’,/n,)=53.13°= o = 36.87°

n,sing, =n';sing’, = ¢',=36.87°
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Quan el sol aconsegueix aquesta altura, se submergeix un
bloc de vidre, d’index n=1.6, la superficie plana del qual
forma un angle 6 amb I’horitzontal. Determineu 6 perque el
feix reflectit pel bloc estiga també totalment polaritzat.

g, =&,, =arctan(n', /n, ) =50.19°

g5 +65 +(M/2-0)=t=0=g,, +&,, —/2=13.32°

aire

aigua
n,=4/3
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Pot emergir de 1’aigua aguest feix?
£ +26,5 +(1/2—g,)=m
g5 =53.13° [ ¢,; =50.19°
&5 + 26,5 — /2 = &, = 63.51°> 48.59°= ¢, = arcsin(n,,. /Ny
Conclusio: El feix pateix reflexio

total interna en el punt I; sobre la
Interficie aigua-aire.

aire

3¢ aigua
n,=4/3
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TT4.6. Siga un prisma Optic d’index de refraccio n i1 angle de
refringencia a que es troba immers en aire. A mes, un feix de
[lum natural incideix sobre la primera cara del prisma amb un

angle g, el qual coincideix amb I’angle de Brewster, tal com
Indica la figura adjunta.

Refraccio #1

sing, =nsing;

Refraccid #2

nsing, =sine,

T ! T !/
- _—_—_ 2 2
g +€ =—
tang, =n - 2 T tane; =1/n
cosg, =Sing,
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a) Deduiu la condicié que han de complir n i o pergue el raig
que es refracta en la primera cara i es propaga dins del
prisma, incidisca sobre la segona cara també amb un angle de
Brewster.

— —

/

1 | &€, T&, =

Tt
tane, = — -+ 2 t tang, =n

T
tang, =N - 2 L tang, =1/n ntan(o/2)=1

N | cose, =sing,

g, =&, =arctan(n)
e, =g, =arctan(l/n)

o =g +&, = o= 2arctan(l/n)

‘l

cosg, =Sing,
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b) Per a un prisma que compleix la hipotesi anterior, calculeu
el grau de polaritzacio de la llum emergent.

T_:svm Y ?::T_:SVH oAHvT_\_;H?\LH l5/2

_”m_,\_ vfm;\_ vf_\__

Ve)=| ey,

2sin g; COS g, ((TE) 2sin g; COS €, ) 12
3 12  — 7 . in2 ¢ —
sin(e, + & )cos(e, —¢!) sin(e, +¢!) Sin g, = N2 +1
e ‘ . - tang =n - ]
¢ Sing, Smm‘H ﬂmmv _ 28Ing, COs¢g, cos’e, = —
sin(e] + ¢, )cos(e, — ¢, ) sin(e] +¢,) n? +1
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b) Per a un prisma que compleix la hipotesi anterior, calculeu
el grau de polaritzacio de la llum emergent.

T_:svm Y ?::T_:SVH oAHvT_\_;H?\LH l5/2

A = ?m_,\_v_”m_,\_ vf_\_; B 1 _ ADN +H_.vm v - ”_.IDNOE ) 16n° IADN +H_.VN_
out — TvaﬂAwmvf; N OOmNAmm Impv ~an? out — H_.+>No_: = L6 +A3N +”_.vn

@ 2N

cos(g, —&, )= cose] cose, +sing,sing, = 2sin(g, )cos(, ) = ro
I_I
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c) Com a aplicacio numerica, particularitzeu els resultats
anteriors per a un prisma d’index de refraccié n=+/3.

g _1-A, 160 —(n’+1]

LA, 160+ (n? +1f

h =3

B.@L:@LNN
<oEH 4 2 AR
16-9+4" 9+4 25
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