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Introduccio

En Cosmologia és habitual considerar els models de Friedmann i les pertor-
bacions d’aquests que depenen nicament d’una funcié ¢ anomenada potencial
gravitatori. Aquests models s’utilitzen per descriure I'evolucié d’un fluid per-
fecte sota certes condicions. En moltes situacions és suficient exigir que les
equacions d’Einstein es verifiquen a primer ordre en ¢.

Els models de Friedmann, la métrica dels quals és 1a de Robertson—Walker,
representen una familia important de solucions exactes de les equacions d’Eins-
tein. Aquesta familia de métriques té la particularitat de ser conformement
plana, és a dir, la forma de la métrica es pot escriure localment com proporci-
onal a la métrica de Minkowski amb factor de proporcionalitat una funcié de
les coordenades (factor de conformitat).

Les solucions exactes de les equacions d’Einstein que sén conformement
planes i amb contingut material de fluid perfecte amb expansié sén els uni-
versos de Stephani, els quals constitueixen una generalitzacié dels universos
de Friedmann-Robertson—Walker. Els anomenats interiors de Schwarzschild
representen la corresponent extensio al cas estatic. També es coneixen mo-
dels conformement plans amb altres continguts materials com pot ser el cas
de fluids no pascalians i amb fluxe d’energia lligat a les inhomogeneitats del
factor de Hubble.

Aquestes consideracions ens feren pensar en I'interés per a la Cosmologia
de les meétriques conformement planes i al mateix temps en el paper que juga
el factor de conformitat per comprendre quina mena de deformacié respecte de
Pespai-temps de Minkowski representa cada espai-temps conformement pla.

Per altra banda, les métriques de Robertson-Walker també verifiquen una
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9 Introduccié

altra condicié interessant que és el fet que admeten un camp vectorial privile-
giat verificant la condicié de ser un camp conforme Killing temporal i geodésic
amb seccions espacials ortogonals que s6n també conformement planes en el
sentit de métriques 3—dimensionals, és més, en aquest cas sén espais de curva-
tura constant. Novament ens apareix el concepte de meétrigues conformement
planes, 1a qual cosa el fa doblement interessant. Aquest altre sentit de parlar
de métriques conformement planes estd molt estés en la literatura cosmoldgica.

En aquest treball parlarem de models cosmolégics conformement plans en
ambdés sentits, aquells que tenen una meétrica associada que és conformement
plana en el sentit de métrica d’espai-temps 4-dimensional, i aquells que te-
nen associades unes seccions espacials conformement planes en el sentit de
meétriques 3-dimensionals.

Es més, ambdés sentits de mdtriques conformement planes simplifiquen
considerablement el tractament de les equacions d’Einstein. Aquest tracta-
ment, dificultat pels graus de llibertat existents a la meétrica d’espai-temps a
determinar, es veu simplificat al restringir—nos a espai-temps els quals tenen un
tnic grau de llibertat representat per una funcié arbitraria de les coordenades.
En eixe sentit als espais—temps conformement plans aquesta funcié estd repre-
sentada pel factor de conformitat corresponent; mentre que als espais—temps
amb seccions espacials conformement planes amb un tnic grau de llibertat
aquesia funcié serd el potencial gravitatori ja que treballarem amb metriques
de la forma de P’aproximacié potencial.

Per tant nosaltres dediquem una primera part del treball a 1'estudi dels
espais—temps conformement plans, principalment a I'obtencié de factors de
conformitat, i una segona part a Pestudi de les metriques que admeten secci-
ons espacials conformement planes, principalment a ’estudi de les equacions
d’Einstein—Vlasov per aquestes métriques.

Als dos primers capitols tractem d’establir un métode cinematic per a 1'ob-
tenci6 de factors de conformitat a espai-temps conformement plans. La forma
d’aquests factors de conformitat podria ajudar a classificar i entendre amb
major claredat aquests espais-temps, aixi com a potenciar I'is de les coorde-
nades conformement planes en Cosmologia. De fet, el factor de conformitat
dels espais—temps de Robertson-Walker, conegut des de I'any 1945 quan In-
feld i Schild {1] Pobtingueren al seu treball sobre cosmologia cinemdtica, va
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ser utilitzat per Tauber [2] per analitzar universos en expansi6 treballant en
aquestes coordenades conformement planes.

La manera en qué Infeld i1 Schild obtingueren el factor de conformitat de
Robertson—-Walker es basava en les isometries que admet un espai-temps con-
formement pla amb simetria esférica i suposant homogeneitat espacial. Nosal-
tres ens plantejemn una altra manera de recuperar aquest factor de conformitat,
fent-la extensible a I’obtencié de factors de conformitat més generals. Aquesta
nova forma, consisteix en imposar I'existéncia de camps vectorials amb deter-
minades propietats cinematiques, les quals restringiran la forma del factor de
conformitat. En particular, nosaltres considerarem camps vectorials que si-
guen temporals i conformes Killing, ja que la seua caracteritzacié és invariant
sota, conformitats, és a dir, és la mateixa dins d’una classe de conformitat de
metriques. Aquesta caracteritzacié es basa en les propietats cineméatiques dels
camps, és a dir, en les propietats cinematiques dels vectors unitaris u associats
en cada cas; aquests vectors unitaris han de tenir distorsié nu-la i acceleracié
igual a la projeccié espacial del gradient d’una funcié la derivada de la qual
al llarg de u és exactament un terg de la seua expansié. No obstant, les altres
propietats cinematiques seran diferents depenent de ’espai-temps considerat
en una mateixa classe de conformitat. Nosaltres utilitzarem aquesta diferéncia
per determinar factors de conformitat.

Per altra banda, 'observador cosmologic dels universos de Friedmann esta
associat a un camp conforme Killing temporal, geodesic i integrable. Aquesta
primera consideracié sobre un espai-temps conformement pla ens fa caure
en el factor de conformitat de les mdtriques de Robertson—Walker, essent
aquest observador un camp radial. Diferents propietats cineméastiques sobre
camps conformes Killing radials ens portaran a factors de conformitats d’al-
tres espais-temps més generals en alguns casos. En eixe sentit considerem
necessari I'estudi preliminar d’aquesta mena de camps i les seues propietats
geomeétriques i cinematiques a 1'espai-temps de Minkowski, donat que moltes
d’elles seran les mateixes dins de tota la classe de conformitat, mentre que
les diferdncies ens permetran determinar espais—temps conformement plans
concrets.

Aleshores, al primer Capitol de la tesi fem un estudi general dels moviments
conformes radials a P’espai—texnps de Minkowski i de les seues propietats per
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després analitzar aquest tipus de moviments a altres espais—temps conformes
a Minkowski. En primer lloc definim el concepte de camp de direccions radials
a espai-temps de Minkowski, veure Equaci6é (1.1), i, tenint en compte les
possibles transformacions de coordenades que mantenen el cardcter inercial,
donem amb tota generalitat aquesta definicié, veure Equacié (1.5). A conti-
nuacié ens preocupen per fer un estudi detallat de les propietats dels camps
radials que a més a més sén conformes Killing (caracter causal, tipus d’Algebra
que generen, corbes integrals, superficies ortogonals, propietats cinematiques).
Algunes d’aquestes propietats, tals com la distorsié del camp o el seu caracter
causal entre altres, son invariants per conformitats, és a dir, es mantenen per
a qualsevol espai-temps conformement pla. A continuacié, per tant, estudiem
les propietats d’aquests camps que difereixen d’uns espais—temps conforme-
ment plans a altres tals com I'acceleracié o la forma de les seccions espacials
associades a aquests camps radials, les quals van a dependre del factor de
conformitat corresponent a cada espai-temps. Aquesta dependéncia, com co-
mentivem anteriorment, serd el punt de partida per a 'obtencié de factors de
conformitat per a diferents métriques.

Al Capitol 2 retrobem primerament el factor de conformitat dels espais—
temps de Robertson-Walker perd inicament amb consideracions cinematiques.
Nosaltres partim d’un espai—temps conformement pla que admet un camp
conforme Killing radial temporal i geodésic. Amb aquesta suposicié la simetria
esférica i la homogeneitat espacial, que eren imposades per Infeld i Schild
quan obtinguéren aquest factor de conformitat [1], es recuperen directament
degut al caracter geodesic del camp, aixi com el fet de representar un fluid
perfecte. A més a més, trobem la transformacié de coordenades que passa de
les coordenades conformement planes a les coordenades en qué usualment s’es-
criuen les métriques de Robertson—Walker, aixi com Pexpressié i la curvatura
de les seccions espacials ortogonals al camp conforme Killing radial temporal
geodésic.

Com hem comentat, la condici6 de simetria esférica per als espais—temps
de Robertson-Walker s’obté directament del fet que el camp conforme Killing
radial temporal té acceleraci6 nul-la. En general, per a un espai-temps confor-
mement pla, imposar que tinga simetria esférica ens portard al fet que el factor
de conformitat corresponent a aquests espais—temps dependrad dnicament de



les coordenades, conformement planes, temporal i radial (¢ i r), tal i com
provem a aquest capitol basant-nos en treballs anteriors realitzats en aquest
sentit per Takeno [3].

A continuacié tractem de generalitzar el nostre metode de treball per a
altres situacions. Comencem trobant el factor de conformitat d’aquells espais—
temps conformement plansg que admeten un camp conforme Killing radial tem-
poral amb expansié homogénia i no necessariament geodésic, els quals es se-
paren de la condicié de fluid perfecte ja que es generen en general pressions
anisotropiques no nul-les. A partir d’aquest podem deduir també el cas par-
ticular d’expansié nul-la, és a dir, el factor de conformitat dels espais—temps
conformes a Minkowski estatics i amb un camp de Killing radial. Dins d’a-
quests tenim entre altres la solucid de Bertotti-Robinson i la corresponent als
interiors de Schwarzschild. Aquest desenvolupament conclou amb 1’estudi del
cas d’espais—temps conformement plans admetent un conforme Killing radial
amb seccions ortogonals de curvatura seccional constant, els quals correspo-
nen a espais-temps amb pressions anisotropiques nul-les. La combinacié dels
dos 1ltims resultats, expansié homogenia i superficies ortogonals de curvatura
constant, déna, lloc a espais-temps conformement plans amb contingut ener-
getic de fluid perfecte els quals, en el cas d’expansié no nul-la, estan dins dels
coneguts com a universos de Stephani.

Part dels resultats d’aquesta primera part han estat presentats, previ a la
seua publicacié, en diverses edicions dels E.R.E., Encontres Relativistes Espa-
nyols, i en altres congressos [4], [5], [6], [7], [8], publicats a les corresponents
actes i posteriorment al Journal of Mathematical Physics, [9] i [10].

Finalment, a la segona part d’aquesta tesi, tractem el cas corresponent a
models cosmoldgics inhomogenis conformement plans en Ialtre sentit apuntat
inicialment, és a dir, en el sentit que admeten seccions espacials conformes
a la meétrica plana 3-dimensional. A aquesta iltima part shem plantejat
tractar un sisterma més realista, partint d’una meétrica general amb components
mixtes (go;) nul-les, ens plantegem que aquesta métrica siga solucié de les
equacions d’Einstein linealitzades amb un contingut material generat per una
funcié de distribucié de mateéria freda i sense col-lisions que verifica P’equacié
de Vlasov. Es a dir, les components relatives al tensor impuls-energia que
apareixen a les equacions d’Einstein seran les associades a aquesta funcié de
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distribucié. Tractem, per tant, les equacions d’Einstein-Vlasov acoblades. A
I’imposar aquestes condicions a la forma de la meétrica resulta ser la meétrica de
Friedmann—-Robertson—Walker pertorbada per una {nica funcié ¢ anomenada
potencial gravitatori.

Donada la natura d’aquest problema és necessari distingir 3 etapes al trac-
tament de les equacions d’Einstein—Vlasov, les quals presentem al Capitol 3
d’aquest treball. La primera d’elles consisteix en 'estudi linealitzat de les
equacions d’Einstein per a la métrica, treballant aquestes equacions en forma
evolutiva (formalime 3+1). Aquest estudi, al cas de materia freda (per a
la qual podrem considerar que les velocitats sén baixes) i quedant-nos amb
les equacions linealitzades, ens permet reduir les esmentades equacions a una
tnica equacié diferencial de segon ordre per al potencial gravitatori ¢ (veure
equaci6 (3.13)). Els coeficients d’aquesta equacié depenen del contingut ma-
terial considerat, el qual és obtingut posteriorment a partir de la funcié de
distribucié en una segona etapa. Aquesta segona etapa consisteix per tant en
Panalisi de les equacions que imposa 'equacid de Vlasov, és a dir, considerant
matéria sense col-lisions, per a ’esmentada funcié de distribucié.

Considerarem la funcié de distribucié com una pertorbacié analitica en
els moments de la situacié de quasi-equilibri, apareixent-nos per tant unes
funcions tensorials depenents de les coordenades que indicaran tant ordre en
els moments en queé estem com la separacié de la situacié de quasi-equilibri
que estem considerant. L’equacié de Vlasov per aquesta funci6 es pot desen-
volupar en diferents poténcies per als moments de manera que obtenim un
sistema d’equacions diferencials per a les funcions que apareixen a la funcié de
distribucié segons 1’ordre en els moments. La solucié d’aquest sistema d’equa-
cions pot obtindre’s progressivament per a qualsevol ordre. En aquest treball
nosaltres desenvolupem aquest procés fing a tercer ordre en els moments, per
la qual cosa estarem admetent que I’aproximacié és bona fins I'ordre quatre en
els moments. Tenint en compte que estem considerant que tots els factors que
apareixen han de ser funcionals del potencial gravitatori, error en 'aproxi-
maci6 sempre estard per baix del comés a 'aproximar les equacions d’Einstein
amb la teoria linealitzada.

Finalitzem aquesta segona etapa amb la resolucié fins a tercer ordre de
I’equacié de Viasov suposant en tot moment que les funcions que apareixen a



la funcié de distribucié sén funcionals del potencial ¢. Aquesta solucib permet
obtindre el tensor impuls—energia i I'equacié d’estat que es verifica, tenint que
a l'ordre considerat estem construint un model sense anisotropies, és a dir,
amb tensor de pressions anisotrdpiques nul.

La tercera etapa desenvolupada a aquest Capitol 3 és 'acoblament final de
les equacions d’Einstein—Vlasov. Una vegada obtinguda la forma de la densi-
tat d’energia, la pressié mitjana i el fluxe de calor podem traslladar aquests
resultats a ’equacié d’evolucié, obtinguda anteriorment mitjancant 'estudi de
les equacions d’Einstein, per determinar el valor dels coeficients que queda-
ven com a depenents del tensor impuls-energia. Aix0d ens permet determinar
completament ’equacié d’evolucié que ha de verificar el potencial gravitatori,
veure Equacié (3.35).

A continuacié, al Capitol 4 ens centrem en la resolucié general del pro-
blema de Cauchy de ’esmentada equacié per al potencial gravitatori. Com
P’equaci6 és de segon ordre, cal considerar dues condicions inicials, una sobre
el potencial i una altra sobre la seua primera derivada temporal. Trobem la
soluci6 general d’aquest problema utilitzant la técnica de les transformades de
Fourier. Finalment apliquem el resultat a la Cosmologia estudiant la formacié
de ctimuls de galaxies i analitzant els resultats corresponents.

Observem que en aquest treball no estudiem les components térmiques del
problema, és a dir, no distingim entre la densitat de matéria i la densitat
termica, etc... encara que el nostre plantejament permet fer tot eixe desenvo-
lupament.
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Part 1

Espais—temps conformement
plans
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Capitol 1

Moviments conformes radials
a espais—temps conformement
plans

1.1 Camps conformes Killing radials a ’espai-temps
de Minkowski

Els camps vectorials sén utilitzats en multitud de situacions en fisica i
en matematiques per descriure conceptes basics per al desenvolupament de
diferents situacions tedriques i practiques. Per exemple, les transformacions
infenitessimals, les direccions propies d'un 2-tensor donat, els fluxes de fluids,
les direccions associades a sistemes de coordenades, la propagacié i polaritzacié
de la llum en un medi, els observadors geodésics i accelerats, etc... Aleshores,
la nostra intencié és analitzar les principals propietats d’una classe particu-
lar de camps vectorials, aquells que anomenarem de direccions radials, en
primer lloc a 1'espai-temps de Minkowski per passar després als espais—temps
conformement plans. Aleshores comencarem aclarint el concepte de camp de
direccions radials per a I'espai-temps pla.

Donada la meétrica de I’espai-temps de Minkowski, 7, congiderem en aques-
ta una classe particular de camps vectorials que anomenarem de direccions
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12 1. Moviments conformes radials

radials, definint-los de la segiient manera:

Definicié 1 Direm gque un camp vectorial £ és de direccions radials en lo
métrica de Minkowski ) st existeizen coordenades inercials {z*,u =0,1,2,3}
en les quals el camp s’escriu en la forma:

i} a
= a2 wy &
amb t = 20 la coordenada temporal, v la coordenada radial donada per r? =
Jijwiwj oni,j=1,2,3 iaipf funcions de totes les coordenades.

En coordenades inercials la métrica plana s’escriu
n = —dt ® dt + d;;dz’ ® da? = —dt @ dt + dr ® dr + r’h, (1.2)

fent aparéixer la coordenada radial r i essent h = df ® df + sin 8dy @ dp la
meétrica de la 2—esfera.

També és conegut que existeixen una série de transformacions de coordena-
des, les transformacions conformes, que deixen invariant la forma diagonal
de la metrica excepte per un factor multiplicatiu (anomenat factor de confor-
mitat intern). Aquestes transformacions donen lloc al grup conforme, el qual
esta constituit per:

1) Les isometries de la métrica plana, és a dir, les translacions, les rotacions
espacials i les rotacions temporals o “boosts”, donades per les expressi-
ons:

y* = Ajx” amb 75, ALAR = nap

essent ¢ i A un vector i una matriu de constants respectivament. Aques-

" tes transformacions tenen la propietat que, no sols deixen invariant la
forma diagonal de la métrica siné que, a més a més, les noves coordenades
continuen essent inercials, és a dir, en aquest cas el factor de conformitat
intern val simplement 1.
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2) Les dilatacions donades per una constant A de la segiient manera:
y* = Azt

En aquest cas la métrica plana en les noves coordenades {y"} és de la
forma

1
n= —X—z—dzag(—l, 1,1,1).

3) Les transformacions conformes especials (o d’acceleracié) o transforma-
cions de Haantjees [11] en la direccié d’un vector @ sén

ok + e

V= e O H@o=l+Zestdsd  (3)

amb z? = n,,zhz", a? = Nuwora” 1 a- = nye z”. Aquestes transfor-
macions fan apareixer un factor de conformitat intern, 2, donat per

1

-
H(_aa y)
de manera que 5 = F2diag(—1,1,1,1).

La combinacié d’aquestes tranformacions donard una transformacié con-
forme i un factor de conformitat intern generals que es podran expressar com

MMz + 0¥ + Xz + o) e
N H(\a- Mz +c)

m

(1.4)

per a la transformacié de coordenades, on expressem per a - A = a#A}, i el
factor de conformitat intern vindrd donat per la funcié F' segiient:

1

F=Suay

essent y el donat per (1.4) ila funcié H l'expressada a (1.3).

Notem que de totes aquestes transformacions conformes, les finiques que
mantenen el cardcter inercial de les coordenades per a la forma de la métrica
gén les isometries. Tant per a les translacions com per a les rotacions espacials
i boosts, la métrica manté la seua forma diagonal sense afegir cap factor de
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conformitat. Si observem ['actuacié d’aquestes transformacions de coordena-
des sobre un camp de direccions radials de la forma (1.1) veiem que aquests
86n invariants en forma sota les translacions i les rotacions espacials mentre
que sota un boost, amb ¥ = A¥, el camp afegeix a la seua forma nous termes
no radials de la segiient manera:

- {fon Zone )

on r? = nz's! = nuyty’ + (b-y)? =72 - + (b- y)?, amb la qual cosa, un
camp que aparentment no té la forma de radial, ho és perqué mitjan¢ant un
boost recuperaria la forma (1.1) essent les noves coordenades també inercials
per a la meétrica plana.

Per tant, utilitzant aquestes transformacions hem trobat 'expressié més
general possible que pot tenir un camp vectorial radial en coordenades inerci-
als. Aquesta expressié ens permetrd donar una definicié totalment equivalent
a l'anterior de la segiient manera:

Definicié 2 Un camp vectorial, £, és de direccions radials si erzisieizen
coordenades inercials {z#} per a les quals el camp té la forma

g:{[a+§(b-m)]b”+§z”}£ﬁ ‘ (1.5)

amb o(z*) i B(z*) funcions de les coordenades, 72 = nuabz’ + (b-z)? ¢ b*
constants tals que n,, bHbY = —1.

Clarament, pel vist anteriorment, aquesta darrera definicid 2 és equivalent
a la definicié 1 perqué donat un camp vectorial £ en la forma (1.5) tenim
que la transformacié conforme de coordenades donada per un “boost”amb
components Af = b* (u = 0,1,2,3) permet escriure el camp ¢ en la forma
(1.1) en les noves coordenades que també seran inercials. Anomenarem a
aquesta forma {1.1) d’un camp vectorial radial, forma reduida del camp.

Per tant a partir d’ara treballarem amb aquesta forma reduida i coorde-
nades inercials per fer un estudi dels camps vectorials radials a l'espai-temps
de Minkowski. Més concretament, anem a considerar coordenades esfériques,
en les quals un camp vectorial radial serd

] d
E = a(t,r,@,ga)a +ﬁ(taraei ‘P)'é;_'



1.1. Camps conformes Killing radials a Minkowski 15

i la métrica de Vespai-temps de Minkowski s’escriurd com
n = —dt® + dr? + r*d6* + r’sin®0dy?,

on, per simplificar la notacié, emprarem que df? = df ® df. Les propietats
d’aquests camps dependran de les funcions arbitraries « i § que apareixen com
a components del camp. Aquesta arbitrarietat anird restringint-se a mesura
que considerem nous tipus de camps, a banda del fet de ser radials (la qual
cosa sols ens ha portat a la nul-litat de les altres dues components del camp).
Un tipus de camp que resulta interessant estudiar sén els camps conformes
Killing donat que apareixen en diferents situacions tant en Geometria, com en
Relativitat i Cosmologia. Per exemple pot representar un observador, comdbil
o no amb la materia.

Per tant, anem a centrar-nos en l'estudi dels camps vectorials radials que
verifiquen la condicié de ser conformes Killing, és a dir, aquells en queé es
verifica la relacié L¢n = 2¢n, on denotem per L¢ la derivada de Lie respecte
del camp £ i on ¢ és una funcié qualsevol de les coordenades. Aquesta condici6
ens conduird a una forma concreta de les components a(t,r, 8, ¢) i B(t, 7,6, ¢)
del camp.

Aleshores tenim la condicié de conforme Killing,

(E.gﬂ),uu = 'fp"?.uy,p + nupggz + npufﬁg = 2¢"'hw 3

On Nyu,p = 5‘2,,—,,(77“1,), i andlogament ¢/, = a%(&"), gobre un camp vectorial
radial, ¢, en la forma reduida (1.1). Treballant aquesta condicié component
a component ens porta a un sistema d’equacions per a les funcions « i g del
camp. Les components (0,7} i (1,2) (i = 2,3) donen que o i § no depenen de
les coordenades angulars 8 i ¢ i la resta de components determinaran aquestes
funcions mitjangant la resolucié del sistema:

& = ¢ (component  (0,0)) (1.6)

= ¢ (component  (1,1)) (1.7)
B = r¢ (components {%,1), i=2,3) (1.8)
B = o (component (0,1)) (1.9)

on estem representant per punts i primes les derivades parcials respecte de t i
r respectivament.
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La resolucié d’aquestes equacions ens condueix a la segiient forma polino-
mica per a les components del camp:

a=a(t®+r2)+bt+ec

B = r(2at +b) (1.10)

amb a, b i ¢ constants arbitraries que apareixen en la integracié com a unica
arbitrarietat possible per al cas d’un camp conforme Killing radial. De manera
que podem escriure el segiient resultat:

Proposicié 1 La forma general de tot camp conforme Killing radial a Uespai-
temps de Minkowski és:

£= (a(t2+7'2) +bt+c)%+r(2at+b)§ (1.11)

on a, b i c sén constants arbitraries.

Com a conseqiiéncia inmediata d’aquesta expressié general dels camps con-
formes Killing radials tenim que podem expressar aquests camps com combi-
nacié lineal (dels generadors) de tres transformacions conformes, la translacié
temporal £ = 3/8%, la dilataci6 & = £(8/8t) + r(8/0r), i la transformacié
d’acceleracié en la direcci6 del temps &3 = (82 + r2)(8/8t) + 2tr(8/0r), és a
dir: ' '

£=al3+b&+ckr.

Considerant ’espai generat per la base de vectors {1, £2,£3} i tenint en compte
que els seus claudators de Lie s6n

[£1,&] =&
[€1,63] = 262
[£2, &3] = €3

aleshores podem dir que aquests tres vectors, i per tant el camps conformes
Killing radials, generen un dlgebra de Lie 3-dimensional de tipus Bianchi VIII.
Donat que, considerant els vectors

1 1
81=£1—153 , ea=§ 63=—El—zfs,
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els quals tenen els segiients claudators de Lie

[31, 32] =-—€3 , [321 33] =€ , [33131] =e2,

també com a generadors de la mateixa algebra, provem que aquesta ilgebra
és isomorfa a 'dlgebra pseudo-ortogonal, AO(1,2). Per tant, podem concloure
la segiient proposicié:

Proposicié 2 Els camps conformes Killing radials formen un dlgebra de Lie
3-dimensional de tipus Bianchi VIIT i per tant isomorfa a Udlgebra pseudo-
ortogonal, AO(1,2).

Notem que les coordenades isodtropes, u = t+r 1 v = {—r, permeten escriure
els camps conformes Killing radials de manera completament simétrica per a
% 1 v mitjangant funcions polindmiques de segon grau de cadascuna de les
coordenades per separat en cada component:

¢ = (au® 4 bu + c)b% + (av? + bu—i-c)a—av. | (1.12)

Les constants arbitraries a, b, ¢ sdn les mateixes que apareixen a 'Equacid
(1.11) i determinen tant el cardcter causal del camp conforme Killing radial
com ¢l domini de definicié on es manté el mateix caracter.

A més a més, aquesta expressid (1.12) de £ resulta adequada per obtindre
funcions de distribuci6 solucié de l'equacié de Liouville, ja que, donat que
la projeccié de ¢ sobre cada geodésica isdotropa és constant al llarg d’eixa
geodesica, si considerem (per exemple) el camp isdtrop p = 23‘% resulta que

-n(&,p) = au’+ bu+c

i per tant que una funcié arbitriria F(au? + bu + c) verifica I’equaci6 de
Liouville.

Per altra banda, la introduccié d’aquestes coordenades isdtropes ens facilita
en certa manera l’estudi de les regions de causalitat dels camps, és a dir, les
regions de I’espai-temps on es manté un mateix caracter causal per a un camp
donat. De fet, denotant per P = —n{¢, £), el producte escalar del camp per si
mateix canviat de signe, aquest resulta

P = [a#+72)+bt+c? —r?(2at+b)? =

(au? + bu + c)(av? + bv + ¢) (1.13)

il
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el signe del qual donard els dominis de causalitat del camp £. Clarament
aquest signe depén de les constants a, b, ¢ i de la relacié entre elles donada
pel discriminant del polinomi quadratic que apareix en coordenades isdtropes,
A = b? — 4ac. Aquesta guantitat A serd determinant en una posterior clas-
sificacié dels camps en diferents classes d’equivaléncia (com veurem més en-
davant) i adquirira altres significats a 'extendre aquest estudi a espai-temps
conformement plans.

Llavors, I’estudi del signe de P i de la seua nul-litat es pot fer de I’expressi6
que resulta a P'escriure P introduint A:

P =[a(t? = r®) + bt + ¢]* — Ar?

i tenint en compte les arrels del polinomi az? + bz + ¢, de manera que: quan
A < 0 el camp és temporal en tot I'espai-temps (P > 0); quan A =0 el camp
és temporal per tot arreu salvant el con de llum donat per les rectes u = ~b/2a
iv = —b/2a on el camp es fa isdtrop (P = 0); i quan A > 0 aleshores el camp
gerd espacial, temporal o isdtrop segons es mostra a la Figura 1.1 ((i), (ii1)). En
aquesta figura estem representant a I’eix d’ordenades la coordenada temporal ¢
i a I’eix d’abcises la coordenada radial r. Com veiem els dominis on el camp és
isdtrop es redueixen a cons de llum, mentre que la temporalitat i I'espacialitat
es donen en regions obertes de 'espai-temps. Tots aquests resultats és mostren
també resumits a la Taula 1.1.

1.2 Corbes integrals

En general, equacié corresponent a les corbes integrals associades a un
camp vectorial resulta de la integracié de les equacions (£°‘ oo) (8) = ﬂx;%l lss
on {z%}3_, s6n les funcions coordenades, g(s) és la corba integral incognita i
£* representen les components del camp en eixes coordenades. En el cas d'un
camp conforme Killing radial i, donat que estem treballant en coordenades
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Loy

N N
(i) Casa=0ibd#0 (i) Casa#0iA=0

s N
(iii) Casa #0i A >0

Figura 1.1: Dominis de causalitat d’'un camp conforme Killing radial £ segons els
valors del coeficient @ i la constant A = b? — 4ac. Les diferents posibilitats per al
caricter causal, Temporal, Espacial o Nul, en cada domini, apareixen abreviats per
la corresponent majtscula T, E o N, respectivament.

esfériques, aquestes equacions s’escriuen
a2 + 1) +bi+c= %
r{2at + b) = gg
_ do? e
0= ds 1= 2, 3
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Caracter causal del conforme Killing radial

a=0] b=10 | temporal per tot arreu

b+ 0 | isdtrop sobre el con de llum (t = —(¢/b},r = 0),
temporal a interior del con de llum i

espacial per a la resta de punts (veure Figura 1.1 (i))
a#0 | A <0 | temporal per tot arreu

A =0 | temporal per tot arreu salvant el con de llum en (t =
—(b/2a},r = 0) on és isdtrop (veure Figura 1.1 (ii))
A > 0 | isotrop sobre els cons de lum (¢4.,r =0), t4 = (b <
VA)/2a

temporal per als punts que pertanyen als interiors i als
exteriors dels dos cons de llum i

espacial per a la resta de punts (veure Figura 1.1 (iii))

Taula 1.1: Cardcter causal d’un camp conforme Killing radial segons els diferents
valors de les constants ¢ i A = b? — 4ac.

identificant (z%00)(s) = t(s) i (z'o0)(s) = r(s), les quals donen lloc al segiient
sistema caracteristic
dt _ dr
a(t2+r2)+bt+c  r(2at+b)
la solucié del qual déna de forma implicita ’equacié de les corbes integrals com

a una familia uniparamétrica (parametre w) de corbes que tenen per expressié
la forma quadratrica

(1.14)

a(t® —r?) + bt —wr+c=0. (1.15)

Aquestes corbes representen rectes o hipérboles segons els valors de les
constants a, b, ¢ i el parhmetre w. Per al cas en qué la constant a = 0, I'Equacié
(1.15) és clarament una familia de rectes al pla {t,7} tal i com representem a
la Figura 1.2 per als dos subcasos b = 0 i b # 0, per aquest 1ltim les rectes
passen pel punt (¢ = —§,7 = 0) per a qualsevol valor del pardmetre w. Al cas
a # 0, escrivint ’'Equaci6 (1.15) com

a2 e
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veiem clarament que correspon a I’equacié d’una hipérbola per a cada valor
del parimetre w excepte quan w? = A, on aleshores representa un con de
lum al punt (t = —b/2a,r = —w/2a). En els altres casos, on les corbes sén
hipérboles, es pot veure que els vértex de cada hipérbola es troben als punts

(t=——b/2a,'ri=(—w:l:\/wz—A)/2a) si A0 osi W>A>0
i als punts
(ti=(—b:t\/A-—w2)/2a,'r=—w/2a) si A>0 i w<A.

Haurem de tenir en compte que, per definid de les coordenades esfériques, sola-
ment podem considerar les parts de les rectes i de les branques hiperboliques
que tenen r > 0, resultant graficament com a la Figura 1.3 per a cada va-
lor de A. Notem també que per al cas de A > 0 existeix una doble familia
d’hipérboles com a corbes integrals.

Resulta interessant la comparaci6 de les corbes integrals associades a un
camp conforme Killing radial amb les grafiques que respresenten els dominis
de causalitat (Figures 1.1 i 1.2). Per exemple, per al cas del camp &5, el qual
té per constants ¢ = 0 i b # 0, les seues corbes integrals als dominis on el
camp és temporal formen una congruéncia radial de rectes (Figures 1.1 (i), i
1.2) amb pendent menor que 1 respecte de 1'eix ¢; és per aixd que aquest camp
és normalment conegut com (generador d’una) transformacié de dilatacié. De
la mateixa manera podem comprendre el fet que el camp £3 s’identifique com
(generador d’una) transformacié d’acceleracié al llarg de leix £, donat que
cadascuna de les seues corbes integrals amb parametre w # 0 pot ser vista
com un moviment relativista hiperbodlic (uniformement accelerat), I'acceleracié
a del qual té mddul constant, |a| = 2|a/w| (Figures 1.1 (ii), i 1.3).

1.3 Classificacid dels moviments conformes radials

Al comencament d’aquest capitol hem parlat de les transformacions con-
formes a 'espai-temps de Minkowski amb la intencié de donar una correcta
definicié del que s’entén per camp vectorial radial. Es més, aquestes trans-
formacions en alguns casos deixen invariant en forma tant al camp com a la
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oo

(i) Casb=0 (if) Cas b+ 0

Figura 1.2: Corbes integrals associades a un camp conforme Killing radial ¢ donat
per 'expressié (1.11) amb a = 0.

metrica plana; mentre que, en altres canvien ambdues formes, la del camp i la
de la métrica; i fins i tot n’hi han també casos en queé sols 4 dels dos permaneix
invariant en forma mentre que 1’altre canvia.

En primer lloc, si considerem les transformacions de Lorentz, translacions i
rotacions (espacials i boosts), aquestes deixen invariant la forma de la métrica,
é3 a dir, partint d’unes coordenades inercials, la transformacié de coordenades
passa a unes noves coordenades que continuen essent inercials. El mateix no
passa per al camp, en general, sota aquestes transformacions de coordenades,
la seua forma reduida afegeix termes no radials, com hem vist anteriorment.

Per altra banda, la consideracié de transformacions de dilatacié solament
produeix un factor multiplicatiu constant en la forma, tant de la métrica com
del camp (per tant continuari tenint forma reduida encara que les coordenades
ja no siguen exactament inercials); mentre que, les transformacions d’accele-
racié generen un factor de conformitat intern de la metrica plana i a més a més
nous termes no radials en la forma del camp radial depenent del vector al llarg
del qual es fa la tranformacié (si aquest vector té sols part temporal aleshores
el camp conserva la forma reduida modificant el factor multiplicatiu).

Per tant, en general, una transformaci6é conforme que tinga elements pro-
cedents de transformacions de dilatacié i d’acceleracié, afegird un factor mul-
tiplicatiu a la métrica plana i a més a més pot produir també un canvi en la
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t I, Cas A<0 t 2. Cas A=0

t 3, Cas A>0D

Figura 1.3: Corbes integrals associades a un camp conforme Killing radial £ donat
per 'expressi6é (1.11) amb a # 0 i segons el signe de A = b? — 4ac.
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forma del camp vectorial radial.

Anem a centrar-nos en aquelles transformacions conformes a J’espai-temps
de Minkowski que mantenen invariant la forma redvida d’un camp conforme
Killing radial, encara que la forma de la métrica plana en les noves coorde-
nades aparega amb un factor multiplicatiu, és a dir, un factor de conformitat
intern i llavors, les noves coordenades deixen de ser inercials. Aquestes trans-
formacions ens donen al mateix temps els graus de llibertat que tenim per a
les coordenades isdtropes o nul-les.

Partim, doncs, d’una transformacié conforme general (1.4) i 'imposem que
mantinga la forma (1.11) del camp £ (o la forma (1.12) si considerem el camp
en coordenades isdtropes), evidentment les constants a, b i ¢ passaran a ser
unes noves constants @, b i ¢ en les noves coordenades. Per calcular quines sén
aquestes transformacions treballarem en coordenades isdtropes de manera que
passarem de les coordenades {u,v,6, ¢} a unes noves coordenades {&, 7,8, @}
també isdtropes al 2-pla {¢,r}. El fet que la transformacié de coordenades no
canvia la forma de la métrica salvant d’un factor multiplicatiu és equivalent
a dir que les transformacions que busquem donen el grau de llibertat de les
coordenades nul-les u i v, i per tant podem plantejar-nos el trobar els canvis
de la forma:

a=1a(u) , v=9(v) , 6=0 , ¢=¢p (1.17)

de manera que la meétrica de Minkowski s’escriga de forma conformement plana
per aquestes noves coordenades isdtropes, és a dir:

RPN S N o XY
n—F(u,v)[ 2(du®dv+dv®du)+( > )h]

Realitzant un canvi de coordenades de la forma (1.17), veiem que déna
l’anterior forma conformement plana de la métrica si les funcions % i @ verifi-
quen la condicio: '

Uy Ty = (Z — 2)2 (1.18)

i aleshores el factor de conformitat intern, F?, estard donat per les derivades
del canvi de coordenades de la segiient manera:

1
U, Uy

F? = = ugvy. (1.19)
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Aci els subindexs estan denotant derivades respecte de la coordenada corres-
ponent.

La integracié de ’Equacié (1.18) respecte de @(u) considerant v com a
parametre constant, déna per solucio

_ Ty(u — v) _

amb A una funcié arbitriria de v. Ara, tenint en compte que % és independent
de la coordenada v, podem derivar aquesta solucié respecte de v per obtindre
les funcions A(v) i o(v) mitjangant la resolucié del sistema d’equacions segiient,
el qual s’obté de Pesmentada derivacié:

Abyy — Ayty + A%0, =0
2A’;:’-u + 51}'” = 0

La resolucié d’aquest sistema ens porta a dos solucions, la primera i més
particular serd quan A = 0, de la que resulta la transformacié lineal o(v) =
pv+q i t(u} =pu-+gq,ambps#01igconstants arbitraries. I la segona és el
cas més genéric en qué A # 0 i per al qual el canvi de coordenades sera

p : - p
+ u) =
s m i %(u) oy

+m

o(v) =

amb p # 0, g, m contants arbitraries. Els factors multiplicatius que apareixen
en cada cas es poden calcular de ’expressié (1.19) essent aquests:

p2

2(a,7) = — i *(a,9) =
F*(a,v) F*(z,?) G- i@ = m)

P

respectivament per a cadascuna de les transformacions.

Podem veure a continuacié que realment aquestes transformacions mante-
nen invariant la forma reduida d'un camp conforme Killing radial, que era el
que estivem buscant. Les noves constants &, b i ¢ dependran de les constants
de partida a, b i ¢ i de les constants que apareixen al canvi de coordenades p,
g i m. Aquesta dependéncia entre els diferents coeficients del camp s’obté de
les relacions: i -

w0 e - ' _
£ 3:6”6 w,v=0,...,3 (1.21)
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En coordenades isdtropes aquestes relacions condueixen a que el camp con-
forme en les noves coordenades té la forma,

- ] . i}
S UTT 7 v B S o
£ = (au +bu+c)aa+(av +bu+c)ai_).

on les noves constants @, b i ¢ s’obtenen mitjancant la segiient relacié matricial:

a a 1 —¢? q -1

b |=M] b on M=-| 2¢{p+mq) —(p+2mg) 2m

é c P\ —(p+mg)® mlp+mq) -—-m?
(1.22)

A partir d’aquestes expressions és facil comprovar que a més a més la quantitat
A = b2 — 4ac és invariant sota aquestes transformacions, és a dir,

A=A

on considerem A = b? — 4aé.
Passant ara de nou a coordenades cartesianes, amb % =t + 7 i ¥ = { — 7,
podem resumir aquests resultats de la segiient manera:

Proposicié 3 Les transformacions conformes de coordenades que mantenen
invariant la forma reduida dels camps conformes Killing radials sén:

N [t = pt+ =

i) { ;o= pprq amb F(,7,8,0)=1/p
T —p(t +q)
[/ ) +m

CB Il SR LR S

e — (t+ g) +m

amb p # 0, q i m constants arbitraries. Aleshores els camps, en les noves
coordenades, tindran la forma reduida amb les constants donades per la relacid
(1.22) i la métrica de Minkowski s’escriurd en forma conformement plana,
F2y,

Corol-lari 1 Les transformacions donades a la proposicié anterior mantenen
invariant el valor de la constant A = b* — 4ac.
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Observem que la matriu M, donada per (1.22), que relaciona les constants
del camp en les dues bases té determinant 1, det(M) = 1. Llavors, les trans-
formacions conformes de la métrica de Minkowski de la Proposicié 3 equivalen
a transformacions ortogonals sobre l'Algebra formada pels camps conformes
Killing radials considerant la seua forma de Killing £ com a métrica, essent
aquesta:

K =& ®¢& — 26, ®¢3.

Per tant A estd invariantment definida a partir del producte escalar associat a
la métrica K com A = K(£,£). La invarianga d’aquesta quantitat ens suggereix
la possibilitat de classificar els camps conformes Killing radials segons el signe
de A, donat que un factor multiplicatiu constant (§ — k€) canvia el valor de
A perd manté el seu signe. Aleshores tindrem tres classes d’equivaléncia, la
classe amb A = 0, un representant de la qual pot ser el camp de la translacié
temporal £, la classe amb A > 0, amb representant el camp de dilatacié &
i la classe amb A < 0, per a la qual el camp format per I’acceleracié més la
translacié temporal &3 + £ pot ser elegit com a representant de classe.

Per tant direm que dos camps conformes Killing radials son equivalents si
els A corresponents tenen el mateir signe, és a dir, si ezisteiz localment una
conformitat interna que transforma un camp en Valtre en les noves coordena-
des, salvant factors multiplicatius constants (|A|) sobre el camp.

Per comprendre millor ¢l sentit geométric local de ’esmentada equivaléncia
entre camps conformes Killing radials, anem a considerar dos exemples acla-
ratoris.

a) Per exemple, els camps £; i €3 pertanyen els dos a la classe A = 0 doncs
la. conformitat interna donada per la Prosposicid 3 ambp=-1,¢=101

rn arbitrari:
t . _ -7
) +m i F=—— (1.23)

t= 212

ens permet escriure el camp de la transformacié d’acceleracié &3 com el
camp de la translacié temporal en les noves coordenades,

) 8 8 -
= {42 2 —_———— =
=" +r)g +oro = ==4,
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tenint en compte les relacions (1.22). La metrica 7 en aquestes coorde-
nades té la forma

1
MEF0,0) = [7? — (t — m)?]?

d'iag( —1,1,72, 7 sin® o). (1.24)

Podem agafar m = 0 sense pérdua de generalitat ja que simplement
representa una translacié en el temps. Evidentment, per poder establir
I’equivaléncia, aquest canvi de coordenades s’ha de restringir a les regions
on la transformacié esti definida. En aquest cas, i amb m = 0, resulta
que la transformacié té sentit al conjunt de punts de 'espai-temps que
verifiquen t? — r2 > 0, tenint en compte que la nova coordenada ¥ > 0
per ser una coordenada radial. I aleshores el conjunt imatge no sera tot
Vespai-temps sind la regié on £2 — #2 > 0 ja que per la transformacié de

coordenades (1.23) tenim que #2 — 7 = o

Anem a veure com afecta aguest canvi de coordenades a la forma de veure
les corbes integrals associades al camp. Sabem que a les coordenades
de partida, les corbes integrals associades al camp {3 s6n hiperboles
tal i com veiem a la Figura 1.3, i per l'equivaléncia, a les coordenades
amb barra, aquestes hipérboles passaran a ser rectes paral-leles a l'eix ¢
(que serien les corresponents al camp £1), perd Gnicament a les regions
esmentades. Efectivament, sota el canvi de coordenades, 'equacié de
les corbes integrals associades al camp £3 donada per (1.15) ens porta a
escriure el parametre w com, :
12— 2 1
W= - -
T F
que correspon, en coordenades barres, a 'equacié d'una familia de rectes.
Notem que aquesta correspondéncia ens transforma el semipla ¢ < 0
(t > 0) en el semipla £ > 0 (f < 0) i andlogament per a les corbes
integrals, tal i com veiem a la Figura 1.4.

= @,

Un altre exemple interessant és 'equivaléncia entre el camp de dilataci6
£ iel camp €3 — &1 en la classe A > 0. Segons la Proposicié 31 les
relacions (1.22), una conformitat interna amb p = —2m #0ig=1,

2m(t+ 1) ~2mr

f= 0 — i = 1.25
t r2—(t+1)2+m i 7 TG 1) (1.25)
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Figura 1.4: Efecte de la transformacié de coordenades (1.23) amb m = 0, que
transforma el camp &3 en el camp &7, sobre les corbes integrals d’eixos camps. Aquesta
transformaci6 estd definida a la regié 2 —r? > 0 i la seua imatge estard a 2 — 72 > 0
de manera que les zones ombrejades es corresponen entre sf. ‘A aquestes regions les
hipérboles associades al camp €3 s’han transformat en rectes paral-les a 1'eix { com
correspon a les corbes integrals associades al camp &;.

permet escriure el camp €3 — £; com el camp de dilatacions en les noves
coordenades (%, 7),

0 0 - a -
- = 2 - 2 -_— _— —— I —_ P | =
&—-&=(¢ T 1) 5 + 2tr37‘ 2 |:taf + raf:l = 2%y
i la meétrica com:
dm? di 2 2 .9
MWEF0,0) = G zag( —1,1,7, 7 sin 6) (1.26)

Aquesta transformacié de coordenades, i per tant I'equivaléncia entre
els dos camps, serd valida a les regions de ’espai-temps on el canvi
de coordenades estiga definit. Aquestes regions depenen de la constant
m # 0 agafada, de manera que si aquesta és positiva (negativa) la regié
de definici6 seri els punts de ’espai-temps que verifiquen (¢+ 1)2 —r2>0
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((t + 1)2 — 2 < 0) per ser ¥ una coordenada radial. I aleshores la
imatge de la transformacié caurd sobre la regié on (£ — m)? — 72 > 0
((f —m)? — 72 < 0) doncs tenim la relacié (f —m)2 — 72 = (_t_l%n;——rf
Anilogament al fet a Pexemple anterior anem a veure que passa amb les
corbes integrals associades al camp. El camp £3—&; té rectes i hipérboles
com a corbes integrals segons hem vist a la Figura 1.3 (A > 0), amb el
canvi de coordenades aquestes corbes integrals es transformen totes en
rectes passant per I'origen de coordenades (corresponents al camp £;) a
les regions de definicié de la transformacio ja que el pardmetre w de les
corbes integrals passa a escriure’s com:

t?2—-r2-1 2t _
W= e = — =

T F
que correspon a la familia de rectes associada al camp &;. A la Figura 1.5
podem veure aquesta transformacié sobre I’espai-temps i sobre les corbes
integrals per al cas en qué m > 0, en aquest cas les regions ombrejades es
corresponen entre si segons la transformacié de coordenades, produint-se
un canvi de signe per a tot ¢t < ~1.

Conseqiientment, i tal i com hem vist als exemples anteriors, tenim el
segilent resultat:

Corol-lari 2 Els camps conformes Killing radials donats per £3— k&, amb k =
0,+1,—~1 poden ser elegits com a representants de les classes d’equivaléncia
A =0, A>01iA <0 respectivament.

Notem també que aquests representants s’obtenen inicament del camps £
i £3 i per tant no formen una base de 'dlgebra generada pels camps conformes
Killing radials. Tanmateix, generen tota I’dlgebra per commutacié donat que
P’altre camp de la base, £2, s’obté, salvant un factor constant, com el claudator
de Lie de qualsevol parell d’aquests representants.

1.4 Superficies ortogonals a un camp conforme Ki-
lling radial minkowskia

Siga £ un camp conforme Killing radial donat en la seua forma reduvida per
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Figura 1.5: Efecte de la transformacié de coordenades (1.25) amb m = 1, que
transforma el camp £3 — & en el camp 21;72, sobre les corbes integrals d’eixos camps.
Aquesta transformacié, definida a les regions (£ +1)2 —1r2 > 0i (f~1)2—#2 > 0i de
manera que les zones ombrejades es corresponen entre sf, transforma les hiparboles
associades al camp £3 —£; en rectes passant per origen de coordenades com correspon
a les corbes integrals associades al camp 26,.
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(1.11) i considerem I’1—forma &, associada a ell, és a dir,
£y = — (a,(t2 + r2) -+ bt 4 c) dt + r(2at + b)dr.

Aquesta 1-forma és integrable, £, A df, =0, i a més a més admet com a un
potencial la funcié s(t,r) donada per:

b2 —r¥)+ 2t if a=0

s(t,r) = (1.27)

2,2
il KL

és a dir, £, o ds i les superficies ¥, = {(t,r,e,tp) / 8 = constant} sén
ortogonals al camp £. Considerem un domini on el camp no es fa isdtrop
a cap punt. Aleshores la métrica es pot escriure utilitzant la funcié s com
a nova coordenada i un altra coordenada w ortogonal al camp &, és a dir,
n{dw,£) = 0. Amb aquesta condicié d’ortogonalitat trobem que el sistema
a resoldre coincideix efectivament amb el corresponent a les corbes integrals
associades al camp (1.15) i per tant la coordenada w resulta:

aB—-r)+bt+c
r

w(t,r) = (1.28)

per a qualsevol valor de la constant a. Per poder escriure la métrica plana
en aquestes noves coordenades necessitem les transformacions inverses a les
equacions (1.27) i (1.28), les quals venen donades per

i) Enelcasa =0:

2‘% if b=0
t(s,w) = —%-l—% bS:l:c2 if. b#0
w—b (1.29)

o) = |fBEE
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ii) En el cas a # 0:

Ho,w) = —t—y [(A —w?)s — (0% - A)E

0" — W
£4/(07 - A - 4] |

r(s,w) = ij(ﬁﬂﬁ[—a\/aﬂ—Aﬂ:w\/az—A]

ag” —Ww

(1.30)

on o = 2as + b i el signe + (—) de la coordenada ¢ correspon al signe +
() per a la coordenada r.

Aleshores resulta que 7, escrita en les coordenades (s,w, 8, ¢), adopta la se-
giient forma diagonal:

. 2 _ 2 . .
2(s,w) dzag(4(l;)3 +“C’2)2, " 1_ 5 1, sin? 0) si a=0

MNsw,8,0) =

_ 2
r(s,w) dwg(4(a3£+ bl.;J+ ey’ w? }- A’

1,sin? 0) si a#0
(1.31)

Notem que aquestes coordenades (s, w, 8, ¢) no sén, en general, coor-
denades conformement planes. A més a més, observem que considerant les
transformacions de coordendes (1.29), (1.30) i la Proposicid 3, la relacié que
resulta entre les funcions (s, w) i les (¢, ¥) ens permet recuperar, a partir de
’expressié (1.31), les formes meétriques (1.24) i (1.26) que hem vist a l’apartat
anterior.

Per tant, a partir de (1.31), podem calcular Pexpressié de la métrica
induida sobre les superficies ortogonals X; per la métrica d’espai-temps de
Minkowski, la qual s’obté de considerar el projector ortogonal h = 7+ %D—E ®E.
Aleshores aquesta métrica 3-dimensional v s’escriu:

. 1 .
Y(w,b,p) = 7'2(8, w) dzag(m, 1, gin? 9).

La doble 2-forma de curvatura de Riemann R d’aquesta metrica induida
es pot expressar com R = [K(s)/2]y Ay, on A denota el producte exterior de
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dobles 1-formes i K(s) resulta:

_p?
uan g =10
K(s)={ bs+ 5’ 4 0 (1.32)
W quan a#

Per tant tenim que cadascuna, de les superficies I, (s = constant) ortogo-
nals al camp conforme Killing radial £ té curvatura seccional constant, K(s),
depenent de les corresponents constants associades al camp. Ara be, tenint
en compte les expressions (1.13) i (1.27), la quantitat P = —n(£,£) vindra

donada per
bs + c2 si a=0
= bs 2 (1L.33)
——";"—(20.:5 +b)* si a#0

i conseqiientment, la curvatura seccional de ¥, es pot escriure més simplifica-
dament com:

K(s) = ———(2at + b)2,

(5 £)

el signe de la qual depén clarament del caracter causal del camp £. Si el camp
és espacial tindrem superficies de curvatura constant positiva i si el carmp
és temporal aleshores la curvatura de les seccions ortogonals serd negativa,
salvant el cas on g == b = 0 per al qual la curvatura és nul-la. Podem, doncs,
resumir-ho tot de la segiient manera:

Proposicié 4 Les seccions ortogonals a un camp conforme Killing radial, a
lespai-temps de Minkowski, son espais 3-dimensionals de curvatura constant
negativa o positiva segons (les regions on) el camp siga temporal o espacial,
respectivament; salvant el cas del camp £ = b‘ (tempoml per tot arreu), les
seccions ortogonals del qual son planes.

1.5 Conformes Killing radials temporals a Minkows-
ki

El cas de camps conformes Killing radials temporals és especialment inte-
ressant perque estan relacionats amb observadors particulars (en general no
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inercials) a lespai-temps de Minkowski. El tipus d’observador que tingam
en cada cas dependrd de les seues propietats cineméitiques. Anem, doncs, a
estudiar aquestes propietats a l’espai-temps de Minkowski.

Les propietats cinematiques d’un camp conforme Killing radial temporal £
seran les corresponents al vector unitari u = éT’ les quals venen donades per
la, descomposicié (relativa a u) de la seua derivada covariant:

1

Vu=—u®a+a+9+3

Oh, (1.34)
essent a ’acceleracié, o la distorsié (o vorticitat), €2 la rotacié, © 'expansié i
h el projector ortogonal a u.

La distorsi6 i la vorticitat del camp £ sén nul-les pel fet de ser un camp
conforme Killing i integrable; mentre que ’expansié 8, donada per

9= 3(2at + b)
VP

amb P el modul del camp canviat de signe (1.13), i 'acceleracié a, amb ex-

pressiéd

a =" ((~r(2at + b)ds + (alt® + %) + bt + c)dr ),

seran en general diferents de zero.

D’aquestes expressions clarament podem observar que ur camp conforme
Killing radial temporal en forma reduida (1.11) i en coordenades inercials és
geodesic si i només si la constant o és igual a zero. I tindrd expansié nul-la
(és a dir, serd un camp de Killing) si i només si les constants a i b sén ignals
a, zero, és a dir, dinicament quan el camp siga £ = ¢(8/8t).

2
A més a més, notem també que n(a,a) = 524(-1-_43 és constant al llarg

de cada corba integral, com es pot veure de I'expressié (1.16). La qual cosa
confirma el fet que les corbes integrals associades a un camp conforme Killing
radial temporal corresponen a moviments inercials o hiperbolics. Per tant
podem concloure el segiient resultat: '

Proposicié 5 A ['espai-temps de Minkowski, 'acceleracié d’un camp con-
forme Killing radial temporal té modul constant sobre cada corba integral, és
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a dir,
2|a|

wE— A’
essent w la funcié donada per (1.15).

lal =

El vector unitari u associat a un camp conforme Killing radial temporal,
considerat com a quadrivelocitat es pot escriure com

¢ 1 d 8
N \/1_3: v1~v2(§+va_r)’

on v representa la velocitat del camp relativa a 1’observador inercial % ivindra
donada pel quocient entre les components £* i £0 del camp:

u

r(2at + b)

V= E T T (1.35)

Segons la Figura 1.1, podem veure clarament que quan ens aproximem
(dins de les regions de temporalitat del camp) als cons de llum, on el camp
¢ es fa isdtrop, la velocitat relativa v tendeix a 1 (a la velocitat de la llum).
En particular, el cas a = ¢ = 0, corresponent al camp geodesic €2, resulta
especialment interessant (en part també per raons histdriques). Per aquest
camp la seua velocitat relativa es redueix a v = —’E i adaptant coordenades a
ell, la métrica de Minkowski s’escriu com:

2
n=—dr?+ —— [dp? + p*(d6® + sin® 8de?)] , (1.36)

2\ 2
(1-%)

és a dir, té la forma d’una métrica de Robertson—-Walker amb factor d’expansié
R(7) = 7. Aquesta expressié de la métrica plana va ser introduida per Milne
[12] als anys trenta, qui la va utilitzar per donar una interpretacié cinematica
de Pexpansié de l'univers. De fet, el model d’univers construit per Milne
amb aquesta expressié de la métrica plana representa un univers en expansio
d’acord amb la llei de Hubble (velocitat de recessié proporcional a la distancia
en cada instant) i es conegut com a Univers de Milne. La coordenada temporal
7 descriu el temps propi de la congruéncia radial geodésica associada al camp



P e RN

R

1.5. Conformes Killing radials temporals a Minkowski 37

€2 = TB%, i, segons la Proposicid 6, les superficies 7 = constant sén espais de
curvatura constant negativa.

Notem que I'expressié (1.36) es pot obtindre també a partir de (1.31) només
redefinint les coordenades (s,w) de la segiient manera:

s=12 s W= . + l .
4 p
En eixe sentit, podem entendre 'interpretacié de Milne de la velocitat de
recessié de les galaxies com el fet d’adaptar coordenades a un camp conforme
Killing radial temporal a I'espai-temps de Minkowski.

Tanmateix, per a camps £ temporals amb a # 0 Vacceleracié és no nul-la
perd, per ser temporals, les seccions ortogonals a ells sén espais de curvatura
constant negativa (com hem vist a la Proposicid 4). Malgrat aixd, pel fet de
no ser geodesic, la meétrica de Minkowski en coordenades adaptades a § ja
no serd exactament de la forma de Robertson-Walker, donat que apareixeran
termes extradiagonals 7,,, i no es pot fer un tractament similar al de Milne en
aquesta situacié. .

Considerem a continuacié el camp radial geodésic isdtrop k = gf - 53_ El
desplagament espectral z d’un esdeveniment emés a e = (¢,7,0, ¢) relatiu a un
observador u que es troba a l'origen espacial o = (¢ = tg,r = 0) ve donat per

_n(k,u)le 1+Ve\/1-vo
1-’_z“n(k,u)h,__ 1—veVi4v,’ _(1'37)

on v és la velocitat de I'observador u relativa a ’observador inercial 9 iels
subindexs e i o expressen que les funcions corresponents sén avaluades sobre
els punts d’emisgié i d’observacié respectivament.

Aleshores, donat un camp conforme Killing radial temporal £ en forma
reduida (1.11), la velocitat relativa v d’aquest £ respecte 'observador inercial
resulta de la forma (1.35) i per tant expressié (1.37) del redshift es redueix a

1+v,

1 =
+z 1=v,

donat que v, = v(¢g, 0} = 0 per aquests camps. En aquesta expressié solament
necessitem condixer el valor de la velocitat relativa v, al punt d’emissié sobre
les corbes integrals de £.
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1.6 Espais—temps conformement plans i moviments
conformes radials

a) Tota varietat diferenciable M de dimensié n qualsevol amb un camp
tensorial métric (també anomenat métrica) g associat forma el que anomenem
una estructura métrica (M,g). En particular, 'espai-temps sempre esta asso-
ciat a una varietat diferenciable de dimensié 4 a la qual definim una meétrica
lorentziana (de signatura (1,3)). En general, les estructures metriques sdn de
diferents tipus depenent, tant de la varietat diferenciable considerada com de la
metrica associada. De fet a una mateixa varietat M 1i podem associar diverses
estructures métriques que, en general, tindran propietats geometriques dife-
rents. Perd, donada una varietat diferenciable, podem associar-li metriques
diferents perd relacionades entre si de manera que donen lloc a estructures a
les quals n’hi han propietats que es conserven al passar d'una a l'altra mentre
que altres marquen les diferéncies entre elles. Dins d’aquestes, resulten de
particular interés per al nostre treball aquelles estructures que anomenarem
conformes. Es diu que dues estructures métriques (M,g) i (M,§) sén con-
formes si ezisteiz una funcid diferenciable positive, f : M —]0,+o0[, i de
classe C®, gnomenada factor de conformitat, tal que § = fg.

Aquest tipus d’estructures relacionades resulten principalment interessants
perqué poden ser considerades com canvis d’escala en la métrica de manera
que es preserven els angles entre vectors diferents i les raons (quocients) entre
distancies. Es més, per al cas especial de métriques lorentzianes (signatura
(1,n) on n és la dimensié de la varietat) tenim que dues estructures métriques
sén conformes si, i només si, defineixen en cada punt la mateixa estructura
causal, és a dir, el mateix con de llum. A més a més, les estructures metriques
lorentzianes conformes tenen també les mateixes geodesiques isdtropes. To-
tes aquestes propietats fan especialment interessant les estructures metriques
conformes, també anomenades estructures métriques relacionades per confor-
mitats, en Pestudi de ’espai—temps.

La relaci6é d’estructures métriques conformes és una relacié d’equivaléncia
per al conjunt de totes les estructures métriques amb una mateixa varietat
diferenciable, pel qué podrem parlar de classes de conformitat prenent com a
representant de classe una métrica qualsevol dins de la classe. En particular,
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nosaltres estudiarem la classe de conformitat de la métrica plana, considerant
com a matrica plana 7 aquella que té tensor de curvatura de Riemann nul,
Riem(n) = 01 per tant es podra escriure com 7 = diag(ey, ..., €,) amb ¢ = +1
oni=1,..,n essent n la dimensié de la varietat. Les matriques pertanyents
a aquesta classe de conformitat es diran estructures métrigues conformement
planes. Segons la dimensié n de la varietat tindrem que una estructura confor-
mement plana ve caracteritzada de la segiient manera: (i) En dimensi6é n =2
tota metrica és localment conformement plana; (ii) En dimensié n = 3, una
métrica és conformement plana si i sols si el tensor de Cotton associat a ella
és nul; (iii) En dimensi6é n > 4, una métrica és conformement plana si i sols si
el tensor de Weyl associat a ella és nul.

Per al cas d’un espai—temps conformement pla tindrem per tant que el
tensor de Weyl associat a la métrica és nul i aleshores el tensor de curvatura
de Riemann no té part sense traga. ‘

Perd, abans de passar a l’estudi particular dels espais-temps conforme-
ment plans, anem a donar algunes propietats generals que es verifiquen per a
qualsevol parell d’estructures metriques conformes en qualsevol dimensié, les
quals ens seran d’utilitat.

b) Donada una estructura metrica (M, g) de dimensié n qualsevol, consi-
derem el tensor de curvatura de Riemann associat, Riem(g). Per a qualsevol
altra metrica § conforme a la primera, el tensor de curvatura de Riemann
corresponent, Riem(§), estarad també relacionat amb Panterior mitjancant el
factor de conformitat entre ambdues meétriques. Aquesta relaci6 es mostra en
la seglient proposicié.

Proposicié 6 En dimensid n qualsevol, dues estructures métriques confor-
mes, (M, g) i (M,§ = F2g), tenen associats tensors de curvatura de Riemann
relacionats de la segient monera:

Riem = F?(Riem + S A g) (1.38)

on
¥ = FVd(—;;) - %g(dln1F|,d1n|F|)g, (1.39)

essent d la diferencial exterior, V la derivada covariant de Levi-Civita asso-
ciada @ la métrica g i A el producte esterior de doble 2-formes.
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Una conseqiiéncia inmediata d’aquesta proposicié sén les relacions entre els
tensors de Ricci, la curvatura escalar i el tensor de Weyl d’ambdues métriques
donat que aquests s’obtenen com a contraccions successives del tensor de Ri-
emann als dos primers casos i de la descomposicié de la doble 2-forma de
curvatura de Riemann associada per la metrica al cas del tensor de Weyl.
Aquestes relacions seran, per tant, les segiients:

Corol-lari 3 Els tensors de Ricci, les curvatures escalars i els tensors de Weyl
associats a cadascuna de les dues métriques conformes estan relacionats pel
factor de conformitat segons les segiients expressions:

1) El tensor de Ricci de la métrica § s’obté a partir del corresponent tensor
de Ricci de la métrica g com:

Ric = Ric+tr, L g+ (n — 2)T

i1) Les corresponents curvatures escalars d’aquestes dues métriques verifi-
quen lo relacio:
R=F%R+2(n—1)tr,D)

i11) El tensor de Weyl resulta invariant sota conformitats:
W=Ww

Estemn denotant la traga respecte de la metrica g per try i ¥ la doble 2-forma
donada per (1.39).

Aquestes relacions sén valides per a qualsevol dimensié n de la varietat
diferenciable i per a qualsevol signatura de les meétriques.

c) Anem a veure ara com definim les propietats cinematiques associades a
un vector unitari temporal i com es relacionen per conformitats en la métrica.
Treballarem en signatura lorentziana (1,3) per a la qual un vector unitari
u i temporal per a la meétrica g verifica g{u,u) = —1. La descomposici6
cinematica de la derivada covariant d’aquest vector u respecte de g ens déna la
seua acceleracié a, definida per a = V,u, la seua expansié ©, denada per © =
divu = V,u®, la seua distorsié o, que s'obté com o = (Lug) 1 — %@(g+u® u)
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essent L, la derivada de Lie al Harg de u, L la projeccié sobre ’espai ortogonal
a u i finalment, la seua vorticitat 2, Q = %(du) 1; de manera que la derivada
covariant del vector s’esciru com,

Vu=—u®a+a+ﬂ+%@(g+u®u).

Donat aquest u, podem definir el vector i = %u de manera que aquest
nou vector és unitari i temporal per a la métrica § = F?g (§(i1, 1) = —1);
i analogament, la derivada covariant del vector i respecte de la meétrica §
(per a la qual és unitari) ens déna les corresponents magnituds cinematiques,
resultant: .

§ﬁ=—ﬁ®a+&+ﬁ+§§@+ﬁ®ﬁ)
Utilitzant les relacions anteriors trobem que aquestes magnituds cinematiques
no sén totalment independents entre elles, siné que estan relacionades entre
sf pel factor de conformitat F? entre ambdues meétriques. L’acceleracié del
vector i1 es pot obtindre com,

d=a- <(dF)L. (1.40)
L’expansié © depén de 'expansié © i de la funcié F de la segiient manera:
~ 1 3.
Q_F@+Fumq (1.41)

amb () el producte interior. La distorsi6 canvia de manera similar a la métrica,
és a dir, amb un factor de proporcionalitat entre elles,

d = Fo.
I finalment, la vorticitat canvia de la mateixa manera que la distorsié,
Q= FQ.

Com veiem, encara que totes les magnituds canvien per conformitats, po-
dem dir que la nul-litat de la distorsié i de la vorticitat és invariant sota confor-
mitats. Aquesta propietat resulta d’interés en ’estudi dels camps conformes
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Killing radials temporals en tota una classe de conformitat, particularment a
la classe dels espais-temps conformement plans.

d) Un camp £ que verifica Lzg = 2@g es diu que és un camp conforme
Killing per a la métrica g (L¢ denota la derivada de Lie). A més un camp
conforme Killing temporal estd caracteritzat per les propietats cinematiques
del vector unitari u associat a ell; de manera que el camp temporal £ serd un
conforme Killing si, i sols si, el seu vector unitari u associat té distorsié nul-la
(¢ = 0) i la seua acceleracié és la projecci6 sobre les superficies ortogonals
a u del gradient d’una funcié la derivada al llarg de u de la qual és un terg
de la seua expansid, d{(a — %—u) =0 (on d representa la diferencial exterior a
I'espai-temps). De fet, aquesta caracteritzacié és invariant per conformitats,
com es pot comprovar de les relacions entre les propietats cinematiques d’un
camp per a dues métriques conformes descrites a anteriorment, i per tant
és la mateixa per a tota una classe de conformitat de metriques. Per tant,
si un camp vectorial temporal és un conforme Killing per a una meétrica g,
aleshores ho serd també per a qualsevol altra métrica conforme a g. De fet,
aquesta propietat és independent del caracter causal ja que, en general, si £
és conforme Killing per a g, L¢g = 2®g, aleshores per a la métrica § = F2g es
verifica que £¢§ = 28§ amb coeficient de conformitat & = & + L;£(F?).

En particular tenim que aixo6 es verificard per a la classe de les métriques
conformement planes, de manera que els camps conformes Killing sén els ma-
teixos que els de I'espai-temps de Minkowski per a qua;lsevol altre espai—temps
conforme a ell.

Ara bé, si volem estudiar els camps conformes Killing que sén a més a més
de direccions radials, aleshores hem de dir en primer lloc qué entenem per
camp amb direccions radials en un espai-temps conformement pla qualsevol.
Per tot el que hem estudiat anteriorment i tenint en compte que els Unics fac-
tors de conformitat interns d’una métrica conformement plana sén els factors
de conformitat interns de la meétrica de Minkowski, podem definir els camps
radials de la segiient manera:

Definicié 8 Direm que un camp vectorial £ €s de direccions radials per a
una métrica conformement plana g = F?n si existeizen coordenades {z*,p =
0,1,2,3} inercials per a la métrica plana n en les quals el camp s’escriu en la
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forma reduida,
£ = ala*) 2 + Ala") 2
ot ar’

De manera que tindrem que tot camp de direccions radials de la métrica
plana ho és també en qualsevol métrica conforme a ella i viceversa. En parti-
cular, donat tot ho exposat anteriorment, els camps conformes Killing radials
d’una métrica conformement plana seran els mateixos que els de P’espai-temps
de Minkowski i per tant seran de la forma (1.11) segons la Proposicié 1, tenint
doncs que:

Proposicié 7 La forma reduida de tot camp conforme Killing radial a un
espai-temps conformement pla €és:

0 a
2, .2
E—(a(t +r )+bt-4—c)E +r(2at+b).———a

on a, b i c sdn constants arbitraries.

Algunes de les propietats d’aquests camps es mantenen invariants per con-
formitats i ja han estat estudiades a l'espai de Minkowski. Per exemple la
forma dels dominis de causalitat i de les corbes integrals serd la mateixa en
tot espai-temps conformement pla, sempre dins del domini de definicié del
factor de conformitat corresponent (veure les Figures 1.1, 1.2 i 1.3). Per al
cas d’un camp conforme Killing radial temporal, la distorsié i la verticitat sén
nul-les en qualsevol espai-temps conformement pla pel fet de ser un conforme
Killing integrable. Perd existeixen altres propietats cinematiques i dindmiques
que dependran de I’espai-temps considerat, i aquestes sén les que anem a es-
tudiar a continuacié.

Considerem 1’1-forma £, associada a £ per la métrica,

& = F2[ - adt + Bdr],
amb a = a(t®> + r?) + bt + ¢} i B = r(2at + b). Aleshores tenim que aquesta

1-forma és integrable, independentment de la forma del factor de conformitat
F2 3] igual que passava a I'espai~temps de Minkowski, de manera que existeix
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la funcié s(t,r) donada per (1.27),
(2 —r)+2ct i a=0
s(t,r) =

2

2 _ -
“tatﬁ_ ¢ i a0

que és un potencial de &,, és a dir, & x ds. A més a més les superficies orto-
gonals al camp ¢ vindran donades per B, = {s(t,r) = constant}. Aixi mateix,
les corbes integrals, al ser invariants per conformitats, també ens defineixen la
funcié w(t,r) (1.28),

a®-r)+bt+ec
r

w(t! 7‘) =

verificant g(ds,dw) = 0, de manera que la meétrica induida 5 sobre les su-
perficies ortogonals és conforme a la corresponent métrica induida vy per la
métrica plana sobre aquestes superficies ortogonals, amb el mateix factor de
conformitat F2. Llavors tenim que ¥ = F2y amb  una meétrica de curvatura
K (s) constant (1.32), segons el vist anteriorment; de manera que, utilitzant
les relacions entre els tensors de curvatura de dues métriques conformes (1.38),
tenim que
K(s)

Riem(¥) = (—fy + z) AY
amb ¥ = FVdE ~ 15(dIn|F|,dIn |F|)7 i, en aquest cas V denota la derivada

covariant respecte de la metrica 7. En general lel;, # 0 i per tant aquests
3-espais no sén de curvatura constant.

Ara considerarem que £ és temporal. Si u és el corresponent vector uni-
tari, g(u,u) = —1, aleshores per (1.40) i (1.41), la seua expansié © i la seua
acceleracié a depenen del factor de conformitat de la manera segiient,

Q= = \/~[aF +BF + F] (1.42)

A 1 1
7 P[ Bdt + adr] + nge + F,g,dga (1.43)
amb a i B les components del camp donades per (1.10) i essent

A=aF +BF + 2rF (1.44)

a=
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on el punt i la prima representen les derivades parcials respecte de £ i de r,
respectivament, Fg = %% iF,= %%.

Notem que l'acceleracié a és la projeccié ortogonal a u del gradient d’una
funci6 ja que, per ser el camp un conforme Killing, es verifica que d (a— %—u) =
0 . Per tant podem dir que u és conformement geodésic, és a dir, existeix
un espai~temps conformement pla per al qual el camp £ és geodésic. En el
proxim capitol provarem que aquest espai-temps correspon a 'espai-temps de
Robertson—-Walker.

En quant a 'expansié, clarament depén de Pespai-temps considerat; en
particular veurem que per al cas de Robertson-Walker el camp conforme Ki-
lling radial temporal geodésic té expansié homogenia, és a dir, expansié vari-
ant solament al llarg de la direccié del camp. Perd també n’hi hauran altres
espais—temps on 1’expansié del camp siga homogénia encara que per aquests
l’acceleracié del camp serd diferent de zero, perd necessariament Fermi-Walker
propagada al llarg de la direcci6 del camp. Aquesta relacié entre la derivada
de Fermi de P’acceleracié i la propagaci6é de expansié es pot provar de manera
general per a camps conformes Killing integrables, entre els quals es troben els
radials, com anem a veure a continuacié. Per demostrar-ho necessitem pre-
viament establir el segiient resultat general, al qual denotarem de la mateixa
manera al camp i a ’l-forma associada a ell per la métrica sense que aixo
genere confusié en la notacié.

Lema 1 Per a un camp temporal i unitari u, considerant les seues acceleracié
a, expansio O, distorsid o 1 vorticitat 2, es verifica la segiient identitat:

dfa- %u) = (ila)e ~ ) + Foa - %d@) Au- gen +(da),

amb d la diferencial exterior, i() el producte interior, F, la derivada Fermi-
Walker al llarg del camp u i L denotant la projeccid sobre el 3-espai ortogonal
au.

Prova: En primer lloc considerarem la descomposicié cinemética
(relativa a u) de la derivada covariant del camp u i de la seua
acceleracié a, Vu i Va, respectivament,

1
Vu=-u®a+o+O+ g@(g-l—u@u)
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Va=—g(a,aju®u+q@u+u®p+(Va)L

essent p i q vectors ortogonals a u. La part antisimétrica d’aquests
tensors és, respectivament,

du=aAu+2Q0 , da=(q-p)Au+(da)L.

Llavors, tenim
&) 1 o] 2
d(a- To;u) = (q-p— 506 ~ -3—&) Au— 200+ (da).
i tenint en compte que g{u,a) =0 i denotant per tVa el 2-tensor
transposat de Va, podem escriure

pP= —(z‘(u)Va)J_ = —-Jua

= —(z'(u)*Va)l = (i(a)tvru)L = i(a)(o — Q) + %a

obtenint aixi I’expressio requerida.

Si tornem ara al cas d*un camp conforme Killing temporal (no necessaria-
ment radial), els quals es caracteritzen per tindre ¢ = 01id (a - —(?;)-u) = 0,
que a més a més siga integrable (2 = 0), aleshores es verifica que uAda =10
0, equivalentment, {u) * da = 0. Per tant, relativament a u, la 2-forma da té
part magnética nul-la i (da), = 0. Conseqiientment el Lema 1 es redueix a

(Fua- %d@) Au=0

i donat que g(u, Fna) = 0, la condicié d’acceleracié Fermi~Walker propagada
al llarg de la direccié del camp u és equivalent a la condicié d’expansié ho-
mogenia. Tenim demostrat doncs el resultat que anunciaven, el qual podem
resumir a la segiient proposicié:

Proposicié 8 Tot camp conforme Killing temporal integrable té ezpansic ho-
mogénia si, i sols si, t€ acceleracié Fermi-Walker propagada ol llarg de la
direccid del camp.
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Per altra banda, la propietat cinematica d’expansié homogénia per a un
camp, també es pot relacionar amb el tensor impuls-energia utilitzant les
identitats de Ricci contragudes. Aquestes, per a un camp temporal unitari
qualsevol, es poden expressar com

2 02 1
i(u)Ric(g) = —§d(~) + [? + §i(u)d® + Ja] u+i(a)(2—o) — 60— do
on § és la codiferencial exterior (da = —V,a” i (6Q2), = —V,}). Aleshores,

per al cas d’un camp temporal amb distorsié i vorticitat nul-les, resulta que
aquestes identitats estan indicant-nos que el fet de tindre expansié homogénia
és equivalent a que el camp u és un autovector del tensor de Ricci. Per tant
tenim el segiient resultat:

Lema 2 Tot camp temporal integrable i amb distorsié nul-la és propi del ten-
sor de Ricci si, 1 sols si, té expansic homogénia.

Si adaptem aquests resultats als camps conformes Killing temporals podem
escriure les segiients equivaléncies, les quals també es verificaran per al cas
particular en qué el camp és radial,

Proposicié 9 Per a un camp conforme Killing temporal i integrable, les se-
gients propietats son equivalents:

1) El camp té expansic homogenia.

2) La seua acceleracid és Fermi-Walker propagada al llarg de la direccid del
camp.

8) El camp és un vector propi del tensor de Ricci.

Reprenent de nou l'acceleracié del camp, resulta igualment interessant
adonar-se que aguesta no sols es pot relacionar amb I'expansi6é del camp com
hem vist a la proposici6 anterior, siné que a banda existeix altre tipus de relacié
amb la curvatura de les seccions ortogonals al camp, aixi com amb el tensor
impuls—energia. Com veurem també més endavant, les superficies ortogonals
al conforme Killing radial geodésic dels espais-temps de Robertson—Walker
sén 3-espais de curvatura seccional constant. Aleshores podem pensar en
existéncia o no d’algun tipus de relacié similar a la trobada per al cas de
Pexpansié.
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En primer loc, analitzant el tensor impuls-energia corresponent a una
matrica conformement plana i la seua descomposicié respecte d’un camp vec-
torial temporal u que defineix una sincronitzacié umbilical (és a dir, una foli-
aci6 de 3-espais, la curvatura extrinseca dels quals és proporcional a la metrica
induida). Aquesta sincronitzaci6 serd de curvatura constant si i sols si el ten-
sor de Ricci de la métrica induida 74 té part sense traga igual a zero (és a
dir, Ric(F) o< 7). Aleshores, les relacions de Gauss—Codazzi per aquest espai-
temps conformement pla i per aquest u, el qual és integrable i sense distorsio,
impliquen que la projeccié ortogonal a u de Ric(g) és també proporcional a
%, és a dir, que el tensor de pressions anisotropiques és nul.

Paral-lelament, tornant a les identitats de Ricci per a un camp temporal
qualsevol, tenim que la contraccié d’aquestes amb el propi u permet escriure-
les com

@2

(o) () Riem(g) =2 ®a 0% % - 300 - 2 [i(w)d0 + &l

+(Va), - (i(u)Vo)L

on i'() indica la contraccié amb el tercer index, Q) = Q,’)Q;‘,, i analogament
per a ¢2. Aleshores, per al cas d’un camp integrable i sense distorsi6, la part
sense traca de Iequacié anterior es redueix a

1
E - 51’[ = T(a®a+(Va)J_)
essent E = i(u)i’(u)W la part eléctrica del tensor de Weyl, II el tensor de
pressions anisotropiques i T representant la part sense traga del tensor corres-
ponent. Llavors, en un espai-temps conformement pla (E = 0) tindrem que
el tensor II és nul si i sols si I’acceleracié verifica que

T(a®a+(Va)_|_) =0

o equivalentment que lacceleraci6 és un vector propi de (Va), tal i com
concloem a la segiient proposicio.
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Proposicié 10 En un espai—temps conformement pla, per a un camp tempo-
ral integrable 1 sense distorsid, les segients propietats sén equivalents:

1) Les superficies ortogonals al camp sén de curvatura constant.

2) La seua acceleracié és un autovector de la projeccid ortogonal del gradient
de Vacceleracié amb valor propi donat per

% (tr ((Va) _j_) ~2¢g(a, a))

3) El tensor de pressions anisotropiques és nul.

A aquestes dues tltimes proposicions relacionem el tensor impuls—energia
associat a un espai—temps conformement pla amb les propietats cinematiques
corresponents a un observador u. De fet, la primera de les condicions de cadas-
cuna d’aquestes proposicions (camp conforme Killing integrable amb expansi6
homogenia i superficies ortogonals de curvatura constant) es donen conjunta-
ment per als espais-temps de Robertson-Walker. Com és conegut, el contingut
energétic d’aquest espais-temps és de fluid perfecte. En general, es pot veure
que relativament a un observador u associat a un camp conforme Killing ra-
dial, el contingut energdtic corresponent a un espai-temps conformement pla
sempre es pot descompossar en suma d’un fluid perfecte de quadrivelocitat u
i altra component que s’anul-la quan Pexpansi6 és homogenia.
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Capitol 2

Obtencié de factors de
conformitat

Al capitol anterior hem vist que els camps conformes Killing ¢én els ma-
teixos per a tota una classe de conformitat i en particular per a la classe dels
espais-temps conformement plans. A més a més, les propietats cinematiques
associades a camps temporals unitaris també es troben relacionades pel factor
de conformitat que lliga dos espais-temps qualsevols. Més concretament, hem
estudiat les propietats cinematiques associades a un camp conforme Killing
radial temporal en funcié del factor de conformitat de I'espai-temps confor-
mement pla considerat obtenint que la distorsié i la vorticitat s6mn nul-les en
qualsevol espai-temps per ser aquesta propietat invariant sota conformitats,
mentre que l'acceleraci6 i Pexpansié del camp eren clarament depenents del
factor de conformitat. De manera que, per exemple, un camp serd geodesic
solament en aquells espais-temps, el factor de conformitat dels quals satisfa
una certa equacié diferencial donada per expressié (1.43) de lacceleracié; un
camp tindra expansi6 nul-la si el factor de conformitat verifica que ’expressié
(1.42) és ignal a zero. Perd també podem veure-ho com una manera d’obtindre
diferents factors de conformitat, 1 per tant diferents espais-temps, imposant
condicions sobre aquestes propietats cinematiques. De fet, com ja apuntavem
al capitol anterior, la condicié d’acceleracio nul-la sempre pot ser considerada

61
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donat que el camp és conformement geodésic i obtenir aixi el factor de confor-
mitat de Pespai—-temps conformement pla on el camp és geodesic, essent aquest
el corresponent als espais—temps de Robertson-Walker com veurem a conti-
nuacié. Podem aprofitar aquesta idea imposant altres condicions cinematiques
sobre el camp per trobar altres espais-temps conformement plans.

En primer lloc, recordem que el moviment conforme i geodésic dels uni-
versos de Robertson—Walker té expansié homogeénia, és a dir, la seua expansié
solament varia en la direccié del camp (uAd© = 0). Aleshores, una manera de
generalitzar el resultat anterior és considerar els espais-temps conformement
plans que admeten un camp conforme Killing radial temporal amb expansié
homogenia i no necessiriament geodésic.

A continuacié, tenint en compte que el camp conforme i geodésic de Ro-
bertson-Walker també verifica que les seccions espacials ortogonals a ell sén 3—
espais de curvatura constant, estudiem una altra via de generalitzacié que cor-
respon al cas d’espais-temps conformement plans admetent un camp conforme
Killing radial amb seccions espacials de curvatura constant, no necessariament
temporal i no necessiriament geodesic.

2.1 Les meétriques de Robertson—Walker en coorde-
nades conformement planes

a) En primer lloc anem a veure, doncs, quins sén els espais-temps confor-
mement plans que admeten un camp conforme Killing radial temporal £ (1.11)
geodesic. Per la forma de l'acceleracié (1.43), aquests espais—temps tindran
per factor de conformitat F?2 aquell que verifique les equacions:

A=0 i Fyj=0 j=0,p.

Per tant la métrica té necessariainent simetria esférica, donat que la funcié F
depén tnicament de t i de r. La integracié de Pequacié en derivades parcials
A =0,

oF + BF +2arF =0 (2.1)
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on ¢ i B estan donades per (1.10), ens déna la forma general d’aquest F' de la
segiient manera

f(s) si a=0
F(t,r) = (2.2)
?alt(i_)E si  a#0

on f és una funcié arbitraria del seu argument s(t,r) donat per (1.27), és a
dir, de
b(t2 -r2)+2ct if a=0

sthr) = a(t? —r?) —c "
—gatyy i a#0

Per identificar aquests espais—temps conformement plans, podem comparar
les expressions obtingudes (2.1) i (2.2) amb aquelles que varen ser presentades
per Infeld i Schild al seu treball sobre Cosmologia cinematica [1}. En aquest
treball, els autors trobaren el factor de conformitat dels espais-temps confor-
mement plans i amb simetria esférica que satisfeien el postulat d’homogeneitat
espacial. Es a dir, obtingueren localment una expressié conformement plana
de les métriques de Robertson-Walker. La nostra equacié (2.1) és equivalent
a lequacié diferencial {A3) analitzada per Infeld i Schild a ’Apéndix d’eixe
article. Per tant, la nostra expressié (2.2) del factor de conformitat unifica
els quatre casos analitzats per Infeld i Schild a I'esmentat Apéndix. A més
a més, notem que pot ser simplificada si tenim en compte I'expressi6 (1.33)
del mddul del camp en la métrica plana, P, al Capitol 1, concloent lavors el
segilent resultat:

Proposicié 11 Els espais—temps de Robertson-Walker son els espais—temps
conformement plans que admeten un camp £ conforme Killing radial temporal
geodésic; i la seua méirica s’escriu com,

23
,_ o)

B (2.3)

amb P = —q(£,£) donat per (1.33), h una funcié arbitriria del potencial s
donat per (1.27) i n la métrica plana.
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Cal destacar les principals diferéncies entre 'analisi realitzat per Infeld i
Schild al seu treball i el presentat per nosaltres en aquest capitol. El pro-
cediment seguit per Infeld i Schild es basa en les isometries admeses per un
espai-temps conformement pla amb simetria esférica i amb la condicié adi-
cional de homogeneitat espacial. Tanmateix, el nostre treball es fonamenta
{inicament en condicions cinematiques sobre un camp conforme Killing radial
sense imposar cap simetria adicional. De fet, la simetria esferica i la homo-
geneitat espacial apareixen com a consegiitncia del caricter geodesic del camp
conforme. A més a més, nosaltres no sols hem trobat la forma conformement
plana dels espais—temps de Robertson-Walker, siné que també la Proposicid
11 proporciona una nova caracteritzacié d’aquests mitjangant la cinematica de
1’observador cosmologic, i suggereix que el nostre procediment pot ser genera-
litzat per obtindre altres factors de conformitat i caracteritzar cineméaticament
els corresponents espais—temps conformement plans, presentant d’aquesta ma-
nera certes advantatges respecte del métode d’Infeld i Schild. Més endavant
presentem algunes d’aquestes generalitzacions.

Anem a veure a continuacié com podem recuperar la forma més usual de
la métrica de Robertson—Walker escrita en coordenades comobils a partir de la
forma conformement plana mitjancant el corresponent canvi de coordenades.

b) Una manera més directa de veure que realment els espais—temps trobats
corresponen als de Robertson-Walker és trobar la transformaci6 de coordena-
des que ens passa de les coordenades conformement planes a les coordenades
combdbils, més usuals en Cosmologia. Per aquestes coordenades comobils, la
métrica de Robertson—~Walker s’escrinu com

g=—dr®dr+ —“—@(TL—Q‘ [dp@dp+p2 (d6®d6+sin2 0d<p®dtp)] (2.4)
(1 + (k/4)p°)

essent k = —1,0, +1. Aquesta forma pot ser recuperada realitzant la segiient
transformacié de coordenades. En primer lloc, el temps propi, 7, serd una
funcié de ¢ i r obtinguda per integracié respecte de la funci6 s (1.27) segons
la segiient expressié:

1 [h(s)

T(t, T) = § mds, (25)
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on la funcié S(s) es defineix com

5(s) = bs + c? if a=0
1 as? +bs+c if a#0

de manera que siga una coordenada adaptada al camp conforme Killing radial
geodésic. Com veiem aquesta nova coordenada temporal és funci6 tinicament
del potencial del camp. D’altra banda, la nova coordenada radial p (ortogonal
a T 0, equivalentment, a s) és també funcié d’una dnica variable w (1.28) i la
seua expressié depén del valor de la quantitat A = b% — 4ac associada al camp
(1.11) resultant:

(2.6)

L si A=0
t7r) = 2.7
Pir) v%i(w-;-\/w' T-A A) si A#£0 27

Com podem veure, aquesta coordenada radial és independent de la funci6
h(s) que apareix al factor de confrmitat i per tant, té la mateixa forma en
qualsevol model cosmologic que considerem. Tanmateix, el temps cosmologic
T estara determinat quan una especificaci6 particular, i aleshores depenent del
model, de h(s) siga elegida. Aquesta elecci6 es pot fer, per exemple, imposant
una relacié constant de proporcionalitat entre la pressié i la densitat d’energia
una vegada tenim integrades de manera analitica les equacions d’Einstein en
coordenades conformement planes.

Aquest canvi de coordenades ens permet escriure la métrica conformement
plana de la proposicié anterior en la forma (2.4) concloent de manera directa
que aquests espais—temps sén els de Robertson-Walker. Aleshores el factor
d’escala R(7) es relaciona amb 1'inic grau de llibertat de les coordenades
conformement planes, és a dir, amb el factor de conformitat, essent aquesta

relacié la segiient: :
h(s) 8 A=0

ﬂ‘% si A£0

obtinguda al fer el canvi de coordenades (2.5) i (2.7) i considerant s com a
funcié de 7, s(7), a partir de la funci6 inversa de 'expressi6 (2.5).

R(r) = (2.8)
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Notem que a ’espai-temps de Minkowski per al cas d'un camp conforme
Killing radial de dilataci6 (a = ¢ = 0), en coordenades adaptades a aquest
camp (el qual és geoddsic a les regions de temporalitat) la métrica s’escriu
en la forma de Robertson-Walker amb factor d’escala i coordenades temporal
(temps propi) i radial donades per

2
Rn=71 , 7=vV-r? i p::;(t+\/t2—r2),

recuperant aixi el model d’univers (pla) introduit per Milne per donar una
explicacié cinematica de la llei de Hubble.

Resulta també interessant resaltar que per al cas particular dels espais—
temps de Robertson—-Walker, I’1-forma &, associada al conforme Killing geodesic
és tancada donat que la funcié

v 1 [hs)
8(8) = -"'2- S—(;)"' ds
amb S(s) donada per (2.6), permet escriure £, = d3 = —h(s)dr. En general,
per a qualsevol altre espai-temps conformement pla tenim que la funcié s és
un potencial del camp ¢ perd la 1-forma associada no té perqueé ser tancada.
¢) Donat que aquests espais-temps son els de Robertson-Walker, el camp
conforme Killing radial temporal geodesic tindra seccions espacials ortogenals
de curvatura constant i expansié variant sols al llarg de la seua direccié (és a
dir, dependra solament del temps 7 de Robertson—Walker). Podem comprovar
aquestes dues propietats substituint el factor de conformitat corresponent a
les expressions generals obtingudes al Capitol 1, tant per a la curvatura de les
seccions espacials com per a expansié del camp.

En primer lloc, reprenent 'expressi6 del tensor de curvatura de Riemann
de 1a métrica induida ¥ per la de V’espai-temps sobre les seccions espacials,
les quals sén les superficies 3—dimensionals s = constant, tenim que és pro-
porcional a ¥ A § amb factor de proporcionalitat % on K(s) és la curvatura

seccional donada per, A
K(8)= ——— 2.9
()=~ (2.9)
la qual és, efectivament, constant sobre cada 3-espai. Per tant les seccions
espacials sén superficies de curvatura constant. Notem que, a més a més, el
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mddul del camp &, |£] = +/—g(€,&) = h(s), és constant sobre cadascun dels
3-espais ortogonals. La proposicié segiient resumeix aquests resultats:

Proposicié 12 Les seccions espacials ortogonals al camp conforme Killing
radial temporal geodésic per als espais-temps de Robertson—Walker sdn les
superficies |£| constant i son espais 3-dimensionals de curvatura constant po-
sitiva, negativa o nul-la segons la quantitat A siga negativa, positiva o nul-la,
respectivament.

A continuacié ens centraren en les propietats cineméatiques del camp £
conforme Killing radial temporal i geodésic. La condicié d’integrabilitat és
general per a tots els camps conformes Killing radials pel fet de ser radials,
encara que l'inversa no es certa en general, és a dir, no tot camp conforme
Killing integrable és necessriament radial. No obstant aixd, en el cas de les
geometries de Robertson—Walker ambdues condicions sén equivalents, donat
que el camp és també geodeésic. Es a dir, podrem substituir la condici6 de radial
en la Proposicié 12 per la condicié cinematica, més general, d’integrabilitat
(d’admetre superficies ortogonals).

De fet,per la Proposicié 9, tenim que tot camp conforme Killing temporal
geodésic i integrable té també expansié homogénia i és propi del tensor de
Ricci. Aleshores, per la Proposicid 12, el tensor de pressions anisotropiques
és nul i en conseqiidncia aquest moviment estd associat amb la 4-velocitat
d’un fluid perfecte. Per tant, la métrica, aixi considerada, és necessariament
la, de Robertson-Walker. Consegiientment, es pot inferir que el moviment
temporal conforme geodesic i sense vorticitat de ’espai-temps de Robertson-
Walker és necessariament radial, és a dir, es pot escriure en la forma reduida
de Dexpressi6 (1.11) si elegim un sistema de coordenades esferiques apropiat.

Segons axid podem donar la segiient caracteritzaci6:

Proposicié 13 Els espais-temps de Robertson-Walker son els espazs—temps
conformement plans que admeten un camp conforme Killing temporal, inte-
grable i geodésic.

En quant a 'expansi6 del camp conforme Killing radial temporal i geodesic,
hem vist que serd homogenia, és a dir, inicament variant al llarg de la direccié
del camp. Clarament, de Pexpressi6 (1.42), substituint el factor de conformitat
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corresponent als espais-temps de Robertson-Walker, tenim que I’expansié és
una funcié solament de s (T = 7(s)),

65 dh
@(S) = h_2”€E (2.10)
on §(s) estd donada per (2.6), que depén de cada model concret en l'elecci6
de la funcié h(s).

Uns espais-temps de Robertson-Walker particulars seran aquells per als
quals el camp conforme Killing radial temporal i geodesic tinga expansi6 nul-la,
és a dir, siga un camp de Killing. Segons Pequacié anterior (2.10), aques-
ta condicié correspon al fet de considerar h(s) una funcié constant (podem
agafar-la igual a 1 sense pérdua de generalitat). En aquest cas la metrica

conformement plana es redueix a

_ L

amb P donada per (1.33), la qual correspon als universos estatics d’Einstein
quan A = b% — dac és diferent de zero, mentre que el cas A = 0 és I'espai-
temps de Minkowski en forma conformement plana. Per tant tenim el segiient
resultat:

Proposicié 14 Els espais-temps conformement plans que admeten un camp
de Killing radial temporal i geodésic £ (1.11) sén Uespai-temps de Minkowski
si A = 0, Punivers estatic d’Binstein si A < 0 i l'univers obert d’Einstein si
A > 0. La métrica corresponent $’escriu com g = %577, amb P donat per (1.33)
i essent A = b? — 4ac.

Segons aquesta proposicié i la Proposicid 11, els espais-temps de Robert-
son—Walker sén conformes als universos d’Einstein amb factor de conformitat
h%(s).

Es podrien considerar també altres casos particulars d’espais-temps de
Robertson—Walker com per exemple el cas d’aquells per als quals el camp
conforme Killing radial té expansi6 constant no nul-la. En eixe cas, la funcié
h(s) del factor de conformitat hauria de verificar l'equaci6 (2.10) amb © # 0
constant.
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d) Hem estudiat els espais-temps de Robertson-Walker en coordenades
conformement planes trobant el factor de conformitat amb un grau de lliber-
tat que dependrd de les condicions energdtiques que, en cada cas, Imposem
a Despai-temps. Dins d’aquests tenim, no sols els espais—temps propiament
anomenats de Robertson-Walker, siné espais—temps més particulars com el
de Minkowski, els estatics d’Einstein i els de De Sitter. Els dos primers ca-
s0s especials s6n facilment recuperables imposant sobre P’observador que tinga
expansié nul-la com hem vist a 'apartat anterior. Per altra banda, els espais—
temps de De Sitter es caracteritzen per no tenir un tUnic camp privilegiat
que siga conforme Killing radial i tinga acceleracié nul-la, aleshores podrem
adaptar coordenades a diferents camps conformes Killing radials geodesics per
tenir la métrica de curvatura constant escrita en forma de Robertson-Walker.
Perd, no obtindrem la forma de Robertson-Walker per a qualsevol camp con-
forme Killing radial geodésic en un espai-temps de De Sitter qualsevol, n’hi
han restriccions relacionades amb el signe de la curvatura de espai-temps de
De Sitter i amb la curvatura seccional de les superficies ortogonals al camp
considerat. Per veure aquestes restriccions anem a fer primerament un estudi
general de la curvatura de Riemann d’espai-temps de 1a metrica de Robertson-
Walker en coordenades conformement planes i a continuacié la reduccié als
espais—temps de curvatura constant, la qual ens donard al mateix temps el
factor de conformitat d’aquests en relacié a la metrica plana, i les restriccions
abans esmentades.

Com els espais-temps de Robertson—Walker sén métriques conformement
planes, pel desenvolupament realitzat anteriorment, tenim que la seua curva-
tura de Riemann és,

Riem=XAg amb Y= FVd(-lF~) - —;—g(dlan],dIn]Fl)g,

onVp =0iF? = -’%(ysl és el factor de conformitat de les metriques de
Robertson-Walker segons hem vist a la la Proposicié 11. Aix{ resulta que la
curvatura depén de la funcié ¥, de manera que per recuperar els espais—temps
de De Sitter només caldra fer ¥ proporcional a la meétrica g (o equivalent-
ment proporcional a 7). Aquesta reduccié es verifica per a les funcions h(s)
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particulars que sén de la forma

_VI5(s)|
h(s) = s (2.11)
on S(s) és la funci6 donada per (2.6) essent s el potencial del camp geodesic
i pigq dues constants arbitraries. Amb aquesta h(s) es recupera la forma
coneguda del factor de conformitat dels espais—temps de curvatura constant
doncs substituint A i P pels seus valors resulta que el factor de conformitat
que obtenim és F2 amb F reduit a:

1
pb(t2 — r®) + 2pct + ¢

‘/I—GT si a#0

pa(r? — %) + 2qat + gb —pc

si a=0

F =

on a, bicsén les constants associades al camp conforme Killing radial temporal
geodésic. Aleshores tenim que la curvatura constant d’aquests espais—temps

és 20 amb
2p(pc? — gb) si a=0
¥ = (2.12)
2¢(p’c — pgb+g*a) si a#0

i € = signe(a). Fl cas ¥ = 0 ens portard de nou als factors de conformitat
interns de Minkowski. Com podem veure, el signe de la curvatura depén de
les constants associades al camp, aixi com de les constants p i g que apareixen
al factor de conformitat. No obstant aixd, donat un camp conforme Killing
radial geoddsic £, 1a qual cosa ens determina ja el valor de les constants a, b i
¢, no sempre podrem trobar constants p i g per obtindre una curvatura ¥ amb
signe qualsevol encara que aparentment aixd semble possible. Si considerem ¥
com una forma quadratica per a les variables p i g amb coeficients les constants
associades al camp i terme independent la mateixa constant ¥, el seu estudi
ens donara la relacié entre el signe d’aquesta ¥ i les constants a, bic.
Comencem estudiant el cas més senzill, és a dir, el cas de curvatura nul-la
(espai-temps de Minkowski). Com ja sabem, a Minkowski els conformes Ki-
lling radials temporals sén aquells que ténen seccions ortogonals de curvatura
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seccional negativa o nul-la (és a dir, A = b*—4ac > 0) com hem vist al Capttol
1. Efectivament, les formes quadratiques a estudiar es redueixen a

Ap—bg=0 quan a=0
(2.13)
cp?+bpg+ag’? =0 quan a#0

La primera sempre té solucions reals de p i g per a qualsevol b i c i la segona
solament tindra solucions reals de p i ¢ quan el determinant de la matriu L
agsociada a la forma quadratica siga negatiu o nul, ja que aleshores la forma
quadratica representard rectes reals al pla {p,g}; mentre que quan det(L) és
positiu les rectes serien imaginaries. En aquest cas, la matriu resulta ser

(¢ b2
L= ( b/2 a ) !
la qual té per determinant det(L) = ac — b*/4 = —A/4 < 0. Per tant, a
l'espai-temps de Minkowski, el conforme Killing radial £ temporal i geodésic
ha de tenir A > 0, que en la forma de Robertson-Walker s’interpreta com
curvatura de les seccions ortogonals negativa o nul-la.

El cas de curvatura d’espai-temps constant no nul-la, és a dir, ¥ # 0 ens
porta a l'estudi de les formes quadratiques

¥ = 2p(pc? — gb) quan a =10
(2.14)
U = 2e(p’c+ pgb+ ¢%a) quan a#0

les quals tenen associades les matrius

2¢2 —b . 2¢ b
Ll_(—b 0) ‘ L2‘E(—b 2a)
amb determinants, det(L;) = —b%> = —A < 0 i det(Ls) = —A respectiva-
ment. Aleshores, si el determinant de les matrius és nul (A = 0), les formes
quadritiques sén dues rectes paral-leles reals si ¥ > 0 i imaginaries si ¥ < 0;

si el determinant és negatiu (A > 0), representen hipérboles per a qualsevol
valor de U; i si el determinant és positiu (A < 0) les formes quadratiques sén
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el-lipses reals si ¥ > 0 i imagindries si ¥ < 0. Per tant, I'existéncia de valors
reals de p i ¢ verificant les equacions (2.14) depén en cada cas del signe de
¥ (curvatura d’espai-temps) i del signe de A (del signe de la curvatura de
les seccions ortogonals), de manera que si ¥ > 0 existeixen p i g reals per a
qualsevol valor possible de A (positiu, negatiu o nul), mentre que si ¥ < 0
aquestes equacions solament tindran solucions reals per a p i g si A és positiu.

Consegiientment podem concloure que a Pespai~temps de De Sitter (cur-
vatura constant positiva) podem adaptar coordenades a diferents conformes
Killing radials temporals geodésics amb seccions espacials ortogonals de cur-
vatura positiva, negativa o nul-la. Mentre que per a I'espai-temps d’anti-De
Sitter només podrem adaptar coordenades a un camp conforme Killing radial
temporal geodesic que tinga seccions ortogonals de curvatura negativa. I, fi-
nalment, a espai-temps de Minkowski, les coordenades podran adaptar-se
a conformes Killing radials temporals geodésics que tinguen seccions espaci-
als ortogonals de curvatura negativa o mul-la. En cadascun d’aquests casos
el factor d’expansié R(7), on 7 és la coordenada temporal adaptada al camp
conforme, s’obté a partir de (2.8) considerant A(s) la donada per (2.11) i s(7)
pel canvi invers de (2.5).

e) Una de les caracteritzacions més usuals dels espais—temps de Robertson-
Walker esta directament relacionada amb el seu contingut material, resultant
que sén aquells espais—temps de fluid perfecte, la velocitat u del qual és integra-
ble, geodésica i sense distorsié. Aquesta caracteritzacio en termes energétics de
les mdtriques de Robertson~Walker ens permet afirmar que el tensor impuls—
energia associat a aquests espais—temps es podra escriure com

T=p,u®@u+p,(g+u®u)

essent p, i p, la densitat d’emergia i la pressié mesurades per Pobservador
u respectivament. En coordenades conformement planes, donat el factor de
conformitat (2.3) d’aquests espais-temps, la densitat i la pressié es poden

escriure com ,
28h 3
po=,%{—a+(%)}=—(cz2—m (2.15)

88 [/ SK\' 48
po:‘%‘ﬁ(?) -8 By (2.16)
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on @ = 2%"—'- i amb S donat per (2.6). Aleshores per a cada contingut ma-
terial especific (per a cada model), la densitat i la pressi6é corresponents ens
determinard la funcié lliure h(s) del factor de conformitat. Pero, la primera
restriccié general a la qual estd sotmesa la funci6 h(s), en qualsevol model, és
la condicié d’energia de Plebariski si volem un espai-temps que siga fisicament
interpretable. Aquesta condicié d’energia basicament imposa que la densitat
d’energia ha de ser positiva o nulla i que el modul de la pressi6 ha de ser
menor o igual que la densitat, és a dir,

po 20 ] —Po £ Py < Pos

la qual cosa es tradueix en termes de h(s) i de la seua primera derivada en las
segiients desigualtats:

QP>A i 20A0-@Q)<28Q <@ -A

Notem que en el cas de A < 0 la primera de les desigualtats no imposa cap
restriccié sobre la funcié h(s) perd si que n’hi haurd que tindre en compte la
segona de les desigualtats; mentre que quan A > 0 ambdues relacions han
de ser considerades a I’hora de fer un model particular. També podem veure
que el cas Q% = A solament és possible si A > 0 i per a qualsevol dels
dos ens porta a un espai-temps de Robertson-Walker amb pressi6 i densitat
nul-les, és a dir, espai-temps de Minkowski, pel que tornarfem a recuperar
els factors de conformitat interns de la métrica plana. Perd també podem
trobar altres universos de Robertson-Walker amb diferents relacions de la
pressi6 i la densitat. Per exemple, si hi ha una relacié de barotropia del tipus
D, = Kp,, amb k una constant, aleshores, segons I'expressié (2.16), el factor
de conformitat sera de la forma (2.3) amb la funcié h(s) verificant 'equacié

4SQ’+3(:~:+%)Q2—3(n+—;—)A=0,

la solucié de la qual depén del signe de la curvatura de les seccions ortogonals
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al camp. En particular, si la pressié és nul-la (k = 0}, la soluci6 s’escriu:

(= %v(kls + k2)? si A=0

[k1vP + ko(2at + b)(2a5 + b+ VAP

h(s) = VP (2at + b)(2as + b+ VA) s A>0
[k1(2va5 — (2as + b)) + k] G A<D

L (2vaS ~ (2as + b)}WaS

on k; i ko sén constants arbitraries d’integracié en cada cas. Aleshores la den-
sitat d’aquests espais-temps no necessariament serd nul-la sin6 que dependri
de la funci6 h(s) corresponent segons I'expressié (2.15) de la segiient manera:

(1287 _ .
—w(2k13 (kys + ka)(2as +b))° si A=0

_6k1 ko APVP(2at + b)*(2as + b+ VA

— i A>0
Po = [kiV/P + ka(2at + b)(2as + b+ VA)® -
~12a5vaS(Ak? — k2)(2va8 — (2as +b))° G A<O

\ [k1(2VasS — (2as + b)) + kal°

Altre cas particular per al qual també es pot obtindre facilment el factor
de conformitat a partir de la relacié anterior és el cas en que la densitat és -3
vegades la pressié, p, = —3p,, on sols caldra fer k = -

2.2 Espais—temps conformement plans amb sime-
tria esferica

Un espai-temps té simetria esférica si admet el grup de rotacions com
a subgrup del seu grup de moviments actuant transitivament sobre drbites
bidimensionals de curvatura constant positiva, és a dir, quan admet com a
vectors de Killing els generadors de les rotacions. Aixd permet expressar les
métriques amb simetria esferica com:

g = A(t,r)di ® dt + B(t,r)dr ® dr + 2D(t,r)dt @ dr + C(t, r)d0?
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on d0? = d9®dO+sin? 0dp@dyp i A, B, C i D funcions arbitraries verificant la
relacié AB — D? < 0. A més a més, en aquesta forma general sempre podrem
agafar D = 0 sense pérdua de generalitat.

Segons els treballs de Takeno [3] sabem que, a més a més, existeixen altres
tipus de coordenades que també posen de manifest la simetria esferica de
’espai-temps. Entre aquestes podem destacar les coordenades isolropiques,
per a les quals la meétrica es redueix a:

g = A(t,r)dt ® dt + B(t,r)[dr ® dr + r2dQ?],

és a dir, fer C = Br? i D = 0 a la forma general. Aquest tipus de coordenades
resulta especialment interessant perque, com es prova també al treball de
Takeno, per a qualsevol espai-temps amb simetria esférica sempre existeix
almenys un sistema de coordenades isotropiques, la qual cosa utilitzarem a
continuacio.
Takeno considera les restriccions sobre les funcions arbitraries A, B i C de
la forma general (amb D = 0) que imposava el fet que I'espai-temps féra a
més a més conformement pla. En coordenades isotrdpiques, la condicid tensor
de Weyl igual a zero, porta a la restriccié adicional segiient sobre les funcions
AiB:
; 1o 1
p+ P —P= 0, (2.17)

1 !
onp = % - % = (ln %) i on les primes estan denotant derivades de les
funcions respecte la coordenada radial r. Takeno va resoldre aquesta equacié
obtenint com a soluci6 general la forma

_ 4r
P=ry 4k(t)

amb %(t) una funcié arbitraria procedent de la integraci6. Desfent el canvi
s’obté que per a un espai-temps conformement pla amb simetria esférica exis-
teixen coordenades (isotrdpiques) en les quals la métrica s’escriu com

g=Alt, 'r){ —-dt®dt+ %(dr ® dr + r2d92)}
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on el quocient entre les funcions A i B esta donat per Pintegracié de p resultant

B a®(t)

i 1+ Lcélﬂ,.z)z

amb a(t) i k(t) funcions arbitraries del temps procedents de la integraci6. Si
considerem la métrica que tenim entre les claus, per aquesta el camp vecto-
rial % és un conforme Killing geodésic amb seccions ortogonals de curvatura
constant per a cada instant £. Per tant, clarament la métrica entre claus cor-
respon 3 la métrica de Robertson—Walker, la qual és conformement plana i
amb factor de conformitat depenent inicament de les coordenades ¢ i 7, com
varen demogtrar Infeld i Schild en 1945. Llavors, tota métrica conformement
plana i amb simetria esférica es pot escriure com proporcional a la metrica de
Robertson-Walker amb factor de conformitat A(t,r) i conseqgiientment tenim
demostrat el segiient resultat:

Proposicié 156 Donat un espai-temps conformement pla i amb simetria esfé-
rica, sempre existeizen coordenades conformement planes en les quals el factor
de conformitat sols depén de la coordenada temporal t i de la coordenada radial
r 1 per tant la métrica resultard que es pot escriure localment com:

g~ Fz(tﬂ”)ﬂ

essent 0 la métrica plana en coordenades inercials.

2.3 Conformes Killing radials temporals amb ex-
pansié homogeénia

a) Anem ara a estudiar el factor de conformitat dels espais-temps confor-
mement plans que admeten un camp conforme Killing radial temporal amb
expansié variant al llarg de la direccié del camp. En virtut de la Proposicio
9 del Capitol 1, aquesta condicié sobre I’expansi6 es pot interpretar de dife-
rents, perd equivalents, maneres en funcié de l'acceleraci6 i la seua derivada
Fermi-Walker al llarg del camp o en funci6 del tensor de Ricci de la métrica (i
conseqiientment del tensor impuls—energia associat a la métrica). Es a dir, en
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aquests espai-temps, el camp tindrd expansié homogeénia, acceleracié Fermi~
Walker propagada al llarg de la direcci6 del camp i serd un vector propi del
tensor de Ricci, per la qual cosa el tensor impuls-energia d’aquests espais—
temps podrd ser expressat en forma diagonal en una base ortogonal adaptada
al moviment que, en general, no coincidird amb aquella que expressa la métrica
en la seua forma conformement plana.

Considerant, per exemple, l'expressié (1.42) de l'expansi6, la restriccié
u A dO® = 0 (expansié homogeénia) ens porta al segiient sistema d’equacions
diferencials per al factor de conformitat:

[ﬁG’ +a@ - gG] =0 i=0,¢ (2.18)

af (G + G”) + (a2 + )¢ =0 (2.19)

on G = 11;7, i @i B s6n les components del camp, donades per (1.10). Aquest
sistema es resol mitjangant diferents canvis de variables segons el valor de les
constants a, b i ¢ del camp en cada cas, arribant en qualsevol dels casos 2 una
expressié de la solucié que es pot escriure conjuntament de la segiient manera:

G = VP [u(s) + v(w,8, ¥)]

essent p i v dues funcions arbitraries, i s, w i P donades respectivament per
(1.27), (1.28) i (1.33). Per tant, si denotem per h(s) = ﬂlgf’ podem concloure

el segiient resultat:

Proposicié 16 La métrica, g, dels espais—temps conformement plans que ad-
meten un camp conforme Killing radial temporal amb ezpansié homogenia esia
donada per:

§= *(1+—th)—2 (2.20)

2
on g= E)gﬂ n és la métrica de Robertson—Walker donada a la Proposition 2

i v és una funcidé arbitraria independent del potential s del camp.
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Per tant, substituint la forma (2.20) de la métrica en I'expressié (1.42)
obtenim I’expansié del camp u en aquests espais—temps, la qual, efectivament,
sols depén del potencial s del camp de la segiient manera:

65 dh
@(8) = ﬁa‘;, (221)
resultant ésser exactament la mateixa que ’expansié del camp conforme Ki-
lling radial geoddsic dels espais-temps de Robertson-Walker. De fet, aquests
espais—temps es recuperen agafant la funcié » com a constant a I’expressid
(2.20) ja que en eixe cas el camp tindrd acceleracio nul-la com es pot veure
clarament de I’expressi6é de I’acceleracié per aquests camps resultant de subs-

tituir la métrica (2.20) a 'Equacié (1.43):

a =

T ) [ (hdt+ adr) —vad + vipde] =

e +‘;(1w, ey st + vd8 + vpdp] = - LdIn(u +)
Perd, en general aquesta acceleracié serd diferent de zero encara que Ia seua
derivada de Fermi al llarg del camp siga necessdriament nul-la.

Com hem comentat anteriorment, donat que el camp conforme Killing
radial temporal u dels espais-temps de la Proposicié 9 és un autovector del
tensor de Ricei de la métrica, tindrem que el tensor impuls-energia associat
a 'espai-temps és diagonalitzable (Tipus I). Perd, no obstant, escrivint el
tensor impuls—energia en una base adaptada al moviment tindrem la nul-litat
del fluxe de calor encara que el tensor de pressions anisotropiques no siga
necessariament nul.

b) A Pany 1945, Infeld i Schild {1] destacaren al seu treball A new ap-
proach to kinematic cosmology Yinterés d’utilitzar coordenades conformement
planes en Cosmologia. En aquest treball obtingueren la forma localment con-
formement plana de les métriques de Robertson—Walker i analitzaren tots els
moviments geodesics possibles de la matéria en aquests espais-temps. Aques-
ta idea admet una interpretacié equivalent considerant 'existéncia d’un camp
conforme Killing temporal i geodésic en un espai-temps conformement pla
com hem vist anteriorment. A més a més la propietat de geodesic pot ser
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substituida per altres menys restrictives, com per exemple que el camp tinga
expansié homogénia o que les seccions ortogonals a ell siguen de curvatura
constant, etc... Aixd permet extendre la idea d’Infeld i Schild a altres cosmo-
logies conformement planes més generals des d’un punt de vista cinematic.

Les coordenades conformement planes s’adapten adequadament a una des-
cripcié euleriana en Cosmologia perque, en general, la matéria no segueix les
linies associades a la coordenada temporal. Malgrat aixd pot resultar interes-
gant utilitzar-les com una alternativa a la descripcié lagrangiana, normalment
més usual en Cosmologia.

Aleshores, considerem un espai-temps conformement pla, g = F?y, en
coordenades esferiques. En aquestes coordenades, donat que les geodésiques
isdtropes sén les mateixes que a I'espai-temps de Minkowski, considerem k =
-Flg(% - %) un camp geodésic radial nul i aff parametritzat i un observador u
associat a un camp temporal de direccions radials £ donat en forma reduida
(1.1). El desplagament espectral z d'un esdeveniment emés a e = (t,70,¢)
relatiu a I'observador u que es troba a Vorigen espacial o = (t = fo,7 = 0) estd
donat per

l42= gk, u)le =& 1+Ve\/1"va

gku), FeVl-veVl +v,’
de manera andloga al cas d’espai-temps de Minkowski la velocitat v de I'ob-
servador u relativa a l’'observador inercial B Ve donada pel quocient entre la

component radial i la component temporal del camp, v = g; avaluant aquesta
velocitat als punts d’emissié i d’observacié segons el subindex corresponent.
Aquesta v(t,1,0, ) podria ser considerada com una velocitat de recessi6
per al cas d’una camp conforme Killing radial amb expansi6é homogénia ja que
les corbes integrals del camp representen el cami de la matéria. Aleshores,
donat un camp conforme Killing radial temporal £, la seua velocitat relativa
v respecte ’observador associat a % resulta de (1.35) i per tant 'expressié

(1.37) del redshift es redueix a

_& 14 ve

1 =
tz F ¥V 1-v,

(2.22)

donat que v, = v(tp,0) = 0 per aquests camps. En aquesta expressio solament
necessitem conéixer el valor de la velocitat relativa v, al punt d’emissi6 sobre
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les corbes integrals de £, les quals estan donades per la forma implicita (1.15)
representant linies rectes o hipérboles segons el valor de les constants a, bic
del camp.

El desplacament espectral z observat per aquest moviment conforme radial
amb expansié homogénia quan la meétrica estd donada en coordenades confor-
mement planes es pot obtindre facilment utilitzant I’expressié general (2.22).
Tenint en compte que

P, 1-ve

B, 1+4v,
ja que el desplagament espectral és mul (z = 0) quan el camp £ és un camp de
Killing geodésic, tenim que el desplagament espectral en aquest cas és

(1 + Vo

essent e ¢l punt d’emissié de I’esdeveniment relatiu a I'observador u que es
troba a l'origen espacial o.

¢) L’expressié (2.21) ens déna lexpansié del camp conforme Killing ra-
dial temporal privilegiat als espais—temps conformement plans, la métrica dels
quals és (2.20). Conseqiientment si agafem la funcié h(s) com a constant tin-
drem que I'expansid s’anul-la i per tant el camp serd un camp de Killing. Aixd
ens permet escriure el segiient resultat:

Proposicié 17 La métrica dels espais-temps conformement plans que edme-
ten un camp de Killing radial i temporal es pol escriure com

1
g=Z/*(w.6:0)n, (2:23)
essent | una funcid arbitraria i w(t,r) donada per (1.28).

En aquesta simplificacié hem tingut en compte que el modul del camp donat
per P també es pot expressar en funcié de w com P = r2(w? — A). De
fet, aquest resultat es pot obtindre també, de manera independent, resolvent
’equacié corresponent a anul-lar directament I'expansi6 a Pexpressié general
(1.42). L’equaci6 resultant en aquest cas,

B

af + pF + ~F =, (2.24)
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és una equacié diferencial de primer ordre per al factor de conformitat que
condueix exactament a la mateixa solucié. Aquesta solucié, expressada a la
proposicié anterior, indica clarament que el camp de Killing és, en general, no
geodésic, per la qual cosa hem obtés uns espais-temps conformement plans
estatics diferents dels universos estdlics d’Einstein els quals es reobtindrien
novament anul-lant ’expressié corresponent a I'acceleracié.

Alguns casos interessants resulten quan considerem que el factor de con-
formitat és independent de les coordenades angulars @ i ¢, per al qual tenim
espais—temps conformement plans estitics i amb simetria esferica, el factor de
conformitat dels quals és de la forma

2
2 _ fw)
F* = -3 (2.25)
amb f una funcié arbitraria solament depenent de w. En particular recupe-
rarfem els universos estatics d’Einstein fent f(w)} = T amb K una

constant qualsevol, tal i com hem vist anteriorment.

Un altre cas particular apareix quan la funcié f és una constant, la qual
pot ser agafada igual a 1 sense pérdua de generalitat, aleshores la metrica
g'escriu com g = -7, que correspon a la métrica de Bertotti-Robinson. A
més a més, aquesta forma constant de la funci6 f ens estd indicant que no sols
el camp ¢ serd un camp de Killing per aquesta métrica siné que qualsevol altre
camp de 'dlgebra dels conformes Killing radials també verificard que el seu
coeficient de conformitat respecte de la meétrica g és nul i per tant que és un
camp de Killing. La qual cosa caracteritza la métrica de Bertotti-Robinson
de la segiient manera:

Proposicié 18 La solucié de Bertotti-Robinson correspon als espais—temps
conformement plans i amb simetria esférica que admeten l'dlgebra conforme
radial com a dlgebra de Killing radial, és a dir, que admeten tols el camps
conformes Killing radials com o camps de Killing. '

La métrica de Bertotti~Robinson és I"inica solucié conformement plana
de les equacions d’Einstein-Maxwell per a un camp electromagneétic regular
(necessiriament homogéni). En general, el tensor impuls-energia associat a
la métrica d’un espai-temps conformement pla que admet un camp de Killing



72 2. Obtencié de factors de conformitat

radial i a més amb simetria esferica (2.25) s’escriu en coordenades adaptades
al camp, que com sabem s6n les coordenades s(t, ) i w(t, ) donades per (1.27)
i (1.28) respectivament, de forma diagonal de la seguent manera:

T = diag (p, A, B, B)

on, si considerem v(w) = 1/ f(w), la densitat d’energia p i les pressions Ai B
resulten ,
p=(w? - A3 -20") —v(v - 2w/},

A=p+2w® - A"
B =p+2v(v—w).

totes depenents tinicament de la coordenada radial w. Evidentment, en el
cas de les metriques de Bertotti-Robinson, donat que la funcié v és constant,
tenim que els autovalors corresponents al T sén iguals dos a dos i canviats
de signe entre ells, com correspon al cas d'un camp electromagnétic regular.
Altres tipus de continguts materials {densitat constant, fluid perfecte, etc.)
determinaran la funcié f del factor de conformitat. Per exemple, el cas de
densitat constant es tradueix en queé la funcié v verifique ’equacié

(w? — A" +w/ —v(1+ M) =0,

amb )\ un parametre constant. El cas )\ = 0 és equivalent a imposar que el
tensor T tinga un autovalor triple, corresponent a la part temporal (A = B}, i
un simple, és a dir que el contingut material siga de fluid perfecte. La, solucié
en aquest cas permet concloure la segiient proposicié:

Proposicié 19 La métrica dels espais—temps conformement plans que adme-
ten un camp de Killing radial temporal (espais-temps estdtics), que tenen si-
metria esférica i a més a més el seu contingut energétic és de fluid perfecte

s’eseriu com \

1 w+vVw:—A
r? kiw (w+\/w2—A) + ko

amb ky i ko constants arbitraries i w donada per (1.28).

(2.26)

g:
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Substituint aquesta forma de la métrica en I’expressi6 del tensor impuls-
energia obtindrem la densitat i la pressié corresponents a ’esmentat fluid
perfecte vistes pel moviment de Killing radial. Aquestes quantitats depenen
de les constants & i ko del factor de conformitat tal i com expressem al segiient
corl-lari.

Corol-lari 4 Per a la métrica de la proposicié anterior, la densitat d’energia
és necessariament constant,

p= —3k1(2k2 + k1A),

i la pressid, funcid sols de la coordenade radial, s’escriv com

2k2(k1A+k2)
= A= —3Ak? — 4k ks + .
p(w) b R W Ve — B)

Llavors hem trobat el factor de conformitat d’uns espais-temps conforme-
ment plans, estatics, amb simetria esférica i amb contingut material de fluid
perfecte per al qual la densitat d’energia és constant. Per tant podem dir que
aquests espais-temps corresponen a la solucié Interior de Schwarzschild
de les equacions d’Einstein.

Tot aquest desenvolupament ha estat fet baix la suposicié de que el camp
conforme Killing radial £ agafat era temporal, per la qual cosa, el fet de ser
camp de Killing era equivalent a que el camp tinguera expansi6 nul-la i sota
aquesta hipdtesi hem aplegat a la métrica expressada per (2.23). Ara bé,
si partim d’un camp conforme Killing radial no necessariament temporal, la
condicié de ser camp de Killing per a un espai-temps conformement pla amb
métrica g, és a dir, tindre coeficient de conformitat respecte de g igual a zero,
es pot expressar exactament per I'equacié diferencial (2.24) per al factor de
conformitat. Per tant, la Proposicid 17 es pot extendre a camps no temporals
dient que, la métrica dels espais—temps conformement plans que admeten un
camp de Killing radial (amb qualsevol caricter causal) s’expressa com (2.23).
Perd, n’hi ha que tindre en compte que si el camp é3 temporal aleshores la
coordenada s és temporal i la coordenada w és espacial, mentre que si el camp
és espacial tindrem que la coordenada w és la coordenada temporal i la s
P'espacial.
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2.4 Conformes Killing radials amb seccions ortogo-
nals de curvatura constant

a) Anem ara a analitzar Yaltra via de generalitzacié apuntada anterior-
ment, 1’estudi de la geometria de les superficies ortogonals al camp conforme
Killing radial. Al Capitol 1iala seccid¢ 2.1 hem vist que les superficies ortogo-
nals a un camp conforme Killing radial sén 3-espais de curvatura constant per
al cas de I'espai-temps de Minkowski, mentre que aixd mateix passa a l'espai~
temps de Robertson—-Walker per al camp conforme Killing radial temporal
geodésic. Perd, en general, aquestes superficies no seran espais de curvatura
constant, donant lloc a una nova i interessant propietat sobre els camps con-
formes Killing radials que ens permetrd obtindre altres factors de conformitat
generalitzats.

Segons hem estudiat al Capitol 1, donat un camp conforme Killing radial
£ en un espai-temps conformement pla qualsevol, les seccions ortogonals a
ell sén les superficies {s = constant} i la métrica induida sobre aquests 3
espais ¥ és també conformement plana tenint per doble 2—forma de curvatura
la donada per Pexpressié

Riem(7) = (X3 +2) a7

amb ¥ = FVd$ ~ 1¥(dn|F|,dIn|F|)7 i F el factor de conformitat tant de
la métrica d’espai-temps com entre les métriques induides. Aquesta doble
2—forma no serd en general proporcional a la doble 2—forma ¥ A% (on A és el
producte exterior de 2-formes), pel que tindrem que les superficies ortogonals
a un camp conforme Killing radial no sén de curvatura constant en qualsevol
espai—temps conformement pla, depén del factor de conformitat.

La condicié de curvatura seccional constant per aquests 3—espais serd,
doncs, que ¥ siga proporcional a 4 o equivalentment, tenint en compte 1'ex-
pressié de X en funcié del factor de conformitat, que es verifique el segiient
sistema d’equacions diferencials:

[ﬁc;*+aa'— %G],ﬁo i=0,p

Gpp=cot8 G,,



2.4. RCKF amb seccions espacials de curvatura constant 75

Gy = sin% 0 G,g9 —sinfcosf G g
P(Gp0+rG") =r*(F2G + *G" + 208G")
amb G = Flf, « i B donades per (1.10), el punt i la prima representant les deri-
vades parcials respecte t i , respectivament, i els subindex denotant derivades
parcials respecte ells. Aquest sistema es pot resoldre obtenint com a solucié

que
G(t,r,0,p) =d- -7+ H(t,r)

on denotem per
& -7 = o1(8)rcos @sin @ + oz(s)r sinpsin 8 + o3(s)r cos b,

essent o;(s) (i = 1,2,3) funcions arbitraries de s(t,r) donada per (1.27), i per
H(t,r) la funcié de la forma

m(s)r:+n(s) si a=b=0

H(t,r) = { m(s)t +n(s) en altrecas (2.27)

amb m(s) i n(s) funcions arbitraries del seu argument 3. Per tant, tenim el
segiient resultat:

Proposicié 20 La métrica dels espais-temps conformement plans que adme-
ten un camp conforme Killing radial amb superficies ortogonals de curvatura
seccional constant es pot escriure com

1
(a -7+ Ht, 'r))

essent la funcié H(t,r) la donada per (2.27).

g= 51 (2.28)

Aleshores la curvatura de Riemann de la sincronitzacié homogénia asso-
ciada a aquest moviment conforme és Riem(¥) = _I%s_),’? A ¥ on la curvatura

seccional K ve donada per

~ -P 2 2cr 62
K = _Hw) _F;‘HH'M _ﬁg‘

H? - 5?
rd
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amb 02 = 0% + 03 + 0%, i és realment constant sobre cada superficie s =

‘constant ja que les seues derivades parcials respecte w, 8 i ¢ sén zero. De fet,

K es pot escriure com a funcié de s de la segiient manera, segons el cas,

4mn — o2 si a=b=0
~ b 2 _ 1.2 2 s
K(s) = W[sm bbn +2cmn] o si a=0,b#0
a s+c. .2 __ 2 __ a2 o
as2+bs+c[ 4 m°-n 2smn] o° 8 a#0
(2.29)

Notem que el signe de la curvatura seccional en aquest cas no depén
explicitament del caricter causal del camp, com passava a Minkowski, ni de
la quantitat A = b* — 4ac, com era el cas de Robertson-Walker; siné que
dependr de les funcions arbitraries que apareixen al factor de conformitat,
les quals es determinaran en cada model a I'imposar un contingut energétic
donat.

Si el camp conforme Killing radial que té seccions ortogonals de curvatura
constant és temporal, el tensor impuls-energia d’aquests espais—temps, segons
hem vist a la Proposicié 10 del Capitol 1, té pressions anisotrdpiques nul-les.
A més a més, pel Lemma 1 de I'esmentat capitol, la derivada de Fermi de
I*acceleracié del camp al llarg de la seua direcci6 és proporcional a la projeccié
ortogonal del gradient de 'expansié, és a dir,

Fua = —%(d@)b (2.30)

En aquest cas, els espais-temps resultants, la métrica dels quals és (2.28),
representen una generalitzacié de les cosmologies de Robertson-Walker, la
qual cosa es posa de manifest si escrivim la funcié H(t,r), donada per (2.27),
de la segiient manera equivalent,
f(s) + A(s)r? if a=b=0
H(t,r)={ f(s)+Xs)t if a=0,b#£0
(2at +b)F(s) + A(s) if a#0

on f(s) i A(s) sén funcions arbitraries. Aixd permet expressar la métrica (2.28)
de la segiient manera,

(2.31)

F, ?
9= [1 + (¢ - 7+ A(s)d(¢, r))Fo] 7
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essent Fo2 el factor de conformitat de la métrica de Robertson-Walker donat
per (2.2) i la funcié 6(¢,r) donada per:
2 g a=b=0
St,r)=< t si a=0,b#0
1 si ¢5#0

Aleshores, clarament recuperem les métriques de Robertson-Walker fent 6" = 0
iA=0.

Com hem vist, aquestes métriques generalitzen les de Robertson-Walker
perd en general no tenen un contingut material de fluid perfecte ja que exis-
teix un fluxe de calor que vindra donat bisicament pel gradient espacial de
Pexpansié del camp conforme Killing, de manera que es fa mul si I'expansié és
homogenia al igual que passava a I'apartat anterior. La combinacié d’ambdues
possibilitats, fluxe de calor nul (expansié homogenia) i pressions anisotropi-
ques iguals a zero {seccions ortogonals de curvatura constant) ens porta a uns
espais—temps conformement plans i de fluid perfecte on el camp conforme Ki-
lling radial temporal no és necegsariament geodésic perd la seua acceleracié
serd Fermi-Walker propagada al llarg de la direccié del camp.

b) Considerem ara aquest cas especial, és a dir, el cas d’un camp conforme
Killing radial amb expansi6 homogenia i seccions espacials ortogonals de cur-
vatura constant. Considerant les Proposicions 171 10 estudiades al Capdiol 1,
aquest cas correspon a una familia de solucions conformement planes i de fluid
perfecte, 'acceleracié de les quals és Fermi~Walker propagada al llarg de les
linies de corrent de! fluid. La metrica d’aquesta familia, segons les equacions
(2.18) i (2.19), adopta l'expressié (2.31) amb & i A com a (quatre) constants
arbitraries. A més a més, quan I'expansié és no nul-la, aquestes metrigues
de fluid perfecte pertanyen a la classe conformement plana de fluids perfectes
coneguda com universos de Stephani.

Més particularment, al cas de simetria esferica, & = 0, la métrica (2.31)
g'expressa com una deformaci6é uniparamdtrica de la métrica de Robertson—
Walker g, = FZ 7, és a dir,

— %o
BT L2 EF (2:32)
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L’acceleracié del fluid resultant de 'Equacié (1.43) per aquest g, ,

AF,

™o !
BT MF) (045 + B6 — 2ar8)(—Bdt + odr),

a, =

és diferent de zero, salvant per al cas en qué A = 0, com es pot deduir per
a cada valor de la funci6 é(t,r). I, a partir de ’Equaci6é (1.42), 'expansié
homogénia resulta

g

L) W
@A = @0 - —\/—:(015 - ;—6)

on ©, representa expansion (2.10) del camp a P'espai-temps de Robertson-

Walker, la métrica del qual és g, = “](:ﬂﬂ En aquest cas també tenim que
la densitat d’energia p, i la pressié p, del fluid s’escriven en funcié de les
corrresponents a Robertson-Walker de la segiient manera:

py = po +AN? + B(s) A (2.33)

p, =p, + C{r) N2+ D(t,r) A (2.34)

essent p, i p,, respectivament, le densitat d’energia i la pressié dels universos
de Robertson—Walker, donades per

e[ (3)]

_p, 85(SHY
Po= "3 "W \h

amb S donada per (2.6) i els coeficients A, B(s), C(r) i D(t,7) segons la Taula
1. La densitat d’energia (2.33) és homogénia ja que sols depén del potencial
8, com ocorreix per a qualsevol univers de Stephani. La forma de les funcions
C(r) i D(t,r) déna les inhomogeneitats de la pressi6 (2-34).



2.4. RCKF amb seccions espacials de curvatura constant 79

a=b=0 a=0and b#£0 a#0

§(t,r) r? t 1

B(s) 12¢p(s) 12¢ (\/E,u)’ -12 (\/a—gp,)'

C(r) 4r? -3 0

D(t,r) | 8c(Pr?y” — ) (%) (**)

Taula 2.1: Coeficients 4, B, C i D que apardixen a les expressions (32) i (33) de la
densitat d’energia i la pressi6, respectivament; denotem per u(s) = #(la i els simbols

(*) i (*+) representen les funcions segiients,

(%) %{b(Sbt + 3c)u + 28 [3(26t +eu + 2t(S,u")’] }

4a a(bt + 2c 2
S ‘/_a.S{[3as+b+ gat+b)]'u+s[3”'+ 2at+b(5“’)']}
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Capitol 3

Problema d’Einstein—Vlasov

A la primera part d’aquest treball hem estudiat models cosmologics per
als quals Pespai-temps és conformement pla. Comencen ara una segona part
on estudiarem els models cosmoldgics per als quals 'espai-temps no és con-
formement pla perd si admet seccions espacials conformes a la métrica plana
3-dimensional.

A aquesta part anem a analitzar alguns models fisics reals en Cosmo-
logia, en aquests models considerarem materia freda sense col-lisions. Com
hem dit, treballarem en models conformement plans als quals la part es-
pacial de la metrica és conformement plana. Es a dir, seran universos de
Friedmann-Robertson-Walker pertorbats, als quals la pertorbacié estard do-
nada mitjangant un potencial gravitatori Newtonid ¢. Aquests models sén
utilitzats freqiientment en Cosmologia.

La nostra idea és resoldre les equacions d’Einstein-Vlasov linealitzades
per a2 una meétrica de Friedmann-Robertson-Walker pertorbada per una tinica
funcié ¢ que anomenarem potencial gravitatori, aquestes métriques sén cone-
gudes com a métriques de | ‘aprozimacié potencial.

En aquesta linia, estudiarem el problema d’Einstein-Vlasov tractant per
separat les equacions d’Einstein i la corresponent a I'operador de Liouville. Es
a dir, desenvoluparem en primer Illoc les equacions d’Einstein per a una métrica
de la forma, de ’aproximacié potencial, amb un inic potencial ¢ i considerant el

83
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contingut material com a funcions a determinar. La determinacié d’aquestes
funcions es fard a continuacié estudiant la funcié de distribucié de matéria
que les genera. Aquesta funcié de distribucié haurd de verificar 'equacié
de Vlasov per al cas de baixes velocitats i on la métrica sera Pesmentada
anteriorment. Finalment, acoblarem ambdés resultats per obtindre I'equaci6
que ha de verificar el potencial ¢ per ser solucié de les equacions d’Einstein-
Vlasov acoblades.

3.1 Equacions d’Einstein en forma evolutiva

Anem a estudiar, doncs, les restriccions que les equacions d’Einstein im-
posen sobre una métrica de la forma de 'aproximacié potencial caracteritzada
per una tnica funcié de les coordenades ¢, coneguda com a potencial gravita-
tori. Aquestes equacions ens donaran per tant I'evolucié en el temps d’aquest
¢ sota certes condicions o lligams. N’hi ha moltes formes de treballar amb les
equacions d’Einstein, perd una de les més estesses és la coneguda com forma-
lisme evolutiu o formalisme 3+1. Nosaltres treballarem d’aquesta forma per
tal d’obtindre les equacions que ens donaran ’evoluci6 en el temps d’aquest
¢.

Per tant, la nostra métrica de partida sera una pertorbaci6 de les métriques
de Friedmann—-Robertson—Walker de la segiient manera,

g=—oldt* + 'y,-jd:cidmj (3.1)

on a(@) és una funcié arbitrria no nul-la del potencial gravitatori P(t,z') ila
métrica espacial y;; té la forma

¥ = a®(y8;; + 045)

amb a(t) el factor d’expansié, v(¢) = 1 — 24 i 0y; funcions de les coordena-
des verificant que 6% 0;; = 0 ja que qualsevol part amb traga (respecte de la
métrica §) d’aquestes funcions seria reabsorvible amb una nova definici6 de la
funcié potencial. Amb aixd no estem eixint—nos del marc de les métriques con-
formement planes ja que considerarem que inicialment el tensor gi; = 0, perd
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resulta interessant tindre-la en compte per saber com es comportara a l’evo-
lucionar, és a dir, per veure si les equacions d’evolucié mantindran la forma
conformement plana de la part espacial de la métrica o generaran components
no nulles de . Veurem que aquestes funcions oj; de traga nul-la representen
la generacié d’ones gravitatories.

Les equacions d'Einstein de la Relativitat General determinen la métrica,
de I’espai-temps una vegada imposat el contingut material existent a Punivers,
el qual vindra representat pel tensor impuls-energia T Aquestes equacions
s’escriuen en general com:

Ruy - 87TG (Tﬂy - %tI‘Tguu) b

on R,y representa el tensor de Ricci associat a la métrica g i tr T és la traga
del tensor T respecte de la mateixa metrica.

Una altra forma d’expressar—les, com comentivem anteriorment, és mit-
jangant la descomposici6 del tensor impuls-energia relativa a I'observador u,
és a dir, utilitzant el formalisme 3+1. En aquest formalisme les equacions
d’Einstein s’expressen en forma, evolutiva de la segiient manera [13]:

3
(’R) +(tr K)? — tr(K?%) = 167Gp

DYK,, — D,(tr K) = 87Gqy
ACuh = _2K

(3)

= —87G ((TL)w — 58P - p)hyw)

on K representa la curvatura extrinseca associada a la métrica espacial 7i;,
® @

R 1 'R 861 respectivament el tensor de Ricci i la curvatura escalar associades
a 74, a és Pacceleracio de I’observador u, h representa el projector ortogonal
relatiu a aquest observador i finalment p, q,, P sén la densitat, el fluxe d’ener-
gia i la pressié mitjana respectivament i (T )pw = Phyy + I1, representa la
projeccié ortogonal relativa a u del tensor impuls-energia 7. A més a més,
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denotem per Ly, la derivada de Lie al llarg de u i per D la derivada covariant
respecte a la métrica espacial 7;;.

Les dues primeres equacions sén conegudes com a equacions de lligadura
entre la densitat i el Auxe d’energia i el tensor de Ricci induit i la curvatura
extrinseca de la metrica; mentre que les dues iiltimes representen les equacions
d’evolucié per a la meétrica.

Notem que al nostre cas, donat I'observador u = —é—gz, tenim que el pro-
jector ortogonal A = g+ u @ u coincideix amb la métrica induida ;; i a més

es verifica que
1 1

Luhij=—%; 1 LuK=-K
uftij a')"zj 1 ufh =
on el punt representa derivacié respecte de la coordenada temporal ¢. Per altra
banda, per la forma de 1'acceleracié d’aquest observador tenim que

a (a;a; + Dija;) = Dy Dje,

amb la qual cosa podem reduir les dues equacions d’evolucié resultants de la
segilent manera:
Yij = —20Kj;

(3)
Ki;j=a (Rij +(tr K) K — 2Kgnij) +4rGaP — p)vi; — 8nGally; — DiDjo

tenint, per tant, una expressié més simplificada d’aquestes equacions. A més a
més, donat que el tensor de pressions anisotrdpiques II té, per definicié, traga
mul-la, Pultima equacié d’evolucié pot descomposar-se en dues equacions. Per
un costat Pequacié corresponent a prendre traces,

g()

3 o . .
(trK) — %(trK)2 =3 R ~Bqa+ 121GaP (3.2)

amb Aya = 4" D;Dja, la qual sols depén de la pressié mitjana P. 1 per

altre costat, la part sense traga d’ambdés membres de I’equacié, on solament
apareixerd el tensor de pressions anisotrépiques,

. (3)
Z(K,;j) =aZ ('R,:‘j +(tr K)K.,jj - 2K?ij) - Z(D,-.Dja) — 87 Gall;; (3.3)
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on Z() respresenta la part sense traga del tensor corresponent respecte de la
metrica espacial ;.

Anem primerament a calcular les quantitats relatives a la métrica que apa-
reixen a les equacions. La curvatura extrinseca corresponent a les superficies
t = constant segons la primera equacié d’evolucié sera:

1 a

. a . 3 . .
Kij = = 5= = = (a7 ~ ag)dy — 5 (2603 + adi;)

la qual substituirem més endavant a la segona equacié per obtindre Pevolucié
i .. TR ) B
del potencial gravitatori i del tensor oy;. El tensor de Ricci induit R;; i la

P € .
curvatura escalar induida R corresponents a la métrica (3.1) venen donats

per:
(3) 1/3 1
Rij= (;qu,i g+ + (A¢+ ;/(Vqs)?) a,fj) 4

1
+ﬂ5mn (0jm,in — Tijmn + Omiyjn)

(3) 2 3 1 ..

R = 62—’}’2- (;(V¢)2 + 2A¢) + W&”"&"ajm,in
on Ag = 8¢ i (V§)? = 6¥¢;4 ;. Ara ens queda substituir aquestes ex-
pressions sobre les dues equacions obtingudes a partir de la segona equacié
d’evolucié, aixi com a les equacions de lligadura.

Donat que estem treballant amb una métrica de la forma de P’aproximacié
potencial on es considera que el potencial és molt menut, podem menysprear
tots els termes d’ordre 2 en el potencial de manera que al desenvolupament
que realitzem estarem permetent un error d’ordre @2 Es a dir, anem a fer una
teoria linealitzada per al potencial a la qual farem, per tant, tis del desenvo-
lupament en série de potencies de I'expressié

=—— =1+2$+0(¢

i a partir d’ara sols escriurem les expressions linealitzades en el potencial,
encara que, a efectes d’estudis posteriors, guardarem també termes quadratics
en les derivades primeres del potencial per veure 'efecte que podrien produir en
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Pevolucié. A més a més també considerarem que les funcions o;; sén menudes
inicialment i veurem que sempre es mantindran per baix del potencial, amb la
qual cosa, els termes quadratics en o aixi com els productes de ¢ o derivades
de ¢ per o també seran menyspreables.

Axmb tot agd, anem a escriure les equacions d’Einstein per aquesta métrica,
en elles les components del tensor impuls-energia estaran donades per la funcié
de distribucié de matéria com veurem més endavant. En primer lloc, les
equacions de lligadura per a la métrica resulten

5 9 1 3H? 3H, 2 L
_E(Vd’) + §A¢+ 902 Effﬁ + 2a2¢ 20'zm,zm

4Gp = %

. 1 .
ArGoq; = —¢,i — [2¢ + —(H ¢)] by —““a'zm,m 7 Gimm

on denotem Om im = ™69 0 jm,in, Gimm = 8155, 1 H = %, donant aix{ un
lligam entre la densitat i el fluxe d’energia i el potencial gravitatori.

En quant a les equacions d’evolucié, com hem dit, substituirem la primera
d’elles i les expressions de les curvatures calculades a les dues equacions que
resulten de la descomposicié de la segona equacié d’evolucio. Tenint en compte
la linealitzacié tenim que la part amb traga, la qual depén tmicament de la
pressié mitjana, es pot esciure com:

§-H -3+ (3+ %) Ho+ 5 (/(1+26) — o1 +49)) A

—anGa?P + (%~ 5) P+ (B + o - o) (VO + ﬁzga,-m,,-m
(3.4)
amb 1a mateixa notaci6 anterior i on la pressi6 mitjana es determinara poste-
riorment a partir de Pequacié de Vlasov.

Fem el mateix amb la part sense traga de la segona equacié, és a dir,
substituim les expressions de les curvatures obtingudes. En primer lloc, donat
que anem a considerar que totes les components del tensor impuls—energia van
a dependre de les coordenades a través del potencial gravitatori, les pressions
anisotrépiques podem ser, per tant, considerades de la forma

ILi; = AZ(¢5) + B2(d:9,5)
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amb A i B dues constants a determinar de les expressions de Vlasov com veu-
rem més endavant (Seccié 3.3) i recordem que Z() representa la part sense
traca respecte de la métrica 7y;;. Aleshores, amb totes aquestes consideraci-
ons tenim que I'equacié que involucra aquest tensor II;; resulta de la segiient
manera:

. . 1 1 2a
Gij + 3Hdoy; — BEAG‘,'J' + 0—23(0',;,,”,5,", + Ojmim) + ?Z(S,‘j) =0 (3.5)

essent Oim jm = 6" Cim,gn 1 €l factor S;; una funcié de les derivades espacials
del potencial donada de la segiient manera:

Sij = — (a' —(142¢— 87rG’A)a) $ii + (wa" -2/ +(3 - Sﬂ'GB)Ot) ¢id 5.

Notem que les equacions d’evolucié que ens han resultat, (3.4) i (3.5),
donen de manera separada Yevolucié del potencial gravitatori i la de la part
sense traca de la métrica espacial resultant en ambdds casos equacions d’ones
amb termes fonts no nuls.

Encara tenim a les nostres equacions una llibertat que pot ajudar-nos a
simplificar aquestes expressions, la llibertat en I'eleccié de la funcié a(¢). No-
galtres elegirem aquesta funcié de manera que la part sense traga de l'equacié
d’evolucié (3.5) tinga com a terme font una funcié menuda del potencial, en
eixe sentit resulta interessant elegir o de manera que al terme S;; desapareguen
els termes en derivades segones del potencial, és a dir, que o verifique P'equacié

o —(1+2¢-8xGA)a=0,
la solucié de la qual és de la forma
afg) = Ce*1¥ =0 (1+ g +0(#)

amb C una constant arbitraria d’integracié que agafarem igual a 1 per simpli-
citat i by =1 — 87GA.

La determinacié d’aquesta funcié o redueix el problema a una tinica equa-
ci6 d’evolucié per al potencial, P'Equacié (3.4}, i un altra per a la part sense
traca de la métrica espacial (3.5), a les quals hem d’incorporar aquest resultat
junt als que obtindrem per la resolucié de Yequacié de Vlasov. Perd, abans
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de passar a Pestudi de I'equacié de Vlasov, estudiarem amb més profunditat,
tractant de simplificar al maxim, les equacions d’evolucié i les de lligadura.

I’expressié de la funcié « elegida permet simplificar les equacions de 1li-
gadura de la segiient manera:

LN L 3HE o 5 9 3., 1
dnGp= 5 ¢—3H¢+—2—(1— 1¢’)+§1§(V¢) +58° + g Cim,im (3.6)
. 1.
ArGq; = —¢:i _b1H¢1i _ioim,m (3-7)

i també les equacions d’evolucié del potencial ¢ i del tensor o com:

b+ (B+b)H~H-3H2+ 4—2—1’3; LAG = 4nGP(1 + 2by4)+
(3.8)
+(b1 - %)"bz + 5%2( — 5 +bi- b%) (Ve)® + 1_2]'(1'2'0'im,im

w ] 1 1 4
G35 + 3Hé34 — EgAdij + gfz(aim,jm + Ojm.im) — 353(¢i¢j) =0 (3.9)

on el factor multiplicatiu del terme Z(¢;¢;) seria realment (1 + 47G(B -
44)), perd podem menysprear els termes en B i A front al factor 1 per ser
proporcionals a la temperatura (com veurem més endavant). Observem que
el potencial gravitatori, en concret les seues derivades primeres espacials, és el
terme font de 'equacié d’evolucié per a la funcié o, és a dir, que el potencial
gravitatori pot generar ones gravitatories encara que aquestes no es consideren
inicialment.

Andlogament al desenvolupat anteriorment per al tensor de pressions ani-
sotrdpiques, el considerar la pressié mitjana P com un funcional del potencial
gravitatori porta a escriure'l, considerant les parts dominants, en la forma:

P=P +EA¢

on P, representa, per tant, la part homogeénia de la pressi6. Aquesta forma
de la pressi6 permet descomposar 'equacié d’evolucié per al potencial en una
part homoggnia i una part inhomogenia de la gegiient manera:

H+ gﬂﬂ +47GP, =0
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$+(3+b)H - (1—'-2”-L +47GE) Ag - 8nGP b1 =

= (b1~ §) 8 + g2 (- §+b0 - 8) (V9 + z0imim
on P, i E els obtindrem de les expressions de Vlasov com veurem a la, Seccié
3.3.

Perd encara podem simplificar un poc més aquestes tltimes equacions d’e-
volucié. Donat que el que ens interessa és obtindre el potencial gravitatori,
podem resoldre la part homogénia de 'equacié considerant que P, és menys-
preable front a la part inhomogénia de la pressié, és a dir, farem P, = 0, la
qual cosa ens fixara el factor d’expansi6 a(t) segons I’'equaci6

H+ %H2 =0 (3.10)

on recordem que H = %. La solucié d’aquesta equacié déna el factor de escala
de la métrica de De Sitter de la segiient manera

wo=a(Q)

amb a, = H— el valor de la funcié a(t) a 'época actual, t, = 3_I-T és P'instant
actual i per fant H, representa I’edat de 'univers.

A més a més, és habitual treballar en el temps conforme 7, la qual cosa
significa fer el canvi de variable dt = a(t)dn a les nostres equacmns iala
métrica. Amb aixd el factor d’escala és de la forma a(n) = e, i I'equaci6
d’evolucié (3.8) en aquest temps conforme resulta:

b+ S0~ A+ BN = 597, — GV + pgoimam (1)

a la qual també hem tingut en compte que b ~ 1 ja que el factor A de

les pressions anisotropiques sera menyspreable front al factor 1 que apareix a
Vexpressié de by. I ’'Equacié (3.9) s’escriu com:

. .
Oijom + 50‘55,,7 — Aoij + Z(cimjm + Ujm,im) = 4Z(¢i¢j) (3.12)
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on els factors A i E en ambdues equacions es determinaran a l’apartat segiient
a Dintroduir I'equacié de Vlasov sobre la funcié de distribucid de matéria amb
’hipdtesi que tots els factors de la funcié de distribucié han de ser funcionals
del potencial gravitatori ¢.

Comparant l'equacié resultant per al potencial gravitatori ¢ (3.11) amb
Papareguda per a la part sense traga de la métrica oy; (3.12), observem que
ambdues sén equacions diferencials molt similars, sén equacions d’ones amb
termes font no nuls. A més el terme font de I'equacié corresponent a o5 és
d’ordre (V¢)? amb la qual cosa és menyspreable quan considerem una teoria
linealitzada, per tant podem igualar a zero aquesta equacio. Aixd implica
que si inicialment agafem oj; = 0, no és generara cap funcié o;; i la métrica
és mantindra conformement plana, pel qué 1dnica equacié relevant sera la
corresponent al potencial gravitatori, la qual es reudeix a: '

Gn + %qs,,, - é’;—G(zA +3Ed®)A¢ =0. (3.13)

al considerar nul-les les funcions o;; i linealitzar en ¢ i les seues derivades.
Una altra diferéncia important entre ambdues equacions ve reflectida pel
factor multiplicatiu que acompanya al laplacid corresponent. Al cas de oy;
el coeficient del Ao és constant mentre que al cas del potencial el coeficient
corresponent és variable ja que porta un factor a?(n). Aquesta diferéncia
resulta ser determinant pel que fa al comportament de les equacions ja que
marea la forma de les corbes caracteristiques i per tant 'evolucié de la solucio.
Per un costat, les corbes caracteristiques associades a I'Equacié (3.12) sén
basicament rectes a Pespai-temps, la qual cosa fa que qualsevol oi; localitzada
inicialment en una regié s’escape d’aquesta regié a I'evolucionar, és per aix0
que les quantitats o;; donarien ones gravitatories propangant—se a l'infinit.
En canvi les caracteristiques associades a ’Equacié (3.13) sén corbes acotades
per una assimptota de manera que les pertorbacions de la métrica degudes al
potencial no poden abandonar la regié en qué estaven localitzades inicialment.
Resulta també interessant senyalar que el cas de considerar a(t) = constant,
és a dir considerar una pertorbacié de Minkowski, iguala la situacié comen-
tada anteriorment a ambdues equacions ja que el coeficient que acompanya
al laplacid del potencial gravitatori passaria a ser també constant. En eixe
cas serien necessaris els termes quadratics que apareixen a 'equaci6 (3.11) per
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poder establir resultats significatius a Pevolucié del potencial. Un cas inme-
diat d’aquesta situacié és el cas estacionari (¢,, = 0}, la discussi6 del qual ens
donaria les correccions relativistes al model isotérmic newtonid. En aquest
cas 'evolucié s’obtindria de la resolucié d’ambdues equacions, la corresponent
al potencial i la de les funcions oy, de manera acoblada. Si abordem aquest
problema per aproximacions succesives, la primera d’elles seria fer o;; = 0 per
obtindre la primera aproximacié al potencial ¢(!). Aquesta ¢{) seria la solucié
de Pequacié A¢ = k(V¢$)? amb k una constant de proporcionalitat. En sime-
tria esferica aquesta eguacié admet com a solucié una funcié _qﬁ(l) verificant
que AgD(r) = 2 i )’ la qual ja es podria considerar com la primera

aproximacié al model isotérmic relativista.

3.2 Funcions de distribucié i equaci6é de Vlasov

Vejam ara com sén les quantitats del tensor impuls—energia associades a
una funcié de distribucié de matéria freda sense col-lisions que haurem d’incor-
porar a les equacions d’Einstein anteriors. Veurem primer la forma d’aquesta
funcié de distribucié depenent dels moments de les particules i de les coorde-
nades d’aquestes particules mitjancant el potencial gravitatori de la metrica,
és a dir, veurem la dependéncia com a funcionals del potencial. Com, a més,
exigim que aquesta funcié de distribucié verifique I’equaci6 de Vlasov, establi-
rem també quines condicions ens esta imposant aquesta equacié sobre aquesta
funcié.

La resolucié d’aquesta equacié ens determinard tant la funcié de distri-
bucié de partida com el tensor impuls—energia associat. Amb la qual cosa
podrem reprendre les equacions d’Einstein i construir Pequacié d’evolucié per
al potencial ¢.

Com es va introduir a la Mecanica Estadistica i posteriorment s’ha fet us
a la Cosmologia, donat un gas (fuid), la funcié de distribucié de les particules
en aquest gas és una funcié (escalar) a I'espai de fases que depén de les po-
sicions (z*) i dels moments (p”) de les particules de manera que el nombre
de particules del gas i el contingut material de I’espai-temps s’obtenen a par-
tir d’aquesta funcié mitjangant integraci6. Recordem també que el quadri-
moment associat 2 una particula és un quadrivector p orientat cap al futur
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que verifica la relacié g(p, p) = —m?, essent m la massa de la particula i per
tant, a D'espai tangent (en un punt) de I'espai-temps aquest vector s’escriu
com p = p”a-—'gu. Aleshores l'espai de fases en qué es treballa és un espai
de dimensié 7 on es podem agafar com a coordenades les quatre coordenades
{z#} de I'espai~temps i les tres que queden de les {p*} una vegada s’aplica la
relacié que verifica el quadri-moment (en general sol eliminar-se la component
2°).

Per altra banda, en Mecanica Estadistica un sistema en quasi-equilibri és
descrit per una funcié de distribucié de la forma

fola,p#} = efHhr”

on B, = Pu, essent u un vector temporal unitari i amb & i § funcions de
les coordenades de posicié de les particules. Fora de la situacié de quasi-
equilibri, la funcié de distribuci6 queda completament lliure, encara que com
a pertorbacions d’aquest quasi-equilibri es solen agafar funcions de distribucié
polindmiques en els moments. Nosaltres anem a considerar una funcié de
distribucié de la forma:

f(wuap.u) f EM;P (1 + Z Eal an al "t 'Pa") (3-14)

essent cada €7, una funcié arbitraria de les coordendades {z*}, de manera
que la seua nul-litat ens fa caure en la posicié de quasi-equilibri. Aleshores
tenim una funcié de distribucié general en la qual la situacié de quasi~equilibri
és facilment recuperable i a més a més 1'inica suposicié adicional és que la
part pertorbativa siga una funcié analitica en els moments de les particules.
Quan ens restringim a métriques depenent d’un tnic potencial, considerarem
que totes aquestes funcions depenen de les coordenades a través del potencial
gravitatori, és a dir, sén funcionals del potencial.

El desenvolupament de I’equacié de Vlasov sobre funcions del tipus {3. 14)
que anem a fer a continuacié és valid no solament per a métriques de la forma
de ’aproximacié potencial amb part espacial conformement plana, sin6 també
per a métriques de la forma:

g = —a?dt? + ;daida’ (3.15)
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amb part espacial no necessiriament conformement plana. Notem que dins
d’aquest tipus s’inclouen les metriques pertorbatives de Fnedmann—Robert-
son-Walker que ens interesen, per a les quals bastaria fer o =1+2¢4 i
Vij = - 2¢)6z] + 0ij.
Per aquestes métriques (3.15) considerem l’observador cosmoldgic u =
"}f?ﬂ amb la qual cosa la funcié de distribucié del quasi-equilibri és f, =

e=B2r® oy les funcions @ i B quedaran determinades a 1'imposar noves condi-
cions. Anem a veure quines condicions cal imposar per tal de determinar 6 i
B-

En aquest contexte imposem a la funci6 de distribucié general f (3.14)
que siga solucié de I’equaci6 de Vlasov amb terme de col-lisions nuls, és a dir,
que Yoperador de Liouville actuant sobre aquesta f siga igual a zero. Per fer
compatible aquesta condici6 amb el fet que la nul-litat de les funcions €7, o,
ens porta a una situacié de quasi-equilibri amb funcié de distribucio f,, hem de
considerar també que la nostra f, verifica 'equaci6 de Vlasov en les mateixes
condicions.

L’operador de Liouville, L, estd donat per

Ozt I‘aﬂp W
on T¥ hp representen els sfmbols de Christoffel de la meétrica g considerada.

Aquest operador actuant sobre la funci6 de distribucié (3. 14) ens porta a la
segiient equacié per a les diverses funcions que apareixen a f:

(H,uP” + ﬁ(y;p)pypﬂ) : (1 + Z Ea, an P p* - 'pa“) +

N (3.16)
o0
+ Z €?a1...an;u) pH---pOirpt =0

n=1

on la coma denota derivades parcials respecte a la coordenada z# corresponent,
mentre que el punt i coma estd indicant derivaci covariant. Aixi mateix
amb els pa.réntesm representem la simetritzacié del tensor corresponent, per

exemple, ﬁ(y;u) (ﬂ”,# + ﬂﬂvﬂ-‘)
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Tenim doncs l’expressié general de 'operador de Liouville sobre funcions
de distribucié del tipus (3.14) a les quals és facilment recuperable la situaci6
de quasi-equilibri, la qual suposem que regeix quan la metrica no és pertor-
bada. Per resoldre aquesta Equacié (3.16) desenvoluparem en tri-moments i
anul-larem cada ordre per separat. Comencem en primer lloc veent com podem
elegir la funcié f,, per aixd estudiem les conseqiiencies que podem extraure de
la recuperacié de la situacié de quasi-equilibri verificant també Pequacié de
Vlasov per a matéria sense col-lisions. Notem que amb aquesta suposicié no
estem perdent generalitat ja que qualsevol manera d’allunyar-nos d’aquesta
f, 8'incorporar al valor de les funcions tensorials €.

3.2.1 Elecci6 de la funcié f,

Com hem comentat anteriorment, per recuperar la situacié de quasi-equili-
bri a partir de la funci6 de distribucié general només hem de considerar nul-les
les funcions €}, quedant-nos, doncs, Gnicament amb la funcié f,. De la
mateixa manera podem recuperar equacid resultant de I’actuacié de ope-
rador de Liouville sobre aquesta f, a partir de (3.16) eliminant les mateixes
funcions €, . Llavors, 'equaci6 de Vlasov per al quasi-equilibri resulta:

g’upu + ﬁ(v;,u)pyp'u =0. (3.17)

Estudiarem aquesta part de Pequaci6 en primer Hoc. Per fer aquest estudi
hem de tenir en compte que podem eliminar una de les component p¥ del
moment donat que es verifica la relacié g(p,p) = —m?2, segons la qual la
component p® s'escriu en funcié de les components espacials del moment de la

segilent manera:

2 2

m 1 w ™m 1 y

(0" = — + Fwpy = P’ = \[7 + 3 %P

de 1a qual podem agafar el desenvolupament en série de poténcies corresponent

ja que estem treballant amb matéria freda per a la qual les velocitats sén
baixes. Per tant tenim que:

Fo0r_1)ntl —3.{(on—-5....-83- n
o (1 ey s ()
n=1

anpl m
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Utilitzant aquests valors a I’Equaci6 (3.17), aquesta es pot escriure com

v m. . L — TN .
Oup” + Busup P = i+ (pi + mPas)p’ + ('“ ﬂ%‘j - BKz'j) P+

2mo

+2_175(,Bai ~ Biyvp'ript+...=0 (3.18)

on el punt representa la derivada respecte de la coordenada temporal ¢, la
coma representa la derivada respecte a la coordenada corresponent, essent
els fndexs llatins indicadors de les coordenades espacials de I'espai-temps; i
denotant a; = (Ina);, p = 8§ — mpB i per K;j la curvantura extrinseca de les
superficies ¢t = constant.

Aixd ens porta a que podem escriure 'equacié com una série de poténcies
per a les coordenades espacials del moment, de manera que la seua nul-litat
és equivalent a anul-lar cadascun dels coeficients de la gérie per separat, és a
dir, tindrem el segiient sistema d’equacions:

0) La part escalar de 'equacié serd: i =0.

1) La part vectorial de 'equacio: pi+mpPa; =0 peratot index espacial
i.

2) La part tensorial d’ordre 2 resulta: %g'ﬁj - BK;; =0 pera
qualsevol 4, j.

3) La part tensorial d’ordre 3 és:  Ba; — Bi=0 pera tot i
4) La part tensorial d’ordre 4 equival a: mB+p=0.

i successivament per a la resta d’ordres tornen a aparéixer les equacions d’ordre
3 i 4 segons anem a ordres imparells 0 a ordres parells respectivament, de
manera que aquest sistema representa totes les equacions que han de verificar
les funcions 6 i B perqué f, siga solucié de I'equacié de Liouville per a la
métrica (3.15).

La primera de les equacions déna que la funcié p sols depén de les coordena-
des espacials, i un estudi de les altres equacions ens porta a que, gentricament,
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Pnica solucié exacta possible per a qualsevol e i 7;; de la métrica (sense res-
tringir la matrica) seria que la funcié f, féra constant, la qual no es pot
considerar com a funcié de distribucié de materia.

En altre cas, si volem funcions de distribucié no constants, hem de consi-
derar la segona i la tercera equacions com a restriccions sobre la métrica. La
tercera equacié imposa que Kj; o %j, é8 a dir que la métrica ha d’admetre
una sincronitzacié umbilical. Per tant, la métrica tindrd 7;; com a funcié sols
de les coordenades espacials, é8 a dir, serd estatica.

Llavors tenim que no existeixen solucions de I'equacié de Liouville sense
col-lisions de la forma f, diferents de la constant per a qualsevol métrica (3.15),
salvant el cas en que la métrica siga estatica.

Perd, per a métriques no estatiques, ja que no existeix solucié exacta, po-
dem trobar solucions aproximades (no constants) quedant-nos a ordres baixos
en els moments. Per aquestes solucions aproximades les funcions B 186 depen-
dran de la metrica considerada. Per exemple, podem considerar els casos de
dues métriques molt utilitzades en Cosmologia, la métrica d’Einstein—de Sitter
i els models de Friedmann-Robertson-Walker. Per a totes aquestes métriques
tenim que a = 1 i que la part espacial és conformement plana (com també ho
és per a les métriques de 'aproximacio potencial). Aleshores una solucié fins
a ordre tres de Pequacié de Liouville donard necessariament

B
a?(t)

u = constant i = constant,

essent a2(t) el factor d’expansié corresponent en cada cas i on la part espacial
2
és vi; = a®(1)di5 © Yij = ——angd,-j respectivament.
1+ &2

3.2.2 Resolucié de ’equacié de Vlasov
Tornem de nou a Pestudi de Pequacié general (3.16), utilitzant un métode

andleg al desenrotllat al subapartat anterior. Considerarem en primer lloc la
part (3.18) desenvolupada en série de potencies com anteriorment i desenvo-
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lupem de manera similar el segilent factor de 'esmentada equacié general:
+w . . . . o
1+ €R g, DM = A+ Aip" + Aigp'p + Aijp'p’p + ...
n=1

on els coeficients per a cada ordre de moments es podem agrupar donant lloc
a les segiients funcions:

A=1+ :2: (%)n €0..0

+00 mAn—1 n
A=) n (E) €0...0i

n=1

A
Aij =Y + e Vi

Y = +§ (g) (%)n—2 €0...0ij (3.19)

A=) n (%)n_l €5..0

+
n=1

oo

Rn-1myn-3
Ajik = Zijr + Z 207 (g) €p..00 Yik)
n=2

+00 n mA n—3
Zijk = E (3) (a‘) €0...0ijk

n=3

Aquesta descomposicié dels diferents factors que intervenen a I’Equacié
(3.16) ens permet escriure-la com una stérie de poténcies per als moments
igualada a zero, aleshores cadascin dels coeficients de la série ha d’anul-lar-se
per separat, per la qual cosa tindrem un sistema d’equacions per a les funcions
definides anteriorment del qual sols mostrem les equacions corresponents a la
part escalar, la part vectorial i la part tensorial d’ordre 2, donant a continuacié
una indicaci6 del que passa a ordres superiors. Posteriorment també escriurem
Pequacié corresponent a l'ordre 3 perd en forma reduida a la qual haurem
tingut en compte la solucié dels ordres inferiors. : S
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1) La part escalar de l'equacié de Vlasov es redueix a:
i+ A —maa’A; =0 (3.20)
2) La part vectorial de Pequaci6 resulta:

m ., my _m ' j
EuAi + X (ki +mpPas)+ A+ “EAi - EAai +2mK]A; — 2m*a’Yi; = 0
(3.21)

3) La part tensorial d’ordre 2 sera:
Bihi; — {gA -5 (4) + W\k} s + 203y + mBay) + F¥ig+
(3) -
+ (% - )\ﬁ) Ki; + A (i) —3m?%a* Z;5 + Ajaj — Agag) + 4mYk(sz."; =0

(3.22)
on ha aparegut una nova funcié tensorial

+00 man—1
X, — 2 n
Ai= E 0 ("{;) €9...0i -
n=1

Aixi succesivament, als segiients ordres van apareixent les funcions dels
ordres anteriors i les seues derivades i a més a més noves variables cada vegada,
una d’elles amb un subindex espacial més, i les altres seran séries similars a les
aparegudes a 'ordre anterior i a I'ordre dues vegades inferior perd amb una n
multiplicativa adicional, com al cas de A; i A;. Es a dir, a Pordre tres 'equaci6
resultant tindrd les funcions anteriors i les seues derivades i apareixeran per
tant tres noves funcions que podrem denotar Wijxi, Z,:_.,-k i 17,71- definides de

manera similar:
+00 n ma n—4
. — n
Wijk = E ( 4) (E) €0...0ijkl
4

n=

- x n myn—3 n
Zijk=zﬂ 3 (a‘) €0...0i5k

n=3
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_ AL n m\n—2 n
Y = E"(z) (E) €9...055 *
n=2

Notem que, donat que no existeix solucié general per aquests tipus de
métriques de 1’equacié corresponent a la nullitat de l'operador de Liouville
aplicat sobre la funcié f,, no hem considerat com a nul el factor multiplicatiu
(3.18) que apareix a l'equaci6 general de f, amb la qual cosa estan apareixent
també les funcions p i 8 com a incognites.

Com veiem a aquest sistema d’equacions cada ordre estd incorporant una
nova funcié depenent de les €” de la funcié de distribuci6. Per tant es podra
resoldre de manera progressiva a cada ordre. Nosaltres donarem una soluci6
fins a ordre 3 en els moments, amb la qual cosa agafarem també com 2 soluci6
de f, la calculada anteriorment, és a dir, 4 = 014 = —mpfa; per tal de
recuperar el quasi-equilibri facilment essent també solucié de Vlasov fins a
Pesmentat ordre. Aquesta hipdtesi ens facilitara la resolucié de les equacions
anteriors fins a ordre 3 de manera que l'error comés serd d’ordre 4 en els
moments.

Anem, doncs a resoldre cadascuna de les equacions del sistema solucié
de Pequaci6 de Vlasov. Abordarem la resolucié d’aquestes equacions ordre a
ordre imposant la menor quantitat de coses possible sobre la métrica, és a dir,
sobre el potencial gravitatori ¢. Com hem comentat anteriorment el sisterna
pot anar resolent—se ordre a ordre per a tots els ordres, encara que nosaltres
aqui solament arribarem fins al tercer ordre.

En primer lloc anem a considerar per tant la funcié f, triada tal i com
expressem a I'apartat anterior, és 2 dir, tindrem que la funcié p és cons-
tant i que la funcié B és proporcional al factor d’expansié a(?) amb factor de
proporcionalitat constant.

Utilitzant aquestes expressions de p i § sobre la resta d’equacions de Vlasov
podem simplificar-les de manera que per a I'equaci6 (3.20) ens quedara que:

A= moaatA; =0

la, qual, segons el comentat anteriorment, si busquem la solucié més general
possible en quant a ser valida per a qualsevol potencial, és equivalent a les

equacions segilents: '
A=0 1 A;=0. (3.23)
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Aleshores la funcié A no depén del temps, encara que si pot dependre de les
coordenades espacials. Per simplicitat nosaltres agafarem aquesta funcié com
a nul-la, A =0.

En quant a PEquacié vectorial (3.21), tenint en compte la forma de f, i
les equacions anteriors, resulta

%Aai +2m?a?Y;; = 0

la solucié de la qual, si descomposem el tensor Yj; en la seua part amb traca
i la part sense traga, sera que les funcions A i Y;; verifiquen les equacions:

on Z esth representat la part sense traga del tensor respecte de la métrica
espacial induida. Una solucié particular d’aquestes dues equacions seria per
tant agafar les funcions A i Y;; nul-les, A =0, Y;; =0.

Passem ara ’equacié corresponent al segon ordre, (3.22), aquesta es podri
reescriure una vegada resoltes les anteriors com:

1 .- -
3m2akz1;jk -+ é‘@kl\k’ﬁj + A(ZGJ) =)

és a dir, el valor de la funcié Z;;; dependra dels corresponents a les funcions
A; de la segiient manera:
Zijk = --Z—Tln—zl\(ﬂjk)- (3.25)

En aquesta equaci6é hem utilitzat per simplificar-la la solucié per a la f,, i les
expressions (3.23) i (3.24). '

Finalment resoldrem l'equacié corresponent a tercer ordre. Aquesta equa-
¢i6, com hem dit, afegeix tres noves variables aixi com les derivades de les
variables aparegudes als ordres anteriors. Per simplicitat, sols escriurem a
Pequacié d’aquest ordre les components que queden una vegada simplificada
Pequacié tenint en compte els valors de p i f i les expressions (3.23), (3.24) i
(3.25). Aquesta equaci6 queda per tant com:

_ _ A
Yiijar) + alYi(i’ij) + Ea(ﬂjk) + 4m2alW,:jkz =0. (3.26)
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Tenint en compte que estem considerant en tot moment que aquestes funcions
han de ser funcionals del potencial gravitatori apleguem a que necessariament
les funcions que apareixen a aquesta tltima equacié solament poden dependre
del potencial de la segiient manera:

Y;j = Yi¢ij + Yadicb; + Yavi;

Wit = W1y + Waduditey + WaviiTe
on les constants Yy i W}, verificaran les segiients equacions, les quals es dedu-
eixen a partir de la relacié (3.26):

A
2V; + 4m?W; =0 i 2Y3+4m2W3+E:0

on la primera equacié s’ha de verificar per a j = 1,2. Una solucidé possible
d’aquest tercer ordre és agafar:

Wik =0 , Yi=Y=0 i 2Y; + -% =0 (3.27)

amb la qual cosa estarem fent un model sense anisotropies.

Com veiem, amb relacié a 'equacié corresponent al primer ordre, en el que
afecta als ordres posteriors, és indiferent agafar la solucié general corresponent
a Dexpressi6 (3.24) com agafar la solucié particular comentada que fa A=01
Y;; = 0. El que es veura afectat per aquesta eleccié serd la forma del tensor
impuls—energia associat a la funcié de distribucié corresponent, soluci6 de
Pequacié de Vlasov.

Per tant, una solucié particular de Vlasov fins a tercer ordre en els mo-
ments (és a dir, fins a segon ordre en el potencial), valida per a qualsevol
potencial gravitatori i per a un model sense anisotropies és agafar nul-les totes
les funcions que apareixerien noves en ordres superiors amb subindexs espaci-
als (és a dir, aquelles que donen tensors €" que estaran contraguts amb ordre
quatre dels moments) i considerar les altres verificant les condicions (3.23),
(3.24), (3.25) i (3.27).

Notem que les equacions no ens donen directament els tensors que apa-
reixen en la funcié de distribuci6 siné les séries funcionals definides a partir
d’ells, de manera que per obtindre’ls basta plantejar els sistemes d’equacions
que resulten per a les séries corresponents.
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3.2.3 Tensor impuls—energia associat a f

Els conceptes fisics de fluxe de particules i fluxe de moments d’aquestes
particules a través d’una superficie donada s0l representar-se geométricament
associant a cadascuna d’aquestes quantitats un tensor d’ordre 1 (vector) en
el primer cas i d’ordre 2 en el segon. El primer es coneix com vector cor-
rent de particules, mentre que el segon s’anomena tensor impuls—energia o
tensor energia—moment i representa el contingut material de Pespai-temps al
relacionar-lo amb la métrica espai-temporal.

Les equacions d’Einstein relacionen la geometria de I'espai-temps, és a dir
la, métrica, amb el contingut material d’aquest mitjancant la identificacié de
cadascun del termes geométrics amb els conceptes fisics de pressi6, densitat,
fluxe, etc... El contingut material (tensor impuls-energia) i el vector corrent
de particules, poden escriure’s de manera cinematica tenint en compte les com-
ponents de la mdtrica, o també relacionant-lo amb les quantitats observables
mitjangant la funcié de distribucié de materia considerada. En qualsevol cas,
ambdues maneres de representar-lo estan realcionades entre si i anem a esta-
blir aquesta relaci6 per poder determinar les diferents variables a 'imposar les
esmentades equacions d’Einstein.

En primer lloc anem a escriure aquestes dues quantitats tensorials de mane-
ra geomdtrica relativa a 'observador cosmoldgic u. Recordem que, en general,
tenim que tant el vector corrent de particules, N, com el tensor impuls-energia
T, es poden descomposar relativament a un observador u de la segiient mane-
ra:

N=nu+N_
T=pu®u+q@@u-+ Ph+Il

on els diferents factors que apareixen vindran donats mitjangant el projector
ortogonal h = g + u ® u associat a la metrica per:

1) n=—i(u)N = —g(N,u) representa la densitat de particules.

9) Elvector Ny = h(u) és el fluxe de particules. En general, si obser-
vador u representa també la velocitat del fluid, aleshores aquest fluxe és
nul i la densitat n sol anomenar—se densitat propia de particules.

3) La densitat d’energia ve donada per p = 2(u)T = u®uPT,s.
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4) El fluxe de calor (fluxe d’energia, densitat de moment...) és el vector
g=—({w)T),-

5) Llescalar P = %t'rhT representa la pressié mitjana del medi.

6) El tensor de pressions anisotropiques I =T, — Ph,on T, és la
projeccié ortogonal del tensor T' mitjancant el projector h.

Nosaltres treballarem amb l'observador u = é}%’ el qual no té perqué
representar la velocitat del fluid. De fet, agafarem que en general no és la
velocitat del fluid per tal de tractar genéricament les anisotropies de I'univers.
Per tant totes les quantitats expressades dependran de les diferents condicions
que imposem sobre el contingut material a més d’exigir també que es verifiquen
les equacions d’Einstein.

Per altra banda, tenint en compte que el nostre contingut material vindra
determinat per una funcié de distribucié de matéria f, hem de considerar
també la relacié existent entre aquestes dues magnituds N i T i la funcié
f. Per a una funcié de distribuci6 qualsevol, independentment que aquesta
verifique ’equacié de Vlasov o no, el vector corrent de particules N i el tensor
impuls-energia T associats a ella es poden obtindre mitjangant integracié de
superficie de la funcié a l'espai de moments, és a dir:

N® = / fotdw i T = f foopPdw

egsent dw element de volum de Pespai tri-dimensional de moments. Per tant,
els diferents factors que resulten de la descomposicié de N i T relativa a l'ob-
gervador u es poden obtindre també per integraci6 de la funcié de distribueid.

En particular per al nostre cas, al qual la funcié de distribucié s’escriu com
(3.14), aquestes integrals sén sumatoris d’integrals de la forma,

M, = /fop”dw VneN (3.28)

on denotem p”* =p @ pR ) ®p, ja que les funcions €5, no depenen dels
moxments, aleshores, tindrem

+00
N=M +Z €™ -Mni1

n=1
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+o0
T=M+) € -Mp2
n=1
on el punt estd denotant producte escalar, és a dir, €™ -Mp,2 =€3, o,
MZ15%* . Amb la qual cosa, les densitats, els fluxes i les pressions relatives a
'observador u, utilitzant les definicions introduides anteriorment, també esta-
ran donades per aquestes integrals (3.28) iles corresponents contraccions amb
el vector u tenint:

+oo
n:~—M1-u—>: €" -Mpp1-u
n=1

+o0

N, = h(Ml) +z h(En 'M,-H_]_)

n=1

400
,0=M2-u2+z:E"‘M,H.z-u2

n=1

+o00

q=—h(M;- u) - Zh(e” Myio- u)

n=1

+00
T, = h.(Mg) +Zh(€"’ 'Mn+2)

n=1

denotant, com anteriorment, u” = u@u® . ®u i el punt com a la contraccié
dels subindexs corresponents.

Per tant, el primer pas serd trobar el valor d’aquestes quantitats tensorials
M,, considerant que l’element de volum dw a I’espai de moments es defineix
en general com dw = lﬁdplalp%ip'“ en coordenades contravariants per als
moments, essent g el determinant de la métrica d’espai-temps.

El calcul de les M, pot abordar-se des del punt de vista tensorial, en aquest
sentit cadascuna de les M,, és un tensor d’ordre n la descomposicié relativa a
u del qual ens permetra obtindre el seu valor i posteriorment substituir-les a
les expressions de les densitats, fluxes i pressions. Observem en primer lloc la
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factoritzaci6 corresponent a Ma, aquest és un tensor d’ordre 2 que no té fluxes
ni pressions anisotropiques, és a dir:
My = m: u? + m:h

on a I'Apéndiz A podem veure el clcul d’aquesta descomposicié i de les cor-
2 . -

responents m, 1 m:. Anlogament per a M3, My i en general per a qualsevol

M,, la descomposicié corresponent com a tensor d’ordre n sera

M, =S m  phgn2k = (1" o oo ghFu™%
2 I CoN
on el calcul corresponent el presentem a l'esmentat apéndix. El mimero [3]
representa la part sencera del quocient n/2, h¥(Rh¥), és el ntumero resultant
de contraure un qualsevol dels termes independents del producte tensorial hE
(k vegades h) amb h un nimero k de vegades (la manera d’obtindre el seu
valor es presenta de manera recurrent 2 'esmentat Apéndiz A4), representem
per h¥u™ el tensor d’ordre k +m amb umcament les components linialment

independents del producte tensorial he Y oh® u®’ ™) @u tenint en compte
les simetries corresponents (per exemple, hu = haﬂu,, + hoyug + hgyu,) i per
ltim el factor Fj,_op 1 és el valor de la integral

Fyokk = [fo (p- ll)n_zk (h,ﬁjpipi)k dw.

Aleshores la densitat de particules i els diferents factors del tensor impuls—
energia es poden escriure com:

+00[ z]( 1n+1

n=-Fo+ 3 prpmyFrs-aes € A0
n=1 k=0

(1"1 ( k, -2k
E E S Fo 1ok ph(€7 -RFUTT)
o bR,

oo [%3 2]
p=Fao+ Z Z h’“ Fn+2—2k,lc S
n=1 k=0
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t=lE e ,
—2k
q= e fnt2-2kk € - untl-2
n=1 k=1 h (h )1
1 ] (=" ko, n+2-2
T = §F0,1h+ Z Z hk(hk) Foio okk el pEynt2-2k
n=l k=1 1

on el tensor T ens donard les pressions, tant la pressié mitjana (prenent
traces) com les anisotrdpiques.

Aquestes expressions es podem simplificar tenint en compte el valor de cada
Fy s, calculat a P Apéndiz A. Per calcular aquestes Fr, a Pesmentat apeéndix,
hem de restringir de nou la métrica (3.15) a aquelles que tenen part espacial
conformement plana, és a dir, de la forma

g = —adi® + a?26;;dx’ da? (3.29)

on a iy sén funcions arbitraries de totes les coordenades i la funcié arbitraria
del temps a(t) representa el factor d’expansié de la meétrica. Aixd permet
separar a f, la dependéncia de moments de la de coordenades de posicié i
utilitzar Paproximacié de p, donada al subapartat anterior, per escriure

2
= ghe &|Bl
fO I

20,2
on recordem que g = & — mfB i hem denotat k = a_zg_ny_ amb [ proporcional
a a? amb factor de proporcionalitat constant per aquesta metrica i 19?2 =
()2 + (p*)? + (p*)? = 6;;p'p?. De fet, el considerar f, d’aquesta manera no
suposa cap restriccié donat que els termes que faltarien de la strie resultant
estarien carregats sobre les funcions tensorials €™ de la resta de la funcié de
distribucié. Aleshores, agafant f, d’aquesta manera, podem fer un canvi de
coordenades en els moments de les “cartesianes”a les “esferiques”, el qual faci-
litara la integracié ja que en aquestes {iltimes coordenades dw = p'; |5}2d|p] 42
essent d€2 ’element d’angle solid.

Aquestes consideracions permeten calcular les integrals F., tal i com mos-
trem a l'esmentat apéndix i per tant escriure les expressions segiients de les
densitats, els fiuxes i les pressions, a les quals hem tingut en compte que la



3.3. Bquacions d’Einstein—Vlasov 109

funcié de distribucié verifica ’equacié de Vlasov, la solucié del qual hem trobat
al subapartat anterior:

= % (I\ + 4—7-';;3 tr(¥) + g’-’f—aw,:jk,h"fh“)
N, = %:- (K,- ok 4 27 z“',-jkhik) da
p= %{%ﬁ (I\ + 4i;95 tr(¥) + S—W:EW,-jmh"jh“) (3.30)
= %7; (K,- + 2A; 12;”2 Z,-,—,chjk) dz’ (3.31)
P= ZZ\;? (A + fl’;‘—a tr(¥) + 56;’;3°‘mjk,hiihk‘) (3.32)

- 20m?
jj = — (Z(n,-)+—§—z(w,fjmh’“))

on tr() representa la traga del tensor corresponent mitjangant el projector
ortogonal A associat a la métrica i a I'observador u, Z() la part sense traga
i N = (2rma2T)%/%e# essent 7 = 1/8 Vindicador de la tempertura. Aques-
tes expressions sén, per tant, vilides per a métriques que admeten seccions
espacials conformement planes.

Aquestes expressions sén les que donen el contingut material que posarem a
les equacions d’Einstein per tal d’obtindre la forma final de Iequacié d’evolucié
per al potencial gravitatori que, per tant, ens determinara la métrica.

En endavant, farem un model sense anisotropies, és a dir considerarem
pressions anisotrdpiques nul-les i per tant agafarem les funcions Wi = 0 1
ZY)=0.

3.3 Equacions d’Einstein—Vlasov

Finalment anem a veure com queden les equacions d’Einstein de la Relati-
vitat general quan considerem que el tensor impuls-energia és el corresponent
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a una distribucié de matéria representada per la funcié f(z*,p") donada a
(3.14) i que verifica 'equacié de Vlasov amb terme de col-lisions nul, tal i com
hem vist a l’apartat anterior. Es a dir, anem a escriure 'equacié d’evolucié
que resulta quan considerem les equacions d’Einstein-Vlasov acoblades.

Donat que aquestes equacions (d’Einstein—Vlasov) es poden resoldre de
manera desacoblada, hem fet un tractament per separat d’ambdues parts,
primer de les equacions d’Einstein i després de Pequacié de Vlasov. La reso-
lucié a l’apartat anterior de Vlasov ens ha donat per tant el tensor impuls-
energia associat al medi. Aquestes quantitats s’han d’incorporar a les equaci-
ons d’Einstein estudiades al primer apartat d’acuest capitol tenint en compte
que cadascuna de les funcions que apareixen a la funcié de distribucié ha de
ser considerada com una funcié que depén dels moments i de les coordenades
a través del potencial gravitatori.

Recordem que ara treballem en una métrica de la forma de 'aproximacié
potencial amb un {nic potencial i una funcié de distribucié general de la
forma (3.14). Com hem vist al primer apartat d’aquest capitol, tenim dues
equacions de lligadura que ens permetran identificar les relacions entre els
tensors que apareixen a la funcié6 de distribuci6 i el potencial gravitatori; i una
equaci6é d’evolucié que determinard la forma d’aquest potencial depenent de
les condicions inicials de partida. , ,

En primer lloc, 'Equacié de lligadura (3.7), junt a I’expressié {3.31) del
fluxe d’energia, permet identificar el tensor A; amb derivades espacials del
potencial gravitatori de la seglient manera:

= - 3 .
Rit ok = g (—da—hiHos ) (3:33)

Analogament si a 'Equaci6 (3.6) substituim Pexpressié (3.30) de la densitat,
tenint en compte el valor de a, aleshores tenim la relacid:

- dma 20° 1 . SH?
A+ 3 TErGNT2 (EAﬁb - 3H¢+ —2—(1 - bl¢)) (3.34)

la qual, segons les relacions de Vlasov (3.27), determina tant el valor de A com
el de tr(¥):

2m . o . 2a3 1 . 3H?
—3—- t]’.’(Y) =-A= m (EEA¢ - 3H¢+ —-2—"(1 - b1¢)) .

tr(¥) =
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En segon lloc, comparant les expressions (3.30) i (3.32) de la densitat i la
pressi6 i tenint en compte la relaci6 (3.34) obtenim:

T T (

1 ., 3H?
3m’ ~ 12nGm @ ie—3He+ T(l - bld)))

a
amb la qual cosa la part inhomogenia de la pressié, és a dir el factor FE que
acompanya a Ag en (3.13) és:

T

B = 127rGma?’

Substituint aquest factor a Pequacié d’evolucié final per al potencial ¢ (3.13)
obtesa al primer apartat i tenint en compte que estem considerant un medel
sense anisotropies (A = 0), tenim que equacié a resoldre queda de la forma:

6 T
¢=rm + E(,bm - %Aqﬁ ={

on T = % representa la temperatura. Com la funci6 8 verifica que a% =

constant, aleshores tenim que a2T = constant on eixa constant vindra donada
pel valor del factor d’expansi6 i de la temperatura a 'época actual, a7 =
a2T,- Per tant Pequacié d’evolucié a resoldre per al potencial gravitatori
queda:

Pon T =P — g D¢ =0 (3.35)

essent 7, el valor de la temperatura a Pépoca actual. Al capitol segiient
resoldrem aquesta equacié donades les condicions incials corresponents.






Capitol 4

Obtencié de la solucié general
del problema
d’Einstein—Vlasov linealitzat

El formalisme 3+1 junt a equacié de Vlasov per a una funcié de distribucié
de matéria sense col-lisions ens ha permet escriure les equacions d’Einstein-
Vlasov acoblades com a una tnica equacié d’evolucié per al potencial gravi-
tatori quan treballem amb metriques de la forma de I’aproximaci6é potencial.
Aquesta equacié és

6 7T,
Bn + b = ggP =0 (4.1)

A aquest capitol anem a centrar-nos en Pestudi d’aquesta equacié d’evolucié
per trobar la seua solucié general i determinar aixi el potencial gravitatori
i, per tant, la métrica. Una vegada obtinguda aquesta solucié, donarem un
exemple de la possible aplicaci6 d’aquest resultat a la, Cosmologia per obtindre
Pevolucié del contrast de densitat i la formacié d’estructures. ‘

113
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4.1 Solucié general del problema de Cauchy a l’es-
pai de Fourier

El problema de Cauchy per a ’equacié d’evolucié per al potencial gravi-
tatori estd format per aquesta Equacié (4.1) i les condicions inicials sobre el
potencial i la seua primera derivada ja que l'equaci6 és de segon ordre en les
derivades temporals del potencial,

65 - 7T ppm
Bon + S8 = gmiaB$=0

d(z,m) = ¢i(z)
¢m (93: "h') = (}5’;(&‘)

2
on recordem que ¢, = 9 , ¢ = o , Ag¢ és el laplacid espacial de ¢,
" n i an

és a dir, Ag = §9¢ 5.0 1 Gi(z), #j(2) s6n dues funcions de les coordenades
espacials.

Una manera de trobar la solucié general d’aquest tipus d’equacions consis-
teix en utilitzar transformades de Fourier, és a dir, passar a ’espai de Fourier,
resoldre l'equacié diferencial ordindria corresponent i després, fent les corres-
ponents transformades inverses, obtindre la solucié general per a la funcié ¢.
Anem, doncs, a utilitzar aquest métode per resoldre el nostre problema de
Cauchy.

Considerem les transformades de Fourier sobre les coordenades espacials
definides per:

Figla,lls,n) = [ *=lan)de

on ¢ = (z1,2,%3) € R? s6n les coordenades espacials i s = (s1,82,83) € R®
les corresponents a l'espai de Fourier. L’aplicacié d’aquesta definicié i de les
propietats conegudes de les transformades de Fourier sobre ¢l nostre problema
de Cauchy fa desaparéixer el laplacid A¢g de 'equacié transformant-la a més
a més en una en una equacié diferencial ordinaria de segon ordre. Aleshores,
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a Pespai de Fourier, el problema que tenim és:
6 T o ot —
¢ﬂn+n¢q+%%4'8 3¢—0

$(s,m:) = Flgi(x))(s) = ¢i(s)
$n(s,m5) = Flgi()](s) = ¢is)

on denotem per la mateixa lletra la funcié i la seua transformada de Fourier,
de manera que ¢{(s,7n) = F¢(z,n)](s,n) és la funcié a Pespai de Fourier i les
condicions inicials sén per tant ¢;i{s) = F¢i(z)](s) i #(s) = Fl#i(x)l(s). A
més denotem per k2 = s s al producte escalar de 3 com a element de R3.

Per resoldre aquest problema de Cauchy tractarem en primer lloc l'equacié
diferencial com una equacié d’una iinica variable (1) on les constants d’inte-
gracié que ens apareixeran seran funcions de les coordenades espacials rela-
cionades amb les condicions inicials segons indica el mateix problema. En
aquesta equacid, el canvi de variable u = ;1’- la transforma en

Uyy — Ay +cU k2¢’ =0,
on denotem per ¢ = %‘l, la la solucié general de la qual serd de la forma
é(s,u) = A¢1(s,u) + Bea(s,u)

amb A i B dues constants (respecte de la coordenada temporal u) d’integracié
arbitraries i {1 (s, u), $2(s,u)} un sistema de solucions fonamentals d’aquesta
equaci6 a l'espai de Fourier, verificant:

P1(su) =1 $2(s,u;) =0

%%l(s,u,-) =0 %%(S,Ui) =1

Amb la qual cosa, tornant al nostre problema de Cauchy, les condicions inicials
ens determinaran les constants A i B, de manera que la solucié general a I’espai
de Fourier és:

(4.2)

$(o,0) = ila)h(5,0) = 51 (s)ea(o, ).
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Llavors, sols ens queda determinar quines son aquestes dues solucions fona-
mentals.

La manera d’obtindre aquestes dues solucions fonamentals passa per ob-
tindre dues solucions linealment independents i a partir d’elles veure quines
seran les que verifiquen les condicions (4.2). Una solucié es pot obtindre per
integracié complexa [14] en un contorn ! tal que continga el punt oy = iy/ck
perd no el punt ap = —iy/ck, de la segilent manera:

b (s, ) = fz (@ — iv/ek)~3(@ + iv/ek)Pe"da,

resultant que ¢, (s,u) es pot escriure com
$(s,u) = Ve (cku? — 3ive ku + 3)

on recordem que k = 4/3- 8 és el mddul de s.

A partir d’aquesta soluci6 ¢4(s,u) podem utilitzar el métode de reduccié
de d’Alembert per obtindre un altra solucié linealment independent amb aques-
ta mitjancant 'integral:

u 4
b = i) [ e

la qual déna com a resultat la funcié

Jue—uivek e—sz\/zk] w

+
k2 (s,u)  icakS

P (s, u) = —¢+(3:u) [

L

Aleshores el sistema format per les solucions {@4,¢.} és un sistema de
solucions linealment independent per a qualsevol valor de la constant c. De
fet, observem que per al cas en qué ¢ = 0 aquestes dues solucions resulten

1
$+(su) =3 Pu(s,u) = ’1'6('“5 - U?)
de manera que la sclucié general de 'equacié en aquest cas serd de la forma:

¢(8,‘u) = Cl + Cgu5
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amb O} i C; constants arbitraries d’integracié, tal i com hauriem obtingut al
resoldre l'equacié diferencial per al cas ¢ =0,

Uy — 4¢y, = 0,

de manera més directa.
A partir d’aquest sistema linealment independent de solucions obtindrem
el sistema fonamental:

$1(s,u) = Ap1(s,u) + Bou(s, u) $2(s,u) = Co.(s,u) + Dgu(s,u),

les funcions del qual han de verificar les condicions inicials (4.2), aleshores les
constants (respecte de u) resulten ser

1 1 04
A=t  B=-T(y
w D Tw e
us

£

Per tant, hem trobat el sistema fonamental {1 (s, 4), $2(s, u)} que buscavem, a
partir del qual generarem la soluci6 del nostre problema de Cauchy a 'espai de
Fourier. Aquestes dues funcions depenen del mddul del vector s = (81, 82.-83)
i de la coordenada temporal % i la seua expressio és:

in u(3u; — in 2
¢1(s,u)=§§(s (kg) cos(kg))+ (3 - u) s gcg) +%g—cos(kg)

k3 k2 €Uy

ba(55) = 9 (gcos(kg) _ sin(kg) + g° sin(kg)) _ u® sin(kg) (4.3)

s k* k5 3k3 eu;
3u [ cos(kg) sin(kg)
ta (g 2k

on estem denotant per ¢ = € — Tu una mesura del temps, per T = 4/¢ un
indicador de la temperatura i € = Tu;.

Observem que, donat que g < € per a tot temps, tant ¢, com ¢ tendeixen
a un valor de Vordre de la unitat quan ¢ tendeix a zero. Per tant, no afegiran
un valor significatiu sobre el valor del potencial gravitatori.
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Recordem doncs, que la solucié a P'espai de Fourier del nostre sistema sera:
1

8(5,%) = $i(a)e1(s,u) — —gH(e)a(s,) (44)
(]

on u = 1/n és 1a coordenada temporal invertida, de manera que, fent la trans-
formada inversa de Fourier d’aquesta funcié ¢(s,u), obtindrem el potencial
¢(z, u) solucié del nostre problema de Cauchy de partida. Aquesta transfor-
mada inversa de Fourier podem fer-la de dues maneres diferents tenint en
compte, per un costat la seua definicié, i per 1altre les seues propietats ge-
nerals, donant en ambdés casos el mateix resultat. Aquestes dues maneres
consisteixen en:

1) Calcular la transformada inversa de Fourier de la funcié obtinguda ¢(s, u):

F gl (o) = g [, & plew)ds

2) Utilitzar les propietats de les transformades inverses de Fourier per cal-
cular la corresponent a $(s, u) mitjangant productes de convolucié entre
funcions:

Fpls, () = F (s, u)l(z,u) « dila)-
F[ga(s, )@, u) * (@)

Com podem veure les condicions inicials determinaran la solucio general
del problema evolutiu plantejat, aixi com la manera més comoda d’aplegar a
ella, bé mitjancant transformades de Fourier inversas o bé per convolucions.

Per tant, hem trobat la solucié general al nostre problema a Pespai de
Fourier, de manera que conegudes les condicions inicials tenim el potencial
gravitatori en qualsevol instant. A continuacié anem a obtindre la solucid
general a espai real, fent les corresponents transformades inverses de Fourier
i utilitzant el métode més convenient.

4.2 Evolucié del contrast de densitat

Abans de comencar aquest estudi recordem que, en general, per treballar
en Cosmologia, el resultat que interessa principalment conéixer no és el valor



T T T TR BB B

4.2, Evolucié del contrast de densitat 119

i el comportament del potencial gravitatori (de la métrica), siné el valor i el
comportament del contrast de densitat i del fluxe d’energia produits per aquest
potencial solucié del problema de Cauchy. De fet, és habitual treballar amb
aquestes quantitats en lloc de considerar el potencial. Tenint en compte que
estem considerant totes aquestes quantitats com a funcionals del potencial, és
a dir com a depenents de les coordenades a través del potencial, per a nosaltres
serd. equivalent conéixer un o les altres.

Com hem vist anteriorment sabem que la relacié entre la densitat d’energia
i el potencial gravitatori estd donada per I’Equaci6 (3.6), la qual es pot escriure,
utilitzant el temps conforme, i menyspreant 1'iltim terme com:

1 3H 2 3H?

2
i a la qual podem considerar la part homogénia 3—{21— = p, de manera que el

contrast de densitat § vindra donat pel quocient

5 P P 2

B Po

Ap— gy — 214 (4.5)

|3

De la mateixa manera, la relacié entre el fluxe d’energia i el potencial, donada
per 'expressié (3.7), s’escriu utilitzant el temps conforme com:

2b,
ao"73

171G = =~ — i — b (4.6)
Y]

Com anteriorment hem especificat, n’hi ha dues maneres de calcular a-
quests funcionals del potencial per a unes condicions inicials donades. La
primera d’elles seria trobar la solucié per al potencial gravitatori utilitzant
les transformades inverses de Fourier segons especifiquem anteriorment i, una
vegada obtingut el potencial, substituir-lo a les expressions del contrast de
densitat i del fluxe d’energia per obtindre aquestes quantitats. L’altra mane-
ra, que serd la que nosaltres utilitzarem, és continuar treballant a l'espai de
Fourier, on ja tenim Ja solucié del potencial, per aconseguir les expressions del
contrast de densitat i del fluxe en relacié a les funcions ¢, i ¢2 i les condicions
inicials i, posteriorment, fer les transformades inverses necessaries per caure
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directament en el valor d’aquests dos funcionals sense necessitat de calcular el
potencial ¢(z,7) primerament.

Seguint aquest métode, podem passar aquestes expressions a l'espai de
Fourier utilitzant les transformacions de Fourier corresponents i les seues re-
lacions per obtindre que el contrast de densitat a l'espai de Fourier, 8(s, 1),
g’escriu com:

2
b(s,m) = FI8(z m)(s,m) = ~k>¢(3,7m) = 1b0(s,1m) — 20(5,1)

a la qual, si a més a més considerem la forma de la gsolucié general per al
potencial donada per 'expressié (4.4) escrita per al temps conforme 7) = 1/u,
tenim que aquest contrast resultard en funcié de ¢; i ¢2 com:

S(e,m) = —(ﬂ§k2+2) (61(5,m) - 9:(5) — M hals,m) - (o)) —

— n(Buals,m) - 93(5) ~ nBdan(sin) - 4i(e))

essent k? = s-3. Aquesta expressié serd la que utilitzem per calcular el contrast
de densitat a Vespai de Fourier per després, mitjangant les transformades
inverses corresponents passar a I’espai real i trobar d(z,n). Recordem també
que les expressions de les funcions ¢: i ¢2 escrites en el temps conforme i
simplificant-les mitjancant certs operadors diferencials sén:

3 (30 — M) .o _ M o3 sin(kg)
¢1(s,n) = (6—399 - 'l—en“g“_zag - ;)%ag —3
on Dy(f) = f — 98,(f), essent Jy, 87 i 85 les derivades parcials primeres,

segones i terceres respecte de la varisble g = 7 (l l) respectivament. I

w0
’altra funcié és

9 1 5.5\ sin(kg) 3 T 2 sin(kg)

¢2(31"7) = 6_5-?_7: (DQ + _3"g ag) k5 - E:_;;"Dg - aﬁ"ag L3

amb k el mddul de 8 i € = 7/n; essent T = 1/c 12 mesura de la temperatura.
A continuacié ens restringirem als casos en qué les condicions inicials estan

donades per funcions depenents de la coordenada radial r, fent un estudi de
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la forma de la solucié general en aquests casos per al contrast de densitat. Es
a dir, agafar com a condicions inicials, ¢;(r) = hi(r) i #{(r) = ha(r) on les
funcions Ay i ko sén funcions tinicament de la coordenada radial. Tot aixd es
traduird en el segiient constrast de densitat inicial:

si(r) = (116—'2 - ) Ahy(r) — niha(r). (4.7)

A aquesta expressié es pot observar que el cas amb potencial inicial nul no
implica necessiriament que el contrast de densitat inicial siga nul sind que
aquest dependra del valor inicial de la primera derivada temporal del potencial.

A Texpressié anterior (4.7) podem observar que donades les condicions
inicials h; i he, per obtindre el valor del contrast de densitat hem de fer
un cilcul adicional, el de Ah;. Per estalviar aquest calcul i donat que el que
interessa per treballar en Cosmologia és el contrast de densitat, podem donar-
nos com a condicions inicials el valor de la laplaciana del potencial gravitatori
inicial, A¢;, i el valor de la primera derivada temporal del potencial gravitatorsi.
Amb aquestes dues quantitats podriem reobtindre facilment el valor inicial que
pren el potencial gravitatori. Per tant treballarem amb dues condicions inicials
de la forma

172 . U
LAGr) =flr) i i) =l

on les funcions f1(r) i f2(r) sén funcions tmicament de la coordenada radial r
i a més es podran escriure, sense pérdua de generalitat, com:

fir) = tm 3 f(R) (BB —1) ~ BBy —7))  (49)
p=1

amb j = 1,2, considerant una particié d’ordre n al domini de definicié de
la funcié. La funcié H()\) representa la funcié de Heaviside 3-dimensional

definida per
_f1 s A20
H(A)”{ 0 si A<O
és a dir, una bola de radi A.

Notem que Pexpressi6 d’aquestes funcions és la mateixa ja es considere
com a condicié inicial de la laplaciana del potencial gravitatori com de la seua
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primera derivada temporal. A més a més, aquesta descomposicié no restringeix
la forma de les funcions f;(r) ja que aquesta és valida tant per a funcions amb
suport acotat, per a les quals el domini de definicié seria I'interval [0, R,], com
per aquelles amb suport no acotat que siguen integrables.

Aleshores, podem escriure el contrast de densitat evolucionat a Pespai de
Fourier en funci6 de les condicions inicials de la segiient manera:

=f . . ﬁZ LA
(k,n) 6¢ﬂhﬂ-¢W@Hm+ 5k da(k, ) - ilk) (4.9)

on solament hem congiderat el terme de la laplaciana, ja que aquest representa
la contribucié dominant dels tres termes expressats anteriorment.

Per treballar a lespai de Fourier necessitem fer la transformada de Fourier
d’aquest tipus de funcié f;(r), la qual, segons podem veure a I'Apéndiz B, és
de la forma:

in(k in(kR,—
sm(k3Rp) —DR,HS (’::p 1))

(6 = FLHEN® = Tim 3 13(8) (Dr, T2 - D, FE
p=1

essent Dr,h = h — Rpdr,h un operador similar a l'introduit anteriorment
perd ara respecte de la variable R,, j = 1,2 i k = 4/s 5. Llavors la solucié
per al contrast de densitat a l'espai de Fourier sera, segons la relacié {4.9), el
producte d’aquestes f;(k) per les funcions ¢ i ¢2:

7 R
3k, 1) = Tpda (ko) - ulR) + TR ol ) - Fl)

Com veiem 1’evolucié del contrast de densitat tindrd una contribucié per
part del valor inicial de la derivada del potencial (f2) on sols ens apareixeran
els termes de la funcié ¢, i un altra contribucié deguda al valor de la laplaciana
del potencial gravitatori inicial, a la qual interessara inicament la funcié ¢;.
Anem a estudiar cadascuna d’aquestes contribucions per separat.

4.2.1 Pertorbacions de la curvatura extrinseca

.....

no nul-la per a la primera derivada del potencial gravitatori. Geometricament
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aixd s’interpreta com lefecte de produir variacions en la curvatura extrinseca

associada a la meétrica.
Aquesta contribucié, a 'espai de Fourier, substituint 'expressié de ¢2 i de
la funcié fa, es pot escriure com:

3min?
(k) = P, - W, S p,
essent cada terme F; de la seguent manera:

— lim Z (B, ( sin(R,,I;c)4sin(gk) _ ngRp_lsin(Rp_lklz) sin(gk))

n——H-oo

L sin(Rpk) sin(gk) gin(R,_1 k) sin{gk)
Ps= nliffoo?;f”(R”) (D”’DR” 2 ~PPr— )

Py = hm Z fa(Rp) (Dg L gz 32) ( RpSin(Rpl;c)ssin(gk) _

Dy, , Snlfeib sin(gk))

Anem 2 estudiar aquests factors per veure com s’escriu la transformada
inversa de Fourier corresponent a cadascun d’ells de manera que aixi obtindrem
P’expressié de la contribucié al contrast de densitat a P'espai real del valor
incial de la primera derivada del potencial. Primerament observem que la
transformada inversa de Fourier del primer terme, P;, es construeix mitjangant
els limits segiients:

FUR] = lm 3 fo(Rp) (Z1(Bp 97) — Z1(Bp-1,9:7))
p=1

amb la funcié Z; donada per I'expressié:

in( Rk k _, Isin{Rk) sin{gk
sin( ;:ln(g )] _DpF [s ( ’1; (g )]

Zl(Rﬂglr) = agsz-F_ [
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Per tant, podem escriure en general i recordant la definicié d’integracié
de Stieltjes [15] que la transformada inversa de la funcié Py s’obté mitjancant
una integracié d’aquest tipus:

L= F[p] = 0+°° F(R)AZA(R).

De la mateixa manera per a la resta de termes que apareixen al contrast
de densitat tenim que les transformades inverses de Fourier corresponents es
calcylaran mitjancant integrals de Stieltjes. Per al terme P resulta:

+00 '
Ly =F ' P;) = fo fa(R)dZ5(R),
on ara la funcié Z3 estd donada per

(B g.r) = Dyt SRR S00a0)]

k4

I per al terme Ps tindrem

+00
Ly = F-l[Ps] = [0 fa(R)dZs(R)

essent Z; en aquest cas la seglient:

1 _, [sin{Rk) sin(gk
Z5(R1 g, "") = (Dg + 5926§)DR-7: ! I:_("";T‘"“—)] .
Per tant podem escriure aquesta part del contrast de densitat a Pespai real

en funcié d’aquestes integrals de la segiient manera:

3 2 3n; 2
2 =M W0y ST g 4.10
Calculem dones aquestes integrals de Stieltjes. Per resoldre les dues pri-
meres es convenient utilitzar el métode d’integracié per parts. Aquest métode
es aplicable encara que les funcions Z; i Z3 no siguen derivables, perd si serad
convenient que la funcié f2 ho siga per poder calcular les integrals finals que



4.2, Evolucié del contrast de densitat 125

resulten. Comencem en primer lloc per la integral L3, la integracié per parts
permet reduir aquesta integral a

+00
L3z = —/0 Z3(R)df2(R)

ja que, en general, es té que les funcions f; s’anulen per a tot r > R, (si sén de
suport acotat) o tendeixen a zero quan R tendeix a infinit per ser integrables,
i a més, en aquest cas, la funcié Z3(R) s’anulla quan R = 0 donat que, per
1! Apéndiz B, aquesta funcié resulta ser de la forma:

Z3(R,9,7) (4.11)

1 R2+g2—7% si [r—-g/|<R<r+g
T 167r | O en altre cas

on hem fet tis de 'expressi6 (4.21) de la transformada inversa de Fourier i hem
aplicat els operadors corresponents sobre R i sobre g a aquesta transformada.
Per tant, substituint el valor de la funcié Z3 tenim la integral

= oL [T w4 -
8= 167r jr—g| g 2

on, tenint en compte que la funcié fo(R) és diferenciable, aquesta integral es
pot reduir a una integral de Riemann aplicant de nou la integracié per parts.
Finalment resulta que:

-1

La =
37 Snr

r+5
{g(r +g)folr +g) +9(r— @) fo(lg — I} - /l i sz(R)dR} .

De la mateixa manera podem estudiar mitjangant la integraci6 per parts
la integral Ly, per a la qual tindrem que:

Li=-— fo * B(R)ih(R)

ja que, pel mateix raonament anterior la funcié fz tendeix a zero cap a l'infinit
i 1a funcié Z; també s’anul-la quan R = 0 donat que la seua expressié és:

Zi(R,g,7) = g}ﬁ{ —Zi(R,g,7) + R(&D(r — B)+

+H(A)SP(r — A) — H(—A)dP(r + A))} (4.12)



126 4. Obtencié de la solucié general

on 6P denota la distribucié delte de Dirac i la part Z; ve donada per:

8716: si r—g/<R<r-+g

Zl(Ra a9, ')") = {

0 en altre cas

En Iobtencié d’aquesta expressié hem fet 1is de la transformada inversa de
Fourier (4.22) calculada a I’Apéndiz B i aplicant sobre aquesta I'operador di-
ferencial corresponent (Dr).

Aixd ens permet calcular aquesta integral obtenint que el seu valor és:

Ly = g [falr +.9) = fallr = g) = Ir =gl F5(lr = g) + (r + )73 + 9)

on f4 denota la primera derivada de la dunci6 fa.

Per 1ltim estudiem la integral Ls, per calcular aquesta integral ens cal-
culem primerament el valor de la funcié Zs ja que el métode de calcul de la
integral dependra d’aquesta funcié. Per obtindre Zs hem de fer la transfor-
mada inversa de Fourier de la funci6
sin(Rk) sin(gk)

kS ’
la qual calculem a ¥’ Apéndiz B. Segons l'expressi6 (4.23) i una vegada aplicats
els operadors diferencials corresponents sobre aquesta expressio, resulta que
Ia funcié Zs és de la forma:

Uk, g9) =

1 o+R 1 1.9
Zs(R,g,m) = —x5 tp(t)dt + 5(gR — 39" )¥(g — B)+
g—-R

+3(R+ 1e°(g + B) — 3PR(W(9 — B) + ¥(g + )

(4.13)
on denotem per ¥(t,r) = F~! 99%(;@ , la qual té la forma (4.20) segons

hem calculat a Pesmentat apéndix. Per tant la funcié Zs és derivable i podem
calcular la seua derivada respecte de la variable R de manera que la integral
Ly s’obté com

+oa
Ls= f fo(R)3rZ5dR.
0
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Segons I'expressi6 (4.13) aquesta derivada parcial de Z5 ens porta a que

4R*rH(g—r) si R<|r—g|
OrZs = 7p— R(?Rr—'r2—R2+%g2) si r—g|<R<r+yg
si R>r+g

Llavors, la integral resulta

—r
Lg = L R®fa(R)dR H(g - r)+
4 0
1 T+g 5 9 g2
16nr /Ir—gl R (2rR - R =1+ —é—) fo(R)dR

amb la qual cosa tenim calculat el contrast de densitat (2) galvant el valor de
la funcié f» de la condicié inicial com a suma (4.10) d’aquestes integrals L,
L3 i Ls.

4.2.2 Pertorbacions de la curvatura

Estudiem a continuacié la contribucié generada pel valor incial del con-
trast de densitat (basicament pel valor incial de la laplaciana del potencial
gravitatori). Aquesta contribucié, la qual s’interpreta geometricament com a
pertorbacions de la curvatura, estd donada per: -

6D (k,7) = Qo + = 3"@1 + 3 2Q3

essent cada terme @; de la segiient manera:

Q= E‘fwz; AR ( &Dn, sin(Rp’;gssin(gk) _ 9Dr, sin(RpIQSSin(gk))
p=

Q= -li‘fooil (R (a; Da, sin(Rpiizﬁsin(gk) _ #Ds sin(Rp__lklz) sin(gk))
p:

Qs=_lim > fi(Rp) (DgDRp Sin(R”’;)GSin(gk) -

=1

n—>+oo
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—Dg'DRp—l

sin(Ry_1k) sin(gk) )
k6

De manera andloga a la desenvolupada anteriorment per a la contribucié

al contrast de densitat de la primera derivada del potencial, les transforma-

des inverses de Fourier de cadascun d’aquests factors es calcula mitjantgant
integracié de Stieltjes de manera que tindrem:

+o00
1) My=F Qo] = / fi(R)dYy(R) essent la funcié Yy la donada per:
0

Yo(R, g,7) = 83DpF [Mﬁgﬂ] _ _pgFt [sin(Rk) cos(gk)]

k8 k3

+co
2) My =FQi] = / fi(R)dY,(R) onY; estd donada per
0

sin(Rk) sin(gk)
P

] — _DpF-! [Sin(Rk) sin(gk)]

Yl(Ragal'") = az'DRJ:ml [ A

+00
3) Ms=F"1Qs]= fi(R)dY3(R) , ara la funcib Y3 és
0
in(Rk) sin(gk

Per tant ens queda calcular aquestes integrals de Stieltjes i les transfor-
mades inverses de Fourier necessaries a cadascuna d’elles. Calculem primer el
terme corresponent a la transformada Yp. Per calcular aquesta transformada
tenim en compte que també es pot escriure com:

sin( Rk} sin(glc)]

YE)(R: g7) = _“DRBgF_l [ 4

amb la qual cosa podem utilitzar els resultats de I’ Apéndiz B per escriure
aquesta funcié com

1 :
Yo(Rgr)=-g—q 9-r 8 |r—g/<R<r+g

0 si R<|r—g|
2r si R>r+g
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Aleshores la integral corresponent a aquesta funcié es pot resoldre utilitzant
com a Papartat anterior el metode d’integraci6é per parts reduint-la a:

My = o {(r~0)(fulr +9) ~ £i(ir = gD) - 20Aalr +9)}

La segiient integral M; es pot fer també utilitzant la integracié per parts
ja que la funcié Y;, segons el mateix Apéndiz B, és de la forma:

1 0 gi R<|r—g|
Yi(R,g,7) = ——1{ (r—g)?-R? si |[r—g|<R<r+g
167r —A4gr si r>r+g

i conseqiientment la integral es redueix a:

1 T+4§ ( )
My =——— Rfi(R)dR.
87T Jir—g|

Finalment ens queda calcular la integral Mz per a la qual necessitem la
transformada inversa de Fourier representada per la funcié Y3. Aquesta trans-
formada és part de la Zs calculada a 'apartat anterior i per tant la manera
. de procedir per a la resolucié de I'integral serd totalment andloga, és a dir, aci
no aplicarem integracié per parts siné que tindrem en compte que la funcid
és Lipstziana per resoldre la integral. En primer lloc, veiem que la funcié Y3
resulta:

+R
Vo) == [ 0+ R (y(4) + 9(B)

essent (t) = F! 9—0%(4@2]. Per tant la derivada parcial d’aquesta funcié

respecte de la variable R és:

. ARZrH (g — 1) si R<|r—g|
OrYs = RQRr—r?—R2+4%) si |r—g|<R<r+g
™1 o si R>r+g

i aleshores la integral es queda com:

Ms = fow Fu(R)ORYsdR = - fogmr R2fi(R)R H(g - r)+
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1 T+¢

+15— R(2Rr - * — R? + ¢®) f1(R)dR.

Ir—9l

Per tant tenim calculada aquesta part del contrast de densitat, 81), en
funcié d’aquestes integrals de la segiient manera:
3n?

& — 1 — 31 3n”
8 (rym) Mo + p My + o 3 (4.14)

amb la qual cosa, I'expressié total del contrast de densitat serd la suma d’amb-
dues contribucions,

§(r,n) = 60 (r,n) + 8P (r,n)

podent calcular cadascuna per separat.

A continuacié anem a veure com aplicar aquests resultat en Cosmologia.
Al segiient apartat donem un inici d’aquesta aplicacié, agafant uns certs valors
incials per a les funcions f; veiem com és l'evoluci6 del contrast de densitat,
el seu perfil en el temps i com originen la formacié d’estructures. Sense anar
més enlld, volem mostrar la viabilitat d’aquest resultat com a ferramenta per
a la generacié d’estructures.

4.3 Formacié de cumuls

Apliquem aquests resultats a funcions f; conegudes a la literatura cos-
moldgica, és a dir, determinarem les condicions inicials i veurem la seua evo-
luci6 en el temps. Com a perfil inicial per al contrast de densitat és usual
treballar amb funcions de la forma dels models de King [16]. Agafarem en
primer Iloc una funcié fi(r) que tinga la forma dels models de King i una
funcié fa(r) que siga menyspreable front a aquesta f1, de manera que al con-
trast de densitat inicial domine la funcié f;. Es a dir prenem com a funcié fi
Pexpressié

2 \%
§i(r)= filr) =K (—R%g";g“) (4.15)

essent K una constant que marcard el valor maxim inicial al que aplega el
contrast de densitat i R, altra constant marcant la distancia 7 on la projecci6
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9—dimensional del contrast de densitat s’ha reduit a la mitad respecte del
contrast al centre. Aquesta condicié inicial déna per tant que el perfil inicial
del contrast de densitat és de la forma de la figura segiient:

o o ©C o O O O
. . . . . . .
PN W sy -

S5t 50 12,5 15 © Tpe

Figura 4.1: Perfil inicial del contrast de densitat &;(r) quan congiderem K = 0.7 i
R, ~ 1072

L’altra condicié inicial, la referida a la derivada primera del potencial ha
de ser una funcié menyspreable front a Panterior de manera que realment el
contrast de densitat inicial siga la funcié f;. Aleshores agafem com a condici6

inicial fo la funcié:
1 R\
flr) =~ (R1 +r)

on 1/C representa el valor maxim d’aquesta funcié, el qual es déna en el centre.
Com podem veure a la Figura 4.2 aquesta funcié realment és menyspreable
front a la fi quan agafem valors apropiats de les constants CiR,.

Notem que la forma de la funcié f; correspon a la forma de les condicions
inicials que donarien una evolucié tipus Frenk-Navarro-White (FNW) [17]
(encara que hem afegit la constant C). Recordem que el perfil de FNW és
Pobtingut per les simulacions d’N cossos cosmoldgiques. Nosaltres veurem que
I’evolucié a la que ens porten aquestes condicions inicials triades coincideixen
amb les de FNW en un interval de r, separant-se d’aquestes fora d’eixe interval.

Per altra banda, encara que la funcié f; és menyspreable front a la fi1,
aquesta condicié inicial f2 és la que provocara tot el creixement al contrast de
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f2
0.03

0.025
0.015

0.005

r Mpc

Figura 4.2: Condicié6 inicial sobre la primera derivada temporal del potencial gravi-
tatori, f2{r) quan considerem C =0.031 R, ~ 107>.

densitat ja que en Ievolucié fa aparéixer a Pexpressié del contrast de densitat
evolucionat un factor Rf dividint al valor de la laplaciana del potencial. Aquest
factor fa que, encara que la variaci6 del potencial no siga gran, la variacid
del contrast s’incremente considerablement. De fet, el cas en qué agafarem
f2(r) = 0, no donaria més que un creixement del contrast de densitat de
I’ordre del factor d’expansi6 de la métrica ja que en aquest cas no apareixeria
el factor Rf al denominador i per tant el creixement estaria sempre per baix
del requerit per a la formaci6 de ciimuls o altres estructures. En eixe sentit,
s’imposa la necessitat d’agafar una condicié inicial no nulla per a la primera
derivada del potencial gravitatori.

L’evolucié del contrast de densitat donades aquestes dues condicions inici-
als estd donada per l’expressi6

§(r,m) = 68 (r, ) + 83 (r,m)

on 61 i §® venen donades per integrals segons les expressions (4.14) i (4.10}
respectivament. Substituint les funcions fi i fa a eixes expressions obtenim
el contrast de densitat en funcié de la coordenada radial i del temps. Aquest
contrast de densitat creix en el centre a mesura que evolucionem fing aplegar
a 'dpoca actual, mostrem aquest creixement a la Figura 4.3

Aleshores, aquest creixement central del contrast de densitat produeix un
canvi en el seu perfil al llarg del temps. A I'dpoca actual el contrast de densitat
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Figura 4.3: Evoluci6 del contrast de densitat en el centre § (0, n) fins a I'gpoca actual
per al cas en qué K = 0.7, R, # 107>, C = 0.03 i R, w 103 quan considerem

n; = 1/5, redshift = z = (Elg - 1) ,i € de P’ordre de 107°,

i

pren un perfil com el que mostrem a la Figura 4.4, és a dir, aconseguim un

10000
80007}
6000
4000

2000

r Mpc

Figura 4.4: Perfil del contrast de densitat é(r) a I'época actual per al cas en que
K =0.7, R, ~ 1072, C =0.03i R, ~ 10~® quan considerem n; = 1/5 i € de 'ordre
de 1075,
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creixement al contrast de densitat en el centre de 'ordre de I'observat per als
ctmuls aixi com la grandria tipica associada a aquestes estructures (0.2 Mpc);
i a mesura que ens allunyem del centre el contrast de densitat disminueix,
primer molt rapidament per després tendir assimptoticament a zero (Figura
4.4).

Representant aquest contrast de densitat evolucionat en escala logaritmica
podem comparar amb els resultats obtinguts per simulaci6é numérica per FNW.
Aquesta comparaci6, representada a la Figura 4.5, permet veure les diferéncies
i semblances entre el contrast de densitat obtingut pels dos métodes. Ambdés
mdtodes sén tangents en una regi6, perd cap al centre i cap a l'exterior dife-
reixen. Mentre que per a FNW el creixement cap al centre tendeix a infinit,
per a la nostra solucié el valor en el centre es talla en un valor finit. Per Paltre
costat el valor del contrast de densitat cap a l'exterior (per a r grans) decau
molt més rapidament per a la nostra solucié que per a 'obtinguda per FNW.

d
S 12

Figura 4.5: Contrast de densitat a escala logarftmica. La linia continua representa
el 8(r) aconseguit per nosaltres a I'd#poca actual, la linia discontinua és el contrast de
densitat a lépoca actual obtingut per FNW i la linia de punts representa el contrast
de densitat inicial.

Aquest resultat sembla prou raonable perd el model presenta un inconve-
nient. Donada 'Equaci6 (4.6) podem determinar el camp de velocitats inicial,
el modul del qual resulta

2
vi(r) = F 1A (4.16)
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i aleshores, utilitzant la funcié f; i els valors dels parametres corresponents,
s'obtenen velocitats inicials massa grans, tal i com mostrem a la Figura 4.6. .

oo o © O
. . + . N
N oy 0 N

r Mpc

Figura 4.6: Mddul de les velocitats inicials

Perd sempre es poden aconseguir models sense aquest incovenient canviant
les condicions inicials i els valors dels pardmetres, de manera que obtindrem
situacions similars a les anteriors i amb un camp de velocitats inicial molt
menor que l'anterior. A continuacié donem un model on obtenim aquesta
millora.

Com hem vist a exemple anterior, la condicié inicial sobre la derivada
temporal del potencial, encara que menyspreable front al valor inicial de la
laplaciana del potencial, és la responsable en l’evoluci6é del creixement del
contrast de densitat en el centre i per tant de la formaci6 d’estructures (veure
PEquacié {4.5)). A més a més aquesta condicié inicial déna també el camp
de velocitats inicials. Per tant, per obtindre diferents camps de velocitats
hauriem de produir variacions sobre la derivada inicial del potencial, la qual
cosa pot produir per tant variacions en el tipus d’evolucié del contrast de
densitat. Variarem per tant la funcié f2(r) de la que partim.

Agafem com a nova condicié inicial per a la primera derivada del potencial
gravitatori la funcié segient:

ity =6 ( Rlerr)S - Rfjﬂ)z’ (817
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i fern nul el valor inicial del potencial, fi(r) = 0. En aquest cas I'evoluci6
del contrast de densitat porta a grafiques similars a les anteriors, essent la
comparativa a escala logaritmica entre el perfil del contrast obtingut per nos-
altres a ’8poca actual i el corresponent a un model de FNW, la grafica 4.3
que mostrem a continuacio.

Figura 4.7: Contrast de densitat a escala logarftmica. La linia continua representa
el 8(r) aconseguit per nosaltres a 'época actual, la linia discontinua és el contrast de
densitat a lépoca actual obtingut per FNW i la lfnia de punts representa el contrast
de densitat inicial considerat. Els parametres considerats per aquesta representacié
sénn; =1/5,C=45-10"% R =15 D=16- 10-2, R, = 4 i € de I'ordre de 107°.

El camp de velocitats inicial que resulta en aquest cas és molt menor que
al model anterior essent la velocitat inicial maxima que s’obté de 0.00014 com
podem observar a la Figura 4.8, on hem fet s de I'Equaci6 (4.16) amb valors
dels pardmetres de la funcié fa els utilitzats per realitzar la Figura 4.7.

Observem que ¢l primer exemple podria haver suggerit que per fer créixer
una estructura es necessita donar inicialment grans velocitats cap al centre a la
materia, perd aquest Qltim exemple ens mostra que aixd no és necessariament
aixi, podem fer aparéixer estructures tenint velocitats inicials cap al centre de
Pordre de 10™4.

Notem també que les funcions fa(r) utilitzades als dos exemples sén si-
milars, més concretament verifiquen que | féI) - fz(”)l < 0.33] féI)| per a tot
r. Aquest és el motiu pel qual el resultat final de l’evolucié del contrast de
densitat dels dos models és semblant, veure les Figures 4.5 i 4.7.
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v
0.00014
0.00012

0.0001
0.00008
0.00006
0.00004
0.00002

r Mpc

Figura 4.8: Mbddul de les velocitats inicials per a la funci6é fz donada per (4.17) i
amb valors de les constants els donats a la Figura 4.7

4.4 Discussio

La teoria relativista linealitzada de Tevoluci6 de les pertorbacions d’un
model de Friedmann fou formulada per Lifshitz en 1946 [18]. Com en aquesta
tesi s’hem replantejat el tema, és convenient fer un xicotet resum senyalant les
diferéncies entre ambdds resultats.

En primer lloc, el que importa, a efectes de I’evolucié, és conéixer la pertor-
bacié sobre la métrica espacial o sobre la curvatura extrinseca d’una superficie
7 = constant del model de Friedmann. Al nostre cas aquesta informacié
esta continguda principalment al potencial inicial i a la seua derivada primera
temporal inicial. Amb aquesta informacié hem obtingut la solucié general del
problema a 'espai de les coordenades espacials en termes d’integrals de les
condicions inicials. El treball de Lifshitz déna la solucié dnicament a Pespai
de Fourier.

En aquest treball hem suposat que la pertorbaci6 comenga en una etapa
tardia de Pevoluci6 de 'Univers, quan la métrica pertorbada pot aproximar—se
per un espai d’Einstein—de Sitter amb factor d’expansié a(n) = a,n?. També
hem suposat una solucié sense pressions anisotropiques obtenint finalment una
pressi6 isotropica de la forma P = Py(n) + (77,/ 60rGmn*)A¢g. Al treball de
Lifshitz es considera tinicament pressié isotropica P = 0, la qual cosa explica
1a difergncia entre els dos resultats.
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Finalment, la contribucié del potencial al contrast de densitat final fa que,
quan el contrast creix, ho faca amb el factor d’expansié. Qualitativament
I’evolucié d’aquesta pertorbacié pot entendre’s en el marc de la gravitacié
Newtoniana.

Per altra banda, la contribucié de la derivada temporal del potencial al
contrast de densitat 1i fa tindre un creixement molt més rapid i pot ser relevant
per explicar la formacié d’estructures. Per tant és essencial que la pertorbacié
modifique la curvatura extrinseca ja que la pertorbacié de la curvatura escalar
déna lloc a creixements molt suaus. A diferéncia del cas anterior, aquesta
evolucié no pot entendre’s dins del marc de la gravitacié Newtoniana.
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Apéndix A

Integrals associades a la
funcié de distribucio

El tensor impuls—energia associat a una funcié de distribucié de matéria
ve donat per integracié de superficie d’aquesta funcié a I'espai 3~dimensional
de moments. Per al cas particular d'una funcié que es separa de I'equilibri
segons la forma donada en (3.14) resulta que Pobtenci6 del corresponent tensor
impuls—energia est3 associada al calcul de les integrals de la forma

M, = / fp"dw¥n € N

on dw representa 'element de volum a I'espai de moments, el qual en coorde-
nades “cartesianes”per als moments s'escriu

dw = Y "B ! dpldp?
12
on g representa el determinant de la métrica d’espai-temps considerada, és a
dir per al nostre cas aquesta serd g = —a2a%+% doncs la métrica que estem
utilitzant és la donada a (3.29).
Donat que a P’equilibri hem considerat f, = e“e“"’[ﬂz, on recordem que

4,2 .
p=0-mpinr= gl esent B = @)+ (") + (p°)* = byyp'p’, pareix
0
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més convenient treballar en coordenades “esferiques’per als moments, a les
quals I’element de volum resulta

dw = 'l | 1ﬁ12dlﬁ1dﬂ
0
essent d = sin®#dfdyp Velement d’angle sdlid. A més a més tenim que la
component p, del quadri-moment a la nostra métrica resulta p, = goup* =
—o? p , ala qual també hem de considerar la relaci6 g(p,p) = —m?. Aleshores
tenim que el moddul |p,| pot ser sustituit per
1 1
Pl — 5 zaty Il +

pol = alp’| o m + 5~

tenint ja tot expressat en coordenades esferiques per als moments salvant el
producte tensorial p”.

Anem ara a abordar el cilcul de les M,,, per aix0 notem que cadascuna
d’aquestes representa un tensor d’ordre n, per la qual cosa podem fer la seua
descomposicié relativa a I'observador u = é% Per exemple, el tensor Mo
d’ordre 2 no té fluxes ni pressions anisotrdpiques, com podem deduir de la
seua forma integral, i aleshores la seua descomposicié resulta

2 0
My = rm,‘,u2 +m,h

essent h el projector ortogonal de la métnca. espal—temporal relatiu a 'obser-
vador u i per tant les funcions escalars m i m s’obtenen per contraccions del
tensor Mo amb l'observador u iel prOJectot ortogonal h resultant les segiients
integrals

mi = 2wz = [ fy(p- wPdo

m’ = Lh(M) = § [ £, (higp'p’) dw

on i() respresenta la contraccid interior d’ordre la. poténcia corresponent.
Analogament per a M, tensor d’ordre 3, la seua descomposicié resulta:

My = 'rn3u3 +m3h -u
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amb els factors multiplicatius essent

s = () == [ fo(p - 0)du

m = - [ £y(p - Whijppide

De la mateixa manera podem anar descomposant tots els tensors My re-
lativament a Pobservador u i al projector ortogonal associat de manera que
Pexpressié general que obtenim per aquestes descomposicions és:

{5

2k -

M,=)Y m, REyn—2
k=0

w3

on [3] representa la part sencera d’aquest quocient, és a dir, agafarem Bsinés
parell i %51 si n és imparell, u* = u® ® @u i el producte A¥u"—?* representa
un tensor d’ordre n amb tdnicament les components linialment independents
del producte tensorial h® e Rh@u® 0 ®u tenint en compte les simetries
corresponents, per exemple hu = hagily + hoytig + higyug. Llavors cadascun
dels m: g'obté per integracié similar a la presentada per a M i per a M;
resultant en general la segiient expressié integral:

m, = %f fo (o W™ (higp'p?)" d

on denotarem per h*(h¥), el ntimero resultant de contraure un qualsevol dels
termes independents del tensor h* (producte tensorial de k un mimero k de
vegades) amb k també k vegades, aquest nimero sera:

3k 4 35-10%((k — 2)h) + --- + 33C*(2h) + 3C*(0h) sik parell

hlc hlc —
¢ 3k 4 3510k ( (k — 2)h) +--- + 32C*(h) + 3C*¥(0h)  sik imparell

per a tot valor de k > 1iperak="0,16s h°- (h%), = 1ih'(h'), =3. En
aquesta expressié el valor de les constants C*{(mk) s'obté per recurréncia de



142 Integrals associades a la funcié de distribucié

la segiient manera:
C*(kh) = 1 = nimero de vegades en qué coincideixen totes les h
c*k ((k - 2)h) = N(h?) — C*(kh) = ntimero de vegades en qué coincideixen
totes les h menys 2

o ((k - 2m)h2 — N(h?™) — C* ((k —om + 2)h)
CF{(Oh) = N(h*) — N(r*~1)

1
essent N(h¥) = 22kk'.’ el qual representa el nimero de termes independents

que tenim al producte tensorial de k vegades h.
Per tant, les integrals que hem de calular sén totes de la mateixa forma,

Fr,s = f.fo (P : u)‘r (hijpipj).‘J dw,

les quals es poden escriure de la segiient manera, si tenim en compte les ex-
pressions de f,, u i de dw:

+oo
By = (1) meta a1 e 0yl

per a qualsevol valor de r,s > 0. Donat que po es pot escriure en funcié de
5] segon hem vist anteriorment, ens quedaran unes integrals gaussianes, el
valor de les quals es troba tabulat en qualsevol llibre de taules integrals, de la
segiient manera:

oo 2 1-3-5-...-(2n— /7
—az?, 2
./0 e 9 gy = it ign/a

Aixd ens permet calcular Fy, obtenint la segiient expressi6 general:

1Y Nm - 1791.8.5-...-(2s+1 —1)(2s + 3
”=( ) o 3 ( ){1+(r )(z+ )7;+
! a 2ma

+(r— 1)(r -—:Zr(;z:- 3)(2s+5)7?+___}

st a>0.
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la qual és valida per a qualsevol r,s > 0ion N = (2mnT;)3/%e*. De la qual
també podem escriure la série general,

(-1 Nmr+s-17°1-3-5-...- (25 +1)
FT,& = (:12S+3 1 +
+o0
(r— Dr—38)-...-(r—2n+1}2s+3)(28+5)-...- (2s+2n+1)
+Z 2n+1mna2n 7;)11‘ ‘
n=1

Llavors, substituint aquests cilculs a les m: obtindrem valors aproximats
d’aquestes que després ens donaran les pressions, els fluxes i les densitats
que andvem buscant al Capitol 3. Per exemple, una aproximacié d’algunes

d’aquestes m: és:
: o ™V (1 + _?17;_)

? a 2ma?
o 1 NT, 5T,
m, = gFou ~ 75 (1 - 2m;2)

3 m2N 3T,
ms = --F3’0 ~ a3 (1 + ma‘,)2)

1 1 37D,.N’7;

m, = —=Fi1 =

3 3 a5
4 m?’N 9T
m, = Fao ~ ad (1 + 2m;2)
2 1 m*N'T, 5T,

0_1 mJV'7;2(1 _’7_‘?:’0_)

2ma?



Apeéndix B

Transformades 1
Transformades Inverses de
Fourier

Al Capftol 4 hem resolt Pequacié d’evolucié per al potencial gravitatori
passant ’esmentada equacié a 'espai de Fourier mitjancant les transformades
de Fourier. Necessitem per tant les transformades de Fourier de les condi-
cions inicials utilitzades, aixi com posteriorment les transformades inverses
corresponents. Anem a veure com calcular aquestes transformades.

Considerem les transformades de Fourier 3-dimensionals sobre les coorde-
nades espacials, les quals estan definides per:

Fife,mlls,n = [ & f@n)da

on z = (z1, s, 23) € R® s6n les coordenades espacials i s = (31,82,83) € R
les corresponents a I’espai de Fourier.

Segons aquesta definicid i les seues propietats es pot veure que donada una
funcié que depén de la coordenada radial r = ||, aleshores la seua transfor-
mada de Fourier dependra de la coordenada radial k = |s| a 'espai de Fourier.

145
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Al nostre cas, necessitem la transformada de Fourier de funcions depenents de
r, aquestes funcions es poden escriure de la forma

) = tim 3 F(By) (BB, ~ 1) — H(Bp1 — 1)
1

n—400
p:
on la funcié H()\) representa la funcié pas de Heaviside 3-dimensional, és a

dir, una bola de centre zero i radi A ja que aquesta funcié es defineix com

18 A2>0
H(A)_{O si A<0

Aleshores la transformada de Fourier d’aquest tipus de funcions resulta:
FIF@Ik) = lim 2 £ () (FIE(R, = )] — FIB(Rp-1 = 7)])

amb la qual cosa sols hem de calcular la transformada corresponent a una bola
de Heaviside H(A —r). Aquesta transformada es calcula facilment a través de
la definicié resultant de la segilent manera:

FIHQ - r)](k) = 4r {Sinlgg\k) - A0 } = 4xD; (—w—Sin,g‘k))

essent I’operador diferencial Dy(h) = h — Ag%. Per tant la transformada de
Fourier de la funci6 f(r) és:

FIf))(k) =4r lim Z F(Ry) (vnﬂ “"“(R?’“) p&_lﬂ%;_l’fl)
(4.18)
Per altra banda, també necessitarem les transformades inverses de Fou-
rier de les funcions que ens apareixen a la solucié. Aquestes transformades
inverses 3-dimensionals, realitzades també per a les coordenades espacials, es
defineixen com:

- 1 —18'T
FUW (s, 2)) (=, 2) = (—27?)—3'/];3 e TW (s, z)ds.
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essent, de manera andloga, s = (81,92,83) € R® les coordenades espacials a
1’espai de Fourier i # = (z1,%2,73) € R® les corresponents a I'espai real. De
la mateixa manera es pot veure que la transformada inversa d’una funcié que
depén de les coordenades espacials a través del seu modul k, dependra de les
coordenades espacials a D’espai real a través de la coordenada radial r.

Les solucions obtingudes ens porten a funcions de la forma

sin{ Rk) sin(gk) cos(Ak) ~ cos(Bk)

Wik, g) = k* 2k4
sm(Rk) sin(gk) cos(Ak) — cos(Bk)
vk 9) k? 2k2
sin( Rk) sin(gk) cos(Ak) — cos(Bk)
k) =—"%s 2%

amb A = g— RiB = g+ R. Per tant, anem a calcular les transformades
inverses de Fourier d’aquests tipus de funcions. Obtenim en primer lloc la
transformada de Fourier segiient:

P [cos()\k)] )

la qual es pot calcular utilitzant les propietats de derivaci6 de les transforamdes
inverses de la segiient manera:

- [cos()\k)]( )= ( [sink(:?k)]) ).

Aquesta tltima transformada inversa de la funci6 quocient entre el sin(Ak)
i k® podem obtindre-la, utilitzant de nou propietats generals de les transfor-
mades, mitjangant el producte de convolucié entre funcions ja que tindrem

que

on denotem per * el producte de convolucié entre dues funcions, el qual es
defineix com

(7 +9)@) = [ F®late - e
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a qualsevol dimensié n, al nostre cas bastard agafar n = 3.
Tenint en compte gue les transformades inverses involucrades anteriorment
sén conegudes i s’obtenen com

_y [sin(AR)] o1 fepey D _
F [ | ) = £ {870~ ) + 6204 r)E( N}
apareixent de nou la funcié pas de Heaviside H(}) i la distribucié delta de
Dirac, 62,
D . 0 si A 7& 0
d (A)—{ +o00 81 A=0
i per altre costat, utilitzant 'expressié general [19]

r(z)r

—1[p—A-n] _.
F [k ] - 2I\+nr(_)%:1_;)7r3/2

(4.19)

on n denota la dimensié de D'espai on fem les transformades de Fourier i I'()
representa la funcié gamma, podem particularitzar al nostre cas amb n =3 i
A = 1 per obtindre que
1 =41y — T
FAE) = -

Aleshores, primer per convolucié i després per derivacio podem obtindre el
resultat que ens interessa. Per convolucions apleguem a

F-1 [sink! )\k!] (r) = 2;7% {— [r(r® + 3XBH(A — r) + A(A? + 3rH)H(r — )] H(Y) -

—  [r(r? 4+ 3N)H(=A =) = A(N? + 3r)H(\ +7)] H(-2)}

i per tant derivant respecte de A resulta

pa [C_TOS]?’“)] (") = ghs{- RAHQ =)+ (2 + X)H(r )] HO)+

+ [22@H(-X-7r) - (r2 + X)HO +7)] H(-\)}
(4.20}
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Per tant la transformada inversa de Fourier que anem a utilitzar s’escriu
com:

FUW (k) = 1 {—24rH(AH(A ~ r) — (2 + ADH(AH(r — A)+
+ 24rH(—A)H(-A - 1) — (r? + ADH(-A)H(A + r)+

+ 2BrH(B-r)+ (r* + B3)H(r - B)}

(4.21)
on hem tingut en compte que B = R+ ¢ > 0 ja que R, representa un radi
(i per tant és positiu) i g és una quantitat temporal que és també sempre
positiva.

La segiient transformada inversa de Fourier que ens apareix, F![V], s'obté
una vegada coneguda la transformada

_1 | cos(Ak
F 1[ 152 ) ———{H'r—)\)H(J\)+H(r+A (\)}
la qual es calcula directament utilitzant la definicié de transformada inversa
de Fourier. Per tant 'expressié que necessitem resulta

FHV(k, 9))(r) = §11r—r {H(r — A)H(A) + H(r + A)H(-4) — H({r - B)}
(4.22)
on de nou hem tingut en compte que B > 0.
Finalment la transformada F~1[U] es calcula obtenint la transformada del
coseno segiient:

L6
Per obtindre aquesta transformada anem a considerar la descomposici6 de la
funcié quocient,

-1 [COS(A’G)] _

cos()\k) _ [ O — cos tk)

de manera que la tra.nsforma.da que volem calcu]ar g’obtindrd mitjangant la
suma de dues transformades, és a dir,

1 [_cos}‘(:_ﬁ)\k)] = F-! [%] —fOA(A —t)FL [coi(:k)] dt.
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les quals ja tenim calculades. La primera d’elles donada per 'expressié (4.19)
amb n = XA = 3 i la segona est3 donada per I'expressi6 (4.20).

Utilitzant aquest resultat tenim la transformada inversa de Fourier de la
funcié U(k, g):

B A
FUU K, 9)(r) = fo (B — t)p(t)dt — fo (A-typ)ds  (423)

on denotem per ¥(t) = F~1 cos(tk la qual té per expressié (4.20).
k
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