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1. Introducéo

Nesta dissertacdo estudada-se o problema de minimizacdo de um funcional integral do
gradiente, com fungdo integranda escalar, no espaco de Sobolev (a,.) + Wol’l(Q) das
funcdes de W' lineares na fronteira de €2, sendo  C R™ um aberto limitado. Este
estudo é feito, em primeiro lugar, na perspectiva da existéncia e unicidade de minimo para
o funcional. Posteriormente, pretende-se obter selec¢Bes, primeiro continua, depois
lipshitziana, em relagdo ao dado linear (declive) na fronteira de €2, do conjunto de
minimizantes do funcional.

No capitulo 2 sdo estabelecidas algumas notagdes e terminologia, bem como alguns
conceitos bésicos e resultados relativos a espacos de funcbes (espacos L? e de Sobolev),
Teorema da divergéncia e Analise Convexa, essenciais nos capitulos seguintes. As
principais fontes bibliograficas sdo [Rockafellar], [Ekeland-Teman], [Brezis], [Adams],
[Ziemer], entre outras constantes na bibliografia.

No capitulo 3 abordam-se as condigdes necessarias e suficientes para existéncia de
solucdo do problema de minimizacdo em estudo. Este capitulo tem por base os artigos
[Cellinal] e [Cellina2], publicados em 1993, [Friesecke], publicado em 1994 e [Sychev],
publicado em 2000. De referir que este Gltimo artigo surgiu neste trabalho numa fase
posterior, tendo-se tornado particularmente influente na forma como o teorema de
existéncia de solucéo é enunciado e demonstrado. Na demonstracdo intervém o Teorema
de cobertura de Vitali e fun¢Ges de suporte. Neste capitulo é também abordada a questdo
da unicidade de solugéo.

No capitulo 4, aprofunda-se a questdo da existéncia de minimo para o funcional
integral. Com esse objectivo, constroi-se uma funcdo que depende continuamente do
declive na fronteira, que minimiza o integral, para quase todo os valores do declive para o
qual o minimo existe, e minimiza o convexificado do funcional, para todo o declive. Na
demonstracdo tem papel importante o teorema de Vitali e também o teorema de Baire.
Este capitulo baseia-se no artigo [Goncharov-Ornelas], preprint em 1994.

Com o capitulo 5 aperfeicoa-se o resultado do capitulo 4, construindo-se
explicitamente uma funcdo do declive na fronteira, lipschitziana, que minimiza o funcional,
para todo o declive para o qual o0 minimo existe (em vez de ser para quase todos), e
minimiza o funcional convexificado, para todo o declive. Este capitulo baseia-se no artigo
[Dal Maso-Goncharov-Ornelas], publicado em 1999.



2. Preliminares

Este capitulo destina-se a apresentar algumas notacfes utilizadas ao longo do texto,
assim como algumas nog¢des basicas que se inserem no contexto da presente dissertacéo.
Os teoremas surgirdo sem as respectivas demonstracdes, sendo sempre indicadas as suas
referencias bibliogréficas.

2.1. Primeiras notacdes e alguma terminologia

2.1.1. Ao longo de todo o texto, salvo referéncia em contrario, €2 designard um
subconjunto aberto de R™. O seu complementar serd representado por €2¢. Os pontos (ou
vectores) de R™ representam-se por = = (xy,...,x,), onde z, e R, 1 <i<n. O
conjunto R U { + oo} sera designado por R. Se x,y € R", 0 produto interno de = por y
e

n
i=1

x| =/ (x, ).

Considerem-se A, B C R", z,y € R". A distancia entre os pontosx, y €

e anorma de x é

a distancia entre = e A é dada por

d(z,A) =inf{lx —a|:a € A};
o didmetro de A é definido como sendo
diam(A) =sup {|z — y| : x,y € A}.
Considerando A € R, definimos também
M ={Xa:a € A},

A+B={a+b:a€ A, be B}.



Ao conjunto A + b chamamos translacéo de A por b.

2.1.2. Se a=(ay,...,a,), onde cada a; é um inteiro ndo negativo, « chama-se um
multi-indice, sendo o seu comprimento dado por

n
la| = Zai.
=1

(675}

Sex = (331, .. ,xn), teremos =% = ¢

ap,

. ‘m/fL .

2.1.3. Denotaremos a bola unitaria em R" por
B, ={z eR":|z| <1},

e a bola unitéaria aberta em R" por

B, ={zeR": |z| < 1}.
Consideremos um conjunto A C R™. O fecho de A é o conjunto

A= ﬂ(A +€B,);

e>0

0 interior e a fronteira de A sdo dados por

intA={ae€A:3>0,a+eB, C A},
0A = A\int A.

2.1.4. Dados dois vectores x e y de R"™, diremos que x € y SA0 ortogonais, escreve-se
x L y, quando (z, y) = 0. Dado um subconjunto S de R", designa-se por complemento

ortogonal de S, o conjunto

SL:{Z'ER":SCJ_?J,VQES}.

2.1.5. Dado um subconjunto S de R"*!, denotaremos por Sa projeccdo de S sobre R”,
que se define por

gz{xGR”:HzGR, (x,2) € S}.



2.1.6. Um subconjunto S de R" diz-se conjunto afim se (1 — Az + Ay € S, para
quaisquer z, y € S e A € R. Os subespacos de R" s&o os conjuntos afins que contém a
origem ([Rockafellar], p. 4). Um conjunto afim S € paralelo a um conjunto afim R se,
para algum a € R", R = S + a. A dimensdo de um subconjunto afim de R", ndo vazio,
define-se como sendo a dimensdo do subespaco que Ihe é paralelo (por convencédo, a
dimensédo de ) ¢ — 1).

2.1.7. Um conjunto H C R", afim, de dimensdo n — 1, chama-se um hiperplano.
Qualquer o hiperplano pode ser representado na forma H = {x : (ac, b> =}, combe
Unicos a menos de um multiplo comum ndo nulo. O vector b designa-se vector normal do
hiperplano H. Qualquer subconjunto afim de R™ é intersec¢do de uma coleccéo finita de
hiperplanos.

Os hiperplanos em R"™! podem ser representados através de aplicacGes lineares em
R"*!, podendo estas ser representadas na forma

(x,h) — <x,b> +hBy, beR" p[yeR.
Visto que aplicagdes lineares ndo nulas que sdao multiplos escalares umas das outras déo

origem a hiperplanos iguais, apenas é necessario considerar 0s casos em que 3, = 0 ou
Gy = — 1. Para 3, = 0, os hiperplanos escrevem-se na forma

{(z,h): (z,b) =B}, 0#beR", BeR.
Estes sdo chamados verticais. Para 3, = — 1, o hiperplano representa-se

{(z,h): (z,b) —h =08}, beR", BeR.
Se, em vez da igualdade, tivermos uma desigualdade, entdo os conjuntos descritos
representam semi-espacos, que serdo abertos, no caso de as desigualdades serem estritas,

ou fechados, no caso contrario. Deste modo, podemos falar de semi-espacos associados a
hiperplanos.

2.1.8. Se f:Q — R for uma fungdo definida em €2, o suporte de f define-se como
sendo

sptf=Qn{z: f(x) # 0}.

2.1.9. Sendo f:R" — RU{ + oo} uma funcéo, define-se dominio efectivo de f como
sendo o conjunto

domf={zeR": f(z) < 4+ o0}.



O conjunto
epif = {(z,a) eR" xR f(z) < a}

é chamado epigrafico de f.
2.1.10. Sendo A C R™ representaremos a medida de Lebesque de A por u(A). Se

B C ACR"e u(B) =0, entdo, qualquer condigdo que se verifique para cada elemento
de A\ B, diz-se que é verificada quase sempre em A.

2.1.11. Uma funcdo f definida num subconjunto mensuravel de R” e com valores em R
diz-se mensuravel se o conjunto

{z: f(z) > a}
é mensuravel para qualquer nimero real a.

Uma outra forma de definir fungdo mensuréavel é a seguinte: f : R” — R é mensuravel se,
para qualquer aberto I de R, f~!(I) for um conjunto mensuravel em R".

2.1.12. Uma familia F = {Cy(z) : x € Q,k =1,2,...} de subconjuntos compactos de
R™ forma uma cobertura de Vitali de um conjunto limitado mensuravel 2 C R" se, para
cada z €

(Vi) =€ Cy (),
(vo) Inf{u(Cy(z)) : k € N} =0;
(v3) existe uma constante ¢(x) > 0 tal que, para qualquer k£ € N, existe uma bola

x+¢epB, talque Cy(z) Cx + 1B, € % > t(z).

2.1.13. Teorema (Vitali, [Guzman], p. 20, 25, 26): Seja 2 um subconjunto de R",
limitado e mensuravel. Suponha-se que uma familia {Cy(z) : 2 € Q, k=1,2,...} de
conjuntos compactos forma uma cobertura de Vitali de €2. Entédo existe uma subfamilia
finita ou infinita numeravel de conjuntos disjuntos S; = Cj.(x), i = 1,2,..., tal que

H (Q\UZSZ) = 0.

Uma outra formulacdo possivel para o teorema de Vitali € a seguinte: Nas condicbes
descritas atras, para qualquer 6 > 0, existe uma subfamilia finita de conjuntos disjuntos

S = Cy(z),i=1,2,..., N, tal que M(Q\Uf\;lsi) <6



2.1.14. Denotamos o conjunto das fungdes u : 2 — R continuas por C(€2). Para cada
inteiro positivo k, C*(€2) designa o conjunto das fungdes u : Q — R continuas e tais que
as suas derivadas parciais de ordens |«| < k séo continuas em €2 (uma tal funcéo diz-se de

classe C*). Designa-se C*(Q) = C(Q) N (ﬂzilc’“(Q)) (fungbes de classe C*). Os

conjuntos C.(€2) e C°(€2) consitem em todas as fungbes em C(2) e C>(Q),
respectivamente, que tém suporte compacto em 2.

2.1.15. Uma importante classe de fungdes sdo as fungdes absolutamente continuas. Uma
funcdo f, definida num intervalo [a, b], é absolutamente continua se, para qualquer ¢ > 0,
existir um 6 > 0 tal que, qualquer que seja a familia finita de intervalos disjuntos (ay, by ),
k=1,2,...,N, verificando a condigdo fozl(bk —ay) <6, tem-se que
SV |f(br) — f(a)| < e. Uma importante propriedade destas fungées estabelece que
toda a funcéo absolutamente continua é derivavel quase sempre em [a, b] ([Kolmogorov-
Fomin], p. 332-335).

2.1.16. Sendo = € R", escreva-se x = (2, z,,), comz’ = (xy,...,2,_1) E R* e

R:L- = {‘7‘; - (.CL',,,I”) 1Ty > 0},

Q = {‘7‘; - (.CL',,.I”) : ’I,’ <le ’l'n| < 1},
Q4+ = QNRY;

Qo ={z = (2/,z,) : |2'| <lex, =0};

Dizemos que um aberto €2 tem fronteira de classe C' (tem fronteira lipshitziana) se, para
qualquer x € 02 existir uma vizinhanga U de x em R™ e uma fungéo A : Q — U bijectiva
tal que h € C'(Q) (h lipshitziana), h~' € C'(U) (k™" lipshitziana), h(Q.) =UNQ e
h(Qo) = U N o1,

2.1.17. Define-se espaco vectorial topolégico como sendo um espago vectorial V,
munido de uma topologia para a qual as operacdes adi¢do e produto por um escalar

(u,v) —u+v deV xV sobre V
(AMu)— Au  deR x V sobre V

sao continuas.



2.2. Espagos LP

2.2.1. Representamos por L?(2) a coleccdo de todas as fungdes mensuraveis u, definidas
em (2, tais que

/ lu(x)|Pdz < oo,

Q
sendo p um numero real positivo.
Identificamos em LP(2) as fungBes que sdo iguais quase sempre em (2. Assim, 0S
elementos de LP(2) sdo, de facto, classes de equivaléncia de funcBes mensuréaveis que
satisfazem a condigdo acima descrita. Duas fungdes sdo equivalentes se forem iguais quase

sempre em €.

Este conjunto, munido das operacgdes adicdo e multiplicacdo por um escalar, é um espaco
vectorial, sendo o funcional dado por

full = ([ oz "

uma norma em LP(€2), desde que 1 < p < oo.

2.2.2. O conjunto L>(2) sera constituido por todas as fun¢des (ou melhor, classes de
funcBes) u : 2 — R para as quais existe pelo menos uma constante & tal que |u(z)| < k,
quase sempre em 2. Também este € um espaco vectorial normado, sendo a norma dada
pelo funcional

|ul|oe = Inf{k : |u(x)| < kquase sempre em Q}.
2.2.3. Teorema ([Adams], p. 25, 26): Suponha-se que () = [,dz < oo, e que
1 < p < g < oo.Convencione-se - =0e ¢ =o0.Seu € LI(Q), entdo u € LP(Q) e
lull, < p(@)WP=D ],
Por esta razéo, temos
» 19(2) é subespaco vectorial de L?(€2);

= O operador identidade 7 : L9(§2) — LP(£2) é continuo.



Se u € L*>(£2), entdo
dim flufl, = flulloe-
p—0o0

Finalmente, se v € L”(Q2) para 1 < p < oo e se existir uma constante K de tal modo
que para todo o p,

[ull, < K,
entdo u € L>(Q2) e

”u”oo < K.

2.2.4. Lema (Fatou) ([Rudin], p. 23): Seja (f,,),, uma sucessdo de fungdes de L*(12) tal
que, para qualquer n, f,(z) > 0 quase sempre em §2, e sup fondac < oo. Escreva-se,

paracada z € , f(z) = liminf f,(z). Entdo, f € L*(Q2) e

n—oo

/Qf(a:)dasg liminf /an(x)dx.

n—oo

2.2.5. Teorema ([Adams], p. 28): O conjunto C.(f2) € denso em LP(2), para
1<p<oo.

2.2.6. Teorema ([Adams], p. 31): O conjunto CX(f2) é denso em LP({2), para
1< p<oo.

2.2.7. Teorema ([Brezis], p. 57-63): L?(£2) é um espago de Banach para 1 < p < oo; é
reflexivo para 1 < p < oo; € separavel para 1 < p < oo.



2.3 O espaco de Sobolev W1i-p

231 Sejaue L () ={u:Q—R:ue LYK), paratodo o compacto K C 2} e

loc
a = (ay,...,a,) um multi-indice; uma funcdo g € Li_(Q2) designa-se a-ésima derivada

loc
generalizada de u se

/ p.gdr = (— 1)'“'/ u.D%dx, Yo € CX(Q)
0 0

onde
Da(p _ a\ﬂ\<p

T 9Mxy...0x,

Em particular, sendo |«| = 1, dizemos que g; € a i-ésima derivada parcial generalizada de
u Se

/gp.gidx: —/u. Op dz, Yo € C ().
0 o 0

L
Nesta definicdo podemos indiferentemente utilizar o espago C°(Q2) ou CL(2) ([Brezis],
p.150). Quando ndo houver lugar a qualquer tipo de confusdo, representaremos essas
derivadas parciais generalizadas por

gZ — D%U ; Vu — (-D.’L‘l/u‘7 "'7'D-/L'nu)'

2.3.2. O espaco de Sobolev W?(Q), comp € R, 1 < p < oo, é definido por

Wl’p(Q) - {U € LP(Q) : D?,u S LP(Q)v i=1,... ’n}'

Ao espaco W1P(02) estd associada a norma

n 1/[’
i, = (nung@nmiung) paral < p < oo
1=

[ull.00 = max {[[ulloc, | D, tlloc, - | Da,

|oo} para p = oo.

Se uma fungdo u:Q — R, com € C R" aberto limitado, €é lipschitziana ent&o
u € W (Q).

2.3.3. O espago W,”(£2) é fecho de C*(€2) (ou de C.(2)) no espago W'2(Q). De
acordo com [Brezis] (p. 171), os elementos de Wol’p(Q) séo, "grosso modo", as funcbes
em W1P(Q) que se anulam na fronteira de . E bastante delicado dar um sentido preciso



a esta assergdo pois uma fungdo v € W»(Q) é apenas definida quase por toda a parte
(ora 052 tem, geralmente medida nula).

2.3.4. Teorema (Sobolev e Rellich, [Dacorogna], p. 25, 26; [Adams], p. 97, 144): Seja
Q C R™ um aberto limitado com fronteira lipshitziana e seja 1 < p < cc.

Caso1:Se 1 < p<n,entdo WLr(Q) c L4(NQ), paraqualquer 1 < g < % sendo que,

np_
paral <gq < ;=

» WLP(Q)) é subespago vectorial de L¢(2)

= O operador identidade 7 : W'?(Q2) — L9(Q) é compacto, ou seja, o fecho do
transformado da bola unitaria de 117 (£2) é um compacto em L4(2).

(nestas condicdes, diz-se que a injecgdo € compacta)

Caso 2: Se p =n, entdo WhH?(Q) c L), para qualquer 1 < g < oo, com injecgdo
compacta.

Caso 3: Se p > n, entdio WP(Q) c C(Q), com injeccdo compacta.

A condicdo de regularidade de 92 pode ser mais fraca. Se o espaco W' for substituido
por Wol’p , Ndo se torna necessario considerar qualquer condicdo de regularidade para a
fronteira de €2 ([Adams], p. 144, 145; [Brezis], p. 169). O caso 3 pode ser melhorado, no

sentido em que o espaco C(£2) pode ser substituido por espagos de fungdes Holder-
continuas ([Ziemer], p. 3,61, ([Dacorogna], p. 26; [Adams], p. 144).

2.3.5. Teorema ([Brezis], p. 171, 172) Suponha-se €2 com fronteira de classe C'. Seja

u € WP(Q)NC(Q) com 1 < p < co. Entdo, tem-se que u = 0 sobre Q) se e somente
se u e W, 7 (Q).

2.3.6. Teorema (Desigualdade de Poincaré) ([Brezis], p. 174): Seja €2 um conjunto
aberto limitado e seja 1 < p < oo; entdo, existe uma constante K (dependente de €2 e p)
tal que

lully, < K[ Vull,,  VueWy"(9).

10



Em particular, a expressdo ||Vu||, € uma norma para o espaco Wol’p(Q), equivalente a
norma definida em 2.3.2..

2.3.7. Teorema (da divergéncia, [Ziemer], p. 248; [Grunski], p. 62): Seja 2 C R" um
aberto limitado, com fronteira lipschitziana, seja F :R"™ — R", com fungdes
coordenadas Fi, F5,... F}, € C1(R") (nestas condicBes, diz-se que F : R" — R" é um
campo vectorial pertencente a C! (R, R")). Entéo,

/Qdidex:/mw(x),y(x»do,

onde v(x) representa o vector normala QemzedivF =Y, g%“.

2.3.8. A razdo pela qual se enunciou o teorema da divergéncia ¢ a sua utilizacdo na
demonstracdo de resultados importantes nos capitulos seguintes. Visto que nunca
trabalharemos com campos vectoriais a aplicacdo deste teorema nunca sera "directa”, pelo
que é conveniente explicar a forma como o teorema sera aplicado mais adiante.
Consideremos uma fungéo v € W,"' (Q) (C1(2) é denso em W, (Q2)), com Q C R™ um
aberto limitado, com fronteira lipschitziana, e definam-se 0s seguintes campos vectoriais:
vi(z) = (v(x),0,0,...,0), vy(z) = (0,v(x),0,...,0),..., v,(x)=1(0,0,...,0,v(x)).
Paracadai € {1,2,...,n} temos, pelo teorema da divergéncia, que

/ divy; dx = Ov (x)dx = / v(x).vi(z)do =0,
Q o 0z 9

uma vez que v(x) = 0 quase sempre em 95). Deste modo, teremos que

/ Vou(z)dz =0¢€ R".
0

11



2.4 Elementos de Analise Convexa

2.4.1. Um conjunto A C R" diz-se convexo se Az + (1 — Ay € A, sempre que
x,y € A, VA € [0, 1]. Da definicdo decorre que a interseccdo de uma coleccdo arbitraria
de conjuntos convexos é um conjunto convexo. Se A, B C R™ sdo convexos e a, 3 € R
entdo oA + B € convexo. Para além disso, o interior e 0 fecho de um conjunto convexo
S80 conjuntos convexos.

2.4.2. Seja A C R". A interseccio de todos 0s conjunto convexos que contém A,
chamamos convexificado de A (ou involucro convexo de A), que representamos por
conv(A). Uma soma de vectores da forma

>\1331+"'+>\mxma AZZO,Z:Lm, )\1+"'+)\m:1

chama-se combinacdo convexa de xi,...,x,,. Se estes forem vectores de A, entdo
qualquer sua combinagdo convexa pertence ao conv A.

2.4.3. Teorema (Caratheodory) ([Rockafellar], p.153-161): Seja A C R™. Para
qualquer x € conv A, existem z,...,x,, € Ataisquem <n+1e

r = )\15[;1 + -+ >\mmm ’

comh >0,i=1,....meAX +---+ )\, = 1.

2.4.4. Teorema ([Rockafellar], p. 158): Seja A C R" um conjunto limitado. Entéo

conv(A) = conv(A). Em particular, se A é fechado e limitado, entdo conv(A) é fechado
e limitado.

2.4.5. Dado um conjunto A C R", chama-se involucro afim de A & interseccdo da
coleccdo de todos os conjuntos afins M tais que M O A. De outra forma, o involucro
afim de A é conjunto de todos os vectores da forma Ajz; + --- + A\,x,,, tais que
Tiyeeoy Ty € A€ A + -+ + Ay, = 1. Denotamos esse conjunto por afi (A).

2.4.6. Sendo A C R™ um conjunto convexo, define-se interior relativo de A como sendo
0 conjunto

12



MA={zeafi(Ad):3e >0, (z+eB,)Nafi(A) C A}.

Define-se também fronteira relativa de A como sendo o conjunto rb A = (A)\(ri 4).
Naturalmente, um conjunto A é relativamente aberto se A = ri A.

2.4.7. Seja A c R""! um conjunto convexo. Um semi-espaco de suporte a A é um semi-
espaco fechado que contém A e que tem pelo menos um ponto de A na sua fronteira. Um
hiperplano de suporte a A € um hiperplano que ¢ a fronteira de um semi-espago de suporte
a A. Dizemos que um hiperplano H separa (estritamente) dois subconjuntos ndo vazios de
R"*1, A e B, se A estiver contido num dos semi-espacos fechados (abertos) associados a
H e B estiver contido no outro semi-espaco fechado (aberto) associado a H.

2.4.8. Teorema (Hahn-Banach) ([Ekeland-Teman], p. 5): Sejam £ um espaco vectorial
topologico real, A # () um seu subconjunto aberto convexo e M # () um subespaco afim
que ndo intersecta A. Entdo, existe um hiperplano H que contém M e que ndo intersecta
A.

2.4.9. Corolario ([Ekeland-Teman], p. 5): Sejam £ um espaco vectorial topoldgico real,
A # () um seu subconjunto aberto convexo e B # () um subconjunto convexo que nao
intersecta A. Entéo, existe um hiperplano H que separa A e B.

2.4.10. Corolario ([Ekeland-Teman], p. 5): Sejam £ um espaco vectorial topoldgico
real, C', D # () subconjuntos disjuntos convexos de &£, com um deles compacto e o outro
fechado. Entéo, existe um hiperplano H que separa estritamente C'e D.

2.4.11. Corolario ([Ekeland-Teman], p. 5): Sejam £ um espaco vectorial topoldgico
real, A subconjunto convexo de &, com interior ndo vazio. Entdo, cada ponto da
fronteira de A vai pertencer a um hiperplano de suporte de A.

2.4.12. Coroléario ([Ekeland-Teman], p. 5): Num espago vectorial topolégico real, todo o
conjunto convexo fechado € a intersec¢do dos 0s semi-espagos que o contém.
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2.4.13. Uma face de um conjunto convexo A é um subconjunto convexo F' de A tal que
todo o segmento de recta (fechado) em A, com um ponto intermédio em £, tem ambos 0s
extremos em F. O conjunto vazio e o proprio A sdo faces de A. As faces de A com
dimensdo 0 designam-se pontos extremos de A. Assim, um ponto x € A € um ponto
extremo de A se e somente se ndo for possivel escrever = como combinagdo convexa
(I1-—MNy+ Xz tal que ye A, z€ A e 0<A<1, excepto quando =z =y =2
([Rockafellar], p.162).

2.4.14. Teorema ([Rockafellar], p. 164): Seja A um conjunto convexo ndo vazio e seja
U a colecgdo de todos os interiores relativos de faces ndo vazias de A. Entdo U é uma
particdo de A, i.e., 0s conjuntos em U sdo disjuntos e a sua unido é A.

2.4.15. Teorema (Krein-Milman) ([Schaeffer], p. 69-71): Todo o subconjunto convexo
compacto de um espago localmente convexo é o fecho do convexificado do conjunto dos
seus pontos extremos.

2.4.16. Seja A C R". O conjunto
A ={z* :Vz e R, (z,2*) <1}

designa-se polar de A. A* contem sempre a origem. Ao conjunto A** = (A*)* chamamos
bipolar de A. Tem-se que A** =conv(A U {0}) ([Schaeffer], p. 131). Se A for um
conjunto fechado convexo que contenha a origem, entdo A** = A ([Rockafellar], p. 125).

2.4.17. Como propriedades dos conjuntos polares, temos também que ([Rockafellar], p.
141 e [Schaeffer], p. 130, 131)

» AC B= B* C A%
= Para qualquer conjunto convexo ndo vazio C, (A\C)* = %C*, 0< A< + o0

u (Uz Ai)* = ﬂz A;'F

2.4.18. Um conjunto convexo A C R™ € poliedral se puder ser escrito como intersec¢do
de alguma coleccdo finita de semi-espacos fechados. Um conjunto convexo diz-se
finitamente gerado se for o convexificado de um conjunto finito de pontos e direc¢des
(uma direccdo em R™ é uma classe de equivaléncia na coleccdo de todas as semi-rectas
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fechadas {z + Ay : z,y € R",y # 0, A > 0}, pela relacéo de equivaléncia "a semi-recta [,
é a translaccdo da semi-recta [,"). Assim, um conjunto A é finitamente gerado se e
somente se existirem vectores a4, ..., a,, tais que, para um inteiro fixo k£, 0 < k < m, A
consiste em todos os vectores da forma

T = )\1(11 ++>\kak +>\k+1a'k+1 +"'+)\mama
com
M+-+ =1, ;3 >0 parat=1,...,m.

O polar de um conjunto convexo poliedral é também um conjunto poliedral, assim como a
intersec¢cdo de um namero finito de conjuntos convexos poliedrais é um conjunto poliedral
([Rockafellar], p. 174).

2.4.19. Teorema ([Rockafellar], p. 171) As seguintes propriedades de um conjunto
convexo A sdo equivalentes:

(i) A é poliedral;
(if) A é fechado e tem apenas um numero finito de faces;

(iii) A é finitamente gerado.

2.4.20. Seja f:R" — R. Diz-se que a funcdo f é convexa se epi f for um conjunto
convexo. De outra forma, f é convexa se e somente se

fOz+(1=Ny) <Af(z)+ (1= N)f(y)

paratodos os z,y € dom fe A € [0, 1]. Afuncéo f é concavade — f for convexa.
Uma funcdo convexa diz-se propria se nunca assumir o valor —oo e ndo for
identicamente igual a + oo.

2.4.21. Teorema ([Ekeland-Teman], p. 9):

(i) Se f:R" —RU{+ oo} é uma funcdo convexa, entdo af é também uma funcéo
convexa, V a € R;

(ii) Se f e g sdo fungdes convexas de R” sobre R, entdo f + g é uma fungio convexa

(iii) Se (f;)ie; for uma familia de funcdes convexas de R™ sobre R, entdo o seu supremo
sup;er fi € uma fungdo convexa.
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2.4.22. f:R" — R diz-se semicontinua inferiormente no ponto z, se

liminf f(x) > f(xo).

T—X(

A funcdo f diz-se semicontinua inferiormente se o for para todo o ponto z, € dom f.
Uma funcéo f : R" — R diz-se semicontinua superiormente no ponto x, se

limsup f(z) < f(zo).

T—X(

A fungdo f diz-se semicontinua superiormente se o for para todo o ponto x, € dom f.

Uma funcdo que seja semicontinua inferiormente e superiormente num ponto =, € dom f
é continua nesse ponto.

2.4.23. Teorema ([Rockafellar], p. 51, 52): Seja f : R® — R uma func&o arbitraria. As
seguintes condigdes séo equivalentes

(i) f é semicontinua inferiormente.
(i) Os "conjuntos de nivel" C, = {z : f(z) < «} sdo fechados, Va € R.

(iii) O epigrafico de f é fechado em R,

2.4.24. Teorema (desigualdade de Jensen, [Dacorogna], p. 29, [Rudin], p. 62): Sejam
Q C R™ um aberto limitado, v € L' (Q2) e f : R — R uma fung&o convexa. Entéo,

f(ﬁ[)u(az)da:) < ﬁ/{zf(u(as))da:

2.4.25. Dada uma familia de fungbes (f;);e; Semi-continuas inferiormente, entdo o seu
supremo € também uma funcdo semi-continua inferiormente. Assim, dada uma funcédo
qualquer g : R® — R, existird uma fungdo g : R” — R que sera a maior das funcdes semi-
continuas inferiormente tal que g < g. Teremos neste caso que epi g = epig ([Ekeland-
Teman], p.10).
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2.4.26. Teorema ([Ekeland-Teman, p. 11) Se uma fun¢do f: R" — R convexa semi-
continua inferiormente assume o valor — oo, entdo ela ndo podera assumir qualquer
valor finito.

2.4.27. Teorema ([Ekeland-Teman], p. 12): Seja f : £ — R uma funcdo convexa, com &
um espaco vectorial topoldgico. Entdo, as seguintes afirmagdes sdo equivalentes:

(i) Existe um conjunto aberto ndo vazio no qual f ndo é identicamente iguala — oo e é
limitada superiormente por uma constante b < + oo.

(if) f é uma funcdo propria (nunca assume o valor — oo e ndo é identicamente igual a
+ oo) e é continua no interior do seu dominio, que € ndo vazio.

2.4.28. Corolério ([Ekeland-Teman], p. 12): Toda a fungdo prdpria, convexa, definida
num espaco de dimensao finita é continua no interior do seu dominio.

2.4.29. Corolério ([Ekeland-Teman], p. 12,13): Seja f uma fungdo propria, convexa
definida num espacgo normado. As seguintes afirmagdes sdo equivalentes:

(i) Existe um conjunto aberto ndo vazio no qual f é limitada superiormente.

(i) O interior do dominio de f é ndo vazio e nele f é localmente lipschitziana.

2.4.30. Corolario ([Ekeland-Teman], p. 13): Toda a fungdo convexa semi-continua
inferiormente definida num espaco de Banach é continua no interior do seu dominio.

2.4.31. Define-se a funcédo polar (ou conjugada) de f, f*, em R" por

fr@)y=sup ({z,2%) = f(z)).

xedom f
Esta funcdo é o supremo pontual das fungdes afim g(x*) = (x,z*) — h tais que
(x,h) € epi f. O epigrafico de f* é uma interseccdo de semi-espacos fechados. Deste
modo, f* é uma funcdo convexa semicontinua inferiormente ([Rockafellar], p. 104,
[Ekeland-Teman], p. 17).

Desta defini¢do decorre a chamada desigualdade de Fenchel: f(z) + f*(z*) > (x,z*).
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Repetindo o processo obtemos a chamada bipolar, f**, de f

fra)= sup ((z*,2) — f*(a")).

z*edom f*

Da desigualdade de Fenchel, vem que f** < f. Mais ainda, f** é o supremo pontual da
familia das fungdes afim que sdo inferiores a f. Trata-se, assim, da maior das fungdes
convexas semi-continuas inferiormente que séo limitadas superiormente por f ([Ekeland-
Teman], p. 14-18). Por esta razdo, temos que epi f** = conv epi f ([Ekeland-Teman],
p.267, 282).

Se a funcdo f for semi-continua inferiormente, entdo, para qualquer x € R",

. q q q
f*(x) = Inf{Zcif(vi) qgeEN,g<n+2,¢>0,v;, eR" > ¢; =1,> cu; = :Z;'}
=1 ‘

i=1 i=1

([Rockafellar], p. 36, 37, 103,104, 157).

2.4.32. Seja C' um subconjunto convexo ndo vazio de R". Define-se a funcdo de suporte
de C' como sendo

6 (x*,C) =sup {(z,z*) : x € C}.
Esta funcdo é a polar da fungdo indicadora

0 sex e C
6(33’0):{ +o00 sex¢C’

sendo, portanto, uma funcdo convexa e semi-continua inferiormente. Pelo corolério em
2.4.30., temos que a fungdo de suporte € continua. Da definicdo da fungdo de suporte de
C vem imediatamente que

0 (z*,C —v) = 6" (z*,C) — (x*,v) ; o*(Az*,C) = \o*(xz*,C), YA>0

([Rockafellar], p. 112-115). A funcdo de suporte permite-nos outra definicdo de polar de
um conjunto convexo na forma C* = {z* € R" : §*(z*,C) < 1} ([Rockafellar], p. 125).
Se C for um conjunto limitado, entdo 0C* = {z* € R" : §*(z*,C) = 1}.

2.4.33. Seja f uma funcdo definida em R™ e com valores em R, e seja = um ponto para o
qual f é finita. A derivada direccional de f em = sequndo 0 vector v define-se como sendo
o limite

Df(x)(v) = me
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se este existir (podendo este ser + oo OU — ©0).

2.4.34. Teorema ([Rockafellar], p. 213, 214): Seja f: R" — RU{ + oo} uma funcéo
convexa e seja z € dom f. Entdo, D f(z)(v) existe para qualquer v € R". Mais ainda,
Df(z)(v) é como funcdo de o, convexa positivamente homogenea (i.e.
Df(x)(av) = aDf(z)(v), o > 0).

2.4.35. Seja f : R" — R uma fung&o. O conjunto

Of(z) ={leR": f(y) - f(x) = (Ly —z),Vy € R"}

chama-se subdiferencial de f em xz. Se a funcdo é diferenciavel em x entdo

Of(x) ={Vf(z)}. Se f(x) # (0 entdo f(z) = f**(x), que implica f(x) = I f**(z).
Da defini¢do de subdiferencial decorre também que

flz) = rQIierf(”) se e somente se 0 € 9 f(x)

([Ekeland-Teman], p. 20,21).

2.4.36. Teorema ([Ekeland-Teman], p. 21): Seja f: R — R e f* a sua polar. Entdo
x* € f(x) se esomente se f(z) + f*(z*) = (x,x").

2.4.37. Teorema ([Ekeland-Teman], p. 22): Seja f:R™ — R uma fungdo convexa,
finita e continua no ponto = € R". Entdo 0f(y) # () para todos os y pertencentes ao
interior do seu dominio, em particular, 0 f(x) # 0.
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3. Existéncia e unicidade de minimizante
de um funcional do gradiente:
Condic0es necessarias e suficientes

Neste capitulo, serd abordada a questdo da existéncia e unicidade de solucdo para o
problema da minimizagdo de funcionais (ndo necessariamente convexos) do tipo

I(Vu) = /g(Vu(x))dac (3.2)

Q0

no conjunto de todas as fungdes « tais que u € u, + Wol’l(Q),onde u, = {a, - ), com
g : R"™ — R semi-continua inferiormente (s.c.i.) e €2 um subconjunto aberto limitado de
R"™ com fronteira lipchitziana.

Neste contexto, uma fun¢éo u € ug + Wol’l(Q) é funcdo admissivel para o problema
(3.1) se a parte negativa de g(Vu) for integravel. Neste caso, I(Vu) estd bem definida,
sendo + oo se a parte positiva de g(Vu) ndo for integravel.

Comecaremos por apresentar alguns resultados que serdo Uteis no decorrer deste
capitulo.

3.1 Resultados auxiliares

3.1.1. Lema: Sejam vy, ..., v, vectores de R™ tais que a € int conv{vy,...,v,}. Seja
S = conv{v; —a,...v, —a}, S* 0 seu polar. Entdo, existe uma funcéo lipshitziana w,
com w(z) = 0 para x € (int(5*))¢, tal que Vw(z) pertence a {v; — a,...v, — a} quase
sempre.

Demostracéo:

(&) O conjunto S* pode escrever-se como intersec¢do dos semi-espacos
{z: (z,v; —a) < 1}.

Visto ser, por definicdo, S* ={z:Vye€ S, (x,y) <1} e dado que v; —a €S, V
i€{l,...,q}, temos, para qualquer x € S*, que
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(x,v; —a)y <1, Vie{l,...q}
0 que significa que

x € O{z (z,v; —a) < 1}.

q
Temos, portanto, que S* C ({z: (z,v; —a) < 1}.
i=1

q
Reciprocamente, sendo = € (){z : (z,v; — a) < 1} temos que
=1

(v —a) <1IA... AN (z,v,—a) <1
0 que implica que

Az, v —a) + -+ Nz,v, —a) <1, YA, >0, comd N\ =1,i€{1,...,q}

ou seja,
<33’ (v — a)> <1,

para qualquer combinagdo convexa de v; — a,...,v, — a. Visto que todos os elementos
de S podem ser escritos como combinagdo convexa de v, —a,...,v, —a, entao
xe{z:VyeSs, (x,y) <1} = S*. Temos, deste modo que

O{z s{z,v; —a) <1} C 5™,

q
Podemos entdo concluir que S* = (" {z : (z,v; —a) < 1}.
i=1

(b) Considere-se a fun¢do w definida por

(z) = 0 (z,8)—1 sexeS*
W) = 0 caso contrario

Entdo w(z)=0 na fronteira e no exterior de S* € lipshitziana e
Vuw(z) € {v; —a,...,v, — a} quase sempre.

(by) Em primeiro lugar, quando = € 9(S*), tem-se que (z,v; — a) = 1, para algum
je{1,2,...,q}.
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Suponhamos que (x,v; —a) < 1, V € {1,...,q}. Mostre-se que existe um § > 0 tal que,
para y verificando |x — y| < 6, serd y € S™.

(v, —ay<1,Vie{l,...,q} = Fe>0:(z,v;,—a)<1—¢g,Vie{l,...,q}.
Assim, para qualquer ¢ € {1,...,q},
(y,v; —a) = (z,v; —a) + (y —z,v; —a) < 1 — e+ |z — y|.max|v; — al.

Fazendo 6 = temos (y,v; —a) <1 —¢e+¢e = 1. Entdo, y € S*.

£
max |v;—al !

Temos, pois, que quando x € 9(S*), (z,v; —a) =1, para algum j € {1,2,..., ¢}, pelo
que,
8*(z,8) —1=sup{(z,y):yeSt—-1=(z,v,—a)—1=1-1=0.

(by) Paraalém disto, sendo x1,xo € S*, x1 # 9, quaisquer,

‘sup (z1,y) — sup (@,g)‘ ‘Sup <$1_x279>‘

lw(zy) —w(ze)] ! yes yes yes

|z1 — x| B |z1 — xo| o |z — x9]

< max |v; — al,
7

pois, pela desigualdade de Schwarz,

sup (z1 — z2,y) <sup (lzy — z2].|y|) = |x1 — x2|.SUp |y|.
yes yes y€S

Comoy = >.%  \i(v; — a),

yl =12 X (v —a)] < 30 Ailvg —al < max lvi — al.

Entdo w € lipshitziana.

Sendo w lipshitziana, ent&o existe gradiente da fungdo para quase todos os = ([Federer],
p. 216, Teorema de Rademacher). Entdo, ([Rockafellar], Corolario 25.1.3., p. 243), Vw
€ um ponto extremo de S, logo é um elemento de {v; — a, ..., v, — a}, quase sempre.

O
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3.1.2. Lema: Seja g:R" — R uma fungdo semi-continua inferiormente. Entdo as
seguintes afirmacg0es sao equivalentes:

(i) Existeml e R"ec € Rtaisque g(v) > (l,v) + ¢, YveR"

(if) Existe um ponto a € R tal que g**(a) > — oc.

Demonstracao:
(i) = (ii) é 6bvio.
(i) = (i)

Se para algum a € R", ¢g"*(a) > — oo, entdo, pelo teorema 2.4.26., ¢g**(z) > — oo,
Vr € R™. Pelo corolario 2.4.30., ¢** é continua no interior de domg**. Logo, pelo
teorema 2.4.37., 0g**(a) # (). Assim, sendo [ € Jg**(a), temos

g(v) = g**(a) > g*(v) — g™ (a) > (l,v), Vv eR",
donde sai que
g(v) > (l,v) + g*(a), Yv e R".

3.1.3. Lema: Seja g : R"™ — R uma fungdo semi-continua inferiormente, a € R". Sejam

vy,...,v, elementos de R" tais que Y !  c;u; =a, com ¢; >0, > 7 ¢; = 1. Entdo,

existe uma sucessdo (uy); limitada em WL>~(Q), tal que wup = {(a,.) e
|(‘)Q

I(Vug) — Y1 cig(v) p(92).

Demonstracao:

Suponha-se, sem perda de generalidade, que ¢; > 0, V1.

Considere-se, em primeiro lugar, 0 caso em que a tem uma Unica representacdo como
combinagdo convexa de vy,...,v,. Neste caso, vi,...,v, sd0 pontos extremos de
conv{vy, ..., v}

No caso de ser a € intconv{vy,...,v,}, a afirmacéo ficara demonstrada aquando da
demonstracdo, mais adiante, do teorema 3.2.1. (condi¢do suficiente), onde se mostrara
que existe uma fungdo w(.) tal que Vu(.) € {vy,...,v,} e a\m(.) = (a,.). Neste caso,
temos

q
Viu(z)dx = Z/ . Y}Vﬂ(x)dx =
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q
i=1

q
uma vez que, pelo teorema da divergéncia, [,Vu(z)dz = ap(f2), entdo Y v, = a.
=1
Como a representacdo de a como combinagéo convexa de vy, ..., v, € Unica, temos que
¢; = ¢;. Deste modo, definindo «; como sendo w, para todo o k£ € N, obtemos

I(Vug) =1(Vu) = /Qg(Vﬂ(a:))d:c

Considere-se agora 0 caso em que a ¢ intconv {vy,...,v,}. Tem-se, no entanto, que
a € riconv{v,...,v,}.

Seja P o0 maior subespaco de R™ perpendicular a todos os vectores v; —a
(¢=1,...,q). Suponha-se que dimP = m, € V41, ..., Vgt1+m S0 elementos de P tais
que conv {vgi1, ..., V414, ) tem interior ndo vazio em P, com 0 pertencente ao seu
interior.

Para cada ¢ > 0 considere-se a funcdo

~ ~k

w.(z) = {6*(:):,5) -1 sexeS
0 caso contrario
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onde S =CONV{v; —a,...,0; — V411 — Qy..y Vgrmi1 — G}, COM v; =wv; S€
i€{l,....q}, vi=a+ev, seic€{g+1,...,q+m+1}. Assim, para qualquer que
seja € > 0, teremos que a € iNtconv{vy,..., Vg rmi1} € Vi,...,Vgrmi1 SAO pONLOS
extremais de um conjunto compacto convexo. Para além disso,

M({az € sS*: szg ¢ {Ul —Qy..., Vg — CL}})
p({z € sS* : Vsw. € {v1 —a,...,v,—a}})

— 0

quando € — 0 uniformemente em relagéo a s.

Para cada k£ € N, defina-se a funcdo

up(z) = {a,z) + siwl/k( . yz), parax € y; + ;5™
i

onde y; + s;5%, 1 € I, é a decomposi¢do de 2 obtida através do teorema de Vitali (ver
demonstracgdo do teorema 3.2.1., condigdo suficiente, alinea b)). Neste caso,

p({z € Q: Vug(z) ¢ {v1,...,v,}}) — 0

quando k& — + co. Deste modo, se para uma subsucessdo de u; (que representaremos
usando o mesmo indice k)

p o p{r €V (z) = v}

Ci' —>EZ,Z€ ]_,...,q,
) e

entdo ZZEZ- =1, zizm =a e, devido a unicidade da representacdo de a como
combinacdo convexa de v; (i =1,...,q), temos que ¢; = ¢;. Logo, ck — ¢; quando
k — + oo.

No entanto, ainda ndo podemos afirmar que I(Vuy) — S0 cig(vi) (), uma vez
que g pode ser ilimitada no conjunto {a +cev; :i € {¢+1,...,¢q+m+ 1}, € [0,1]}.
Para ultrapassar essa dificuldade note-se que, para qualquer £ > 0 suficientemente
pequeno, 0s vectores v; = a + ev; (i = ¢+ 1, ...,q + m + 1) pertencerdo ao interior do
conjunto conv {vy, ..., vgym+1 +. Deste modo, para todos os k suficientemente grandes, a
funcéo u;, pode ser redefinida de modo semelhante aquele usado anteriormente, em cada
conjunto {z € Q:Vu, =2}, i€{qg+1,...,¢q+m+1}, de tal modo que,
denominando essa nova sucessdo por uy, Vug(z) € {v1,...,Vpm+1} Para quase todos
0s z neste conjunto e u; = u; na fronteira deste conjunto. Como u; = u;, quase sempre
no conjunto {x € Q: Vuy(z) € {v1,...,v,}} € |g(Vug(z))| < ¢ < + oo, donde sai que
I(Vug) — Y1 cig(v) ().
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O caso geral pode ser reduzido ao anteriormente descrito. Podemos supor, sem perda
de generalidade, que v; #aec; > 0,Vi € {1,...,q}.

Para ¢ = 2, podemos afirmar que existe uma sucessdo de funcbes seccionalmente
afins, uy(.), tal que uk‘m(.) = (a,.), p{z € Q: Vug(z) =v;}) = c;.u(Q) (i = 1,2) e
I(Vuy) — > cig(v)pu(2), uma vez que a tem uma representacdo Unica como
combinagéo convexa de vy, vs.

Suponhamos que a afirmacdo é vélida para ¢ = p. Para provar que é vélida para
q=p+1, considerem-se os vectores vi,...,v, tais que v; =wv; para i < p-— 1,

~

v, = il Entdo, a = S0P ¢;v;, onde ¢; = ¢; parai <p—1€c¢,=c,+ Ccpi.

Cptepi1
Pela hipdtese de inducgdo, existe uma sucessdo de funcbes seccionalmente afins u,, tais que
Uk g0 () = {a,.), p({z € Q: Vug(z) = vi}) — ¢.pu(€2) (i=1,...,p) e

I(Vug) — Y eig(v)u(€2). Para k € N, defina-se Q :=int{z € Q: Vug(z) =v,}. E
possivel encontrar uma sucesséo . tal que u} = uy em 9y, |[ulllio <c < +ooe

p({o € Qs ub(w) # vi}) — S (), comi=p,p+1,j— + oo,

Cp
pt+l . p+1
I(Vu§; Q) — ZE—Q(W)M(Q) = Zcig(vi)M(Q)a J— + o0
i=p Cp i=p

Entdo, para uma subsucessdo uﬁf(k) (k— +o00), obtemos a convergéncia
I(Vuﬁ(k)) - ?:101'9(%)#(9)-
O

3.2 Existéncia de minimizante

3.2.1. Teorema: Seja 2 C R™ um aberto limitado com fronteira lipschitziana e
g:R"™ — R uma func@o semi-continua inferiormente. O problema de minimizacdo do
funcional (3.1) tem solugéo se e somente se ou dg(a) # (), ou existem vy,...,v, € R"
(¢ € N) tais que a € intconv {vy,...,v,} e (N, 0g(v;) # 0.

Demonstracao:
Condicdo Suficiente

(@) Se dg(a) # 0, entdo u,(.) = (a,.) é uma solucéo.

Sendo dg(a) # 0, existird um ¢ € R" tal que g(v) — g(a) > (¢,v — a), Vv € R". Entdo,
considerando u(.) = (a,.) + u(.), com u(.) € W,"' (), pelo teorema da divergéncia
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(o(Vu(@) ~ 9(@) do > [ {6,Vu(w) — o) do =

Q

1(va) = 1(V((a) = |

Q0

- / (Vu(z) — a) dz) = (£, / (a+ Vii(e) — a) dz) =

Q

Q
= <€,/V1NL($) dz) = 0.
Q
(pelo t. da divergéncia, ver 2.3.8)
Logo, I(Vu) > I(Vuy), Yu € u, + W, ().

(b) Suponha-se que existem v,...,v, € R" (¢ € N) tais que a € intconv
{vi,...,v,}. Sejam S e S* como foram definidos no Lema 3.1.1. Os conjunto da
forma z + sS*, comz € Q e 0 < s < d(z,02) formam uma cobertura de Vitali

de 2.

Seja. T'(a) =conv{v;,i=1,...,q}. Teremos assim que a€cintl'(a) e
S* = (I'(a) — a)". Defina-se

r(a) =sup{r>0:a+rB, CT'(a)} =sup{r>0:rB, CS};
R(a)=inff{R>0:T(a) Ca+ RB,} =inf{R>0:S5 C RB,};
e(xz,s)=Inf{R>0:2+sS*Cx+ RB,}

=inff{R>0:5" Cc&B,}=

=inf{sR>0:5"C RB,} =

=sinf{R >0:S* C RB,};
6(xz,s)=sup{r>0:x+rB, Cx+sS*} =

=sup{r>0:tB, C S} =

=sup {sr>0:rB, C S*} =

=ssup {r>0:rB, CS*};
Cir(x) =z + 55, coms, — 0;
r+epB,=x+¢e(x,s:)B, .

Posto isto tem-se que

(V1) z € Cr(x);
(Vo) Inf{u(Cx(x)): keN} =0;
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(v3) Existe uma constante ¢(z) > 0 tal que, para cada k£ € N, é possivel encontrar uma

bola x + ¢, B, talque Cy(z) C z + ¢, B, € /L‘(fii’;%i) > t(r) >0, Vk e N.

Para provar a alinea (v3) constroem-se duas bolas, uma inscrita em S* e outra que
circunscreva S*. Pretenderemos mostrar que a razdo dos dois raios ndo depende de s, 0
que implicard a afirmacéao de (vs).

Em primeiro lugar, temos que

1 1 1
— — ~>0:SCcRB,\ =
R(a) inf{R>0:S C RB,} SUp{R Z Ui C }

1 1
:sup{ﬁ >0: EB” C S*} =sup{r>0:7rB, C S*};

1 1
r(a) sup{r>0:rB,C S}

:inf{%>0:ancS}:

(1 1 .
- mf{— >0:8 ¢ —Bn} —inf{R>0:5" C RB,)}.
T T
(veja-se 2.4.17)

Entéo, ,
8z, s = R(f) = r(a) (néo depende de s, nem sequer de z).
e(r,5) 5  Rl)

Deste modo,

(x4 51.8%) _ p(r+8(x,51)B,)  (8(z,s)" (T(a)

izt enBy) - - R(a)

— = >0, VkeN.
,u(x +5($,3k)Bn) (8(337816)) >

Do teorema de Vitali, temos que é possivel decompor €2 em subconjuntos disjuntos (em
namero finito ou infinito numeravel) da forma y; + s;5* e um conjunto de medida nula.

(c) Defina-se a seguinte funcao:

T — Y

i

u(x) = (a,x) + siw( ) para x € y; + ;5"

onde a fungdo w(.) foi definida na demonstragdo do Lema 3.1.1.. Entéo,
a\m:(a,.>, u(.) e Wt>(Q) e u é solugdo do problema (3.1) se
i_10g(v) # 0.
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— Y

S;

L, . X
(c1) E 6bvio que a\m = (a,.), Uma vez que w( ) = 0 para x pertencente ao

exterior de y; + s;,5™.

(c2) Sendo que a soma de duas fungdes lipshitzianas ¢ uma funcdo lipshitziana, temos
que (.) é elemento de W1 (Q) (2.3.2).

(c3) Para provar que u € solucdo de (3.1) note-se que:
- Sendo [ € N, dg(v;) e para qualquer funcdo admissivel  do problema (3.1),

/ (I, Vu — Va)dx = 0. (3.2)
Q

De facto, sendo wu,ue€ W''(Q), com ul,,=1ul|,, = (a,.), podemos escrever
u={a,.)+ f,com f \ aq = 0. Assim, usando novamente o teorema da divergéncia,

/Q (I, Vu—Vu)dx = <l,/ (Vu — Vau) dx> = <l,/ (Vf— Vw)dx> =

0

:<l,/QVfdac>—<l,/Qdea:>:0.

- Para além disto, todas as fungdes g(v;) + (I,v — v;), i = 1,..., g, coincidem:

Sendo que [ € N!_,9g(v;), entdo

{Q(Uj) —g(vi) = (Lvj—v;) 20
9(vi) — g(v;) = (Lv; —v;) =0
donde se conclui que g(v;) — g(v;) — (I, v; — v;) = 0. Daqui resulta que
g(vi) — g(v;) + (Lv—v; —v+wv;) =0
& g(vi) = g(vj) + (v —vi) = (v —v;) =0
& g(v) + (Lv—v) = g(vy) + (Lv—v,), Vi#j.

Como consequéncia disto, g(v) — g(v;) — {l,v —v;) > 0, sendo valida a igualdade
quando v € {vy,...,v,}.

- Pelas razdes invocadas, temos que
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I(Vu) — I(Va) = /Q (9(Vu) — g(Va) — (I, Vu — Va))dz =

= /Q (9(Vu) — g(v1) = (I, Vu — v1))dz — / (9(Va) — g(v1) = (I, Vi — v1))dz.

0

Visto que, [, (9(Vu) — g(v1) — (I, Vu — v1))dz > 0, e que, por ser Vi € {vi,..., v}
(Lema3.1.1), [, (9(Va) — g(v1) — (I, Vi — v1))dz = 0, temos I(Vu) — I(Va) > 0.

Isto prova que a condicdo (/_,dg(v;) # 0, com a € int conv {vy,...,v,} implica a

existéncia de solugcdo do problema (3.1). Isto termina a demostracdo da condicdo
suficiente.

Condic&o necessaria:
(@) Em primeiro lugar, temos que ¢**(a) > — oc. *)
De facto, para vy, ..., v, € R" taisque Y ¢_,c;v; = a, com>_7  ¢; = 1, temos, pelo lema

3.1.3., que existe uma sucessao limitada em W (), (uy )z, tal que

[(Vuy) = /Q o(Tur(@)ds — Y ciglo)n(®),
donde vem .
inf (1(Va) - u(.) € {a,.) + W (Q)} < Serg(o) (). (=)

=1
Visto que o problema tem solugéo, entéo
inf{I(Vu) : u(.) € (a,.) + Wy ™ (Q)} > — oo,
donde resulta que

q q q
g™ (a) = inf{Zcig(vi) g eEN, vy, €R" ¢; >0,> ¢, =1, cu; = a} > — 00.
iz i=1 i=1

(b) Pelo corolério 2.4.28., a fungdo ¢g** é convexa e continua. Entdo, pelo teorema
2.4.37., 0g**(a) # (). Para além disso, designando por @ a solugdo do problema (3.1),
tem-se, por (*) e por (**), que I(Va) < g**(a)u(2).

Sejal € 0g**(a). Entdo, para qualquer » admissivel, temos
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I(Vu) — g™ (a).u(Q2) = /Q(Q(VU) —g"(a) = (I, Vu—a))dz >0,

uma vez que [, (I, Vu(z) —a)dz =0 (ver no inicio da demonstracéo). Deste modo,
I(Vu) > g (a)u(2), 0 que implica que

I(Va) = g™ (a)pu(Q2).

(c) Seja P ={veR":g(v)—g"(a) - (I,v—a) =0}

Nota: Designando por F' a face do epigrafico de ¢** a cujo interior relativo o ponto
(a g*(a)) pertence e por F a sua projeccdo sobre R™, podemos escrever que

={veR": **( )= ({l,v—a)+ g**(a),l € dg**(a)}. Deste modo, temos que P, é a
intersecgdo de F com o conjunto de todos os pontos z € R” tais que g(z) = g**(x).
Para além disso, conv P, = F.

Como I(Vu) = g™ (a).u(2) e [, (I, VT — a)dz = 0, temos que

/g(Vﬂ(w)) — g (a)dx=0= / (I, Vu(z) — a)dx
0 0

0 que implica que
9(Vu(z)) — g (a) = (I, Vu — a)

para quase todos os z € Q. Isto significa que Vu(x) € P, para quase todos os x € (2.

Nota: O reciproco também é valido, ou seja, se uma fungéo w € u, + Wol’l(Q) admissivel
para o problema de minimizacdo do funcional (3.1) é tal que Vu(x) € P, quase sempre
em €, entdo @ € minimizador do funcional em (3.1) ([Friesecke], p. 454).

P, é um conjunto fechado:
Seja (v )r Uma sucessdo em P;, com v, — v. Temos entdo que
g(vr) = g™ (a) + (l,vx — a).

Assim,
Mim g(vy) = g (a) + lim (I, v —a) = g™ (a) + (I, v - a).
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Por outro lado, sendo g semi-continua inferiormente, Ii][n inf g(v,) > g(v). Também,
s
g(v) > g™ (v) e g**(v) > g*(a) + (I,v — a). Entdo,

g(v) < liminf g(v) < lim g(vg) = g™ (a) + (v = a) < g™ (v) < g(v).

Deste modo, temos que
ou sejav € P,. Logo, P, é fechado.

(d) Afirmamos também que @ € intconv P, se g(a) # g**(a).

Suponha-se entdo que g(a) # g**(a) e que a pertence a fronteira de conv P,.
Seja F' a face do epigrafico de ¢g** a cujo interior relativo (a,g**(a)) pertence. Se a

dimensdo de F for igual a n entdo ri F = int F. Sendo a € int F' entdo a € intconv P, 0
que contraria a hipétese de a pertencer a fronteira desse mesmo conjunto.

Entdo, tera de ser dimF < n. Seja dimF =m < n. Seja H um conjunto afim, de

dimensdo m, tal que FCH=L + a, onde L é um subespaco de dimensdo m de R"*1.

Seja {&1,&2,...,&,} uma base de L, sendo {&1,&2, ..., &m, &mrty -+ Eny1t base de
R, Deste modo, teremos Vu(z) — a € L, para quase todos os = € £ (uma vez que,

sendo Vu(z) € P, sera Vu(z) € F quase sempre).

Sendo que Lt =afi{{,1,...,&1}, teremos que (Vu(z) —a,&) =0, para
ie{m+1,...,n+1}, para quase todos os x€€. Entdo, escrevendo
L'={zeR":(x,&)=0,i=m+1,...,n+ 1}, temos que Vu(zx)—a € L/, para
quase todos os x € , sendo dimL’ = m — 1.

Repetindo este processo sucessivamente, chegamos a conclusdo que Vu(z) — a = 0, para
quase todos os z € ). Assim, podemos afirmar que Vu(x) = a, para quase todos oS
x € ) e, consequentemente u(x) = (a, x), para quase todos 0s = € €.

Deste modo, sendo que Vu € P, quase sempre em 2 e Vu = a quase sempre em 2,
temos a € P, e portanto
gla) —g™(a) = (lLa—a) =0
donde resulta que
g(a) = g™ (a)
0 que é uma contradicéo.

Mostrou-se deste modo que ou a € intconv P, ou g(a) = g**(a). No primeiro caso,

existem vy,...,v, € P tais que a € intconv{vy,...,v,}. Neste caso, [ € dg(v;), V
i€{l1,...,q} e portanto,
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(Mog(v:) # 0.
=1

No segundo caso, sendo que [ € dg(a), teremos dg(a) # 0.

3.3 Observacdes

3.3.1. O resultado de existéncia apresentado neste capitulo decorre do estudo de varios
artigos, publicados entre 1993 e 1998. Em [Cellinal] e [Cellina2], que constituiram o
ponto de partida para a abordagem deste tema, demonstra-se uma condi¢do necessaria
para a existéncia de minimo de funcionais do tipo (3.1) para fungdes integrandas semi-
continuas inferiormente, e também uma condi¢&o suficiente para fungdes integrandas semi-
continuas inferiormente que verificam uma determinada condi¢do de crescimento. Em
[Friesecke], uma condicdo necesséria e suficiente para a existéncia de minimo é
estabelecida para fungdes integrandas continuas. Em [Sychev], encontramos o resultado
de existéncia de minimo que foi apresentado em 3.2.1.. Houve da nossa parte uma
tentativa de "polir" a demonstracdo encontrada nesse artigo, por vezes um pouco confusa,
procurando também evidenciar pontos de contacto entre este resultado e os de A. Cellina.

Visto que na base dos capitulos seguintes estdo as condi¢fes necessarias e suficientes
para a existéncia de minimo apresentadas em [Cellinal] e [Cellina2], parece pertinente
estabelecer uma ponte entre estas e as que foram apresentadas neste capitulo. Assim,
demonstraremos o seguinte:

3.3.2. Afirmacao: Sejam g : R” — R uma funcdo semi-continua inferiormente, ¢g** a sua
bipolar, F' a face (Unica) do epi g** tal que (a, ¢**(a)) € ri F'. Temos entdo que:
1. g(a) = g (a) & Og(a) # 0;
2. Considerem-se as seguintes:

(1) dim F' = n;

(i) g verifica a condicdo de crescimento (C): Existe uma funcdo convexa crescente ®
tal que TE&n@@ = +ooeg(v) > P(|v)), Vo e R™.

(iii) Existem vy, ...,v, € R™ tais que a € intconv {vy,...,v,} e (,dg(v;) # 0.

Temos que: (i) e (ii) = (iii); (i) = (i).
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Demonstracao:

1. Se Og(a) # 0 entdo g(a) = g**(a), 0 que implica que dg(a) = dg**(a) (2.4.35.).
Para além disto, resulta de (2.4.30.) e de (2.4.37.) que 0g™*(a) # (). Assim, se for
g(a) = g**(a), temos também que dg(a) # 0.

2. Suponha-se que g verifica a condicdo de crescimento (C) e que dim F' = n.

(a) F' ndo pode coincidir com epi g**.

Caso contrério, teriamos (a,g**(a)) € riepig™, 0 que, como sabemos, ndo pode
suceder. Deste modo, existe um hiperplano H := {(z,h): = (x,b) + h, b€ R",
B € R} que separa F' de epi g**.

(b) H néo pode ser vertical.

Caso contrério, teriamos H = {(x,h) : = (x,b), b € R", 8 € R}, existindo nele
um ponto (a,h) com h < g**(a), 0 que também ndo pode suceder. Teremos entdo que
FcH={(z,h): h=(z,b)+ G}

(c) FF = H Nnepig* é limitado e fechado.

Consideremos uma sucesséo (z,, h, ), qualquer em H Nepig™*. Teremos entdo que
hy, = ¢*(z,) € h, = (x,,b) + 3. Suponhamos que |x,| — -+ oc. Entdo, por (C) e uma
vez que, sendo g(v) > ®(|v]), Vv € R", serd também ¢g**(v) > ®(|v|), Vo € R" teremos
que

im ¢ (@n)

|xp|——+00 |33n|

:+OO’

0 que significa que a sucessao |if"| tende para + oo. Por outro lado, = = (zn.0) =

= é

s EI

limitado. Temos assim que (x,,, h, ), € uma sucessdo limitada e, portanto, F' é limitada. E
também fechada, uma vez que epi g** € um conjunto fechado (2.4.31.).

(d) Pelo teorema de Krein-Milman (2.4.15), F = convextr F. Uma vez que

(a,g""(a)) €riF, entdo a € intF, pelo que existem v,...,v, € extr F' tais que
a=Y 1 v e acintconv{vy,...,v,}. Logo (v;,g"*(v;)) €extrF, i=1,...,q, €
portanto

g7 (vi) = g(vi) = (vi, b) + 5.

Convencionando g(x) > (z,b) 4+ 3, Va € R™, temos
g(z) — g(v;) > (x — v, b), Ve e R", Vi e {1,...,q},

0 que implica que

q
be ﬂ 9g(v;)
i=1
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e por conseguinte, (] dg(v;) # 0.

Suponha-se agora que existem vy, ...,v, € R" tais que a € intconv{vy,...,v,} €
i10g(vi) # 0.

Seja ¢ > 0 tal que a +¢B, Cintconv{vy,...,v,}. Entdo, para qualquer que seja
u€a+eB,, ¢ (u) = (l,u—a)+ g™(a), sendo | € dg(v;), Vi € {1,...,q}.
De facto, sendo u = > -1 Ny, a = 320 v, Aiye; >0, 3N = Y ¢j = 1, temos
que, Yv € R",
9(v) = g(vi) = (l,v —vy)

= g(vi) + (I, v —v;) < g(v)
= ZAiQ(’Uz’) + (I, v — ZAM) < g(v)

= g (u) + (l,v—u) < g(v).

Em particular, sendo v = v;, com j € {1,..., ¢}, temos

g7 (u) + (I, v; — u) < g(vy)
= 9" (u) + (I, Zcﬂ’j —u) < chg(vj)

= g7 (u) + (l,a —u) < g~ (a). ()

Atendendo a que [ € 0g(v;), j € {1, ..., ¢}, temos também
= g(vj) + {l,v —vj) < g(v)

=D () + o= ) < g(0)

= g""(a) + (l,v —a) < g(v).
Em particular, sendo v = v;, comi € {1,...,q}, temos

g*(a) + (l,v; — a) < g(v;)
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q q
=g (a) + (L, ZAM —a) < ZAiQ(Ui)
=1 i=1

= g7 (a) + (lu —a) < g (u). (Fe k)

De (%) e (%) sai que g (u) = g**(a) + (l,u — a), isto é, g** é afim numa vizinhanca
de a, ou seja, dim F' = n.
O

3.3.3. Um outro aspecto que é importante considerar na abordagem de A. Cellina é o
facto de, nos seus artigos ja referenciados, ser permitido a funcdo integranda assumir o
valor + oo. Tal ndo acontece em [Sychev], que estabelece explicitamente que a funcéo
integranda terd valores finitos. Face a isto, é pertinente confrontar a condigdo necessaria
para existéncia de minimo de [Cellinal] com a questdo da possibilidade, ou ndo, da fungéo
integranda ter valores em R U { + oo}. Enunciemos ent&o a dita condi¢do necessaria:

Teorema ([Cellinal], p. 340): Sejam g uma funcdo semi-continua inferiormente (nédo
necessariamente convexa), {2 C R" um aberto limitado com fronteira seccionalmente de
classe C'. Suponha-se que existe minimo para o funcional (3.1). Entdo, ou g(a) = ¢**(a)
ou a face F' do epi g** a cujo interior relativo (a, g**(a)) pertence tem dimensao n.

Consideremos o seguinte exemplo.

3.3.4. Exemplo: Seja g a seguinte funcdo semi-continua inferiormente, ndo convexa,

limitada inferiormente, definidaem Q@ =] —1,1[ x ] — 1, 1] por
(g, 1) = 1—u? sew €[—1,1,up =0
FELE = o0 caso contrério

Consideremos a = (0, 0). Teremos assim que

o - 0 seu €[—1,1,us =0
g \unLu2) =13 4 caso contrario ’

F={x:2=X1,0,0)+(1—-X)(-1,0,0),A€[0,1]} ea € ri F. O funcional

I(Vu) = /g(Vu(x))dx, u € Wol’l(Q)
QO

tem minimo; no entanto, nem g(a) = ¢**(a), nemdim F’ = n.
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3.4 Unicidade

3.4.1. O resultado seguinte, que sera apresentado como teorema, € na realidade um
corolario do teorema 3.2.1.. Dada a sua importancia e devido ao facto de ndo ter sucedido
imediatamente o referido teorema, apresentaremos dessa forma este resultado de
unicidade de minimizante do funcional (3.1).

3.4.2. Teorema (Unicidade): Sejam 2 e g como no teorema 3.2.1.. Suponhamos
g(a) = g™*(a) e que dimF < n, onde F' é a face de epig™* a cujo interior relativo
(a,g"*(a)) pertence. Entdo o funcional em (3.1) tem como Unico minimizante
uq(x) = {a,x) quase sempre em €.

Demonstracao:

Suponhamos que @ € uma qualquer solugdo do problema de minimizagdo do funcional
(3.1). Entdo, Vu(x) € B ={ve R": g(v) — g*(a) — (l,v — a) = 0}, para quase todos
os x € ). Sendo que dim £’ < n, vimos na demonstragdo de 3.2.1. (condigdo necesséria)
que u(z) = {(a,x) quase sempre em .

O
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4. Uma solucéo continua relativamente ao
dado linear na fronteira para o
problema de minimizacao do funcional
do gradiente

Neste capitulo abordaremos o problema de minimizacdo estudado no capitulo anterior
na perspectiva da estabilidade das solucGes relativamente ao dado de fronteira linear a.
Assim, consideraremos o problema

(P,) : min /g(Vu(a:))dx ; u € (a,.)+ Wol’l(Q);
Q
e 0 seu convexificado
(P min / g (Vu(z))dz ; u € (a,.) + Wy (Q),
Q

onde g e €2 sdo como em 3.2.1..

Como vimos anteriormente, 0s a para os quais (P,) tem solugdo séo aqueles tais que
g(a) = g**(a) (e neste caso (a,.) € solugdo do problema) ou entdo aqueles em que g**(.)
é afim numa vizinhanca de a. Pretende-se agora obter uma fungdo continua
o : dom(g**) — C(€2), de tal modo que o(a) seja solucdo de (P;*), para qualquer a, e
seja também solucdo de (P,), para quase todos os a tais que ¢g**(.) é afim numa
vizinhancga de a.

Comecaremos por apresentar alguns conceitos e terminologia que serdo uteis no

decorrer deste capitulo.

4.1. Nocdes preliminares

4.1.1. Represente-se por F'(a) a face de epi(¢g™) a cujo interior relativo (a,g*(a))
pertence. De acordo com o teorema em 2.4.14., para cada a, essa face é Unica. A

projeccdo de F'(a) C R™ x R sobre R" denotar-se-a por F'(a). Escrevemos d(a) para
representar a dimenséo afim do conjunto convexo F'(a).

38



4.1.2. A cada conjunto convexo K C R" associamos uma funcédo I(., K) : K — R™ que
satisfaz as seguintes propriedades:

(ly) (., K) é concava e semi-continua superiormente;
(I;) Existe uma constante D > O talque i(y, K) < D, Yy € K;
(I3)  U(y,K)=0seesomentesey € extr K.

Podem encontrar-se exemplos de fungdes deste tipo, designadas funcdes de Chouquet,
verificando estas propriedades, em [Bessan] (p. 11, 12) e [Bressan-Flores] (p. 158-160).

4.1.3. Teorema (de Baire) ([Kelley], p. 200): Se X for um espago métrico completo,
entdo a interseccdo de uma familia contavel de subconjuntos abertos densos de X é, ela
propria, densa em X.

4.2. O resultado principal

4.2.1. Teorema: Seja €2 um subconjunto aberto limitado de R" e seja g : R — R uma
funcdo semi-continua inferiormente que satisfaz a condicdo de crescimento (C) (ver
3.3.2.). Entdo, existe uma fungdo continua o : dom(g**) — C(Q) tal que

(i) o(a)(.) € um minimizante do problema convexificado (P;*) para todo o a;

(i) o(a)(.) € um minimizante do problema (P,) para quase todos 0s « tais que g**(.) é
afim numa vizinhanca de «a (i.e. d(a) = n).

Demonstracao:

(@) Denote-se por Cy(Q2) o subespaco de C(€2) formado pelas fungdes continuas que
assumem o valor O na fronteira de ¢€2. Consideremos o espaco de Banach
Cy(dom(g**), Cy(€2)) de todas as funcBes continuas limitadas s : dom(g ) — Co(2), com
norma dada por ||s|| = SUPsedom(g) || $(@)]|s0, ONDe ||. ||~ € @ norma de C(€2).

Facamos V := {a € dom(¢g**) : d(a) = n}. O espago no qual iremos trabalhar é o
subespago S de C;(dom(g**), Co(£2)) que consiste em todas as funcdes s(.), com s(a) = 0
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YV a ¢ V, para as quais existem M (s) > 0 e conjuntos fechados, de medida nula, Z; (s) e
Zs(s), tais que se verificam as seguintes propriedades:

[s(a)() = s(a)(@)] < M(s)(la —a'| +]o - ') (4.)
Y a,a’ € dom(g**), ¥ z, 2’ € Q;

a+ Vs(a)(z) € int F(a) (4.2)
VaeV,VzeQ\Zy(s),

Vs(a)(z) — Vs(a)(a')] < M(s) (ya - x'\) (4.3)

sempre que a,a’ pertencem a alguma bola contida em V\Z(s) e x,z’' pertencem a
alguma bola contida em 2\ Z5(s). Vs(a)(x) representa o gradiente de s(a)(.) em x.

O conjunto S é ndo vazio, pois contém a fungdo nula. Induzindo em S a topologia de
Cy(dom(g**),Cy(2)), temos que o seu fecho S é um subespago fechado do espago
métrico completo Cj(dom(g**),Co(£2)). Entdo, S é um espaco métrico completo ndo
vazio ([Simmons], p. 73).

(b) Existe gradiente para todas as funcdes em S e, para além disso, se s € S, fixado a,
entdo Vs(a)(z) € intﬁ(a) — a, para quase todo o = € (.

Consideremos uma sucesséo s, de elementos de S, suponhamos que s, converge para
s; fixemos a € dom (¢**). Temos que Vsi(a)(z) € int F'(a) —a, para quase todos os

x € Q, para qualquer k. Como intF'(a) —a € limitado, existe um M > 0 tal que
|Vsi| < M, para qualquer k; logo, s; € lipschitziana com constante M. Passando ao
limite, teremos s lipschitziana com constante M, o que significa que existe gradiente para
se|Vs| < M.
Prove-se agora que Vs(a)(z) € Y = int F(a) — a.

De facto, como j& vimos, sendo que Vs (a)(z) € int F'(a) — a, entdo existe um M > 0
tal que |Vsi(a)(z)| < M, para quase todos os = € €2 e para qualquer k. Uma vez que
s(a)(.) = 0 na fronteira de €2, aplicando a desigualdade de Poincaré (2.3.6), temos que
sk(a)(.) € M'By o, paraalgum M’ > 0, e onde B; , representa a bola unitéria fechada no
espago W12(Q2). Pelo teorema de Alaoglu-Bourbaki ([Brezis], p. 42), M'B;, é um
conjunto fracamente compacto em W1%(Q2). Entdo, pelo teorema de Eberlein
([Schaeffer], p. 195), existe uma subsucessdo de s;(a)(.) fracamente convergente em
W12(Q)). Designando essa subsucessdo da mesma forma, isto €, por s;(a)(.),
suponhamos, sem perda de generalidade, que s;(a)(.) converge fracamente para f(.) em
Wh2(Q). Entdo, si(a)(.) convergira fracamente para f(.) em L?(€2). Por outro lado,

sr(a)(.) converge para s(a)(.) em C(2), logo converge fracamente para s(a)(.)em
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L?(Q); assim, f(.) = s(a)(.). Mais ainda, Vs;(a)(.) convergira fracamente para Vs(a)(.)
em L2 ().

Considere-se 0 conjunto V = {u € L*(2) : u(z) € Y g.s. em Q}. Como Y é convexo,
entdo também )V é convexo. Para além disso, V é fechado. De facto, considerando uma
sucessdo uy(.) convergente para w«(.) em L%, temos que existirA uma subsucessdo
convergente para u(.), quase sempre. Entdo, para quase todos os = € €, u(x) € Y, logo,
u(.) € V. Entdo (por 3.1 de [Schaeffer], p. 136) V é fracamente fechado.

Visto que Vs (a)(.) € V, entdo Vs(a)(z) € Y para quase todos os = € .

(c) Existem, no maximo, um namero finito ou infinito numeravel de faces ndo verticais
de epi(¢g**) cuja dimensédo afim € igual a n; denote-se os interiores das suas projec¢des em
R"porV,,,m=1,2,..., U~ Vi, = V. B

Fixemos m € N e defina-se o funcional £,, : S — R por

L (s) = /Vm/Ql(a + Vs(a)(z),V,,)dzda

onde [(.,V,,) € uma funcdo que satisfaz as propriedades (I;) — (I3). Como ja vimos em
(b), este funcional esta bem definido.

Afirmacdo 1: O funcional £, : S — R é semi-continuo superiormente.

Para provar esta afirmacgéo defina-se o conjunto
U, = {u(.) € C(Q) NW2(Q) : Vu(x) € V,, para quase todos 0s = € Q}

Defina-se também o funcional L., : U, — R, L, (u) = [4l(Vu(z),V,,)dz.

Consideremos o0 conjunto © := {()\,u) A < Lm(u)}; mostre-se em primeiro lugar que
este conjunto é fechado em R x W12(Q).
Seja (A, u,) uma sucessdo em O, suponha-se que A\, — A e que uw,, — u, Vu,, — Vu
em L?(Q). Entdo, existe uma subsucessdo, que designaremos sem perda de generalidade
por Vu,,tal que Vu, — Vu quase sempre em €. Como I(.,V,,) é semi-continua
superiormente, temos

I(Vu(x),V ) > limsup {(Vu,(x),V,,), quase sempre em .

n—oo

Pelo Lema de Fatou (2.2.4.), para quase todos os = € €2,
/Z(Vu(ac),vm)dx > limsup [ [(Vu,(x),V,,)dz,
Q

n— 00 0

como L, (u,) > A, — A, temos
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/Z(Vu(ac),vm)dx > A
0

ou seja, (A, u) € ©. Logo, © é fechado. Como I(.,V,,) é uma fungdo concava, L,, é
também concava, donde se conclui que © é um conjunto convexo, logo, por 3.1 de
[Schaeffer], (p. 136), © é fracamente fechado em W12(Q). Entdo, o funcional L,, é
fracamente semi-continuo superiormente. Fixando a € V,,,, considerando uma sucessao
sn(a)(.) — so(a)(.) em Cy(Q), defina-se a sucessdo o, (a)(.) := (a,.) + s,(a)(.). Entéo,
on(a) €U, paran =1,2,...; existira também uma subsucessdo, que designaremos sem
perda de generalidade por o, (a)(.) tal que o,,(a)(.) — oy(a)(.) fracamente em W'2?(12),
onde oy(a)(.) = (a,.) + so(a)(.) . Em particular, teremos

Li(oo(a)(.)) > limsup L,, (0, (a)(.)).

n—oo

Ent&o, novamente pelo lema de Fatou,

/V Ly (oo(a)(.))da > limsup [ L,,(0,(a)(.))da,

n—o0 Vin

0 que prova a afirmacéo 1.

Paracadam = 1,2,... e p > 0 fazemos

7)

m = {S €S :L,(s) < 77}.

Da afirmacdo anterior vem que, para qualquer sucessio (s;); C (Sh)° com
lim S = 8,

k—oo
L, (s) > limsupL,,(sx) > n,
k — oo

7)

donde sai que s € (S7)°. Isto significa que (S7,)” é fechado, ou seja, Sy, é aberto em S.
(d) Afirmagcéo 2: O conjunto Sy, é denso em S.

Fixemos s(.) € Se 0 < e < 1. Para provar esta afirmago construiremos s(.) € Sy, tal
que [s(a)(x) — E(a)(a:)‘ < ¢ para todos os a € dom (g**) e = € €.

(d;) Da definicdo de S sabe-se que existem ]\N4 > (0 e conjuntos de medida nula 5 1, 5 9
tais que
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a+ Vis(a)(z) €V, (4.4)
V a€eVy,,VaeQ\Zy;

~ ~

|s(a)(z) — s(a’)(z))] < ]\Nf(]a—a’| + |x—x’\)
Va,ad €V, Vx,r €

V5(a)(z) — V3(a)(a)] < M(ya Y x'\) (4.5)
sempre que a,a’ pertencem a alguma bola contida em V\gl e x,x’ pertencem a alguma

bola contida em 2\ Z5.

Consideremos a; € Vm\fl e x € 9\52. Por (4.4), pelo teorema de Caratheodory
(24.3) e pelas propriedades de I(.,V,,), € possivel encontrar pontos
w’(aj, xy), ..., w"(aj,zr) € V,, — a; tais que

V s(a;)(z;,) € int conv {w'(aj, zy), ..., w" (aj, zx) }, (4.6)

174 n

la; +w'(aj,z), V) < ————, i=0,1,...,n. (4.7)
(o0 Vo) < e

Devido a semi-continuidade superior de (., V,,,), por (4.4) e pelas desigualdades (4.5)
e (4.7), é possivel escolher 0 < é(aj,x;) <e tal que, para qualquer a com

la —a;] < 6(a;,zy), para qualquer x com |z — x| < 6(aj,x;), temos a € V,,\Z,
reWN\Zye

w'(aj, 1) + Vs(a)(x) — Vs(a))(xg) € Vi — a, (4.8)

1w (aj, 1) + a + V3(a)(x) — V5(a)(@r), Vi) < W . 4.9

1=20,1,...,n. Defina-se agora o conjunto
I'(aj, 1) == conv {wi(aj,a:k) — Vs(a;)(zg) 14 =0,1,... ,n}
e seja I'*(a;, z;) 0 seu polar. Por (4.6) temos que 0 € intI'(a;, ;). Entdo, por 2.4.4.,

I'(aj, 1) e I'*(a;, 1) sd0 conjuntos limitados e contém a origem no seu interior.
Seja @,, 0 cubo

Qu={p=1,...,pn) ER": —1<p; <1, Vi=1,...,n}.
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Escolha-se pla;, xy), com 0 < plaj,x) < 6(aj, zk), tal que

aj+ plaj, 2)Qn C Vo \Z1; xi, + plaj, )™ (aj, ) C Q\Z, e considere-se a familia
de conjuntos compactos

M i={(a;+pQu) X (ax + oI (aj,71)) - aj € Vo \ 2y,
Ty € Q\EQ, p racional com 0 < p < p(aj,a:k)} :

~

(dy) A familia M constitui uma cobertura de Vitali do aberto (V,,\Z;) x (9\52):

Sendo Rj. == (a; + pQn) X (zx + pI',), com Iy =T"(a;, ) e p racional com
0<p<plajz), temos: @) (aj,x;) € Rjp; b) ir))f 1(Rj;) =0; c) Existe uma
constante 7(a;,x;) > 0 tal que, para cada par (j,k), € possivel encontrar uma bola

. PR k)
(aj, zi) + &(aj, zx, p) By, que contém R j,, com “((aﬁ“)%(é’;xk,p)fgﬂ

) Z T(CLj,IL‘k).

Antes de mostrar a alinea c) (as alineas a) e b) sdo 6bvias!), mostre-se que 0s conjuntos da

forma a; + pQ,, coma; € V,,\Z; e p racional com 0 < p < p(a;, z}), Sd0 cobertura de
Vitali de V},,. De facto, temos que, para cada j, a; € a; + pQ,, e inf{x(a; + pQ,)} = 0;
fazendo (¢ = \/ﬁ temos @, C ¢(B, e portanto, a;+ pQ, C a; + p.(B,; para além
disso, temos que B,, C Q,,, pelo que

M(aj+pQ7L) M(aj+pBTL) . 1

wla; + p.CBy) wla;+ p.CBy) = \/ﬁ > 0.

Como consequéncia disto e do facto de os conjuntos da forma z; + pI';, ser uma
cobertura de Vitali de 2 (demonstragéo do Teorema 3.2.1.), temos

Rj. C (aj,xy) + €(aj, xy, p)Bay,
com
e(aj, zp, p) = Inf {R > 0: (a;+ pQn) x (4 + pT'y) C (aj, 1) + BBy}
=p.inf{R>0:Q, % I C RBs,}

fian (Rir) o #lag+ pQn)-pular + pI)
,UJQn((aja J;k) + S(ij, L, p)BQTL) o ,u(a'j + pCBn),u(wk + 5($k7 p>Bn>

> r(aj, ;) > 0.
Tem-se entdo que, pelo Teorema de Vitali, existem conjuntos disjuntos

Py = (a; + pjp@n) % (x + pjkl“j-k), com (7, k) pertencentes a um subconjunto finito A
de N xNeO0 < pjy < plaj,zx), 'y, =" (ay, ), tal que
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o (Ve x O\ Pa) < (4.10)

_n
(j,k)eA 3Dy,

Aqui, s, representa a medida de Lebesgue em R?", e a constante D,, > 0 vem da

propriedade (I,) da fungdo I(.,V ,,). Facamos p, := (j,;rSiE N - P o= U(MEA int Py,
e wé-k = w'(aj,zr), (j,k) €A, i=0,1,...,n

Recorrendo ao lema 3.1.1., para cada par (j,k) € A, existird um conjunto fechado de
medida nula Z; e uma funcéo lipschitziana ) : R" — [—1;0] tal que ¢ (y) =0

Vy & T e Vi (y) € {wgk — Vis(a;)(zy) :i=0,1,... ,n}paray € 5\ Z -

Facamos agora

Zy = ZlUU (aj + px0Qn) ; Z2 = 25U xk+p]kZ]k)
(jk)eA Gik)e

De notar que Z 1€ Z » a0 conjuntos fechados de medida nula.
Escolha-se 7 > 0 de modo a satisfazer a condicdo

2 mlex@uei =) < o @11)

e seja ¢ : R" — [0; 1] uma funcdo seccionalmente afim com constante de Lipschitz L tal
que p(a) =0Vag¢ Q,epla)=1Vae(l-1)Q,.

(d3) Defina-se agora a funcéo

s(a)(z) = s(a

)¢]k (a:p—jkxk),

com a € R", z € Q. Em primeiro lugar tem-se que s(a)(.) € Co(Q) pois é uma soma
finita de funcGes continuas que assumem o valor 0 em 0f).

Note-se que 90( )% (, u) # 0 apenas se a € a; + pQn € = € z + pply;

(j.k)eA

neste caso
s(a)(z) — ‘ ijEApgw( )W (w p_j:c"' ) ‘ _
(o (B2
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r — T}

< pufva ()| < plagm) < (4.12)

Pk

Definindo M = ]\N4 + %(1 + d'a";#) tem-se que

< ‘E(a)(az) —s(a’)(2")| + ‘90( )Pyk%k( P ) B So(ap,,i/)%’k’%’k’( P_/:k,)‘ =

< ‘E(a)(a:) — s(a") (@) + pj lbjk(x_.“)HSO(ap_ij) - @(ap;zﬂ) +
(T Mlesvon (52) = o (52| <

a—a; o — a—ay a—ay
+pyk‘§0( kaJ) _SO( Pik ) +(’0( Py ) _(’0( pj’k’J)‘ +

< [i(a)(@) = 3@

‘pyk'@b‘yk( Djk ) - p]k¢]k‘( Dik ) + p]/k"rlvbj’k’ (p—;,) _ p]’k’d{;’k’ (ﬂp;zlk/)‘ S

<M=l tlo =af) ole(52) — (552 [+

a—ay
+pyk‘so( o ) —90( T )‘ +pjk‘¢jk( = ) Vi ( k)‘ N
+p]/k/‘¢j/k1( :p,k, ) ¢j/k1(7pj/:lk/)‘ S

~—

5 1
P 2o — /| + 2diam (V,,) |z — 2| <

~ 1
<M(la—d|+|z—2'|)+ =|la—d|+
T pj/k/T

~ 2 .
< M(la—d|+ |z —2'|) + =|a —d'| + 2diam (V,,,)|z — 2| <
T

gM(|a—a’]+]:B—x’|),

supondo, sem perda de generalidade, que pj < pj, Ya,a’ € V,,, Va,2' € Q; deste
modo, podemos dizer que é verificada a propriedade (4.2). Em particular, s(.) é continua
e, por (4.12), s(.) € Cy(dom (g**),Co ().

O gradiente de s(a)(.) é dado por

Vs(a)(z) = Vs(a)(@) + Y o= ) Ve (=),

(j,k)EA Pik Pik

Seja acV e x€O\Z, Se (a,2) ¢ P, entdo Vs(a)(z) = Vs(a)(z) (pois

go(ap_j:j) = 0) e, por hipétese, a + Vs(a)(z) = a + V5(a)(z) € int F(a); caso contrario,
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existira um dnico (j,k)eA e i€{0,1,...,n} tal que ‘Lp_j:f cintQ,,
quzk €Ty, = {z € % 0 Vb (2) = wé-k - Vg(aj)(:ck)} e
~ ~ a— a;
Vs(a)(@) = V5(a)(@) + o () (wh, — Vi(a,)(z1)). (4.13)

Pjk

Entdo, por (4.4) e (4.8) temos que a+ Vs(a)(z)=A(w) +a+ Vs(a)(z)
— Vs(ay)(w)) + (1= A)(a + Vs(a)(z)) € Vu, onde A= (") €[0;1], ficando
(4.1) provado para s(.).

Seja agora (a,z) € P e suponha-se que a, a’ pertence a uma bola contida em Vm\il,

/

x, « pertence a uma bola contida em 9\22 Se (j,k)e A é tal que
( ) Vi (’ “) £0  entdo ﬂ €intQ,, % eTy, para algum
i ={0,1,...,n}, e portanto 9 e int Qn, z ”f el e por este motivo,

!
a—aj

Vs(a')(z') = Vs(a')(x') + S0( Pk

) (wjk Vs(aj)(:ck))
Por (4.5) e (4.13) tem-se que
Vs(a)(z) — Vs(a')(2)| < |[Vs(a)(z) — Vs(a)(x)| +

. - a—a; a — a;
+ iy, = V() (@)l () - o(——)]| <
Pk Pk

() (5] <
Pk Pk

o —d| <

< ]\N4(|a—a’]+]:c—x’|) + diam (V},,)

diam (V;,,)

TpPo

IN

M(la—d|+ |z —2'|) +

gM(|a—a’]+]:B—w’|),

obtendo-se para s(.) a desigualdade em (4.3). Provou-se assim que s(.) € S e, por (4.12),
que ||5(a) — 5(a)|« < € paratodo 0 a € dom (g**).

(d4) Resta apenas provar a desigualdade £(s) < 7. Denotemos por

P = U j{k7 = {(a m) € ij a € a; + pjk( )Qn}
(,k)EA

com (j, k) € A. Usando a definicdo de 7 (ver (4.11)), tem-se que
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‘k)eA
- Z :UJQn gk\ (kaQn\p]k(l - T)Qn) (xk + pjk‘rj‘k) <
(j.k)eA (j,k)eA

n _.n
<H)3@)D, ~ 3D, (*-14)

Para além disto, para quase todos 0s (a,x) € P’ e algum (j,k) € A, i € {0,...,n},
temos que Vs(a)(z) = Vs(a)(z) + wé-k — Vs(a;)(z},). Esta igualdade decorre de (4.13)
bem como do facto de, sendo (a,z) € P, “p_j:f € (1 — 7)Q,,; da defini¢do de ,, vem que

go(“_“f) = 1. Por (4.9) temos que

Pijk

l(a + V5(a) (), V) < W (4.15)

As desigualdades (4.15), (4.14) e (4.10) implicam

5) = /V m /Q la + V3(a)(@), V) doda =

= /?}(a + Vs(a)(z),V,,)dxda + //P\Pll(a + Vs(a)(z),V,,)dzda +
l(a + Vs(a)(z),V,)drda <
V%)

U +D,, U <n.

P Dm P
HP) =+ Dy =4 Dy

= :m(mu(vm)

Deste modo, s € Sy, ficando provada a afirmacéo em (c).

(&) Como S é um espago métrico completo ndo vazio e, para quaisquer 1 > 0,
m=1,2,..., 0 conjunto S, é aberto e denso em S, pelo teorema de Baire, temos que a

interseccdo contavel Sy := (.°_;( iy +/% & um subconjunto denso de .
Considere-se s(.) € Sy qualquer. Entdo, s : dom (¢**) — C(Q2) é uma funcdo continua
tal que s(a) =0Va ¢V, s(a)(z) =0Va € V,x € 9€2; para todos 0s a € V e quase

todos o0s = € (2 existe o gradiente Vs(a)(z) que satisfaz a + Vs(a)(z) € ﬁ(a). Tem-se
também, para todosos m = 1,2,..., que

L, = /Vm/Ql(a + Vs(a)(z),V,,)dzda = 0.
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Esta igualdade vai implicar que I(a + Vs(a)(z), V) = 0, ou seja, a + Vs(a)(x) € extr
V ., para quase todos os z € €2 e quase todos 0s a € V,,,

(f) Defina-se, por fim, a fungdo o(a)(z) := (a, x) + s(a)(z). Pretende mostrar-se que
o : dom(g**) — C(Q) satisfaz (i) e (ii).
Em primeiro lugar, pela desigualdade de Jensen, pelo facto de C;°(€2) ser denso em

W, (€2) e pelo teorema da divergéncia, tem-se que
min {/Qg**(Vu(a:))das cu() = (a,.) +ul.), u(.) € WOM(Q)} = ¢ (a).u(Q).

De facto,
1

7 (= INOOE & [ (vutnas

& g**(ﬁ(/@g(ﬂ(w),@dw—i—/Qadx)) < ﬁ/@g**(Vu(w))dm

& g(a) < —— /Q g (Vu(e))dz

& Q.97 (@) < /Q g (Vu(z))dz.

Deste modo, se a ¢ V, entdo o(a)(x) = (a,z) é solucdo do problema convexificado.
Caso contrario, a € V,,, para algjum m = 1,2,..., e Vo(a)(x) € V,, para quase todos 0s
x € . Como V,, é a projeccdo em R" de uma face ndo vertical relativamente aberta,
W,,, de epi(g*), existe um hiperplano H, que contém W,,, e separa W,, de epi(g**), que
se pode escrever na forma H = {(w,r) € R" x R : r = (o, w) + 3}, com «, 5 € R (ver
cap. 2). Em particular, teremos ¢** (Vo (a)(x)) = (o, Vo(a)(x)) + (3 para quase todos 0s
x € . Por isso, usando novamente o teorema da divergencia

/Qg**(VU(a)(w))dw = (o, /Q(a + Vs(a)(z))dz) + Bu(Q) =
= ({a, a) + B)u(?) = g™ (a)u(Q2) . (4.16)

A igualdade (4.16) significa que o(a)(.) é solu¢do do problema convexificado.

Finalmente, vamos ter que Vo(a)(z) € extrﬁ(a) e portanto, para quase todos o0s
x € Q,9(Vo(a)(x)) = g*(Vo(a)(x)). Deste modo, por (4.16), temos

/ §(Vo(a)(x))dz =
Q
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— min {/Qg**(Vu(ac))da: cu() = (a,.) +a(.), u(.) € Wol’l(Q)} <
< inf{/Qg(Vu(x))dx cu() = (a,.) +ul.), u(.) € Wol’l(Q)} =

— min {/Qg(Vu(x))dac () = (a,) + a0, a0 € W@,

e assim, o(a)(.) é uma solugdo do problema original. O teorema fica assim provado.
O

4.2.2. Observagdo: Tal como fizemos no teorema anterior, designemos 0 conjunto de
todos os a € dom(g**) tais que ¢g**(.) € afim numa vizinhanga de a por V. Seja o(.)
construida como no teorema. Represente-se por R(c) 0 conjunto de a € V' tais que
o(a)(.) é solugéo de (P,). Entdo, R (o) é uma interseccdo contavel de abertos, densa em
V.

De facto, definindo RE (o) := {a €V}, : Lyy(0(a)) < 1}, R*(0) == U, RE (o),
k,m € N, temos, por argumentos semelhantes aos utilizados em (c) e (d) da
demonstracdo anterior, que RF (o) e RF(o) sdo conjuntos abertos e densos,
respectivamente, em V,,, e V. Também por argumentos semelhentes aos usados em (e) e
(f) da demonstragéo anterior, podemos estabelecer a igualdade R (o) = 5, R*(o); logo
temos que R (o) € uma intersec¢do contavel de abertos, densaem V.
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5. Uma seleccao lipschitziana do conjunto
de minimizantes de um funcional nao
convexo do gradiente

No capitulo anterior, demonstrou-se, recorrendo ao Teorema de Vitali e a0 Teorema
de Baire, a existéncia de uma fungdo continua o : domg** — C(Q) tal que o(a)(.) é
solugdo para o problema de minimizagdo (P,) para quase todos 0S a para 0s quais essa
solugdo existe, sendo também solucdo do problema convexificado (P;*) para todos os a.
O objectivo deste capitulo € apresentar um melhoramento deste resultado. Assim, vamos
construir explicitamente uma funcdo s:domg** — C(Q) que seja lipschitziana e que
minimize o funcional do problema (P,) para todos 0s a para 0s quais 0 minimo exista.

Comecaremos por apresentar alguns conceitos de base e construgdes necessarias a

demonstracdo do teorema de selecgéo.

5.1. Nocdes preliminares e resultados auxiliares

5.1.1. Como ja foi definido em capitulos anteriores, denotamos por B,, a bola unitéria
fechada em R" {xeR":|z|<1} e por @, O cubo fechado em R"
{r eR":|z;| < 1,Vi=1,...,n}.

5.1.2. Sendo A,B C R"™ conjuntos compactos ndo vazios, define-se distancia de
Hausdorff entre A e B como sendo

D(A, B) = max { sup d(a, B), sup d(b, A)}.

acA beB
Esta distancia entre conjuntos verifica algumas propriedades, entre elas:
a) D(A,C) <D(A,B)+9(B,0);
b) ©(A, B) = 0se esomente se A = B;
¢) d(y,B) < |y —z|+d(z,A) + D(A, B).

([Aubin-Cellina], p. 65, 66)
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51.3. Seja C C R" e x € R". A projec¢do de x sobre o conjunto C' define-se como
sendo o conjunto
m(z,C)={y € C: |z —y|=d(z,C)}.

Se o conjunto C for convexo e fechado entdo 7(x, C') consiste num Unico ponto, isto &,
existe um Gnico ponto em C' que estd mais proximo de x ([Bushenkov-Smirnov], p. 17).

5.1.4. Dado um conjunto V' C R", uma multifuncdo F' : V' — R™ é uma correspondencia
que a cada ponto v € V associa um subconjunto F'(v) de R". Uma multifuncdo F' é
Hausdorff-semicontinua inferiormente (H-s.c.i.) se, para quaisquer v € V e ¢ > 0, vai
existir 6 > 0 talque v/ € (v+ 6B,) NV = F(v) C F(V') + eB,.Uma multifuncdo F é
Hausdorff-semicontinua superiormente (H-s.c.s.) se, para quaisquer v € V' e ¢ > 0, vai
existir 6 >0 tal que v € (v+6B,)NV = F(W')C F(v)+¢eB,. F serd& uma
multifuncdo Hausdorff-continua se for simultaneamente H-s.c.i. e H-s.c.s.. Para
multifungdes com valores compactos ndo vazios em R”, a Hausdorff-continuidade é
equivalente a continuidade relativamente a distancia de Hausdorff. De facto,
Fw) c F(V')+eB, e F(v') C F(v)+ B, é equivalente a sup,cr(,)d(z, F(v')) <ce
SUpyer)d(z’, F(v)) < €, 0 que por sua vez é equivalente a ter D (F'(v), F(v')) < e.

5.15. Lema: Se F': V — R™ é uma multifuncdo com valores compactos convexos ndo
vazios, continua relativamente a distdncia de Hausdorff, entdo v+— R"\F(v) é
Hausdorff-continua.

Demonstracao:

Pretende provar-se que, se ' : V' — R" é tal que

VoeV,Ve>0,36>0:v' € (v+6B,)NV = D(F(v),F(v)) <e
entdo

R™\F(v)) C R"\F(v) + B,
R™\ F(v) C R\\F(v) + £B,.

Deste modo, simplificando a notacdo, prove-se que sendo Ae B conjuntos compactos
convexos ndo vazios, D (A, B) <e = B C A° + an e A° C B+ an

Ora,

D(A,B) <e=supd(a,B)<e=AC B+¢eB,
acA
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= (B + gén)“' C A° *)

Para além disso,
D(A,B) <e= B° C (B + an) 4 eB,. (**)

De facto, suponhamos, em primeiro lugar, que =z € B e x ¢ B+¢B,. Entéo,
T € (B + an) ', 0 que implica que = € (B + 5Bn) +eB,.

Suponhamos agora que x € B°e z € B+¢B,,. Sejamy = w(x,B) e z € (B + 5Bn) /
talque z = \y + (1 — \)z, com A\ € (0,1). Ento,

d(z,2) =z —z|=| Ay +2z— Az —z| = Ay — z|.

Deste modo,
d(w, (B+eB,) ) = inf |o—2|=
zE(B—&-aBn)C
= inf  Ay—=z2|=
zE(B—&-aBn)C
=l <e¢g,

uma vez que A < 1. Temos assim que d(x, (B-i—»an)c) <&, 0 que implica que

T € (B + an) s eB,,.

Por (*) e (**), temos entdo que B¢ C A® + B,,. De modo semelhante,

D(A,B) <e=supd(b,A) ;
beB

raciocinando de forma analoga chegamos a conclusao que

A° C B+ ¢eB,,.
(|

5.1.6. Lema: Seja V C R" conexo e seja F': V — R" uma multifuncdo tal que tanto
v— F(v) como o~ R"\F(v) s80 Hausdorff-continuas. Suponha-se que
x € F(v)\F(vq) paraalguns vy, v, € V. Entdo x pertence a 9F (v), para algumv € V.
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Demonstracao:

Suponhamos que = ¢ JF (vy) U OF (vy). Suponhamos que ndo existe nenhum v tal que
x € OF (v). Consideremos agora 0s conjuntos ndo vazios V, .= {v € V : z € int F(v)} e
W, ={veV:x¢ F(v)}. Como um conjunto conexo ndo pode escrever-se COMO
unido de dois conjuntos abertos ndo vazios, obteremos um absurdo se for provado que
tanto V,, como W, sdo abertosem V.

Prove-se entdo que V, é aberto. Seja v € V,; entdo x € int F'(v). Considere-se o

conjunto E(v) .= R"\F(v). Deste modo, 5:=W>0 e pela Hausdorff-

continuidade de E(.), existe 6 > 0 tal que v/ € (v+ 6B,)NV = E(¥) C E(v) + eBy;
daqui resulta que d(z, E(v')) > d(x, E(v) + eB,) = d(z, E(v)) — & = &. Assim,

v ew+6B,)NV =d(x, E(V)) > ¢
=z e R"\EW) =IintF(v)
=1 eV,
donde se conclui que (v+ 6B,,) NV C V,. Logo, V,, ¢ aberto.
Para provar que W, é aberto, o raciocinio é perfeitamente analogo; em vez de usarmos
E(v), usamos F'(v).
Temos assim V =V, UW,, com V, e W, abertos, o que é absurdo, pois V' é um

conjunto conexo.
O

5.1.7. Consideremos um qualguer conjunto convexo limitado V' C R" e a € V. De forma
semelhante ao que foi feito na demonstracdo do Teorema 3.2.1., defina-se

Cla) =V —a; C*(a) = (C(a))";

r(a) =sup{r >0:7B, C C(a)};

R(a) :=inf{R >0:C(a) C RB,}.

Tem-se, entéo, que 0 < r(a) < R(a) < + oo e que

sup{s>0:sB, C C*(a)} =

R(a)’

inf{S >0:C*(a) C SB,} = %

Destas igualdades decorrem as inclusdes %Bn C r(a)C*(a) C By,a € V.
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5.1.8. Lema: Para quaisquer aq,as € V', temos que

Demonstracao:

(@) Visto que - ¢é a maior distancia dos de C*(v) a origem, supondo sem perda de

r(a)

generalidade que r(a,) > r(ay), temos que

1 1

+D(C%(a1), C7(az)) (*)

<D(C(a1),C" (a2))

1 1

() ey @) — (@)l < D(C" (@), € (a2)),

=

ficando assim provada a desigualdade da esquerda.
(Justificacdo da desigualdade (*):

Temos que, Va'e€ C*(a;),Va" € C*(az), d(0,a") < d(0,a') + d(a',a"). Fixemos
g > 0 qualquer; seja a' tal que

d(a',a") < inf{d(a',a") : a" € C*(as)} + & =d(a',C*(az)) + ¢.
Entdo
d(0,a") < d(0,a") +d(a',C*(az)) + €

= d(0,a") <d(0,a")+ sup d(a',C*(az))+e€
(L'EC*(GL)

= d(0,a") <d(0,a") + D(C*(a1),C*(az)) + €

<

r(az) ~ r(ar) +D(C"(a1), C"(a2)) +&.

Como ¢ > 0 é arbitrariamente pequeno, temos entdo a desigualdade pretendida.)

(b) Para provar a desigualdade da _direita suponhamos, em primeiro lugar, que 0 € V.
Entdo, por 2.4.16., temosque V** =V e
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V—a:ﬂ{x—aEWL:(b,x)gl}
beV'*

:ﬂ{yER”;<%,y>§1},a€v.

beV*

De facto, verifica-se a segunda igualdade fazendo y:=x —a € notando que
1—(bya) >0Vbe V* umavezquea € V e VV é aberto. Deste modo,

Cla) = {ﬁ}

beV*

Como {v}* =[0,v] = { v: A€ 0,1]} (ver 2.4.16), temos que
D ({v }*, {v2}*) < |vy — vy|. Por [Rockafellar] (p. 150, Corolario 16.5.2), a igualdade

(5] =eom (1)

verifica-se para qualquer familia {S,} de conjuntos convexos fechados que contenham a
origem. Por este motivo,

oo U= ) )

e iy = sup {Jz] :2 € C*(@)} = sup {1

T@Zbev*}.

Usando estas propriedades e o facto de se ter ©(conv A,conv B) < (A, B), temos

o . 0w <2 U 07— ] U o 7))

beV* beV*

b b
< — . *
—”%M—wm>1—@@ﬂbgv}

0] [b] "
< : —
_Sup{1—<b,a1>1—<b,a2> beVT flar —aal

1 1

la; —as| Vaj,ay €V.



O caso geral pode ser facilmente reduzido a este, considerando o conjunto V' — v em
lugar de V', onde v € um ponto arbitrario de V.
O

5.1.9. Considere-se um conjunto aberto limitado 2 C R"™. Seja Z" o conjunto de todos 0s
pontos em R™ com coordenadas inteiras. Para cada a € R", defina-se

Dy(a) = R™\Q,

- 1 n
pg(a) = mln{ﬁ’d(Qk’Dk( )>}7 a €l )

AR(a) = o + pf(a)r(a)C"(a), a €7,

2k

Ai(a) = (@),

aEZn
Dk+1(a) = Dk(a) U Ak(a), k= 0, 1,2,....

Os conjuntos A% (a) sdo fechados convexos (pois C*(a) e fechado convexo), e 0s seus
interiores (possivelmente vazios) séo subconjuntos de €2, disjuntos dois a dois:

(@) int A(a) C Q, € Z", k=0,1,2,....

De facto, atendendo a que Dy(a)D Dr_1(a)D---D Dy(a), temos que
pi(a) <d(&,Dy(a)) <d(&,R"\Q). Por esta razdo e pelas inclusdes em 5.1.7., vem
que

int A = int(

5+ i @r(@)C (@) ©

Cint(2k+ pr(a )B)c

Cint(2k+d(2k,R”\Q) ) Q.

(b) int A7 (a)Nint A (a) =0, a# B k=012...
Como pf(a) < &+, pi(a) < 54+ € r(a)C*(a) C B,, temos que

3 B 1
B7LEA()C2—k+2k+1

« Q
Ak(a) C 2_ + 2k+1
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Deste modo, prove-se que int (& + =B, ) Nint (ﬁ + z+7B,) = 0. Suponhamos que

3

existeuma:talque‘x—% < ;ﬁe‘x—y

< 7. Entéo,

o Bl |a syt ot 1
ok ~ ok | SoF T T T on| < gkt T gk T 9
Logo, sera
1 Bl _ 1
e P e
que implica
o — B < 1,

0 que é absurdo, pois sendo «, 3 € Z", teremos sempre |a — (| > 1.

(c) intAg(a) N | JintA(a) =0, j # k inteiros ndo negativos, com 7é =
3

Suponhamos, sem perda de generalidade que j+ 1 < k. Suponhamos também que
existe um z tal que xe€intAj(a)nlJ;int Af(a). Por se verificar
Dy(a) D Dy_1(a) D -+ D Dy(a) e Uy int A7 (a) C Djyy(a),

v - 5| < pfila) <d( 5 Dil@)) <
<d(%.Dji(@) < |o - 57|

0 que é absurdo.
O

Para além disto, também os conjuntos Ay, (a) sdo fechados; uma vez que €2 é um conjunto

limitado, védo existir v € Z™ N2 em ndmero finito, o que faz com que Aj(a) seja, de
facto, uma unido finita de conjuntos fechados néo vazios.

5.1.10. Lema: Sejam o € Z" e k € N tais que 0 cubo & + 54+ Q,, C . Entdo,

(G @) o) = (i) (5 + )

J=0

para qualquer a € V.

58



Demonstracao:

(a) Consideremos em primeiro lugar o caso em que

le' 1 )
d(?aAj(a)) > pYeey vjie{0,1,...,k—1}.

que temos Dy(a)= Dy(a)U Ag(a)UAi(a)U... UA; 1(a), com (ver 5.109.)
Dy(a) N Ag(a) N Ay(a)N... N Ap_1(a) =0,

Como por hipétese & + 52+ Q, C ©, entdo d(&, Dy(a)) > 54+ > z52. Também, visto

d(%,Dk(a)) — min {d(%S) . S € {Dy(a), Ag(a), A (a), .. ,Ak_l(a)}} >

S 1
Z i
Destas considerag@es, resulta que 7 < p{(a) < 3 €, consequentemente,

r(a)
R(a)

o,

_na) @
9k T 2k2R(q)

2k

B, C =+ pji(a) B, C A{(a) C

6 1

o o]
C 7+ Pz (a)Bn C + %TQTL

ok ok

e r(a)

i (5 + 3 @) NUA@) 2 0(45(@) 2 (55 + g B) =

o r(a)
> R T ., < =
- ’UJ(Qk + 2nk+2R(a) B”)

- 21k“(% 47;((2) B”) -

_|_

(b) Suponha-se agora que

o 1 )
d(?,Aj(a)) < oyt para algum j € {0,1,...,k — 1}.

Seja j 0 menor desses indices. Entdo, vai existir 5 € Z" tal que



A5 A7) < 5o

(b;) Consideremos o0 caso em que Devido a forma como j foi escolhido,

2k:21
I3 1 . . .
d(g,Ai(a))zw,VZG{Oala"'aj_l}’

recorrendo a um argumento identico ao utilizado na alinea anterior, temos que
)
p;(a) > 5. Logo,

u((% Q)N L_JAz-(a)> >

+ 57 @n) N A?(a)) >

e 1 e r(a)
- 4 - 4L\ >
3 @) 0 (5 + 22 R(a) B")> =

5+ anm ) = (%) (Rp) o =

|
=

1 /1\" [/ r(a)\"
= — B?L =
() i
_ r(a)
= (5 + 77 @) 1 (307 B)
(bs) Resta considerar o caso em que d(ik ) 2,}% para algum (€ Z" e
j€{0,1,...,k— 1}, com 5 é’;.

Neste  caso, vai  existir ye(%-i—#Bn)mAf(a) e, visto que

é_”);_ % — %|2k—]ﬁ a/’ > Qk, temos
Bl _|a B |a L L3
Y7oi| =2k T 2| |2k Y| = or T o T o

60



com \ = #‘% Devido a convexidade de Af (a), que
27

E”

Facamos z == (1 — Ay + A2, ]
contém tanto y como a bola & + pf (a) ;((‘;)) B,, temos que z + Apf (a) ]"3((‘;)) B, C Af (a) :

Pretende-se mostrar que se |u — z| < Apf (a);'z(((;)) entdo u € Af (a). Ora,

soorl@) B u—z B|_ 5 (@)
— 2 < \o = - = :
g 5, \r(a) u—z
= _ < — =
= 5 v p](a)R(a),comv \ +2j,
B s, rla) 3
= V€ o+ (a)R(a)Bn C Aj(a).
Resta agora mostrar que v = (1 — A\)y + Av. De facto,
_ B _
(1I-=Ny+ = (1—)\)y+u—z+)\2j =
g\ B

:(1—)\)y+u—(1—)\)y—)\§+)\§:u.

Devido ao facto de se ter v,y € Af(a) e Af(a) ser convexo, entdo u € Af(a).

Tendo em conta que

3
»‘g ]_ p] (a‘) ]-
AP (a) = ok+3 ‘ 5| = 9k+3’
Y

pois ‘y - g—(’; < pf(a) (umavez que y € Af(a) C g + pf-(a)Bn), entéo
1 r(a) 5, (@) 8
B, ’ B, C A (a). 5.1
z+ 243 R(a) z+ Ap; (a)R(a) C A (a) (5.1)

Para além disso,

g gl 1 1 gl 1
S S AT T e e e
Y=o
e
o 1
_2_k‘§2k+2’

umavez que y € & + 5 B,,. Assim,
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1 1 3

S 9k+3 + ok+2 ~ 9k+3"

(0%
ok

= o

_Iz—y!—i-‘

Consideremos u tal que |u — z| < . Entdo,

< Q 1 3 1
u—2—k |u—z[+z—2—k = 9kt3 ' 9k+t3  Qk+l’
0 que implica que
1 7r(a) 1 o 1 o' 1
Z+ﬁmBnC +2k+3B Cﬁ‘i‘ﬁBnC?ﬁ‘%Qn-

Por (5.1) e (5.2), bem como por estas Ultimas consideracfes, vem que

1 7r(a) o 1 3
WmBn C (27 + %Qn) N Aj(a)

0 que vai implicar que

|
(G o) o+ 10 40)

2 (4 g iy ) -
- (2k+3R > - %'“(8%2) B”> =
(3

> (5 + 2k+1 )“(87;2)&)'

5.1.11. Lema: Para cada a € V, temos que

u(gm(a)) — u(©).
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Demonstracao:

Facamos A := M(UzioAk(a)) = supku(Uﬁf:OAj(a)). Suponhamos que A < u(£2).
Entdo, pela definicdo de supremo, para qualquer ¢ > 0 é possivel encontrar k(¢) € N tal

que
k(e)

M(UAj(a)) >\ —e.
=0

Para além disto, como os conjuntos A;(a) sdo fechados, vai existir k'(c) > k() de tal
modo que

i ( (Q\gAj(a)> \QW) (a)) <s

onde Qj(-)(a) designa a unido de todos os cubos fechados do tipo = + i @

a € Z" que estdo contidos em Q\U?fo) Aj(a).
Aplicando o lema anterior a cada um destes cubos e fazendo a sua unido, temos que

K (&)
M(Qkf(a)(a) N (;L—J()Aj(a))) > “(87;((1()1) Bn> -M(Qk’(a))

> M(;}g‘(ﬁ) Bn> (ul@) -2 —¢),

uma vez que p( Q) + € > M(Q\U?L%)Aj(a)) > 1(£2) — \. Deste modo,

K'(e) k(e) K (e)
u< UA;-(a)) > u( UAJ(a)) + u<Qk/<g><a> n ( UA](a)))
=0 7=0 J=0

> >\—5+u(87;g((1()1)Bn>.(u(Q)—)\—5) >\

para ¢ > 0 suficientemente pequeno, o que contradiz a definicdo de \. Entdo, terd de ser
A= pu(€2).

O
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5.2. O teorema de seleccéao

5.2.1. Teorema: Seja €2 um subconjunto aberto limitado de R” e seja g : R” — R uma
funcdo semi-continua inferiormente que satisfaz a condi¢cdo de crescimento (C) (ver

3.3.2.). Ento, existe uma fungdo continua s : R" — C(£2) que satisfaz a condi¢éo de
Lipschitz

Is(a)() = @)l < ( maxlel +3) o:  aal Va 0z € RO

e tal que

(i) s(a)(.) € um minimizante do problema (P,) para todo o a para o qual existe uma
solucéo;

(i) s(a)(.) € um minimizante do problema convexificado (P;;*), para todos os a.

Demonstracao:

Definimos explicitamente a funcdo s(a)(.) como sendo s(a)(.):= (a,x), se
a¢ Up_Vin e

(@0 = () + Y P o) (5 (5 - 55.0@) - rl@pita)

keN aezZnr

o0

se a el _, Vi onde V,, (com m € N) representa o interior da projeccdo da face n-
dimensional m do epigrafico de g** e x40()(.) € a funcdo caracteristica de Aj(a)
(Xag(a)(x) =1 se z € A¥(a) € Xap()(x) =0 se = ¢ A (a)). Para 0 caso em que
a € JY_1 Vi, C(a) designa o conjunto Vin(a) — @, onde m(a) € o Unico dos indices tal
que a € Viy(q). Se z € 0Ajf (a) entdo x — 5 € pf(a)r(a)0C*(a), donde decorre que

6" (2 - 57, C(@) = p(a)r(a)

e portanto s(a)(z) = (a,x). Aproximando s(a)(.) pelas somas parciais, temos que
s(a)(.) — {(a,.) € uma fungdo lipschitziana pertencente a Wol’l(Q), para todo 0 a € R™:
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Facamos S(®) = D1 D nezn XA (a) (:13)(6* (30 — 3% (a)) - r(a)pg(a)). Se
z,y € A (a), entdo

«

|Sn(33) - Sn(y)| - - ?7

o (x - C’(a)) — 0" (y

ok C(a))‘ —

(0% (0%
< Lo gr —v+ | = Lle—ol,

com L =max{L,, :V,, —a C L,,B,}. No caso de ser x € A%(a) e y € Af(a), vao

existir 2’ € 0AY(a)ey € 8Af(a) tais que z’, ¢y’ € [x,y], e portanto

1Sn(z) — Su(y)| < |Su(x) — Sn(x,)’ + |Sn($,) - Sn(y,)l + ‘Sn(y,> - Sn(y)‘
< Llz —2'|+ Ly —y| < Llz — yl.

(a) Como vimos em capitulos anteriores, decorrendo da desigualdade de Jensen e do
teorema da divergéncia, temos que

min {/Qg**(Vu(a:))da: cu(.) € (a,.) + WOM(Q)} = g™ (a)u(Q). (5.3)

Deste modo, (a,.) ¢ um minimizante do funcional convexificado. Por esse motivo, s(a)(.)
é uma solucéo de (P*) sempre que a ¢ |J.°_,V,, e é uma solucdo do problema original

(P.) se gla) = g* (a).

(b)  Suponhamos agora que a€V,, para algum m. Por ser
0*(2,Vip —a) = 6%(2, V) — (a, 2), quando = € A% (a), podemos escrever

«

s(a)(z) = <a, 27> 46 (x - % vm) — (@)% (a). (5.4)

Deste modo, pelo lema 5.1.11. e pelo corolario 25.1.3. ([Rockaffelar], p. 243), s(a)(.) é
diferenciavel em quase todos os x € 2 e 0 seu gradiente Vs(a)(x) relativamente a =
pertence ao conjunto extr V,,. Representemos por W,, a face n-dimensional do epi (g**)
cuja projecgdo é V. Entdo (Vs(a)(z), g (Vs(a)(x))) é um ponto extremos de W,, e
portanto de epi (¢**). Em particular,

9(Vs(a)(z)) = g (Vs(a)(2)) (5.5)

para quase todos os x € 2. Pelo torema 11.3 ([Rockafellar], p. 97) vai existir um
hiperplano H, que contém W,, e que separa este de epi(¢™). Seja
H={(w,r) eR"xR:r=(p,w)+~}, para algum peR" e ~yecR. Como
(Vs(a)(x), g (Vs(a)(z))) € Wy, temos que g (Vs(a)(z)) = (p, Vs(a)(x)) + v para
quase todos os = € €. Pelo teorema da divergéncia, obtemos finalmente

65



/ g (Vs(a)(z))dz = / (p. Vs(a)(z)) + da
Q

Q

- (» /Q Vs(a)(2)dz) + 1.(0)

= ((p,0) +7)-0(9) = g (@)- ()

0 que significa, por (5.3), que s(a)(x) é minimizador do problema convexificado. Para
além do mais, por (5.5) e (5.3), temos

/Qg(Vs(a)(as))da: = min {/Qg**(Vu(x))dx cu(.) € (a,.) + Woll(Q)}

< inf{/@g(Vu(x))dx cu(.) € (a,.) + Woll(Q)}

Assim, s(a)(.) e solugdo do problema (P,).

(c) Pretende-se agora mostrar que s:R" — C(€2) é lipschitziana. No entanto,
comegaremos por estudar a dependéncia de p$(a) e A% (a) em relagdo a a, para cada V/,,.

Pelo lema 5.1.10. e pela definicdo e propriedades das distancias, para quaisquer indices
m, 7, qualquer 3 € Z" e quaisquer aq, as € V,,, temos

& (A?(al)’ Ag(@)) =9 (pf(al)r(al)C*(al), p?(QQ)T(QQ)C*(GQ))

< D (p(a1)r(a1)C* (@), p] (a2)r(az)C*(ar)) +
+ D (] (a2)r(a2)C* (ar), pl] (a2)r(a2)C*(a2))

< rany i @)r(a) = pj(@)r(az)| +

7 (as)
< |p)(ar) = pf(az)| + ) @) = rle)l +
; 1
p; (az)
() 1~

8
< 1pj(a) = pjlo)| + sl - o
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B 2
<[] (a1) = p) (a2)| + ——la1 — as .

r(ar)

Por este motivo,

|pii(ar) = pi(a2)] <
< ‘d(%,Dk(a1)> d(Qk,Dk(CLQ))‘ < ’i)(]gflj(m),g/lj(az))
< max{@(Af(al),Af(al)) je{0,1,...,k—1},8¢ Z”}

< maX{\p?(al) —p)(ay)] + Z5lar —as] - j€{0,1,... . k— 1}, B € Z“}:

(f)
De facto, sendo que p(a1) < d(&%, Di(ar)), se pf(as) =d(&, Di(az)), entdo
|pi(ar) — p{(az) ‘d &, Dy(ar)) — d(Qk,Dk(aQ))‘. O mesmo acontecerd se

tivermos  p{(a1) = p{(az) = z=x. No caso de ser pf(as) =57 €

pi(a1) = d(%, Dy(ar)), serd

P (a1) = pi(an)| = \d(QkaDk(al)) — g1 | = g — A(3, Di(ar))
< d(3, D(az)) —d(3r, Di(a1))
- ‘d 9 Di(ar)) —d(%,pk(@))\.

Quanto a segunda desigualdade, ela decorre de 5.1.2. ¢c) e do facto de ser
D (Di(a1), Di(a)) = D (UL Aj(an), U Aya) ).

Relativamente a terceira desigualdade (a quarta decorre da sequéncia de
desigualdades apresentada acima),

& (];L_J_:Aj(al),]UAj((ZQ)> =

J=0

:max{ sup d(a:, j:_OlAj(al)), sup d(y, j__()lAj(GQ))}

zelJA;(az) yeUA (ar)
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< max{ sup d(a:,Aj(al)), sup d(y,Aj(aQ))}
zelJA; (az) yelUAj(ar)
je{l,...,k—1}

gmax{max sup d(x,Af(al)),max sup d(y,Af(ag))}

5 .’L‘EA?(G,Q) 30 ZJGA?(UH)
je{01,. .. k—1},8ez

_ max{@(Af(al),Af(aQ)) :j€{0,1,...,k—1}, B¢ Zn}.

Recorrente da desigualdade assinalada por (), verificamos que

2(1—27*
(e PN’ < = 7 _
‘pk(al) Pk(GQ)‘ S T a) la; — as,
que implica
8 8 2-27%
Q(Aj (al)aAj (GQ)) < (@) la1 — as|, (5.6)

k=0,1,...;a € Z"
Facamos agora r(a) =0 para a ¢, _,V,. Defina-se M :=max,ql|z| e
considerem-se dois pontos aq,as € R". Se a; e ao ndo pertencerem a nenhum V,,,
teremos que r(a;) < |a; — as|, r(az) < |a; — as| €
s(a1) (@) — s(a2)(2)] < [s(a1)(x) = {ar,2)| + [{ar, z) — (a2, 2)] + |{az, z) — s(az)(2)|
< |<(Z1,£U> - <a1,$>’ + max|a:|.|a1 - aQ‘ + ‘(CLQ?:B) - <a2;x>|
=r(a;) + M.|a; — as| + r(az)
S (M+2)]a1 — a2]

para todos os = € Q2. Também, se = € Q\ (UfioAi(m) U U;’iOAZ-(aQ)), entéo

[s(a1) (@) — s(ag)(@)] = [{a1, ) = (ag, z)| < M.|ay — ay|.

Sejam, portanto, a;,as € V,, e suponha-se em primeiro lugar que = € Q pertence a
A (ar) N Af(az), paraalgumk = 0,1,...;a € Z". Entdo, por (5.4) e (5.6),

< (a1 — ag, 55)| + r(a1)|pg(ar) — pi(az)| + pi(az)|r(ar) — r(az)|
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< M.|ay — as] +r(ay).

|a1 — Cl2| + ‘Cll — a9

2
r(ay)
< (M +3)ar — asl. (5.7)
Mostre-se agora que todos 0s outros casos podem ser reduzidos a este. De facto, seja
x € A% (a1)\A¢(az). Por 5.1.5. e 5.1.6., aplicados & multi-fungdo v — A¢(v), vai existir
um ponto a' € [ar;as] == {Aa; + (1 — N)ag : A € [0,1]} tal que = € DAL (a") C A¥(a').
Considere-se 0 caso em que x € Af(ag), para (f3,j) # (a, k). Se = ¢ Af(a') entéo
novamente por 5.1.5. e 5.1.6., aplicados a multi-fungdo v +— Af(v), podemos escolher
a" € [a';as], com x € aAf(a"), mantendo-se (5.7): uma vez que s(a')(z) = (a',z) €
s(a")(x) = (a",x), pois z € JA}(a") N 8A’;)(a"),

|s(a’)(x) — s(a2) ()] < [s(az)(z) — s(a”)(z)| + [{a", z) — (', 2)| <
< (M 4+ 3)|ag — a"| + Mla" — a
< (M +3)|ay — a"| + (M + 3)|a" — a
= (M + 3)|az — a. (5.8)
Se z € A’(a'), entdo (5.8) decorre directamente de (5.7). A desigualdade (5.8) também ¢
verificada quando x ¢ |J°,A;(ay), uma vez que, neste caso, s(as)(x) = (ay,x), €
portanto
|s(a’)(x) — s(az)(x)] = [(a', z) — (az, z)| <
< Mlag — a'| < (M + 3)|az — a].
Finalmente, pelas expresséo em (5.7) e (5.8),
|s(a1)(x) — s(az) ()] < [s(ar)(z) — s(a’)(x)] + |s(a’)(z) — s(az)(z)|
< (M +3)|ay — a'| + (M + 3)|a’' — as|
< (M + 3)|ay — ag).

Fica assim provada a lipschitzianidade de s.
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6. Conclusao

Nesta dissertacdo, fizemos uma abordagem ao problema de minimizacdo de funcionais
(ndo necessariamente convexos) do tipo

I(Vu) = /g(Vu(x))dac

Q0

no conjunto de todas as fungdes « tais que u € u, + Wol’l(Q),onde u, = {a, - ), com
g : R" — R semi-continua inferiormente e {2 um subconjunto aberto limitado de R™ com
fronteira lipchitziana. O estudo centrou-se em questdes relativas a existéncia e unicidade
de solugéo, assim como na estabilidade dos minimizantes relativamente ao dado de
fronteira a.

Uma primeira conclusdo refere-se a existéncia, multiplicidade e unicidade de solugédo
para o problema de minimizagdo. Assim, representando por F'(a) a face do epigrafico de
g** a cujo interior relativo (a, g**(a)) pertence, podemos afirmar que:

- Quando g(a) # g**(a) e dim F'(a) < n, entdo ndo existe solucdo para o problema de
minimizag&o do funcional I(Vu);

- Quando dim F'(a) = n, entdo existem varias solucdes;

- Quando g(a) = g**(a) e dimF(a) < n, entdo u, = (a, - ) € 0 Unico minimizante
para o funcional I(Vu).

Em relacdo a estabilidade dos minimizantes relativamente ao dado de fronteira a,
construiu-se a funcdo lipschitziana s : R — C(Q), com constante de Lipschitz igual a
max,cq |z| + 3, tal que s(a)(.) € minimizante do integral I(Vu), para todo 0 a para o
qual  existe solut;éo e é minimizante do integral  convexificado
I'*(Vu) = [o9" ))dz, para todos os a € R". Esta fungdo e dada por

(@) = {00+ 5 S @) (5 (5 - 5.0@) = r(@pi(@)),

keN aezZnr

onde Cf(a)= ﬁ(a) —a, ﬁ(a) € a projeccdo de F(a) sobre R", r(a)=sup
{r>0:7B, C C(a)}, e 0s nUmeros p$(a) e 0s conjuntos A% (a) satisfazem as seguintes
relacGes definidas recursivamente:
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Dy(a) = R"\Q,

o H ]' a n
pk(a‘) = mln{ﬁad(?aDk(a)>}v a € ’
A (a) = 3 + pi(a@)r(@)C" (a), a €',

Ap(a) = A} (a),

aEZL"

Dk+1(a) = Dk(a) U Ak(a), k= 0, 1,2,....
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ERRATA

Na pégina, onde se Ié,
1, linhal, "estudada-se"
25, linha 4, "extremais”
26, teor.3.2.1., "ou dg(a) # Qou.."
dem. (a), "ug ()"
27, (b) "conjunto™

32, antepenultima linha, "oua € intconv P, ou ..."

65, na linha acima de (5.5), "ponto extremos"

leia-se

"estuda-se"
"extremos"
"0g(a) # @ ou..."
"ua(,)"
"conjuntos”

"a € intconv P, ou..."

"ponto extremo"



