
H a t h . I . T o y a m a U n i v
.

V o l . 1 4 く1 9 9 1 J ,
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N O N - I N V A R 工A N T T W O D 工M E N S 工O N A L A F F 工N E D O M A 工N S

T e r u o A S A N U M A

i n t r o d u c t i o n

A c o m m u t a t i v e r i n g A w i t h i d e n t i t y i s s a i d t o

b e i n v a r i a n t i f w h e n e v e r ち i s a r i n g s u c h t h a t t w o

p o l y n o m i a l r i n g s A t X . . . . . , X n コ a n d B 亡Y . , . . . , Y
n コ

i n n v a r i a b l e s a r e i s o m o r p h i c , t h e n A a n d B a r e

i s o m o r p h i c . 工n t h e i r w o r k 亡1コ. A b h y a n k a r , E a k i n a n d

H e i n z e r p r o v e d t h a t a n i n t e g r a l d o m a i n o f t r a n s c e n d -

e n c e d e g r e e o n e o v e r a f i e l d i s i n v a r i a n t , a n d a s k e d

w h e t h e r t w o d i m e n s i o n a l a f f i n e d o m a i n s o v e r a f i e l d

a r e i n マ a r i a n t . T h e p u r p o s e o f t h e p r e s e n t p a p e r l s

t o s t u d y t h e i n v a r i a n c e o n s o m e t w o d i m e n s i o n a l

a f f i n e d o rEt a i n s o v e r a f i e l d .

工 n s e c t i o n 1 w e s t u d y t h e i n v a r i a n c e o n
,

R t Z コ,

w h e r e R i s a o n e d i m e n s i o n a l a f f i n e d o m a i n o v e r a

f i e l d k a n d Z i s a n i n d e t e r m i n a t e . I n p a r t i c u l a r ,

w h e n k i s a p e r f e c t f i e l d , w e g i v e a C O m P l e t e d e -

s c r i p t i o n o n a c o m m u t a t i v e r i n g a w h i c h s a t i s f i e s

R 亡Z , X . , . . . , X n コ 筈 B E Y
. ,

.
.

.

, Y n l .
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I n s e C t i o n 2 w e c o n s t r u c t a n o n - i n v a r i a n t t w o

d i m e n s i o n a l a f f i n e d o m a i n o y e r a f i e l d o f c h a r a c t e r
-

i s t i c z e r o .

1 . エn v a r i a n c e o n R 亡Z コ

W e f i r s t c o n s i d e r t h e i h v a r i a n c e o n t w o d i m e n -

s i o n a l a f f i n e d o m a i n s o f t h e f o r m R t Z コ w h e r e Z i s

a n i n d e t e r m i n a t e .

L ユ. W e r e c a l l t h e d e f i n t i o n o f F - r i n g s f r o m t 2 1 .

L e t R c S b e a r e d u c e d r i n g e x t e n s i o n . W e s a y t h a t

R i s F - c l o s e d i n S i f a n y e l e m e n t t E S s u c h t h a t

t 2

, t
3

, n t E R f o r s o m e p o s i t i v e i n t e g e r n くn m a y

d e p e n d o n t l i s a l w a y s c o n t a i n e d i n 釈 . 工f a r e d u c e d

r i n g R i s F -

c l o s e d i n a n y r e d u c e d r i n g e x t e n s i o n

+

R c S , t h e n R i s c a l l e d a n F -

r i n g . I t s h o u l d b e

n o t i c e d t h a t , i n t h e c a s e w h e r e a r e d u c e d r i n g R

c o n t a i n s o n l y a f i n i t e n u m b e r o f m i n i m a l p r i m e

i d e a l s , R i s a n F - r i n g i f a n d o n l y i f R i s F -

c l o s e d

i n i t s t o t a l q u o t i e n t r i n g Q くR l . 工 n t h i s c a s e t h e r e

i s t h e s m a l l e s t F - r i n g i n Q くR I c o n t a i n i n g R , w h i c h

i s d e n o t e d b y F くR ト

1
.
2

.
I f a r e d u c e d r i n g R c o n t a i n s a f i e l d k o f c h a r

-

a c t e r i s t i c p 皇 0 , t h e n t h e f o l l o w i n g t w o c o n d i t i o n s

a r e e q u i v a l e n t t o e a c h o t h e r 二

t i l 氏 i s a n F -

r i n g .

くi i l R i s s e m i n o r m a l o r p ニ 0 .
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F o r t h e p r o o f s e e 亡9 ト

1 6 9

1
. 3 .

A n i n t e g r a l d o m a i n R i s s a i d t o b e s t r o n g l y

土n v a r l a n t i f t h e e q u a l i t y

R t X i , . . .
,
X

n コ ニ B 亡Y l , . . . , Y n コ

o f p o l y n o m i a l r i n g s a l w a y s i m p l i e s t h e e q u a l i t y R ニ

B o f c o e f f i c i e n t r i n g
.

s R a n d B
.

1
.
4

.
T h e o r e m .

d o m a i n .

L e t R b e a s t r o n g l y i n v a r i a n t i n t e g
.

r a ユ

聖主星聖 皇 P O I y n o m i a 1 互阜畢g R E Z コ i n o n e v a r i a b l e

i s i n v a r 土a n t i f a n d o n l y i f R 皇室 旦些 F 一

旦阜些g .

P T O P f . S u p p o s e R t Z , X . , . . .
,
X n コ ニ B E Y

. , . . . , Y n l . T h e n

B c o n t a i n s R a s a s u b r i n g b y 亡5 l . F i r s t w e c l a i m

t h a t B i s i s o m o r p h i c t o R 亡Z コ i f a n d o n l y i f B i s

R
-

r

i s o m o r p h i c t o R t Z l . 工t i s s u f f i c i e n t t o s h . w t h e

TT

o
.

n l y i f II

p a r t o f t h e c l a i m
. L e t a s s u m e B i s

i s o m o r p h i c t o R t Z j . T h e n B i s a p o l y n o m i a l r i n g

S 亡Tコ i n o n e v a r i a b l e T o v e r a c o e f f i c i e n t r i n g

S w h i c h i s i s o m o r p h i c t o R I R e p l a c i n g B b y S t T コ,

w e g e t

R 亡Z
,
X

l 一 . . . , X n コ こ S E T
,
Y

l , . . . , Y n コ,

a n d h e n c e w e h a v e R こ S , w h i c h m e a n s t h a t B i s R -

i s o m o r p h i c t o R t Z l . W i t h t h i s c l a i m
, w e s e e t h a t

o u r a s s e r t i o n i s a n i m m e d i a t e c o n s e q u e n c e o f E 2 3 .

1 . 5 . R e m a r k . W e c a n n o t e x t e n d T h e o r e m 1 . 4 t o t h e

C a s e O f a p o l y n o m i a l r i n g i n t w o v a r i a b l e s a s f o 1 -
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1 o w s ニ L e t R b e a s t r o n g l y i n v a r i a n t i n t e g r a l d o m a i n .

S u p p o s e R d o e s n o t c o n t a i n a f i e l d o f c h a r a c t e r i s t i c

z e r o . T h e n a p o l y n o m i a l r i n g R E Z l , Z 2 コ i n t w o v a r -

i a b l e s i s n o t i n y a r i a n t b y 亡4 ト

1 . 6 . C o r o l l a r y . L e t

d o m a i n o v e r a f i e l d k

R b e a o n e

9 f

d i m e n s i o n a l a f f i n e

c h a r a c t e r i s t i c p i 0 . S u p
-

p o s e k i s a l g e b r a i c a l l y c l o s e d i n R
. 工f R i s n o t

旦 p O I y n o m i a l 互主些望 旦竺阜旦 k , t h e n t h e f o l l o w i n g c o n -

d i t i o n s a r e e q u i v a l e n t 二

くり R t Z , X l , . . . , X n コ 筈 B t Y . , . . . , Y n コ f52f 堅竺堅 n ン1
,

くi i l R t Z
,
X

l コ てぎ B t Y l コ,

くi i i J B 富 R t Z q

,
Z + a

.
Z p + a

2
Z

2 p + . . . + a
s
Z s p コ.

w h e r e q ニ p
e

聖坦 a i E F くR l くi ニ 1
,

. . .
,

s I 室竺 旦望竺

空望聖
- n e g a t i v e i n t e g e r s e a n d s . I n p a r t i c u l a r B %

R t Z コ 主圭 型坦 出 i l a i E 氏
.

P r o o f
.

A c c o r d i n g t o 亡1 1 R i s s t r o n g l y i n v a r i a n t .

T h u s t h e c o r o l l a r y i s a n i m e d i a t e c o n s e q u e n c e o f

T h e o r e m 1
. 4 a n d 亡3 ト

1 . 7 . R e m a r k . 工f k i s a p e r f e c t f i e l d
,

t h e n a p o l y n o -

m i a l r i n g k t X , Y l i n t w o v a r i a b l e s i s i n v a r i a n t

t 6 , 8 l . T h e r e f o r e
,

i n t h i s c a s e , a t w o d i m e n s i o n a l - k -

a f f i n

-
e d o m a i n o f t h e f o r m R E Z コ i s i n v a r i a n t i f a n d

o n l y i f 氏 i s a n F - r i n g
.

.

2 . N o n - i n v a r i a n t a f f i n e d o m a i n s
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T h i s s e c t i o n i s d e v o t e d t o g i v e a n e x a m p l e o f

n o n - i n v a r i a n t t w o d i m e n s i o n a l a f f i n e d o m a i n s o v e r a

f i e l d k o f c h a r a c t e r i s t i c z e r o .

2 . 1 . T h e o r e m . L e t k b e a f i e l d o f c h a r a c t e r i s t i c

z e r o . W e s e t

A ニ k E X . Y + Y 3

, くX - りくX - 2 J Y , くX
1 1 1 くX 1 2 1 Y

2

コ,

B ニ k t X , X Y + X
3 Y 3

, くX - 1 1 くX - 2 J Y
, くX - 1 J くX

- 2 I Y
2

コ,

w h e r e X , Y a r e i n d e t e r m i n a
L

t e s . T h e n w e h a v e

くi I A t Z コ 筈 B E Z コ.

くi i l A 声 B .

P r o o f . W e b e g i n w i t h s o m e r e m a r k s o n A a n d B . P u t

F 芦 くX
- 1 1くX - 2 l . S i n c e F a n d X a r e c o p r i m e t o e a c h

D t
.

h e r i n k 亡Xコ, w e c a n c h o o s e f
, g E k E X コ s u c h t h a t

芦
3

f + F
3

g ニ 1 . T h u s

X Y f + Y
3

こ X Y f + くX
3 f + F

3

g l Y
3

くX Y + X
3

Y
3

1 f + くF Y I
3

g E B
,

w h i c h s h o w s t h a t Y i s i n t e g r a l o v e r B . A l s o
,

Y i s

i n t e g r a l o v e r A b e c a u s e Y + Y
3

E A
. T h e r e f o r e i f w e

d e n o t e b y A
I

a n d B
l

t h e i n t e g r a l c l o s u r e s o f A a n d B

r e s p e c t i v e l y i n t h e q u o t i e n t f i e l d Q くA l ニ Q くB l ニ

k くx
, y l , t h e n w e h a v e A

T
こ B

-
こ k t X , Y l . N o t i c e t h a t

t h e p r i n c i p a l i d e a 1 くF l ニ F k E X
,
Y コ o f k t X

.
Y コ i s a l s o

a n i d e a l o f b o t h A a n d B
.

P u t

k t x
, y , z コ ニ k E X

,
Y , Z コI F k t X

,
Y

, Z コ,
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w h e r e x
, y a n d z a r e t h e r e s i d u e c l a s s e s m o d u l o

F k t X
,
Y , Zコ o f A , Y a n d Z

,
r e s p e c t i v e l y . T h e n k t x

, y ,
2Il

i s a p o l y n o m i a l r i n g i n t w o v a r i a b l e s y a n d a o v e r

a r e d u c e d A r t i n r i n g k t x コ d e f i n e d b y くx -

り くx
- 2 1 ニ 0 .

B y t h e
.

c a n o n i c a l m a p w e r e g a r d A l t F l a n d 卑
t

I くF l a s

s u b r i n g s o f k t x , y , z l .
S o i f w e w r i t e c くR

t

I R l f o r

t h e c o n d u c t o r o f a n i n t e g r a l r i n g e x t e n s i o n R c

R
l

, t h e n

c くくA
,

I くF l l J くA I くF l l l こ 0 ,

a n d h e n c e w e h a v e c くA
T

I A l こ くF l . A s i m i l a r a r g u m e n t

c a n b e a p p l i e d t o B t o g e t c くB
T

I B l ニ くF l .
F u r t h e r m o r e

i t i s e a s y t o s e e t h a t A a n d B h a v e t h e f o r m s

A ニ k t X
,
Y + Y 3

コ+ くF l a n d B ニ k t X , X Y + X
3 Y 3

1 + くF l .

N o w w e s h a l l p r o v e くi l .
P u t G ニ く十 X + 3 I 1 2

,
t h e n

G X 三 1 くm o d くF l l .

L e t u s d e n o t e b y H
.

t h e i m a g e o f a n y e l e m e n t H E

k亡X
. Y , Z コ u n d e r t h e n a t u r a l h o m o m o r p h i s m k t X , Y , Z ト

k 亡x , y , 21 . T h u s G .
こ X

-

I
. I f w e d e f i n e a 2 x 2

m a t r i x くG
i j l b y

t
G

G三
1

.

G

G三
2

2
ト1三三げG三1一三三1 r三1 ,

t h e n くG i j l i s i n v e r t i b l e i n k t X コ a n d

i
G

G三
1

.

.

.

G

G三
2

2

+

.1
x 0

0 A
- I

S o t h e k亡X コー

a u t O m O r p b i s m
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申 ニt三卜t三三二

1 73

o f k E X
,
Y

,
Z コ i s w e l l d e f i n e d

.

. N o t i c e t h a t 申く Y l
.

ニ

x y a n d 申くZ I
■

ニ X
1 1

z .
T

.
h e i m a g e o f A E Z コ b y くp i s

申くA E Z コ1 ニ 申くk E X
,
Y + Y

3

,
Z コ1 + 申く F k 亡X

,
Y

,
Z コI

. こ k E X , 申くY l + 申く Y l
3

, 申くZ Jコ+ F k 亡X , Y , Z l .

T h e r e f o r e

申くA t Z コ1
,

ニ k 亡x
,

x y + x
3

y
3

,
x

- 1
z コ ニ k t x

,
x y + x

3

y
3

,
z l .

O n t h e o t h e r h a n d w e h a v e

B 亡Z コ
.

ニ k E x
,

x y
+ x

3
y

3

, z コ .

T h u s w e h a v e 申く A t Z コI
.

ニ B t Z コ
.

,
a n d s o A t Z コ 冨 B E Z l .

T h i s c o m p l e t e s t h e p r o o f o f くi l . N e x t w e s h a l l p r o v e

くi

t

i l . A s s u m e t h a t t h e r e e x i. s t s a n i s o m o r p h i s m

V ニ A 筈 B
. A s i s e a s i l y s e e n , V c a n b e e x t e n d e d

t o a n i s o m o r p h i s m A
T
富 B

T

o f i n t e g r a l c l o s u r e s o f

A a n d B , i . e . , V m a y b e c o n s i d e r e d a s a k - a u t o -

m o r p h i s m o f k E X , Y コ s a t i s f y i n g t h e c o n d i t i o n 叫 A l ニ B .

N o w くF l i s a c o n d u c t o r o f b o t h i n t e g r a l e x t e n s i o n s

A
-

1 A a n d B
t

ノB . S i n c e くF l i s s t a b l e u n d e r t h e a u t o -

m o r p h i s m V
,

i t f o l l o w s t h a t Vt F J ニ a F f o r s o m e

a E k -

く0 ト T h i s s h o w s t h a t Vt X I E k t X コ, a n d h e n c e

k 亡X
,
Y l ニ k 亡Vく X J , 判 Y l コ

ー

ー k E X
,
Vt Y l l .

S o tllt Y l i s w r i t t e n i n t h e f o r m vくY l ニ b Y + lt w h e r e

b E k - くO l a n d H E k t X l . R e c a l l t h a t VくA J
.

こ B
.

i s w e l l d e f i n e d a s a s u b r i n g o f k E x
, y コ くc K E x

, y , zコト

T h u s w e h a v e
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k t 叫 X I
.

,
tVt Y J

.
+ 叫 Y l

. 3

コ ニ k t x
,

x y + x
3

y
3

ト

T h e e l e m e n t x y + x
3

y
3 i s . a l g e b r a i c a l l y i n d e p e n d e n t

o v e r a r e d u c e d r i n g k t x コ こ k t 叫 X l
暮

コ . s o
.

t h a t

tPt Y l
.

+ 叫 Y l
+ 3 i s o f t h e f o r m

tPt Y l
.

+ tVt Y J
+ 3

こ くb y + H
暮

1 + くb y + H
,

1
3

ニ P くx y + x
3

y
3

1 + Q ,

w h e r e
,

P i s a u n i t o f k亡x コ a n d Q i s a n e l e m e n t o f

k t x l . 工t f o l l o w s f r o m e a s y 占a l c u l a t i o n t h a t

b y + b 3

y
3

ニ P x y + P x
3

y
3

.

a n d s o b ニ P x , b 3
こ P x

3

, w h i c h i m p l y t h a t X 三 b
2

くm o d くF l l i n k t Xコ, a c o n t r a d i c t i o n .

2 . 2 . R e m a r k . 工n t 7コ, H o c h s t e r n o t i c e d t h a t t h e p o l y
-

n o m i a l r i n g i n t w o v a r i a b l e s o v e r t h e c o o r d i n a t e

上i p g o f a r e a l t w o s p h e r e i s n o t i n v a r i a n t . T h e r i n g

o f h i s 占x a m p l e i s a f o u r d i m e n s i o n a l r e g u l a r a f f i n e

d わm a i n o 寸e 土 t h e r e a l f i e l d . O n t h e o t h e r h a n d , b y

R e m a r k 1 . 5 i f k i s i f i e l d o f p o s i t i v e c h a r a c t e r -

i s t i c , t h e n k E X , X
- 1

, Y , Zコ i s n o t i n v a r i a n t . T h i s

e x a m p l e i s a r e g u l a r t h r e e d i m e n s i o n a l a f f i n e

d o m a i f1 こ W e d o n o t k n o w w h e t h e r t h e r e e x i s t n o n
-

i n v a r i a n t r e g u l a r a f f i n e k - d o m a i n s o f d i m e n s i o n t w o .

R e f e r e n c e s

t l l S . A b h y a n k a r , P . E a k i n a n d W . H e i n z e r , O n t h e

u n i q u e n e s s o f t h e c o e f f i c i e n t r i n g
.

i n a p o l y n o -

m i a l r i n g , J . A l g e b r a , 2 3く1 9 7 2 l ,
3 1 0 - 3 4 2

.
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t 2 1 T . A s a n u m a , D
-

a l g e b r a s w h i c h a r e s t a b l y e q u i v a -

1 e n t t o D t Z コ,
P r o c e e d i n g s o f t h e 工n t e r n a t i o n a l

S y m p o s i u m o n A l g e b r a i c G e o m e t r y , K y o t o く1 9 7 7 I ,

K 工N O K U N 工Y A B O O K - S T O R E
,

T o k y o . 1 9 8 0 , 4 4 7 - 4 7 6 .
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