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V diplomskem delu predstavite tri posplositve Fermatove tocke trikotnika, ki temeljijo
na tem, da bodisi nad stranicmi trikotnika na primeren nacin nariSemo trikotnike,
ki niso ve¢ nujno enakostranic¢ni, bodisi da enakostrani¢ne trikotnike nariSemo nad

stranicami (iz zaCetnega trikotnika na ustrezen nacin pridobljenega) Sestkotnika.
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IZVLECEK

Ce nad stranicami trikotnika z zunanje strani nariemo enakostrani¢ne trikotnike APB,
BQC in CRA, se daljice AQ, BR in C'P sekajo v Fermatovi tocki F, trikotnika ABC.

Diplomsko delo prinasa nekatere posplo§itve tega rezultata. Pri eni nad stranicami nariSemo
podobne enakostrani¢ne trikotnike. Pri drugi nad stranicami na primeren nac¢in nariSemo
podobne (ne nujno enakokrake) trikotnike. Obe omenjeni situaciji sta posebna primera
splosnejse situacije, kjer pri vsakem ogliS¢u od obeh stranic, ki se stikata v tem ogliscu,

navzven odmerimo enake kote.

V naslednji posplositvi iz trikotnika na primeren nacin ustvarimo Sestkotnik in nad stra-
nicami tega nariSemo enakostrani¢ne trikotnike. Tudi tokrat smo pri¢a dejstvu, da se tri
daljice sekajo v skupni tocki. Isto se zgodi, ¢e enakostrani¢ne trikotnike namesto navznoter

nariSemo navzven.

Kljucne besede: Fermatova tocka, Napoleonov izrek, posplositve Fermatove tocke,

konkurentne daljice, Cevov izrek, kompleksna Stevila v geometriji.

Math. Subj. Class. (2010): 51M04,



URLEP, T. : Recent generalizations of Fermat point.
Graduation Thesis, University of Maribor, Faculty of Natural Scicences and

Mathematics, Department of Mathematics and Computer Science, 2016.

ABSTRACT

If we draw equilateral triangles APB, BQC in CRA on the outside of the given triangle
ABC, the three segments AQ, BR and CP intersect in the Fermat point F, of a triangle
ABC.

In the diploma thesis we present some generalizations of this result. Instead of equilateral
triangles we draw similar isosceles triangles. Next we draw (in an appropriate manner)
similar scalene triangles. Both mentioned situations are special cases of a more general
situation, where at every vertex of a triangle we draw two rays, forming the same angle
with the sides of a triangle that meet in that specific vertex. Repeating this in all three
vertices with possibly different angles at different vertices, we end up with three triangles
APB, BQC in CRA and concurrent lines AQ, BR and CP.

Finally we start with a triangle and form a certain hexagon out of it. On the sides of this
hexagon we again erect equilateral triangles and end up again with three concurrent lines.

The same is true if the equilateral triangles are erected on the inside.

Keywords: Fermat point, Napoleon’s theorem, generalizations of Fermat point,

concurrent lines, Ceva’s theorem, complex numbers and geometry.

Math. Subj. Class. (2010): 51M04,
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Uvod

Med najbolj pogosto nastopajoce konfiguracije v ravninski geometriji sodi konfiguracija,
povezana s Pitagorovim izrekom. Na njej je pravokotni trikotnik, ki mu nad stranicami

navzven narisemo kvadrate.

Po pogostosti za to konfiguracijo ne zaostaja prav dosti tako imenovana Napoleonova kon-
figuracija, na kateri je poljuben trikotnik, ki mu nad stranicami navzven nariSemo enako-
strani¢ne trikotnike APB, BQC in CRA.



V zvezi s to konfiguracijo sta znana naslednja dva rezultata:

e Sredisca narisanih enakostrani¢nih trikotnikov so oglis¢a novega enakostrani¢nega tri-

kotnika.

e Premice AQ, BR in CP se sekajo v skupni tocki.




Trikotnik iz prvega rezultata se imenuje zunanji Napoleonov trikotnik trikotnika ABC,

presecisce iz drugega rezultata pa je tako imenovana Fermatova tocka trikotnika ABC.

V literaturi so znane mnoge posploSitve obeh rezultatov. Pri tem se nekatere posvecajo
posplositvi prvega rezultata, torej govorijo o likih, katerih oglis¢a so sredis¢a likov, ki jih
nariSemo nad stranicami. Tovrstna rezultata sta npr. Thebaultov izrek iz leta 1937 in

Napoleon — Barlottijev izrek iz leta 1955.

Drugi rezultati pa se bolj osredotocajo na konkurentnost nekih premic, kot je to v drugem

rezultatu.



V diplomskem delu bomo spoznali nekaj rezultatov tega drugega tipa, ki so se v literaturi
pojavili med letoma 1995 in 1999. Avtor dveh od teh posplogitev je znani juznoafriski
profesor matematike Michael de Villiers, velik ljubitelj geometrije in promotor kreativnega

poucevanja geometrije v Solah.




Poglavje 1

Osnove Fermatove tocke

1.1 Pierre de Fermat

Slika 1.1: Pierre de Fermat
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Pierre de Fermat, znan tudi kot “Princ amaterjev”, se je rodil 17. avgusta 1601 v Beaumontde-
Lomagne pri Montaubanu v Languedocu, umrl pa 12. januarja 1665 v mestu Castres pri

Toulousu.

O Fermatovi izobrazbi je znano le malo. Rodil se je premoznejsemu trgoveu z usnjem, mati
pa je izvirala iz pravniSke druzine. Po poklicu je bil odvetnik, z matematiko se je ukvarjal
le v prostem ¢asu. Lahko ga uvrs¢amo med najvecje matematike vseh ¢asov, ¢eprav se je z

matematiko ukvarjal le kot amater.

Njegovo ime je zelo povezano s slavnim izrekom, “Fermatov zadnji izrek” (tudi veliki Fer-

matov izrek). Velik prispevek je naredil tudi v analiti¢ni geometriji.

Odkril je eno izmed znamenitih tock trikotnika, ki se po njem imenuje Fermatova tocka.
Pri tem si je zadal problem: V ostrokotnem trikotniku poisci tako tocko, da bo vsota razdalj
te tocke od oglisc trikotnika najkrajSa. Pri reSevanju tega problema je izzval italijanskega
matematika Evangelista Torricellija (1608 - 1647), bolj znanega po izumu barometra. Tor-
ricelli je za ta problem nasel ve¢ reSitev, zato se Fermatova tocka imenuje tudi Fermat-

Torricellijeva tocka.
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1.2 Fermatova tocka
Lema 1.1 Nad stranicami trikotnika ABC z zunanje strani konstruiramo trikotnike AP B,
BQC in ACR tako, da je

/P + /R+ /Q = 180°.

1. Océ¢rtane kroznice K1, Ko in K3 nastetih teh trikotnikov se sekajo v skupni tocki.

Slika 1.2: Kroznice se sekajo v skupni tocki

2. V trikotniku 010203, katerega oglisca so srediséa omengjenih treh krozZnic, velja na-

slednje:
01 =4LP, /09 = /Q in LO3 = ZR.

Dokaz. Vemo, da se o¢rtani kroznici K; in K5 sekata v dveh tockah, in sicer v B in F'.
Dokazujemo, da tocka F' lezi na kroznici K3 tako, da je AFCR je tetiven stirikotnik.
Dokazujemo, da je vsota nasprotnih kotov v stirikotniku AFCR enaka 180 °.

/CFA=360°—ZAFB — /BFC

=360° - LAFB — /BFC
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=360° — (180° — ZBPA) — (180° — ZCQB)
= 360° — 180° + LP — 180° + £Q

= /P+ /Q.

Iz tega sledi, da je /CFA+ /R= /P + /Q + /R = 180°.
S tem smo dokazali, da je AFCR tetivni §tirikotnik. Vse tri kroZnice se torej res sekajo v

skupni tocki F.

Dokazimo zdaj Se tocko 2:

Vemo, da se o¢rtani kroznici sekata v tockah B in F. Nosilka daljice F'B je potenc¢na pre-
mica dveh kroznic, zato je pravokotna na nosilko daljice O10s. Dokazujemo da so koti pri
ogliscah trikotnika 010203 enaki kot pri oglis¢ah P,R in Q.

Slika 1.3: Tetivni Stirikotnik O X F'Z

Vemo, da je stirikotnik O1 X F'Z tetivni in iz tega sledi, da je
/0, =180° — ZAFB

—180° — (180° — LP) = £P.

Enak rezultat dobimo tudi za oglis¢i R in Q. O



1.2 Fermatova tocka 9

Definicija 1.2 Nad stranicami trikotnika ABC' konstruiramo enakostranicne trikotnike in
sicer navzven. Tocko, v kateri se sekajo ocrtane kroznice teh treh trikotnikov, imenujemo
Fermatova tocka trikotnika ABC.

Definicija 1.3 Nad stranicami trikotnika ABC' konstruiramo enakostraniéne trikotnike in
sicer navzven. Sredis¢a O10903 oértanih krogov teh treh trikotnikov so ogliséa trikotnika,

ki ga imenujemo zunangi Napoleonov trikotnik trikotnika ABC.

Izrek 1.4 Zunanji Napoleonov trikotnik je vedno enakostranicen.

Dokaz. Iz zgornje leme sledi, da je kot pri oglis¢u ()1 enak kotu pri tocki P in meri 60 °.
Enako velja za ogliséa Oy in Os. 1z tega sledi, da vsi koti merijo 60 °, tako da je trikotnik

010503 enakostranicen. O

Trditev 1.5 Naj bo tocka F. Fermatova tocka trikotnika ABC, v katerem wsi trije koti
merijo manj kot 120°. Potem velja, da so koti /BF.A, ZCF.B in AF.C enaki 120°.
Ce je T taka tocka znotraj trikotnika ABC, da so koti /BT A, /CTB in LATC enaki

120°, potem je T kar Fermatova tocka.

Slika 1.4: Fermatova tocka znotraj trikotnika
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Dokaz. Dokazujemo iz leve proti desni:
Vemo, da je APBF, tetivni §tirikotnik. Vemo, da kot pri oglis¢u P in kot pri F; skupaj
tvorita 180°. Ker imamo tetivni Stirikotnik, vidimo da je ZP = 60°. Na podlagi tega je

ocitno, da je kot pri F, = 120°. Podobno to velja za preostala dva kota.

Dokazimo Se v obratno smer:

Imejmo trikotnik ABT. Vemo, da je ZT = 120°, in kot /P = 60°. Zaradi tega je APBT
tetiven Stirikotnik.

Tocka T lezi na o¢rtani kroznici trikotnika APB. Podobno vidimo, da je tudi na preostalih
dveh kroznicah.

Od tod sledi, da je T kar Fermatova tocka. O

V primeru ko pa je vsaj en kot v trikotniku ABC' vecji kot 120°, Fermatova tocka F, lezi
zunaj trikotnika ABC.

Trditev 1.6 Nad stranicami trikotnika ABC konstruiramo enakostranicne trikotnike ACR,

ABP in CBQ. Potem se premice AQ, BR in C'P sekajo v Fermatovi tocki.

Dokaz. Najprej dokazimo trditev, v primeru ko so vsi koti trikotnika ABC' pod 120°
Dokazimo, da F, lezi na premici CP. Izrac¢unajmo kot ZCF_.P:

/CF,P=/CF,B+ /BF,P
=120° + 4/BF.P
Kot ZBF_P je obodni nad lokom BP. Prav tako je nad lokom BP obodni kot ZBAP. Ta
trikotnik pa je enakostrani¢éni, zato je ZBF.P = 60°. Iz tega sledi enakost:
LCF.P=120°+60°=180°

S tem smo dokazali, da je kot ZCF,P = 180°, kar pomeni, da tocka F, lezi na premici C'P.
Podobno lezi tudi na premicah AP in BP.
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Poglejmo Se situacijo, ko pa je en kot v trikotniku ABC vegji kot 120 °.

Slika 1.5: Fermatova tocka F, lezi zunaj trikotnika ABC

Kot CF.B v tem primeru ni ve¢ 120°. Zdaj velja, da je ZCF,B = 60°, ker je obodni kot
nad lokom CB, kateri je enak obodnemu kotu CQB. V tej situaciji ZC'QB meri 60°. Vemo
pa tudi, da je /BF,P = 120°, saj je BF,PA tetivni stirikotnik. Iz tega torej vidimo:

LCF.B+ /ZBF,P=60°+120° = 180°.

Tako smo dokazali, da se premice sekajo v skupni tocki. O
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1.3 Minimalna lastnost Fermatove tocke

Imejmo trikotnik ABC' s koti manj$imi od 120°. V tem trikotniku si izberemo tocko P in
jo povezimo z oglis¢i A,B, in C. Nasa naloga bo poiskati tocko F', tako da bo vsota dolzin
daljic AF, BF in C'F najkrajsa.

Okrog oglis¢a B v pozitivni smeri zavrtimo AAPB za 60°.

Cl

Slika 1.6: Vrtenje okrog oglisca B

Sliki tock A in P oznac¢imo s C’ in P’. Ker je vrtenje okrog tocke togi premik, sta AABP
in AC'BP skladna. Torej sta daljici C'P’ in AP enako dolgi.

Opazimo, da sta rezultat vrtenja tudi enakostrani¢na trikotnika AAC’'B in APP’'B, zato
sta tudi daljici |P'P| in |BP| enako dolgi. Ugotovili smo, da velja:

|AP|+ |BP|+|CP|=|C'P'| + |P'P| + |PC|.

Razdalja, ki jo minimiziramo, je torej enaka dolzini poligonske poti od ogliséa C' do tocke C”,
lomljene pri P in P’. Tak$na pot, ki povezuje tocki C' in C’ preko treh daljic, je najkrajsa,

¢e je ravna. To pa je res, Ce velja:

/BPC in Z/BPP’ tvorita iztegnjeni kot in
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/PP'B in ZC'P'B tvorita iztegnjeni kot.

Za tocko P z minimalno vsoto razdalj torej velja:
/BPC =180° — ZBPP' =120°
/AFPB = /C'P'B=180° - ZPP'B =120°.

Po trditvil.}] je tocka s to lastnostjo kar Fermatova tocka.

Fermatova tocka je torej resitev, kadar so vsi koti v trikotniku ABC pod 120°. Ko pa je
neki kot v trikotniku ABC vecji od 120°, se ogliste A pri vrtenju okrog oglis¢a B za 60°,
preslika na drugo stran nosilke stranice BC. V tem primeru je vsota teh razdalj najmanjsa,

¢e za tocko P vzamemo oglisce, kjer je topi kot.

Fermatova tocka sodi med tako imenovane znacilne tocke trikotnika. Velja celo za naj-
starejSo znacilno tocko trikotnika, o kateri Se niso pisali grski anti¢ni matematiki. Ti so
namre¢ ze poznali tezis¢e G, viSinsko tocko H, srediSe o¢rtane kroznice O in srediSce

vértane kroznice I.

V Enciklopediji znacilnih tock trikotnika ([4]), Fermatova tocka nosi oznako X (13).



Poglavje 2
Prva posplositev Fermatove tocke

V tem poglavju se bomo ukvarjali s prvo posplositvijo Fermatove tocke. Prej smo nad
stranicami trikotnika navzven narisali enakostrani¢ne trikotnike. Zdaj ti ne bodo vec¢ ena-
kostrani¢ni, bodo pa nad stranicami v posledici trije podobni enakokraki trikotniki, v
posledici pa trije podobni trikotniki. V izreku pa bo situacija Se malo splosnejsa.

Pri dokazovanju bomo uporabljali sinusni in Cevov izrek.

Sinusni izrek: Naj bo dan trikotnik ABC s stranicami a, b, ¢, koti «, 3, v in radijem

oc¢rtanega kroga R. Tedaj velja:

a b c

sina  sinf  sinvy

=2R

Cevov izrek: Na stranicah a, b, ¢ trikotnika ABC' izberemo tocke X, Y, Z. Daljice AX,
BY, CZ se sekajo v skupni tocki natanko tedaj, ko velja:

|BX| [CY| |AZ]
|IXC| |YA| |ZB|

1.

Izrek 2.1 Na zunanjo stran stranic trikotnika ABC konstruiramo trikotnike DBA, ECB
in FAC, tako da velja:
/DAB = /CAF

/DBA = /ZCBE

ZECB = /ZFCA.

Potem se daljice DC, EA in FB sekajo v skupni tocki.

14
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E

Slika 2.1: Pri vsakem oglis¢u od stranic navzven odmerimo dva enaka kota.

Dokaz. Denimo, da daljice DC, FA in F'B sekajo stranice BC, CA,in ABv X, Y, Z.
Stranico AB podaljsamo do G, stranico AC pa do H, tako da je daljica GEH vzporedna
BC.

Dogovorili se bomo naslednje:

Stranice BE, EC, CF, FA, AD in DB bomo oznacili z s1, S3, S3, S4, S5 in sg. Kote
trikotnika ABC' bomo kot obicajno oznaéili z o, 8 in 7. Kote /DAB, /ZEBC in /ZFCA

~ e / / . /
bomo pa oznacili z o', ' in 7'
To imamo prikazano v sliki

Zaradi vzporednosti daljic BC in GH sledi, da je ZBGE= (. Zaradi izmeni¢nosti kotov
pa sledi, da je ZBEG = . Uporabimo sinusni izrek v trikotniku GBE in od tod dobimo

naslednje zveze.
|GE| . S1

sin /GBE  sinf

Izra¢unajmo kot
/GBE =180° — (8 + )

sin /GBE = sin(8' + B)
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Zaradi tega velja:

In zato velja

Podobno velja za:

in zato velja

Torej

Slika 2.2: Trikotnik GHA

’GE| S1

sin(p’'+ ) sinp

s1-sin(8’+ )

IGEl = sin 3

|EH| . S9
sin /HCE  sinvy

|EH | 82

sin(y/ +7v) siny

EH| = 285m0 )
sin vy

Glede na zgornjo sliko lahko opazimo, da imamo ve¢ podobnih trikotnikov. Trikotnik ABX
je podoben trikotniku AGFE in trikotnik AXC' je podoben trikotniku AEFH. Prav zaradi

teh podobnosti velja naslednja enakost:

|BX| |GE| _ s1-sin(8 + ) sin

|XC|  |EFH| sin 3 so - sin(y + )

Podobno postopamo pri preostalih dveh stranicah trikotnika.
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Slika 2.3: Trikotnik BIJ

Stranico BC' podaljsamo do I, stranico BA pa do J, tako da je daljica I F'J vzporedna C A.
Tako vidimo, da je trikotnik BC'A podoben trikotniku BIJ in ZBFI = +'. Tudi tukaj

uporabimo sinusni izrek v trikotniku BF'I in dobimo zvezo:

IF|  _ s3
sin /ICF ~ siny’

Iz tega sledi, da je
[IF|  s3

sin(y/ +7v) siny

In zato velja
IR = % sin(y’ +7)
sin~y

Enako naredimo Se za
‘F J | S4

sin/FAJ sina’

Iz tega sledi
’FJ‘ _ S4

sin(o/ + )  sino
Torej velja
pg| = Ssin@ +a)

sin o

Tudi tukaj imamo podobne trikotnike, in sicer : trikotnik BC'Y je podoben BIF', trikotnik
BY A pa je podoben trikotniku BF'J. Zaradi teh podobnosti lahko naredimo zamenjavo.
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To poracunamo in dobimo, da je

ICY|  |IF]  s3-sin(y +7) sin

YAl —|FJ| sin y s4-sin(a/ + )’

Podaljsamo 8e stranico C'A do K in stranico CB do L, tako da je daljica K DL vzporedna
daljici AB. Zato je trikotnik C' AB podoben trikotniku CKL in ZCDK = «'.

er

"
N
i

Slika 2.4: Trikotnik C KL

Uporabimo sinusni izrek v trikotniku C K L in dobimo, da je

|KD| s
sin/KAD sina’

Torej
‘KD’ . S5

sin(e/ +a) sina’

iz tega pa sledi
KD| = s5 - sin(a’ + )
N sin o ’
Enako situacija velja Se za
‘DL| . S6

sin/DBL  sinf’

Iz tega sledi, da je
‘DL| S6

sin(8' + ) sinf’
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Torej velja

s6 - sin(8' + 3)
sin 3

Tudi tukaj imamo podobnosti trikotnikov. Trikotnik CAZ je podoben trikotniku CK D in

trikotnik C'Z B je podoben C'DL. Tako dobimo, da je

|DL| =

|AZ| |KD|  s5-sin(a/ +a) sin «
|ZB| |DL| sin a s - sin(B' + B)

Ker imamo vse te zveze, iz njih vidimo

BX| CY] JAZ) _si s s
’XC| |YA| ‘ZB|_82 S4 86.

Nato uporabimo sinusni izrek za trikotnike FC'B, FAC in DBA in dobimo

s1  sin®y/ s3  sino’ s5  sinf’

s9  sinp’ sy siny’’ sg sina’

S pomocjo zamenjave vidimo, da velja

|BX| |CY| |AZ| siny sind sinﬂ’_1
|IXC| |YA| |ZB| sinp siny’ sina/

Po Cevovem izreku se daljice AX, BY in CZ sekajo v skupni tocki. Zaradi tega se tudi
daljice FA, FB in DC sekajo v skupni tocki. O

Posebej zanimivi sta naslednji posledici pravkar dokazanega izreka.

Posledica 2.2 Ce nad stranicami trikotnika ABC' konstruiramo enakokrake trikotnike ADB,
BEC in CFA z enakim kotom med osnovnico in krakom, se daljice AE, BF in CD sekajo

v skupni tocki.

Dokaz. Uporabimo lahko prejs$nji izrek in sicer v primeru, ko je o/ = ' = +/. O

Ce a posljemo proti 0, potem se tocka F priblizuje razpoloviséu stranice AC. Podobno se

D in FE priblizujeta preostalima razpolovi§¢ama stranic. Tako se te sekajo v teziscu.
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j

Slika 2.5: Enaki kot med osnovnico in krakom

Posledica 2.3 Nad stranicami trikotnika ABC' nariSemo podobne trikotnike, tako da velja:

LADB = /ECB = ZACF

/DBA=/CBE = ZCFA
/BAD = /BEC = /FAC

Daljice AE, BF in CD se sekajo v skupni tocki.

Slika 2.6: Podobni trikotniki

Dokaz. To je poseben primer situacije iz izreka, ko velja, da je vsota o + '+ = 180°. O



Poglavje 3
Druga posplositev Fermatove tocke

V tem razdelku bom analizirala Se eno Fermatovo posploSitev. Najprej bom na kratko

opisala srediscni razteg, ki nam bo v pomo¢ pri dokazovanju glavnega izreka tega poglavja.

O

Slika 3.1: Srediséni razteg

Srediséni razteg ali homotetija je geometrijska preslikava, ki ohranja obliko lika (mnozice,
telesa), spremeni pa njegovo velikost. Podan je s sredis¢em (tocka O) in koeficientom raz-
tega (Stevilo k, ki ne sme biti enako 0).

Poljubno tocko T preslikamo v T” po naslednjih pravilih:

e Tocka T” lezi na isti premici kot tocka O in T.

21
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e Razdalja med O in T” je k-krat toliksna kot razdalja med O in T. |OT’| = k |OT)
e Ceje k>0, lezi tocka T' na istem poltraku kot tocka T
e Ceje k <0, lezi tocka T" na nasprotnem poltraku kot tocka 7.

Oznaka:

5O,k-

Sredis¢ni razteg preslika poljubno premico p v premico p’, ki je prvotni premici vzporedna.
Srediséni razteg trikotnik preslika v drug trikotnik z vzporednimi stranicami. Ce je torej
ABC trikotnik in je A’B'C’ slika tega trikotnika s sredisénim raztegom, sta trikotnika

podobna, stranice pa vzporedne. Zato definirajmo:

Definicija 3.1 Trikotnika ABC in A'B'C’ sta homotetiéna, ée sta podobna in imata vzpo-
redne stranice:
AB|A'B AC||A'C’ in BC||B'C’

Lema 3.2 Naj bosta ABC in A’B'C" homoteticna trikotnika. Tedaj se premice AA’, BB’
in CC" sekajo v skupni tocki S, ki je sredisée raztega, ki trikotnik ABC' preslika v trikotnik
A'B'C'.

c' B
A
S
A
- B o]

Slika 3.2: Homoteti¢na trikotnika



23

Dokaz. Denimo, da se premici BB’ in CC’ sekata v tocki S. Zaradi izmeni¢nih kotov in
vzporednosti sta trikotnika BC'S in B’C’S podobna. Zato velja:
(scy (SB')

(SC) ~ (SB) =k

To pomeni, da razteg dgy preslika tocko C' v C’ in tocko B v B’. Ta razteg potem preslika
premico AB v vzporednico tej premici skozi tocko B’, torej v premico A’B’. Podobno
preslika premico AC v A'C’. Zato preslika tocko A, ki je presecisce premic AB in AC, v
presecisce premic A'B’ in A'C’, torej v A’. Zato so tocke A, A’ in S kolinearne. Tocka S
tudi lezi na daljici AA’. Vidimo tudi, da je S sredisce raztega, ki trikotnik ABC preslika v
trikotnik A’ B’C". O

Izrek 3.3 Naj bodo Ly in Lo, My in Ms, Ny in No pari tock, ki lezijo na stranicah BC,
CA in AB trikotnika ABC, tako da velja naslednje:

[BL| _|CL| _|CMi| _ |AM,| _ [AN| _ |BN)| _
|[LiC|  |L2B|  [MiA|  |[M2C| |[N1B|  [N2A]

Nad stranicami tako dobljenega Sestkotnika Ny NoLyLoMi My z zunanje konstruiramo triko-
tnike DN1N2, XNQLl, EL1L2, YLQMl, FM1M2 m ZM2N1 tako, da velja:

/DNiNy = /M {MsF = /XL1Ny = /Y LoM; = o

/DNoNy = ZLolE = /Y MLy = /ZMsNy = [/
/ELsLy = ZFM{My = /ZN1My = /X NoLy =7

Daljice DY, EZ in FX se sekajo v skupni tocki.

Dokaz. Vzemimo razmerje

| AMs| .
| Mo C|
|AM2| =T |MQC|

|AC| = |AMy| + | MyC| = b

=7 |Ms|+ |M2C| =b

b
MC| = ——
M€ T4+ 1

Enako izrazimo

b

AMsy| = b — | M- =b—
| AM| | M C| p——
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T

AMs| =
| 2| T+1

- |AC

Od tod sledi:
5A’TL+1 C— Mo

Slika 3.3: Z zunanje strani konstruirani trikotniki

Podobno bi s pomoc¢jo raztega tocko B preslikali v V7. Z raztegom se premica preslika
v vzporedno premico, zato opazimo da velja N1 M || BC' in NaM; || BC. Od tod lahko
vidimo NlMg || N2M1 || BC.

Podobno analizo naredimo Se za ostale primere in vidimo, da

N2L1 || N1L2 ” AC m M1L2 || M2L1 ” AB

Oglejmo si trikotnika DN1 Ny in Y LoM;. Nosilka daljice N1No je premica AB. Zato je
NNy = AB||MiLs. Zaradi te vzporednosti in enakosti kotov pri Ny in M; potem velja tudi
DNs||MY . Podobno zaradi te vzporednosti in enakosti kotov pri NyinLg velja DNy ||LaY .
Tako vidimo, da so stranice omenjenih trikotnikov paroma vzporedne. To pomeni, da sta
homoteti¢na trikotnika. Po lemi se zato daljice N1Ly, DY in NoM; sekajo v skupni

tocki, ki jo oznacimo z R.
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Postopek ponovimo s (homoteti¢nima) trikotnikama FL;Ly in ZMsN; in dobimo, da se
daljice L1Ms, EZ in LoN7 sekajo v tocki P. Ko pa povezemo homoteti¢na trikotnika
FMiMsy in X NoL, se pa daljice M1 Ny, FX in MsL, sekajo v tocki Q.

Tako dobimo trikotnik PQR.

Zdaj si pa bomo podrobneje ogledali trikotnika PQR in Ma@QM;. Vrh teh dveh trikotnikov
je v ogliséu ). To sta homoteti¢na trikotnika, zato obstaja razteg s sredis¢em v @, ki My
preslika v P, My v Rin F' v F'. Zdaj imamo nad stranico PR narisan trikotnik PRF’, ki
je podoben trikotniku MsM; F.

Slika 3.4: Trikotnika PRE" in MyM;F

Podobno je to nad drugima dvema stranicama trikotnika PQR.

7 raztegom se trikotnik MoMjF preslika v trikotnik PRF’. Ker se preslika v podobni
trikotnik se koti ohranijo. Tako je ZRPF’' enak /M MyF

Zaradi izreka ki smo ga dokazovali v prejsnjem poglavju vidimo, da se daljice D'R, E'P
in F'(Q sekajo v skupni tocki. Posledi¢no, se zaradi tega sekajo tudi daljice DY, EZ in FX.
|



Poglavje 4

Tretja posplositev Fermatove tocke

4.1 Osnove o kompleksnih stevilih

Potreba po uvedbi kompleksnega stevila se pojavi, ko v mnozici realnih $tevil ne znamo vec
resiti enacbe oblike #2 4+ 1 = 0.

Kompleksno $tevilo oznac¢imo z z = = + iy, pri ¢emer je x realni del, y pa imaginarni del
kompleksnega Stevila.

Oznaka: x = Re(z), y = Im(2)

Definicija 4.1 Konjugirano stevilo kompleksnega Stevila z = x + 1y je Stevilo z = x — 1y.

Pri tem opazimo, da je produkt kompleksnega Stevila s svojo konjugirano vrednostjo realno

Stevilo. Opazimo tudi, da je ta produkt zagotovo vecji ali enak nic.
2-Z=(x+iy) - (x—iy) = (x*+ 7).
Definicija 4.2 Stevilo |z| = Vz - Z je absolutna vrednost stevila z.

Tedaj lahko realni in pa imaginarni del kompleksnega Stevila zapiSemo drugace:

Re(z) = 222,
Im(z) = Z;Z

Kompleksna §tevila pa lahko zapiSemo s t.i. polarnimi koordinatami. Naj bo ¢ kot med

26
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Slika 4.1: Kompleksno stevilo z

pozitivnim poltrakom realne osi in poltrak, ki povezuje koordinatno izhodisce in tocko z.

. g oy
Vemo, da je cosp = 7 ter sinp = 3.

Kompleksno stevilo z = z+iy = r- €Y = r-(cos ¢ +isin ). Temu zapisu pravimo polarni
zapis kompleksnega stevila. Sedaj je 7 = |z| absolutna vrednost kompleksnega Stevila, ¢
pa imenujemo argument kompleksnega stevila z. Argument Stevila z ni enoliéno dolocen;
¢e je ¢ argument z, je prav tako ¢ +2-k-m, k € Z, argument z. Glavna veja argumenta

(Arg(z)) pa se nahaja na intervalu [0,2 - 7).

Ogledali si bomo Se kako izgleda produkt dveh kompleksnih Stevil v polarnem zapisu in
argument produkta.

Torej: |z1 - 22| = |z1] - |22] = r1 - 2, absolutna vrednost produkta je produkt absolutnih
vrednosti. Argument produkta je vsota argumentov arg(zy - z2) = ¢1 + p2. Za produkt n

kompleksnih stevil pa velja

21729 e 2n=11-To ... Ty (cos(p1 + w2+ ...+ pn) +isin(er + @2+ ...+ ¢n)).

1z te formule pa sledi formula, ki dejansko velja za vsako celo §tevilo:

2" = r"(cos(ny) + i - sin(ngp)).
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4.2 Kompleksna stevila, koti in kolinearnost

Definicija 4.3 Naj bodo A, B,C tri tocke v ravnini. Usmerjeni kot /BAC je kot, ki
ga opravi poltrak AB pri najkrajsem vrtenju do poltraka AC. Ce gre za vrtenje v pozitivni

smeri je orientacija pozitivna, in negativna v primeru, ko je vrtenje v negativni smeri.

Ker imamo najkrajse vrtenje, ti koti po absolutni vrednosti merijo med 0° in 180°. Pri

tem upostevajmo orientacijo med —180° in 180 °.

Trditev 4.4 Naj bodo z1, zo, z3 tri tocke v kompleksni ravnini. Usmerjeni kot £zoz123 je

enak
23— 21

Lzoz123 = arg .
zZ9 — 21

Dokaz. Poglejmo izracun:

Lzozzg = L(zg — 21)0(z3 — 21)

23 — %1

=arg(zs — z1) —arg(ze — z1) = argZ2 .

Pri dokazovanju naslednje trditve nam bosta v pomo¢ naslednji dve lemi.

Lema 4.5 Naj bosta a in b kompleksni stevili. Med a in b naj bo stevilo m, ki daljico ab
deli v razmerju

lam| : |mb| = X : p.

Tedaj velja:
7 A
-a+——"-b.
A TN +u

Dokaz. Dokaz bomo izvedli z vektorji. Za radij vektor r, od izhodis¢a do tocke m velja:

A -
2 . ab
A+ p

—

T = To +

:Ta—f—m'(?"b—ﬂl)

n A . A .
A+

A R
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>\+u—)\)+ A -
A )\+ub
0 A

/\+u)+A+urb'

= T_C;,(

= 7"_&(

Poglejmo si poseben primer:

Razpolovisce daljice ab je ko velja y = X = 1. Torej: m = %a + %b

Posledica 4.6 Naj bodo a, b in c nekolinearne tocke v kompleksni ravnini. Tezisce triko-
tnika ABC' je tocka .
9=73" (a+b+c)

Dokaz.

Razpolovisce ¢’ daljice ab je tocka:

1 1
/
=—-a+ b
c 2a + 5
Vemo, da tezisce trikotnika deli tezisénico e’ trikotnika v razmerju |'g| : |ge] = 1 : 2
Uporabimo lemo [4.5]in dobimo: ) .
g= gc’ + §C
2 1 1 1
=2 (Za+ b+ =
9=3 (2a+ 5 ) + 3¢
1 n 1b—i— 1
et A
3 3 3
1
=—--(a+b+c¢)
3
Tako smo dokazali, da je g tezisce trikotnika ABC. O

Trditev 4.7 Tocke z1, 29,23 v kompleksni ravnini so kolinearne natanko tedaj, kadar je

2322 peglno stevilo.
2o—21

Dokaz. Tocke so kolinearne natanko tedaj, kadar je kot Zz92123 = 0 ali Lz92123 = .

% enak 0 ali 7 pa velja dejstvu, da je ==L O

Dejstvo, da je argument Stevila -
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4.3 Enacba premice v kompleksni ravnini

V razdelku bomo opisali enac¢bo premice, ki poteka skozi dve tocki v kompleksni ravnini.

Lema 4.8 Premice v kompleksni ravnini so mnoZice tock, ki zadoscéajo enakostim
az+az=0

za neki stevili a € C in h € R. Ce to enakost mnoZimo z i in oznacimo, da je ¢ = —ai,

potem dobimo ekvivalencéno enakost

¢z —czZ+ hi=0.

Dokaz. Pisimo a = x +iv in z = x + iy. Zapisani enakosti pomenita
2Re(az) + h = 2ux + 2vy + h = 0.

To je enacba premice. Vsako poljubno premico pa lahko zapisemo v taki obliki. O

Trditev 4.9 Za enacbo premice, ki poteka skozi tocki z1, zo velja

z z 1
z1 &1 1]=0.
z9 Z9 1

Dokaz. Enacba oblike, ki smo jo obravnavali zgoraj, ji zadoScata tocki z; in z9. Pri tem

z2—2z1
F—— realno

Stevilo. To pomeni, da je enako svoji konjugirani vrednosti. Ta enacba pa je ekvivalencna

upostevajmo, da je kolinearnost tock zi, 20, 2z € C ekvivalenéna dejstvu, da je

7z determinanto izrazeni enakosti. OJ

4.4 Kompleksna stevila in enakostranicni trikotniki

Izrek 4.10 Trikotnik z12923 je pozitivno orientiran enakostranicni trikotnik natanko teday,

2mi/3 hsnovni tretji koren enote.

ko velja z1 + w2 + w?23 = 0. Pri tem jew = e
Dokaz. Trikotnik z;2923 je pozitivno orientiran enakostrani¢ni trikotnik natanko tedaj,

ko velja 212223 ~ lww?.To je res, ko velja % = % =w+ 1. Od tod sledi z3 — 21 =
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(w+ 1)z — (w+ 1)z1. Ko to uredimo, dobimo wz; — (w + 1)z2 + z3 = 0. Enakost nato
pomnozimo z w?, pri tem pa upostevajmo, da je w® —1 =0 in w? +w+1 = 0. Tako je izrek
dokazan. O

Izrek 4.11 Trikotnik z12923 je negativno orientiran enakostranicéni trikotnik natanko teday,

ko velja z1 + wzg + Wz = 0.

Dokaz. Dokaz poteka analogno kot dokaz izreka4.10, samo da imamo tukaj situacijo, ko

velja 212923 ~ 1ww?. O

Izrek 4.12 Trikotnik z12023 je enakostranicen trikotnik natanko tedaj, ko velja

z% + z% + z% — 2129 — 2923 — 2123 = 0.

Dokaz. Vemo, da je trikotnik z;z923 enakostrani¢en natanko tedaj, ko velja z1z023 ~
292321. Ce oglisca cikli¢no zamenjamo, se orientacija trikotnika ohrani. Zaradi tega imata
trikotnika z12023 in 292327 vedno enako orientacijo. Ce velja 212923 ~ 292321, velja tudi
Lz = Lzy,L29 = Lzgin Lzg = Zz1. To pomeni, da so vsi trije koti enaki in da je trikotnik
enakostranicen. Velja pa tudi obratno, ce je trikotnik enakostranicen, velja ustrezna enakost
kotov in zato zveza z1z923 ~ z92321. Videli pa smo, da je ta zveza ekvivalentna pogoju
z3—z1 _ Z21—22

22 = 22, od tod sledi (23 — 21)(23 — 22) = (21 — 22)(22 — 2). To pa je enako pogoju, ki

smo ga Zeleli dokazati. O

4.5 Napoleonovi trikotniki

V razdelku si bomo podrobneje ogledali Napoleonove trikotnike. Izrek o Napoleonovem
trikotniku bomo dokazali z uporabo kompleksnih Stevil v kompleksni ravnini. To nam pa

bo v pomoc¢ pri glavnem izreku tega poglavja.

Definicija 4.13 Nad stranicami trikotnika ABC v ravnini z zunanje strani konstruiramo
enakostranicne trikotnike APB, BQC in ACR. Sredis¢a Oy, Oz, O3 ocrtanih krogov teh
treh trikotnikov so oglisca trikotnika, ki ga poimenujemo zunanji Napoleonov trikoinik
trikotnika ABC.

Enako pa velja, ce enakostranicne trikotnike konstruiramo z notranje strani. Tedaj pa do-

bimo notrangi Napoleonov trikotnik.
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Q

Slika 4.2: Napoleonov trikotnik

Izrek 4.14 Zunanji oziroma notranji Napoleonov trikotnik poljubnega trikotnika ABC' je

enakostranicen.

Dokaz. Preselimo se v kompleksno ravnino in ozna¢imo oglis¢a trikotnika s kompleksnimi
Stevili @, b in ¢. Nad stranicami trikotnika z zunanje strani konstruiramo pozitivno orienti-

rane enakostrani¢ne trikotnike pba, qcb in rac. 1z tega torej veljajo zveze

p+wb+w?a=0, q+we+w’b=0, r 4+ wa + w?e = 0.

Tako dobimo zveze

p = —wb—wa, g = —wc — w?bh, r=—wa—wc.

Ker so sredis¢a o¢rtanih kroznic teh trikotnikov hkrati njihova tezisca, velja

[(1—w)b+ (1 —w?)d]

Wl

1
01=§(p+b+a):

[(1—w)e+ (1 —w?)b]

W =

1
02:§(q+0+b):
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1

0321(r+a+0):§[(1—w)a+(1—w2)c}.

3

Preverimo Se, da je 010203 pozitivno orientrian enakostrani¢ni trikotnik. Zato izra¢unajmo

izraz o1 4+ woy + w?o3, ki je enak

é [(1—w)b+ (1 —wa+ (w—we+ (w—1)b+ (W = 1)a + (W? —w)c| = 0.

Analogno zgodbo ponovimo pri notranjem Napoleonovem trikotniku. Nad stranicami triko-

tnika tokrat z notranje strani konstruiramo orientirane enakostranic¢ne trikotnike p’ab, ¢’'be

in r’ca. Tako zopet dobimo zveze

P+ wa + w?b =0, ¢ +wb+w?c=0, '+ we+w?a =0,

ter
/ / /
p = —wa — w3, q¢ = —wb— w-c, r = —wc— w’a.

Sredisca o¢rtanih kroznic trikotnikov p’ab, ¢’be in r’'ca so obenem tudi njihova tezisca, torej

nlzé(p'—l—a—i—b):é[(1—w)a+(1—w2)b]
1, 1 )

ng(q +b+c):§ [(1—w)b+ (1 —w)(]

n3=%(r'+c+a):%[(1—w)c+(1—w2)a].

Iz teh zvez vidimo, da je trikotnik ninons enakostrani¢en trikotnik, vendar pa negativno

orientiran. Zato Se preverimo, da je ningng pozitivno orientiran enakostranic¢en trikotnik.

Izraz ny + wns + w?nsy je v tem primeru enak

% [(1-w)a+ (1-w?)b+ (w—w?)c+ (w—1)a+ (w? —1)b+ (w? —w)e] =0.
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4.6 'Tretja posplositev Fermatove tocke

Izrek 4.15 V trikotniku ABC naj bodo Ly in Lo, My in Ms, N1 in No zaporedoma tocke
na stranicah BC, C'A in CB, tako da velja:

|BL1| |CLs| |COMy| |AMy| |ANi| |BNa| p

= = = = = — < 1.
ILiC| ~ |L2B| ~ |MiA| ~ [MeC|~ |NiB|  [N2A| S o

Nad stranicami Sestkotnika Ly Lo My Mo N1 Ny z zunange strani konstruiramo enakostranicne
trikotnike PL1L2, QMlMQ, RNlNQ, SMQNl, TNQLl m ULQMl. Naj bodo s Gl, GQ, G3,
G4, G5, Gg oznacena teziséa trikotnikov QSR, SRT, RTP, TPU, PUQ in UQS. Velja

naslednje:

Daljice PS, QT in RU imajo enako dolZino, sekajo se v skupni tocki in to pod kotom 120°.

Slika 4.3: Daljice imajo enako dolzino in se sekajo pod kotom 120 °

Dokaz. Tocke bomo predstavili s kompleksnimi Stevili. Oglis¢a trikotnika so kompleksna

Stevila a, b, c. Tezisce tega trikotnika je v tocki g = %(a + b+ ¢)). Izhodisce kompleksne

ravnine izberemo v tocki g, kar pomeni %HC = 0, oziroma a + b + ¢ = 0. Pogledali bomo

dolzine.
_ I C _ |BL4|

P= B 77 [BC]

pto=1
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BLi| _ p|BC| _p

|L:C|  o|BC| o

Iz tega sledi, da velja

I = P b+ c c my = P c+ c a =P a—+ c b
og+p p+o o+p o+p o+p o+p
lo = o b+ P meo = o c+ P4 ng = o a+ Py,
o+ p o+ p o+p o+ p o+p o+ p

Ogledali si bomo enakostraniéne trikotnike, ki so bili skonstruirani na zunanji strani Sestkotnika
L1L2M1M2N1N2. Ti trikotniki so PLlLQ, QMlMQ, RNlNQ, SMQNl, TN2L1 in ULQMl.

Ker vemo, da so ti trikotniki pozitivno orientirani enakostranic¢ni, velja po izreku na-

slednje
p=—wly — w2l
q=—wmy —w?my
r = —wng —w’ng
s = —wni —w?my
t=—wly —w’ng
U= —wmj — w2l2.
Ker gledamo daljice sp, tq in ru iz tega sledi da je s — p = —wny — w?mg — (—wly — w?l;) =

—wny — w?mag + wly + Wl = w(ly — n1) + wW?(l1 — m2)

Enake zveze dobimo §e za t — ¢ = w(ma — l1) + w?(m1 — ng) in za u —r = w(ng — mq) +
w2(n1 —l3). Nato kompleksna stevila l1, l2, m1, m2, 1, ny izrazimo z a, b, ¢ in dobimo

p p )

s—p=w( Ppy 2 -7 4-F b) + w¥( 7 b+ c— c— a
o+p o+p o+p o+p o+p o+p oc+p o+p

= L(wc + w?b — wa — w?a)
o+ p
Upostevajmo, da je 1 + w + w? = 0, zato velja:
s —p=o(a+we+w?h),
Analogno bi poracunali Se ostale primere in dobimo

t —q=o(b+wa+w’c)=w(s—p),

u—1=0c(c+wb+wa) =w(s—p).
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Zgornji izracuni nam povedo, da so dolzine daljic SP, RU in T'Q enake. Se ve¢, ¢e naredimo

. . t— _ _ . .
e naslednjo zvezo —% = “=" = 57P vyidimo da je
s—p t—q u—r

t—q u-—r s—p
= = = W.
s—p t—q u-—r

S tem smo dokazali, da imajo daljice enako dolzino in da se sekajo pod kotom 120 °.

Dokazati moramo Se, da se sekajo v skupni tocki. Podrobno si bomo ogledali Sestkotnik

sritpuq.

Slika 4.4: Vsota nesosednih kotov v 6-kotniku je 360 °
Vemo, da je vsota vseh notranjih kotov v 6—kotniku enaka 720 °.

200+ 28 + 2 + 26 + 26 + 2 = 720°

Enacaj delimo s stevilom 2 in dobimo (av+ 3) + (v +6) + (e + ¢) = 360 °. Kot pri ogliscu T’
je ravno (a + ), kot pri ogliséu U je (v + 9), kot pri ogliséu S pa je (e + ¢). Od tod sledi,

da je vsota nesosednih kotov Sestkotnika enaka 360°. Zato velja

(s=r)-(t=p)-(u—q) ===t -(p—u)(g-s) (4.1)

Na podlagi leme vidimo, da je enatba premice skozi tocki S in P enaka z+s-pz = s+p.
Podobno izrazimo Se preostali dve premici z+t-gz =t—+gq in z+7-uz = r+wu. Tako dobimo
homogeni sistem treh enacb s tremi neznankami. Dokazujemo, da se dane premice sekajo v

skupni tocki. Da to velja, mora ta sistem imeti netrivialno resitev. To bo pa natanko tedaj,
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ko bo determinanta sistema enaka ni¢. Iz tega sledi, da je konkurentnost daljic ekvivalentna

zZvezi
1 s-p s+p
1 r-u r4+u|=0.
1 t-gqg t+gq

To determinanto izra¢unamo, tako da jo razvijemo po prvem stolpcu. Tako dobimo

L (rut +q) = tq(r + w)) — 1 - (sp(t + q) — ta(s + p)) + 1 - (sp(r + u) — ru(s + p)) =
rut + ruq — tqr — tqu — spt — spt — spq + tqs + tqp + spr + spu — rus — rup.

Ce zmnozimo in uredimo zvezo ugotovimo, da sta ti dve zvezi enaki. To nam pove, da
je ta determinanta enaka 0. Iz zveze sledi, da je determinanta nicelna in so zato premice

konkurentne. S tem smo dokazali, da se daljice SP, T'Q in RU sekajo v skupni tocki. O

Izrek 4.16 Tezisca G1, Go, Gs, G4, G5, in Gg so oglisca pravilnega Sestkotnika, katerega

tezisée sovpada z teziséem trikotnika ABC.

Slika 4.5: Tezis¢a sovpadajo

Dokaz.
Dokazati moramo, da je G1G2G3G4G5Ge pravilni Sestkotnik in da je tezisce tega Sestkotnika
enako teziscu trikotnika ABC.

Oglisca trikotnika so kompleksna Stevila a, b, c. Tezisce tega trikotnika je tocka g = %(a +
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b+ ¢). Izhodisée kompleksne ravnine izberemo v tocki g. To pomeni, da je %HC =0,

oziroma a+b+c=0

Najprej pogledamo tocke g1, g2, 93, 94, g5, g6 Za tezisca velja

g+s+r  mo+n —w?m —wno

gl 3 - 3 9
_s+r+t ni + ng — w?my — wiy
92_ 3 - 3 9
r+t+p  ng 4+l —w?ng —wly
g3 = 3 = 3 .

Analogno velja e za g4,95 in gg. Ker smo tezisCe trikotnikov postavili v izhodisce, zato
vemo a + b+ ¢ = 0, oziroma posledi¢no tudi Iy +mq1 +n1 =01in Iy + mg + ne = 0.

Po urejanju enacb za teziS¢a in zgornjih zvez dobimo, da velja

2 2 2
w?(mg +n1 —wmi —wny n1 + ne — wmg — wly
g1+ g = 2 ; ) 4 ;
. w2m2 + w2n1 — w4m1 — w3n2 +ny +ng — w2m2 —wly
B 3
—w(ly +m1 +mn
CUle + g2 = ( 3 ) = 07
Enako izra¢unamo Se 0 )
—w(lg + mo + ng
w292 + g3 = =0.

3

Iz teh in podobnih izra¢unov lahko vidimo, da je

l91] = 92| = lgs] = |gal = lgs] = |ge] -

Tako smo dokazali, da so dolzine stranic v Sestkotniku G1GoG3G4G5Gg enake.
Dokazimo Se, da so 0g192, 09293, 0g3g4, 09495, Ogsge in Ogggr enakostrani¢ni trikotniki.
Oglejmo si trikotnik 0g;go. Vemo, da go = —w?g;. Po izreku velja da je 0g1g2 enako-

strani¢ni trikotnik natanko tedaj, ko velja
0+ wgr +w?ga =0

Izra¢unajmo

wgr + W (~w’gr) =

wgr — C0491 =
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wgi(1 —w3) =
wgi(l1—1)=0

Tako smo dokazali, da je trikotnik enakostrani¢en. Analogno lahko naredimo Se za ostale
trikotnike. Ker imamo 6 enakostrani¢nih trikonikov, iz tega sledi, da je G1GoG3G1G5Gg
pravilni Sestkotnik.

Tezisce tega Sestkotnika pa je enako teziscu trikotnika ABC'. s tem je na$ izrek dokazan.

Izrek 4.17 V trikotniku ABC naj bodo Ly in Lo, My in Ms, N1 in No zaporedoma tocke
na stranicah BC, C'A in CB, tako da velja:

|BL1| _ |CLy| _ [CMy| _ [AMy| _ [AN:| _ |BNo| p

= = = = = < =<1
ILiC| ~ |LeB| ~ |MiA|  MC|  INiB|  |[NaA| o

Nad stranicami Sestkotnika L1 Lo My Mo N1 No z notrange strani konstruiramo enakostranicne
trikotnike PLlLQ, QMlMQ, RNlNQ, SMQNl, TN2L1 m ULQMl. Naj bodo s Gl, GQ, Gg,
G4, G5, Gg oznacena teziséa trikotnikov QSR, SRT, RTP, TPU, PUQ in UQS. Velja

naslednje:

Daljice PS, QT in RU imajo enako dolZino, sekajo se v skupni tocki in to pod kotom
120°. Tezisca G1, Go, Gs, G4, G5, in Gg so oglisca pravilnega Sestkotnika, katerega tezZisce

sovpada z teziscem trikotnika ABC'.

Slika 4.6: Pravilni Sestkotnik

Dokaz. Dokaz tega izrek poteka analogno kot dokaz izrekafd.15] Tukaj imamo enako-

strani¢ne trikotnike konstruirani navznoter, kar pomeni da so negativno orientirani. Po
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izreku vemo, da je z1 2223 negativno orientiran enakostranic¢en trikotnik natanko tedaj,
ko velja:

21 +wzg + 5223 = 0.

Edina razlika med dokazoma izrekov in je torej v tem, da v tem dokazu delamo z

omega precna (). O



Zakljucek

Diplomsko delo temelji na ¢lankih |1}, 2 [3].

V prvem poglavju sem opisovala osnove Fermatove tocke. Zapisala sem kaj je Ferma-
tova tocka in njene lastnosti. Torej nad stranicami poljubnega trikotnika nariSemo enako-
strani¢ne trikotnike. Oglis¢a teh narisanih trikotnikov med sabo povezemo in vidimo, da se
sekajo v skupni tocki. Osnovna literatura za to so bila predavanja Elementarne matematike

I.

V drugem poglavju sem se ukvarjala s prvo posplositvijo Fermatove tocke. Nad stranicami
trikotnika smo navzven narisali na ustrezen nacin medsabo podobne trikotnike. Daljice

oglis¢ se sekajo v skupni tocki. Osnovna vsebina tega poglavja je temeljila na ¢lanku [1].

V tretjem poglavju sem analizirala drugo posploSitev Fermatove tocke. Izrek, ki smo ga

dokazovali, je temeljil na sredis¢nem raztegu. Literatura za to poglavje je bil ¢lanek [2].

Cetrto poglavije temelji na ¢lanku [3]. Vsebino poglavja je temeljila na dokazovanju v kom-
pleksni ravnini. Po osnovnih pojmih o kompleksnih stevilih sem analizirala primer, kjer sem
na ustrezen nacin iz zacCetnega trikotnika pridobila Sestkotnik. Nad tem Sestkotniku sem
narisala enakostrani¢ne trikotnike in dokazala, da se daljice oglis¢ sekajo v skupni tocki.
Nekatere ideje o dokazovanju tega izreka sem nasla v diplomski nalogi [7].

Glavna dejstva o uporabi kompleksnih stevil v geometriji sem povzela po zapiskih mentor-
jevih predavanj pri predmetu Analiti¢ni pristopi h geometriji, ti pa so nastali na podlagi

knjige [5].
Vmesna pojasnila in izracune sem dodala sama.
Vse slike v diplomskem delu sem narisala sama in to s programom GeoGebra.

Pri nastajanju diplomskega dela pa so kljuéne mentorjeve ideje in napotki.
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