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POVZETEK

V diplomskem delu predstavljamo, kako stabilno ra¢unati enaka odplacila anuitetnega
kredita s pomocjo rac¢unalnika. Obrazec za direktno racunanje geometri¢nega zaporedja
— znotraj formule za racunanje anuitet — pri nizki obrestni meri vsebuje odstevanje
dveh priblizno enakih Stevil, kar pomeni veliko relativno napako pri raCunanju z
raCunalnikom v premicni piki. Zato je smiselno uporabiti postopni nacin racunanja
Clenov geometri¢nega zaporedja, saj ta ne vsebuje odStevanja. Na ta nacin je Stevilo
operacij sicer vezano na Stevilo kapitalizacijskih obdobij, vendar dobimo s tem direktno
stabilen algoritem. Clene lahko radunamo bodisi iz prvega ¢lena geometri¢nega
zaporedja bodisi rekurzivno. Do sestevka, ki predstavlja geometri¢no zaporedje lahko
pridemo tudi z raCunanjem kombinacij in obrestnih mer. Zato preuredimo enacbo, ki jo
uporablja Bohte (1995, str. 81) pri analizi zaokroZitvenih napak. Numeri¢en rezultat
takSnega racunskega postopka je eno izmed sosednjih Stevil to¢nega rezultata, s ¢imer
dobimo enakovredno resitev k Excelovi PMT funkciji. Prav tako enakovreden, vendar v
primerjavi z Bohtejevim veliko bolj ucinkovit, pa je algoritem, ki oblikuje izracune iz
skupin obrestnih mer v dvojiskih korakih in jih nato poveze.

Kljucne besede: finanéna matematika, krediti, geometri¢cno zaporedje, numeri¢ne
metode, analiza zaokroZitvenih napak, Excel-VBA, Octave (programski jezik)

ZUSAMMENFASSUNG

In der Diplomarbeit wird die stabile Berechnung von gleichen Ratenzahlungen eines
Annuitatendarlehens dargestellt. Die Gleichung zum direkten Rechnen der Summe der
geometrischen Folge — innerhalb der Formel zur Berechnung von Ratenzahlungen —
enthalt bei einem niedrigen Zinssatz die Subtraktion von zwei ungefahr gleich groRen
Zahlen, was einen groRen relativen Rundungsfehler beim Rechnen mit dem Computer
in der Gleitpunktarithmetik bedeutet. Es ist deshalb ratsamer, die Summe der
geometrischen Folge schrittweise zu errechnen, weil dieser Vorgang keine Subtraktion
beinhaltet. Auf diese Art ist zwar die Anzahl der Rechenoperationen an die Anzahl der
Kapitalisierungszeitraume gebunden, jedoch erhdlt man damit einen vorwartsstabilen
Algorithmus. Einzelne Glieder der geometrischen Folge kénnen entweder aus dem
ersten Glied oder auch rekursiv errechnet werden. Die Summe, die die geometrische
Folge darstellt, kann auch (iber das Rechnen von Kombinationen und Zinssatzen
ermittelt werden. Dazu wird die Gleichung genommen und modifiziert, die Bohte
(1995, S. 81) bei der Rundungsfehleranalyse anwendet. Das numerische Resultat dieser
modifizierten Gleichung ist eine der Nachbarzahlen der genauen Losung, womit eine
gleichwertige Losung zur Excel PMT-Funktion erhalten wird. Ebenfalls gleichwertig,
aber gegeniber dem von Bohte noch viel effizienter ist ein Algorithmus, der die
Berechnungen aus Gruppen von Zinssatzen in Zweierschritten formt und sie dann
verbindet.

Schliisselworter: Finanzmathematik, Kredite, geometrische Folge, numerische
Methoden, Rundungsfehleranalyse, Excel-VBA, Octave (Programmiersprache)
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1 UvoD

Za posameznike, podjetja in druge gospodarske enote izven bancnega sektorja sre¢anje
s periodi¢nimi denarnimi tokovi najpogosteje pomeni odplacevanje kredita (Cibej &
Ferbar Tratar, 2012, str. 91). Kreditojemalec oziroma dolZnik najeti kredit obicajno
odplaca z ve€ obroki, ki jim pravimo anuitete (Marovt & Breznik, 2014, str. 82). V
diplomskem delu bomo obravnavali anuitetni na¢in odplacevanja, kar pomeni da so
anuitete za celotno obdobje trajanja kredita enake (ibid., str. 85). Ta nacin je znacilen za
kreditno poslovanje bank s fizi€nimi osebami (ibid.).

1.1 Opis podrocja in opredelitev problema

Za raCunanje zneskov anuitet, s katerimi kreditojemalec odplacuje posojilo, imamo na
voljo vec formul. Ko s pomocjo racunalnika izvajamo izracune po teh formulah, pa
dobimo resitve v numeri¢ni obliki, ki niso ve¢ nujno enake njihovim analiti¢nim
reSitvam.

Bolj je obrestna mera blizu 0 %, vecje je odstopanje (z racunalnikom) izracunanega
rezultata glede na analiti¢no izra¢unano vrednost. Ce pri takinem rac¢unanju za vhodne
spremenljivke uporabimo glavnico v visini 10%, Stevilo obrokov 1 ter poljubno
(pozitivno) obrestno mero, lahko tudi brez preizkusa sklepamo na to¢nost izracuna.

Ker raCunamo v aritmetiki s premicno piko, nastopi (morebitna) napaka pri racunanju
anuitete za razlicne vrednosti glavnice — ob sicer nespremenljivih pogojih (enaki
obrestni meri in enakem Stevilu obrokov) — zmeraj na enaki Stevki v rezultatu. To sicer
pomeni, da je lahko pri relativno nizki glavnici napaka tako majhna, da je ni mogoce
izraziti v znesku dolocene valute in bi potemtakem ne imela realnega pomena. Vendar
je po drugi strani lahko napaka v izracunu pri relativno visoki glavnici nezanemarljiva.

1.2 Namen, cilji in hipoteze raziskave

Diplomsko delo piSemo z namenom predstavitve postopkov za stabilno racunanje
periodi¢nih enakih odplacil anuitetnega kredita s pomoc¢jo ra¢unalnika. Poudariti je
potrebno, da z Excelovo PMT funkcijo ze imamo ratunski postopek, ki izpolnjuje®
zahteve po stabilnem racunanju, pri ¢emer ne poznamo algoritma, ki ga funkcija
uporablja.

Na zacetku diplomskega dela bomo opredelili kaj so krediti ter katere anuitete so
podlaga raziskave. ObrazloZili bomo nacrt odpladila kredita ter iz katerih postavk je
sestavljen. Pri tem bo poudarek na pomenu geometriénega zaporedja, ki ga tvorijo
razdolznine v njem.

1
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Trditev temelji na tem, da smo opravili raCunanje "pes", avtomatizirano racunanje "pes" v Excelovi
preglednici s pomocjo procedure v VBA programskem jeziku ter racunanje s pomocjo racunala (v
"znanstvenem" nacinu) operacijskega sistema Windows.
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Ker se izraCuni anuitet dandanes izvajajo pretezno z racunalniki, bomo predstavili
numeri¢no racunanje. In ker se izra¢uni v ra¢unalnikih izvajajo s kon¢no natancnostjo,
lahko pri¢akujemo napake. Zato bomo rezultate izra¢una ovrednotili.

Predstavili bomo formule iz literature, ki se uporabljajo za racunanje kreditnih anuitet.
Na podlagi nacela o ekvivalenci glavnic bomo posamezne formule uvrstili v skupno
splosno formulo (pri ¢emer obstajata dve razlicici). Iz te enotne oblike zapisa bomo
potem lazje sklepali na primernost izbire posamicne formule v doloéenih okolis¢inah.

Bohte (1995, str. 128) piSe, da si je potrebno v izogib nevarnosti nestabilnega racunanja
vsak izraz s stalisS¢a numeri¢ne stabilnosti ogledati in ga morebiti predelati, saj morda v
obstojeci obliki ni primeren za racunanje. Tako bomo dele formul, kjer gre iskati vzrok
za netoc¢nost izraCuna anuitet, racunali postopoma. Opravili bomo oceno napak za tako
dobljene rezultate. Na koncu dela bomo opravili primerjavo obravnavnih racunskih
metod. Primerjali bomo tocnost rezultata ter Cas, ki je potreben za izracun.

1.3 Predpostavke in omejitve

Za racunanje anuitet bomo uporabili glavnico kredita (znesek posojila oz. dolga),
obrestno mero na kapitalizacijsko obdobje ter Stevilo obrokov, potrebnih za odplacilo
kredita.

Znesek kredita je lahko poljubna nenicelna vrednost. Obrestna mera je pozitivna,
nespremenljiva in izratunana po dekurzivni metodi. Stevilo obrokov je dano kot
pozitivno in celostevilsko. Kredit mora biti do konca obdobja trajanja odplacan
(prihodnja vrednost mora biti 0). Casovna obdobja med odplacili so enakomerna.

Racunali bomo anuitete, ki temeljijo na enakih placilih na obdobje (anuitetni nacin) in
ki se placujejo ves Cas trajanja kredita.

1.4 Predvidene metode raziskovanja

V poglavju o kreditih ter v poglavju o numeri¢énem racunanju bomo uporabili analizo
literature. Formule iz literature in virov bomo uvrstiti med dve splosni formuli, ki bodo
vsebovale niz obstoje¢ih formul. Predelali bomo izraze v delih formul, ki vsebujejo
odstevanje.

Nato bomo uporabili primerjalno analizo, ko bomo racunali anuitete in ko bomo
prikazali to¢nost izraCunov. Rezultate izraéunov bomo ovrednotili s pomocéjo direktne
analize zaokroZitvenih napak. Postopki rafunanja bodo predstavljeni v obliki
matematicnih algoritmov znotraj besedila, h katerim bomo v prilogah dodali Se opisne
algoritme za racunalnik. Priloge vsebujejo tudi implementirane algoritme v ra¢unsko
orodje Excel — preko vgrajenega programskega jezika VBA — ter v program GNU Octave
(v nadaljevanju Octave), ki ga uporabljajo predvsem matematiki. Slednji v primerjavi z
Excel/VBA racuna z aritmetiko, ki ga opredeljuje standard mednarodnega zdruzenja
inZenirjev elektrotehnike in elektronike (Institute for Electrical and Electronics
Engineers — v nadaljevanju IEEE).



2 KREDITI

Pri kreditu [oZje] oz. posojilu gre za doloceno vsoto denarja, ki jo financna organizacija
odstopi kreditojemalcu za doloCen cas. Uporabnik mora dobljeni znesek skupaj s
pripadajo¢imi obrestmi [kot ceno za izposojen denar] vrniti v ¢asu in na nacin, kot je
dolo¢eno v pogodbi (Cibej & Ferbar Tratar, 2012, str. 7). Izraza posojilo in kredit sicer
nista sopomenki, ampak je odnos, ki se pojavi z najetjem posojila, samo ena od moznih
oblik kreditnega odnosa (ibid.).

2.1 Osnove obrestnega racuna

Banke v grobem delijo kredite na kratkoro¢ne in dolgorocne, meja med obema tipoma
je eno leto kot ¢as dokoncnega poplacila obveznosti (ibid.).

Obresti pomenijo nadomestilo za uporabo doloéenega zneska denarja, ki ga
kreditodajalec  (posojilodajalec) za doloen <¢as prepusti kreditojemalcu
(posojilojemalcu). Obresti so funkcija treh spremenljivk (Cibej & Ferbar Tratar, 2012, str.
7):

e izposojenega zneska (glavnice, G [Dolga, D], ali kapitala);

e (asa obrestovanja (v dneh — d, mesecih —m, redkeje v letih —1) .

e obrestne mere p (kot tistega sorazmernostnega faktorja, ki pove, koliko
denarnih enot nadomestila pla¢amo za vsakih 100 denarnih enot glavnice, ki
smo jo uporabljali eno kapitalizacijsko obdobje, to je obdobje med dvema
zaporednima pripisoma oziroma obra¢unoma obresti).

Osnovna kapitalizacijska doba je leto, vse ostale razliCice pa so na enega od moznih
nacinov izpeljane iz podatkov za osnovno obdobje (ibid., str. 8). Sam pridevnik ima
koren v besedi kapital, kar opozarja na drugo interpretacijo kapitalizacijske dobe: po
preteku kapitalizacijskega obdobja, v tem ¢asu nastale obresti zaZivijo kot samostojen
kapital, na katerega se obracunavajo obresti (ibid.).

2.1.1 Dekurzivno in anticipativno obrestovanje

Pri kreditnih poslih lahko vsaj na¢eloma sre¢amo tako dekurzivno kot anticipativno
obrestovanje (ibid., str. 9). Nadina se razlikujeta z vidika trenutka, v katerem
obradunavamo obresti oz. kdaj dospeva (zapade) glavnica, ki je osnova za celoten
izracun obresti (ibid.).

Pri prvem nacinu, ki je praksa, obra¢unavamo obresti po preteku ustreznega obdobija,
torej za nazaj (ibid.). Take obresti imenujemo dekurzivne obresti, postopek pa
dekurzivno obrestovanje (ibid.). Drugi nacin je anticipativno obrestovanje, pri katerem
se anticipativne obresti obracunajo in odvzamejo Ze na zaletku obrestovalnega
obdobija (kapitalizacijske dobe) (ibid.).



Izhodisce za racunanje obresti je torej

e pri dekurzivnem obrestovanju zacetna vrednost glavnice;

e pri anticipativnem obrestovanju pa njena koncna vrednost, to je vrednost ob koncu
kapitalizacijskega obdobja (ibid.).

Pri nominalno enaki obrestni meri je za kreditojemalca anticipativno obrestovanje v
splosSnem drazje kot dekurzivno (ibid.).

2.1.2 Nacelo ekvivalence glavnic

Ne glede na to, katerega od mozinih nacinov obrestovanja uporabljamo, se moramo
zavedati, da zneskov, ki dospevajo v razli¢cnih trenutkih, ne moremo neposredno
primerjati (ibid.). Namesto o dospevanju zneskov zlasti v bancni praksi dostikrat
govorijo o njihovem valutiranju (ibid.). Valuta nekega dogodka v finanénem poslovanju
in zneska, ki ustreza temu dogodku, je datum, ko proucevani dogodek nastopi: "valuta
obroka" je na primer datum, ko mora kreditojemalec placati obrok (ibid.). Pri tem ni
nujno, da se valuta zneska ujema z datumom dejanskega pretoka sredstev ali celo
knjizenja (ibid., str. 10).

Zneska, ki dospevata v razlicnih trenutkih, naredimo primerljiva s tem, da oba
preradunamo na isti termin (ibid.). Najpogosteje vzamemo za trenutek, na katerega
reduciramo zneske, kar termin, ko dospeva eden od njiju: znesek, ki dospeva prej,
naobrestimo za ¢as do dospetja drugega zneska (glavnici v tem primeru dodamo
ustrezne obresti), ali pa znesek, ki dospeva prej razobrestimo za isti ¢as (ibid.).

Ker posamezni zneski, ki sestavljajo proucevani financ¢ni tok, dospevajo v razli¢nih
trenutkih, je namesto o enakosti zneskov oziroma glavnic smiselno govoriti samo o
njihovi enakovrednosti ali ekvivalenci (ibid.). Dve glavnici sta ekvivalentni, ¢e postaneta
enaki po preracunu na skupen termin (ibid.).

Slika 1: Nacelo ekvivalence glavnic

Vsota vseh vplacil = Vsota vseh izplacil

(reduciranih na neki skupni termin) (reduciranih na isti skupni termin)

Vir: (Cibej & Ferbar Tratar, 2012, str. 10).

Za boljSo nazornost pri prikazovanju dinamike prilivov in odlivov si pomagamo s
Stevilsko premico, na kateri oznaimo posamezna obdobja in valute, ko dospevajo
vplacila in izplacila (ibid.). 1z enacbe, ki jo napisSemo v skladu s skico in nacelom
ekvivalence glavnic, potem z algebrskimi operacijami najprej izlus¢imo neznano
koli¢éino, Sele nato vstavimo konkretne numeriéne vrednosti znanih koli¢in in
izracunamo resitev (ibid.).



2.2 Obrestnoobrestni racun

Osnovna znacilnost obrestnoobrestnega racuna je nacelo kapitalizacije obresti. Obresti
ne ra¢unamo samo od prvotne glavnice, ampak tudi od vseh obresti, nastalih v
preteklih kapitalizacijskih obdobjih (ibid., str. 29). Vsebinsko gledano kapitalizacija
obresti pomeni, da se po preteku kapitalizacijskega obdobja v tem obdobju nastale
obresti transformirajo v kapital in se od tega trenutka dalje oplajajo po enaki obrestni
meri, kot se to dogaja s prvotno glavnico in vsemi obrestmi iz prejSnjih obdobij.

2.2.1 Dekurzivno obrestovanje in obrestovalni faktor

Ce je danadnja vrednost glavnice G, denarnih enot, imamo po preteku enega
kapitalizacijskega obdobja (ibid., str. 30)

Gl = GO + Gop = Go(l + p)
Izraz 1 + p se pogosto pojavlja, zato mu damo posebno oznako (ibid.)
r=1+p (1)

in mu zaradi njegove vloge reCemo dekurzivni obrestovalni faktor (ibid.). 1z gornjega
obrazca lahko potem dobimo novo obliko (ibid.)

Gl = GO T.

Ce nadaljujemo, dobimo za vrednost glavnice po preteku dveh kapitalizacijskih obdobij
(ibid.)

GZZGl‘l‘Glp:Gl(l‘l‘p):Glr.
Ce upostevamo, kako smo izradunali G, dobimo (ibid.)
Gz = (GO T')T' = GO TZ.

Z nadaljevanjem izpeljave dobimo po korakih posebne primere splosnega obrazca za
glavnico po n kapitalizacijskih obdobjih obrestnega obrestovanja (ibid.):

G, = Gyr™ n=12..), (2)

ki pove, da pri obrestnem obrestovanju glavnica naraséa kot geometricno zaporedje,
kar v zveznem ¢asu pomeni eksponentno rast (ibid.). Prvi ¢len tega zaporedja je zacetna
vrednost glavnice G, njegov koli¢nik pa je obrestovalni faktor r (ibid.).

2.3 Kreditni posli

Za posameznike, podjetja in druge gospodarske enote izven bancnega sektorja srecanje
s periodi¢nimi denarnimi tokovi najpogosteje pomeni odplacevanje kredita (Cibej &
Ferbar Tratar, 2012, str. 91). Gre za najpogostejSo obliko poslovnih odnosov, pri katerih
se pojavljajo obresti (ibid., str. 91).



Izraz amortizacija kredita pomeni njegovo odplacevanje, amortizacijski nacrt je
potemtakem samo bolj u¢eno ime za odplacilni nacrt ali nacrt vracanja posojila (ibid.).
Pri posojilnih poslih lahko vsaj nacCelno sreCamo tako dekurzivno kot anticipativno
obrestovanje (ibid.), vendar je slednja v nasi praksi izjemno redka (ibid.).

Kreditojemalec oziroma dolznik najeti kredit obicajno odplaca z ve¢ obroki, ki jim
pravimo anuitete (Marovt & Breznik, 2014, str. 82). V diplomskem delu bomo
obravnavali anuitetni nacin odpladila, kar pomeni da so anuitete za celotno obdobje
trajanja kredita enake? (ibid.). Ta natin je znatilen za kreditiranje fizi¢nih oseb (ibid.).

2.3.1 Osnovni pojmi

Zneske, s katerimi dolznik amortizira posojilo, v praksi obi¢ajno ne glede na dolzino
obdobja med dvema zaporednima obrokoma bancniki imenujejo anuitete, ¢eprav je ta
izraz, ki izvira iz latinske besede anno (leto) najprej pomenil samo letna vracila (ibid.).
Vsaka anuiteta je v bistvu sestavljena iz dveh delov, iz obresti in razdolZnine (ibid.).

Obresti se racunajo za obdobje med dvema zaporednima anuitetama in od osnove, ki
jo predstavlja ostanek dolga po prejSnjem vracilu, ¢e le ni posebej dolo¢eno drugace
(ibid.). Ko od zneska anuitete odStejemo obresti, dobimo znesek "neto odplacila"
oziroma razdolznino (ibid.). Za ta znesek se dejansko zmanjsa dolg, ko je placana
anuiteta. Zakonodaja posebej zahteva, da se iz dolZnikovega placila najprej pokrijejo
obresti (in morebitni drugi stroski), Sele ¢e kaj ostane, se posledicno zmanjsa tudi
stanje dolga (ibid.).

Banke uporabljajo dva nacdina za doloc¢anje velikosti zneska, ki ga kreditojemalec
periodi¢no vraca (ibid.). Bistvena razlika med na¢inoma je v tem, kaj je izhodisce za
izracun tega zneska (ibid.).

Pri prvem, obro¢nem nacinu, ki je znacilnost banénega kreditnega poslovanja s podjet;i
in drugimi pravnimi osebami, je fiksen znesek razdolZnine (toliki del zacetnega dolga,
kolikor je obrokov), na ta znesek pa se vsaki¢ dodajo obresti (ibid.). Pri tem nacinu
seveda pada skupni znesek, ki se periodi¢no placuje, najvecja je prva anuiteta, ko se na
vedno enak znesek razdolZznine doda maksimalni obrestni znesek, obracunan od
celotnega zacetnega stanja dolga (ibid.).

Pri drugem, anuitetnem nacinu, ki se z nekaj izjemami uporablja pri kreditih fizicnim
osebam, je izhodis¢na predpostavka, da bo kreditojemalec odplacal posojilo z
dolocenim Stevilom enakih zneskov (ibid.). Znotraj tako dolo¢enega zneska — anuitete —
se potem spreminja struktura, povecuje se delez razdolZznine in zmanjSuje delez obresti,
ki seveda padajo, saj se zaracunavajo od vedno manjSega ostanka dolga (ibid.).

Visina anuitete se sicer lahko tudi spremeni, vendar se bomo omejili le na delo z enakimi anuitetami.
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Slika 2: Primerjava obroc¢nega in anuitetnega izraCunazap =50%inn=3

Q 01 Ql 01
Q 03 QZ (0))
Q O3 Qs O3

Opombe: Q = enake razdolZnine pri obro¢nem kreditu; Q;, Q, Q3 = razdolZnine pri anuitetnem kreditu;
04, 0,, 03 = obresti posameznega kapitalizacijskega obdobja.

Prirejeno po: (Cibej & Ferbar Tratar, 2012, str. 95).
2.4 Anuitetni nacin

Anuitetnemu nacinu bi lahko tudi rekli "naé¢in s fiksno anuiteto" (Cibej & Ferbar Tratar,
2012, str. 94). Izraz je nekoliko zavajajoc, ali bolje, toc¢en je samo v stabilnih razmerah,
kjer se pogodbeni stranki dejansko lahko za nekaj let vnaprej dogovorita za fiksno
velikost posameznega periodi¢nega vplacila (ibid.). V drugih primerih se velikost tega
zneska lahko obcasno spremeni (ibid.)
e zaradi odpravljanja inflacijskih problemov (vklju¢evanja revalorizacijskih
mehanizmov),
e ker je vnaprej dogovorjeno poviSanje obrestne mere po dolo¢enem Sstevilu
obrokov,
o aliiz kakega drugega razloga.

2.4.1 Nacrt odplacevanja kredita (amortizacijski nacrt)

Pri postopku za sestavljanje amortizacijskega nacrta moramo v prvem koraku izracunati
oz. dolociti viSino anuitete (ibid., str. 95). Da bi jo izracunali, si najprej nariSimo Stevilsko
premico in zapiSimo ustrezno enacbo, pri ¢emer vse zneske reduciramo na konec
[tretjega] leta, ko dospeva zadnja anuiteta (ibid.):

Slika 3: Dinamika prilivov in odlivov pri anuitetnem kreditu za 3 obrestovalna obdobja

Do

| | | |
[ [ [ [

a a a

Opombe: D,= dolg; a = anuiteta; 1, 2, 3 = zaporedna Stevilka obrestovalnega obdobja.

Zadnja anuiteta dospeva natanko ob koncu zadnjega [tretjega] leta in se zato sploh ne
obrestuje, najzgodnejsa pa se je obrestovala [dve] leti, tako da je (ibid.)

1+p)° -1
Do(1+p)BP=a+a(l+p)+a(l+p)? =a¢.

Izraz reSimo na neznano anuiteto a in uposStevamo, da je [obrestna mera] pod nasimi
pogoji enaka 50 % in Dy=1000. Potem je



Dy X (1+p)® 1000 x (1 + 50%)3
a= = = 710,53,
((1 +p)" — 1) ((1 + 50%)3 — 1)
p 50%

p #0

Ce rezultat zaokrozimo na dve mesti (ibid.).

Pri nadaljevanju racunanja in vnasanju v tabelo pazimo na to, da je zdaj fiksirani
podatek pravkar izraCunani znesek anuitete (ibid.). Od te anuitete odstejemo obresti
preteklega ostanka dolga in s tem dobimo razdolZnino za tekoce leto (ibid.). Za to
razdolZnino se dejansko zmanjsa nasa obveznost (ibid.). Za zgled izra¢unajmo podatke
za prvo "zaresno" vrstico amortizacijskega nacrta (ibid.)

a, = 710,53
0, = 1000 -50% = 500
Q1 =a; —o0, =710,53 — 500 = 210,53

D, = Dy — Q, = 1000 — 210,53 = 789,47

Pri ostalih analogno nadaljujemo postopek, da dobimo celoten amortizacijski nacrt
(Tabela 1) (ibid.).

Tabela 1: Amortizacijski nacrt za 50 % obrestno mero/kapitalizacijsko obdobje s faktorji,
ki prikazujejo razmerja med razdolZninami

Obrok Anuiteta Obresti Razdolznina Faktorji Ostanek

1000,00 €
1 710,53 € 500,00 € 210,53 € 789,47 €
2 710,53 € 394,74 € 315,79 € 473,68 £
3 710,53 € 236,84 € 473,68 £ 0€
2

Opombe: Faktorji = faktorji narascanja glede na izhodis¢no razdolznino.

Tu Se zlasti velja, da je koristno kontrolirati stolpne vsote v skladu z ugotovitvami,
zapisanimi ob prejsSnjem zgledu (ibid., str. 96).

2.4.2 Geometri¢no zaporedje razdolznin

Posamezne zneske lahko ra¢unamo tudi neposredno iz vhodnih podatkov, ce
upostevamo odnose med posameznimi elementi v amortizacijskem nacrtu (ibid.). Brez
tezav namrec lahko dokazemo, da pri dekurzivnem obrestovanju in konstantni anuiteti
razdolznine tvorijo geometri¢no zaporedje s koli¢nikom [(1 + p)] (ibid.). Najprej je

Di=Di_y—(a—0;))=D;_y—(a—Di_1p) =D;_1(1+p)—a

ali na kratko (ko pogledamo zacetek in konec) (ibid.)



D;=D;i_1(1+p) —a.

Postopek ponovimo za D;, in nato dobljeni rezultat
Diy1=Di(1+p)—a

odstejemo od prejSnjega, da dobimo naslednjo enacbo:
D; = Diy1 = (Di-1 — D)(1 + p).

Ker vemo, da je razdolZnina v teko¢em letu ravno razlika med prejsSnjim in letoSnjim
ostankom dolga, smo s tem Ze dokazali prvo trditev (ibid.):

Qi+1 = Qz(l + p) (l =12,.,n— 1) (3)

S pomodjo tega obrazca lahko pri amortizacijskem naértu naredimo dvoje, in sicer
kontroliramo Ze izraunane razdolznine ali pa neposredno izraCunamo kasnejSe vrstice
tega nacrta (Tabela 1).



3 NUMERICNO RACUNANIJE

Ko se dolo¢enega matemati¢nega problema lotimo s pomocjo racunalnika, is¢emo
reSitev v numeri¢ni obliki in ne ve¢ v analiticni (Plestenjak, 2015, str. 16). To npr.
pomeni, da numeriéna metoda kot reditev enatbe x% = 3 ne vrne /3, temvet
1.73205 ..., pri ¢emer je Stevilo Stevk odvisno od natancnosti, v kateri racunamo (ibid.).

3.1 Premicna pika

Realna Stevila v racunalniku, kot jih uporabljamo pri numericnem racunanju, so
predstavljena v obliki premi¢ne pike kot

x = +m- b€, (4)

kjer jem = 0.c;Cy ... c¢ mantisa in:
e b:baza:, po navadije binarna (b = 2), lahko tudi desetiska (b = 10),
e t:dolzina mantise,
e e:eksponent, celo Stevilo v mejah L < e < U, kjer sta L in U spodnja in
zgornja meja,
e (;:Stevka, celo Stevilo v mejahOdo b —1zai=1,.., t (Plestenjak, 2015, str.
16).

Stevila so normalizirana, kar pomeni ¢; # 0 (ibid., str. 17). Tako po eni strani dosezemo
enoliénost zapisov, saj sta sicer 0.1 - b¢in 0.01- b®*?! razli¢na zapisa istega Stevila (ibid.)
po drugi strani pa ohranjamo natancénost, saj poskrbimo, da ves cas uporabljamo
celotno dolZino mantise (ibid.).

3.1.1 Mnotica predstavljivih stevil

MnoZica vseh predstavljivih je dolodena s parametri b,t,L in U, kar oznaimo s
P(b,t,L,U) (ibid.). Leta 1985 je IEEE predstavil standard za raCunanje v aritmetiki s
premicno piko (standard IEEE 754 — v nadaljevanju standard IEEE), ki je bil vzpostavljen
z namenom omogociti izdelavo stabilnih, ucinkovitih in prenosljivih numeri¢nih
programov (Higham, 1996, str. 45). Najbolj znana mnozica predstavljivih Stevil v IEEE je
dvojna natancnost: P (2, 53,-1021, 1024), stevilo je shranjeno v 64 bitih.

Slika 4: Razporeditev bitov po parametrih (v dvojni natanc¢nosti)

1 11 52
predznak eksponent Stevke iz mantise

C2C3S..Cs3(c; = 1)

Prirejeno po: (Plestenjak, 2015, str. 17).

Iz razpona eksponentov vidimo, da ne porabimo vseh [2048] moZnosti, ki jih imamo na
voljo z zapisom eksponenta z enajstimi biti, temvec le [2046] (Plestenjak, 2015, str. 17).
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Preostali vrednosti sta rezervirani za Stevila 0, o0, —c0 in nedolo¢eno vrednost NaN
(Not-a-Number), ki jih ni mogoce prikazati po enacbi 1 (ibid.). Tako pri raunanju v
aritmetiki, ki podpira standard IEEE, dobimo npr. 1/0 = o0, 3/c0 = 0 in 0/0 = NaN (ibid.).
Medtem ko je rezultat vseh operacij v katerih nastopa NaN spet NaN, lahko iz vrednosti
+00 z nadaljnjim racunanjem spet pridemo do konénih vrednosti (ibid.). V sistemih, ki
podpirajo standard IEEE, se tako programi® ne zaustavijo, ¢e pride do deljenja z 0 (ibid.).

Standard IEEE dopusca tudi denormalizirana Stevila, kjer je ¢; = 0, pri Cemer je
eksponent fiksen (v primeru dvojne natancnosti je enak [-1021]) (ibid.).
Denormalizirana Stevila imajo manj Stevk natanénosti kot normalizirana Stevila
(Higham, 1996, str. 41). Zapolnjujejo praznino med 0 in najmanjSim pozitivnim-
[oziroma najvecjim negativnim] predstavljivim Stevilom in so enakomerno razporejena
po realni osi (Plestenjak, 2015, str. 16).

Tabela 2: Pozitivna predstavljiva Stevila iz mnoZice P (2, 3, -1, 1)

normalizirana Stevila

0.100, - 271 = 0.2500 0.100, - 2° = 0.500 0.100, - 21 = 1.00
0.101,-271 =0.3125 0.101, - 2% = 0.625 0.101,-2! =1.25
0.110,-271 =0.3750 0.110, - 2° = 0.750 0.110, -2 =1.50
0.111,-271 = 0.4375 0.111,-2° = 0.875 0.111,-2' = 1.75

denormalizirana stevila
0.001,-271 =0.0625
0.010,-271 =0.1250
0.011,-271 =0.1875

Opombe: Med predstavljiva Stevila spadajo Se zgornja Stevila z dodanim negativnim predznakom in
stevilo 0.

Vir: (Plestenjak, 2015, str. 18).

Slika 5: Razporeditev predstavljivih Stevil iz mnozice P(2, 3, -1, 1) po realni osi

e
AR R R U
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

Opombe: DaljSe zareze — normalizirana Stevila, krajSe zareze — denormalizirana Stevila.

Vir: (Plestenjak, 2015, str. 19).
3.1.2 Rezanje in zaokroZanje

Stevila, ki niso predstavljiva (ozna&imo jih s fI(x)), pri raunanju nadomestimo s
predstavljivimi priblizki (Plestenjak, 2015, str. 19). Pri tem lahko izberemo najblizji
predstavljivi Stevili bodisi z leve ali desne (ibid.). V praksi se uporabljata dva nacina,
katero izmed Stevil izbrati (Bohte, 1995, str. 64). Pri rezanju odrezemo vse Stevke za
katere nimamo prostora [kar pomeni, da se odlo¢imo za tisto predstavljivo stevilo, ki je
blizje 0] (Plestenjak, 2015, str. 19). Pri zaokroZanju pa izberemo tisto predstavljivo

Glej Priloga 7: Parametri racunske aritmetike nekaterih programskih paketov.
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Stevilo, ki je blizje x (ibid.). V primeru, ko je x ravno na sredini med levim in desnim
predstavljivim Stevilom, med njima izberemo tistega, ki ima sodo zadnjo Stevko (ibid.).
Standard IEEE predpisuje zaokrozanje (ibid.).

3.1.3 Osnovna zaokrozitvena napaka

Ko se odlo¢imo za rezanje ali zaokroZanje povzrofimo zaokrozZitveno napako, ki je
odvisna od velikosti Stevila, nad katerim izvedemo postopek (Orel, 1997, str. 6). Njena
natancna zgornja meja je odvisna od racunalnika (ibid., str. 7). Imenujemo jo osnovna
zaokrozitvena napaka (ibid.).

fl(x) =x(1+6)za|6| < u,

kjer je

1
=—pi-t

“=2

Osnovna zaokroZitvena napaka (u) po IEEE standardu v dvojni natancnosti je:
u = 275 x~1-1071° (Plestenjak, 2015, str. 20).

V numeri¢ni matematiki zapis f1 (izraz) pomeni element iz mnozice predstavljivih Stevil,
ki ga dobimo kot rezultat numeri¢nega izraCunanega izraza, pri ¢emer pri racunanju
uporabljamo samo osnovne rac¢unske operacije (ibid.). Ce opravimo osnovno racunsko
operacijo na dveh predstavljivih Stevilih, potem po standardu IEEE dobimo kot rezultat
predstavljivo Stevilo, ki bi ga dobili, ¢e bi operacijo najprej izraCunali to¢no in nato
zaokrozili rezultat (ibid.). I1zjema je, ko pride do prekoracitve (overflow) ali podkoracitve
(underflow) (ibid.). V tem primeru po standardu IEEE dobimo 4o v primeru
prekoracitve in 0 v primeru podkoracitve (ibid.).

V primeru, da ne pride do prekoracditve ali podkoracitve, po standardu IEEE, torej za
poljubni predstavljivi Stevili x in y velja (ibid.):

flx®y) = x@y)A+6) kjerje [§| su,za® =+, —, *, /.

Ce vzamemo primer odstevanja, ki ga navaja Petrisi¢ (2006, str. 16): 764.2-764.1,
dobimo v dvojni natanc¢nosti — s pomocjo programskih paketov za ra¢unanje (Excel,
VBA, Octave in R; slednja dva racunata po IEEE standardu) — numeri¢ni rezultat 0.10000
00000 00023. Vendar bi bil dovoljen numeri¢en rezultat po IEEE standardu kvecjemu
0.10000 00000 00000 (v kolikor obravnavamo le odmik navzgor). Vse
pomembne Stevke v numeri¢nem rezultatu bi torej naj bile enake toénemu rezultatu.
Zato menimo, da model racunanja v premicni piki za odStevanje ne drzi v vsakem
primeru. Ce pa bi takemu odstevanju $e sledili izracuni, bi lahko pri¢akovali, da bi le-ti
bili le Se na toliko mest natancni, kot je bilo odstevanje natan¢no (Petrisi¢, 2006, str.
17).
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3.2 Napake pri numericnem racunanju

Ko z numeri¢éno metodo reSimo dolocen problem, dobimo priblizek za tocen rezultat
(Plestenjak, 2015, str. 21). Razlika med tocnim rezultatom in dobljenim numeri¢nim
priblizkom je celotna napaka priblizka (ibid.). Ta napaka je posledica nenatancnosti
zaCetnih podatkov, napake numeri¢éne metode in zaokrozitvenih napak med samim
raCunanjem (ibid.).

3.2.1 Relativna napaka

Pri numericnem racunanju vedno izraCunamo numericni priblizek za to¢no resitev
problema (ibid.). Razlika med priblizkom in to¢no vrednostjo je napaka priblizka (ibid.).
Lo¢imo absolutno in relativno napako (ibid.). Naj bo X pribilizek za tocno vrednost x.
Potem je absolutna napaka

Eabs(f) = |x— %| (5)
in relativna napaka

|x — %]

(6)

Erel(f) = |x|

(Ce je tocna vrednost x enaka 0, je relativna napaka priblizka X # 0 neskoncna) (ibid.).

Pri premicni piki gre za ocenjevanje relativnih napak (Bohte, 1995, str. 79). To je namre¢
neodvisno od skaliranja: skaliranje x - ax in X - aX pusti relativno napako
nespremenjeno (Higham, 1996, str. 4).

3.3 Obcutljivost problema in stabilnost metode

Z analizo in ocenjevanjem neodstranljive napake se ukvarja teorija motenj (perturbacij)
(Plestenjak, 2015, str. 23). Pri teoriji motenj nas zanima, za koliko se spremeni tocen
rezultat, ¢e malo zmotimo — perturbiramo — zacetne podatke (ibid.). Problem je
obcutljiv (slabo pogojen), ¢e lahko pride do velikih sprememb in neobcutljiv (dobro
pogojen), ¢e so spremembe majhne (ibid.).

Medtem ko je obcutljivost problema povezana s samim problemom in je neodvisna od
numeriéne metode, s katero resujemo problem, se stabilnost navezuje na numeri¢no
metodo (Plestenjak, 2015, str. 26). Ko numeri¢na metoda iz zacetnih podatkov izracuna
priblizek za tocen rezultat, nas zanima, kako natancen je priblizek (ibid.).

3.3.1 Direktna stabilnost

Razlika med izra¢unano in to¢no vrednostjo je direktna napaka (ibid.). Tako je npr. ob
predpostavki, da bi pri raéunanju v/3 dobili rezultat 1.7 in ne 1.73 (absolutna)
direktna napaka 0.03 Ce je za vse zaletne podatke (absolutna oz. relativna)
direktna napaka majhna, je proces (absolutno oz. relativno) direktno stabilen, v
nasprotnem primeru je direktno nestabilen (ibid.).
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3.3.2 Obratna stabilnost

Vprasamo se, za koliko moramo najmanj zmotiti zacetne podatke, da je izra¢unani
priblizek to¢na resitev za zmotene podatke (ibid.). Razlika med zadetnimi in zmotenimi
podatki je obratna napaka (ibid.). Ob predpostavki, da smo pri ra¢unanju V3 dobili
rezultat 1.7, naredimo najprej preizkus tega izraéuna, torej 1.7% = 2.89, kar bi odsteli
od prvotnih 3, s &imer bi (absolutna) obratna napaka znasala 0.11. Ce numeri¢na
metoda za vse zacetne podatke vrne resitev z majhno (absolutno oz. relativno napako)
napako je metoda (absolutno oz. relativno) obratno stabilna (ibid.).

3.3.3 Stabilnost metode

Analiza obratnih napak omogoca, da zaokroZitvene napake, ki se pojavijo med
raCunanjem, obravnavamo kot motnje zacetnih podatkov (ibid., str. 27). Velja pravilo:

|direktna napaka| < obcutljivost X |obratna napakal. (7)

Ker smo predhodno Ze izra¢unali tako direktno (= 0.03) kot tudi obratno napako (0.11)
za /3, lahko iz enatbe izratunamo ob¢utljivost problema. Obéutljivost je = 0.29. Ce
ima obcutljivost vrednost 1, potem je relativna napaka rezultata priblizno enaka
relativni napaki podatka (Petrisi¢, 2006, str. 33). Ce je vecje kot 1 pomeni, da se
relativna napaka povecuje, ¢e pa je manjSe od 1, relativna napaka pada (ibid.).
Problemi, ki imajo veliko Stevilo pogojenosti so obcutljivi (slabo pogojeni) (ibid.). Glede
na rezultat, ki smo ga dobili pri raunanju /3, lahko torej re¢emo, da (kvadratno)
korenjenje predstavlja neobcutljiv problem.

Za metodo pravimo, da je numericno stabilna, ¢e vedno vrne bliznji rezultat za malo
zmotene zaletne podatke (Plestenjak, 2015, str. 27). Ce je metoda obratno oz. direktno
stabilna je tudi numeri¢no stabilna (ibid.). Vse osnovne racunske operacije so
numeriéno stabilne, kar smo prikazali na primeru kvadratnega korenjenja®.

Ce je problem obéutljiv, tudi stabilna numeriéna metoda ne pomaga veliko, saj iz
enacbe vidimo, da se tedaj numeri¢ni in tocni rezultat lahko dosti razlikujeta (ibid.). V
splosnem je nenatancnost rezultata posledica bodisi (ibid.):

e uporabe stabilne metode na obcutljivem problemu ali

e uporabi nestabilne metode.

Natanénost izraCuna je zagotovljena le takrat, ko neobdutljiv problem reSimo z
numericno stabilno metodo (ibid.).

Plestenjak (2015, str. 13) piSe, da so osnovne racunske operacije [za podrocje numeri¢nih metod]
seStevanje, odstevanje, mnozZenje, deljenje in kvadratni koren, pri cemer pa navaja, da je opredelitev, kaj
so osnovne racunske operacije, odvisna od okolja, v katerem se racuna. Higham (1996, str. 44) piSe, da je
normalno predpostavljati, da model racunanja po IEEE standardu, ki velja za osnovne racunske operacije
[sestevanje, odStevanje, mnoZenje, deljenje] velja tudi za kvadratno korenjenje.
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3.4 Analiza zaokrozitvenih napak

Pred samim racunanjem lahko izpeljemo dve vrsti analize (Bohte, 1995, str. 78).

e Pri direktni analizi ocenjujemo napake delnih rezultatov zapored. Na koncu
dobimo oceno za zaokroZitveno napako rezultata. Ce dobimo ugodno oceno
za zaokrozitveno napako rezultata (npr. nu, kjer je n Stevilo racunskih
operacij, u pa osnovna zaokrozitvena napaka), pravimo, da je proces direktno
stabilen.

e Pri obratni analizi pa pokazemo, da je izracunani rezultat ravno taksen, kot bi
ga dobili z eksaktno aritmetiko, a pri nekoliko drugacnih podatkih in ocenimo
spremembe podatkov. Ce so te spremembe podatkov primerno omejene (npr.
znu , pravimo, da je proces obratno stabilen).

Lahko pa uporabimo tudi sprotno analizo zaokrozitvenih napak, ki omogoca
ocenjevanje napak hkrati z racunanjem samim (ibid., str. 94). Pri tem lahko
uporabljamo izra¢unane priblizke, kar omogoca bolj realistiéno ocenjevanje (ibid.).

Za oceno tocnosti izraCunov anuitetnih odplacil bomo uporabili direktno analizo
zaokrozitvenih napak, saj nas zanima relativna napaka numeri¢nega rezultata glede na
tocen rezultat. Ker imamo nizek u (= 2753), lahko pri analizi zaokroZitvenih napak
uporabimo poenostavljen postopek (ibid., str. 84), kar pomeni, da je:
e ocena za relativno napako mnoZenja vec stevil priblizno enaka nu, torej Stevilu
operacij, pomnozZenih z osnovno zaokroZitveno napako;
e ocena za relativno napako sestevanja vec stevil prav tako priblizno enaka nu,
torej Stevilu operacij, pomnozenih z osnovno zaokroZitveno napako (velja le,
Ce so vsa Stevila pozitivna ali vsa Stevila negativna);

e ocena za relativnho napako odstevanja dveh Stevil (oz. seStevanja dveh stevil
lx|+|-yI

razlicnih predznakov) P

3.5 lzogibanje numericni nestabilnosti

Bohte (1995, str. 128) na koncu poglavja o premicni piki navaja, da je mogoce iz
predhodnih ocen in primerov dobiti izkusnjo, da je pri racunanju s premicno piko edini
vir moc€nega povecanja relativne napake odstevanje [dveh] priblizno enakih Stevil.
Temu se je potrebno po moznosti izogniti (ibid.). Ce vedno ra¢unamo tako, da vemo iz
izkuSenj, da ne bo napaka po nepotrebnem velika, se odpovemo ocenjevanju napak in
si to sposobnost prihranimo le za takrat, ko lahko jamc¢imo za velikost napake (ibid.).

V izogib nevarnosti nestabilnega ra¢unanja si je potrebno izraz [enacbo ali del enacbe],
ki v izvirni obliki ni primeren za ra€unanje, ogledati z vidika numerié¢ne stabilnosti in ga
predelati v za to primerno obliko (ibid., str. 94).
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4 FORMULE ZA 1IZRACUNAVANJE ANUITET

S periodi¢nimi denarnimi tokovi se v stabilnih gospodarstvih srecujejo med drugim
kreditojemalci, ki v enakih ¢asovnih razmikih po delih odplacujejo svoj dolg. Osnova za
vse izracune je ekvivalenca glavnic, o kateri smo predhodno govorili (Cibej & Ferbar
Tratar, 2012, str. 70).

4.1 Formule, ki temeljijo na nacelu ekvivalence glavnic

Na spletnem mestu Wikipedia (2015) smo zasledili slede&i® formuli®:

Dy X (1 +p)"
—_— 8
a <(1_|_p)n_1),p¢0 (8)
p
a—<_(1+p)_n_1), p # 0. (9)
p

Nacelo ekvivalence glavnic pomeni, da je vsota vseh vplacil (preracunanih na izbrani
termin) enaka vsoti vseh izplail preracunanih na isti termin (ibid., str. 10). Formula (8)
preracunava vse zneske na termin, ko dospeva zadnja anuiteta (v naSem primeru konec
3. anuitetnega odplacila) (Slika 6a). V kolikor formulo izrazimo z obliko za postopno
raCunanje, lahko vidimo, da se na levi strani racuna Stevilo preteklih kapitalizacijskih
obdobij od dneva valute kredita, do dneva preracuna, desna stran enacbe pa racuna
Stevilo kapitalizacijskih obdobij od dneva posameznih anuitetnih odplacil pa do dneva
preracduna:

al. Do(1+p)"=a(1+p)°+a(@+p)+a(l+p)?
a2. 1000(1 + 50 %) = a(1+50%)° + a(1+ 50 %)* + a(1 + 50 %)?;
a3. 1000 - 3,375 = 4,75a.

Formula (9) preradunava vse zneske na dan najetja kredita (Slika 6b). Ker so to v
primerjavi s formulo (8) 3 obrestovalna obdobja prej, lahko zapiSemo postopek kot
sledec (Slika 6b):

bl. Do(1+p)" 3 =a(1+p)° 3 +a(1+p) 3 +a(l+p)>3

>V formuli (8) smo p prestavili iz Stevca v imenovalec, v formuli (9) smo naredili enako, poleg tega smo

Se zamenijali vrstni red zapisa vimenovalcu, zato smo morali negirati zapis vimenovalcu. V obeh primerih
smo to naredili z namenom, da je razvidna vsota geometricnega zaporedja v imenovalcu, s ¢imer vse
formule v tem poglavju temeljijo na enakem zapisu.

6 . . . . v

Spremenljivke za vse formule v tem poglavju a = anuiteta, D, = glavnica, n = Stevilo obrokoy,
p = obrestna mera na kapitalizacijsko obdobje, r = obrestovalni faktor, Z = Stevilka razdolZnine, vzeta
kot osnova za izracun (poljubno celo Stevilo)
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b2. 1000(1 + 50 %)% = a(1+ 50 %)~ 3+ a(1+ 50 %) 2+ a(1 + 50 %)~ ;
b3. 1000-1 = 1,40 ...a.

Slika 6: Dinamika prilivov in odlivov pri anuitetnem kreditu za 3 obrestovalna obdobja,
preracunano na razliéne termine

Do DO
| | | | | | | |
[ | [ 1 | | | |
1 2 3 ‘\ ’\1 2 3
a a a a a a
Do DO
| | | | I | | | |
[ | | [ | | | |
1 2 ’\3 ’\ 1 2 3
a a a a a a
Do
| | | | I
| | | |
1 2 3 ’\
a a a

Opombe: D,= dolg; a = anuiteta; 1, 2, 3 = zaporedna Stevilka obrestovalnega obdobja.

Prirejeno po: (Cibej & Ferbar Tratar, 2012, str. 95).
Formuli, kot del (ene) splosne formule

Glede na to, da si lahko izberemo trenutek, na katerega bomo preracunali vse prilive
oz. odlive, lahko uporabimo tudi eno samo formulo, ki ji dodamo Se spremenljivko
(poimenujmo jo Z), ki opredeljuje, na kateri termin se naj prera¢unajo zneski. Formula
je sledeca:

B Dy X 1+ P)(nﬂ)_z 20 Z7=17 (10)
“T (o (e o0 S

p p

Tako je pri Z = 1 termin za preracun datum dospetja zadnje anuitete (v tem primeru je
formula (10) enaka formuli (8)). Pri Z =n + 1 pa se zneski preracunajo na termin
valute kredita (v tem primeru je formula (10) enaka formuli (9)). Na Sliki 6c je prikazan
primer, koje 1 < Z <n+ 1, naSlikied je Z > n + 1, ter na Sliki 6e je Z < 1, pri cemer
predstavlja Z sStevilko razdolZnine, ki ima faktor oz. vrednost 1. Vsota geometricnega
zaporedja je tako seStevek faktorjev vseh razdolznin, ki sestavljajo veckratnik vrednosti
izhodis¢nega faktorja Z.
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4.2 Formule, ki temeljijo na razmerju anuitete in zneska prvih obresti

Na spletnem mestu Wikipedia (2015) smo zasledili Se sledec¢o formulo

Dy

(5=

a=DyXp+ , p*0. (12)

Izvirnik formule je sicer imel izpostavljene skupne faktorje. Formula (11) je ocitno
druga¢na od formul (8) in (9). Ce si pogledamo Tabelo 3, vidimo, da predstavlja
izraCunana anuiteta v formulah (7) in (8) nadaljevanje geometri¢cnega zaporedja
razdolznin 1, 2 in 3, formula (11) pa je rezultat sesStevka razdolznine 1 in prvih obresti.
Absolutni znesek prvih obresti je ob dani glavnici in obrestni meri ne glede na Stevilo
kapitalizacijskih obdobij namre¢ vedno enak, zato je mogoce uporabiti tudi drugi
naveden nacin.

Tabela 3: Amortizacijski nacrt za 50 % obrestno mero/kapitalizacijsko obdobje

Obrok Anuiteta Obresti RazdolZnina | Faktorji (Z=1) Dolg

1000,00 €
1 710,53 €|  500,00€| = 210,53¢€ 789,47 €
2 710,53 € 394,74 € T 315,79 € 473,68 €
3 710,53 € 236,84 € f 473,68 € 0€
Anuiteta !

Opombe: Faktorji = Faktorji naras¢anja glede na izhodis¢no razdolZnino; postopek racunanja formul (6)
in (7) je oznacen z zeleno barvo, postopek racunanja formule (9) pa je oznacen z modro barvo.

Formula (11) vsebuje enak sesStevek faktorjev, ki predstavljajo razmerja med
razdolZninami — glede na izbrano razdolZnino — kot jih vsebuje formula (8) (del, ki je pri
obeh formulah obarvan z rdeco). Tukaj Se dodajmo formulo (12), ki predstavlja odgovor
na formulo (9) (vsebujeta enak sestevek faktorjev; del, ki je obarvan z modro).

Dy X (1+p)™
= 12
a D0><p+<_(1+p)_n_1),p¢0. (12)
p

Formuli, kot del (ene) splosne formule

Tudi pri formulah (11) in (12) lahko uporabimo eno samo formulo, ki ji dodamo Se
spremenljiv faktor (Z) — formula (13), pri ¢emer tudi tukaj Z predstavlja Stevilko
razdolznine, ki ima faktor oz. vrednost 1. Vsota geometricnega zaporedja je tako
seStevek faktorjev vseh razdolznin, ki sestavljajo veckratnik vrednosti izhodis¢nega
faktorja Z. Tako ima formula (11) Z = 1, formula (12) pa Z = n + 1.

Dy x (1 +p)~“D (13)
<(1 +p)m+D~Z —q -+ Y- @D _ 1) , p#0, Z=1.
p P

18



5 ANALIZA FORMUL IN PREFORMULACIJA PROBLEMA

Bohte (1995, str. 128) na koncu poglavja o premicni piki navaja, da je mogoce iz
predhodnih ocen in primerov dobiti izkusnjo, da je pri ra¢unanju s premic¢no piko edini
vir moc¢nega povecanja relativne napake odStevanje [dveh] priblizno enakih Stevil.
Temu se je potrebno po moznosti izogniti (ibid.). V izogib nevarnosti nestabilnega
racunanja si je potrebno izraz [enacbo ali del enacbe], ki v izvirni obliki ni primeren za
raCunanje, ogledati z vidika numeri¢ne stabilnosti in ga predelati v za to primerno
obliko (ibid.).

5.1 Analiza formul

V poglavju 4 smo predstavili formule za racunanje enakih kreditnih odpladil. V
nadaljevanju bomo pogledali ali se te formule, ki so sicer z vidika analiticnega
raCunanja enake, pri numeri¢cnem ra¢unanju pod dolo¢enimi pogoji obnasajo razli¢no.
Na podlagi teh ugotovitev bomo izbrali formulo, ki bo podlaga za ra¢unanje s pomocjo
dopolnilnih algoritmov.

5.1.1 Prekoracitev obsega

Tabela 4: Faktoriji, ki sestavljajo geometri¢no zaporedje razdolznin, priizbrani izhodis¢ni
razdolznini 1, za 50 % obrestno mero/kapitalizacijsko obdobje

Razdol3nina Faktorji | Faktorji | Faktorji | Faktorji | Faktorji | Faktorji | Faktorji
(Z2<0) | (z=0) | (z=1) | (z=2) | (z=3) | (z=4) | (z>4)

1 1,5 1 =0,66 =0,44 =0,29

2 2,25 1,5 1 =0,66 =0,44

3 3,375 2,25 1,5 1 =0,66

2

Opombe: Z = stevilka razdolZnine, vzeta kot osnova za izrac¢un (poljubno celo stevilo).

Iz Tabele 4 vidimo, da nizja, kot je vrednost Z, velje je tveganje za prekoracitev
Stevilskega obsega v vmesnem rezultatu (ki jo lahko povzro¢i kombinacija visoke
obrestne mere in/ali visokega Stevila kapitalizacijskih obdobij). Predpostavljamo, da
imajo vse formule, pri katerih je Z < 1 podobne lastnosti (pozitivho potenco), zato
bomo v okviru nevarnosti prekoracitve Stevilskega obsega izlodili skoraj vse te formule.
Pri tem je seveda potrebno eno izmed teh formul v skupini obdrzati, saj jo je potrebno
primerjati Se s formulami, ki imajo Z > 1. Le-te spadajo namrec v drugo skupino (oz.
skupini) in imajo druge lastnosti, ki so lahko v tem primeru sicer bolj ugodne, za drug
primer (v okviru medskupinske primerjave) pa manj ugodne. Ker se v mnozici formul pri
katerih je Z < 1 zgodi prekoracitev Stevilskega obsega najkasneje pri Z = 1, bomo zato
slednjo obdrzali. Iz mozne nadaljnje obravnave pa izlo¢imo vse formule, ki imajo Z < 1.
Ugotovitve veljajo za obe splosni formuli enako. Konéna formula, ki jo bomo uporabili
mora torej imeti Z > 1.
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5.1.2 Podkoracitev obsega

Pri podkoracitvi obsega je Stevilo tako nizko, da se spremeni v vrednost 0, pri ¢emer
velja, da visja kot je vrednost Z, vedje je tveganje za podkoraditev Stevilskega obsega. V
tem primeru predpostavljamo, da imajo vse formule, pri katerih je Z = n + 1 podobne
lastnosti (negativno potenco), zato bomo v okviru nevarnosti podkoracitve Stevilskega
obsega izlocili skoraj vse te formule. Pri tem je seveda potrebno eno izmed teh formul v
skupini obdrzati, saj jo je potrebno primerjati formulami, ki imajo Z <n+1 .V tej
skupini nastopi podkoraditev najkasneje pri Z = n + 1, zato je ne izlo¢imo iz postopka
izbire. Tudi tukaj veljajo ugotovitve za obe splo$ni formuli enako. Kon¢na formula, ki jo
bomo uporabili, botakoimelal < Z <n + 1.

5.1.3 Primernost formule, kot podlaga za dopolnilne algoritme

V enem izmed racunskih postopkov, ki bodo sledili (Algoritem 5), je potrebno izracunati
izhodis¢no obrestno mero za uporabo v omenjenem postopku. Pri formulah, ki
imajo Z < 1, torej (izkljuéno) pozitivho potenco, to sicer ni potrebno. Kot izhodisce se
uporabi namrec le p. Vendar pa lahko nastopi pri formulah, ki imajo Z < 1 v ra€unskem
postopku

A+p)™H2-1 A+p)” V-1
p p

odstevanje dveh priblizno enakih Stevil. Pri formulah, ki pa imajo Z > 1, torej (deloma
ali v celoti) negativno potenco, pa se izhodiS¢na obrestna mera (v delu ali izklju¢no)
ratuna z (1 +p) ™ — 1. V obeh primerih vidimo, da bomo pri nizki obrestni meri
ponovno naleteli na teZave, ki se nanasajo na odstevanje dveh priblizno enakih Stevil.
Spet velja ugotovitev za obe splosni formuli enako. Smo pa s tem postopkom dolocili
optimalno vrednost Z, najbolj smiselna je torej uporaba formule, kiima Z = 1.

5.1.4 Racunanje z neskonc¢no vrednostjo

Imamo torej doloeno vrednost Z, ne vemo pa 3Se, katero splosno formulo naj
uporabimo. Pri Z =1 sta splodni formuli enaki formuli (8) oz. (11). V kolikor izraz
(1 + p)™ v formuli zamenjamo z o (neskon¢no) dobimo slededi razli¢ni resitvi. V Stevcu
formule (8) bi tako delili neskonéno z neskon¢no in dobili rezultat "ni Stevilo". V formuli
(11) pa je rezultat enak absolutnemu znesku prvih obresti. Tukaj gre za racunski primer,
ko imamo kombinacijo visoke obrestne mere in/ali visokega Stevila kapitalizacijskih
obdobij. To pomeni, da ¢e bi rezultat iz formule (11), vnesli v amortizacijski nacrt, se
kredit sploh ne bi odpladeval, saj so obresti tako visoke, da je razdolZznina 0 in tako se
dolg ne bi zmanjseval. Pri tem bi lahko po eni strani sicer rekli, da je pravilen rezultat
formule (8), saj ta pravi, da je rezultat "nesmiseln" (ni Stevilo). Vendar pa, ce
premislimo, ima kombinacija visoke obrestne mere in/ali visokega Stevila
kapitalizacijskih obdobij neko realno racunsko resitev, ki se nahaja blizu rezultata,
izraunanega s formulo (11). Pri obstojeci natanénosti ne moremo ponazoriti, da je
viSina anuitete realno visja od zneska (prvih) obresti. Zato bomo kot podlago za
racunanje z algoritmi — ki bo sledilo — uporabili formulo (11).
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Slika 7: Primerjava izracunov formul pri prekoracitvi Stevilskega obsega v vmesnem
rezultatu prin = oo

limDO—xszaN f=A0+p)n p+0
f—>oo(f—1> ’ !

p
lim Dy X p + = Dy Xp, f=0+pn p#0

Dy
(=)
p
5.2 Odstevanje znotraj formule

Pri analizi formul z vidika numeri¢ne nestabilnosti bomo v tem poglavju obravnavali
formulo (11) oz. del, s katerim raCunamo geometri¢no zaporedje. V prejSnjem razdelku
smo obrazlozili, zakaj smo izbrali ravno to formulo.

5.2.1Analiza zaokrozitvenih napak pri odstevanju v formuli

V poglavju o numeriénem racunanju smo zapisali, da so mnozenje, deljenje ter
seStevanje numeri¢no stabilne metode. V formuli imamo eno mnoZenje, eno
seStevanje, eno deljenje ter Se eno deljenje (v imenovalcu imenovalca), ki bi sicer lahko
bilo tudi mnozZenje, ¢e bi ga pustili v Stevcu.

Za preizkus stabilnosti raCunanja odstevanja si bomo predocili slede¢ primer. Vzemimo,
da smo najeli kredit z odplacilno dobo n = 1 in obrestno mero p = 0,15 %. Tako dobimo
(14 p)™ = 1.0015. Zmanjsevanec in odstevanec v formuli, t. j. 1, sta si ocitno blizu, s
Cimer lahko pri¢akujemo veliko relativno napako v izra¢unu.

Sedaj ta izracunani zmanjSevanec ter konstanto 1 vstavimo v obrazec za raCunanje
koeficienta pri osnovni zaokroZitveni napaki u v oceni za relativno napako sesStevanj
n + 1 stevil (Bohte, 1995, str. 84). Rezultat za k,, = (|1.0015| + |—-1]|)/(|1.0015 +
(=1)|) = 1334, ki ga Se pomnozimo z osnovno zaokrozitveno napako u. Dobimo
K, ~ 1-10713. To pomeni, da smo mesto v resitvi, od katerega dalje lahko nastopi
napaka s 16. premaknili na 13. Stevko, torej lahko na zadnjih treh mestih rezultata
dobimo slucajne cifre. Tako na primer pri Dy = 1000 denarnih enot in Ze danima n inp
dobimo numeri¢no resitev —1001,49999999996. S tocno resitvijo 1001,5 se ne ujema
na zadnji Stevki, kar pomeni, da je napaka manjSa od ocenjene. S tem se sicer tudi
potrjuje ugotovitev, da daje analiza zaokroZitvenih napak obi¢ajno pesimisticne
napovedi glede to¢nosti rezultatov (Bohte, 1995, str. 128 )’.

5.2.2 Pomen Stevk v rezultatu pri odStevanju dveh priblizno enako velikih stevil

Iz predhodnega primera vidimo, da se lahko Stevke pri numeri¢cnem rezultatu
odstevanja dveh priblizno enako velikih stevil ve¢ ne skladajo s to¢no resitvijo. Tako npr.

Higham (1996, str. 98) obravnava statisticno vrednotenje ocen zaokroZitvenih napak na tocCnost
rezultatov.
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Petrisi¢ (2006, str. 16) pise o " 'slu€ajnih' " Stevkah v rezultatu. Plestenjak (2015, str. 34
in 36) pa navaja pojma: "napacne Stevke" in [Stevke, ki] "nimajo pravega pomena". Ker
Higham (1996, str. 29) navaja, da napake pri racunanju ter njihov vpliv na nadaljnje
racunske postopke niso slucajne, si lahko postavimo vprasanje, od kod dobimo te
Stevke (za nas primer) in kako nam je to lahko v pomo¢ pri odpravljanju tezav z
natancénostjo v rezultatu.

Slika 8: Postopek odstevanja v premicni piki z dvojno natancnostjo

vnos Stevil v zapisu:
764,2 —
pretvorba v zapis (52 + 1 bitov) in izracun:
Ker gre za racunanje v premicni Zaokrozanje poteka vedno na fiksnem|
piki, se ta meja enakih absolutnih mestu v mantisi———»

vrednosti spreminja——»
10111111000011001100110011001100110011001100110011002

1100(110011001100110011001100110011001102

normaliziranje Stevila (preostalo je 39 + 1 bitov)
1100|110011001100110011001100110011001101

4

pretvorba nazaj v zapis in prikaz rezultata:
0,10000 00000 00023

Ob vnosu Stevil v racunalnik (v desetiSkem zapisu) se Stevila pretvorijo v dvojisko obliko,
opravi se izraun in za prikaz rezultata se opravi pretvorba nazaj v desetiski sistem.
Desetiska Stevila, ki se ne dajo to¢no shranit v dvojisko obliko, potrebujejo za zapis na
15 Stevk natancno priblizno 50 bitov natancnosti (Stevilo Stevk pomnozeno s faktorjem
1/log,o 2 = 3.33), kar je dovolj — da se po tem, ko se opravi zaokrozanje Stevila —
doseZe "navidezna" natancnost. Za konkreten primer odStevanja, ki ga navaja Petrisi¢
(2016, str. 16) (Slika 8) smo rezultat, ki ga dobimo z racunalnikom preverili tudi s "pes"
izracunom (s pomocjo preglednice v Excelu), rezultata sta bila na vse Stevke enaka. To
pomeni, da bi moral biti postopek odstevanja, ki ga izpelje racunalnik, podoben
prikazanemu.

Iz Slike 8 lahko razberemo, da se je pri raCunanju v dvojiSkem zapisu 13 bitov (na
zacetku) iznicilo. Ker se v premicni piki rezultat po izracunu Se normalizira — kar pomeni
da se bitni zapis rezultata premakne naprej, da dobimo na prvem mestu bit 1 — nam
sedaj (na koncu) manjka 13 bitov, torej nam manjka dolo¢ena natanc¢nost. Zaradi tega
je lahko rezultat bodisi previsok (kot v nasem primeru) bodisi prenizek. Kaj bi lahko iz
tega sklepali?
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Slika 9: Primer odStevanja dveh priblizno enakih Stevil — analiticno in numeri¢no

764,222222222222 764,222222222222

0,111111111111 0,111111111110972

Vrednosti iz prejSnjega primera smo nekoliko spremenili (uporabili smo 15-mestna
zmanjsSevanec in odstevanec) in opravili tako analiticen kot tudi izra¢un z racunalnikom.
Pri tem lahko opazimo (Slika 9), da je skupno Stevilo Stevk pri numeri¢nem racunanju —
od 1. Stevke zmanjSevanca (kot absolutno vecjega Stevila v postopku odstevanja), pa do
zadnje Stevke rezultata — 18. Ocitno ima rezultat 3 Stevke preve¢. Numeri¢no ra¢unanje
torej "ohranja" stevilo Stevk v rezultatu. Tukaj nastopi premislek, da bi lahko numeri¢no
reSitev pribliZali analiti¢ni, ¢e bi na ustreznem mestu rezultat zaokroZili. S tem bi tudi te

m"mn

"napacne", "slu¢ajne" oz. Stevke, ki "nimajo pomena", iznicili.
5.2.3 Popravek racunske operacije odstevanja

Formula (14) (glej tudi: Priloga 6) temelji na tem, da se posku$a ugotoviti, na kateri
Stevki (F = Stevilo pomembnih Stevk) je potrebno zaokroZiti rezultat. Postopek za
odstevanje obravnava za veljavne vhodne spremenljivke vse pozitivne ali negativne
vrednosti. Ce se odstevata $tevili z razlicnima predznakoma, je to sestevanje, ki ni
problemati¢no in se zato tukaj ne izvedejo nikakrini popravki. Ce pa odstevamo dve
Stevili z enakima predznakoma, je pa to tudi zares odstevanje. Najprej se doloci najnizja
absolutna vrednost med Steviloma. "NajniZja" zato, ker imata lahko Stevili — ¢eprav sta
priblizno enake velikosti — razlicno Stevilo Stevk v celem delu in posledi¢no razliéno
Stevk v decimalnem delu (npr. e je eno visje od vrednosti 1000, drugo pa nizje). To
pomeni, da je od 1. stevke zmanjSevanca (Ce je ta absolutno vecje Stevilo v postopku
odstevanja), pa do zadnje $tevke odstevanca 16 mest. Ce bi sedaj rekli, da je potrebno
rezultat zaokroziti na Stevilo decimalnih mest, ki jih ima visje Stevilo (zmanjSevanec), bi
izgubili eno mesto natancnosti, saj nismo upostevali zadnje Stevke odStevanca.
"Absolutno" vrednost pa potrebujemo zato, ker bomo racunali z logaritmi. Najnizjo
absolutno vrednost torej uporabimo kot logaritmand za racunanje desetiSkega
logaritma. Na ta nacin ugotovimo, koliko Stevk je v celem delu absolutno nizje
vrednosti, preostale Stevke pa predstavljajo decimalna mesta. Na to Stevilo Stevk se
potem zaokroZi rezultat odstevanja.

Rezultati, ki ga dobimo s tem algoritmom so sedaj sicer (domnevno) znotraj zahtev, ki
jih postavlja IEEE standard za odstevanje. Vendar je taksen algoritem smiselno uporabiti
le, kadar je odStevanje edina racunska operacija ali zadnja znotraj niza racunskih
operacij.

xX—y, xy <0
x—y= l(x _ y) . 10F—[10g10 min(lxI,IyI)J+1] B (14)
10F— llogio min(lx|,lyDI+1 ’ xy >0, F=15

Ko smo s tem algoritmom opravljali konkretne izratune anuitet (izraz (1 +p)" —1 v
formuli smo zamenijali s spremenljivko, ki je vsebovala rezultat odstevanja algoritma),
so bili izracuni sicer dobri pri nizki obrestni meri (p < 107° %), pri relativno vijih
obrestnih merah pa je lahko prislo tudi do slabsih rezultatov, kot jih ponuja formula
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sama. Razlago za to lahko pois¢emo v predhodnem rezultatu potenciranja. Pri izrazito
nizkih obrestnih merah je namrec napaka, nastala pri potenciranju, v primerjavi z
rezultatom (sedaj popravljenega algoritma) odstevanja dokaj majhna, in jo tudi sledece
deljenje z izrazito nizko obrestno mero toliko ne poveca. Pri nekoliko visjih obrestnih
merah pa je napaka pri potenciranju visja in po sledeéem odstevanju ter deljenju z
nizko obrestno mero rezultat (podobno kot pri samih formulah) preraste v rezultat, ki je
bolj "slu¢ajen".

V formuli torej tezava ni odstevanje samo, temve¢ kombinacija sledecih racunskih
operacij: ((1+ p)™ — 1)/ p. Potenciranje je namrec vrnilo rezultat, ki se ga ni dalo v
celoti prikazati. OdsStevanje je to napako razkrilo. KasnejSe deljenje z nizko obrestno
mero (ki je sledilo oditevaniju) je to napako zelo povetalo®. 1z tega lahko sklepamo, da
nima smisla popravljati metode odsStevanja, temve¢ da moramo preurediti racunski
postopek.

5.3 Preformulacija problema

Cibej & Ferbar Tratar (2012, str. 69) piseta, na kaj je potrebno biti pozoren, ko se
opravljajo izrauni za periodicne denarne tokove. V smislu pravilno izpeljanega
racunskega postopka je potrebno prilive in odlive prikazati na ¢asovni premici in potem
v skladu s skico in nacelom ekvivalence glavnic ... [...] ... opraviti izracun (ibid., str. 10).
Torej govorita o tem, da je potrebno v postopku racunanja najprej izpeljati enacbo, iz
katere so razvidna razmerja med prilivi in odlivi glede na trenutek reduciranja. To
pomeni postopno racunanje. Pred izraCunom bi sicer sledila pretvorba v eksplicitni
zapis (ibid., str. 95), torej formulo, vendar smo v prejsSnjem podpoglavju Ze ugotovili, da
na tak nacin ne dobimo zadovoljivih rezultatov pri raCunanju anuitet. Zato bomo del v
formuli, ki racuna sestevek faktorjev razdolznin, ki tvorijo geometricno zaporedje,
racunali postopno. Del formule, ki ga Zelimo nadomestiti v naSem primeru je reduciran
na termin, ko dospeva zadnja anuiteta. Ker bomo racunali le s faktorji in ne z
absolutnimi vrednostmi razdolznin, bo tako prva razdolznina imela vrednost 1. To
pomeni, da seStevek vseh razdolznin predstavlja tudi veckratnik vseh razdolznin na prvo
razdolznino. Vsi sledeci postopki se uporabijo za radunanje vsote geometricnega
zaporedja S, ki se nato vstavi v formulo (11)

Dy
a = DO Xp+ @
5.3.1 Racunanje vsote clenov geometricnega zaporedja neposredno iz vhodnih
podatkov

V kolikor reduciramo vse zneske na isti termin (na termin dospetja zadnje anuitete)
lahko posamezne razdolznine v geometricnem zaporedju racunamo neposredno iz
vhodnih podatkov. Ce nekoliko poenostavimo zapis po Cibej & Ferbar Tratar (2012, str.
95), tako dobimo sledec racunski zapis:

Kar se sklada s primerom, ki ga obravnavata na primer Burden & Faires (2011, str. 24).
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S=r'+rt+ri+r3i+.+r™h r=>0+p). (15)

Ce Zelimo tak$en postopek uporabiti za raéunanje z racunalnikom, je smiselno narediti
pretvorbo, npr. na nacin kot je prikazan na Algoritmu 1.

Algoritem 1: Racunanje vsote ¢lenov geometri¢nega zaporedja neposredno iz vhodnih
podatkov

1. SO = 0
25=85_,+0+p)¥?t, i=12.,n

35251

Opombe: Priloga 1 vsebuje konkretne algoritme za uporabo.

Pri tem S; predstavlja trenutni seStevek ¢lenov geometri¢nega zaporedja. Izhodiscée za
posamezne vmesne izracune je zmeraj termin, ko dospeva zadnja anuiteta.

Analiza zaokroZitvenih napak

Pri neposrednem racunanju faktorjev razdolinin geometricnega zaporedja opravimo
toliko seStevanj, kot je kapitalizacijskih obdobij, s katerimi ratunamo, zmanjsano za 1.
Ker imajo v nasem primeru vsi sumandi isti predznak in imamo nizko vrednost u (ker
ratunamo z dvojno natanénostjo je to 27°°), lahko analizo zaokroZitvenih napak
poenostavimo in retemo, da je relativna napaka kveéjemu enaka Stevilu racunskih
operacij n — 1 , pomnoZeno z osnovno zaokroZitveno napako u (Bohte, 1995, str. 85).
Pri sestevanju’ imamo torej napako omejeno z (n — 1)u. Ovrednotiti moramo e
potenciranje, ki ga bomo obravnavali kot mnozenje ve¢ $tevil'®. Tudi za mnozenje (v
sploSnem) velja, da je relativna napaka kve¢jemu nu (ibid., str. 81). Pri mnoZenju (oz.
potenciranju) imamo torej napako omejeno z

((n -2)x (n_l)) u,

2

pri ¢emer Stevilo med zunanjimi oklepaji predstavlja Stevilo vseh mnoZenj. Skupna
ocena najvisje napake za postopke sestevanja in potenciranja, v kolikor poenostavimo,

je tako omejena na
Tl2
~ |5t o(n) |u.

Sestevanja v (1 + p) ne bomo ovrednostili, saj bi iz (1 + p) lahko tvorili v obrestovalni faktor, vendar
se za to nismo odlodili, da bi zagotovili primerljiv zapis med algoritmi.
1% 7 ratunalnikom smo opravili izratun na dva nacina: neposredno s potenciranjem in z mnoZico
mnoZenj, rezultati so bili skoraj identicni.
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5.3.2 Racunanje vsote clenov geometricnega zaporedja rekurzivno

Namesto, da posamezne faktorje razdolznin v geometricnem zaporedju reduciramo na
isti termin, lahko kot osnovo za racunanje faktorjev vzamemo termin, ko dospeva
naslednja anuiteta (na ¢asovni premici) in ne zadnja. Vendar mora biti ta "naslednja"
anuiteta predhodno izracunana. Kar pomeni, da v tem primeru uporabljamo rekurzivni
postopek. Postopek je prikazan na Algoritmu 2.

Algoritem 2: Racunanje vsote ¢lenov geometri¢nega zaporedja rekurzivno

1. 50:0

2. Si = Si—l + Si—lp +1, i= 1, 2, ., n

Opombe: Priloga 2 vsebuje konkretne algoritme za uporabo.
Analiza zaokroZitvenih napak

Pri rekurzivnem racunanju faktorjev razdolZznin geometriénega zaporedja opravimo
toliko seStevanij, kot je kapitalizacijskih obdobij s katerimi racunamo, zmanjsano za 1. Za
seStevanje samo pozitivnih ali samo negativnih Stevil, kot Ze predhodno omenjeno,
velja, da je relativna napaka nu (Bohte, 1995, str. 85). V Algoritmu 2 imamo 2 postopka
sestevanja, zato je tukaj skupna napaka omejena na

~ 2nu.

Imamo pa Se en postopek mnoZenja. Za mnozenje, kot tudi Ze predhodno omenjeno, (v
splosnem) velja, da je relativna napaka kvecjemu nu (Bohte, 1995, str. 85), torej imamo
napako, omejeno z

~ nu.

Skupna ocena najviSje napake za rekurzivni postopek za postopke sestevanja in
mnoZenja je tako

~ 3nu.

Meja najviSje napake narasca torej linearno glede na rast Stevila kapitalizacijskih
obdobij. Pri neposrednem postopku — za katerega smo predhodno opravili analizo
zaokroZitvenih napak — pa je ocena najviSje napake manj ugodna, saj ta narascéa
superlinearno“.

! Ocena napake raste hitreje, kot pa Stevilo kapitalizacijskih obdobij. Pojem iz knjige Plestenjak (2015,
str. 55).
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5.3.3 Racunanje vsote ¢lenov geometricnega zaporedja, kjer ti ¢cleni medsebojno ne
tvorijo geometri¢nega zaporedja

Bohte (1995, str. 80 in 135) pri analizi zaokrozitvenih napak prikazuje postopek za
izpeljavo formule za racunanje koeficienta pri osnovni zaokroZitveni napaki u v oceni za
relativno napako produkta n + 1 Stevil. Formula je sledeca:

1+w" -1
Ky=——"——. (16)

u
Vidimo lahko, da je zapis enak delu enacbe, ki racuna vsoto faktorjev razdolZnin
geometri¢nega zaporedja v formuli (pri ¢emer K, nadomestimo s S in u nadomestimo s
p). Iz formule (16) Bohte razvije (ibid., str. 81 in 135) tudi postopni zapis, ki je:

1 1
K, =n+§n(n—1)u+gn(n—1)(n—2)u2+---+u"_1. (17)

Iz enacbe (17) lahko hitro ugotovimo, da se posamezni ¢leni (pri ¢emer odmislimo u v
vsakem ¢lenu) racunajo s pomocjo formule za racunanje kombinacij n elementov reda i
(Usenik, 1998, str. 253):

. !
Ky = ﬁ = (Tll) (18)

pri cemer K pomeni kombinacije, i je zap. $t. ¢lena, n pa je skupno stevilo ¢lenov.

Vzemimo primer, da imamo mnozico z n elementi, n = 10, zanima pa nas vrednost 3.
¢lena zaporedja (ki, kot smo Ze ugotovili, ni geometricno), torej i=3 (pri tem bomo
zanemarili izraune z obrestno mero: p oz. pri Bohtetu spremenljivka u). Rezultat je
120. Enacba (18) uporablja slede¢ postopek:

Ki_10><9><8 X7Xx6X5x4x3x2x1 3628800
T 3x2X1X7X6X5X4x3%x2%x1 30240 °

Cibej & Ferbar Tratar (2012, str. 132) opisujeta, kako se da postopek skrajdati. Ko se
pokrajsa v Stevcu in imenovalcu, vidimo kako racuna Bohte (glej enacbo 17):

10x9x8 720
"T3x2x1 6
Kot lahko razberemo, je slednji postopek manj tvegan za prekoracitev obsega v
vmesnem rezultatu.

Prekoracitev stevilskega obsega

Postopni zapis, ki ga navaja Bohte, lahko racuna le najvec (prvih) 170 ¢lenov zaporedja
(v dvojni natanénosti). Ce bi na primer sestevali 171 faktorjev razdolznin (ali veg), bi pri
raCunanju 171. fakultete (ter visjih) pri vmesnem koraku prislo do prekoraditve
Stevilskega obsega. TeZava je v tem, da je npr. racunski postopek za 171. ¢len (Ce je ta
zadnji) slede¢: 1/171! - 171!. To¢na resitev je 1, numericna resitev pa je: 1/Inf - Inf =
NaN.
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Kako bi se lahko temu izognili? Premislek gre v smeri, da se v racunski postopek
izmeniéno vnasajo vrednosti iz Stevca in iz imenovalca. Pri slede¢em postopku so
vmesni rezultati zmeraj med 1 in koncnim rezultatom:

K 10 9 8
=—X—X—
"1 7273

Ker je pri omenjenem postopku potrebno za vsak izraCunan ¢len zaceti racunati od
znova in so pri poznih €lenih tudi racunski postopki dolgotrajnejsi, je smiselno racunski
postopek peljati rekurzivno. Postopek je prikazan z Algoritmom 3.

Algoritem 3: Racunanje vsote ¢lenov geometri¢nega zaporedja, kjer ti ¢leni
medsebojno ne tvorijo geometricnega zaporedja — preurejen postopek, ¢leni
rekurzivno

1. S,=0, P, =0

n, i=1

Pi—li_l(n— i+ Dp, i>1"’ i=12,..,n

2. Si: Si—1+Pi! Pl:{
3. S = Si

Opombe: P=vrednost posameznega ¢lena zaporedja ; Priloga 3 vsebuje konkretne algoritme za uporabo.
Analiza zaokroZitvenih napak popravijenega algoritma

Pri rekurzivnem racunanju faktorjev razdolZznin geometri¢nega zaporedja (Algoritem 3)
opravimo toliko sestevanj, kot je kapitalizacijskih obdobij, s katerimi ra¢unamo,
zmanjsano za 1. Za seStevanje samo pozitivnih ali samo negativnih Stevil, kot Ze
predhodno omenjeno, velja, da je relativna napaka nu (Bohte, 1995, str. 85). V
Algoritmu 3 imamo 2 postopka sesStevanja, zato je tukaj skupna napaka omejena na

~ 2nu.

Imamo pa Se dva postopka mnoZenja. Za mnozZenje, kot tudi Ze predhodno omenjeno,
(v sploSnem) velja, da je relativna napaka kve¢jemu nu (Bohte, 1995, str. 85), torej
imamo napako omejeno z

~ 2nu.

Imamo pa Se en postopek deljenja in eno odstevanje celih Stevil. Tudi v tem primeru
bomo opravili vrednotenje z

~ 2nu.

Skupna ocena najviSje napake za racunanje vsote ¢lenov pri preurejenem postopku —
rekurzivno je tako

~ 6nu.

Meja najviSje napake pri Algoritmu 3 naraséa torej linearno glede na rast Stevila
kapitalizacijskih obdobij.
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5.3.4Racunanje vsote skupin ¢lenov geometricnega zaporedja

Ker je ocena za relativno napako enaka Stevilu operacij, pomnozenih z osnovno
zaokrozitveno napako (ibid., str. 81), lahko poskusamo zmanjsati Stevilo korakov,
potrebnih za izracun vsote geometri¢nega zaporedja. Tako lahko npr. za posojilo, ki se
odplacuje na 18 obrokov, tvorimo najprej izhodis¢no skupino ¢lenov vsote. V tej skupini
so 1., 5., 9. in 13. ¢len zaporedja, ki so, kot vidimo, med seboj enako oddaljeni (do te
tocke je postopek enak kot pri racunanju ¢lenov neposredno iz podatkov) (Algoritem 4,
korak 2 in Algoritem 2, korak 2 ).

Sedaj pa lahko iz te skupine ¢lenov racunamo naslednjo skupino ¢lenov (z rekurzivnim
postopkom racunanja ¢lenov — Algoritem 4). V nasem primeru bi v prvi ponovitvi tega
postopka to bili ¢leni 2, 6, 10 in 14, v drugi ponovitvi ¢leni 3, 7, 11 in 15 ter v tret;ji
ponovitvi ¢leni 4, 8, 12 in 16 (Algoritem 4, korak 4). Tako smo vse skupaj opravili 4
izraCune neposredno iz podatkov in 3 izracune iz skupin ¢lenov, torej rekurzivno, skupaj
7. Tako velikost skupine kot tudi Stevilo ponovitev (+1) sta rezultata kvadratnega korena
iz Stevila obrokov. Morebitni celoStevilski ostanek, ki ga dobimo po korenjenju, pa
potem spet raunamo (posamicno) neposredno iz podatkov (¢len 17 in 18) (Algoritem
4, korak 6). Lahko bi sicer uporabili tudi katera dva druga faktorja (namesto 4*4+2, bi
vzeli 2*9), vendar si s korenjenjem obicajno zagotovimo najmanjSe Stevilo skupno
potrebnih izrac¢unov in ohranimo pregleden racunski zapis. Potrebno je Se poudariti, da
v koraku 4 (Algoritem 4) obrestovalni faktor ni ve¢ (1 + p) temvec se k p pristeje vsota
geometri¢nega zaporedja izhodis¢ne skupine iz koraka 2 (Algoritem 4).

Algoritem 4: Radunanje vsote skupin ¢lenov geometri¢nega zaporedja rekurzivno

1.5,=1, K=|Vn]

2.5=S_x+@Q+p)Y, i=1K+1,2K+1,.,(K-1DK+1

45 =10 J=0 012 k-1
. ]— S]_1+(S]_1p+51), ]>0 ) _]_ )y Ly &y nny

S; n—K?>=0

6. S = . , i=KK2+1,K*+2,..,
‘ {Si_1+(1+p)‘_1, n—-Kk2>0" "

75:51

Opombe: K =korak, S; seStevek Clenov pri potenciranju, S1 skupni seStevek ¢lenov pri potenciranju, S;
sestevek skupin clenov pri rekurzivnem racunanju. Priloga 4 vsebuje konkretne algoritme za uporabo.

Analiza zaokroZitvenih napak
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Pri racunanju izhodiscne skupine clenov (Algoritem 4, korak 2) najprej opravimo za
|Vn] — 1 izratunov. Za sestevanje je ocena najviie napake (|vVn|—1)u, za
potenciranje pa je nekoliko bolj ugodna kot pri analizi zaokroZitvenih napak za
potenciranje pri algoritmu 1 in je O(n)u. Za rekurzivno izraCunane skupine ¢lenov
(Algoritem 4, korak 4) je ocena napake|vn| — 2. Za ostanek (Algoritem 4, korak 6) pa
~2[\/ﬁj. Skupna ocena najvisje napake je tako

~ 0(n)u.

5.3.5 Racunanje vsote geometricnega zaporedja iz skupin obrestnih mer v dvojiskih
korakih

Za raCunanje vsote geometri¢nega zaporedja obi¢ajno pretvorimo obrestno mero p v
obrestovalni faktor (1 + p). Tako lahko izraCunamo faktor (veckratnik) izbranega ¢lena
glede na izhodis¢ni €len. Velikost 3. ¢lena pri p = 50 %, bi lahko npr. racunali:
(1450 %)(1+ 50 %). Rezultat bi bil torej(1,5)(1,5) = 2,25. Lahko pa poskusimo v
izhodis¢u racunati tudi samo z obrestno mero p, postopek izraCuna bi bil potem taksen:
((50 %)(50 %) + (50 %) + (50 %)) + 1. Pri tem bi spet dobili enak
rezultat: ((0,5)(0,5) + (0,5) + (0,5)) + 1 = 2,25.

Kako bi lahko del ((1 + p)™ — 1) v formuli nadomestili s pravkar opisanim postopkom.
Ker smo Ze izracunali, da je:

e (1+p)"=(P®) + @)+ (P)..)+1,jepotemtakem
e (1+p"=1=(M®+®+®)..).

Kar pomeni, da bomo pri uporabi obrestovalnega faktorja naleteli na teZave z
odstevanjem, ¢e pa pri izraéunu uporabimo le obrestno mero te tezave nimamo. Ce
uporabimo le obrestno mero, se torej izognemo odstevanju. Zato pa moramo preurediti
postopek, kar pomeni, da moramo izracun opraviti postopoma. V predhodnem
odstavku smo prikazali, kako opraviti posamezen izracun brez odstevanja. Vendar pa v
nasem primeru potrebujemo mnozico taksnih izracunov, kako jih torej povezati.

Na Sliki 10 je prikazan postopek s primerom izracuna za to. V nasem konkretnem
primeru ni vec potrebno pristeti na koncu Stevila 1, saj bi ga — kot smo Ze ugotovili —
morali spet odsteti (kar bi bilo po eni strani nepotrebno, predvsem pa bi pomenilo
nevarnost za stabilno racunanje).

Slika 10: Postopek za potenciranje (celi eksponent), neposredno iz obrestne mere (p =
50 %), v koraku se uporabita rezultat predhodnega koraka ter izhodiS¢na obrestna mera

1+p)' p+10°
X1 0.5
1+p)? pxy+p+x+1;
Xy 1,25
(1+p)2 pxa+p+x,+1;
X3 2,375
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(1 + p)n PXp—1 + P+ X1 +1;

Xn

Vendar konkretna uporaba postopka s Slike 10 v primerjavi z Algoritmi 1, 2 in 3 ne bi
prinesla veliko, saj je tudi v tem primeru Stevilo korakov vezano na Stevilo
kapitalizacijskih obdobij.

S podro¢ja ra¢unalniétva je znan®? postopek, ko lahko posamezni argument izrazimo z
njegovimi (razli¢nimi vnaprej doloc¢enimi) parametri (lastnostmi). Te parametre lahko
zapiSemo z besedo, kar npr. pomeni, da je potem argument izrazen s tremi besedami.
Imajo pa ti parametri tudi vsak svojo vrednost (so torej konstante). Tako ima prvi
parameter vrednost 1, drugi vrednost 2, tretji vrednost 4, cetrti vrednost 8 ... Ce sedaj
seStejemo vrednosti posameznih parametrov, s katerimi Zelimo izraziti argument,
dobimo (eno) Stevilo, ki ga prav tako lahko uporabimo za ponazoritev posameznih
parametrov argumenta. S tem postopkom lahko torej sestavimo posamezno celo
Stevilo. V kolikor ta nacin prenesemo na podrocje, ki ga obravnavamo, lahko hitro
ugotovimo, da lahko z njim izrazito zmanjSamo skupno Stevilo potrebnih izracunov.
Postopek je prikazan na Sliki 11.

Slika 11: Postopek za potenciranje (celi eksponent), neposredno iz obrestne mere (p =
50 %), v koraku sta obe spremenljivki rezultat predhodnega koraka — z dopolnilnim
izraCunom

A+p?¥ -p+1;0]
%o 05

(14p)% ~xo2 + 2x0 + 1;

S——— S—

X1 1,25
1+p)% x,2+2x, + 1;
s " 4,0625
(1+p) X2 +2X2+1,

—_———
X3 24,6289...

L+p)? — xyoi® + 2xy_g + 1;

XN

[ —r

Sestaviti Se je potrebno izbrano celo Stevilo

(1+ p)20+21+23 —

0.5 1,25 2,375

? Primer za to je 2. argument MsgBox funkcije v programskem jeziku VBA.
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85,49

24,62.. 85,49...

Celotni postopek je prikazan na Algoritmu 5. V koraku 1 in 2 ugotavljamo, koliko
izratunov bo potrebnih, ter ustvarimo prazen vektor, ki lahko shrani te posamezne
izraCune. V koraku 3 opravimo te izraCune in jih shranimo v vektor (kot je tudi prikazano
na Sliki 11). V koraku 5 doloc¢imo, katere predhodne izra¢une bomo tudi zares uporabili
in iz njih naredimo konc¢ni izracun. Tako bi pri Stevilu kapitalizacijskih obdobij 11
(= 2% + 2V 4+ 23"") za izradun uporabili 1., 2. in 4. rezultat, ki smo ga predhodno
shranili v vektor. V koraku 6 predhodni rezultat Se delimo z obrestno mero, da dobimo
vsoto ¢lenov geometri¢nega zaporedja.

Algoritem 5: Ra¢unanje vsote geometri¢nega zaporedja iz skupin obrestnih mer v
dvojiskih korakih

1. ne = |log,n] +1

2.V =[v1 V2 - Upel
D, i= .
. , = = 1 2 .
3 vi {'Ui_lz + 2vi_1, i>1’ ! 1o o€

4, nto = Zn, SO =0

S nt; _ nt;
-1 2 [TJ nti, :
5.5 = , nt;=|—|, i=1,2,..,ne
i nt; nt; t 2
Si_lvi+5i_1 + Vi, T * [TJ
6. 5=
p

Opombe: ne — stevilo elementov v vektorju, V — vektor, v —elementi v vektorju, nt —trenutno Stevilo
kapitalizacijskih obdobij; Priloga 5 vsebuje konkretne algoritme za uporabo.

Analiza zaokroZitvenih napak

Pri racunanju posameznih ¢lenoy, ki jih hranimo v vektorju opravimo za |log, n| + 1
postopkov, ki vsebujejo vsak 2 mnoZenji in seStevanje. Torej je najvisja napaka omejena
na kve¢jemu ~3l|log, nju. Pri dolocitvi kontnega seStevka uporabimo ponovno
[log, n] + 1 izracunov, v katerem imamo 2 seStevanji in mnoZenje. Torej je tudi v
drugem delu racunskega postopka napaka omejena na ~3|log, n|u. Skupaj torej znasa
ocena napake

~6|log, nlu.

Kar pomeni, da bi uporaba tega postopka morala vrniti zelo dober rezultat. V kolikor
npr. predpostavljamo, da je n celo Stevilo s 15 Stevkami, potem je najviSja mogoca
napaka (pri dvojni natan¢nosti) ~300u.
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5.3.6 Povzetek analize zaokrozitvenih napak za postopke racunanja vsote
geometri¢nega zaporedja

Stevilo racunskih postopkov pri Algoritmih 1, 2 in 3 je v izhodi$¢u vezano na $tevilo
kapitalizacijskih obdobij. Vsak tak racunski postopek pa pri posameznem izmed teh
algoritmov vsebuje razlicno Stevilo racunskih operacij — pri postopku racunanja
neposredno iz vhodnih podatkov ter pri postopku ra¢unanja rekurzivno je Stevilo
racunskih operacij, ki jih vsebujeta v posameznem obhodu/koraku, podobno: 4 oz. 3.
Pri tem da bolj ugodno oceno za relativno napako metoda racunanja rekurzivno, ta
namrec¢ ne vsebuje potenciranja, ki ga lahko ovrednotimo kot niz mnozenj, kar pomeni
dodatno Stevilo ra¢unskih operacij, ter poslabSanje ocene predvidene relativne napake.
Zaradi racunskega postopka potenciranja se torej ocena rasti napake glede na rast
Stevila kapitalizacijskih obdobij — pri postopku racunanja neposredno iz vhodnih
podatkov — ki je v izhodis¢u ocenjena kot linearna "spremeni" v superlinearno. Za
(popravljen) Algoritem 3 postopek — kjer cleni vsote niso neposredno povezani z
geometri¢nim zaporedjem — velja enako kot za Algoritem 2.

Tabela 5: Primerjava ocene direktne analize zaokroZitvenih napak pri metodah za
postopno racunanje ¢lenov geometri¢nega zaporedja

St. Ocena za relativno | Rast napake glede | Stevilo obhodov
alg. napako na rast Stevila  |zank/-e v algoritmu
kapitalizacijskih (Stevilo rac¢unskih
obdobij operacij v
posamezni zanki)
1. |Cleni— neposredno (nZ ) superlinearno n (4)
~|=+00n) |u
2
2. |Cleni-rekurzivno |~ O(n)u linearno n (3)
3. |Cleni— ~ 0(n)u linearno n (6)
negeometri¢no
(popravljena) —
rekurzivno
4. |Skupine &lenovs |~ O(n)u linearno med 2|vn| — 1
korenjenjem — in 4[@] -1
rekurzivno (4+3+4)
5. |Skupine obrestnih |~ O(log, n)u sublinearno [log,n] +1
mer v dvojiskih (5+5)
korakih —
rekurzivno

Opombe: O= velikostni razred; zaporedne Stevilke v tabeli oznacujejo zaporedno stevilko algoritma oz.
pripadajocih prilog.

Obe racunski metodi, ki ne raéunata ve¢ posameznih ¢lenov vsote geometricnega
zaporedja posamezno, temvel po skupinah (vsaka metoda na svoj nacin), lahko
izpostavimo pri metodi, ki raéuna skupine clenov geometricnega zaporedja s
korenjenjem, da tudi ta vsebuje potenciranje v dveh izmed treh korakov in se zato
ocena predvidene najviSje relativne napake pri tej metodi iz zacetka zelo ugodne
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(suinnearneB—) "spremeni" na raven ocene, ki jo ima Ze predhodno opisan postopek
raCunanja posameznih ¢lenov rekurzivno — Algoritem 2, torej gre za linearno rast
napake glede na rast Stevila kapitalizacijskih obdobij. Po drugi strani pa metoda
raCunanja skupin obrestnih mer v dvojiskih korakih — rekurzivno ohranja zelo ugodno
oceno predvidene najviSje relativne napake in je s tem edini postopek, pri katerem je
rast napake glede na rast Stevila kapitalizacijskih obdobij sublinearna.

Iz povzetega lahko torej izpeljemo, da so postopki (torej Algoritem 2, Algoritem 3 in
Algoritem 5), ki ne vsebujejo racunske operacije potenciranja (oz. racunanj fakultet),
tudi ohranili korelacijo med rastjo Stevila kapitalizacijskih obdobij in rastjo ocene
predvidene najvisje relativne napake. Pri ostalih dveh algoritmih se je ocena poslabsala,
saj je potenciranje (v naSem primeru) mogoce ovrednotiti kot racunski postopek, ki
vsebuje dodatno Stevilo racunskih postopkov. Omenjeni trije imajo — skupaj s
postopkom, ki raduna skupine clenov geometricnega zaporedja s korenjenjem — tudi
absolutno gledano najbolj ugodno oceno predvidene najvisje relativne napake glede na
Stevilo kapitalizacijskih obdobij n linearna- in sublinearna rast) .

B Ocena napake raste pocasneje, kot pa Stevilo kapitalizacijskih obdobij. Pojem iz knjige Plestenjak
(2015, str. 55).
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6 PRIMERJAVA TOCNOSTI IZRACUNOV IN UCINKOVITOSTI
ALGORITMOV

V minulem poglavju smo opisali postopke, s katerimi stabilno raCunamo enake kreditne
anuitete. Opravili smo tudi analizo zaokroZitvenih napak za te postopke, kar pomeni, da
smo ocenjevali najvisjo priCakovano napako numeri¢ne resSitve v primerjavi s tocno
reSitvijo. Kriterija, s katerima bomo merili primernost posamezne metode za racunanje
kreditnih anuitet, bosta natancnost in ekonomiénost. Merilo za natan¢nost bo racunalo
operacijskega sistema Windows, ki v znanstvenem nacinu ra¢una na 32 Stevk natanc¢no.
V postopek primerjave bomo vkljucili tudi Excelovo PMT funkcijo (za racunanje
kreditnih odplacil), ki glede na preizkuse prav tako uporablja numeri¢no stabilen
algoritem. Za merilo ekonomicnosti bomo uporabili ¢asovno zahtevnost algoritmov, kar
pomeni, da bomo ugotavljali, kolikSen ¢as je potreben za posamezen izracun. Meritve
bomo opravili s pomocjo programskega paketa Octave.

6.1 Numeri¢na nestabilnost formul pri obrestni meri: blizu 0 %

V prejsSnjem poglavju smo predstavili 5 nacinov za stabilno racunanje anuitet. Za
vsakega smo opravili analizo zaokroZitvenih napak. Opravili pa bomo Se konkretne
izraCune, s katerimi bomo ugotavljali, kateri algoritem je glede na dane okoli¢ine
smiselno izbrati.

Ugotovili smo torej, da pride pri izraunu s formulo do velike relativne napake v
rezultatu, ko je obrestna mera blizu 0 %. Poglejmo sedaj, kako ob konkretnih podatkih
delujejo dopolnilni postopki za racunanje kreditnih anuitet: opravili bomo primerjavo
izra€unoy, ki jih dobimo s formulo in z dopolnilnimi metodami za 3 razli¢ne ro€nosti ob
enaki (nizki) obrestni meri.

Ce za izradun uporabimo podatke D, = 100000, p = 10 %, n, = 1, n, = 360,
nz = 100000, dobimo naslednje rezultate.

Tabela 6: Rezultati — in ¢as trajanja izracuna postopkov za racunanje kreditnih anuitet

prip= 10° %
St.
n=1 n, = 360 ns; = 100000
alg.
Excel-PMT —100000,001000000 |-277,778279166967 | —1,00050008833333
funkcija (0 s) (0 s) (0 s)
Formula —100000,001607747 |-277,778280860210 | —-1,00050009441089
(0 s) (0 s) (0 s)
1. |Cleni- —100000,001000000 | -277,778279166964 | —1,00050008833030
neposredno (0 s) (4 s) (590 s)
2. |Cleni- —100000,001000000 |-277,778279166967 | —1,00050008833335
rekurzivno (0 s) (4 s) (520 s)
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asltg‘_ n =1 n, = 360 n; = 100000

3. |Cleni- —100000,001000000 | —277,778279166967 | —1,00050008833333
negeometri¢no (0 s) (10 s) (1050 s)
(popravljena) —
rekurzivno

4. |Skupine ¢lenov |—-100000,001000000 (—-277,778279166970 | —1,00050008833636
s korenjenjem (0 s) (2 s) (14 s)
— rekurzivno

5. |Skupine —100000,001000000 | —277,778279166967 | —1,00050008833333
obrestnih mer (1 s) (2 s) (3 s)
v dvojiskih
korakih —
rekurzivno

Opombe: Napacne Stevke so oznacene z rdeco in osencene; trajanje izracuna je na tisoCinke sekunde
natancno. V tabelo smo vnesli tiste vrednosti, ki so se pri ve¢ poskusih posameznih izracunov najveckrat
izpisale; tocne vrednosti so izraCunane z racunalom operacijskega sistema Windows, njihova vrednost na

32 Stevk natancno je: pri n; —100000,001, pri n,277,778279166966 in pring
1,00050008833333

Pri izraCunu za eno kapitalizacijsko obdobje (n; = 1), dajo vsi postopni nacini rezultat,
ki je toc€en, kar ustreza predpostavki, da nastane pri eni ra€unski operaciji napaka, ki je
kve¢jemu velikosti osnovne zaokroZitvene napake u. Ce se bolj natanéno izrazimo, gre
pri posameznem postopku v resnici za do 3 zanke, ki vsebujejo do 5 izra¢unov. Vendar
je to Se vedno premalo za uresniditev (pesimisticne) ocene za relativno napako
izraCuna. V rezultatu izracuna s pomocjo formule pa je zadnjih 6 Stevk napacnih. Z
vidika ¢asovne zahtevnosti lahko reCemo, da je pri tej rocnosti (n; = 1) hitrost izraCuna
tako visoka, da je ni mogoce izmeriti. Le metoda, ki raéuna skupine obrestnih mer v
dvojiskih korakih — rekurzivno (Algoritem 5), je ¢asovno rahlo bolj potratna. To gre
pripisati temu, da omenjen algoritem vzpostavi vektor, opravi izracun z dvema zankama
ter opravi Se en funkcijski izracun. Pri tej ro¢nosti je razlika v ¢asovni zahtevnosti
posameznih algoritmov resda zanemarljiva, vendar bi tukaj kljub temu predlagali
uporabo algoritma, ki racuna vsote clenov geometricnega zaporedja rekurzivno
(Algoritem 2 v Tabeli 6). Slednji potrebuje za izracun namrec le 3 raCunske operacije
(glej Tabelo 5), kar je najmanj med vsemi algoritmi. Ce pogledamo izra¢une pri visjih
ro¢nostih (n; = 100000), lahko sklepamo, da je v primerjavi z Algoritmom 1 (ki prav
tako potrebuje n obhodov zanke), tudi zares nekoliko hitrejsi.

Pri visjih roCnostih n, = 360 je rezultat, ki ga da formula, na zadnjih 8 Stevkah
napacen, kar pomeni, da ni prislo do bistvene spremembe v relativni napaki, na kar bi
vplivala spremenjena obrestna mera. Pri algoritmih pa je zaznati prva rahla odstopanja
v natancnosti izracuna. To se zgodi pri Algoritmih 1 in 4, ki imata to skupno lastnost, da
se njuni posamezni Cleni (v celoti ali deloma) racunajo neposredno iz potence. Slednji
sicer omogoca najhitrejsi izraun pri tej ro¢nosti n, = 360, kar je rezultat tega, da v
primerjavi z Algoritmi 1, 2 in 3 zmanjsa Stevilo potrebnih izracunov na velikostni razred
kvadratno korenjenega Stevila kapitalizacijskih obdobij n. Ker pa je tudi Algoritem 5
enako hiter kot Algoritem 4 ter hkrati na vseh 15 mest natancen, je smotrno izbrati
prvo omenjenega.
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Ob raCunanju z zelo visokim Stevilom kapitalizacijskih obdobij n; = 100000 pridemo
do sledecih ugotovitev. Tudi v tem primeru je zadnjih 8 Stevk v rezultatu pri formuli
napacnih. Pri Algoritmih 1 in 4 se je predhodno ugotovljena napaka Se rahlo povecala,
pri Algoritmu 2 pa zasledimo odstopanje na zadnji Stevki. Algoritma 3 in 5 ostajata
edina, ki vrneta rezultat na vseh 15 Stevk natancno, vendar je razlika v hitrosti, ki jo
potrebujeta za izracun, velika. Algoritem, ki temelji na racunanju ¢lenov negeometricno
potrebuje za izracun vec¢ kot 300-krat toliko ¢asa, kot ga potrebuje algoritem za
racunanje skupin obrestnih mer v dvojiskih korakih — rekurzivno. Pri zelo visokem Stevilu
kapitalizacijskih obdobij namrec pride do izraza nacin izraCuna po dvojiskih korakih,
torej, ko vsak izracun vsebuje dvakratnik izraCunov iz prejSnjega koraka racunanja.
TakSen postopek potem tudi v primerjavi z Algoritmom 4 — ki zmanjsa Stevilo potrebnih
izraCunov na velikostni razred kvadratnega korena iz Stevila kapitalizacijskih obdobij n —
dokaj mocno pridobi.

Iz Tabele 6 lahko razberemo, da so edini racunski postopki, ki dajo v vseh treh primerih
tocen rezultat na vseh 15 Stevk natancno, naslednji: postopek za racunanje c¢lenov kot
kombinacije (popravljena Bohte) — rekurzivno, postopek za racunanje skupin obrestnih
mer v dvojiskih korakih — rekurzivno ter Excelova PMT funkcija. Z namenom, da bi
ugotovili, ali kateri izmed omenjenih (dveh) algoritmov uporablja enak algoritem kot
ga uporablja PMT funkcija, smo naredili Se dodatne izracune. Pri tem smo uporabili Se
nizjo obrestno mero na kapitalizacijsko obdobje kot v prejsnjem primeru. V Tabeli 7 so
prikazani rezultati te primerjave. Pri roCnosti n; = 10000 je rezultat PMT funkcije
drugacen od rezultata Algoritma 3, pri n, = 100000 pa je drugacen od rezultata
Algoritma 5, kar pomeni, da ne moremo izhajati iz tega, da bi PMT funkcija vsebovala
katerega izmed predstavljenih algoritmov. Iz Tabele 7 lahko razberemo tudi, da
Algoritem 3 — ki racuna c¢lene negeometricno — pri ro¢nosti n; = 10000 vrne bolj
natancen rezultat kot pa Excelova PMT funkcija.

Tabela 7: Rezultati in ¢as trajanja izraCuna postopkov za racunanje kreditnih anuitet pri
D, = 100000, p = 10™** %, n; = 10000, n, = 100000

St.
n,; = 10000 n, = 100000
alg.
Excel-PMT funkcija -10,0000000005000 —1,00000000050001
3. |[Cleni- negeometri¢no —10,0000000005001 —1,00000000050001
(popravljena) —rekurzivno
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n, = 10000 n, = 100000

5. |Skupine obrestnih mer v —10,0000000005000 —1,00000000050000
dvojiskih korakih — rekurzivno

Opombe: Napacne Stevke so oznacene z rdeco in osencene oz. so podcrtane; trajanje izracuna je na
tisoCinke sekunde natancno, v tabelo smo vnesli tiste vrednosti, ki so se pri vec¢ poskusih posameznih
izraCunov najveckrat izpisale; vrednosti so izraCunane z racunalom operacijskega sistema Windows,
njihova vrednost na 32 Stevk natancno je: pri n; —10,0000000005000 , prin,

1,00000000050000

Pri povzetku analize zaokrozitvenih napak v prejSnjem poglavju smo ugotovili, da so
Algoritem 2, Algoritem 3 in Algoritem 5 postopki, ki ne vsebujejo radunske operacije
potenciranja (oz. racunanj fakultet) in so zato tudi ohranili korelacijo med rastjo Stevila
kapitalizacijskih obdobij in rastjo ocene predvidene najviSje relativne napake.
Primerjalni izrauni, opravljeni v tem poglavju, potrjujejo te ugodne ocene. Algoritem
2, Algoritem 3 in Algoritem 5 so tudi edini racunski postopki (v primerjavi), ki v celoti
racunajo rezultate rekurzivno. V nasem primeru torej ne drzi priporocilo, o katerem
piSe Datta (2010, str. 42), namrec da se je potrebno izogibati rekurzivnih postopkov, saj
ti lahko napake v vmesnih rezultatih Se povecujejo. Kot smo Ze omenili, je lahko razlog
dobrih rezultatov uporabe rekurzivnih postopkov v tem, da ti — v primerjavi s postopki,
ki vsebujejo potenciranja — realno ne povecajo Stevila racunskih operacij.

6.2 Tocnost izracunov v okviru najblizjega predstavljivega stevila oz.
sosednjega predstavljivega Stevila

V minulem poglavju smo Ze ugotovili, da so:
o Algoritem 3
e Algoritem 5in
e PMT funkcija

racunski postopki, s katerimi dobimo zelo natancne rezultate. Kaj to pomeni? Ker pri
numeriénem racunanju obi¢ajno ne moremo dobiti tocne resitve, smo zadovoljni z
rezultatom, ki je najbliZje predstavljivo stevilo. V kolikor nam to ne uspe, smo morebiti
zadovoljni tudi z drugim sosednjim stevilom, t. j. poleg najblizjega predstavljivega
stevila Se kot rezultat morebiti pricakujemo drugo najbliZje predstavljivo Stevilo.

Pri racunanju s temi (in drugimi) racunskimi postopki smo ugotovili, da nobeden izmed
njih
e ne vrne rezultata, ki je zmeraj najbliZje predstavljivo Stevilo, Ceprav po drugi
strani
e vsak izmed racunskih postopkov, ki smo jih nasteli v vrsticnem seznamu vrne
rezultat, ki je zmeraj sosednje predstavljivo stevilo.

Ne da se pa napovedati, kateri algoritem je v katerih okolis¢inah najbolj smiselno
uporabiti. Vidik, ki ga lahko ocenimo je ¢as trajanja racunskega postopka. Na vsak nacin
ima po tem kriteriju Algoritem 5 pred Algoritmom 3 veliko prednost, saj je pri visjih
rocnostih izrazito hitrejsi. Hitrost izraduna je lahko povezana tudi s programskim
paketom, s katerim se ra¢una. Tako je programski jezik VBA kompiliran programski jezik,
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Octave in R pa sta npr. Interpreted programska jezika. Kompilirani jeziki so hitrejsi.
Razlika v hitrosti branja programske kode med tipoma programskih jezikov je lahko vec
10-krat.

6.3 OkolisCine uporabe algoritmov

Znesek katerekoli valute je obicajno sestavljen iz celega dela, ki ima dolo¢eno Stevilo
Stevk (mest), ki navzgor vsaj teoreti€no ni omejeno, ter iz decimalnega dela, ki pa ima
fiksno Stevilo Stevk (mest), po navadi 2. Ob konkretnem izra¢unu torej napaka, ki bi
nastala pri racunanju na 3., 4. ali viSjem decimalnem mestu, ne bi ve¢ pomenila
realnega oSkodovanja, saj se je ne bi dalo ponazoriti s konkretnim zneskom.

V praksi to pomeni, da bo izra¢unano anuitetno odplacilo imelo enako relativno napako
pri najetem posojilu v visini 1.000 denarnih enot kot tudi v viSini 100.000 denarnih
enot. Vendar pa je za obe pogodbeni strani zanimiva predvsem absolutna napaka, saj
odraZza znesek, ki ga bosta placevali bodisi prevec ali pa tudi premalo. V kolikor npr.
predpostavljamo, da je izracun za posamezno anuitetno odplacilo natancen na 5 Stevk,
potem je izracun/znesek 111,1111 denarnih enot™ pravi¢en, po drugi strani pa bosta
pri izracunu/znesku 11111,11 denarnih enot pogodbeni strani placevali za do 0,50
denarne enote bodisi prevec oz. premalo.

Ker so zneski izrazeni v fiksni — in ne v premicni piki — se bodo napacne Stevke v
algoritmih pokazale kot relevantne Sele pri nominalno visokih zneskih posojil. Visoko
Stevilo kapitalizacijskih obdobij (pri enaki visini posojila) pa po drugi strani zmanjsuje
absolutno vrednost anuitetnih odplacil, kar pomeni, da napacne Stevke pri nizkem
stevilu kapitalizacijskih obdobij bolj vplivajo na to€nost rezultata. Izhodis¢e za nastanek
napacnih Stevk, pa je, kot smo Ze ugotovili, izrazito nizka obrestna mera na obdobje
odplacila, ki pa jo lahko pri¢akujemo, kadar so obdobja med odplacili zelo kratka (Ce bi
na primer racunali obrestno mero iz letne v obrestno mero na 1 sekundo, bi n znasal
31,536,000), naprej pa lahko ob zelo kratkih obdobjih med odplacili pricakujemo, da
imamo zelo visoko Stevilo kapitalizacijskih obdobij. S ¢imer lahko zaklju¢imo krogotok
0z. ga ponovno zacnemo.

V realnih okolis¢inah se ne bo pogosto zgodilo, da bomo naleteli na kombinacijo
visokega zneska posojila, nizkega Stevila kapitalizacijskih obdobij, izrazito nizke
obrestne mere na posamezno obdobje odplacila in zelo kratkimi obdobji med odplacili.
Kar pomeni, da je verjetnost da dobimo napacden izracun pri racunanju v dvojni
natancnosti, ki je merljiv v realnem znesku, dokaj majhna. Zato je potrebno pretehtati,
kdaj je ra€unanje samo s formulo zadostno ter kdaj je smiselna uporaba teh dopolnilnih
algoritmov. Slednje je sicer mogoce uporabiti v sploSnem za racunanje vsote ¢lenov
geometri¢nega zaporedja za podrocja, kjer se zahteva "popolna" natanénost izraéunov.

1 Predpostavljamo, da je najmanj$a realna vrednost denarne enote 1/100 le-te, ter da smo zadnjo

pravilno Stevko pridobili z zaokrozanjem.

39



7 SKLEP

V diplomskem delu smo predstavili, kako stabilno racunati periodi¢no enaka odplacila
anuitetnega kredita s pomocjo racunalnika. Pri tem igra osrednjo vlogo obrazec za
direktno racunanje geometri¢nega zaporedja — znotraj formule za raCunanje anuitet. Pri
nizki obrestni meri tako v tem obrazcu pride do odstevanja dveh priblizno enakih Stevil.
Samo odstevanje sicer ne bi predstavljalo tezave, Ce bi odStevali Stevili, katerih vrednost
je v racunalniku zapisana to¢no. V naSem primeru pa se pred odStevanjem opravi
racunski postopek potenciranja, pri katerem se obicajno pojavi doloc¢ena napaka, ki pa
Se ni problemati¢na. TeZava nastopi Sele potem, ko smo z odStevanjem razkrili
doloceno napako (iz postopka potenciranja) in jo potem delili z zelo nizkim Stevilom —
to je z nizko obrestno mero. Kar pomeni, da je relativna napaka ostala enaka, absolutna
napaka pa se je povecala. Pri tem racunski sistem, ki ga predstavlja obrazec za
raCunanje vsote geometri¢nega zaporedja, ni obcutljiv na sprememba podatka — torej
obrestne mere — ki gre proti 0 %. Kar pomeni, da imamo nestabilno racunsko metodo.

Resitev problema predstavlja postopno racunanje vsote geometri¢nega zaporedja. V
kolikor imamo namrec¢ v samem postopku le mnozZenje vec Stevil oz. seStevanje vec
Stevil (ki so vsa pozitivna ali vsa negativna), potem je takSen postopek numeri¢no
stabilen. V literaturi se za ta primer (racunanja anuitete) obicajno navaja postopek, ki
preracuna vsa anuitetna odplacila na en termin. Lahko pa se uporabi postopek, ki
preracunava posamezne vrednosti glede na predhodni izracun, kar pomeni torej, da gre
za rekurzivno raCunanje. Slednji daje pri visokem Stevilu kapitalizacijskih obdobij bolj
natancne rezultate, saj se nominalno Stevilo racunskih operacij, ki jih potrebuje za
izracun, v teku postopka ne spremeni. Postopek, ki preracunava na en termin, pa v
postopku uporablja tudi potenciranje, kar je mogoce Steti kot niz mnozenj, torej gre za
dodatno Stevilo korakov, kar se pri vecjem Stevilu kapitalizacijskih obdobij odraza v
obliki manjSe natancnosti.

Ce kombiniramo oba nacina, lahko 3tevilo aritmetiénih operacij zmanj$éamo na
velikostni razred kvadratnega korena iz Stevila kapitalizacijskih obdobij. S tem
postopkom sicer zelo pridobimo na hitrosti, vendar pa natanénost ostaja na ravni
prvoomenjenega postopka, ki preraéunava na en termin. Lahko pa doseZzemo oboje:
torej majhno Stevilo korakov in hiter izra€un. To nam omogoc¢a ra¢unanje s postopkom,
ki opravlja izra¢une iz skupin obrestnih mer, ki jih tvori v dvojiskih korakih, ter shrani v
vektorju. V drugem koraku iz teh elementov vektorja sestavi naravno Stevilo, ki je enako
Stevilu kapitalizacijskih obdobij. Za stevilo kapitalizacijskih obdobij, ki je zapisano s 15
mesti, potrebuje le priblizno 100 racunskih obhodov. Numeri¢ni rezultat takSnega
racunanja pa je levo ali desno sosednje Stevilo tocnega rezultata.

Na ta nacin se k Excelovi PMT funkciji, ki pri racunanju prav tako vrne rezultat, ki je
sosednje predstavljivo Stevilo, pridruzi Se ucinkovita in izredno stabilna metoda, ki
racuna skupine obrestnih mer v dvojiskih korakih — rekurzivno. V to skupino, pa sodi Se
ena metoda. Za to smo preuredili enacbo, ki jo pri analizi zaokroZitvenih napak
uporablja Bohte (1995, str. 81). Ceprav ta formula potrebuje toliko obhodov zanke, kot
je Stevilo kapitalizacijskih obdobij, pa to ne vpliva na visoko natanc¢nost izrauna.

40



LITERATURA IN VIRI

10.

11.

Bohte, Z. (1995). Uvod v numeri¢no racunanje. Ljubljana: Drustvo matematikov,
fizikov in astronomov Slovenije.

Burden, R. L., & Faires, J. D. (2011). Numerical analysis. Australia: Brooks/Cole.

Cibej, J. A., & Ferbar Tratar, L. (2012). Matematika za poslovno rabo (2. del).
Ljubljana: Ekonomska fakulteta.

Datta, B. N. (2010). Numerical Linear Algebra and Applications (2nd Ed.).
Philadelphia: Society for Industrial and Applied Mathematics.

Higham, N. J. (1996). Accuracy and Stability of Numerical Algorithms. Philadelphia:
Society for Industrial and Applied Mathematics.

Marovt, J., & Breznik, K. (2014). Praktikum iz poslovno-financne matematike.
Maribor: Fakulteta za naravoslovje in matematiko.

Orel, B. (1997). Osnove numericne matematike. Ljubljana: Fakulteta za
racunalnistvo in informatiko.

Petrisic, J. (2006). Resevanje enach. Ljubljana: Fakulteta za strojnistvo.

Plestenjak, B. (2015). RazSirjen uvod v numericne metode. Ljubljana: Drustvo
matematikoy, fizikov in astronomov Slovenije.

Usenik, J. (1998). Matematicne metode. Novo mesto: Visoka Sola za upravljanje in
poslovanje.

Wikipedia. (2015). Amortization calculator - Wikipedia, the free encyclopedia.
Prevzeto 28. aprii 2016 iz Wikipedia, the free encyclopedia:
https://en.wikipedia.org/wiki/Amortization_calculator.

41






PRILOGE

PRILOGA 1: RACUNANJE ANUITETE — VSOTA CLENOV GEOMETRICNEGA ZAPOREDJA NEPOSREDNO 1Z

VHODNIH PODATKOV (OPISNI ALGORITEM, ZA EXCEL-VBA, ZA OCTAVE) 2
PRILOGA 2: RACUNANJE ANUITETE — VSOTA CLENOV GEOMETRICNEGA ZAPOREDJA REKURZIVNO (OPISNI
ALGORITEM, ZA EXCEL-VBA, ZA OCTAVE) 3
PRILOGA 3A: RACUNANJE ANUITETE — VSOTA CLENOV GEOMETRICNEGA ZAPOREDJA, KJER TI CLENI
MEDSEBOJNO NE TVORIJO GEOMETRICNEGA ZAPOREDJA (OPISNI ALGORITEM) 4
PRILOGA 3B: RACUNANJE ANUITETE — VSOTA CLENOV GEOMETRICNEGA ZAPOREDJA, KJER TI CLENI
MEDSEBOJNO NE TVORIJO GEOMETRICNEGA ZAPOREDJA (ZA EXCEL-VBA) 5
PRILOGA 3C: RACUNANJE ANUITETE - VSOTA CLENOV GEOMETRICNEGA ZAPOREDJA, KJER TI CLENI
MEDSEBOJNO NE TVORIJO GEOMETRICNEGA ZAPOREDJA (ZA OCTAVE) 6
PRILOGA 4A: RACUNANJE ANUITETE — VSOTA SKUPIN CLENOV GEOMETRICNEGA ZAPOREDJA
REKURZIVNO (OPISNI ALGORITEM) 7
PRILOGA 4B: RACUNANJE ANUITETE — VSOTA SKUPIN CLENOV GEOMETRICNEGA ZAPOREDJA
REKURZIVNO (ZA EXCEL-VBA) 8
PRILOGA 4C: RACUNANJE ANUITETE — VSOTA SKUPIN CLENOV GEOMETRICNEGA ZAPOREDJA
REKURZIVNO (ZA OCTAVE) 9
PRILOGA 5A: RACUNANJE ANUITETE — VSOTA GEOMETRICNEGA ZAPOREDJA I1Z SKUPIN OBRESTNIH MER
V DVOJISKIH KORAKIH (OPISNI ALGORITEM) 10
PRILOGA 5B: RACUNANJE ANUITETE — VSOTA GEOMETRICNEGA ZAPOREDJA 1Z SKUPIN OBRESTNIH MER
V DVOJISKIH KORAKIH (ZA EXCEL-VBA) 11
PRILOGA 5C: RACUNANJE ANUITETE — VSOTA GEOMETRICNEGA ZAPOREDJA I1Z SKUPIN OBRESTNIH MER
V DVOJISKIH KORAKIH (ZA OCTAVE) 12
PRILOGA 6A: ODSTEVANJE V ARITMETIKI S PREMICNO PIKO (OPISNI ALGORITEM) 13
PRILOGA 6B: ODSTEVANJE V ARITMETIKI S PREMICNO PIKO (ZA EXCEL-VBA) 14
PRILOGA 6C: ODSTEVANJE V ARITMETIKI S PREMICNO PIKO (ZA OCTAVE) 15
PRILOGA 7: PARAMETRI RACUNSKE ARITMETIKE NEKATERIH PROGRAMSKIH PAKETOV 16



Priloga 1: Racunanje anuitete — vsota ¢lenov geometri¢nega zaporedja neposredno iz
vhodnih podatkov (opisni algoritem, za Excel-VBA, za Octave)

p
n Do

seStevek_ObrestovalnihFaktorjev =0
za zapSt_ObrestovalnegaFaktorja = 1 do n
trenutniObrestovalniFaktor = (1 + p)\Z2PSt-Obrestovanegafaktorja -1)
seStevek ObrestovalnihFaktorjev = seStevek_ObrestovalnihFaktorjev +
trenutniObrestovalniFaktor
konecza

anuiteta_exponent =—(Dg X p + Do / (sestevek _ObrestovalnihFaktorjev))

Option Explicit

Function payment_exponent(p As Double, n As Double, Dy As Double) As Double
Dim cum_temp_r As Double, i As Double, temp_r As Double

cum_temp r=0
Fori=1Ton
temp r=(1+p
cum_temp_r =cum_temp_r +temp_r
Next i

)(i—l)

payment_exponent =—(Dg X p + Do/ cum_temp r)
End Function

function retval_payment_exponent = payment_exponent(p, n, Do)
format long

cum_temp_r=0;
fori=1:n
temp_r=(1+p)i Y
cum_temp_r=cum_temp_r + temp_r;
endfor

retval_payment_exponent =—(Dg * p + Do / cum_temp_r);
endfunction



Priloga 2: Racunanje anuitete — vsota ¢lenov geometri¢nega zaporedja rekurzivno
(opisni algoritem, za Excel-VBA, za Octave)

p
n Do

seStevek_ObrestovalnihFaktorjev =0
za zapSt_ObrestovalnegaFaktorja = 1 do n
trenutniObrestovalniFaktor = sestevek_ObrestovalnihFaktorjev X p + 1
seStevek ObrestovalnihFaktorjev = seStevek_ObrestovalnihFaktorjev +
trenutniObrestovalniFaktor
konecza

anuiteta_recursive = —(Dg X p + Do / (seStevek _ObrestovalnihFaktorjev))

Option Explicit

Function payment_recursive(p As Double, n As Double, Dy As Double) As Double
Dim cum_temp_r As Double, i As Double, temp_r As Double

cum_temp r=0
Fori=1Ton
temp r=cum_temp r*p+1
cum_temp_r =cum_temp_r +temp_r
Next i

payment_recursive = —(Dg X p + Do/ cum_temp _r)
End Function

function retval_payment_recursive = payment_recursive(p, n, Do)
format long

cum_temp_r=0;
fori=1:n
temp_r=cum_temp r*p+1;
cum_temp_r=cum_temp_r +temp_r;
endfor

retval_payment_recursive = —(Do * p + Do / cum_temp_r);
endfunction



Priloga 3A: RaCunanje anuitete — vsota clenov geometricnega zaporedja, kjer ti cleni
medsebojno ne tvorijo geometri¢nega zaporedja (opisni algoritem)

p
n Do

seStevek_Zmnozkov_Clenov = 0
zmnozek_Posameznega_Clena=0
za zapSt_ObrestovalnegaFaktorja = 1 do n
¢e zapSt_ObrestovalnegaFaktorja==1
zmnozek_Posameznega_Clena = n
sestevek_Zmnozkov_Clenov = zmnozek_Posameznega_Clena
sicer
zmnozek_Posameznega_Clena = zmnozek_Posameznega_Clena X
(n — zapSt_ObrestovalnegaFaktorja + 1) X p
sedtevek_Zmnozkov_Clenov = seétevek_Zmnozkov_Clenov +
zmnozek_Posameznega_Clena
konecce
konecza

anuiteta_errAnalysis = —(Do X p + Dy / (sestevek_Zmnozkov_Clenov))



Priloga 3B: Racunanje anuitete — vsota ¢lenov geometricnega zaporedja, kjer ti ¢leni
medsebojno ne tvorijo geometricnega zaporedja (za Excel-VBA)

Option Explicit

Function payment_errAnalysis(p As Double, n As Double, Dy As Double) As Double
Dim cum_product_i As Double, product_i As Double, i As Double

cum_product_i=0

product_i=0
Fori=1Ton
Ifi=1Then

product_i=n
cum_product_i = product_i
Else
product_i=product_i/i*(n-i+1)*p
cum_product_i =cum_product_i + product_i
End If
Next i

payment_errAnalysis = —(Do * p + Do / (cum_product_i))
End Function



Priloga 3C: Racunanje anuitete - vsota clenov geometri¢nega zaporedja, kjer ti ¢leni
medsebojno ne tvorijo geometri¢nega zaporedja (za Octave)

function retval_payment_errAnalysis = payment_errAnalysis(p, n, Do)
format long

cum_product_i=0;
product_i=0;
fori=1:n
ifi==
product_i = n;
cum_product_i = product_i;
else
product_i = product_i/i* (n-i+1)*p;
cum_product_i=cum_product_i + product_i;
endif
endfor

retval_payment_errAnalysis =—(Do * p + Do/ (cum_product_i));
endfunction



Priloga 4A: Racunanje anuitete — vsota skupin ¢lenov geometricnega zaporedja
rekurzivno (opisni algoritem)

kvadratniKoren_StObrokov_zaokrozenNavzdolNaCeloStevilo =
odvzemiDaBoCeloStevilo(kvadratniKoren(n))

sestevek _ObrestovalnihFaktorjev =0
za zapSt_ObrestovalnegaFaktorja = 1 korak
kvadratniKoren_StObrokov_zaokroZzenNavzdolNaCeloStevilo do
kvadratniKoren_§t0brokov_zaokroienNavzdoINaCeIoéteviIo2
trenutniObrestovalniFaktor = (1 + p)@PSt-ObrestovainegaFaktorja —1)
sestevek_ObrestovalnihFaktorjev = sestevek_ObrestovalnihFaktorjev +
trenutniObrestovalniFaktor
konecza

rezultatPrveZankeKotOsnovaZaDodajanje = seStevek _ObrestovalnihFaktorjev
StPreostalihlteracij =
kvadratniKoren_StObrokov_zaokrozenNavzdolNaCeloStevilo — 1
medtemKo StPreostalihlteracij > 0
trenutniObrestovalniFaktor = sesStevek _ObrestovalnihFaktorjev X p +
rezultatPrveZankeKotOsnovaZaDodajanje
seStevek ObrestovalnihFaktorjev = seStevek_ObrestovalnihFaktorjev +
trenutniObrestovalniFaktor

StPreostalihlteracij = StPreostalihlteracij — 1
konecmedtemKo

medtemKo n >= zapSt_ObrestovalnegaFaktorja
trenutniObrestovalniFaktor = (1 + p)PSt-ObrestovainegaFaktorja —1)
seStevek ObrestovalnihFaktorjev = seStevek_ObrestovalnihFaktorjev +
trenutniObrestovalniFaktor

zapSt_ObrestovalnegaFaktorja = zapSt_ObrestovalnegaFaktorja + 1

konecmedtemKo

anuiteta_sqrt =—(Do X p + Do / (sestevek ObrestovalnihFaktorjev))
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Priloga 4B: Racunanje anuitete — vsota skupin ¢lenov geometri¢nega zaporedja
rekurzivno (za Excel-VBA)

Option Explicit

Function payment_sqrt(p As Double, n As Double, Dy As Double) As Double
Dim sqrtOf_numOfPeriods_roundedDownTolnteger As Long
Dim cum_temp_r As Double, i As Double, temp_r As Double
Dim resultFromFirstLoop As Double, remaininglterations As Long

sqrtOf_numOfPeriods_roundedDownTolnteger = Int(Sqr(n))

cum_temp r=0
For i =1 To sqrtOf _numOfPeriods_roundedDownTolnteger * 2 _
Step sqrtOf_numOfPeriods_roundedDownTolnteger
temp r=(1+p)~(i—-1)
cum_temp_r=cum_temp_r +temp_r
Next i

resultFromFirstLoop = cum_temp_r
remaininglterations = sqrtOf _numOfPeriods_roundedDownTolnteger — 1
Do While remaininglterations > 0
temp_r =cum_temp_r * p + resultFromFirstLoop
cum_temp_r=cum_temp_r +temp_r

remaininglterations = remaininglterations — 1
Loop

Do While n >=i
temp r=(1+p)"(i—-1)
cum_temp_r=cum_temp _r+temp_r

i=i+1

Loop

payment_sqrt =—(Do * p + Do / (cum_temp_r))
End Function



Priloga 4C: Racunanje anuitete — vsota skupin ¢lenov geometri¢nega zaporedja
rekurzivno (za Octave)

function retval_payment_sqrt = payment_sqrt(p, n, Do)
format long

sqrtOf_numOfPeriods_roundedDownTolnteger = floor(sqrt(n));

cum_temp r=0;
fori=1:sqgrtOf_numOfPeriods_roundedDownTolnteger : ...
sqrtOf_numOfPeriods_roundedDownTolnteger " 2
temp_r=(1+p)"(i—1);
cum_temp_r=cum_temp_r +temp_r;
endfor

resultFromFirstLoop = cum_temp _r;
remaininglterations = sqrtOf_numOfPeriods_roundedDownTolnteger — 1;
while remaininglterations > 0
temp_r =cum_temp_r * p + resultFromFirstLoop;
cum_temp_r=cum_temp_r +temp_r;

remaininglterations = remaininglterations — 1;
endwhile

i =i+ sqrtOf_numOfPeriods_roundedDownTolnteger;

while n>=i
temp r=(1+p)"(i—-1);
cum_temp_r=cum_temp_r +temp_r;

i=i+1;

endwhile

retval_payment_sqrt = —(Do * p + Do / (cum_temp_r));
endfunction



Priloga 5A: Racunanje anuitete — vsota geometricnega zaporedja iz skupin obrestnih
mer v dvojiskih korakih (opisni algoritem)

p
n Do

dolZinaVektorja = odvzemiDaBoCeloStevilo(dvojiskiLogaritem(n)) + 1
vektor_ObrestneMere =
ustvariVektor_dolzineVrednostiArgumenta(dolzinaVektorja)

za trenutniElementVVektorju = 1 do dolZinaVektorja
¢e trenutniElementVVektorju ==
vektor_ObrestneMere(trenutniElementVVektorju) = p
sicer
vektor_ObrestneMere(trenutniElementVVektorju) =
vektor_ObrestneMere(trenutniElementVVektorju — 1)% +
vektor_ObrestneMere(trenutniElementVVektorju — 1) X 2
konecce
konecza

trenutnoSteviloObrokov = n
seStevek_ObrestnihMer =0
za trenutniElementVVektorju = 1 do dolZinaVektorja
¢e jeNeparno(trenutnoSteviloObrokov)
seStevek ObrestnihMer =
seStevek ObrestnihMer X
vektor_ObrestneMere(trenutniElementVVektorju) +
seStevek ObrestnihMer +
vektor_ObrestneMere(trenutniElementVVektorju)
konecce
trenutnoSteviloObrokov =
odvzemiDaBoCeloStevilo(trenutnoSteviloObrokov / 2)
konecza

anuiteta_log2 =—(Dg X p + Do / (seStevek ObrestnihMer / p))
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Priloga 5B: Ra¢unanje anuitete — vsota geometri¢nega zaporedja iz skupin obrestnih
mer v dvojiskih korakih (za Excel-VBA)

Option Explicit

Function payment_log2(p As Double, n As Double, Dy As Double) As Double
Dim cum_temp_p As Double, i As Integer, lengthOfVector As Integer
Dim temp_n As Double, temp_p As Double, temp_p_InVector() As Double

lengthOfVector = Int(Application.Log(n, 2)) + 1
ReDim temp_p_InVector(1 To lengthOfVector)

For i =1 To lengthOfVector
Ifi=1Then
temp_p_InVector(i) = p
Else
temp_p_InVector(i) = temp_p_InVector(i—1) * 2 + _
temp_p_InVector(i—1) * 2
End If
Next i

temp_n=n
cum_temp p=0
For i =1 To lengthOfVector
If Application.lsOdd(temp_n) Then
cum_temp_p =cum_temp_p * temp_p_InVector(i) + _
cum_temp_p +temp_p_InVector(i)
End If
temp_n = Int(temp_n/ 2)
Next i

payment_log2 = —(Do* p + Do/ (cum_temp_p/ p))
End Function
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Priloga 5C: Racunanje anuitete — vsota geometri¢nega zaporedja iz skupin obrestnih
mer v dvojiskih korakih (za Octave)

function retval_payment_log2 = payment_log2(p, n, Do)
format long

lengthOfVector = floor(log2(n)) + 1;
temp_p_InVector = cell(lengthOfVector, 1);

fori=1:lengthOfVector
ifi==
temp_p_InVector{i, 1} = p;
else
temp_p_InVector{i, 1} =temp_p_InVector{i—1, 1} * 2 + ...
temp_p_InVector{i— 1, 1} * 2;
endif
endfor

temp_n=n;
cum_temp p=0;
fori=1:lengthOfVector
if mod(temp_n, 2)==1
cum_temp_p =cum_temp_p * temp_p_InVector{i, 1} + ...
cum_temp_p +temp_p_InVector{i, 1};
endif
temp_n = floor(temp_n / 2);
endfor

retval_payment_log2 =—(Do * p + Do / (cum_temp_p / p));
endfunction
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Priloga 6A: Odstevanje v aritmetiki s premi¢no piko (opisni algoritem)

zmanjSevanec in odstevanec

¢e nimataEnakihPredznakov(zmanjSevanec, odstevanec)
odsStevanje = zmanjSevanec — odStevanec

sicer
najvisjeSteviloPomembnihStevk_priUporabljeniNatanénosti = 15

najnizjaAbsolutnaVrednost = najnizjaVrednost(
absolutno(zmanjsevanec), absolutno(odstevanec))
SteviloStevkVCelemDelu = zaokroZiNavzdoINaCeloMesto(
(desetiskiLogaritem(najnizjaAbsolutnaVrednost))) + 1
$teviloStevkVDecimalnemDelu =
najvisjeSteviloPomembnihStevk_priUporabljeniNatanénosti —
SteviloStevkVCelemDelu
odstevanje = zaokroZiRazliko_na_steviloStevkVDecimalnemDelu(
zmanj$evanec — odstevanec, $teviloStevkVDecimalnemDelu)
konecce

Algoritem v primeru 100 % relativne napake ne uspe popraviti le-te. Priloga 7 prikazuje
morebitne razloge zakaj algoritem ne deluje v vseh primerih za programska jezika VBA
in R. Vendar pa deluje za Excel, kljub temu, da pri slednjem uporabimo VBA programski
jezik. Pri VBA lahko nastopi 100 % relativna napaka pri odstevanju namrec Sele takrat,
ko je eno izmed Stevil zapisano s 16-mestno natanc¢nostjo. Ker pa Excel dovoljuje vnose
le na 15-mest natan¢no, se ta primer ne zgodi.
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Priloga 6B: Odstevanje v aritmetiki s premicno piko (za Excel-VBA)

Option Explicit

Function subtraction(minuend As Double, subtrahend As Double) As Double
Dim minAbsValue As Double
Dim numOfSignifDigitsinintegerPartOfNum As Integer
Dim numOfSignifDigitsinDecimalPartOfNum As Integer
Const maxSignifDigitsinNum_forUsedPrecision As Byte = 15

If Sgn(minuend) * Sgn(subtrahend) < 1 Then
subtraction = minuend — subtrahend

Else
minAbsValue = Application.Min(Abs(minuend), Abs(subtrahend))
numOfSignifDigitsinintegerPartOfNum = _
Int(Application.Log10(minAbsValue)) + 1
numOfSignifDigitsinDecimalPartOfNum = _
maxSignifDigitsinNum_forUsedPrecision — _
numOfSignifDigitsinintegerPartOfNum
subtraction = Application.Round(minuend — subtrahend, _
numOfSignifDigitsinDecimalPartOfNum)
End If
End Function
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Priloga 6C: Odstevanje v aritmetiki s premicno piko (za Octave)

function retval_subtraction = subtraction(minuend, subtrahend)
format long

if sign(minuend) * sign(subtrahend) < 1
retval_subtraction = minuend — subtrahend,;

else
maxSignifDigitsinNum_forUsedPrecision = 15;

minAbsValue = min(abs(minuend), abs(subtrahend));
numOfSignifDigitsinintegerPartOfNum = floor (log10(minAbsValue)) + 1;
numOfSignifDigitsinDecimalPartOfNum = ...

maxSignifDigitsinNum_forUsedPrecision — ...

numOfSignifDigitsinintegerPartOfNum;
retval_subtraction = roundb((minuend — subtrahend) * ...
(10 A numOfSignifDigitsinDecimalPartOfNum)) / ...
(10 A numOfSignifDigitsinDecimalPartOfNum);
endif
endfunction
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Priloga 7: Parametri racunske aritmetike nekaterih programskih paketov

Aritmetika | Vrednosti VrednosE.ob. -
podkoraditvi Osnovna zaokrozZitvena
po o (underflow) / napaka15 (pri dvojni
standardu | prekoracitvi .. Y .
(denormalizirana natancnosti)
IEEE (overflow) v
Stevila)
#STEV!
Excel Ne (prekine 0/ (Ne) u=2"4%x~35-10"1
racunanje)
HINF
VBA Ne (prekine 0/ (Da) u=2"53=x~1.1-10"1
racunanje)
Octave Da’ 00, —00 0/ (Da) u=2"53~1.1-10"1
R Da' 0, —00 0/ (Da) u=2"3~1.1-1071°
Stevilo bitov v mantisi za prikaz A
Lo e . . - Najvisja
Stevilo poljubnega stevila, glede na .
. . v . relativna
pomembnih uporabljeno stevilo pomembnih .
Y Y napaka pri
Stevk Stevk: oditevaniu
razpolozljivih / teoreticno potrebnih )
Excel 15 48 / 50 100%
VBA 16 53 /54 100%
Octave 15 53/50 ~ 9,38%
vnosi =16
0,
R rezultat = 22 53/ 54 100%

Opombe: Primer najvisje relativne napake pri odstevanju — za Excel: 99999999999999, 8-
99999999999999,7=0; za VBA in R: 999999999999999.8-999999999999999.7=0; za Octave:
99999999999999.9-99999999999999.8=0.109375.

> Zaizradun smo uporabili algoritem po Bohtetu (1995, str. 71).
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