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Polhomogeni kontinuumi

program magistrskega dela

Polhomogeni kontinuumi so kontinuumi, ki imajo natanko dve orbiti. V magistrskem
delu naj bodo predstavljeni nekateri primeri takih polhomogenih uverizljivih konti-
nuumov in njihove osnovne lastnosti. Natanctno naj bo opisana tudi karakterizacija
polhomogenih uverizljivih kontinuumov, ki je opisana v [1], glede na stevilo njihovih
krajisc.
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IZVLECEK

V magistrskem delu preuc¢ujemo polhomogene uverizljive kontinuume in poskusamo najti

njihovo klasifikacijo glede na §tevilo njihovih krajisc.

Najprej se seznanimo z osnovnimi definicijami in zapiSemo nekaj enostavnih primerov konti-
nuumov. Predstavimo nekatere osnovne lastnosti kontinuumov, kot so ireducibilnost, dedna
unikoherentnost in homogenost. Definiramo uverizljive kontinuume, konstruiramo nekaj

primerov takih kontinuumov in predstavimo nekatere njihove lastnosti.

V nadaljevanju predstavimo rezultate iz [5], ki govorijo o polhomogenih uverizljivih kon-

natanko dva polhomogena uverizljiva kontinuuma z dvema krajis¢ema. Dokazemo Se, da sta
ta kontinuuma tudi edina polhomogena uverizjiva kontinuuma z neprazno koné¢no mnozico

krajisc.

V zadnjem poglavju predstavimo Se nekaj odprtih vprasanj in razpravljamo o moznih

reSitvah.

Kljuéne besede: Kontinuum, Uverizljivi kontinuum, Krajis¢e, Polhomogeni kontinuum.

Math. Subj. Class. (2010): 54F15, 54F50.



Cing, J.: Half-homogeneous continua.
Master Thesis, University of Maribor, Faculty of Natural Scicences and Mathe-

matics, Department of Mathematics and Computer Science, 2013.

ABSTRACT

In Master’s Thesis half-homogeneous chainable continua are studied. More precisely we are
discussing the possible classification of such continua with respect to the number of their

end points.

First we introduce basic definitions and produce some of the basic examples of continua. We
also introduce some of the basic properties of continua, such as irreducibility, hereditarily
unicoherence and homogenity. We define chainable continua, construct some examples of

such continua and show some of their properties.

Next we present the results from [5]. More precisely, we present the results about half-
homogeneous chainable continua with finitely many end points. We prove that up to home-
omorphism there are only two half-homogeneous chainable continua with two end points.
We also prove that the two continua are the only half-homogeneous chainable continua with

a nonempty finite set of end points.

Finally, in the last chapter we introduce some open problems and discuss possible solutions.

Keywords: Continuum, Chainable continuum, End point, Half-homogeneous continuum.

Math. Subj. Class. (2010): 54F15, 54F50.
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Uvod

Orbita neke tocke z kontinuuma X je definirana kot mnozica vseh slik f(z), kjer je f
homeomorfizem, ki slika iz X v X. Kontinuumu X, sestavljenemu iz natanko dveh orbit,
recemo polhomogeni kontinuum. Veriga v kontinuumu X je konéno urejeno zaporedje odpr-
tih mnozic, kjer le za sosednje indeksirana elementa verige velja, da imata neprazen presek.
Elementom verige recemo cleni verige. Za nek pozitiven € recemo, da je veriga e-veriga, ce
za vsak ¢len verige velja, da je njegov diameter manjsi od €. Kontinuum X je uverizljiv, ¢e
ga lahko za vsak pozitiven € pokrijemo z neko e-verigo. Tocki x € X rec¢emo krajisce od X,

¢e za vsak pozitiven € obstaja e-veriga, ki pokriva X in le prvi ¢len te verige vsebuje x.

V magistrskem delu preucujemo polhomogene uverizljive kontinuume glede na mnozico
njihovih krajis¢. Najprej zapiSemo natancéno konstrukcijo psevdoloka in na podlagi njega
konstruiramo primera polhomogenih uverzljiv kontinuumov, lok psevdolokov in lok brez
lokov. Osrednji rezultat magistrskega dela je dokaz, da do homeomorfizma natancno ob-
stajata natanko dva polhomogena uverizljiva kontinuuma z dvema krajis¢ema, lok in lok
brez lokov. Dokazemo Se, da sta omenjena kontinuuma tudi edina polhomogena uverizljiva

kontinuuma z neprazno kon¢éno mnozico krajisc.

V zadnjem poglavju magistrskega dela se seznanimo z odprtimi problemi preucevane teme.

Eden izmed problemov se glasi, ali obstaja polhomogen uverizljiv kontinuum z neskonc¢no

kontinuuma K, ki zado$¢a vsem zahtevanim lastnostim razen polhomogenosti.



Poglavje 1

Kontinuumi

1.1 Osnovni pojmi

Za zacgetek si oglejmo nekaj osnovnih definicij in trditev, ki jih bomo v nadaljevanju magi-

strskega dela potrebovali. Vsi obravnavani prostori v nadaljevanju so metri¢ni.

Definicija 1.1 Druzina T C P(X) je topologija na mnoZici X, ée zado$éa pogojem:

1. 0 in X sta elementa T,
2. unija poljubno mnogo elemetov iz T je element T,

3. presek koncéno mnogo elementov iz T je element T .

Ce je T topologija na X, paru (X,T) pravimo topoloski prostor.

Definicija 1.2 Naj bo M neprazna mnozica. Preslikava d : M x M — R je metrika, ce

zadoséa nasledngim pogojem:

1. d(z,y) > 0 za vsaka x,y € M,
2. d(z,y) = 0 natanko tedaj, ko x =y za vsaka x,y € M,
3. d(x,y) =d(y,x) za vsaka z,y € M,

4. d(z,z) <d(z,y) +d(y, z) za vse x,y,z € M.

Paru (M, d) pravimo metriéni prostor.
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Zgled. Na R" ponavadi uporabljamo evklidsko metriko:
Za poljubna x = (z1,22,...,Zn), ¥ = (Y1,Y2,-.-,Yn), Kjer x,y € R", je evklidska metrika
definirana z

d(z,y) =/ —21)> + (y2 — 22)> + ... + (Y — ¥n)?

Definicija 1.3 Naj bo (M,d) metriéni prostor, xg € X in r pozitivno $tevilo. MnoZica
K(zg,r) = {z € X| d(z,x0) < r} se imenuje odprta krogla v X s sredis¢em v xq in polmerom

r.

Definicija 1.4 Naj bo (M, d) metriéni prostor in X C M. Diameter mnozice X je defini-
ran kot diam(X) = sup{d(z,y)| z,y € X}.

Definicija 1.5 Naj bo (M,d) metriéni prostor in U C M. Recemo, da je U odprta v M,
¢e jo lahko zapisemo kot unijo odprtih krogel. Podmnozica V' metriénega prostora (M,d) je
zaprta v M, ée je M \'V odprta v M.

Zgled. Naj bo V =[0,1]. V je zaprta v R, saj je R\ V = (—00,0) U (1,00) odprta v R.

Definicija 1.6 Naj bo (M,d) metricéni prostor, A C M in a € M. Razdalja med tocko a
in mnoZico A je definirana kot d(a, A) = {inf(d(a,x))| x € A}.

Definicija 1.7 Naj bo (M, d) metriéni prostor in A C M.
e Zaprtje mnozZice A v prostoru M je majmanjsa zaprta mnoZica v M, ki vsebuje A
(oznacéimo jo s C1(A) ali kar z A).

e Notranjost mnozice A v prostoru M je najvedja odprta mnozica v M, ki je vsebovana
v A (oznacimo jo z Int(A)).

e Rob mnoZzice, BA(A), definiramo na naslednji nac¢in: Bd(A) = CI(A) N Cl(X \ A).

Zgled. Naj bo A = (a,b), kjer a,b € R. Potem je Cl(A) = [a,b], Int(A) = (a,b), rob
mnozice Bd(A4) = [a,b] N ((00,a] U [b,00)) = {a, b}.

Definicija 1.8 Metricni prostor X je mepovezan, ce obstajata mjegovi neprazni, odprti,
disjunktni podmmnozici, za kateri velja, da je njuna unija cel X. Prostor, ki ni nepovezan,

je povezan.



1.1 Osnovni pojmi 4

Opomba 1.9 Naj bosta U in V taki mnoZici, kot sta opisani v zgornji definiciji. Potem

pravimo, da je par mnozic U,V separacija prostora X.

Zgled. Naj bo X = (—1,0) U (0,1), Y = [0,1]. Prostor X ni povezan, saj ima separacijo
U=(-1,0), V=(0,1), medtem ko prostor Y je povezan (glej [11], str. 154]).

Izrek 1.10 Ce je X povezan prostor, je povezan tudi C1(X).

Dokaz. Dokaz najdemo v [11, str. 149]. O

Definicija 1.11 Naj bo X metri¢ni prostor, U C X inp € U. Najvecji povezani podprostor

od U, ki vsebuje tocko p, se imenuje komponenta od U, ki vsebuje p.

Definicija 1.12 Metricni prostor X je kompakten, ce vsako odprto pokritje za X premore

konéno podpokritje.

Zgled. Prostor X = (0,1) ni kompakten, saj odprto pokritje U = {(n%_l,lﬂ n € N}

prostora X nima konénega podpokritja.

Izrek 1.13 Naj bo A podprostor prostora R™, opremljenega z evklidsko topologijo. Potem

je A kompakten natanko tedaj, ko je mnoZica A zaprta in omejena v R™.

Dokaz. Dokaz najdemo v [IT], str. 174]. O

Zgled. Prostor X = [0, 1] je kompakten po izreku

Definicija 1.14 Naj bosta (X, T) in (Y,S) topoloska prostora. Naj bo se f : (X,T) —
(Y,S) funkcija. Tedaj je f zvezna, ée za vsak U € S velja, da je f~1(U) € T.

Definicija 1.15 Naj bo f : X — Y poljubna preslikava med metriénima prosotroma in A
podmnozica mnoZice X. Preslikava f|a : A — B, definirana s predpisom f|a(a) = f(a) za

vsak a € A, se imenuge zoZitev preslikave f na podmnoZico A.
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Slika 1.1: Enotski interval [0, 1]

Definicija 1.16 Naj bosta (X, T) in (Y,S) topoloska prostora. Potem funkciji f : (X, T) —
(Y,S) pravimo homeomorfizem, ¢e je f zvezna, bijektivna in je f~' zezna. Za topoloska
prostora (X,T) in (Y,S) pravimo, da sta homeomorfna, ce obstaja homeomorfizem f :
(X, T) = (V,S).

Definicija 1.17 Naj bo (X, T) topoloski prostor. Na X definiramo ekvivalencno relacijo ~.
Kvocient X /.. opremimo z najvecjo topologijo med vsemi topologijami na X/~., za katere je
preslikavam : X — X/~ s predpisom w(x) = [x] zvezna. To topologijo imenujemo kvocientna

topologija na X/ ..

Definicija 1.18 Naj bo (X, T) topoloski prostor in A C X. Pravimo, da je A gosta v X,
ée za vsak U € T \ {0} velja, da je U N A # 0.

Definicija 1.19

(i) Topoloski prostor (X, T) ima lastnost T1, ¢e za poljubni razlicni tocki a,b € X obstaja

taksna okolica U od tocke a, ki ne vsebuje tocke b.

(i) Topoloski prostor (X,T) ima lastnost Ty, ¢e za poljubni razlicni tocki a,b € X obstaja
taksna okolica U od toc¢ke a in taksna okolica V od tocke b, da je UNV = 0.

(iii) Topoloski prostor (X, T) ima lastnost T3, ¢e za poljubno zaprto podmnoZico B od X
in za vsako tocko a, ki ni vsebovana v B, obstajata taksna okolica U od tocke a in

taksna okolica V' od mnozice B, da je UNV = ()

(iv) Topoloski prostor (X, T) ima lastnost Ty, ¢e za poljubni zaprti disjunktni podmnoZici
A in B od X obstajata taksna okolica U od mnoZice A in taksna okolica V' od mmoZice
B, dajeUNV =0.



1.2 Primeri in nekatere lastnosti kontinuumov 6

Opomba 1.20 Normalni prostori so topoloski prostori z lastnostima T in Ty.
Izrek 1.21 Vsak metriéni prostor je normalen.
Dokaz. Dokaz najdemo v [10] str. 25]. O

V naslednjem izreku bomo strnili nekaj pomembnih osnovnih izrekov, katere bomo upora-

bljali tekom magistrskega dela.
Izrek 1.22

1. Zaprta podmnoZica kompaktnega prostora je kompakten prostor.
2. Kompaktna podmnoZica metricnega prostora je zaprta.
3. Zvezna slika povezanega prostora je povezan prostor.

4. Zvezna slika kompakitnega prostora je kompakten prostor.

Dokaz. Dokaze vseh trditev si je mogoce ogledati v [IT], str. 146-188]. O

1.2 Primeri in nekatere lastnosti kontinuumov
V nadeljevanju magistrskega dela bomo posvetili posebno pozornost metri¢nim prostorom,
ki jih imenujemo kontinuumi. Spoznali bomo definicijo kontinuuma, nekaj primerov in

predvsem dolocene lastnosti kontinuumov, ki jih bomo potrebovali v nadaljevanju.

Definicija 1.23 Kontinuum je neprazen kompakten povezan metriéni prostor.

Podkontinuum je kontinuum, ki je podprostor nekega kontinuuma.
Zgled. {z} je kontinuum za vsak x € R.

Definicija 1.24 Topoloskemu prostoru z eno samo tocko pravimo degeneriran toposki pro-

stor. Ce topoloski prostor vsebuje vec kot eno tocko mu recemo nedegeneriran.

Zgled. V prejsnjem razdelku smo ugotovili, da je zaprti interval [a,b] C R neprazen, po-

vezan, kompakten, metri¢ni prostor, torej kontinuum.
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Izrek 1.25 Metricni prostor, ki je homeomorfen nekemu kontinuumu, je tudi sam konti-

nuum.
Dokaz. Ozna¢imo z X metri¢ni prostor in f : K — X naj bo homeomorfizem, kjer je K

kontinuum. Ker je K neprazen, povezan in kompakten metri¢ni prostor je po izreku
tudi X kontinuum. O

Izrek 1.26 Unija dveh podkontinuumov nekega metricnega prostora, ki imata skupno tocko,

je kontinuum.
Dokaz. Unija dveh kompaktnih prostorov je kompakten prostor. Unija povezanih prosto-

rov, ki imajo skupno tocko, je tudi sam povezan prostor [II], str. 149]. Oba prostora sta

sama neprazna in metri¢na torej je tudi njuna unija taka. O

Definicija 1.27 Lok je metricéni prostor, ki je homeomorfen zaprtemu intervalu [0, 1].

Trditev 1.28 Lok L je kontinuum.

Dokaz. Naj bo f:[0,1] — L homeomorfizem. Interval [0, 1] je kontinuum po prejsnjem
zgledu. Lok je po definiciji metriéni prostor, zato je po izreku kontinuum. O

V magistrskem delu se bomo veckrat srecali s pomembno tehniko vgnezdenih presekov, s

katero pridobimo zanimive primere kontinuumov.

Izrek 1.30 Imejmo padajoce zaporedje kontinuumov K1 O Ko O K3 D ...

Tedaj je
o
&
n=1
kontinuum.
Dokaz. Dokaz najdemo v [12] str. 5]. O

Polhomogenost je eden izmed osrednjih pojmov, ki ga bomo rabili pri nadalnjem preucevanju.

Oglejmo si, kako je definiran.
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Slika 1.2: Enotska kroznica St

Definicija 1.31 Kontinuum K je homogen, ce za vsaka x,y € K obstaja homeomorfizem
f: K — K, tako da je f(z) =vy.

Zgled. Enotska kroznica (slika[1.2) S* = {z € R? | ||z|| = 1} je homogen prostor, homeo-

morfizem bo ustrezna rotacija okoli sredi§¢a kroznice.

Zgled. Oglejmo si, zakaj enotski interval X = [0, 1] ni homogen. Pa recimo, da je homogen,
torej obstaja homeomorfizem g, ki tocko 0 preslika v tocko % Oglejmo si zozitev gl :

(0,1] = [0, 3)U (3, 1]. Zozitev zvezne funkcije je zvezna funkcija, po izreku pa bi moral

1

biti prostor [0, 5) U (%, 1] povezan, s ¢imer pridemo do protislovja.

Definicija 1.32 Naj bo X kontinuum. Orbita prostora X, kjer je x € X, je definirana kot
Orb(z) = {f(x) | f: X — X je homeomor fizem}.

Opomba 1.33 Velja torej, da je kontinuum X homogen natanko tedaj, ko za vsak x € X
velja: Orb(z) = X.

Definicija 1.34 Kontinuum K je %—homogen (n € N), ée ima K natanko n orbit.

Opomba 1.35 Kontinuumom z natanko eno orbito recemo namesto 1-homogeni kar ho-

mogeni kontinuums.

Opomba 1.36 Polhomogeni kontinuumi, s katerimi se bomo ukvarjali v nadaljevanju ma-

gistrskega dela, so torej kontinuumi z natanko dvema orbitama.
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Zgled. Enotski interval [0, 1] ima dve orbiti: Orb(0) = Orb(1) = {0, 1}, za vsak z € (0, 1):
Orb(z) = (0, 1), torej je polhomogeni kontinuum.

Definicija 1.37 Trioda je prostor, ki je homeomorfen uniji treh lokov, ki imajo natanko

eno skupno krajisce, recemo mu vrh triode (glej sliko .

Opomba 1.38 Trioda je po izreku [1.26] kontinuum.

v

Slika 1.3: Orbite triode

Zgled. Orbite triode T so (slika [1.3): Orb(v) = {v}, Orb(a) = {a,b,c} in Orb(z) =

T\ {a,b,c,v} za vsak x € T'\ {a,b,c,v} , torej je trioda %—homogen kontinuum.

Definicija 1.39 Kontinuum je nerazcepen, ¢e se ga ne da zapisati kot unijo svojih dveh

pravih pokontinuumov. V nasprotnem primeru recemo, da je kontinuum razcepen.

Opomba 1.40 Naj bo K kontinuum. Njegovi pravi podkontinuumi so vsi podkontinuumi
od K, razen K.

Definicija 1.41 Kontinuum je dedno nerazcepen, ce je nerazcepen vsak njegov podkonti-

nuum.
Opomba 1.42 Vsak dedno nerazcepen kontinuum je tudi nerazcepen.

Zgled. Enotski interval [0,1] je razcepen kontinuum (slika . K = |0, %], Ky = [%, 1]

sta njegova prava podkontinuuma in velja: K = K; U Ko.
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Slika 1.4: [0,1] je razcepen kontinuum

Zgled. {x} je nerazcepen kontinuum za vsak x € R. Njegov edini podkontinuum je {x}.

Tocka je torej tudi dedno nerazcepna.

Definicija 1.43 Kontinuum K je dedno unikoherenten, ce za poljubna podkontinuuma A
in B od K, katerih unija je celoten K, velja: bodisi AN B =0, bodisi AN B je povezan.

Zgled. Lok je dedno unikoherenten, medtem ko lahko za enotsko kroznico K = S1 najdemo

taka podkontinuuma A in B, da bo njuna unija cel K, presek pa ne bo povezan (slika [1.5)).

Slika 1.5: S! ni dedno unikoherenten kontinuum

Definicija 1.44 Naj bo K kontinuum in z,y € K. K je ireducibilen med tockama x in
Yy, ¢e za vsak podkontinuum K' od K velja: ce sta x,y € K/, potem je K' enak celotnemu
kontinuumu K. Kontinuum je ireducibilen, ce obstajata taki tocki x in y iz K, da je K

ireducibilen med njima.

Zgled. Kontinuum [0, 1] je ireducibilen med tockama 0 in 1, medtem ko enotska kroznica
St (slika ni ireducibilna med nobenima tockama.
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Slika 1.6: S ni ireducibilna

Definicija 1.45 Preseéna tocka v kontinuumu X je taka tocka x € X, za katero velja, da

njen komplement X \ {x} ni povezan.

Zgled. Poljubna tocka iz intervala (0, 1) je preseéna tocka kontinuuma [0, 1].

1.3 USC dekompozicija

Pojem navzgor polzvezne (USC) dekompozicije bomo uporabili pri konstrukeiji novega kon-

tinuuma, loka brez lokov. Oglejmo si kako je definirana.

Definicija 1.46 Naj bo (X, T) topoloski prostor. Particija prostora X je druZina nepra-

znth, paroma disjunktnih podmnozic od X, katerih unija je celoten X.

Trditev 1.47 Naj bo (X,T) topoloski prostor in druzina D njegova particija. Naj bo
T(D)={U CD|UU € T}. Potem je T(D) topologija na particiji D.

Dokaz. Lastnosti topologije T veljajo na particiji D, glej [12], str. 36]. O

Definicija 1.48 Prostor (D,T(D)) imenujemo dekompozicijski prostor od X, ali kar de-
kompozicija od X .

Opomba 1.49 Naj bo D particija prostora X. Med prostoroma X in D lahko definiramo
funkcijo m: X — D s predpisom: za vsak x € X je w(x) = D, kjer za D velja: x € D € D.
Funkcija s takim predpisom je oéitno surjekcija in velja, da je T (D) najveéja topologija na
D, tako da je  zvezna. (D,T(D)) je kvocient prostora X, kjer je za vsak x,y € X : x ~y
natanko tedaj, ko x,y € D.
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Intuitivno si lahko razlagamo, da so dekompozicije prostori, ki jih dobimo iz prvotnih pro-
storov tako, da identificiramo vse toCke posameznega elementa dane particije. Potreben in
zadosten pogoj, da neka dekompozicija iz kontinuuma porodi nov kontinuum je, da je me-
trizabilna. Ker pa je preverjanje te lastnosti precej neprakti¢no, uvedemo uporaben pogoj,

s pomocjo katerega bo lazje preverjati, ali je (D, T (D)) kontinuum.

Definicija 1.50 Naj bo (X,T) topoloski prostor. Dekompoziciji D pravimo, da je USC
dekompozicija, ¢e za vsak A € D in vsako odprto mnozico U C X, kjer je A C U, obstaja
taka odprta mnozZica V C X, da velja:

1. ACV CU,
2. za vsak B € D: éeje BNV #1(), je BCU.
Zgled. Najbo X = [-1,1]in D = {{z, —z}}| -1 <z < 1}U{{—1}, {1}} particija prostora

X.

Preverimo, ¢e je D USC dekompozicija. Poskusali bomo najti protiprimer. Vzemimo za
A = {1}. Izberimo za U = (%,1]. U je odprta v X in velja, da je A C U. Prva tocka
deﬁnicijemtorej velja. Najboe > 0. Zavsak V' = (1—¢,1] obstaja B = {1—-5,-1+5},
da velja BNV # () in B ni podmnozica od U, kar pomeni, da druga tocka definicije

ne velja. Particija D torej ni USC dekompozicija.

Ugotoviti moramo Se, da je (D,T(D)) kontinuum, ¢e je D USC dekompozicija. Dokazati

moramo, da je USC dekompozicija D metrizabilna.

Izrek 1.51 Naj bo X metri¢éni prostor in D dekompozicija od X. Potem so naslednje trditve

ekvivalentne.

a) D je USC dekompozicija.
b) Funkcija 7 : X — D definirana kot v opombi .49 je zaprta.

¢) Naj bo U odprta podmnoZica od X. Potem je unija Wy = J{D € D| D C U} odprta

podmmnozica od X.

d) Naj bo V' zaprta podmnoZica od X. Potem je unija Ky = |J{D € D| DNV # (}

zaprta podmnozica od X .
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Dokaz.

a) =b)

b) = ¢)

c) =d)

d) = a)

Naj bo D USC dekompozicija in D C X zaprta v X. Ker je funkcija m zvezna,
velja, da je (D) zaprta v D natanko tedaj, ko je 7~ !(n(D)) zaprta v X. Dokazimo,
da je X \ 77 1(7(D)) odprta v X. Naj bo x € X \ 7~ 1(n(D)). Potem je m(x) €
D\ 7(D) in torej velja 71 (7(D)) € X \ D. Ker je D USC dekomporzicija obstaja
taka odprta mnozica V v X, da je 7 !(m(x)) € V in za vsak y € V velja, da je
7 Y(n(y)) € X \ D. Vidimo, da je z € V in n(V) C D\ n(D). Torej velja, da je
V C X\ m Y(n(D)). Ugotovili smo, da je mnozica X \ 7! (7(D)) odprta v X, saj
veljaz € V C X\ nL(x(D)).

Predpostavimo, da je 7 zaprta funkcija. Naj bo U odprta podmnozica od X. Mnozica
a7 YD\ 7(X \U)) je odprta v X, ker je 7 zaprta funkcija. Preverimo, da je mnozica
71D\ 7(X \ U)) enaka mnozici Wy. Naj bo z € 7~1(D\ n(X \ U)). Potem velja,
da je m(z) € (D\ 7(X \U)). Velja, daje x € 7 (n(z)) C X \ 7 Y n(X \U)) C
X\ (X\U) =U. Torej je x € Wy. Ocitno velja tudi druga inkluzija, zato je
7 1D\ 7(X\U)) =Wy.

Predpostavimo, da je mnozica Wy odprta za vsako odprto podmnozico U od X. Naj
bo D zaprta podmnozica od X. Mnozica Wx\ p je zato odprta v X. Ker velja, da je
Kp = X\ Wx\p, velja, da je Kp zaprta v X.

Predpostavimo, da je Kp zaprta za vsako zaprto podmnozico D od X. Naj bo
mnozica A € D pojubna in U odprta podmnozica od X, tako da je A C U. Mnozica
X \U je zaprta podmnozica od X, zato je tudi Kx\¢ zaprta podmnozica od X. Naj
bo V = X\ Kx\py. Mnozica V je odprta in velja, da je AC V C U. Najbo B €D
poljubna. Ce je presek BNV # (), potem je B C V. Dekompozicija D je res USC

dekompozicija.

Posledica 1.52 Naj bo X meticni prostor. Ce je D USC dekompozicija od X, potem so

elementi od D zaprti.

Dokaz. Naj bo A € D poljubna. Definirajmo preslikavo 7 kot v opombi Mnozica
{z} je zaprta v X. Po izreku je tudi w({x}) zaprta v D. Ker je 7 zvezna in velja

s

({z})) = G, sledi, da je G zaprta podmnozica od X. O
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Izrek 1.53 Naj bo X kompakten prostor in D USC dekompozicija od X. Potem ima D

Stevno bazo.

Dokaz. Naj bo funkcija 7 definirana kot v opombi Prostor X je kompakten, zato

ima Stevno bazo U. Naj bo:

B={(\UilU1,...,Un €U,n €N}.
J=1

Druzina B je torej $tevna druzina odprtih podmnozic od X. Ozna¢imo z
B ={D\n(X\U)|U e B}.

Druzina B je §tevna in njeni elementi so odprte mnozice v D. Naj bo U odprta mnozica
v D in naj bo x € U. Ker je m zvezna, je 7 1(U) odprta podmnozica od X. Velja tudi,
da je 771(z) € 7 1(U). Ker je X kompakten in 7 zvezna, sledi, da je 7~! kompakt,
torej obstajajo mnozice Uy, ..., Uy € U, da je 7 1(z) C U§:1 U; C 7~ 1(U). Oznagimo z
U = U§:1 U;. Ocitno je U’ e B. Sledi, da je mnozica D\ n(X \ U) € B'. Velja ge, da je
zeD\n(X\U)CU, torej je druzina B stevna baza za D.

Posledica 1.54 Ce je X kompakten metricni rostor in D USC dekompozicija od X, je D

metrizabilna.

Dokaz. Po izreku vemo, da ima D Stevno bazo. Po Izreku 1 v [8, str. 241] zadostuje
dokazati, da je D Tp prostor. Naj bosta x in y razli¢ni tocki iz D. Potem sta mnozici 71 (x)
in 771 (y) disjunktni in zaprti podmnozici od X. Ker je X metri¢en prostor obstajata taki
disjunktni in odprti podmnozici Uy in Us od X, da je 771 (x) C Uy in 7! (y) C Us. Po tocki
c) izrekam sta mnozici Wy, in Wy, odprti podmnozici od X in velja m~!(z) C Wy, C Uy
in 77(y) € Wy, C Us. Mnozici 7(Wy,) in m(Wy,) sta odprti v D. Ker sta Uy in Up
disjunktni, sta disjunktni tudi 7(Wy,) in 7(Wy,). Sledi, da je D T, prostor. O



Poglavje 2

Uverizljivi kontinuumi

2.1 Definicija uverizljivih kontinuumov

V slede¢em poglavju bomo spoznali, kaj pomeni, da je nek kontinuum uverizljiv. V osre-

dnjem poglavju magistrskga dela se bomo nato omejili samo na take kontinuume, ki so
uverizljivi.

Definicija 2.1 Veriga v kompaktnem metricnem prostoru X je konéna urejena druzina

odprtih podmnoZic iz X, C = {U1,Us,..., Uy}, za katere velja, da se dve mnoZici U; in U;
iz druzine C sekata natanko tedaj, ko je |i — j| < 1. Elementu druzine C reéemo ¢len verige

C. Ce za vsak ¢len verige velja, da je njegov diameter manjsi od €, re¢emo, da je veriga C
€-veriga.

________

~a -

Slika 2.1: Veriga U = {Uy,Us,...,Us}

15
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Zgled. Druzina C = {Uy,Us, Us, Uy, Us}, kjer so mnozice iz druzine odprte krogle v R? (na
sliki [2.1]), je veriga.

Definicija 2.2 Nedegeneriran kontinuum X je wveriZljiv kontinuum, ce za vsak € > 0
obstaja e-veriga C v X, tako da je | JC = X.

Zgled. Enotska kroznica v R? ni uverizljiva.

Zgled. Lok je uverizljiv kontinuum.

Slika 2.2: Primer e-verige, ki pokrije lok

2.2 Primeri uverizljivih kontinuumov

V nadaljevanju bomo s pomoc¢jo metode vgnezdenih presekov skonstruirali netrivialen uverizljiv

kontinuum imenovan psevdolok, iz njega pa Se lok psevdolokov in lok brez lokov.

Definicija 2.3 Imejmo verigi € in D. Tedaj je veriga £ finejsa od verige D, ce za vsak
E € & obstaja D € D, tako da je E C D. Veriga & je strogo finejsa od verige D, ce za vsak
E € € obstaja D € D tako da je CI(E) C D.

Zgled. Imejmo verigi € in D kot na sliki Veriga € ni finejsa od verige D saj E5 ni

podmnozica nobenega elementa druzine D.
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Slika 2.3: Veriga &£ ni finejsa od D

Definicija 2.4 Imejmo verigi £ in D. Pravimo, da je veriga £ zvita v verigi D, ce velja:

1. & je finejsa od D,

2. za vsaka s in r, za katera je s vecji od r in s —r > 2 velja: ce obstaja i < j tako, da
E; C D, in Ej C Dy, potem obstajata taka k,l, dai < k <1 < j in velja By € Dyp4q
ter Ek g Ds—l-
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Slika 2.4: Definicija zvite verige

Zgled. V primeru, ko je D = {Dj, Dy}, moramo paziti edino na to, da je veriga £ finejsa

in bo takoj tudi zvita v D.
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Zgled. Imejmo druzino mnozic D = {Dy, Do, D3, D4, D5}. Slika prikazuje sled zvite

verige £ v verigi D.

Slika 2.5: Konstrukcija zvite verige £ v D

Izrek 2.5 Najbon € N in naj bostap, ¢ € R? razlicni tocki. NajboD = {Dy, Do, D3, ..., Dy}
veriga v R?, kjer je za vsak i € {1,2,...,n} D; odprti krog in je p vsebovan v D1, q pa v
D,,. Tedaj obstaja veriga € v R? tako da velja:

1. vsak E € & je odprti krog,
2. € poteka od tocke p do tocke q,

3. € je zvita v D.

Dokaz. Dokaz bo potekal z indukcijo po n.
Zan =1,2,3,4,5 vidimo, da izrek drzi (glej prejsnja zgleda).

Recimo, da obstaja zvita veriga za n — 1 in n — 2 ¢lenov. Skonstruirati zelimo zvito verigo
v verigi z n ¢leni, tako da bo potekala od tocke p do tocke ¢q. Znamo skonstruirati zvito
verigo, ki bo ustrezala vsem pogojem, od tocke p do neke tocke r € D,,_;. Od te tocke
lahko spet po indukcijski predpostavki skonstruiramo zvito verigo nazaj do neke tocke s v

¢lenu Dy. Sedaj pa lahko enako kot prej skonstruiramo zvito verigo od tocke s do tocke q.

Preverimo vse situacije, kjer se lahko nahajta mnozici F; in F; ter vidimo, da je skonstrui-

rana veriga & res zvita v D.
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Slika 2.6: Konstrukcija zvite verige

Opomba 2.6 Naj bo C veriga. Tedaj je

cr=Jc

ceC

Definicija 2.7 Naj bosta p in q razlicni tocki iz R%. Naj bo e {Cn}o2, zaporedje verig,
tako da velja:

1. za vsak n € N in vsak C € Cy, velja, da so C' odprti krogi,
2. za vsak n € N je C,, veriga od p do q,
3. za vsak n € N je Ch11 strogo finejsa od Cy,,
4. za vsak n € N je Cpy1 2vita v Cp,
1

5. za vsak n € N je Cy, ---veriga.

Tedaj prostoru

r=¢

neN
recemo PSEVDOLOK.

Izrek 2.8 Psevdolok je kontinuum, ki tma veé kot eno tocko.
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Dokaz. Psevdolok vsebuje vsaj dve tocki; p in ¢, zato je nedegeneriran. Metriéni prostor

je, saj je podmnozica R2.

Preverimo Se povezanost in kompaktnost. Po definiciji velja, da je za vsako naravno Stevilo
n, Ci; povezan. Po izreku [1.10] je povezano tudi zaprtje C1(C}:). Ker je C1(C}) po definiciji
zaprto in ocitno omejeno je tudi kompaktno. Velja se: C;:,, C CI(C: ;) € C,; € CI(C};). 1z
tega sledi, da je

P= () cuc.

neN
P torej ni ni¢ drugega kot vgnezdeni presek kontinuumov, kar pa je po izreku konti-

nuum. O

Izrek 2.9 Psevdolok je dedno nerazcepen kontinuum.

Dokaz. Recimo, da psevdolok P ni dedno nerazcepen. To pomeni, da obstaja tak pod-
kontinuum Y, ki je razcepen. Naj bo Y = AU B, kjer sta A in B prava podkontinuuma od
Y. Najboa e Y\ Ainbe Y\ B. Ker sta A in B prava podkontinuuma in zato zaprta
v Y, velja, da sta razdalji med tocko a in kontinuumom A in toc¢ko b in kontinuumom B,
strogo vecji od 0. Ozna¢imo z dy = d(a, A) in do = d(b, B). Naj bo se C,, zaporedje verig,
ki zadoséajo pogojem definicije (P =)nenC)- Naj bo n € N tak, da je di,dy > %. S
tem pogojem smo si zagostovili, da je med tockama a in b vsaj pet Clenov verige C,, kar
bomo uporabili v nadaljevanju dokaza. Naj bosta r, s € N, kjer s —r > 2 taki, da sta C, in
Cs ¢lena verige Cy, in je a iz Cy ter b iz C,. Oglejmo si verigo Cpr1 = {D1, D2, ..., Dy}, ki
je zvita v verigi C,. Po definiciji zvitosti imamo mnozice D;, Dj, Dy, D; iz verige Cp41, da

velja:

(i) i<k<l<y
(11) bGDiiHGEDj

(iii) Dy C Cs_1 in D; C Cr_y

Oglejmo si mnozici: U = (D1 UDaU...UDg_1)NAinV = (Dgy1UDpiaU...UDy)NA.
Velja, da sta U in V odprti v A, njun presek pa je prazen. Ker element verige Dy nima ni¢
skupnega z A, veriga C,11 pa pokrije celotni psevdolok P, sledi, da je unija mnozic U in V'
celoten A. Velja tudi, da je U neprazna, saj je b € U. Ce ugotovimo 3e, da je V neprazna,
bo to pomenilo, da smo nasli separacijo za A. To pa je protislovje, saj smo predpostavili,
da je A pravi podkontinuum, torej tudi povezan. Oglejmo si D; N A. Recimo, da je ta

presek prazen. D; ne seka niti B. To sledi iz predhodnih predpostavk. Oglejmo si mnozici
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(D1UDoU...UD;_1)NY in (Dj31 UDyyoU...UDy,)NY. Mnozici sta odprti, disjunktni,
njuna unija je celoten Y. Velja Se, da je b v prvi mnozici, saj ta vsebuje D;, a pa v drugi, ker
vsebuje D;. V tem primeru tudi pridemo do protislovja, saj smo nasli separacijo prostora
Y.

Po opombi navedimo direktno posledico.

Posledica 2.10 Psevdolok je nerazcepen kontinuum.

Oglejmo si Se nekaj lastnosti psevdoloka, ki jih ne bomo eksplicitno dokazali.
Izrek 2.11 Psevdolok je homogen kontinuum.

Dokaz. Dokaz najdemo v [I]. O

Izrek 2.12 Poljubna dedno nerazcepna wveriZljiva kontinuuma sta homeomorfna.

Dokaz. Dokaz najdemo v [3]. O

Opomba 2.13 Dokazali smo, da je psevdolok dedno nerazcepen uveriZljiv kontinuum, zato

za poljubna psevdoloka velja, da sta homeomorfna.

Sedaj bomo definirali pojem krajis¢a uverizljivega kontinuuma. Glede na ta pojem bomo

lahko v nadaljevanju magistrskega dela preucevali polhomogene uverizljive kontinuume.

Izrek 2.14 Naj bo X nedegeneriran uveriZljiv kontinuum. Za tocko p € X so naslednje

trditve ekvivalentne.
a) Vsak nedegeneriran podkontinuum od X, ki vsebuje p, je ireducibilen med p in neko
drugo tocko.
b) Ce dva podkontinuuma od X vsebujeta p, je eden od njiju vsebovan v drugem.

c) Za vsak e > 0 obstaja taka e-veriga, da je tocka p vsebovana le v prvem ¢élenu verige

in ta veriga pokriva celoten X.
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Dokaz. Dokaz najdemo v [3] str. 660]. O

Definicija 2.15 Tocko p € X, kjer je X wveriZljiv kontinuum, imenujemo krajisce, ce

zadoi¢a kateremu izmed pogojev izreka 214l
Zgled. Lok je klasi¢ni primer uverizljivega kontinuuma z dvema krajis¢ema.

Izrek 2.16 Naj bo X wverizljiv kontinuum in p € X krajisée od X. Ce je f : X — X
homeomorfizem, tedaj je tudi f(p) krajisce od X .

Dokaz. Naj bo p € X krajiste od X, f : X — X homeomorfizem in Yj,Y5 poljubna
podkontinuuma od X, tako da je f(p) € Y1 NYs. Tocka f(p) je krajisce kontinuuma X po
tocki (b) izreka natanko tedaj, ko je Y1 C Y5 ali Yo C Y;. Ker je f homeomorfizem, sta
po izreku f~1(Y1) in f~(Y2) podkontinuuma od X, tako da je p € f~1 (Y1) N f~1(Y2).
Tocka p je krajis¢ée kontinuuma X, zato po tocki (b) izreka sledi, da je f~1(Y7) C
fH(Y2) ali f71(Ys) C f71(Y1), s éimer pridemo do Zeljenega rezultata. O

Trditev 2.17 Vsaka tocka psevdoloka je krajisce.

Dokaz. Iz konstrukcije psevdoloka sledi, da ima psevdolok P vsaj eno krajisce, recimo

p € P. Naj bo tocka x € P poljubna. Ker je P homogen, obstaja homeomorfizem
f:P—P,

tako da je z = f(p). Po izreku je tudi tocka z krajisce od P. O

Spoznali smo torej uverizljiv homogen kontinuum imenovan psevdolok. Kasneje bomo spo-
znali, da ti dve lastnosti tudi opredeljujeta psevdolok. Cilj magistrskega dela pa je karakte-
rizacija nekaterih uverizljivih polhomogenih kontinuum. Ogledali si bomo, kako s pomocjo

psevdoloka dobimo polhomogena kontinuuma z neskonéno oziroma dvema krajis¢ema.

Definicija 2.18 Lok psevdolokov je vsak uverizljiv kontinuum A, za katerega obstaja zvezna

surjekcija g : A — [0, 1], tako da je praslika vsake tocke iz intervala [0, 1] psevdolok v A.

Zgled. Lok psevdolokov obstaja; konstruiramo ga lahko kot prikazuje slika glej [13].
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Slika 2.7: Konstrukcija loka psevdolokov

Trditev 2.19 Lok psevdolokov je polhomogen kontinuum z orbitama g~ ({0,1}) in g~ ((0,1)).

Dokaz. Dokaz najdemo v [13| str. 2526]. O

Opomba 2.20 Orbita g1 ({0,1}) je hkrati tudi mnozica vseh krajis¢ loka psevdolokov.

Oglejmo si, kako preko loka psevdolokov pridemo do polhomogenoga uverizljivega kontinu-

uma z dvema krajis¢ema, ki ni lok.

Trditev 2.21 Naj bo X lok psevdolokov in naj bo g : X — [0,1] kot iz definicije loka
psevdolokov. Tedaj velja, da je particija U = {g=(0),g7 (1)} U {{x}|z € g71((0,1))} USC
dekompozicija od X .

Dokaz. Ocitno velja, da je druzina U particija prostora X. Dokazimo, da je U USC

dekompozicija od X. Lo¢imo dva primera:

(i) Naj bo A ena izmed mnozic Uy = ¢g~1(0),U; = g~ '(1). Recimo, da je A = Uy. Naj
bo U odprta mnozica in A C U. Dokazati ho¢emo, da obstaja taka odprta mnozica
V C U, da za vsako mnozico B € U, kjer je V N B # () sledi, da je B C U. Izberimo
V =Ung([0,1)). Ocitno je A C V C U. Mnozica V je tudi odprta v X, saj
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je presek dveh odprtih mnozic. Pogoj 2. iz definicije je izpolnjen zaradi izbire
mnozice V in dejstva da so vse mnozice druzine U razen Uy in U; tocke. Podobno

preverimo pogoja za mnozico Uj.

(ii) Naj bo A = {z0}, kjer je 70 € ¢g~1((0,1)) poljuben. Naj bo U odprta mnozica
in A C U. Potem lahko izberemo za mnozico V = U N (¢~%((0,1))). Enostavno

preverimo, da tako izbrana mnozica V zadosta pogojem definicije [T.50}

Druzina U je torej USC dekompozicija od X.

Definicija 2.22 Vsak prostor, ki je homeomorfen kvocientu (U, T (U)), kjer je particija U
iz trditve 2221), se imenuje LOK BREZ LOKOYV.

Slika 2.8: Konstrukcija loka brez lokov

Opomba 2.23 Lok brez lokov je polhomogen wverizljiv kontinuum, katerega orbita {g=1(0), g~ (1)}

0,1,2,.... Odgovor na to je pritrdilen, dokaz pa lahko najdemo v [7].

Pojavi se Se eno vpraSanje:

VprasSanje 2.24 Ali obstaja polhomogen wverizljiv kontinuum z natanko dvema krajiséema,

ki ni niti lok niti lok brez lokov?

Odgovor na to vpraSanje bomo iskali v naslednjem poglavju.



Poglavje 3
Polhomogeni uverizljivi kontinuumi

Odgovorili bomo na vprasanje zastavljeno na koncu prejsnjega poglavja. Najprej bomo
dokazali, da tak kontinuum ne obstaja. S pomocjo dokazanega izreka bomo videli, da ima

vsak polhomogen uverizljiv kontinuum z neprazno kon¢no mnozico krajis¢, natanko dve

3.1 Pripravljalni rezultati

V tem razdelku bomo navedli izreke, ki jih bomo potrebovali pri dokazovanju osrednjega

izreka magistrskega dela.

Izrek 3.1 (Boundary Bumping Theorem) Naj bo X kontinuum in U neprazna odprta
podmnoZica od X, ki vsebuje tocko p. Potem je zaprtje komponente od U, ki vsebuje p,

kontinuum, ki seka rob od U.

Dokaz. Dokaz najdemo v [12| Izrek 5.4, str 73]. O

Zgled. Najbo X = [0, 1] kontinuum, U = (i, %)U(%, %) inp = %. Komponenta, ki vsebuje
11

pie (3 3) CI((%, %)) =3, %] Izrek v nasem primeru res velja, saj je UNCI((3, %)) = {3, % .
Izrek 3.2 Vsak nedegeneriran podkontinuum wveriZljivega kontinuuma je uveriZljiv.

Dokaz. Dokaz najdemo v [12] str. 230]. O

25
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Izrek 3.3 Vsak wverizljiv kontinuum je dedno unikoherenten.

Dokaz. Dokaz najdemo v [12] str. 230]. O

Definicija 3.4 Kontinuumu T recemo §ibka trioda, ce obstajajo trije podkontinuumsi od
T, katerih presek je meprazen, njihova unija je celoten T in noben od podkontinuumov ni

vsebovan v uniji ostalih dveh.

4

<

Slika 3.1: Sibka trioda

Zgled. Kontinuum 7', kot ga prikazuje slika [3.1] je sibka trioda, saj imajo podkontinuumi
A, B in C neprazen presek, njihova unija tvori celoten 7' in noben izmed njih ni vsebovan

v uniji preostalih dveh.

Izrek 3.5 Uverizljiv kontinuum ne vsebuje Sibke triode.

Dokaz. Dokaz najdemo v [12] str. 233]. O

Izrek 3.6 Kontinuum ima natanko dve nepresecni tocki natanko tedaj, ko je lok.

Dokaz. Dokaz najdemo v [12] str. 96]. O

Izrek 3.7 Nedegeneriran homogen wveriZljiv kontinuum je psevdolok.
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Dokaz. Dokaz najdemo v [2]. O

Izrek 3.8 Nedegeneriran uveriZljiv kontinuum, za katerega je vsaka tocka krajisce, je psev-
dolok.

Dokaz. Dokaz najdemo v [1, Izrek 16]. O

Izrek 3.9 Naj bo X kontinuum opremljen z metriko p in naj bo G odprta podmnoZica od
X. Naj za vsak par tock c¢,d € G obstaja homeomorfizem h : X — X, da je h(c) = d.
Potem za vsak € > 0 in vsako ¢ € G obstaja tak 6 > 0, da velja: ce je p(c,d) < 6, tedaj
obstaja homeomorfizem h : X — X, za katerega je h(c) = d in p(e,h(e)) < € za vsak e € X.

Dokaz. Dokaz najdemo v [5, Trditev 13]. O

Izrek 3.10 Naj bo X polhomogen kontinuum. Ce je X nerazcepen, sta obe njegovi orbiti

nestevni.

Dokaz. Dokaz najdemo v [6, Izrek 3.4]. O

Lema 3.11 Naj bo X wveriZljiv kontinuum in naj bo E koncéna podmnoZica mnoZice vseh

krajis¢ prostora X. Potem je prostor X \ E povezan.

Dokaz. Recimo, da je X \ E nepovezan. Naj mnozici U in V predstavlajta separacijo
prostora X \ E. Sledi, da sta U in V odprti tudi v X. Ker je X \ F gosta v X, je
zaprtje unije U U V enako celemu kontinuumu X, kar pa je naprej enako uniji zaprtij U
inV: X =Cl(UUV)=ClU)UCLV). Ker je X povezan, obstaja tocka e iz E, ki je
tako v Cl(U), kot Cl(V'). Ker sta zaprtji kompaktni, obstajata zaporedji {u,}22; C U in
{vn}22, €V, ki konvergirata k tocki e. Za vsak n € N ozna¢imo s K,, zaprtje komponente

v U, ki vsebuje toc¢ko u, in z L,, zaprtje komponenete v V', ki vsebuje tocko v,,.

Po izreku za vsak n € N velja, da K, seka mejo od U, L, pa mejo od V. Vidimo Se, da
je BA(U) =Cl{U)NCX \U)=Cl(U)NC(VUE)=(CI(U)nCI(V)) U (CI(U) N CI(E)).
Ker je E kon¢na mnozica, velja, da je C1(E) = E. Tudi v preseku zaprtij (CI(U) N CL(V))
so elementi mnozice F, zato bo (Cl(U) N CI(V)) U (CI(U) N CI(E)) € E. Ozna¢imo s
K= m in L = m. Tako K kot L vsebujeta e, saj sta kompaktna prostora in
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Slika 3.2: Zaprtji komponent K, in L,

torej vsebujeta svoja stekalis¢a. Premislimo Se, da je K povezan (enak razmislek velja tudi
za L). Meja od U je vsebovana v mnozici E. Za vsako naravno Stevilo n velja, da K, seka
mejo od U. Mnozica F je kon¢na, zato obstaja neka tocka, ki je vsebovana v neskon¢no
mnogo komponentah K,,. Brez izgube za sploSnost naj obstaja tocka a € F, ki je vsebovana
v vseh K,,. To lahko predpostavimo, saj v primeru ¢e taka toCka ne obstaja, vzamemo iz
zaporedja {un};2y C U, podzaporedje {un;}52; C {un}pey, od katerega vsak clen K,

vsebuje a. Ugotovili smo, da sta K in L kontinuuma.

Vidimo e, daje K C X\V=UUEin LC X\U=VUE. Sledi, da je KN L C E. Unija
kontinuumov s skupno tocko je po spet kontinuum. Ker je e krajisée v E, po izreku
[2.14] sledi, da je ali K C L ali L C K. Skupaj z ugotovitvijo, da je K N L C E to pomeni,
dajeali K C F ali L C E, s ¢imer pa v obeh primerih pridemo do protislovja, saj je E

konéna mnozica, K in L pa nedegenerirana kontinuuma. O

Opomba 3.12 Zgornja lema ne velja, ¢e je mnozica E neskonéna.
Oglejmo si protiprimer.

Zgled. Ugotovili smo, da je vsaka tocka iz psevdoloka P krajisée. Ce bi odstranili vse tocke

iz. psevdoloka, razen p in ¢ iz definicije, bi seveda veljalo, da {p, ¢} ni povezan.
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Izrek 3.13 Naj bosta A in A" loka psevdolokov in E in E' pripadajoci mnoZict krajisc.

Tedaj lahko vsak homeomorfizem E — E razsirimo na homeomorfizem A — A'.

Dokaz. Dokaz najdemo v [4, Izrek 10]. O

Lema 3.14 Naj bo X wverizljiv kontinuum in f : X — [0,1] taka zvezna surjekcija, da
mnozici f71(0) in f~1(1) wvsebujeta le eno tocko in je f~1(c) psevdolok za vsak c € (0,1).
Potem je X lok brez lokov.

Dokaz. Oznac¢imo z a edino tocko iz X za katero je f(a) = 0 in z b edino tocko za
katero je f(b) = 1. Naj bo A lok psevdolokov in g : A — [0, 1] surjektivna zvezna funkcija,
taksna, da je praslika vsake tocke iz intervala [0, 1] psevdolok. Naj bo se {I,,}>° ; zaporedje
nedegeneriranih kompaktnih intervalov iz (0,1), katerih unija je celoten (0,1) in za vsak
n € N velja, da je I,.1 N ([1U...UI,) tocka. Oznacimo z A, = g~ '(I,,) in X,, = f~1(1,,) za
vsak n € N. Vsak A, in X,, predstavlja lok psevdolokov. Naj bo I} = [a, b], kjer velja 0 <
a < b < 1. Vemo, da so praslike tock a in b psevdoloki in hkrati krajis¢a loka psevdolokov
A1 in Xq. Po izreku vemo, da sta poljubna psevdoloka med seboj homeomorfna,
kar pa po izreku pomeni, da obstaja homeomorfizem iz A; v X (oznac¢imo ga s hy).
Podobno obstaja homeomorfizem hy iz As v X9, vendar moramo paziti, da bo za vse
x € A1 N Ay, hi(x) = ha(x), saj drugace pokvarimo zveznost funkcije h, ki jo bomo kasneje
definirali. Naredimo enako Se v splosnem. Za vsak n,m € N definirajmo homeomorfizem
hyn : A — X, tako da je vedno, ko imata I,, in I,,, skupno tocko, h,,(z) = h,(x) za vsak
r e A, NA,.

Zdaj, ko imamo definirano zaporedje homeomorfizmov {h,, : A, — X, }32,, lahko defini-
ramo funkcijo h : A — X. Za vsak z € X \ {a,b} obstaja tak n € N, da je z € A,.
V tem primeru definirajmo h(z) = h,(z). Za vsak z € g~ 1(0) definirajmo h(x) = a, za
vsak = € ¢g~(1) pa h(z) = b. Pogoje smo zastavili tako, da je funkcija dobro definirana.
Najprej preverimo, da je h surjektivna. Unija X, je unija praslik intervalov I, kar je enako
prasliki celotnega intervala [0, 1], kar pa predstavlja cel X. Preverimo Se, da je h zvezna.
Praslika vsake odprte mnozice iz X je odprta v A. Ocitno velja tudi, da je h injektivna na
X\ (g750) U g=1(1)), vse tocke iz mnozice g~1(0) poslje v a, vse tocke iz mnozice g~ (a)

pa v b. Iz tega sledi, da je X lok brez lokov. O

Definirali bomo nekaj pojmov, ki jih bomo rabili v dokazu naslednje leme [3:20] Hkrati si
bomo ogledali se formulacijo Zornove leme, ki jo bomo rabili v dokazu izreka
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Definicija 3.15 Binarna relacija na mnozici X se imenuje delna urejenost, ce je refle-
ksivna, antisimetriéna in tranzitivna. Prostor X skupaj z delno urejenostjo se imenuje
delno urejena mnozica. Binarna relacija je linearna urejenost, ce je delna urejenost in ve-
lja, da ni neprimerljivih elementov. PodmmnoZici mnozice X, ki je linearno urejena v neki

delni urejenosti, recemo veriga v X.

Opomba 3.16 Dva elementa iz delno urejene mnoZice sta neprimerijiva, ¢e se ne da

dolociti v kaksnem razmerju sta glede na delno urejenost.

Lema 3.17 (Zornova lema) Ce ima v delno urejeni mnoZici vsaka veriga zgornjo (spo-

dnjo) mejo, ima vsaj en maksimalni (minimalni) element.

Dokaz. Dokaz najdemo v [11 str. 70]. O

Zgled. Najbo X, ={1,2,...,n}, kjer jen € N. Naj bo £ = {X,| n € N}. Potem je (£, C)
linearno urejena mnozica. Ce pogledamo celotno druzino, vidimo, da ni navzgor omejena,

je pa navzdol omejena in ima minimalni element {1}.
Navedli bomo izrek, ki ga potrebujemo pri dokazu naslednje leme.

Definicija 3.18 Druzini C, katere elementi so podmnoZice od X, recemo, da ima lastnost
konénega preseka, ¢e za vsako koncéno poddruzino {Ch,...,Cp} od C velja, da je presek

Cin...NnC, neprazen.

Izrek 3.19 Naj bo X topoloski prostor. Potem je X kompakten natanko tedaj, ko za vsako
druzino C zaprtih mnoZic iz X z lastnostjo koncnega preseka velja, da je presek (\oee C

neprazen.

Dokaz. Dokaz najdemo v [11, str. 169]. O

Lema 3.20 Naj bo X dedno unikoherenten in {Ax|A € A} druZina podkontinuumov od X,
tako da je za vsak A, € A velja bodisi Ay C A, bodisi A, C Ay in

ﬂ Ay # 0. Tedaj je ﬂ Ay kontinuum.
AEA AEA
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Dokaz. Preverimo, da je Y = [),c5 Ax neprazen povezan kompakten metricen prostor.
Prostor Y je po predpostavki neprazen omejen metri¢ni prostor. Presek poljubnega Stevila
zaprtih mnozic je zaprta mnozica, zato sledi, da je Y po izreku kompakten. Dokazati

moramo Se, da je Y povezan.

Recimo, da Y ni povezan. Potem obstaja separacija ¥ = U UV za Y, kjer sta U in
V' neprazni, zaprti in disjunktni mnozici. Ker je Y metri¢ni prostor, je po izreku
normalen prostor, zato obstajata odprti mnozici S,T C X, takoda U C S in V CT. Naj
bosta A1, A2 € A, tako da je Ay, € A)y,. Potem velja, da je Ay, \ (SUT) C Ay, \ (SUT).
Oznac¢imo z By = Ay \ (SUT). Mnozice B) so kompakti in za vsak A\, u € A velja bodisi
By C B, bodisi B, C By. Velja:

(1 Br= A\ (SUT)) = [ AN\ (SUT) =Y\ (SUT) = 0.

A€A A€A A€A

Premislimo, da obstaja nek \g € A, tako da je By, = 0. Recimo, da je za vsak A € A
mnozica By neprazna. Sledi, da je za vsako konéno podmnozico {A1, Aa..., Ay} € A presek
Niz; By, # 0. Ker je X kompakten prostor, po izreku sledi, da je (ycp Ba # 0, kar je
protislovje s predpostavko. Obstaja torej nek A\g € A, tako da je By, = (0. 1z tega sledi, da

je par mnozic S, T separacija za A),, kar je protislovje, saj je Ay, kontinuum. O

3.2 Polhomogeni uverizljivi kontinuumi z dvema

0~

krajiScema

Spomnimo se vpraSanja na koncu drugega poglavja. Vprasanje se glasi, ali lahko
najdemo kak polhomogen uverizljiv kontinuum, ki ni niti lok, niti lok brez lokov. Na to

vprasanje bomo poskusali odgovoriti v tem poglavju. Dokazali bomo spodnji izrek.

Izrek 3.21 Naj bo X wverizljiv polhomogen kontinuum z natancéno dvema krajiscema. Po-

tem je X ali lok ali lok brez lokov.

Dokaz tega izreka je precej obsezen, zato si ga bomo zaradi preglednosti razdelili na posa-

mezne trditve.

podkontinuumov od X, ki vsebujejo tocki a in ¢. Podobno ozna¢imo z B. presek vseh

podkontinuumov, ki vsebujejo tocki b in ¢. Najprej preverimo, da sta poljubna A, in
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B. kontinuuma. Po izreku je kontinuum X dedno unikoherenten. Izpolnjene so vse
predpostavke leme [3.20] zato sledi, da sta A. in B, kontinuuma. Naj bo L. = A. N B..
Presek L. je kontinuum po izreku [3.3] Mnozice L, bomo imenovali nivoji od X, ali na

kratko nivoji.

Slika 3.3: Nivo L. v loku in loku brez lokov

Trditev 3.22 Mnozici {a,b} in X \ {a,b} sta orbiti v X.

Dokaz. X je polhomogen kontinuum, torej lahko njegove tocke razdelimo v natanko dve

O

Trditev 3.23 Za vsak homeomorfizem h: X — X in c € X velja Ly = h(Lc).

Dokaz. Vemo, da vsak homeomorfizem iz X nase slika krajis¢a v krajisca.

(i) Naj bo h(a) = a in h(b) = b. A je po definiciji najmanjsi kontinuum, ki vsebuje tako
a kot ¢. Ker je h homeomorfizem, velja, da je h(A.) najmanjsi kontinuum, ki vsebuje
h(a) = a in h(c). Torej velja h(A.) = Ap (). S podobnim razmislekom ugotovimo, da
velja h(B.) = By Ker je h homeomorfizem in torej obstaja tudi inverzna funkcija

funkcije h velja, da je slika preseka kontinuumov presek slik kontinuumov. Zato sledi:

h(Lc) = h(Ac N Bc) = h(AC) N h(BC) = Ah(c) N Bh(c) = Lh(c)-
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(ii) Preverimo 8e primer, ko je h(a) = b in h(b) = a. S podobnim razmislekom kot v
primeru (i) dobimo, da je h(Ac) = By in h(Be) = Ap(e)- Sledi:

h(LC) =h(A.NB;) = ]’L(AC) N h(Bc) = Bh(c) N Ah(c) = Lh(c)-

Trditev 3.24 Poljubna nivoja L. in Lg, kjer ¢,d € X \ {a,b} sta homeomorfna.

Dokaz. Po trditvi obstaja tak homeomorfizem h : X — X, dazac,d € X\{a,b} velja,
da je h(c) = d. Po trditvi dobimo hp ) = Ly() = Lg. Zozitev h|r, : Le — Lg = Ly

je iskani homeomorfizem iz L. na Lg. O

Trditev 3.25 Prostor X \ {a,b} je povezan.

dobimo, da je X \ {a,b} povezan. O

Trditev 3.26 Za vsak par c¢,d € X \ {a,b} obstaja homeomorfizem h : X — X, da velja
h(a) = a, h(b) =0b in h(c) =d.

Dokaz. Najbo p metrika na prosotru X. Vzemimo za ¢ = p(a, b) in oznacimo s H mnozico
vseh homeomorfizmov h : X — X, da je d(e, h(e)) < € za vsak e € X. Stevilo € smo izbrali
tako, da vsi pridobljeni homeomorfizmi h pustijo @ in b pri miru. Ce uporabimo izrek
na prostoru X \ {a, b}, dobimo, da obstaja taka odprta okolica tocke ¢, N., da za vsako
tocko x € N, obstaja homeomorfizem h € H, da h(c) = x.

7 razsiritvijo tega razmisleka bomo poskusSali priti do homeomorfizma, ki bo preslikal ¢
v izbrano totko d € X \ {a,b}. Po trditvi 3.25] je prostor X \ {a,b} povezan. Najdemo
lahko torej tako konéno zaporedje tock c1,co,...c, € X \ {a,b}, daboc; =cin ¢, =d
in bo za vsak i < n veljalo, da ¢;+1 € N¢,. Za vsak ¢ < n obstaja po premisleku od prej
homeomorfizem h; € H, tako da h;(c;) = ¢j+1. Definirajmo h kot: h = hyp,—1 0 ... hg o hy.

To je homeomorfizem, ki nam bo preslikal ¢ v d, krajis¢i a in b pa pustil pri miru. O

Trditev 3.27 Nivo L. ne vsebuje niti a niti b za vsak ¢ € X \ {a,b}.
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Dokaz. 7 dobro izbiro mnozice U v izreku lahko dobimo nedegeneriran kontinuum
K C X, ki bo vseboval a in ne bo vseboval b. Z d ozna¢imo poljubno tocko iz K, razlicno
od a. Po trditvi obstaja homeomorfizem h : X — X, ki pusti toc¢ki a in b pri miru,
poljubno toc¢ko d € X \ {a, b} pa preslika v ¢. Kontinuum h(K) vsebuje tocki a in ¢, tocko
b pa ne, saj je tudi K ni vseboval. Torej velja: L. C A. C h(K) C X \ {b}. S podobnimi
argumenti ugotovimo, da je B, C X \ {a}, kar pa pomeni, da je L. C A.N B, C X \ {a, b}.
U

Opomba 3.28 Trditev[B.27 pravi, da vmesni nivoji ne vsebujejo krajisc.

Spomnimo se, da je particija prosotra X druzina nepraznih, paroma disjunktnih podmnozic
od X, katerih unija je celoten X.

Trditev 3.29 Naj bo L = {L.| c € X}. Potem je L particija prostora X .

Dokaz. Predpostavimo, da trditev ne velja. Potem obstajata tocki c,d € X, da L.NLg #
in sta L. in Ly razlicna. Trditev pove, da sta L., Ls C X \ {a,b}. S pomocjo Zornove
leme bomo pokazali, da obstaja minimalni nivo, ki je podmnozica L.N Ly in s pomocjo tega

prisli do protislovja.

Oznac¢imo z S druzino vseh nivojev, ki so vsebovani v L. N Lg. Prvo premislimo, da je
S neprazna. Po predpostavki velja, da obstaja x € L. N Ly = Ac. N B.N Ay N By. Brez
izgube za splosnost je A. podkontinuum od Ay. Tocka x je vsebovana v A., ki pa je po
definiciji najmanjsi kontinuum, ki vsebuje tocki a in ¢. A, bo torej podkontinuum od A.. S
podobnim razmislekom ugotovimo, da je tudi B, podkontinuum od obeh, B, in By. Sledi,
da L, C L.NLgin torej L, € S.

Za neko neprazno verigo £ C S, s K ozna¢imo presek nivojev iz druzine £. Za poljubni
mnozici iz € velja, da je ena podmnozica druge, saj je £ linearno urejena druzina. Vemo
tudi, da so vsi nivoji kontinuumi. Po lemi je K kontinuum. Ker je £ veriga, obstaja
E C X, da velja & = {L| e € E}. Fiksirajmo y € K. Velja:

Ly=A,NBy C (4N () Be=[)Le=[)¢
eclk ecE ecE
Veriga & je torej navzdol omejena. Po zgoraj omenjeni Zornovi lemi obstaja minimalni
nivo Ly, € §. To pomeni, da za vsak nivo iz § velja, da je L,, njegova podmnozica, ali pa
ta nivo sploh ni v druzini £. Vemo, da je L,, C L. N Ly. Ker velja, da L. # Ly, sledi, da

je Ly, prava podmnozica od enega izmed obeh (izlo¢imo moznost L,, = L. = Lg). Brez
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izgube za splosnost je L,, prava podmnozica L.. Nivo L. ne vsebuje tock a in b, zato po
trditvi obstaja homeomorfizem h : X — X, da je h(c) = m. Trditev pove, da je
Ly = Ly) = h(Lc). Ker je Ly, prava podmnozica od L, je tudi h(Ly,) prava podmnozica
od h(L.). Torej je tudi L (m) prava podmnozica od Ly,. To pa je protislovje z minimalnostjo

nivoja L,, v druzini £. L je torej particija kontinuuma X. O

Trditev 3.30 Vsak nivo L. je homogen kontinuum.

Dokaz.

(i) Lg in Ly sta nivoja z enim elementom, zato sta homogena.

(ii) Naj bo ¢ € X \ {a,b} in naj bo d € L. poljubna tocka. X \ {a,b} je orbita v X,
zato po trditvi obstaja tak homeomorfizem h : X — X, da je h(c) = d. Po
trditvi je Lq = Ly = h(L¢). Ker je d € Le N Lg, po trditvi velja, da je
L. = Li. Homeomorfizem, ki ga iS¢emo, je zozitev homeomorfizma h na nivo L.,

hlr, : Le = Le, Kjer je h|r, (c) = d. Nivo L, je torej homogen kontinuum.

Trditev 3.31 Vsak nivo L. je bodisi tocka bodisi psevdolok.

Dokaz. Predpostavimo, da nivo L. ni tocka. Po izreku[3.2]je L. uverizljiv kontinuum, saj
je podkontinuum uverizljivega kontinuuma. Po trditvi [3.30] je L. tudi homogen. Homogen

uverizljiv kontinuum pa je po izreku le psevdolok. O

Definicija 3.32 Definirajmo binarno relacijo = na druzini £, da velja: L. = Lq natanko
tedaj, ko Ac C Ag zac,d € X.

Trditev 3.33 Relacija < je delna urejenost na L.

Dokaz. Hitro vidimo, da je relacija < refleksivna in tranzitivna. Preverimo, da je anti-
simetri¢na. Preveriti moramo, da iz L. = Lg in Ly < L. sledi L. = L. Predpostavimo
nasprotno. Recimo, da imamo taki ¢,d € X, daiz L. < Lgin Ly < L. sledi L. # Lg. Po
definiciji relacije < dobimo, da je A. = A4. Ker je £ po trditvi particija, za poljubna
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nivoja velja, da sta disjunktna. Z B oznac¢imo unijo kontinuumov B, in By. B je po izreku
kontinuum, saj B, in By vsebujeta skupno toc¢ko b. Oglejmo si prostor BN A.. Velja:

BﬂAc:(BCUBd)ﬂAC:(BCﬂAC)U(BdﬂAC):(BCHAC)U(BdﬁAd):LCULd,

L. U Ly pa ni povezan, saj sta L. in Ly disjunktna. Velja torej, da sta B in A. podkon-
tinuuma od X, njun presek pa je nepovezan. To pa je po izreku v nasprotju z dedno

unikoherentnostjo uverizljivega prostora X. O

Trditev 3.34 Par (L, =X) je linearno urejena mnoZica.

Dokaz. Vzemimo poljubna L. in Ly iz druzine £. Tako A, kot Ay vsebujeta krajisce a
in sta podkontinuuma od X. Po tocki b) izreka dobimo, da bodisi A. C Ay bodisi
Ay C A.. Torej velja bodisi L. < Ly bodisi Ly < L.. Poljubna elementa druzine L sta

primerljiva, torej je urejenost linearna. O

Trditev 3.35 Naj bo L. <X Ly in L. # Lg za neka ¢,d € X. Potem velja A. N By = ().

Dokaz. Recimo, da presek ni prazen. Potem obstaja tocka e € A. N By. Zaradi definicije
relacije < velja, da A, € Ay in posledi¢no, da e € Ag N By = Lg. Po trditvi je
L. = Ly. Kontinuuma A, in A, nista enaka, saj sta v nasprotnem primeru enaka tudi L.
in Ly. Dobimo, da je A. prava podmnozica od Ay, ki vsebuje a in d, kar pa je v nasprotju

z definicijo prostora Ag. O

Trditev 3.36 Druzina L je navzgor polzvezna (USC) dekompozicija od X .

Dokaz. Naj bo U odprta mnozica, ki vsebuje L. € L. Radi bi pokazali, da obstaja odprta
mnozica V C U, ki bo vsebovala L., tako da bo vsak nivo, ki bo imel z V neprazen presek,

vsebovan v U.

Recimo, da to ni res. Potem za vsak n € N obstaja nivo L), ki seka Nzer K(z, %) in tudi
X\ U. Brez izgube za splosnost lahko predpostavimo, da L(,) = L¢. Po trditvi lahko
predpostavimo, da L) = Le@nq1) za vsak n € N. Ker je X \ U zaprta in omejena, sledi
da je kompaktna. Zaradi kompaktnosti prostora X \ U obstaja tocka d € X \ U, od katere
vsaka okolica seka nekontno mnogo nivojev L (). L. je razlicen od Lg, ker ¢ ni vsebovan v
Lg. Ce bi ¢ bil vsebovan v Lg bi to pomenilo, da L. vsebuje tocko d, ki pa ni iz U. Lo¢imo

dva primera:
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(i) Naj bo L. =X Lgq. Vemo, da velja L.,y C Acn) € Ac. Ker je A. zaprt in zato vsebuje
svoja stekalis¢éa, dobimo, da d € A. in torej Ay C A.. To pa pomeni, da Ly < L.
Prisli smo do protislovija, saj L. # Lg.

(ii) Naj bo L4 = L. Potem po trditvi Ag4 in B, nimata skupne tocke. Zato obstaja
nek N > 1, dabo Lg X Ly in Lg # Ly, saj bi drugace L) C Ag za vsak n in
zaporedje c(n) ne bi konvergiralo k tocki ¢ € L.. Mnozica B,y vsebuje vse nivoje
Ly zan > N, za B.(y) pa Se velja, da je zaprta in ima po trditvi z Ag prazen
presek. Nivoji L) so torej podmnozice od B, y) za vsak n > N in tako pridemo do
protislovja z dejstvom, da ima vsaka okolica od d neprazen presek z neskonéno nivoji

L), saj se po zadnjem razmisleku ti nivoji oddaljujejo od d.
Druzina L je torej USC dekompozicija od X. O

Spomnimo se kako smo definirali prese¢no toc¢ko. Tocki v kontinuumu reéemo presecna

tocka, ¢e je njen komplement nepovezan.
Trditev 3.37 Nivoja L, in Ly nista preseéni tocki dekompozicijskega prostora L.

Dokaz. Oglejmo si samo eno izmed tock saj je razmislek pri drugi tocki enak. Tocka a
ni presec¢na tocka dekompozicijskega prostora L, ker je njen komplement v £ zvezna slika

kvocientne surjektivne preslikave prostora X \ {a}, kar pa je povezano po lemi O

Trditev 3.38 A.UB, =X za vsak c e X.

Dokaz. Recimo, da njuna unija ni enaka prostoru X. Potem obstaja tocka d € X, ki se
nahaja v komplementu unije A. in B.. Ker je a krajisc¢e, po izreku dobimo, da bodisi
A, C Ay bodisi Ay C A.. Brez izgube za splo$nost predpostavimo, da je A. C Ay. Potem
velja, da By C B,.. Iz tega sledi, da mora biti d € B, kar pa je protislovje z izbiro tocke d.
O

Trditev 3.39 Vsak nivo L. je presecna tocka dekompozicijskega prostora L za vsak ¢ €
X\ {a,b}.

Dokaz. Definirajmo odprti mnozici U = X \ B, in V = X \ A.. Po trditvi vemo, da
A.UB. = X. Zato sledi, da X \ L. = X \ (A.NB,) = (X\A)U(X\B.) =UUV. Ce
U NV ne bi bil prazen, bi tocka iz preseka bila v A. in B, kar bi pomenilo, da tudi iz L,
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kar pa je protislovje z izbiro te tocke. Vemo torej, da a € U in b € V, kar pomeni, da je
X \ L. disjunktna unija nepraznih odprtih prostorov in torej U in V tvorita separacijo od

X \ Lc. Nivo L. je torej presecna tocka dekompozicijskega prostora L. O

Trditev 3.40 Dekompozicijski prostor L je lok.

Dokaz. Po trditvi vemo, da je £ USC dekompozicija, torej je dekompozicijski prostor
(L, T(L)) kontinuum. Po trditvah in ima £ natanko dve tocki, ki nista presecni,
kar pa po izreku pomeni, da je £ lok. O

Pred nami je zadnja trditev, ki zakljuci dokaz izreka|3.21|in odgovori na zastavljeno vprasanje

s konca drugega poglavja.
Trditev 3.41 Kontinuum X je bodisi lok bodisi lok brez lokov.

Dokaz. Po trditvah in moramo lociti dva primera:

(i) Naj bo L. enotockovna mnozica za vsak ¢ € X. Potem je £ dekompozicija v

enotoCkovne mnozice in je X homeomorfen dekompozicijskemu prostoru £, ki pa
je po trditvi lok.

(ii) Naj bo L. psevdolok za vsak ¢ € X \ {a,b}. Kvocientna preslikava f : X — £ zadosca
pogojem leme torej je X lok brez lokov.

Zapisimo direktno posledico pravkar dokazanega izreka:

Posledica 3.42 Kontinuum je lok brez lokov natanko tedaj, ko je polhomogen uveriZljiv

kontinuum z natanko dvema krajiséema in ni lok.

3.3 Polhomogeni uverizljivi kontinuumi s konéno
mnozico krajisc
V tem razdelku bomo poskusali opisati vse polhomogene uverizljive kontinuume z nepra-

zno kon¢éno mnozico krajis¢. Ugotovili bomo, da razen loka in loka brez lokov ni drugih

kontinuumov, ki bi ustrezali tem pogojem.
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Najprej bomo preucili uverizljive kontinuume z enim krajiséem. Edini primer takega homo-
genega kontinuuma je degeneriran kontinuum oziroma tocka. V naslednjem izreku bomo

dokazali, da ne moremo najti polhomogenega uverizljivega kontinuuma z enim krajis¢em.
Izrek 3.43 Polhomogen uverizljiv kontinuum z enim krajis¢em ne obstaja.

Dokaz. Recimo, da polhomogen uverizljiv kontinuum z natanko enim krajis¢em a obstaja.
Oznac¢imo ga z X. Orbiti kontinuuma X sta {a} in X \ {a}. X je po izreku razcepen.
Obstajata torej prava podkontinuuma A in B od X, da je X = AU B. Ce bi veljalo, da
a € AN B, bi po tocki b) izreka sledilo bodisi A C B bodisi B C A, kar je protislovje.
Krajisce a je torej v natanko eni od mnozic A in B. Brez izgube za splo$nost nej bo a € A.

Velja, da je a € X \ B C A. Ker je mnozica X \ B odprta, sledi, da je a v notranjosti od A.

Naj bo ¢ tocka iz notranjosti od A in razliéna od a. Po trditvi[3.22]za vsak d € X\{a} obstaja
tak homeomorfizem h : X — X, da velja h(c) = d in seveda tudi h(a) = a. Ker smo slikali
s homeomorfizmom, je toc¢ka d vsebovana v notranjosti od h(A), ki je pravi podkontinuum
od X, ki vsebuje a. Tako pridobimo prave podkontinuume od X, ki vsebujejo tocko a. Z

njihovimi notranjostmi lahko pokrijemo celoten prostor X:
U{Int(B)|a € B,B C X, B je kontinuum} = X.

X je kompakten prostor, zato obstaja konéna druzina B = {Bj, Ba, ..., By} pravih pod-

kontinuumov od X, da je a € B; za vsak ¢ < n in velja:

J{Int(B:)} = X.

i<n
Po tocki b) izreka so podkontinuumi, ki vsebujejo krajisce, med seboj primerljivi. To
pa pomeni, da v druzini B obstaja tak B;, da je njegova notranjost enaka X. Sledi, da je
B; = X, kar pa je v nasprotju z izbiro B;, kot pravega podkontinuuma od X. Ugotovili

smo, da ne obstaja kontinuum X z lastnostmi, kot smo jih predpisali. O

Oglejmo si, kaj lahko povemo o polhomogenih uverizljivih kontinuumih, ki imajo ve¢ kot

dve, a Se vedno konc¢no krajisc.

Dokaz. Recimo, da tak kontinuum obstaja. Z E ozna¢imo mnozico krajis¢ od X. Podobno
kot v izreku lahko za vsak ¢ € X definiramo nivo L. kot presek vseh kontinuumov, ki
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Z majhnimi modifikacijami lahko posplosimo trditve - Fiksiramo krajiséa a, b, c €
E. Izberimo si tocko z € X \ E. Naj bodo A, B, C podkontinuumi od X, ki vsebujejo tocko
zinjea € A, b € Binc € C. Po izreku [3.3] je X dedno unikoherenten, torej imata
poljubna podkontinuuma od X bodisi prazen presek, bodisi je presek povezan. Zato lahko
predpostavimo, da za A, B, C' vzamemo preseke vseh takih, ki ustrezajo danim pogojem in
tako dobimo minimalne kontinuume, ki bodo povezani. Po naravni posplositvi trditve [3.27]
dobimo, dajea € A\ (BUC),be B\ (AUC)inac C\ (AUB). Sledi, da je AUBUC
Sibka trioda, kar pa je v nasprotju z izrekom |3.5| ki pravi da uverizljiv kontinuum ne vsebuje
Sibke triode.

Slika 3.4: Kontinuumi A, B in C' iz dokaza

Posledica 3.45 Naj bo X polhomogen uverizljiv kontinuum. Potem je mnoZica vseh krajisc¢

ali prazna, ali vsebuje natanko dve tocki, ali pa je neskonéna.

Dokaz. Posledica sledi neposredno iz izrekov in O



Poglavje 4
Odprta vprasanja

V magistrskem delu smo nasteli vse polhomogene uverizljive kontinuume z neprazno konéno

mnozico krajis¢. Ce hocemo nasteti vse polhomogene uverizljive kontinuume nam manjkajo

pa moramo lociti tri primere. Ce je E = X, po izreku dobimo, da je X psevdolok,
kar pa je protislovie s polhomogenostjo. Ce je zaprtje mnozice krajis¢ prava podmnozica
od X, lahko z uporabo definicije polhomogenosti dokazemo, da je E zaprta mnozica s
prazno notranjostjo. Ker je F homogena kompaktna podmnozica uverizljivega kontinuuma,
dobimo, da so komponente od FE ali tocke ali psevdoloki. FE je posledicno homeomorfen
bodisi Cantorjevi mnozici, bodisi produktu kon¢ne mnozice in psevdoloka, bodisi produktu
Cantorjeve mnozice in psevdoloka [Izrek 1 v [9]]. Tretja moznost pa je, da je E prava gosta

podmnozica od X. V tem primeru je le malo raziskanega.

Najbolj aktualna vprasanja glede teme nasega raziskovanja se glasijo:

VprasSanje 4.1 Ali obstaja polhomogen uveriZljiv kontinuum brez krajisc?

psevdolokov?
VprasSanje 4.3 Kaksen je popoln seznam polhomogenih wverizljivih kontinuumouv?

Do sedaj so znani le trije taki: lok, lok psevdolokov in lok brez lokov.

primerom ne bomo odgovorili na vprasanje saj konstruiran kontinuum ni polhomogen.
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Zgled. Naj bodo p = (0,1), r = (0,0) in ¢ = (0,1) tocke iz evklidske ravnine R%. Naj
bon € Nin C; = {C1,Cs,...,Cp} 1-veriga v R?, kjer je za vsak i € {1,2,...,n} mnozica
C; odprti krog in je p vsebovan v C', ¢ pa v C,,. Dobljeno verigo zrcalimo preko tocke ¢
in dobimo 1-verigo Dy = {Dy, Da,..., Dy}, kjer je tocka g vsebovana v D,,, tocka p pa v
D;. Po izreku obstaja zvita %—veriga Cy v verigi C1, tako da je vsak element verige Co
odprti krog in veriga Co poteka od tocke p do tocke g. Dodatno zahtevamo Se, da je veriga
Cy strogo finejsa od verige C1. Dobljeno verigo podobno kot prej zrcalimo preko tocke ¢ in

dobimo verigo D3, ki je zvita v verigi D; in strogo finejSa od nje, poteka pa od tocke r do
tocke g (glej sliko [4.1)).

A ' 'o‘ g
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Slika 4.1: Konstrukcija kontinuuma K

Postopek ponavljamo in dobimo zaporedje verig {C,, }72 ; in {D,,}>2, , ki ustrezata pogojem
definicije @ Oznacimo s P = Ny2_, UC,, psevdolok med p in ¢ ins Q = Ny, UD,, psevdolok
med ¢ in r. Psevdoloka P in @ smo konstruirali tako, da je PN Q = {¢}. Oznacimo s
K = PUQ. Po izrekih 2.8 in [1.26] je K kontinuum.

Trditev 4.4 Kontinuum K je uverizljiv kontinuum.

Dokaz. Psevdoloka P in @ sta uverizljiva kontinuuma, kar sledi iz njune konstrukcije.

Zagotovili smo si, da za poljuben € obstaja n € N, da je C,, U D,, e-veriga, ki pokriva K. O

Trditev 4.5 Kontinuum K ni psevdolok.

Dokaz. Kontinuum K = P U (@ je razcepen. Psevdoloka P in @) sta njegoviva prava
podkontinuuma in velja p € P\ Q in r € Q \ P. Po posledici kontinuum K ni
psevdolok. O
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Razmislimo lahko, da ima kontinuum K neskoncno krajis¢ vendar ni polhomogen, saj se
izkaze, da za poljubni toc¢ki x,y € P ne obstaja homeomorfizem f : K — K, tako da bi
veljalo, da je f(z) = y. To se zgodi, ¢e je x iz razlicnega kompozanta od P kot tocka ¢, y

pa iz kompozanta tocke q. Za konec lahko zastavimo naslednje vprasanje:

VpraSanje 4.6 Ali obstaja tako naravno stevilo n € N, da je kontinuum K %—homogen?

Ce je odgovor pritrdilen, koliko je n?
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