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Robustna polinomska sinteza za sisteme z zakasnitvami

UDK: 004.052.2:512.643.53(043.3)

Kljué¢ne besede: Robustno vodenje, pomikanje polov, sistemi z zakasnitvami, zakasnitve,

izracun lastnih vrednosti

Povzetek

V disertaciji je predstavljena sinteza regulatorja za sisteme z zakasnitvami, ki temelji
na razreSevanju zaprtozancnih polinomskih enacb, ki odrazajo lastnosti zaprtozancnega
karakteristiénega kvazi-polinoma. V delu so obravnavane tako notranje zakasnitve kot
vhodne oz. izhodne transportne zakasnitve. Predlagana je celostna reSitev polinomske
sinteze, ki omogoca izbiro poljubnega zaprtozan¢nega kvazi-polinoma s pomoc¢jo uporabe
opazovalnika zaprtozan¢nega sistema. Podoben pristop smo izbrali tudi v primeru
kompenzacije transportne zakasnitve in sicer s strukturo kaskadnih opazovalnikov. V delu
podrobno obravhavamo uporabo ter vpliv prostih polinomov, Ki nastopijo v sistemu ob

ustrezni izbiri strukture regulatorja. Proste polinome lahko uporabimo za optimizacijo

kvazi-polinoma ali za optimizacijo robustnosti sistema po principu metrike || .

Optimizacijski problem robustnosti smo razsirili na razli¢ne vidike obravnave sistema pod
vplivom motenj v sistemu samem ali v zakasnitvah, ki so prisotne. Postopek optimizacije
je bil izveden s pomogjo diferencialne evolucije. V delu je izpostavljen tudi poenostavljen
postopek izbire ustreznega Kkarakteristicnega kvazi-polinoma ter ucinkovit algoritem za
izratun le nekaj skrajno desnih lastnih vrednosti sistemov z zakasnitvami, ki je pri

obravnavi taks$nih sistemov nepogresljiv.
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Robust pole placement for systems with delays

UDK: 004.052.2:512.643.53(043.3)

Key words: Robust control, pole placement, time delay systems, delays, eigenvalues

computation

Abstract

This dissertation presents controller synthesis for time delay systems based on the
solutions of sets of polynomial equations, which represent the essence of characteristic
quasi-polynomial. In this work internal delays as well as input/output transport delays are
addressed. We propose integrated solution of pole placement technique using a closed loop
state observer, which allows arbitrary choice of quasi-polynomial. Similar approach was
considered in the case of dealing with the compensation of transport delays by introducing
a specific structure of cascade observers. We fully discuss the use and the influence of free
polynomials, which occur in the system as a result of the appropriate structure of the

controller. Free polynomials might be used for the optimization of the quasi-polynomial or

for the optimization of the system robustness according to |||, metrics. The robustness

optimization problem was focused on different aspects of perturbations acting directly
either on the system parameters or to the time delays present. The optimization process
was performed using differential evolution. The work also deals with the proposed method
for the simplified selection of suitable characteristic quasi-polynomial and the proposed
effective algorithm for the computation of only few rightmost eigenvalues for time delay

systems, which is indispensable in case of dealing with such systems.
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1 Uvod

Zakasnitev opisemo kot fizikalno lastnost sistema, ki povzroci, da se odziv (reakcija)
sistema na dolo¢eno vhodno akcijo pripeti po dolo¢enem casu oz. z dolo¢eno zakasnitvijo.
Zakasnitev je vedno prisotna pri procesu prenosa energije oz informacij v prostoru, Ki je
odvisna od razdalje in hitrosti potovanja. Zakasnitve najdemo na najrazli¢nejSih podrocjih
pri procesih v biologiji, kemiji, ekologiji, ekonomiji, logistiki, telekomunikacijah ter pri
procesih v industriji kot so: mehanski prenosi, pretoki teko¢in, metalurgija. Zaradi same
narave zakasnitve pa rokovanje s tak§nimi sistemi $e zdale¢ ni enostavno.

Zaradi Sirokega spektra problemov v industriji, ki zahtevajo natancnej$i vpogled v
problematiko zakasnitev, je bilo robustno vodenje sistemov z zakashitvami (TDS') v
zadnjih 20. letih delezno aktivnega razvoja. Zajelo je najrazli¢nej$a podrocja vodenja kot
so analiza stabilnosti, vodenje z optimizacijo norme H,,, nacrtovanje Kalmanovega filtra,
stohasti¢no vodenje [1], [2], [3]. Predvsem stabilnost in posledi¢na analiza stabilnosti je na
podro¢ju vodenja zastopana v Stevilnih monografijah [4], [5], [6], [7]. Razvoj stabilnosti se
je zacel ze v zgodnjih 50. letih. Vecji preboj se je zgodil leta 1957 z izumom Smithovega
prediktorja, ki omogoca kompenzacijo zakasnitve in tako se problem z zakasnitvijo
poenostavi v klasiCen problem brez zakasnitve, ki poenostavlja nacrtovanje regulatorja.
Prav Smithov prediktor je zaradi robustnosti in enostavne implementacije [8] v industriji
najbolj razsirjena oblika resitve vodenja preprostih sistemov z zakasnitvami. Vendar je
klasi¢na struktura Smithovega prediktorja primerna le za stabilne procese. Stabilnost se v
tem primeru nanasa na sistem, ¢e odmislimo vpliv zakasnitve. Za kompenzacijo zakasnitve
v primeru nestabilnih procesov je bil razvit modificiran Smithov prediktor [6], [9].
Ustrezne modifikacije so bile razvite tudi za izboljSanje robustnosti na motnje ter za
integralne procese [8].

Klasi¢na struktura Smithovega prediktorja je spodbudila razvoj metode konc¢ne
dodelitve spektra (FSA - Finite Spectrum Assignment) [10], [11]. Ta metoda rezultira k
obravnavi sistema brez zakasnitve podobno kot Smithov prediktor, vendar se princip

metode bistveno razlikuje od Smithovega prediktorja. Smithov prediktor temelji na

1 TDS — time delay systems (angl.)
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kompenzaciji zakasnitve s kompenzatorjem, ki se implementira v sam sistem in tako iznici
vpliv zakasnitve v sistemu. Metoda FSA temelji na podlagi izratuna vpliva zakasnitve v
prihodnosti na podlagi modela sistema. Torej s takSno implementacijo, regulator v naprej
izniCuje vplive zakasnitve. S takSno implementacijo predikcije zakasnitve dosezemo
kompenzacijo zakasnitve o0z. drugace povedano karakteristicno enacbo sistema z
zakasnitvami, ki ima neskonéen spekter, poenostavimo v sistem s koncnim spektrom
(finite spectrum). Implementacija te metode je zapletena, saj temelji na numeri¢ni
integraciji in ni enostavno zagotoviti varne implementacije metode [12], [13].

Na tem mestu je potrebno omeniti e en princip dolocitve kompenzatorja zakasnitve
in sicer v [14] je predstavljen pristop obravnave transportne oz. vhodno/izhodne zakasnitve
sistema, ki je zelo znacilna za procese prenosa informacij oz. materije. Princip temelji na
obravnavi zakasnitve v obliki transportne parcialne diferencialne enacbe (PDE). Taksna
obravnava sistema, ki je oblikovan v obliki kaskade PDE in navadne diferencialne enacbe
(NDE) temelji na reSevanju mejnega problema PDE, ki je obsezno predstavljen v [15].

Pri obravnavi zakasnitev je mo¢ zaslediti razlicne metode obravnave sistemov z
zakasnitvami. Zasledimo lahko obravnavo sistema v vhodno izhodnem opisu, v prostoru
stanj ali obravnavo karakteristiéne enacbe sistema. Tako lo¢imo sisteme z zakasnitvami

glede na princip obravnave sistemov in sicer v asovnem oz. frekvenénem prostoru.

1.1 Obravnava sistemov z zakasnitvami

Obravnava sistemov z zakasnitvami v ¢asovnem prostoru temelji na funkcionalih
Lyapunov-Krasovskii in funkcijah Razumikhin [4], [16]. Te metode so danes nepogresljive
pri obravnavi stabilnosti zakasnjenih sistemov predvsem zaradi dobro razvitih orodij s
katerimi je mozno funkcionale formulirati v obliki linearnih matri¢nih neenacb (linear
matrix inequalities - LMI) [17]. S temi metodami lahko analiziramo sisteme z
zakasnitvami, ki so stabilni/nestabilni za vse zakasnitve ali sisteme, ki so stabilni/nestabilni
za doloCen interval zakasnitev. Se posebej zanimive so metode, ki omogo¢ajo analizo
stabilnosti pri sistemih pri katerih dopuséajo hitro spreminjanje zakasnitve, torej Kjer so
zakasnitve omejene z odvodom zakasnitev [16]. Pri teh metodah se kazejo pomanjkljivosti
v kompleksnosti izrazov oz. funkcionalov, ki jih je zelo tezko dokazati, zato so

poenostavitve neizbezne. S tem pa se konservativnosti rezultatov ni moc¢ izogniti.
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Sisteme z zakasnitvami obravnavamo tudi z metodami v frekvenénem prostoru [18],
[19], ki temeljijo na izraCunu korenov karakteristicne enacbe in s tem dolocitvijo lastnih
vrednosti sistema. Namre¢ podobno kot pri sistemih brez zakasnitev, stabilnost doloca lega
lastnih vrednosti v kompleksni ravnini [20], [21]. Vse lastne vrednosti morajo lezati v levi
kompleksni polravnini. Dolo¢itev korenov karakteristicne enacbe je vse prej kot trivialen
postopek. Karakteristi¢na enacba vsebuje ¢lene zakasnitev, ki so izrazeni kot eksponentne
funkcije Laplace-ove kompleksne spremenljivke in parametrom zakasnitve v eksponentu
in so tako transcendentne funkcije kompleksne spremenljivke. TakSen polinom imenujemo
kvazi-polinom (quasi-polynomial), kar pomeni, da je reSevanje karakteristicne enacbe
analiti¢no zelo tezko. Karakteristi¢ni kvazi-polinom ima predvsem zaradi transcendentnih
oz. Eulerjevih funkcij, ki jih morebiti izrazimo v obliki sinusnih in kosinusnih komponent,

neskonc¢no korenov, katerih resitve v vecini primerov ni mo¢ analiticno poiskati.

1.2 Izracun lastnih vrednosti sistemov z zakasnitvami

Obstaja kar nekaj numeri¢nih metod za izracun skrajno desnih lastnih vrednosti
zakasnjenega sistema [22], [23], [24], [25], [26], [27], [28]. NovejSe metode temeljijo na
diskretizaciji spektra sistema, pri ¢emer se uporabljajo metode najmanjsih kvadratov [29],
[30] ali Runge-Kutta [31], [32]. Za izracun lastnih vrednosti se uporabljajo tudi numeriéni
algoritmi za izracun nicel analiti¢nih funkcij [33]. Taksni algoritmi temeljijo na iterativnih
metodah, kot je na primer Newtonova metoda [34], [35], [36]. VV tem primeru se algoritem
ponavlja tako dolgo dokler reSitev ne ustreza doloCenim zahtevam oz. dokler reSitev ni
dovolj natanc¢na. S tak$nimi metodami lahko dobimo zelo natan¢ne reSitve. Vendar je
problem z oceno zacetne vrednosti, ki je za uspesno delovanje takSnega algoritma nujno
potrebna. V primerih algoritmov [37], [38] je bil za priblizen izracun lastnih vrednosti v
nekem obmocju kompleksne ravnine uporabljen bisekcijski algoritem. Kot uspeSna metoda
za izracun lastnih vrednosti se je pokazala kombinacija omenjenih metod. V primeru
algoritma [22] se uporablja metoda diskretizacije spektra za izra¢un aproksimiranih lastnih
vrednosti, nato se te vrednosti popravijo do doloCene natancnosti z iterativno Newtonovo
metodo. Diskretizacija spektra sistema temelji na diskretizaciji infinitezimalnega
generatorja operatorja reSitve zakasnjene diferencialne enacbe, ki omogocCa zapis

zakasnjene diferencialne enacbe v obliki abstraktne navadne diferencialne enacbe. Tako se
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problem reSevanja nelinearne karakteristicne enacbe prevede v diskretiziran linearen
problem. Tak postopek omogoca izracun vseh lastnih vrednosti v dolo¢enem obmocju
kompleksne ravnine. Kot smo ze omenili diskretizacija rezultira k aproksimiranim
vrednostim lastnih vrednosti sistema. Te vrednosti je mo¢ popraviti s pomocjo Newtonove
metode in uporabe aproksimiranih lastnih vrednosti kot zaCetne vrednosti pri iterativnem
reSevanju izvirne nelinearne karakteristicne enacbe, kar rezultira k natanénem izracunu
lastnih vrednosti zakasnjenega sistema, ki imajo poglaviten vpliv na razli¢ne lastnosti
sistema. Obstajata dva obseznejSa orodja, ki omogocata zraven razli¢nih analiz tudi izracun
polov zakasnjenih diferencialnih enacb; DDE-BIFTOOL [39] in TRACE-DDE [40].
Orodji sta razviti v okolju Matlab in omogocata tudi analizo stabilnosti v odvisnosti med
posameznimi parametri ter omogocata dolocitev mejno stabilnega obmocja v odvisnosti od

parametrov.

1.3 Robustnost sistemov z zakasnitvami

Eden izmed pomembnih aspektov analize sistemov z zakasnitvami je tudi dolocitev
oz. ovrednotenje najvecjega dopustnega odstopanja sistema oz. parametrov. Odstopanja oz.
negotovosti, ki so vzrok razliénih zunanjih vplivov ali poenostavitev modela lahko
opredelimo v dva razreda in sicer parametri¢ne ali strukturne in nestrukturne (strukturirane
ali nestrukturirne) negotovosti. Parametricne negotovosti so posledica ne dovolj
natancnega poznavanja doloCenih parametrov oz. variranja le teh med samim delovanjem
sistema. Nestrukturirne negotovosti so vzrok poenostavitve modela, kjer zanemarimo
dolocen del sistema. Nestrukturirna odstopanja opisemo v obliki prenosnih uteznostnih
funkcij, ki so nepogresljiv sestavni del sinteze Ho, [41], [42], [43]. S temi utezmi lahko
opiSemo odstopanja ter obcutljivost na motnje. Pri sistemih z zakasnitvami so pogosto
prisotna tudi parametri¢na odstopanja tako strukturirana [44], [45], [46] kot nestrukturirana
[47], [48]. Za opis odstopanja posameznih parametrov (strukturirana odstopanja) oz.
odstopanja, ki se izrazajo v aditivnem odstopanju celotnih matrik (nestrukturirana
odstopanja) zakasnjenega sistema, se uporablja teorija psevdospektra. Princip
psevdospektra temelji na raziskovanju vpliva odstopanj parametrov na lastne vrednosti
sistema [49], [50], [51]. Tako je mo¢ dolociti obcutljivost lastnih vrednosti na odstopanja,

ki imajo lahko razli¢ne strukture. Posledi¢no mnoga dela opisujejo dolocitev najvecjega
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moznega odstopanja parametrov pri upoStevanju doloCene strukture oz. dolocitev
stabilnostnega radija (Stability radius) [52], [53], [54], [55]. Stabilnostni radij doloca z
normo omejeno najvec¢je odstopanje sistema, ki zagotavlja stabilnost sistema.

Podrocje robustnega vodenja in metod naértovanja robustnih regulatorjev je podobno
kot v primeru sistemov brez zakasnitev zelo obsezno. Eden izmed najbolj razsirjenih

principov sinteze sistemov na podlagi metrike H_ je bil za sisteme z zakasnitvami vpeljan

ze v 80. letih [56], [57], [58]. Omenjen princip sinteze je $e vedno zelo razsirjeno podrocje
raziskovanja. Metoda sinteze na podlagi norme H, je na primer nepogresljiva pri
obravnavi sistemov v ¢asovnem prostoru, kjer je problem zapisan v obliki LMI [59], [60],
[61], [62], [63]. Raziskovanje robustnega vodenja tudi v primeru zakasnjenih sistemov
posega Se na podro¢ja metod operatorja, prostora stanj, J-spektralne faktorizacije [58],
rekurzivno nacrtovanje regulatorjev (Backstepping) [64], [65], [15] ter na mnoge druge. Se
posebej zanimive so novejSe metode, ki za razliko od starejS§ih ne temeljijo na
kompenzaciji zakasnitev in posledi¢no nacrtovanju regulatorjev za ne zakasnjene sisteme,
ampak zakasnitve upostevajo pri sintezi tako, da izraCunajo lastne vrednosti sistema in tako
omogoc¢ajo natanéno analizo stabilnosti sistema tudi v primeru odstopanja zakasnitev oz.
posameznih parametrov sistema . Postopki sinteze temeljijo na dolo¢itvi regulatorja v
prostoru stanj na podlagi iterativnega pomikanja ojacenj regulatorja v prostoru stanj [66]
ter na podlagi metode optimizacije lastnih vrednosti [67], [68], [69]. Tudi metoda [70]
temelji na dolocitvi regulatorja v prostoru stanj vendar omogoca postavitev prvih nekaj
polov. V delih [71] in [72] avtorji razvijejo metodo za izracun norme H,, ter postopek za
dolo¢itev parametrov regulatorja poljubne strukture na podlagi vrednotenja norme H,,.
Zanimiva metoda pri sintezi robustnih regulatorjev je tudi metoda za pomikanje polov oz.
polinomska sinteza, ki je bila izvedena tudi za sisteme z zakasnitvami [73], [74], [75], [76],
kjer so predstavljene metode, ki omogocajo reSitev enacb polinomske sinteze in tako
nacrtovanje poljubnega karakteristicnega polinoma zaprto zan¢nega sistema. Vendar je za
reSitev enacb vpeljana klju¢na poenostavitev, ki poenostavi neskoncni spekter

zakasnjenega sistema v kon¢ni spekter.
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1.4 lzpostavitev teze in ciljev

Polinomska sinteza v primeru linearnih sistemov brez zakasnhitev rezultira k
reSevanju ene Diophantove enacbe in s tem doloCitvi koeficientov regulatorja. Pri tem je
potrebno predpostaviti strukturo oz. red regulatorja in ustrezen red zaprtozancnega
karakteristi¢énega polinoma. V primeru zakasnjenih sistemov dobimo $tevilne Diophantove
enacbe, ki so med seboj odvisne. Zaradi reSevanja vecjega Stevila enacb, ki vsebujejo
manjse §tevilo spremenljivk, resitev obstaja le redko. Stevilne Diophantove enagbe lahko
zapiSemo z zdruzitvijo posameznih ¢lenov zakasnitev na pregleden nacin, ki zagotavlja
razdelitev enacb na enacbe, ki jih lahko resimo in na enacbe, ki so v celoti odvisne od
resitev prej$njih enacb in jih tako ni mo¢ neodvisno resiti. Tako lahko neodvisno izberemo
le dolocene koeficiente karakteristi¢nega kvazi-polinoma. V delu bomo predstavili resitev
kako je mozno resiti tudi neodvisne enacbe z uporabo opazovalnika in s tem zagotoviti
poljubno obliko karakteristiénega kvazi-polinoma. Ukvarjali se bomo z notranjimi,
izhodnimi ter vhodno/izhodnimi transportnimi zakasnitvami. S pomoc¢jo posebne strukture
kaskade opazovalnikov se bomo ukvarjali s kompenzacijo vhodno/izhodnih transportnih
zakasnitev.

V programskem okolju Matlab bomo izvedli metode za izratun polov
karakteristicnega kvazi-polinoma [22], za izraCun strukturiranega in nestrukturiranega
stabilnostnega radija [47], [45]. Metodo [22] bomo prilagodili in izboljsali tako, da
uéinkovita pri izraunu ¢im manjSega Stevila skrajno desnih polov. V algoritmu bomo
izvedeli samodejno nastavljanje obmocja domene izracunavanja polov v kompleksni
ravnini. Tako bo algoritem wveliko hitrejSi in primernejS§i za uporabo pri razliénih
problemih, kot na primer izraCun odvisnosti skrajno desnega pola od dolo¢enih parametrov
sistema. Obstaja kar nekaj metod za izracun skrajno desnega pola oz. spektralne abscise
[771, [78], [79], [80], ampak so racunsko dokaj zahtevne. U¢inkovit algoritem za dolocanje
stabilnosti sistema je prav tako nepogresljiv pri iskanju ustreznega karakteristicnega kvazi-
polinoma sistema, ki ga je mo¢ izvesti s pomocjo optimizacijske rutine, izvedene z
diferencialno evolucijo [81].

Z diferencialno evolucijo bo izveden tudi postopek optimizacije zaprtozancnega
sistema po principu norme H,,. Z dovolj visoko izbiro reda regulatorja in s posledi¢nim

spreminjanjem prostih parametrov je namre¢ mozno Vvplivati na normo H,, in tako doloditi
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optimalen regulator glede na zastavljene zahteve obcutljivosti, stabilnosti, robustnosti. Prav
tako bo mozno poiskati optimalen karakteristi¢ni kvazi-polinom glede na zastavljene
kriterije. Predlagali bomo poenostavljen postopek izbire kvazi-polinoma, kjer kvazi-
polinom obravnavamo kot produkt polinoma in kvazi-polinoma prvega reda, ki vsebuje vse
zakasnitve prvotnega kvazi-polinoma. Pri tem lahko predpostavimo izbiro dominantnih
polov v polinomu. V delu se bomo posvetili tudi analizi napake zakasnitve, ki je lahko

posledica nenatan¢ne ocene zakasnitve v sistemu.

1.5 Organizacija doktorske disertacije

Delo v drugem poglavju nadaljujemo s predstavitvijo sistemov z zakasnitvami oz.
njihovo splosno formulacijo ter navedemo nekatere zanimive in uporabne lastnosti.
Predstavljena sta dva razlicna koncepta sistemov z zakasnitvami in sicer sistemi s
konstantnimi zakasnitvami in sistemi z variabilnimi zakasnitvami.

V tretjem poglavju je predstavljen vidik robustnosti sistemov z zakasnitvami, Kjer
obravnavamo strukturna in nestrukturna odstopanja ter podamo problem mesane
obcutljivosti.

V Cetrtem poglavju je natancno predstavljen postopek izracuna lastnih vrednosti za
sisteme z zakasnitvami ter obstojeci algoritmi. V poglavju predstavimo lastne izboljSave in
prilagoditve ze obstojeCega algoritma za izracun korenov karakteristi¢ne enacbe.

Peto poglavje predstavlja jedro tega dela in predstavlja postopek reSevanja sklopa
polinomskih enacb za sisteme z zakasnitvami. Poseben poudarek je na vplivu prostih
polinomov, ki nastopijo v sistemu ob izbiri ustrezne strukture regulatorja ter na
opazovalniku za kompenzacijo dolo¢enih ¢lenov kvazi-polinoma in transportne zakasnitve.

V Sestem, zadnjem poglavju je predstavitev uporabe v tem delu predstavljenih in
razvitih metod na slikovitem primeru, za katerega smo s pomocjo simulacijskih orodij
nacrtali robusten regulator.

V zakljucku so predstavljene zakljucne misli ter ideje za nadaljnje delo.
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2 Lastnosti sistemov z zakasnitvami

2.1 Uvod

Stabilnost sistemov z zakasnitvami doloca lega lastnih vrednosti v kompleksni
ravnini. Izra¢un lastnih vrednosti sistema oz. korenov karakteristicne enacbe je predvsem
zaradi zakasnitev, ki tvorijo eksponentne oz. transcendentne funkcije zelo zapleteno.

Sistem z zakasnitvami v sploSnem opiSemo s funkcionalno diferencialno enacbo (FDEZ)

[21]:
X(t) =f (t, %, %, u(®) (2.1)
Kijer sta X(t) in X(t) vektorja stanj in odvodov stanj, ki opisujeta obnasanje sistema
na casovnem intervalu te t,t, ; x(s) =x(t+s) , Kjer ser(t) ter podobno
X (S) =x(t+s), Kjer ser,(t); 7, in 7,sta mnozici realnih zakasnitev.
FDE razdelimo na tri razli¢ne tipe diferencialnih enacb:
|, FDE je diferencialna enacba tipa REDE?, ¢e 7,(t) ¢ —»,0 in 7,(t) =, kjer je
te t,,t, . To pomeni, da desna stran enacbe (2.1) ni odvisna od odvoda
vektorja stanj X(t).
x(t) =f (t, %, u(t)) (2.2)

Il. FDE je diferencialna enatba tipa NFDE*, &e je enatba odvisna tako od

trenutnih kot zakasnjenih stanj ter tudi od odvodov le teh. Torej so v enacbi

(2.1) prisotna stanja in odvodi stanj ter 7,(t)c —©,0 in 7,(t)c -,0 za

te t,t .

2 FDE - functional differential equation (angl.)
® RFDE - retarded functional differential equation (angl.)
* NFDE — neutral functional differential equation (angl.)

11
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IIl.  FDE je AFDE®, & so spremembe stanj odvisne od trenutnih in prihodnjih

vrednosti vhodnega signala u(t) ter 7,(t) c 0,00 in 7,(t)=@.

Zgoraj navedeni tipi diferencialnih enacb lahko vsebujejo razlicne tipe zakasnitev in
sicer konstantne zakasnitve (2.3), zakasnitve, ki so funkcije ¢asa (2.4) ali distribuirane

zakasnitve (2.5).

X(t) = f(x(t),x(t-71)) (2.3)
X(t) = f(x(t),x(t—7z(t))) (2.4)
X(t) = tJ'g(x(s),t,s)ds (2.5)

V primeru, da so zakasnitve konstantne in jih je moc¢ izraziti v obliki najmanjSega
skupnega veckratnika oz. je njihovo razmerje racionalno odvisno imenujemo taksne
sorazmerne® zakasnitve. Nesorazmerne’ zakasnitve so posledica iracionalnega razmerja
med posameznimi zakasnitvami [20]. V predstavljenem delu bomo obravnavali RFDE, ki

jih imenujemo tudi diferencialne enacbe z zakasnitvami®,

2.2 Sistemi s konstantnimi zakasnitvami tipa RFDE in njihove lastnosti

V tem razdelku bomo predstavili nekatere pomembne lastnosti DDE. Doloc¢ene
predpostavke bomo predstavili brez dokazov (za ve¢ informacij glej [20]). Linearni sistem

z zakasnitvami tipa RFDE zapiSemo:
m
X=AXt +>AX t-7 , (2.6)
i=1

kjer je x(t)eR" spremenljivka stanja pri ¢asu t, A e R™, 1=0,1..,m so realne

matrike in 0<7, <7, <..<7, so konstantne zakasnitve. ZaCetna vrednost sistema je

® AFDE — advanced functional differential equation (angl.)

® Commensurate delays (angl.)

" Noncommensurate delays (angl.)

® DDE - delay differential equation (angl.), v literaturi zasledimo tudi pojem differential-difference

equation ali defference differential eqution.

12
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definirana na segmentu ¢ € C( —7,,0 ,R"), kjer je C( -7,,0 ,R") Banachov (neskonéno

dimenzionalni) prostor zveznih omejenih funkcij, ki preslikajo interval -7,,,0 v R".

Ce strnemo lastnosti sistemov tipa REDE:

Karakteristi¢no enacbo sistema (2.6) zapiSemo:

det A(s)=0, 2.7)
A(s) =sl — A, —iAe‘S’i : (2.8)

Kjer je izraz (2.8) karakteristicna matrika. Koreni izraza (2.7) so karakteristi¢ni

koreni.

Sistem (2.6) je asimptoti¢no stabilen e velja:
Ve>035>0VgeC(-7,,0 ,R") (|4, <6)=

= (Vt20 |x(p)], <é),
Vg eC(-7,,0 R") lim__x(#)(t) =0

in eksponentno stabilen ¢e obstajata pozitivni konstanti C in y, kjer velja:

V¢ eC(~7,,0 R") [x (9, <Ce™[4],

Kljub temu, da je karakteristicna enacba (2.6) transcendentna in ima neskon¢no
korenov, pa ima nekaj uporabnih in zanimivih lastnosti, ki bodo nepogresljive v naslednjih

poglavijih.

Predpostavka 2.1 [20] ¢e obstaja zaporedje karakteristi¢nih korenov S, |, sistema (2.6)
tako, da velja:

Em|3k|_)+°°

potem velja

lImR(s,) > —o
k—o0 .

13
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Predpostavka 2.2 [20] v dolo¢enem vertikalnem pasu kompleksne ravnine se nahaja samo

kon¢no Stevilo karakteristi¢nih korenov. Pas doloca:

Jkjer a, feR ina<p.

Obstaja taksno Stevilo ¥ € R | da vsi karakteristi¢ni koreni pripadajo levi kompleksni
ravnini, ki je definirana:

seC:R(s)<y

Ta rezultat je mozno izboljsati v smislu zozenja obmocja nahajanja korenov, ki ga

podaja naslednja predpostavka.

Predpostavka 2.3 [20] Ce je s, karakteristi¢ni koren (2.6) potem velja:

sl <4l + 2 1Al ™" (2.9)

Dokaz. Izraz A(S) =0 je ekvivalenten izrazu:

s, ec(A +Zm:Ae_S" ),

&e izrazimo argument spekter o(+)? v obliki matrike to zapisemo kot:

|s,|<

A+ AE

2

iz tega izraza sledi (2.9) neposredno. o

Pri naslednjih predpostavkah bodo predstavljene lastnosti zveznosti pomikov
karakteristiénih korenov in posledi¢no spektralne abscise. V odvisnosti od variacij

sistemskih matrik in zakasnitev se koreni pomikajo zvezno.

Predpostavka 2.4 [20] Naj bo s, karakteristi¢ni koren sistema (2.6) z veckratnostjo k .

Obstaja tak$na pozitivna konstanta £ >0, da za vse pozitivne ¢ >0, ki izpolnjujejo e <z,

obstaja taksno pozitivno Stevilo § >0, da ima:

% Z izrazom O'(-) zapiSemo spekter poljubne matrike, npr. O'(A) predstavlja spekter matrike A oz.

nxn

mnoZico lastnih vrednosti o(A)=s, € C:s,,...,S;,...,S, matrike Ac R™™".

14
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A(S;T+07, Ay +SA,,.... A, +SA,)
za parametre:

57 eR", |67 <8, 7+67 20

SA €R™, |SA], <5, k=0,..,m

natanéno k nicel v disku seC:|s—s)| <& .

V zgornjem izrazu A predstavlja karakteristicno matriko od spremenljivke s .
Parametri, ki jih perturbiramo so v izrazu za karakteristicno matriko navedeni desno od

podpicja.

Spektralno absciso sistema (2.6) definiramo kot:

a(?, Ay, A,) =sup R(s):detA(s; A,... A,)=0 (2.10)

Kot izhaja iz Predpostavka 2.2 spektralna abscisa vedno obstaja in je konéna.
Podobno vedno obstaja skrajno desni karakteristiéni koran za katerega velja R(1) =« .

Tako lahko v izrazu (2.10) supremum zamenjamo za maximum in izrazimo pogoj

stabilnosti glede na lego realne komponente skrajno desnega karakteristicnega korena:

a7, A, A) <0

V zvezi z zveznostjo spektralne abscise oz. skrajno desnega karakteristicnega pola
glede na Predpostavka 2.2, Predpostavka 2.3 in Predpostavka 2.4 dobimo naslednji

rezultat.

Teorem 2.1 [20] funkcija spektralne abscise o :R™ x R™™ ™Y 5 R

@, A, A) 2 a(T, Ayn AY) ’

je zvezna.
Spektralna abscisa ostane zvezna tudi v primeru, ko sistem z zakasnitvami postane
sistem brez zakasnitev. To se lahko zgodi, ¢e je vrednost vektorja zakasnitev ni¢ ali v

primeru nicelnih vrednosti matrik zakasnitev.

15
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Teorem 2.2 [20] Ce perturbiramo vrednosti sistemskih matrik A,,..., A, 0z. zakasnitev
7,,...,T, vplivamo na spremembo karakteristicnih korenov in s tem na stabilnost sistema

(2.6), ko se vsaj eden izmed njih premakne na imaginarno os kompleksne ravnine.

Zgoraj omenjeni lastnosti (Teorem 2.1 in Teorem 2.2) omogocata dolocCitev
stabilnih obmocij glede na razlicne parametre sistema. Tako je mogoc€e npr z iterativnim
racunanjem spektralne abscise ob spreminjanju zakasnitve doloCiti najvecji interval
zakasnitev za katere je sistem stabilen.

Naslednje lastnosti omogocajo skaliranje ter pomik koordinatnega izhodis¢a sistema
(2.6) [21].

Predpostavka 2.5 [20] Ce sistem (2.6) skaliramo s poljubno &asovno konstanto 7, , SO
lastne vrednosti skaliranega sistema prav tako skalirane za casovno konstanto 7, V

primerjavi s prvotnim sistemom. Torej velja

O'[AO +TS§:AeSTiJ= : (2.11)

Predpostavka 2.6 [20] Ce pri sistemu (2.6) premaknemo koordinatno izhodiige
kompleksne ravnine z zamenjavo s —s—r, se skladno s tem premaknejo tudi koreni

sistema. Velja

O'[AD +2m:Ae‘(s‘r)Tij:o-[A) +iAe-STi J+r, (2.12)

pri Cemer je  karakteristicha matrika sistema s pomaknjenim koordinatnim
izhodiS¢em,
m —(s-n)7t

A(B)=(6-NI-Ar,—7z,> Ae (2.13)

i=1
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2.3 Sistemi z variabilnimi zakasnitvami tipa RFDE

Analizo sistemov z variabilnimi zakasnitvami opravljamo v smislu dolocitve
dologenih struktur LMI-jev pri katerih se ugotavlja pozitivna oz. negativna definitnost. Ce
so doloceni pogoji izpolnjeni potem je sistem stabilen oz. robustno stabilen za vse
zakasnitve ali le za doloCen interval zakasnitev. UpoStevati je mogocCe tudi hitrost
spreminjanja posameznih zakasnitev. Dolocitev posameznih LMI-jev ja dokaj zahtevno
opravilo. Za dolocitev LMI-jev se uporabljata dve metodi in sicer Lyapunovi funkcionali
in metoda Razumikhin [16], [4]. V tem odseku ne bomo podali natan¢nih postopkov
doloc¢itev posameznih LMI-jev, saj so le ti zelo dobro predstavljeni v [16]. Osnovna teorija
Lyapunovih funkcionalov in funkcij Razumikhin je podrobno zastopana v [4]. Predstavili
bomo le kon¢ne rezultate oz. LMI-je, ki jih je mo¢ neposredno realizirati v programskem
paketu Matlab in tako preveriti stabilnost oz. robustno stabilnost obravnavanega sistema
[16]. Doloc¢itev posameznih intervalov stabilnosti oz. robustne stabilnosti je racunsko zelo
zahteven postopek, saj je potrebno iterativno izraCunavati posamezen sklop LMI-jev pri
¢emer spreminjamo posamezen parameter za katerega zelimo dolociti najvecji mozni
interval stabilnosti.

RFDE z variabilnimi zakasnitvami je doloCen:
X=AXt +>AX t-7(t) , (2.14)
i=1

kjer so z,(t) zvezne Easovno spremenljive funkcije, zacetna vrednost ¢(t)je zvezna

in odvedljiva funkcija, kjer te —7,,,0 .

Sledijo razli¢ni pogoji stabilnosti za sistem (2.14) v primeru za sisteme z eno
variabilno zakasnitvijo (m=1), ki bodo povezani z naslednjima pogojema [16]:

0<7,(t)<h (2.15)

() <u (2.16)

Teorem 2.3 [16] Sistem (2.14) z eno ¢asovno variabilno zakasnitvijo 7, (t), Ki izpolnjuje

pogoj (2.15) in (2.16), je asimptoti¢no stabilen, e obstajajo matrike P >0, Q>0, Z >0
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X X
in X =" >0, in poljubne matrike ustreznih dimenzij N, in N, tako, da veljajo
* XZZ

naslednji LMI-ji:

6= * ¢, hA'Z|<0, (2.17)
Xll xll Nl

w=| * X, N[>0, (2.18)
* * Z

Kjer so:
$,=PA +A P+N, +N/ +Q+hX,
&, :PAl—Nl+N2T+hX12,

¢ =—N, =N; —(1-1)Q+ hxzz_

Teorem 2.3 [16] predstavlja pogoj stabilnosti, ki je odvisen od vrednosti zakasnitve in od
odvoda zakasnitve. V primeru, da upostevamo =0 dobimo pogoj stabilnosti, ki je

neodvisen od zakasnitve in tako podaja stabilnost neodvisno od zakasnitve.

Predpostavka 2.7 [16] Sistem (2.14) z eno ¢asovno variabilno zakasnitvijo 7;(t), Ki
izpolnjuje pogoj (2.15) in (2.16), ter velja 1 =0, je asimptoti¢no stabilen, &e obstajajo
matrike P >0, Q >0in velja naslednji LMI:
P TP
s
S tem dobimo pogoj stabilnosti, ki je neodvisen od vrednosti zakasnitve. To pomeni,
¢e je velja zgornji LMI, je sistem stabilen za vse zakasnitve. Pogoj odvisen od zakasnitve

in neodvisen od odvoda zakasnitve dobimo, ¢e upostevamo Q =0.

Predpostavka 2.8 [16] Sistem (2.14) z eno ¢asovno variabilno zakasnitvijo z,(t), ki

izpolnjuje pogoj (2.15) (ampak ne nujno pogoja (2.16)), je asimptoti¢no stabilen, e

18



Robustna polinomska sinteza regulatorja za sisteme z zakasnitvami

X X
obstajajo matrike P>0, Z>0 in X :{ o X”}ZO, in poljubne matrike ustreznih

22

dimenzij N, in N, tako, da veljata LMI (2.18) in LMI:

¢_11 ¢12 hA\IZ
¢=|* @, hA'Z|<0, (2.19)
* * _hZ

Kjer sta:
¢, =PA +AP+N, +N/ +hX_,

$,, =—N,+NJ +hX,,.

Slede¢ pogoj temelji tudi na obravnavi robustnosti parametrov sistemskih matrik.
Robustnost je obravnavana v obliki ¢asovno variabilnih strukturiranih odstopanj. Z

uporabo aditivnega modela dobi sistem (2.14) naslednjo obliko:

X=(A+AAM)X t +D (A+AA)X t—7(t) (2.20)
i=1
Kjer negotovosti zapisemo:
AA(t) ... AA () =DF(t) E,, ...E,, , FQ)F({t)<I,Vvt,
kjer so D,E,,,..., E,,, konstantne matrike ustreznih dimenzij. Sledi pogoj za sisteme

z eno ¢asovno zakasnitvijo (m=1).

Teorem 2.4 [16] Sistem (2.20) z eno ¢asovno variabilno zakasnitvijo 7, (t), Ki izpolnjuje

pogoj (2.15) in (2.16), je asimptoti¢no stabilen, ¢e obstajajo matrike P >0, Q>0, Z >0

Xy X
in X =[ *“ X”}zo, in poljubne matrike ustreznih dimenzij N, in N, , ter skalar 2 >0
22

tako, da velja LMI (2.18) in naslednji LMI:
¢11 + ﬂ“Ego EaO ¢12 + ﬂ’E;—O Eal hp\l— Z PD

* ¢, +AELE, hA'Z 0

a1=a <0 2.21
* * ~hz hzD (2.21)
* * * Al

kjer so ¢,,,4,In @,, enaki kot v (2.17).
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Podobno kot v primeru pogojev, kjer vpliv odstopanj ni bil upostevan Teorem 2.4
predstavlja pogoj, ki je odvisen od zakasnitve in odvoda zakasnitve. Kar pomeni, da mora

biti omejena tako zakasnhitev kot odvod zakasnitve. Pogoj odvisen od zakasnitve in

neodvisen od pogoja lahko izrazimo z upostevanjem Q =0.

Predpostavka 2.9 [16] Sistem (2.20) z eno casovno variabilno zakasnitvijo 7;(t), Ki

izpolnjuje pogoj (2.15) in (2.16), je asimptoti¢no stabilen, ¢e obstajajo matrike P >0,

X X
Z>0in X :[ o XIZ} >0, in poljubne matrike ustreznih dimenzij N, in N, , ter skalar
22

A >0 tako, da velja LMI (2.18) in naslednji LMI:

¢_11 + ﬂ“E;O EaO ¢12 + AEJO Eal hA\I Z PD
* ¢, +AELE, hA'Z 0
* * -hz hzD

* * * Al

<0 (2.22)

kjer je ¢,, enak kot v (2.17) in ¢,,4,, kot v (2.19).

Sledijo pogoji stabilnosti za sistem (2.14) v primeru za sisteme z dvema variabilnima

zakasnitvama (m=2).

Teorem 2.5 [16] Sistem (2.14) z dvema konstantnima zakasnitvama z,(t) in 7,(t) je

asimptoti¢no stabilen, C¢e obstajajo matrike P>0 , Q =0,i=12 , Wj >0 ,

X;>0Y;,Z2;,i=123 ter poljubne matrike ustreznih dimenzij
N, S, My, XY, 25,1 =1,2,3,i < j <3, da veljajo naslednji LMI-ji:
¢ll ¢12 ¢.I.3
o= * &, ¢s]|<0, (2.23)
T
Xll XlZ Xl3 Nl
X, X, N
W, = 2 B 2>, (2.24)
X33 NS
Wl
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>0 (2.25)

$-<
=S v v wn
w N =

N

Z22 Z23 kMZ
W, = >0 (2.26)
: Z,, kM,
W3
Kjer je:
‘ 1 if-rl >7,

-1 ifr, <z,

in

¢, =PA+AP+Q +Q,+N,+ N/ +S,+S  + A HA +h X, +hY, +|h,—h,|Z,,,
¢, =PA—N,+N; +S; —M, + AJHA +h X,, +h,Y,, +|h —h,|Z,,,
¢y =PA, +N; +S; =S + M, + AJHA, + h X3 +h,Y,; +|h —h,| Z,;,
¢22=—Q1—N2—N2T—|V|2—|\/|2T+A1THA1+h1X22+h2Y22+|hl—h2|Zzz,
by =—N; =S, +M, —M; + ATHA, + h X,; +hY,; +|h —h,| Z,;,
b3 =—Q, =S, —S; + M, +M; + AJHA, +h X, +hY,; +|h —h,|Z,,,

H = hW, +hW, +|h, —h,|W,,

Teorem 2.6 [16] Sistem (2.20) z dvema konstantnima zakasnitvama z,(t) in z,(t) je
asimptoti¢no stabilen, C¢e obstajajo matrike P>0 , Q >0,i=12 , Wj >0 ,
X;>0Y;,Z;,j=123 : poljubne matrike ustreznih dimenzij
N, S My, X5, Y5, Z;,i=1,2,3,i< j<3, ter skalar 4 >0 tako, da veljajo LMI-ji (2.24),

(2.25) in (2.26) ter naslednji LMI:
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¢ll ¢2\12 ¢?13 A(-l)- H PD
* ¢22 ¢23 A‘I H 0

* * ¢33 AZTH 0 |< 0 (2.27)
* * * —H D
* * * * 1l

Kjer so:
$,=PA +AP+Q+Q,+N,+N] +S +8/ +AE, By +h X, +hY,, +|h —h,|Z,,,
o =PA—N, +NJ +S] —M, + AEJE, + h X, +hY,, +|h, —h,|Z,,,
iy =PA, +NJ +S] =S, + M, + AEJE, +h X,5 +hY,, +|h —h,|Z,,
by, =—Q —N, —=NJ =M, —M] + AETE, + h X,, +h,Y,, +|h, —h,|Z,,,
iy =—NJ =S, + M, —M] + AE] E, +h X, + Y, +]0 —h,|Z,4,
b =—Q, =S, —S] + M, +M] +AEJ E, +h Xy +h,Yy, +|n —h,| Zy,,

H = hW, +hW, +|h, —h,|W;,

Teorem 2.5 podaja pogoj stabilnosti odvisen od zakasnitev, kjer sta zakasnitvi
konstantni. Pogoj se, da razsiriti za ve¢ zakasnitev, ki je podrobneje predstavljen v [16].
Glede na to, da ti pogoji predpostavljajo konstantne zakasnitve, je za takSne sisteme, kot
bomo ugotovili v prihodnjih poglavjih, veliko bolje uporabiti metode za izracun lastnih
vrednosti sistema, saj so racunsko manj zahtevne in tako primernejSe za analizo takSnih
sistemov. Bolj zanimiv je Teorem 2.6, ki v pogoj stabilnosti vkljucuje analizo robustnosti

s ¢asovno variabilnimi sistemskimi matrikami.
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3 Robustnost sistemov z zakasnitvami

Vrednotenje robustnosti sistemov sploh v smislu robustne stabilnosti je zelo
pomembno, saj zagotovilo, da bo sistem ostal stabilen tudi ob doloc¢enih zunanjih nezelenih
vplivih, ki se lahko odrazajo v obliki najrazli¢nejSih motenj oz. Sumov, daje sistemu
dodatno vrednost. Razne motnje, ki vplivajo na sistem pa ni edina oblika negotovosti, Ki so
prisotne v sistemu, saj zaradi ne dovolj natanCnega poznavanja sistema pride do
poenostavitev pri modeliranju sistema oz. procesov. Tako poznamo razlicne metode s
katerimi lahko opiSemo in vrednotimo robustnost sistema. Strukturna odstopanja
obravnavajo to¢no dolo¢en model ali strukturo sistema, kjer je mo¢ predpostaviti dolo¢ena
odstopanja modela. Nadalje strukturna odstopanja razdelimo na strukturirana, kjer lahko
predpostavimo tocno dolo¢eno strukturo odstopanja oz. predpostavimo omejeno
negotovost tocno dolocenih parametrov v sistemu; ali nestrukturirana, kjer lahko
predpostavimo odstopanja posameznih sistemskih matrik [20]. Nestrukturna odstopanja
niso povezana s samo strukturo sistema, temve¢ jih tretiramo kot posledico zanemarjene
strukture ali nepopolnega opisa sistema. Tudi to vrsto odstopanj delimo na strukturirana in
nestrukturirana. Prva zajemajo informacijo o poloZaju negotovosti v sistemu, druga
obravnavajo le celoten iznos odstopanja v frekvenénem prostoru. Nestrukturirana
odstopanja opisemo z razliénimi modeli odstopanj [42], [41]. Najbolj razSirjena sta
modela, ki ustrezata absolutnemu oz. relativnemu pogresku absolutne vrednosti sistema v

frekven¢nem prostoru.

3.1 Strukturna odstopanja

Strukturna odstopanja so za sisteme z zakasnitvami vpeljana s pomocjo teorije
psevdospektra [82]. Psevdospekter lahko razumemo kot obmodja v kompleksni ravnini
kamor se premaknejo lastne vrednosti sistema oz. karakteristicni koreni pri dolo¢enih
omejenih odstopanjih. Tako se postavi vpraSanje vrednotenja robustne stabilnosti sistema
in sicer mere do nestabilnosti sistema oz. dolocitve najvedjega moznega omejenega

odstopanja, ki povzro¢i pomik vsaj ene lastne vrednosti na imaginarno os. To omogoca
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stabilnostni radij. Ce kompleksno ravnino C razdelimo v dve obmogji oz. polravnini C,,
ki predstavlja Zeleno obmocje in C, ki predstavlja neZeleno obmocje nahajanja lastnih

vrednosti sistema, stabilnostni radij predstavimo kot:
e (FiCo[[0p) = 10F e, INF {8 1det(Y (A +3A)pi(s)) = 0}
i=0

kjer je A=(5A),...,5An)e(C"X”X(m”),HA <g In F predstavlja karakteristi¢no

glob
matriko, ki se seveda spreminja v odvisnosti od parametrov sistema, odstopanj in strukture
odstopanj, p.(s) je nelinearna funkcija. Odstopanja so omejena z globalno normo. Zgornji
izraz predstavlja normo najmanjSega odstopanja, ki povzro€i, da lastne vrednosti sistema

prestopijo prag obmocja C . [20]
3.1.1 Nestrukturirana odstopanja

Nestrukturirana odstopanja opisujejo odstopanja posameznih sistemskih matrik.
Zanima nas najve¢je mozno odstopanje, ki ohranja stabilnost sistema. Sistem z

upostevanjem odstopanj posameznih matrik zapiSemo: [20]

det{z A+5A p, s }:0 (3.1)
i=0
Odstopanja definiramo:
A=(5A),....,0A,),AeCr ™D (3.2)
S vpeljavo utezi W e R, U o ,i=0,..,m dobimo tri razlicne globalne mere
odstopanj:
”A”glob = HWO&A)’ e "Wm5A11 p H p (33)
W,0 A,
Al =|] - || PENU e (3.4)
W, oA, ||
WOé"Abp1
”A”glob = ' p1! pz € No U +00 (35)
ng'%np1

P2
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||A||glob je matrika posameznih matri¢nih odstopanj. V primeru, da postavimo o, =0,

potem nobeno matri€no odstopanje A; ni dovoljeno. S posameznimi uteZmi lahko

poljubno utezimo doprinose posameznih matri¢nih odstopanj oz. s tem poudarimo vplive
dolo¢enih matri¢nih odstopanj v primerjavi z drugimi.

Vpliv posameznih odstopanj na spekter zapisemo v obliki funkcije [20]:

Teorem 3.1 [20] za mere odstopanj (3.3), (3.4) in (3.5) zapisemo funkcijo:

y .S _ qw s || ,seA(F
sl = H(Z AR R T @
+00 ,se A(F)
| Po(9) |
WO
pri éem je w(s)=| : ina=p,f=pza(33), a= p,ﬂ:q,1+1=1za (3.4) ter
P q
Pn (S)
(. Wm -

o= pl,ﬁ:qz,i+i=1 za mero (3.5).

2 2

Teorem 3.1 je zapisan v splosni obliki, Kje je p, poljubna funkcija. V primeru sistemov z

zakasnitvami so te funkcije eksponentne funkcije Laplace-ove spremenljivke in ustrezne
zakasnitve. Torej lahko zapisemo [20] in [47]:

Teorem 3.2 [20] psevdospekter za sisteme z zakasnitvami z upoStevanjem metrike

odstopanj (3.3), (3.4) in (3.5) zapisemo kot:

A (Fill o) = AFIU [F()Y w s |, >&" (3.7)

glob

kjer je A(F) spekter originalnega sistema brez upostevanja odstopanj, F je

karakteristi¢na matrika sistema z zakasnitvami:

F(s)=sl - A —Zm:Ae*S“ . (3.8)

Posledi¢no stabilnostni radij zapiSemo:
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1 -1

m B .\
o FiC e = (Z;Wﬂj Sup,..o[F (i) 7], &)

W, W, W

m

.
o .. 1 e’ e

kjer je vektor utezi w(s) = {— .

Vpliv posameznih utezi se odraza na naslednji nacin:

I.  Karakteristi¢ni koreni sistema v desni polravnini kompleksne ravnine so bolj

obcutljivi na odstopanja ne zakasnjene matrike A .

Il.  Karakteristi¢ni koreni, ki se nahajajo v levi polravnini so bolj obcutljivi na
odstopanja zakasnjenih matrik A,i=L,...,m.

1. Presecisce psevdospektra z imaginarno osjo je neobcutljivo od utezi, posledi¢no

je tudi stabilnostni radij neodvisen od uteZi, saj velja:

-0y -0ty U
ie ...e } Vo,weR (3.10)
W, W, W

m g

lw(o + ja))||ﬂ = {

3.1.2 Strukturirana odstopanja

V primeru obravnave strukturiranih odstopanj je mo¢ pri posameznih matri¢nih
odstopanjih upostevati doloceno strukturo posameznih odstopanj. Znotraj posamezne
matrike lahko odstopanja opiSemo s poljubnimi kombinacijami posameznih parametrov.
Posamezne kombinacije odstopanj opisemo z naslednjim izrazom [20] in [45]:

f S
SF s =>D; s AE; s +>.dG, s H; s, (3.11)
j=0 j=0

kjer je mnoZica odstopanj definiran kot:

A= diag A,,...,A,,d,l dl, A eC™ d eC0<i<f0<j<s , (312

my e s Img

kjer S0 posamezna odstopanja omejena  Z globalno normo:

|

glob|| = MaX ||AO||2,...,HAfHZ,|d0|,...,|ds| . Odstopanja A; doloCajo nestrukturirana

odstopanja, ki jih opiSemo z diagonalnima matrikama D; in E; . Strukturirana

parametri¢na odstopanja, ki jih obravnavamo v obliki absolutne vrednosti odstopanja d;

posameznega parametra ustrezne sistemske matrike, pa lahko dolo¢imo z matrikama G; in
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H,. Tako z upoStevanjem strukture odstopanj (3.11) obravnavamo tako strukturirana kot

nestrukturirana odstopanja.
Izracun psevdospektra za sisteme z zakasnitvami ob upostevanju dolo¢ene strukture

odstopanj pri posameznih matrikah izvedemo s pomocjo naslednjega rezultata:

Teorem 3.3 [20] Predpostavimo karakteristicno matriko (3.8) z aditivnim odstopanjem

(3.11) z dolo¢eno mnozico odstopanj (3.12), psevdospekter je doloéen z izrazom:
A (F;A)=AF)U 1€eCipyy, M s F(s)'N s >g | (3.13)

kjer je x, (-) termin za strukturirano singularno vrednost, ki jo izra¢unamo v Matlabu

s funkcijo mussv. Z matrikama M in N lahko dolo¢imo poljubno strukturo odstopanj:

M(8) =[ E,(8)" . E((8)" Hy(9)" ... H(8)" |

(3.14)
N(s) :=[ D,(s) ... D (s) Gy(5) ... G,(S) ]
ter stabilnostni radij, ki doloca najvecje odstopanje, ki porusi stabilnost sistema:
-1
r. F,C A = (supyA M jo F(jo)'N jo ) (3.15)
=0

Predstavljen model odstopanj bomo upodobili s primerom izratuna najvecjega
odstopanja parametrov na dolo¢enih mestth v sistemskih matrikah za model
polprevodniskega laserja z optoelektronsko povratno povezavo, ki ga bomo obravnavali v

prihodnjih poglavjih.

Primer 3.1 za model polprevodniskega laserja z optoelektronsko povratno povezavo z
naslednjim modelom [83], ki opisuje lokalno stabilnost:

0 1 0 0
xt)=| N () P . X(t—7),
= —c*+1 K
&
in naslednjo strukturo odstopanja posameznih skupin parametrov na dolo¢enih mestih v

sistemskih matrikah:

+5d, 0 0
X(t) = o2 X(t) + _ c2+ 0 X(t—17).
2 +5d, - c2+1 +4d, r o
€
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Konture stabilnostnega radija P

1.4

1.2

Zakasnitev t

91 -0.8 -0.6 -04 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8
Ojacanje y

Slika 3.1 Konture stabilnostnega radija za izraCunane vrednosti r. = 0.1,0.3,...,3 ;
obmocje stabilnosti obdajajo Krivulji 7, in y,; ¢ra pikcasta krivulja r_, povezuje
maksimalne vrednosti stabilnostnega radija.

Najvecje omejeno odstopanje je doloceno z: d =max |d,|, |d,|, |d,|, |ds| <r.. Na podlagi
(3.11) zapiSemo strukturo odstopanj SF =JF; +JF +JF, +6F, za vsak d;, j=0,...,3
posebej:

1
5F,=5d,G,H, =5d, M 01

0
SF, =6d,G,H, =5dlm 10

0
SF, =5d,G,H, =5dzu 01

0

oF, jo =0d,G;H, :§d3[1

} 1 0 e o

in tako dolo¢imo Se matriki M in N :
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M(jo) =,

—Jory

oSO — O -

€

1000
N =

[0111}

S pomocjo matrik M in N ter izraza (3.15) izraunamo r. oz. najvecjo absolutno

vrednost posameznih odstopanj, ki destabilizirajo sistem (Slika 3.1).

3.2 Nestrukturna odstopanja

V tem odseku se bomo posvetili nestrukturiranim odstopanjem, ki jih opiSemo z
razlicnimi modeli. Posamezni modeli opisujejo razlicne moznosti odstopanja objekta v
frekvenénem prostoru. Podali bomo tudi pogoje za robustno stabilnost ob upostevanju

dolo¢enih modelov odstopanj [42], [41].
3.2.1 Multiplikativno odstopanje

Multiplikativno odstopanje izrazimo kot vhodno AW,, = (P, —P,)P,* oz. izhodno
AW,, =P, *(P,—P,)), kjer je P, nominalni model, P, je model z odstopanjem. Model
objekta z multiplikativnim odstopanjem tako zapiSemo:

P, =R 1+AW,) (3.16)

Izraz (3.16) lahko razumemo kot obravnavo nominalnega modela z nekim dopustnim
relativnim odstopanjem amplitude frekvencne karakteristike. Pogoj robustne stabilnosti

sistema z obravnavanim odstopanjem lahko strnemo [41], [43]:

Teorem 3.4 [41] Sistem z multiplikativnim modelom odstopanja, Kjer velja, da je
zaprtozanéni sistem z nominalnim modelom stabilen, je robustno stabilen za vse [A[ <1,
¢e je izpolnjen pogoj:

[aw, T, <1, (3.17)
kjer je T=P,C(l +P,C)™" komplementarna ob¢utljivost zaprtozancnega sistema, kjer je C
regulator. Robustnost sistema z multiplikativnim modelom odstopanja je povezana s
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komplementarno obcutljivostjo. ManjSa kot je norma T vecje je multiplikativno

odstopanje. W,, je frekvencna karakteristika oz. utez, ki opisuje najvecje dopustno

relativno odstopanja sistema pri vseh o € R.
3.2.2 Aditivno odstopanje

Aditivno odstopanje je podano z razliko kot AW, =P, —PF,. Objekt z upostevanjem
aditivnega odstopanja zapisemo kot:

P, =R +AW, (3.18)

Izraz (3.18) predstavlja absolutno odstopanje amplitude frekvenéne karakteristike

nominalnega modela za vse w € R.

Teorem 3.5 [41] Sistem s aditivnim modelom odstopanja, kjer velja, da je zaprtozancni

sistem z nominalnim modelom stabilen, je robustno stabilen za vse ||A| <1, &e je
izpolnjen pogoj:

law,Cs|_, (3.19)
kjer je S=(1+PC)™" =l -T obcutljivost zaprtozanénega sistema. Manjsa kot je norma

obcutljivosti vecje bo dopustno aditivno odstopanje sistema.
3.2.3 Inverzno odstopanje

Inverzna odstopanja predstavimo z vhodnim AW, =(P,—P,)P,* o0z. izhodnim
AW, =P (P, —P,) inverznim multiplikativnim odstopanjem ter inverznim aditivnim
odstopanjem AW, = P (P, —P,)P,*. Ce zapisemo modele objektov z odstopanji dobimo
za inverzni mutliplikativni:
P, =R, 1+AW, ), (3.20)
ter za inverzni aditivni,

P, =R @+AW,R)™ (3.21)
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Teorem 3.6 [41] Sistem z inverznim multiplikativnim modelom odstopanja, kjer velja, da

je zaprtozancni sistem z nominalnim modelom stabilen, je robustno stabilen za vse

|A], <1, Ge je izpolnjen pogoj:

|aw,s|, <1 (3.22)

Teorem 3.7 [41] Sistem z inverznim aditivnim modelom odstopanja, Kjer velja, da je

zaprtozancni sistem z nominalnim modelom stabilen, je robustno stabilen za vse ||A||Q0 <1,
¢e je izpolnjen pogoj:

|aw,sP,[, <1 (3.23)

3.3 Problem meSane obcutljivosti

MesSane obcutljivosti je pogosta oblika problema s katero se vrednoti robustnost in
obcutljivost zaprtozancnega sistema. Kot vemo namre¢ ni mogoce dobiti poljubno
oblikovane karakteristike obcutljivosti S in poljubno oblikovane komplementarne
obcutljivosti T, zaradi njune ocitne medsebojne povezave S+T =1 . Tako je vedno mo¢
dose¢i le kompromis med obema karakteristikama in posledicno med razli€nimi
performan¢nimi lastnostmi. [41], [42], [84]

Razmerja med vhodi in izhodi (Slika 3.2) zapisemo:

zl_le_W1 OT S ||V, Ofw

|  {w | |0 W, Jlu U0 V,]|lw,
WTV, WSV, ,

WUV, -W,UV,

(3.24)

kjer matriko H imenujemo povezovalna matrika; U =KS . Kriterij me3ane
obcutljivosti predstavlja minimizacijo norme povezovalne matrike:

min ||H||w:}/,ye yeR:y>0 (3.25)

KeRH,,
Glede na to, da je cilj minimizacija norme povezovalne matrike, minimiziramo

posamezne izraze v povezovalni matriki; glede na||H||_ <y, velja seveda za vsak element

matrike Hhi,JHw <y, Vi, j.
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4 /4
T« 2 Is|<2—
| | < IVV1V1| | | < |W1V2|

Y 4
Ul< U|l<
| | I\szl | | | | _W2V2 |

H= VowelR (3.26)

l H[\'

Y

WT

Slika 3.2 Problem mesane obcutljivosti

V kolikor se osredoto¢imo le na vpliv vhodov na izhod z, dobimo naslednjo obliko
povezovalne matrike:
wsvz
lTvl
kjer minimiramo posamezne izraze matrike:

W.(jo)S(jo)V, (o) < y AW, (JO)T (jolV,(jo) <y

2

[HI = = sup (W, (jo)S(jo)V,(jo) +W,(jo)T (jolV (jo)]), (3.:27)

—0<W<+0

0

R

|S(ja))|s /\|T(ja))|£

- z - - 4 — Voe
[\Nl(Jw)Vz(Jw)| I\N1(J(0)V1(Jw)|
Problem meSane obcutljivosti lahko zapiSemo v razSirjeni obliki, kjer uposStevamo

vse vhode in vse izhode zaprtozancnega sistema (Slika 3.3):

V, 0 0 07w
z] fw, 0 0J[-PS -S -S S

0V, 0 0w,
z,|=| 0 W, 0| -T -KS -KS KS

0 0V, 0w,
z,| |0 0 W |PS s T T

0 0 0 V,|w| (328)

-WPSV, WSV, WSV, WSV,
H=| “W,TV, -W,KSV, -W,KSV, W,KSV, |<y
W,PSV, WSV,  -W,TV,  W.TV,

32



Robustna polinomska sinteza regulatorja za sisteme z zakasnitvami

b

zZ, W) "
,

v,

! \"’1 ‘ W2 V 1
ry Y T
7 z‘%
+O W, —-

Y

@_ V, —

Slika 3.3 Razsirjen problem mesane obcutljivosti

Z ustrezno izbiro uteznostnih funkcij doloCamo obliko frekven¢nih karakteristik

zaprtozanCnega sistema in posledicno vplivamo na Stevilne lastnosti sistema kot so

robustnost, sledenje, zmanjSanje vpliva motenj na izhodu ali zmanjSanje vpliva Suma.
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4 lIzracun lastnih vrednosti sistemov z zakasnitvami

Obstaja kar nekaj orodij, ki omogocajo izracun lastnih vrednosti sistemov z
zakasnitvami in so izvedena v programskem okolju Matlab. Eno izmed obseznih orodij v
Matlabu je DDE-BIFTOOL [39], ki zraven konstantnih zakasnitev obravnava tudi
zakasnitve odvisne od notranjih stanj sistema. Zraven izraCuna karakteristicnih korenov,
omogo¢a $e §tevilne druge operacije za analizo Hopfovih bifurkacij [23]. Se eno za
akademske namene prav tako brezpla¢no orodje je TRACE-DDE, kjer je mozno racunati
karakteristiéne korene tudi za sisteme z distribuiranimi zakasnitvami [32] [40]. Z
dolo¢itvijo korenov zakasnjenih sistemov v obliki kvazi-polinomov se avtorji ukvarjajo v
[26], kjer upostevajo zakasnjene sisteme tipa RFDE in NFDE.

V splosnem karakteristi¢ne korene sistema z zakasnitvami
m
X=AXt +>AX t-7 (4.1)
i=1
poiscemo z reSevanjem nelinearnega problema lastnih vrednosti:

A(S)v=0, seC,veC",v=0, 4.2)

kjer je A(S) karakteristi¢na matrika sistema,

A(s) :=sl — A, —Zm:Ake‘s’k : (4.3)

v je lastni vektor [20], [21]. Zaradi numeri¢ne kompleksnosti nelinearnih problemov S0 se
veliko bolj uveljavile metode, ki temeljijo na diskretizaciji operatorja resitve™ [31], [85] ali
na diskretizaciji infinitezimalnega generatorja operatorja reSitve [27], [32]. Operator

resitve DDE (4.1) je definiran:
10)¢ =x(9) (4.4)
Kjer je x (¢) segment funkcije, ki izpolnjuje x (4)@ ) = x(#)(t+6 ),0 € —7,,0 , kjer
je x reSitev enaCbe (4.1) z =zaCetnimi vrednostmi podanimi v obliki funkcije
#(t),—7, <t<0 . Za infinitezimalni generator A operatorja 7(t) velja, da pripada

domeni:

1% solution operator (angl.)

34



Robustna polinomska sinteza regulatorja za sisteme z zakasnitvami

D(A) = g X g X,40) = Ad0)+ D Ad-7) (4.5)

kjer je X =C( -7,,0 ,R") Banahov prostor preslikav zveznih funkcij. Tako na

podlagi infinitezimalnega generatorja zapiSemo naslednjo enacbo:
d
(A9)0 ) = %(@ )0 € —7,,0 ¢ D(A) (4.6)

Na podlagi generatorja A zapiSemo enacbo (4.1) kot abstraktno navadno

diferencialno enacbo:

Tt X 7

Karakteristicne korene sistema (4.1) doloca tudi naslednja relacija reSitev lastnih
vrednosti:

Ap=sp,5s€C,peX,p#0 (4.8)

Spekter operatorja resitve in karakteristi¢ni koreni sistema (4.1) so povezani preko

naslednje relacije (za ve¢ informacij glej [21]):
1
det A(s) =0<:>S:E|n,u,,uea(7(t))\ 0,vt>0

To pomeni, da lahko karakteristicne korene dolo¢imo s pomocjo koncéno
dimenzionalnega nelinearnega problema (4.2) ali s pomoc¢jo neskonéno dimenzionalnega
linearnega problema lastnih vrednosti oz. v prakticni izvedbi s spektralno diskretizacijo
infinitezimalnega generatorja. Predvsem metode, ki temeljijo na slednjem postopku so
nekoliko boljse od ostalih [86]. Zaradi tega smo izbrali metodo za izraun karakteristi¢nih
korenov [87], ki temelji na spektralni diskretizaciji infinitezimalnega generatorja operatorja
reSitve in gre za nekoliko izboljSano metodo v primerjavi z metodo [27], saj omogoca
samodejno nastavitev $tevila diskretizacijskih to¢k. Se ena prednost je, da je v algoritmu
[87] implementirana tudi korekcijska rutina, ki s pomocjo Newtonovega iterativnega
algoritma in nelinearnega problema (4.2) popravi vrednosti karakteristiénih korenov do
Zelene natanc¢nosti.

V poglavju bomo predstavili natanéno matematicno formulacijo in numeri¢en
postopek izracuna lastnih vrednosti obstojecega algoritma [87] ter lastne izboljsave in
prilagoditve tega algoritma v smislu dolocitve le nekaj skrajno desnih lastnih vrednosti s

posebnim postopkom iterativnega pomikanja domene obmocja izracuna lastnih vrednosti.
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S smo realizirali u¢inkovit in dovolj hiter algoritem za izracun le nekaj skrajno desnih

lastnih vrednosti, ki bo nepogresljiv naslednjih poglavjih.

4.1 Spektralna diskretizacija za izracun karakteristi¢nih korenov

V tem razdelku bomo predstavili postopek spektralne diskretizacije infinitezimalnega
generatorja, ki je podrobno predstavljen v [27] in [87].
Spektralna diskretizacija problema lastnih vrednosti (4.8) je izvedena v N +1 tockah
naintervalu -z,,0 :
Qu=0y,i=L.N+1,-7,<0,<..<0 y., =0

Diskretizacija temelji na zamenjavi Banachovega prostora zveznih funkcij X s

prostorom diskretnih funkcij X, definiranih na Q, . Tako je funkcija zacetnih vrednosti
¢ € X diskretizirana oz. predstavljena z vektorjem x e X, z naslednjimi vrednostmi:
=00,)eC"i=1..,N+1
Naj bo £ x,x e X, edinstven interpolacijski polinom stopnje nizje ali enke od N,
Ki izpolnjuje:
(LyX)0@ ;) =%,i=1..,N+1
Operator A, ki je podan z (4.6) lahko aproksimiramo z matriko A : X, = X,
(AyX); = (LX) @ ;) i=1...,N+1

(AX)na = A LX)+ A(LX)(-7)
k=1
Z uporabo Lagrange-vih interpolacijskih polinomov £ x matriko A, zapiSemo:

&y v Qna
AN — : ‘_. E E(Cn(N+1)xn(N+l) (49)

aN+l,l t aN+1,N+1

kjer so posamezni elementi matrike:

HEND]N le 1,..,N+1 ,ie 1.. N ,
s (4.10)
: Y AL(r) le 1L.,N+1,i=N+1
k=0

kjer so ¢, Lagrange-vi polinomi odvisni od Q, . Polinomi stopnje N izpolnjujejo:
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Li=1, .
=9 . iile 1,...N+1 . (4.11)
0,i=l,

Interpolacijski polinom v Lagrange-vi obliki v sploSnem zapiS§emo za mnoZico
interpolacijskih tock:
(@nir %) i=1.., .N+1,
N+1
L(O) = Z x(;(0)
)
kjer so ¢, Lagrange-vi bazi¢ni polinomi,
ﬁ(@).: H ‘9_‘9N,m _ ‘9_‘91\1,1 ‘9_‘9N,i—1 ‘9_‘91\1
I 9N,i_9N,m ‘9N _‘9N,1 ‘9N

1<Km<N+1
m=i

i+l H_QN,NH
_(9N,i—1 9N,i _‘9N,i+1 ‘9N

i i i _QN,NH

S postopkom diskretizacije infinitezimalnega operatorja prevedemo problem lastnih
vrednosti, Ki je podan v izrazu (4.8) na problem lastnih vrednosti matrike A,

A Xx=sx,5s€C,xeC"™ x =0, (4.12)

Vpliv interpolacije funkcije pri ekvidistanénih to¢kah se pojavi v oscilacijah

interpolacijske funkcije okrog pravih vrednosti funkcije, ki se Se povecajo s povecanim

Stevilom interpolacijskih tock. Ta fenomen je mo¢ eliminirati, ¢e izberemo interpolacijske

tocke na mestih, kjer se nahajajo koreni Chebyshev-ih polinomov [27]. Tako izberemo

tocke interpolacije Q po naslednjem izrazu:

0. =T (cos 1) i—1. N+l 4.13
N,i 2 ( N +1 ) ( )

Zaradi omenjene razporeditve interpolacijskih toc¢k lahko problem lastnih vrednosti

(4.12) zapisemo v obliki problema strukturiranih lastnih vrednosti:
&, -sll)c=0, seC™" c=0, (4.14)

Kjer je
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4 4 4 4
T T Th T
2 0 -1
1 51
2 2
1 .
HN=%”‘ 3 Y - , (4.15)
1 1
4 N-2
o L
N-1
1 0
N
in
RO Rl RN
I
>, = n . , (4.16)
In
Kjer je
R=A+ AT (22 +1), i=0,.,N, (4.17)
k=1 z-m

kjer so T. Chebyshev-i polinomi prve vrste in i—tega reda in so definirani z

naslednjimi izrazi:
T,(x)=1
T,(x)=x (4.18)
T, (X)=2xT (x)-T,_,(x)

Ce povzamemo predstavljen princip metod za doloitev korenov karakteristi¢ne
enacbe sistemov z zakasnitvami (4.1), karakteristicne korene izraunamo z resSitvijo
kon¢no dimenzionalnega nelinearnega problema (4.2) ali z reSitvijo neskoncno
dimenzionalnega linearnega problema (4.8), ki ga lahko diskretiziramo in predstavimo v
obliki problema lastnih vrednosti (4.12) ali v obliki problema strukturiranih lastnih
vrednosti (4.14). Oba vidika izra¢una korenov lahko kombiniramo in tako uporabimo

prednosti obeh. Tako uporabimo diskretiziran linearen problem za dolocitev priblizkov
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korenov, ki jih popravimo z Newtonovo iterativno metodo in dejanskim nelinearnim

problemom. Postopek izracuna korenov izvedemo z naslednjim algoritmom.

Algoritem 4.1 Splosen postopek izra¢una korenov sistema z zakasnitvami:

I.  Izberemo Stevilo diskretizacijskih tock N in izracunamo problem strukturiranih

lastnih vrednosti z matrikama > in 1, .

Il.  lzvede se korekcijska rutina dobljenih lastnih vrednosti z Newtonovo iterativno

metodo in nelinearnim problemom.

Postopek diskretizacije infinitezimalnega generatorja lahko razumemo kot racionalno
aproksimacijo eksponentnih funkcij v karakteristi¢ni matriki (4.3) (glej [27]).

V delu [87] je predstavljen Se dodaten korak v smislu samodejne nastavitve Stevila
diskretizacijskih tock, ki omogoca izracun vseh karakteristicnih korenov znotraj nekega

dolo¢enega obmocja kompleksne ravnine

seC:R(s)=>r ,reR.
Ustrezna izbira diskretizacijskih to¢k N je namreé zelo pomembna. Ce je diskretizacijsko
Stevilo zelo veliko, je problem izracuna lastnih vrednosti zelo kompleksen, kar se seveda

hitro pozna pri potrebnem &asu izraduna problema. Ce je diskretizacijsko Stevilo

premajhno, je lahko izra¢un korenov neuspesen.

4.2 Postopek samodejne dolocitve Stevila diskretizacijskih tock

Sledi kratka predstavitev postopka samodejne dolocitve Stevila diskretizacijskih tock,

ki je podrobneje predstavljena v [87]. Metoda obravnava doloCitev vseh karakteristicnih

korenov v desni kompleksni polravnini se C:9(s)>0 , saj je z nadomestitvijo s z

s—r vedno mo¢ poljubno premakniti korene za r . Naslednja predpostavka podaja izraz s

katerim lahko ocenimo polozaj karakteristicnih korenov.

Predpostavka 4.1 [87] Karakteristi¢ni koreni sistema (4.1) za katere velja®R(s) > ¢, €R
pripadajo mnoZici
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Q. :={U0(A, +zm:Akzk):zk e<C,|zk|se‘”k,k:1,...,m}ﬂ seC:R(Bs)>¢ . (4.19)
k=1

Mejne vrednosti zgornjega izraza oz. vsi karakteristi¢ni koreni le tega se nahajajo

znotraj obmocja, ki ga omejujejo koreni izraza

v, :=[ U O'(Abﬁ-iA(e_grkej@(ij seC:R(s)=¢ , (4.20)

ae[0,27 "

saj velja R(S)=¢ in ‘e‘s’k <e“ k=1,.,m. Tako se nahaja spekter izraza (4.19)

vedno znotraj spektra izraza (4.20). V primeru & =0 dobimo zelo konzervativno oceno
obmocja karakteristiénih korenov. Le to lahko izboljSamo, ¢e obmocje obravnavamo

lo¢eno v dveh polravninah.

Predpostavka 4.2 [87] Karakteristicni koreni v desni polravnini kompleksne ravnine
sistema so za x >0 omejeni z

yi=y,, Uy, (4.21)
Kjer je
Vo, ::( U a(%+2aei(Wj]m seC:0<R(s) <« (4.22)
' oe[0,27 " k=1
in
W, :=[ U a(ﬁb +> Ae el J]n seC:R(s) =K (4.23)
oe[0,22 " k=1
Kjer je x dolocen z izrazom
. (27
K= sm(—jx max R(s):sey, ,p=20 (4.24)
p

Dolocitev Stevila diskretizacijskih tock je doloeno s pomoc¢jo naslednjih izrazov.

Dolo¢imo obmocje diskretiziranega problema.

e —p,(t;s
Sy = {SE(CZ maxm«e} (4.25)

te -1,0 eSt

kjer je p, polinom N —tega reda (za ve¢ informacij o aproksimacijskih polinomih
glej [27]). Diskretizacijo linearnega problema (4.12) je namre¢ mo¢ predstaviti v obliki

racionalne aproksimacije eksponentnih funkcij v karakteristicni matriki (4.3). Princip
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izbire $tevila diskretizacijskih tock v algoritmu (Algoritem 4.1) za izracun korenov temelji

na izbiri najmanjSega moznega Stevila N, da velja w < S . Izraz za izracun Stevila

diskretizacijskih tock je podan z:

N, :M,Lz 6[0,2},2 €S, (4.26)
a(Z£z) 2

Kjer |Z| predstavlja absolutne vrednosti korenov znotraj obmocij v, 0zZ. y,, b in
a sta aproksimacijska polinoma obmogja S, Kjer velja R(N;0):= r>0:re/ €3S,
Aproksimacijo tega izraza zapisemo R(N;60)~b(8)+a(f)N . Na koncu dolo¢imo N kot
N=max N,:zey,Zze 0,7/2 , s3] N, dolo¢imo za posamezni obmod&ji v, In v,

posebe;j.

V primeru sistema (4.1), kjer so posamezne zakasnitve veckratniki prve zakasnitve

obmodje karakteristi¢nih korenov definirajo naslednji izrazi:

Predpostavka 4.3 [87] Karakteristiéni koreni sistema za katere velja R(S)>¢&,6€R
pripadajo mnozici

Q= {UO‘(A) +> Az%):zeC\7 se‘”}ﬂ seC:N(s)=¢ (4.27)
k=1
spekter sistema je omejen z lastnimi vrednostmi izraza
v, :=( Y G(Ao +2 Ae e Dﬂ seCiR(s)zs . (4.28)
we| 0,21 k=1

kjer je z osnovna zakasnitev, n, pa ustrezen veckratnik osnovne zakasnitve.

Predpostavka 4.4 [87] Karakteristicni koreni v desni polravnini kompleksne ravnine
sistema so za x >0 omejeni z

ve=y., Uy (4.29)

kjer sta

Ve :[ U O'(:%+iA<ejwnkJ]ﬂ seC:0<R(s) <k (4.30)

we[O,Zﬂ
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W, =[ U O'[AO +i A g Mgl Jjﬂ seC:R(s)>2« (4.31)

we[O,Zﬁ k=1

Dolocitev stevila diskretizacijskih tock poteka po enakem postopku kot v primeru

kjer zakasnitve niso veckratniki. Spremeni se parameter p V izrazu (4.24) in sicer
p=20*n_, Kjer je z, =n_z Vv intervalu 0,27 , ker ima funkcija o — "™ periodo
27 /n,. Zanimiva prednost obravnave sistemov, kjer so zakasnitve vecCkratniki se kaze
tudi v tem, da je obmocje y, bolj natan¢no kot y. Tako je za sisteme z ve¢ kot tremi
zakasnitvami v primeru, da zakasnitve niso veckratniki, aproksimacija na veckratnike

zakasnitev povsem na mestu. Z uporabo postopka samodejne izbire Stevila

diskretizacijskih tock N problema Algoritem 4.1 dobi naslednjo obliko:

Algoritem 4.2 Postopek izra¢una korenov sistema z zakasnitvami s samodejno dolocitvijo
Stevila diskretizacijskih tock.

|.  Izberemo obmocje izracuna karakteristicnih korenov oz. polravnino v

kompleksnem prostoru, ki je omejena z r, kjer velja R(s)=2r:reRaseC

Il.  Na podlagi ocene obmocja, kjer se nahajajo karakteristicni koreni sistema se
doloc¢i najmanjse stevilo diskretizacijskih tock N, ki dovolj dobro aproksimira
vse korene, ki se nahajajo znotraj izbranega obmodja R(S)>r . Nato se
izracuna problem strukturiranih lastnih vrednosti z matrikama X in [T, .

I1l.  lzvede se korekcijska rutina dobljenih lastnih vrednosti z Newtonovo iterativno
metodo in nelinearnim problemom.

Ce na kratko povzamem rezultate predstavljenih postopkov za izradun
karakteristi¢nih korenov sistema (4.1), Algoritem 4.1 podaja osnoven postopek za izracun
korenov po principu diskretizacije infinitezimalnega generatorja operatorja reSitve. Vendar
je potrebno izbrati ustrezno Stevilo N 0z. s tem povezano velikost diskretizacijskega
problema. To je lahko dokaj zahtevno opravilo, saj v primeru, da izberemo zelo velik N,
je postopek radunanja izjemno dolgotrajen proces. Ce izberemo premajhen N je lahko
dolo¢itev korenov neuspeSna. Poudariti je potrebno Se eno stvar in sicer, da postopek

diskretizacije in posledi€no dolocitev korenov sistema temelji na dolocitvi korenov v
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okolici koordinatnega izhodis¢a kompleksne ravnine. Blizje kot so koreni izhodiScu
manjse je potrebno sStevilo N . Bolj kot so koreni pomaknjeni v desno od izhodis¢a, vecje
Stevilo N je potrebno za izra¢un korenov. Torej, ¢e se skrajno desni koren sistema nahaja
skrajno levo ali skrajno desno od izhodis¢a, je za dolocitev korenov sistema nujen ustrezen
pomik korenov oz. koordinatnega izhodi§¢a. Problem ustreznega pomika korenov delno
reSuje Algoritem 4.2, saj je namesto ustrezne izbire Stevila N potrebno ustrezno izbrati
obmocje izracuna korenov. S tem je moc¢ izraCunati vse korene sistema, ki se nahajajo v
dolo¢enem obmod&ju kompleksne ravnine R(S) >r . Algoritem je v osnovi zgrajen tako, da
za izbran r premakne korene sistema v dolo¢eno smer tako, da v (4.3) opravimo
zamenjavo S=S-r . S tem premaknemo izhodis¢e koordinatnega sistema in tako

dolo¢imo novo polravnino za izra¢un korenov R(S)>0. Z ustrezno izbiro parametra r

lahko tako premaknemo izhodis¢e v neposredno blizino skrajno desnega korena sistema in
tako vplivamo izbiro nizkega Stevila N . Problem ustrezne izbire r seveda ostaja, saj ga
mora nacrtovalec dolo€iti sam. Nikakor namre¢ ni mozno dovolj natan¢no oceniti lego
skrajno desnega korena sistema. V nadaljevanju bomo potrebovali ucinkovit algoritem za
izraun skrajno desnega pola sistema oz. spektralne abscise za obravnavo stabilnosti oz.
robustnosti sistema. To pomeni, da bomo vpeljali sistem samodejnega izbiranja obmocja r
tako, da bo diskretizacijsko Stevilo N ¢im manjSe in bo posledi¢no algoritem ¢im bolj

uéinkovit.

4.3 Postopek samodejne dolocitve obmocja izracuna karakteristi¢nih
korenov

Dolocite v skrajno desnega korena sistema z zakasnitvami je zelo pomembno, saj kot
smo ze omenili v prvem poglavju, kjer smo predstavili lastnosti obravnavanih sistemov, je
iz lege skrajno desnega korena moc¢ dolociti stabilnost sistema. Preostali koreni, ki jih je
neskonéno mnogo, se namre¢ razprostirajo v krakih v smeri proti s— -0+ joo. V
nadaljevanju dela bo dolocitev skrajno desnega korena v smislu dolocitve stabilnosti
sistema, analize robustnosti sistema na spremembe zakasnitev nepogresljiva. Ker bomo
algoritem za doloCitev skrajno desnega korena uporabljali tudi znotraj algoritma

diferencialne evolucije mora biti ta ¢im bolj u¢inkovit.
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Zgoraj predstavljeno metodo za izracun karakteristi¢nih korenov sistema v dolo¢eni
kompleksni polravnini smo dopolnili s postopkom samodejne izbire obmog¢ja izracuna v
smislu dolocitve le nekaj skrajno desnih korenov pri ¢im manjsi diskretizaciji problema.
Manjsi kot je N manjSe Stevilo korenov dobimo (4.12). Postopek samodejne izbire
pomika izhodis¢a za r smo izvedli s pomocjo iterativnega pomikanja le tega. Z
iterativnim pomikanjem r z ve¢jim korakom pomika, ob nadzorovanju Stevila
diskretizacijskih to¢k N, ki jih dobimo z oceno obmocja korenov (4.20) 0z. (4.28), lahko
dosezemo dolocitev dveh vrednosti skrajnih tock r, ki sta rezultat minimalne dopustne in
maksimalne dopustne vrednosti N . S pomikanjem izhodi$¢a namre¢ neposredno vplivamo
na velikost diskretizacije problema N, saj blizje kot so koreni izhodis¢u manjsi N je
potreben za natancen izracun korenov. Sledi podrobnejsi opis celotnega algoritma s
postopkom samodejne dolocitve pomika izhodiS¢a r za izracun karakteristi¢nih korenov
sistema z zakasnitvami. Algoritem smo izvedli v programskem okolju Matlab v obliki
funkcije.

V algoritmu se najprej izvedejo osnovne operacije, inicializacije ter ¢asovno
skaliranje sistema. Matrike sistema se zapiSejo v ustrezne spremenljivke in izvede se med

drugimi tudi inicializacija vrednosti r =—z_/3. Casovno skaliranje sistema se izvede s
skaliranjem zakasnitev 7, =7, /7, i =1,..,m, sistemskih matrik A = Az, i=0,...,m ter
pomika izhodis¢a r=rz, (glej prvo poglavje). V primeru, da sistemska matrika A,
vsebuje lastno vrednost, ki je ve¢ja od ni¢, se izvede naslednja inicializacija izhodiS¢a

r=max(R o(A,) ). S skaliranjem casovnih konstant sistema dosezemo obravnavo

sistema, kjer je najvecja zakasnitev v sistemu vedno enaka 7, =1. Glede na to, da vecja

kot je zakasnitev, bolj so koreni zgoSc¢eni v smeri proti izhodi$¢u, je takSna obravnava
smiselna, ¢e se zelimo omejiti na raziskovanje le prvih nekaj skrajno desnih korenov, saj
lahko tako dolo¢ene omejitve oz. lastnosti algoritma, ki sledijo v naslednjih korakih,
poenotimo za vse sisteme neodvisno od velikosti zakasnitev.

Nato se priéne zaCetek procesa iskanja ustreznega premika r ob nadzorovanju
izraGunane vrednosti diskretizacije N . Iterativno pomikamo vrednost r dokler za N velja

N..<N<N kjer sta N, =10 in N, =100, ki sta bila dolocen eksperimentalno.

max !
Postopek se pri¢ne z dolocitvijo novega sistem z upoStevanjem premika izhodisce, kjer

upostevamo s —s—r . Velikost diskretizacije problema N dolo¢imo po izrazu (4.26) S
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pomodjo ocene obmodja korenov sistema (4.20) 0z. (4.28) za £=0. Ce je za N Ze
izpolnjen pogoj N, <N <N, se algoritem prekine in nadaljuje pri naslednji tocki
(Algoritem 4.3). Ce je N > N, pri zaCetni vrednosti ', postavimo r, =r ter povecamo

r=r+r,,, postopek ponavljamo dokler velja N <N, ., ko je pogoj izpolnjen, dolo¢imo

min >
r,=r . Ce je N<N_ pri zafetni vrednosti r , postavimo r,=r , zmanjsamo

r=r—r

-~ .. =5, postopek ponavljamo dokler velja N >N ko je pogoj izpolnjen,

max !
dolo¢imo r, =r . Ko dobimo obe skrajni tocki r, in r,, nadaljujemo postopek iterativnega
dolocanja izhodis¢a r po bisekcijskem algoritmu r = r,+r, /2, ki se prekine, ko je
izpolnjen pogoj |r—r,|-r, <10°, 1, =0.1 . Pri iterativnem dolotanju velikosti
diskretizacije oz. Stevila N smo uporabili nekoliko bolj splosna izraza (4.20) oz. (4.28) in
ne izrazov z upostevanim skalirnim faktorjem x (4.23) 0z (4.31). V primeru samodejnega
dolocanja r nas zanima le groba ocena obmocja, kjer se nahajajo koreni sistema in pri tem
prvotna izraza povsem zadostujeta. S tem prihranimo tudi nekaj casa pri sami izvedbi
algoritma. Glede na to, da se nagibamo k takSni dolocitvi r, da bo za izracun korenov
zadostoval ¢im manjsSi N , je bistvo zgornjega koraka preveriti, ¢e je takS$no Stevilo

N, <N <N,, sploh mogoce dolociti. Pripeti se namreC lahko, da kljub izjemno

majhnem dopustnem koraku spremembe bisekcijskega algoritma taksnega $tevila ni mo¢
doseci. To se zgodi v primeru, ¢e se veriga korenov sistema pribliZza imaginarni osi pri zelo
visoki vrednosti. V tem primeru se algoritem prav tako zakljuci, saj nas taksni sistemi niti
ne zanimajo.

V primeru neuspeSnega izraCuna korenov pri dolocenem N, se obmocje izracuna

korenov iterativno povecuje r =r —r, , dokler izradun ni uspesen. Ce je N majhen se lahko

zgodi, da ne zadostuje za izraCun nobenega korena, saj je mozno, da diskretiziran problem
slabo aproksimira dejanske korene sistema. V tem primeru Newtonov iterativni postopek
izlo¢i vse lastne vrednosti in je rezultat algoritma za izracun korenov prazna mnoZica.
Zgodi se lahko tudi, da je zaradi prenizkega diskretizacijskega Stevila z Newtonovo
metodo odstranjen skrajno desni pol. V tem primeru se algoritem prav tako nadaljuje z

iterativnim poveéevanjem obmo¢ja. Ce povzamem pravkar predstavljen algoritem.
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Algoritem 4.3 Postopek izratuna prvih nekaj skrajno desnih korenov sistema z
zakasnitvami s samodejno dolocitvijo ustreznega pomika koordinatnega izhodis¢a r na
podlagi rezultata postopka samodejne dolocitve Stevila diskretizacijskih tock N .

|.  Inicializacija pomika izhodisca ter casovno skaliranje sistema z najvecjo
zakasnitvijo v sistemu.
Il.  Iterativno pomikanje (najprej linearno nato po bisekcijskem algoritmu)
izhodisca ter preverjanje pogoja N, <N <N, -
.  Izracun korenov. Ce je uspesen se algoritem konca.

IV.  Iterativno linearno pomikanje izhodisca in racunanje korenov.

V predstavljenem algoritmu (Algoritem 4.3) je kar nekaj parametrov, ki smo jih

nastavili z eksperimentalnim preizkuSanjem in sicer N N r.. ter r.. Te parametre

min ! max ' “int

lahko sicer e nekoliko prilagodimo pri posameznem problemu, ampak pri opravljenem
obseZznem testiranju algoritma pri razlicnih sistemih so se navedene vednosti parametrov
izkazale za ustrezne. Pri testiranju algoritma se tako drugi korak nikoli ni ponovil ve¢ kot
deset krat, Cetrti korak ne ve¢ kot pet krat. Pri teh vrednostih se koraka algoritma tudi
prekineta in se s tem uporabniku svetuje druga¢no izbiro omenjenih parametrov. Kot se je
izkazalo je zasnovan algoritem zelo ucinkovit, saj se izracun le nekaj skrajno desnih

korenov izvede v okoli t ~0.03 s (Primer 4.1).

Primer 4.1 Na primeru modela polprevodniskega laserja z optoelektronsko povratno
povezavo [83] primerjajmo Algoritem 4.2 in Algoritem 4.3.

Model laserja
0 0

X(t) = ) X(t) + ~ c2 0 X(t-17),
= —c*+1 e
£

N |~

s parametri £ =0.0316, ¢=0.7454, y =-0.1 in r =0.3 s zapisemo

. | 0 3163 o o]
x© {—17.57 —1.56}((0{1.76 o}x(t 03).

Algoritem 4.3 se izvr$i v t=0.034 s, Algoritem 4.2 pa v t=0.023 spri r=-23.

Oba algoritma izradunata natanko petnajst korenov pri N=56 in N=35. Kakor hitro
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izvedemo Algoritem 4.2 z nekoliko bolj potratnimi nastavitvami npr. r =-50 se N=249
skokovito poveca. Stevilo izra¢unanih korenov, ki ustrezajo dolo¢enemu obmo¢&ju in so se
ohranili tudi po Newtonovi metodi je veliko ve&je in sicer kar 145. Cas potreben za izradun
korenov se prav tako skokovito poveca na t=1.26 s. Izracun velikega Stevila korenov je
zelo potraten. Za oceno stabilnosti sistem potrebujemo informacijo le o legi skrajno
desnega pola. Tako je primerneje izracunati le nekaj skrajno desnih korenov ob ¢im nizjem

Stevilu N .

4.4 Zakljuéne ugotovitve

V poglavju smo predstavili numeri¢en postopek za izracun karakteristi¢nih korenov
sistema z zakasnitvami, ki temelji na diskretizaciji infinitezimalnega generatorja operatorja
reSitve. Zaradi potrebe po ucinkovitem algoritmu za izraCun le nekaj skrajno desnih
karakteristi¢nih korenov smo izboljsali in priredili ze obstojeco metodo za izra¢un korenov
s samodejno dolocitvijo obmocja izraéuna. S tem smo neodvisno od izbire sistema
realizirali samodejno izbiro minimalnega a zadostnega Stevila diskretizacije in posledi¢no

omogocili izracun le nekaj skrajno desnih lastnih vrednosti poljubnega sistema.
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5 Pomikanje polov za sisteme z zakasnitvami

Princip sinteze regulatorjev v smislu pomikanje polov zaprtozan¢nega sistema je za
SISO ali MIMO™ sisteme brez zakasnitev zelo razsirjen in se odraza v najrazli¢nejsih
metodah oz. oblikah regulatorjev v prostoru stanj [88], [89] ali v vhodno izhodnem opisu
[90], [91]. V prostoru stanj, kjer nac¢rtamo regulator v obliki povratno zan¢nih ojacenj s
pomocjo Ackermann-ove formule gre za preprost algebrai¢en problem [92]. V primeru
tehnike pomikanja polov za sisteme v vhodno izhodnem opisu, kjer gre za nacrtovanje
regulatorja v obliki racionalne prenosne funkcije, ki ga postavimo pred objekt in skupaj
zapremo Vv zanko, obravnavamo prav tako preprost algebrai¢en problem v obliki reSevanja
sistema linearnih enac¢b [92]. Omenjena principa pomikanja polov sta vzbudila ogromno
zanimanje za sintezo regulatorjev tudi v primeru sistemov z zakasnitvami, vendar jih po
ve€ini ni moc¢ direktno aplicirati brez dolocenih prilagoditev. Problem regulatorja v
prostoru stanj se pokaze, da ni mogoCe s kon¢nim Stevilom parametrov regulatorja
pomikati vseh polov poljubno v kompleksnem prostoru [93], [70]. S kontinuiranim
premikanjem ojacenj regulatorja ob nadziranju prvih nekaj skrajno desnih lastnih vrednosti
sistema se ukvarjajo avtorji v [66]. Ideja, kjer se poljubno v kompleksni ravnini postavi le
nekaj polov je predstavljena v [70]. V tem smislu se nekaj parametrov regulatorja uporabi
za direktno postavitev dolo¢enih polov, preostali parametri se uporabijo za premik ostalih
korenov ¢im bolj v levo, kar se doseze s pomo¢jo uporabe optimizacijskega postopka.
Postavitev nekaj dominantnih polov je bila obravnavana v [94], [95], [96], [97]. Podobno
kot pri sistemih brez zakasnitev je za nacrtovanje regulatorja v prostoru stanj tudi v
primeru zakasnitev potreben pogoj, da je sistem vodljiv, le da je v primeru zakasnjenih
sistemov ta pojem nekoliko kompleksnejsi [98], [99]. V splosnem velja, da je pojem
spektralna vodljivost analogen vodljivosti pri sistemih brez zakasnitev [100]. Z metodami
razsiritve Ackermann-ove formule so se ukvarjali avtorji [101], [100], [102], [103]. S
posebno modifikacijo Smithovega prediktorja lahko dosezemo krajsanje vseh zakasnjenih

¢lenov v rezultirajoCem karakteristicnem polinomu [102]. Kraj$anje zakasnjenih ¢lenov je

1 51SO - Single input single output (angl.) — eno vhodni eno izhodni

12 MIMO — Multi input multi output (angl.) — ve¢ vhodni ve¢ izhodni
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lahko pomanjkljivost, saj na realnem objektu zaradi prisotnosti napake ocene zakasnitev
nikoli ni mozno povsem pokrajsati oz. izni€iti vplivov zakasnjenih ¢lenov. Tako je takSen
princip sinteze tudi zelo obcutljiv na morebitne spremembe zakasnitev v sistemu.

Eno izmed kompleksnih podroc€ij, ki posega na podrocje abstraktne algebre je
vsekakor sinteza regulatorjev s pomocjo postopka faktorizacija oz. deljenja kvazi-
polinomov. Kot smo ze omenili je v primeru brez zakasnitev Bezout-ova faktorizacija oz.
Diophant-ova enacba enostavno resljiva. Diophant-ovo enacbo se reSuje v obliki sistema
linearnih enacb, medtem ko Bezout-ovo identiteto z Evklidovim algoritmom [42]. ReSitev
identitete omogoca Q-parametrizacijo 0z. Youla-Kucera parametrizacijo vseh

rezultirajocih regulatorjev. Prav nasprotno je v primeru zakasnjenih sistemov in obravnave

kvazi-polinomov v spremenljivkah sine™ , saj v tem primeru ne obstaja preprosta
analitiCna reSitev faktorizacije. Bezout-ova faktorizacija za sisteme z zakasnitvami se
reSuje v obliki matrik dvodimenzionalnih (2-D) polinomov s koeficienti, ki pripadajo
obroc¢u celih funkcij [104], [105], [11], [106]. Ve¢ dimenzionalne probleme reSuje
mnogodimenzionalna teorija sistemov [107]. Metode reSevanja problema faktorizacije so
predstavljene se v [108]. Zanimiva faktorizacija za SISO sisteme, ki temelji na FIR zgradbi
regulatorja je predstavljena v [109].

Mnoge probleme sinteze regulatorjev za sisteme z zakasnitvami reSujejo tudi
raznovrstne implementacije opazovalnikov [98], [99], [110]. Zanimiv primer nacrtovanja
opazovalnika znizanega reda je predstavljen v [111] ali v [112], kjer avtorja reSujeta
problem kompenzacije vhodne zakasnitve po principu Smith-ovega prediktorja za
nestabilne sisteme.

V tem poglavju uvodoma predstavljamo zapis sistemov z zakasnitvami s prenosno
funkcijo ter Stevilne pristope pomikanja polov oz. faktorizacije, ki se obseZno uporabljajo
pri sistemih brez zakasnitev. Natan¢neje obravnavamo postopek reSevanja Diophantove
enacbe ter podamo Stevilne lastne ugotovitve oz. priporocCila za ustrezno izbiro prostih
parametrov, ki izhajajo neposredno iz zakonitosti sistema linearnih enacb. V podpoglavju
pomikanja polov za sisteme z zakasnitvami se ukvarjamo z dvema razli¢nima strukturama
prostih polinomov ter posledi¢no regulatorjev pri katerih dobimo razli¢ne lastnosti, ki se
odrazajo v vplivu prostih polinomov na karakteristi¢ni kvazi-polinom. V nadaljevanju se
natanéneje ukvarjamo z dvema razlicnima strukturama v primeru ene zakasnitve, kjer

podamo Stevilne lastne ugotovitve glede sistemov enacb ter podamo sploSne oblike
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regulatorjev v primeru obeh predstavljenih struktur. V nadaljevanju predstavimo
edinstveno resitev polinomske sinteze za sisteme z zakasnitvami s pomoc¢jo opazovalnika
ter predlagamo sklop kaskadnih opazovalnikov za kompenzacijo transportne zakasnitve,
pri Cemer ideja predstavlja nadgradnjo obstojeCega dela [112]. Poglavje se zakljucuje s
predstavitvijo edinstvenega postopka izbire ustreznega karakteristiénega kvazi-polinoma

ter obravnavo postopka izbire optimalnega regulatorja.

5.1 Zapis sistemov z zakasnitvami s prenosno funkcijo

Sistem z zakasnitvami zapisan tipa RFDE z diferencialno enacbo z zakasnjenimi

¢leni z vzbujanjem oz. sistem v prostoru stanj z vsemi moznimi zakasnitvami zapiSemo

[108]:

X:iAx t—7, +§:Biu t—7g
i=0 i=0

. . , (5.1)
y(t) =D Cix t—7.; +> Du t-7y,
i=0 i=0
ter sistem tipa NFDE
X=YAX t—z, +YBU t—75 +Y FX t-71,,
i=0 i=0 i=0 ’ (52)

y(t) :mzccix t—7¢; +mZDDiu t—7p; +§Giy t—7g;
i—0 i—0 iz

kjer je u(t) vhod oz. vzbujanje sistema, Y(t) je izhod sistema, x(t) e R" pa vektor
trenutnih stanj. Sistemu pripada edinstvena resitev Y(t), t >0, e doloéenemu vhodu U(t)
in zagetnih vrednostih x(t—7,)=¢(t),0<t<7,,x(0)=%, . Ce lahko posamezne
zakasnitve izrazimo v obliki skupnega veckratnika oz. ¢e le te pripadajo mnozici
racionalnih Stevil sistem (5.2) zapiSemo
)’(=ZAX t—ir +ZBiu t—ir +ZFi)'( t—ir
i:0m i:Om i=0 i , (53)
y(t)=> Cx t—ir +> Du t—ir +> Gy t-ir

i=0 i=0 i=0
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kjer je = skupni veckratnik vseh zakasnitev v sistemu, prenosno funkcijo zapiSemo v
obliki prenosne funkcije, ki je racionalna v s ine . Namesto osnovne enote zakasnitve
lahko pi$emo novo spremenljivko € " =z ter dobimo prenosno funkcijo T (S,2).

T(s,2)=@1-G)'C(s(I-F)-A)"'B+D (5.4)
0z. za RFDE
T(s,z2)=C(sl —-A)'B+D (5.5)

Kjer so

A ziA efsir , B ziBiefsir ’ F = il:iefsir ,
i=0 i=0 i=0

. . . (5.6)
C=>Ce™, D=)De™, G=>Ge™.
i=0 i=0 i=0

Predstavljen sistem z zakasnitvami v (5.4) je sistem tipa NFDE. Ce upostevamo

F =G, =0 dobimo sistem tipa RFDE.
V primeru, da so zakasnitve iracionalna Stevila in jih ne moremo zapisati v smislu

njihovega skupnega veckratnika prenosna funkcija ni racionalna v € . Taks$ni funkciji
pravimo meromorfna®? funkcija. Na tem mestu je vredno omeniti tudi teorijo sistemov, kjer
je prav tako Laplace-ova spremenljivka s zastopana s potencami, ki so zapisane v obliki
ulomkov. Izvrstno delo na temo sistemov z zakasnitvami in obravnavo frakcijskih sistemov
je [18]. S frakcijsko algebro se v tem delu ne bomo ukvarjali in bomo predpostavili
racionalne prenosne funkcije v Laplace-ovi spremenljivki. V primeru iracionalnih
zakasnitev lahko le te vedno zaokrozimo in jih zapisemo v obliki racionalnih $tevil, Ki jih

lahko vedno izrazimo v obliki dovolj majhnega skupnega veckratnika.

Predpostavimo prenosno funkcijo (5.4) v obliki §tevca in imenovalca oz. v obliki

razmerja kvazi-polinomov T (S) =B(s)/ A(S).

Definicija 5.1 [109] Naj bodo q.(s) polinomi z realnimi koeficienti za vektor naravnih

Stevil i e N in h, e R" so nenegativne realne zakasnitve v naras¢ajoCem vrstnem redu.
Funkcija podana z

3 Meromorfna funkcija je v matematiki funkcija, ki je holomorfna oz. analiti¢na skoraj povsod na

kompleksni ravnini razen v polih imenovalca.
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1) =Y a (e ™ 57)

je kvazi-polinom, kjer velja degq, >degq, za vse i e N;. Kvazi-polinom je tipa NFDE
(glej prvo poglavje) Ce obstaja vsaj eden polinom i € N', za katerega velja degg, =deggq;,
drugace je kvazi-polinom tipa RFDE.

Kvazi-polinomi imajo neskon¢no korenov v kompleksnem prostoru. Koreni kvazi-
polinomov tipa RFDE oz. njihove realne in kompleksne komponente se v obliki verig
razprostirajo proti neskon¢nosti v kompleksni ravnini C_. Pri kvazi-polinomih tipa NFDE
se vsaj ena izmed verig razprostira proti neskonc¢nosti v obe imaginarni smeri in je
vzporedna z imaginarno osjo. Kot smo omenili v prvem poglavju je stabilnost sistem z
zakasnitvami prav tako odvisna od lege korenov. Tako korene v C_ in C_ definiramo kot
stabilne oz. nestabilne.

Prenosno funkcijo T(S) =B(s)/ A(S) zapisemo kot kvocient kvazi-polinomov

i b (s)e ™"
T(5)= 2 _ i ,

A(S) Za ak (S)e*fa,ks

(5.8)

kjer sta B(S) in A(S) kvazi-polinoma, b (s) in a(s) so polinomi pri razli¢nih
zakasnitvah. Ce se osredoto¢imo na zgradbo kvazi-polinomov ugotovimo, da sta zapisana
z zdruzenimi koeficienti z razli¢nimi stopnjami Laplace-ove spremenljivke, ki imajo enake
zakasnitve.

Ce velja, da sta kvazi-polinoma tuja, potem velja, da imata konéno $tevilo skupnih
ni¢el [108]. Da je prenosna funkcija kavzalna in izvedljiva mora biti prava in mora
izpolnjevati pogoja degh, <dega, in 7, >7,, [108]. Kot smo obravnavali v prej$njih
poglavjih je izra¢un korenov sistemov z zakasnitvami dokaj kompleksen proces. Korene
sistema (5.1) lahko izra¢unamo z algoritmom [87], korene sistema (5.2) npr. z algoritmom

[26]. Podajmo $e nekaj splosnih lastnosti kvazi-polinomov.

Teorem 5.1 [108] Predpostavimo kvazi-polinom (5.7) in ga zapiSemo v obliki

q(s) = Zn:zvlqiks‘e*hks potem veljajo naslednje trditve:

i=0 k=0
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I.  Ce ima kvazi-polinom z najvedjo stopnjo Laplace-ove spremenljivke
r

g,(s) :s”Z:ane’hks nestabilno ni¢lo potem ima ((S) neskonéno nestabilnih
k=0

nicel.
II. Ce kvazi-polinom z najvedjo stopnjo Laplace-ove spremenljivke nima

nestabilne ni¢le potem ima (S) konéno $tevilo nestabilnih nicel.

Teorem 5.2 [108] Prenosna funkcija (5.5) je izvedljiva in obstajajo matrike A,B,C inD,
¢e in samo Ce je (5.5) prava funkcija.

Ce ponazorimo Teorem 5.2, lahko prenosno funkcijo (5.5) izvedemo v prostoru stanj.
ZapiS$imo Stevec in imenovalec prenosne funkcije z zdruzenimi koeficienti z enakimi

stopnjami spremenljivke s,

b (e ™*)s'
T(s):A = — A< )<y, 1<I<y,, (5.9)
() g +> a (e ™")s’
i=1
matrike v prostoru stanj zapiSemo,
o 1 .- 0 0
Al . B
0 0 1 0 (5.10)
8y &, &g 1

C= b0 _aobn bk—l_a‘k—lbn D :bn
Matrike (5.10) so zapisane v vodljivostni normalni obliki. Na podoben nacin sistem
zapisemo tudi v spoznavnostni normalni obliki (Frobenius-ova oblika) [111]. Ce sistem

lahko zapisemo v Frobenius-ovi formi je sistem spektralno spoznaven. Ce velja a, =0 ali
b =0 potem je sistem spektralno vodljiv, saj velja da more biti rank izraza

rank sl —A,B =n.
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5.2 Pomikanje polov razli¢ni pristopi

V tem razdelku bomo predstavili metode, ki so v literaturi zelo razSirjene in se
uporabljajo za izra¢un regulatorja v vhodno izhodni obliki. Najprej bomo predstavili

tehnike, ki se uporabljajo za sisteme brez zakasnitev.
5.2.1 Bezoutova faktorizacija

Bezoutova faktorizacija oz. faktorizacija tujih polinomov je definirana v smislu
resitve izraza oz. Bezoutove identitete:
NX + MY =1 (5.11)
kjer je objekt definiran P=N/M , regulator pa K = X /Y . Kot je dobro poznano
ima Bezoutova identiteta splosno resitev, torej, ¢e najdemo eno resitev lahko izrazimo vse
resitve.
N(X+MQ)+M(Y —NQ) =1 (5.12)
Tako lahko s pomocjo splosne resitve Bezoutove identitete izrazimo mnozico vseh
regulatorjev, ki izpolnjujejo izraz (5.12)

[Xx+MQ.
K—{VtﬂanQeS} (5.13)

Kjer S predstavlja mnozico vseh stabilnih prenosnih funkcij. Faktorizacijo (5.12) po
[41] izrazimo tako, da so N,M,X,Y €S stabilne prenosne funkcije. S tem lahko z

ustrezno izbiro imenovalcev prenosnih funkcij ter s Q vplivamo na lego polov in niel

zaprte zanke. Izraza za obcutljivost in komplementarno obcutljivost dobita naslednjo

obliko:
S=M(Y -NQ), (5.14)

T =N(X + MQ). (5.15)

Faktorja X,Y €S lahko pois¢emo s pomocjo Evklidovega algoritma ali v prostoru

stanj tako, da pois¢emo taksni matriki F in H , ki stabilizirata matriki A+BF in A+ HC.
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>
+
w
T
— | o
1

(@)
O
T
O|w
| I |

(5.16)

Pri ¢emer zapisi v matrikah pomenijo realizacijo sistema v prostoru stanj. Za sistem

P s prenosno funkcijo P =C(sl — A)™'B+D zapisemo tak3no realizacijo

P(s) = [é‘%} | (5.17)

5.2.2 Dvojna Bezoutova faktorizacija

Dvojno Bezoutovo identiteto zapiSemo z zdruzitvijo leve in desne faktorizacije
enojnih Bezoutovih identitet. Leva oz. desne faktorizacija sta v primeru SISO sistemov
enaki, v primeru MIMO sistemov pa razli¢ni. Tako gre v primeru SISO sistemov za
splosnejSi zapis v primerjavi z enojno Bezoutovo identiteto. Za prenosne funkcije
M (s), N(s), M (s), N(s), X (5),Y (s), X (5),Y(s) € H_ , kjer velja, da lahko objekt izrazimo v

obliki leve oz. desne faktorizacije

P(s) =M (s)N(s) = N(s)M *(s), (5.18)
in regulator prav tako
P(s) =Y (s)X(s) = X ()Y *(s), (5.19)
lahko zapiSemo dvojno Bezoutovo identiteto v obliki
Y(s)  X(s)|[M(s) -X(s)| [I O
{—N” () M (sJ[ NGs) V() } {0 J 20

ter podobno kot v (5.13) mnozico vseh regulatorjev
K= (X-MQ)(Y +NQ)™*=(Y +QN)*(X -QM):Q,QeH,, . (5.21)

Faktorje X (s),Y(s), X(s),Y(s) € H_ dolo¢ata izraza:
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A+HC|-(B+HD) H

Y(s) X(9)
) 2SN 5.22
{—N(s) M(sJ Tl 22
NG YE) C+DJ D I

5.2.3 Resevanje Diophantove enacbe

Klasi¢na tehnika pomikanja polov za SISO sisteme v vhodno/izhodnem opisu sestoji
iz dveh prostostnih stopenj in sicer, regulatorja K in predfiltra F kot prikazuje Slika 5.1.
Najprej se nacrta regulator, ki izpolnjuje zahteve robustne stabilnosti ter dinamike, nato se

nacrta Se predfilter s katerim lahko dodatno vplivamo na prenihaj in frekvenéne lastnosti
zaprte zanke. [84], [92]

v

»FH”T)—»K~G

Slika 5.1 Zaprtozanc¢ni sistem

Predpostavimo izvedljiv sistem G =B/ A, kjer sta B, A tuja in regulator K =P /R

ter zapiSimo sistem v zaprti zanki oz. prenosno funkcijo komplementarne obcutljivosti:

BP
T=F— (5.24)
AR + BP

kjier so posamezni elementi A(S),B(S),P(s),R(S) polinomi v Laplace-ovi

spremenljivki. Komplementarno obcutljivost tako zapiSemo

T=F n-1 I = m i =F e - F C_n (5.25)
(S"-i—ZaiSi](Sk + risij_'_zbisiz piSi Sn+k + Z CdiS| d
i=0 i=0 i=0 i=0 i=0
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kjer C, karakteristicni polinom zaprte zanke. Karakteristicni polinom dolocata

polinoma objekta in regulatorja, ki sestavljata sistem linearnih enacb. Ob predpostavljenem

C, lahko s pomocjo reSitve sistema linearnih enacb dolo¢imo vrednosti koeficientov

regulatorja.

Nacrtovanje predfiltra lahko v primeru, da C_ nima ni¢el v R(S) >0 predstavimo v
obliki krajSanja nicel
Foor, (5.26)

kjer je F stabilna prenosna funkcija. V nasprotnem primeru problem predstavimo

kot problem uskladitve modelov

min‘

Tyr - FTHOO ) (527)

Kjer v procesu optimizacije spreminjamo prenosno funkcijo F v smislu minimizacije
izraza (5.27).

1z resljivosti sistema linearnih enacb dobimo pogoje resljivosti problema

| n+k-1

(s” +“§ais‘Jinsi +30sY ps =5+ ) ¢ (5.28)
i=0 i=0

i=0 i=0 i=0
v smislu ustreznega reda polinomov regulatorja. Kot je dobro poznano je sistem linearnih
enacb resljiv, Ce je v sistemu najmanj toliko spremenljivk kot je enacb. Sistem je resljiv in
obstaja natanko ena re$itev sistema linearnih enacb, ¢e velja
degR=deg A-1, degR=degP. (5.29)
Sistem je resljiv in obstaja neskon¢na mnoZica parametri¢nih resitev sistema, ¢e velja
degR>deg A-1, degR=degP. (5.30)
Ce primerjamo zapis (5.28) z Bezoutovo identiteto (5.11), ugotovimo, da gre za

podoben zapis, vendar za razlicen pristop glede izracuna faktorizacije.

Sistem linearnih enacb v primeru, da velja pogoj (5.29) zapisemo v matri¢ni obliki

C,=SZ, (5.31)
reSitev izrazimo kot

Z=5"C, (5.32)

57



Robustna polinomska sinteza regulatorja za sisteme z zakasnitvami

kierjez=r, - 1, p - pOT,kzl in

[ a, 0 0 bn 0 0]

a,., a, :oby b
- boby
a, : . bo ’

S=| 0 a4, 0 0 b 0 (5.33)
: 0 a, : R
an—l bn
' o - 0 a 0 - 0 bn_(n+k+1)x(k+l+2)

kjer velja b,,...,b,,, =0.

Ker velja, da so polinomi A(S),R(S) in C,(s) moni¢ni, prva vrstica matrike S

vedno rezultira k enoli¢no dolo¢enem izrazu, zato lahko prvo vrstico 0z. stolpec mirno
izpustimo, vendar je potrebno uveljavljeno spremembo upoStevati pri karakteristicnem
polinomu in regulatorju Z na podoben naéin kot v primeru, da so v sistemu proste

spremenljivke.

Predpostavka 5.1 Ce za sistem G velja pogoj (5.30), potem stolpce, ki so odraz prostih

parametrov, v matriki S eliminiramo ter modificiramo C, tako, da eliminirane stolpce

pomnozene s prostimi parametri od C, odstejemo.

V primeru (5.30) in, da velja degR—deg A+1=h najprej zapisemo matriko S Kot je
v (5.33), nato v regulatorju izberemo h prostih parametrov z indeksi
H= X,..%,..% X €l..,k+1+2 , kjer zapiSemo mnoZico prostih parametrov Kot
Z,, cZ. Iz vektorja spremenljivk Z eliminiramo proste spremenljivke in zapiSemo nov
vektor spremenljivk Z . =Z\Z,, . Vseh h stolpcev v matriki S z indeksi H pomnozZenih s

posameznim prostim parametrom odStejemo od karakteristicnega polinoma in tako

oblikujemo nov karakteristicni polinom. Te iste stolpce eliminiramo iz matrike S in

dobimo S, =S,;,ie 1,..,k+1+2 \H . Sistem enacb (5.31) nato zapisemo
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C,=S,Z,+S,Z,, (5.34)
in reSitev

Z, = SrTl(Cd -SyZy)- (5.35)

Predpostavka 5.2 Ce so polinomi A(S),R(S) in C,(s) moni¢ni, je spremenljivka r, =1

enoli¢no dolocena, ¢e je prenosna funkcija G strogo prava.

Rezultat predpostavke (Predpostavka 5.2) je, da lahko problem izracuna regulatorja
zmanj$amo za eno dimenzijo. Pri postopku izracuna regulatorja lahko eliminiramo prvo

vrstico v matriki (5.33) in karakteristicnem polinomu C,, saj je vrednost r, =1 enoli¢na. Z

eliminacijo prve vrstice je potrebno eliminirati tudi prvi stolpec na podoben nacin Kot

predlaga Predpostavka 5.1.

V primeru (5.30), da ima sistem mnozico parametri¢nih resitev, ki so posledica
prostih parametrov, ki ji moramo izbrati sami, zna biti izbira dokaj zapleten proces, saj
lahko za napacno izbiro in napac¢nimi vrednostmi prostih parametrov ogrozimo resljivost

sistema (5.35). Sistem je resljiv ¢e je matrika S_ Vv izrazu (5.35) obrnljiva, kar pomeni, da z

izbiro prostih parametrov ne smemo ogroziti nesingularnosti matrike.

Predpostavka 5.3 Ce velja pogoj (5.30) in je prenosna funkcija sistema prava (m=n), za

prosta parametra ne smemo hkrati izbrati parametrov r, inp, ali r, in p,, saj s tem matrika

S, postane singularna [84].

Dokaz
V matriki (5.33) po (Predpostavka 5.1) eliminiramo stolpca z vodilnima ¢lenoma

a, inb, v prvi vrstici oz. stolpca s ¢lenoma a, in b, v zadnji vrstici. Posledica eliminacije
stolpcev je niCelna prva oz. zadnja vrstica matrike S, . Matrika z nicelno vrstico ali

stolpcem je singularna in tako ni obrnljiva.
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Predpostavko (Predpostavka 5.3) lahko enostavno razsirimo tudi na ostale vrstice

matrike S, . Vi§ji kot izberemo red regulatorja ve¢ dobimo prostih parametrov. Tako lahko

ne glede na red Stevca oz. imenovalca sistema z dovolj visokim regulatorjem vedno
dobimo toliko prostih parametrov, da lahko z neustrezno izbiro prostih parametrov oz. z
eliminacijo stolpcev v matriki S vedno postavimo poljubno vrstico v matriki S na ni¢. V
podobnem smislu lahko z neustrezno izbiro prostih parametrov povzro¢imo tudi linearno

odvisnost posameznih vrstic kar ponovno rezultira k singularni matriki S .

Predpostavka 5.4 Najvecje Stevilo ne niCelnih elementov v vrsticah v matriki S je
odvisno od stopnje $tevca in imenovalca sistema in je enako n+m. Z izbrano stopnjo
regulatorja k =1=2n+m-1, dosezemo n+m prostih parametrov in posledi¢no lahko z
neustrezno izbiro prostih parametrov povzro¢imo ni¢elno vrednost vsake vrstice v matriki

S

n*

Kot smo ugotovili v predstavljenih predpostavkah je lahko izbira prostih parametrov

dokaj zahtevno opravilo. Obstaja preprost postopek izbire ustreznih prostih parametrov.

Predpostavka 5.5 Ce sistem nima pola in ni¢le v s =0, izberemo proste parametre iz

mnozice parametrov Stevea Z, € pP,..,p, ali imenovalca Z, e 1.6 .,

regulatorja , s tem ne bomo povzrocili singularne matrike S .

Ce ima sistem veckratni pol v $* =0, potem je priporo¢ljivo izbrati proste parametre

VZ,€ Py P - Zaradi zmanjanega Stevila parametrov v matriki S zaradi pomika

parametrov imenovalca navzgor po vrsticah v primerjavi s parametri stevca objekta, lahko

Z izbiro prostih parametrov z nizkimi indeksi hitro doseZzemo nicelne vrstice v S,,.

Ce ima sistem vec¢kratno ni¢lo v $” =0 potem je priporoéljivo izbrati proste
parametre Vv Z,, € r,,...,5_ ., - V tem primeru bodo navzgor pomaknjeni parametri

Stevca objekta v primerjavi s parametri imenovalca. Tako v tem primeru ni priporo¢ljivo
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v

nicle.

Podobno kot smo zapisali splosno reSitev Bezoutove identitete (5.12) in posledi¢no
mnozico vseh regulatorjev (5.13) lahko podobno zapisemo tudi v primeru Diophantove
enacbe. Po ustrezni dolocitvi prostih parametrov, dolocitvi njihovih vrednosti in izracunu
oz. dolocitvi parametrov regulatorja, lahko dolo¢imo splosno resitev Diophantove enacbe
ter posledicno mnozico vseh regulatorjev, ki zaprti zanki dolo¢ajo natan¢no predpostavljen
zaprtozan¢ni karakteristi¢ni polinom.

Splosna resitev Diophantove enacbe:

A(R-BA)+B(P+ A1) =C,, (5.36)

kjer je A polinom stopnje k—n+1 oz. polinom A ima natanko toliko parametrov kot

je Stevilo prostih parametrov v sistemu. To pomeni, da je spreminjanje parametrov

regulatorja na racun prostih parametrov neposredno povezano s polinomom 4. Tako lahko

iz stare in nove vrednosti posameznih prostih parametrov z re$itvijo linearnega sistema

enacb dolo¢imo vrednost koeficientov polinoma A. Z neposredno povezavo med prostimi

parametri in koeficienti polinoma A lahko pri postopku optimizacije regulatorja na primer

spreminjamo koeficiente polinoma A in nato iz njih dolo¢imo vrednosti prostih

parametrov. To pomeni, da lahko regulator implementiramo na dva ekvivalentna na¢ina v
obliki polinomov s prostimi parametri ali v splo$ni obliki s polinomom A :

K={P+M:;tes}. (5.37)
R—BA

Izraza za obcutljivost in komplementarno obcutljivost zapiSemo:

A(R-BA
S= g (5.38)

AR +BP

B(P+ A4
T= Q : (5.39)

AR +BP
Obcutljivost in komplementarna obcutljivost sta odvisni od vrednosti prostih
parametrov o0z. od polinoma A . Tako lahko znotraj mnoZice vseh regulatorjev, ki
zagotovijo zaprtozancnem sistemu natanc¢no dolocen karakteristi€ni polinom, izberemo
takSen regulator, ki izpolnjuje zastavljene kriterije robustne stabilnosti in robustnega

ucinka.
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Obravnavan postopek nacrtovanja regulatorjev lahko apliciramo tudi na podobno
zgradbo, Ce regulator prestavimo v povratno vejo, dobimo regulator z dvema prostostnima
stopnjama [41], kjer lahko zagotovimo neodvisno frekvenéno karakteristiko sledenja od
frekvencne karakteristike izhodne motnje, saj velja

_ GK, . GK, 0
1+GK, 1+GK,

y (5.40)

vy

> K >O0—> G —( >

K: '

Slika 5.2 Regulator z dvema prostostnima stopnjama

Predpostavimo K, =R /R, K,=PF,/R, in G=B/A ter z upostevanjem (5.37)
dobimo naslednje izraze za sledenje vhodnemu signalu na izhodu

Y_B(R,-BA)

: 5.41
r AR,+BP, ' (641)

obcutljivost na motnje

Yy_BR,-BY

. 5.42
n AR,+BP, * (42)

Kot vidimo sta zgornja izraza povezana, saj v Stevcih nastopa enaka komponenta

regulatorja. Tako z regulatorjem K, nastavimo prenosno funkcijo obcutljivosti motnje, s

K, pa sledenje vhodu. ZapiSimo Se prenosno funkcijo aditivnega odstopanja

u_ AR, + A1)

, (5.43)
d AR,+BP,

kjer ugotovimo, da z regulatorjem K, vplivamo na robustnost in izhodno motnjo. Na
ta dva izraza ni mo¢ neodvisno vplivati, saj sta oba pogojena z regulatorjem K,. Z

regulatorjem K, pa lahko oblikujemo poljubno karakteristiko sledenja povsem neodvisno.
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5.2.4 Izbira karakteristicnega polinoma

Izbira ustreznega karakteristi¢nega polinoma je eden izmed osrednjih korakov pri
sintezi regulatorja po postopkih razli¢cnih faktorizacij. Pri postopku, kjer se regulator
izratuna na podlagi reSitve linearnega sistema enacb oz. reSitve Diophantove enacbe,
resitev problema neposredno temelji na ustreznem izbranem karakteristicnem polinomu. V
primeru predstavljenih Bezoutovih faktorizacij, ki temeljijo na reSitvi enojne oz. dvojne
Bezoutove identitete se postopek dolocitve karakteristicnega polinoma posredno skriva
delno v faktorizaciji prenosnih funkcij Bezoutove identitete (5.12), delno v poljubno

izbrani prenosni funkciji Q (5.15). Ustrezno izbran zaprtozanéni karakteristi¢ni polinom je

seveda odraz Zelenega obnasanja le tega, ki ga lahko okarakteriziramo z razlicnimi kriteriji
v smislu ¢asa vzpona, ¢asa nastavitve, najveéjega dopustnega prenihaja. V tem delu bomo
prevzeli dolocitev karakteristicnega polinoma po metodi Manabe-jeve forme [113], [114],
[115], ki temelji na Lipatovih indeksih, saj je metoda enostavna in preprosta za
implementacijo. Na podlagi Manabe-jevega obrazca lahko izberemo polinom poljubnega

reda, ki ustreza izbranemu Casu nastavitve. Manabe-jev obrazec ima naslednjo obliko:

C,=¢ (i(ﬁ Vlv ](rs)V +75 +1], (5.44)

v=2 w=l /y-w
kjer so y, Lipatovi stabilnostni indeksi [113],
y= 2522,.., (5.45)

kjer je le prvi indeks razlien od preostalih. Casovno konstanto ¢asa nastavitve
izberemo v obrazcu za 7,

T= ﬁ y (546)

Kjer je t, Cas nastavitve.

Predstavljeno formo, ki se uporablja za doloCitev karakteristicnega polinoma
poljubnega reda predvsem za sisteme brez zakasnitev, bomo v prihodnjih poglavjih
aplicirali tudi na sisteme z zakasnitvami, kjer bomo s predstavljenim obrazcem dolocali

polinom dominantnih polov sistema z zakasnitvami.
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5.3 Pomikanje polov za sisteme z zakasnitvami

V tem razdelku bomo predstavili razsiritev faktorizacije regulatorja z neposrednim
reSevanjem vecih Diophantovih enacb na sisteme tipa RFDE z notranjimi in izhodnimi
zakasnitvami, ki so brez vhodno/izhodnih transportnih zakasnitev. Predpostavimo sistem,
Kjer so prisotne le notranje zakasnitve oz. izhodne zakasnitve.

Sistem (5.1) zapiSemo v obliki
X:ZAAN”X t—ih +B,u
o , (5.47)
y(t)=>_C,, X(t—ih)+ D,,u

i=0
kjer je h osnovni veCkratnik s katerim lahko izrazimo vse zakasnitve in velja

Cuo# @ , kar bi pomenilo, da ima sistem izhodno transportno zakasnitev. Indeksi |,

ponazarjajo, da so X,, matrike, saj bomo v nadaljevanju uporabili A za polinom

imenovalca prenosne funkcije sistema. Sistem G =B/ A zapiSemo v vhodno izhodni obliki
v obliki SISO prenosne funkcije (5.5)

-1
B < —ihs < —ihs
G:K:;C:ﬂe " (sl—ZAMie “j By + Dy (5.48)

i=0

kjer sta Stevec in imenovalec prenosne funkcije kvazi-polinoma (5.7), ki jih zapisemo

A= det(sl —iAMie‘"‘sJ =

i n . (5.49)
— ZA (S)e—ihs — ZA*(e—hS)Si — zzaikske—ihs
i=0 i=0 i=0 k=0
B= ch;e*‘“SAdj (sl —ZA:AMie‘“SJBM +D, A=
=0 =0 (5.50)

— %BI (S)e—ihs — iBI* (e—ihS)Si — %Zm:bikske—ihs
i=0 i=0

i=0 k=0
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Kot smo ze pokazali v (5.9) lahko kvazi-polinoma Stevca oz. imenovalca zapiSemo

na dva razli¢na nacina v nekoliko bolj pregledni obliki in sicer z zdruzenimi koeficienti z

enakimi stopnjami bodisi spremenljivke s bodisi operatorja zakasnitve €™ . To
ponazarjajo polinomi X.(s) , ki so Laplace-ovi polinomi stopnje deg X, <n in so

—hs

pomnozeni z ustrezno zakasnitvijo e ™™ . Polinomi X;(e™™) so polinomi zakasnitev pri

enakih stopnjah s
Zakon vodenja je definiran z regulatorjem v vhodno izhodni obliki tako kot v (5.24)
(Slika 5.1)

P(s
u(®) =~ (y(t) ~r(t) (551)
R(s)
posledi¢no zapiSemo zaprtozanéni karakteristi¢ni polinom (5.24)
AR+BP=C,, (5.52)

kjer sta kvazi-polinoma $tevca in imenovalca regulatorja definirana

I

B Zh:PI (S)e—ihs Zpi*(e—ihS)si Zzpikske—ihs

K=r=1 L (5.53)
ZRi (S)e—lhs ZRI (efth)Sl eriks e—lhs
i=0 i=0 i=0 k=0

kjer velja degR,=degP, >degR =degR,, =degP =degP,,,i=1...k, -1, ce je
regulator tipa RFDE in degR, =degR,, =degP =degP,,,i =0,...,k, -1, ¢e je regulator
tipa NFDE.

Z regulatorjem (5.53) in sistemom (5.48) zapiSemo zaprtozanéni polinom (5.52), kjer

zdruZimo posamezne polinome z enakimi stopnjami zakasnitev.

K,+n, Min(j,n,) ) Kn+n, )
AR+BP=>» > AR +BP_ e™=C;=> C,e™ (5.54)

W
i=0 i=Max(0, j-I,) i=0

=

Ce v kvazi-polinomih regulatorja izberemo enake zakasnitve kot nastopajo v objektu
G, dobimo v (5.54) posamezne Diophantove enacbe kvazi-polinomov regulatorja in

objekta pri dolo¢enih kombinacijah zakasnitev. Vsaki Diophantovi enacbi ustreza dolocen

65



Robustna polinomska sinteza regulatorja za sisteme z zakasnitvami

e s . y . . . —ih
karakteristiéni polinom pomnoZen z ustreznim operatorjem zakasnitve € ' . Celoten

Karakteristi¢ni kvazi-polinom C, dobimo kot vsoto posameznih karakteristicnih kvazi-
polinomov. Ce velja, da je C, sistem z zakasnitvami tipa RFDE morata seveda biti tipa

RFDE tudi objekt oz. regulator.

Predpostavka 5.6 Ce velja, da je C, kvazi-polinom tipa RFDE (
degC, , > max(degC,,),i=1...,k, +n,) potem mora veljati, da sta kvazi-polinoma A in
R tipa RFDE (deg A, > max(deg A),i=1...,n, 0z. degB, > max(degB,),i=1...,m, ), ¢e

velja n>m in, da so vsi kvazi-polinomi A R,B,P tipa RFDE, ¢e velja n=m.

Dokaz
Predpostavka nakazuje, ¢e mnozimo dva RFDE sistema je rezultirajo¢ sistem tudi RFDE
sistem. Dokaz bomo izvedli z dokazom nasprotne trditve in sicer, ¢¢ mnozimo RFDE

kvazi-polinom z NFDE kvazi-polinomom vedno dobimo NFDE kvazi-polinom. Zapisemo

K, _ K, _
Ae™™ (Z Rie"“} =C,=e™" (Alz Rie"“],deg R, >max(degR)),i=1,...,k,,
i=0

i—0
kjer je A (s)e™™,deg A =n kvazi-polinom tipa NFDE, saj je zakasnjen tudi najvisji ¢len v
polinomu A (s). Kot vidimo lahko to zakasnitev tudi pri mnozenju s kompleksnim kvazi-

polinomom RFDE enostavno izpostavimo. Tako za rezultirajo¢ C | velja, da je tipa NFDE,

saj so vsi &leni kvazi-polinoma zakasnjeni najmanj za € ™. o

Predpostavimo enako Stevilo zakasnitev v kvazi-polinomih regulatorja k, =1, , tako

sta pri vsaki stopnji zakasnitve prisotna oba polinoma P in R.. Podajmo naslednji rezultat

reSljivosti k, =1, Diophantovih enacb z enako stopnjo zakasnitve e ™ Regitev je delno

povzeta po [73], vendar gre tam za nekoliko drugacen postopek sinteze in izbire strukture

ter prostih parametrov regulatorja.
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Predpostavka 5.7 Ce polinoma A in B nimata skupnih korenov, potem velja, da lahko v

zaprtozancnem sistemu reSimo k, =1, Stevilo polinomskih Diophantovih enacb Katerim
lahko priredimo poljubni polinom C,
i
AR +B,P :Cd,i_z AR ;+BR; , (5.55)
j=1
pri ¢emer vodilni ¢len vsote ne sme okrajSati vodilnega ¢lena cy, karakteristiCnega

polinoma C,;; kjer v posamezni Diophantovi enacbi nastopita R, in B, neodvisno od

vrednosti zakasnitve h>0, Kjer velja degR =deg A,—1, degR, =degP in, da so izbrane

zakasnitve v kvazi-polinomih regulatorja enake kot v sistemu G .

Kot je razvidno iz (5.55) dobimo k, =1, Stevilo ugnezdenih Diophantovih enacb, ki
jih lahko neodvisno reSimo, saj vsaka posamezna enacbe vsebuje zraven spremenljivk
prej$njih enacb, tudi neodvisni spremenljivki R, 0z. P. Vse naslednje enacbe vsebujejo
samo spremenljivke prejSnjih enacb.

V primeru izbire reda regulatorja, ki rezultira k prostim spremenljivkam v

posameznih zaprtozan¢nih enacbah lahko zapiSemo naslednji rezultat.

Predpostavka 5.8 Ce polinoma A in B nimata skupnih korenov in velja
degR >degA, -1 pri degR =degP, , potem velja, da za sistem polinomskih
Diophantovih enacb obstaja neskonéno mnogo regulatorjev za natan¢no dolo¢en

karakteristicni kvazi-polinom C, po zgledu (5.36)

K:{P+A/I}:
R-BA

B (PO+m+F)k“)+(AO+m+A1“)(%+m+ﬂk“)'ﬁ,eH o ;
= (RO+"'+Rkh)_(B°+"'+Bmh)(ﬂo+--.+ﬂkh)' i w1 =0,k

kjer dobimo k, =1, resljivih enacb s poljubno izbranimi polinomi C,;, zaprtozancni

(5.56)

sistem dobi obliko
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min(i,m;) min(i,ng)

Ab(Ri_ z Bj//i’|—j)+BO(Pi+ Z Ajﬁ’l—j):

=0 j=0
i min(i-j,my) min(i-j,n,) ] !

(5.57)
:Cd,i_Z(Aj(Rij_ Z B4 . ) +Bj(R; + Z Al

j=1 k=0 k=0

pri ¢emer vodilni ¢len vsote ne sme okrajati vodilnega ¢lena cj; karakteristicnega
polinoma C,; ; ije stopnja zakasnitve pri Kateri dobimo Diophantovo enacbo; A je
polinom za katerega velja deg 4, =degR, —deg A +1, 0z. 4 je natanko takSnega reda kot
je Stevilo prostih parametrov v posamezni Diophantovi enacbi in 4 ne vpliva na vrednost

odvisnih karakteristi¢nih kvazi-polinomov.

Dokaz
Ce predpostavljeno strukturo regulatorja (5.56) vstavimo v zaprtozanéni sistem enacb

(5.54) dobimo sistem (5.57). Polinomi 4 so v sistem (5.57) vpeljani na takSen nacin, da se

okraj$ajo in dobimo sistem (5.54), kar pomeni, da prosti polinomi ne vplivajo na izbran

karakteristicni kvazi-polinom C, . o

Opomba 5.1 Struktura regulatorja (5.56) v sistemu Diophantovih enacb (5.57) povzroci,
da je sklop odvisnih enacb, ki jih ni mo¢ neodvisno resiti neodvisen od prostih parametrov

v sistemu oz. od polinomov 4 . To pomeni, da lahko s prostimi spremenljivkami oz.
polinomi A pomikamo resitve regulatorjev na takSen nacin, da ne vplivamo na spremembo

celotnega karakteristi¢nega kvazi-polinoma. Odvisne Diophantove enacbe so tako odvisne
le od prvih reSitev regulatorjev. Prvo reSitev resljivih enacb zagotovimo z ustrezno izbiro
prostih parametrov, ki jih lahko prav tako izrazimo v obliki polinomov (Predpostavka
5.9). Ce pomikamo proste spremenljivke v posameznih enacbah neodvisno od drugih
enacb, potem s tem vplivamo na odvisne enacbe oz. odvisne dele karakteristicnih

polinomov kot bomo pokazali v naslednji predpostavki (Predpostavka 5.9).

Predpostavka 5.9 Ce polinoma A in B nimata skupnih korenov in &e velja
degR >deg A —1 pri degR =degP , potem velja, da za posamezno polinomsko

Diophantovo enacbo obstaja neskonéno mnogo regulatorjev s strukturo
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(5.58)

B+..+B )+ ot
K_{( 0 kh) A)(KO Kkh) .Ki EHw,i:O,---ikh},

Ry + 4R ) =By .5 )|
ki definira mnoZico zaprtozancnih karakteristicnih kvazi-polinomov C, , kjer dobimo
k, =1, resljivih enacb s poljubno izbranimi polinomi C,; in za zaprtozancni sistem enacb
(5.54) velja R, =R, —By4 in P =P + A, pri ¢emer vodilni ¢len izmed ¢lenov, ki jih je

potrebno odSteti od karakteristicnega polinoma ne sme okrajSati Clena Cg;

karakteristiCnega polinoma C, ;.

Opomba 5.2 Hitro opazimo, da so v primeru predpostavljene strukture regulatorja (5.58),

reSitve posameznih enacb odvisne tudi od prostih parametrov oz. polinomov 4 . To

pomeni, da se ob spreminjanju slednjih spreminjajo tudi posamezni karakteristi¢ni
polinomi odvisnih enacb. Tako ne moremo dolociti splosne resitve sklopa Diophantovih

enacb, ki so resljive in je posledi¢no potrebno ob vsaki spremembi polinomov A ponovno

po vrsti izracunati vse enacbe.

Podamo lahko Se konéni rezultat o resljivosti enacb in strukturi regulatorja v primeru
prisotnosti prostih parametrov z zdruZzenimi rezultati predpostavk (Predpostavka 5.8 in
Predpostavka 5.9).

Teorem 5.3 Ce polinoma A in B nimata skupnih korenov in &e velja degR > deg A-1
pri deg R =deg P, potem velja, da za posamezno polinomsko Diophantovo enacbo obstaja

neskon¢no mnogo regulatorjev s strukturo
P+...+ th)+AO(/<O +...+/<kh) +(A +...+ A]h)(iO +...+/1kh) _
K=4(Ry+..#R ) =By (g +.. v i, )= (By+...+B WAy +.+ 4 ) (5.59)
'k, A eH_i=0,.,k

kjer dobimo k, =1, resljivih enacb z natan¢no doloCenimi polinomi C,;, zaprtozancni
sistem dobi obliko (5.57), kjer velja R =R, —Byx; in P =P + Ax;, pri ¢emer vodilni ¢len
izmed clenov, ki jih je potrebno odsteti od karakteristicnega polinoma ne sme okrajSati

¢lena cj; karakteristicnega  polinoma C,; ; A4 in  x  so polinomi

Al 1 I
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deg 4 =degx; =deg R —deg A +1 natanko takSnega reda kot je Stevilo prostih parametrov
v posamezni polinomski Diophantovi enacbi, kjer polinomi 4 ne vplivajo na vrednost
odvisnih karakteristi¢nih polinomov C;; , x; pa vplivajo na posamezne odvisne

karakteristicne polinome C,;.

Dokaz
Dokaz lahko preprosto izvedemo, ¢e vstavimo strukturo regulatorja (5.59) v sistem
zaprtozanénih enacb (5.54). Ugotovimo, da dobimo podoben rezultat kot v predpostavkah

(Predpostavka 5.8 in Predpostavka 5.9). Prosti polinomi A se odstejejo, polinomi «; pa

ostanejo v enacbah, kjer vplivajo na spremembo karakteristi€énega polinoma. o

Opomba 5.3 S predstavljeno strukturo regulatorja (5.59) uvedemo v sistem dva razli¢na
mehanizma, ki temeljita na prostih spremenljivkah linearnih sistemov enacb, ki so

posledica Diophantovih enacb. S prostimi polinomi x, lahko vplivamo na tiste enacbe oz.
zaprtozanéne polinome C,;, ki niso neodvisno resljive. S prostimi polinomi 4 pa ne
vplivamo direktno na posamezne polinome C,; in jih lahko tako uporabimo pri

optimizaciji robustnosti in ne dinamike kot v primeru polinomov «; .

Opomba 5.4 V predstavljenih resitvah je pri posameznih Diophantovih enacbah zelo

pomembno, da ne pride do krajSanja vodilnega ¢lena v karakteristicnem polinomu C, ;, kar

bi porusilo izvedljivost regulatorja in s tem samo resljivost enacbe. Tako je omejena tudi

izbira mnozice regulatorjev, ki so posledica prostih parametrov.

Opomba 5.5 Stopnje zakasnitev pri posameznih polinomih v regulatorju P in R zberemo
tako, da je Stevilo rezultirajocih resljivih Diophantovih enacb ¢im ve¢, neresljivih pa ¢im
manj. Stevilo posameznih zakasnitev je lahko v P in Rrazli¢no. Razli¢ne so lahko tudi

vrednosti stopenj posameznih zakasnitev v P oz. R.. Omenjeni rezultati predvidevajo

I
takSne zakasnitve v regulatorju kot so vse zakasnitve v sistemu. Na takSen nacin sicer

dobimo veliko resljivih enagb, dobimo pa tudi veliko neresljivih. Stevilo neresljivih enagb
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lahko nekoliko zmanjSamo, ¢e lahko posamezne zakasnitve v sistemu izrazimo kot

veckratnike najmanjse zakasnitve v sistemu.

Opomba 5.6 V teoremu je predpostavljeno, da kvazi-polinoma nimata skupnih ni¢el. Ce
temu ni tako in posamezna kvazi-polinoma vsebujeta skupne stabilne nicle, je za tak sistem
kljub temu mozno nacrtati ustrezen regulator. Skupne ni¢le sistema je namre¢ potrebno
upostevati pri izbiri karakteristi¢nega polinoma [92] podobno kot v primeru sistemov brez

zakasnitev, saj velja:

T= YAI: ?—I\D(BP - :(((C::d ' (5.60)
Ce kvazi-polinoma A in B vsebujeta stabilne nicle, jih lahko z ustrezno izbiro regulatorja
okrajSamo. S tem dobimo zaprtozancni sistem z niZjo stopnjo kot bi ga dobili sicer, saj
velja
BB*PA" _A'B'C,

= = . (5.61)
AA'RB* +BB'PA" A'B'C,

Pri krajSanju nicel objekta moramo biti previdni, saj ne smemo krajsati nestabilnih nicel.

Opomba 5.7 Predstavljen postopek sinteze regulatorja z neposrednim reSevanjem k. =1,

Stevila Diophantovih enacb je ob predpostavki (Predpostavka 5.6) definiran za sisteme
tipa RFDE. Omenjene rezultate lahko apliciramo tudi na sisteme NFDE, vendar je
potrebno potem izbrati tudi karakteristi¢ni kvazi-polinom tipa NFDE [18].

5.3.1 Pomikanje polov za sisteme z eno notranjo zakasnitvijo

Predpostavka 5.10 Strogo pravi sistem (5.47) z eno notranjo zakasnitvijo, s sistemskima

matrikama polnega ranga ter z matrikama C=1 1 -~ 1 _in B=0 --- 0 1:X1

zapiSemo v splosni vhodno/izhodni SISO obliki.

(5.62)
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kjer velja degA/(s)=n , degA(s)=n-1,...,degA (s)=0 in degB,(s)=n-1,
degB,(s)=n-2,...,degB, ,(s)=0. Kvazi-polinoma S§tevca in imenovalca sta oba tipa

RFDE.

Kot ugotovimo sistem n—tega reda rezultira k natanko tolik$Snem $tevilu zakasnjenih

polinomov A v imenovalcu in za enega manj v Stevcu.

Predpostavka 5.11 Strogo pravi sistem (5.47) z eno notranjo zakasnitvijo, s sistemskima

matrikama polnega ranga ter z matrikama C= x x --- 0__, Kkjer je xe 0,1 in

T oy . v . . . .
B=0 --- 0 1 _ zapiSemo prenosno funkcijo v splosni SISO obliki, kjer velja
deg A(s)=n, degA(s)=n-1..,degA (s)=0 in degB,(s)=n-2, degB,(s)=n-2,
degB,(s)=n-3,...,degB, ,(s)=0. Kvazi-polinom imenovalca sistema je tipa RFDE,

kvazi-polinom Stevca pa NFDE.

Predpostavka 5.12 iz predpostavk (Predpostavka 5.10 in Predpostavka 5.11) lahko

sklepamo, da je vodilni ¢len by, ,s"* polinoma B, v predpostavki (Predpostavka 5.10)

posledica izklju¢no zadnjega koeficienta ¢, v matriki C__ .

Za bolj jasno predstavitev problematike bomo predstavili primer reSevanja k, =1,

Stevila Diophantovih enac¢b. Za primer laserja s fazno-konjugirano povratno povezavo
bomo izraCunali zaprtozanc¢ni karakteristicni kvazi-polinom ter pokazali katere
Diophantove enacbe je mo¢€ resiti. V primeru se ne bomo natan¢neje ukvarjali z dinamiko

zaprte zanke ampak bomo pokazali le koncept reSevanja k, = I, Diophantovih enacb.

Primer 5.1 Model laserja s fazno-konjugirano povratno povezavo je definiran z

-0.85 0.15 4437 0.28 0 0
A,=/0004 -028 -2292|,A=| 0 -028 0}, r=1 (5.63)
-0.18 0.023 -0.36 0 0 0

pri vhodnem in izhodnem vektorju B=0 0 1' in C=1 0 0 z uporabo

izrazov (5.49), (5.50) in (5.48) ter (5.62) zapisemo prenosno funkcijo sistema,
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445-22 +127
G, = . - - ,  (5.64)
s°+1.55°+13.95+0.61 +z 0.16s +0.82 +z° —0.0785s-0.028

kjer velja, daje z=¢""".

Opomba 5.8 Glede na predpostavko (Predpostavka 5.11) bi na prvi pogled moral biti
kvazi-polinom S$tevca sistema (5.64) tipa NFDE, ampak pozoren bralec bo morda opazil,

da matrika A nima polnega ranga in se posledi¢no Stevec razlikuje od Stevca, ki ga

predvideva omenjena predpostavka.

Prenosno funkcijo G, sistema smo zapisali z zdruzenimi koeficienti z enako stopnjo

zakasnitve,
G, = _B+B (5.65)
A+A+A
S poljubnim $tevilom veckratnikov zakasnitev z* v regulatorju
P+PF+..+B
=2 il (5.66)

C Ry+R+..+R
kjer velja
degR, =degP, >degR =degR,, =degP =degP_,,i=1,....k, -1, (5.67)
¢e je regulator tipa RFDE in
degR =degR,, =degP =degP_,,i =0,...,k, -1, (5.68)
e je regulator tipa NFDE.

Z upostevanjem splosnih reSitev (5.57), dobimo poljubno S$tevilo resljivih

zaprtozanénih Diophantovih enacb pri dolo¢enih stopnjah zakasnitev kot narekuje izraz
(5.54)
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2°: Ab(Ro_Boﬂo)+Bo(Po+Abﬂo):Cd,o

il A (R — B4, =B 4,) + By (R + AL+ Ady) +
+Ai(Ro - Boﬂﬂo)+ Bl(PO + Aoﬂo) = Cd,l

" Z AR .- hz_: B A i) +Z B(R,-i+ hZ A1) =Cay,

2% AGBA )+ AR —Bd —BA )+ AR, —Bd 1 —BA ;)
+By (A, + Ak 1) +Bi(F + Ak + AL+ AL 5)=Coy

AN A&(_Blﬂkh )+ AZ(Rkh - Boﬂkh - Blﬂkh—l) +
"'Bo(Az/q‘kh )+ B1(A111<h + Azﬁ'kh—l) = Cd,kh+2

2% ~A,(-B ) +B,(A 4, ) =0 (5.69)

Z ustrezno izbiro stopenj posameznih kvazi-polinomov regulatorja vplivamo na
reSitev posameznih Diophantovih enacb. To pomeni, da ima lahko vsaka izmed k, zgoraj
zapisanih enacb natanko eno reSitev. Lahko pa doseZzemo, da ima posamezna enacha
mnoZzico parametricnih reSitev. Karakteristicni polinom zaprte zanke lahko manipuliramo
na dva razli¢na nacina in sicer s Stevilom veckratnikov zakasnitev v izbranem regulatorju
in seveda z redom posameznih kvazi-polinomov v regulatorju. Zanimive rezultate, ki jih
dobimo iz natanCnejSega opazovanja karakteristicnih enacb podajajo naslednje

predpostavke.

Predpostavka 5.13 Ce =za red posameznega polinoma regulatorja velja

degR =deg P >deg A,, ima posamezna enacba mnoZico parametri¢nih resitev 0z. e velja
degR =degP =deg A, —1, ima posamezna Diophantova ena¢ba natanko eno resitev. Ce
zelimo kvazi-polinom C, tipa RFDE moramo izbrati tudi regulator tipa RFDE

(Predpostavka 5.6).
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Kot je razvidno iz sistema enaCb se posamezni polinomi regulatorjev, ki tvorijo

reSljive Diophantove enacbe vedno mmnoZzijo s polinomoma A, in B, , tako je mo¢

0 °

enostavno in transparentno izbrati ustrezno stopnjo posameznih polinomov regulatorja.

Predpostavka 5.14 1z predpostavke (Predpostavka 5.13) in ob izbiri regulatorja tipa
RFDE sledi, degR, =deg P, = deg A, —1.

Dokaz

Ce izberemo degR =degP =deg A -1li=1..,k, , kar je najnizja dovoljena stopnja
polinomov, ki  omogoca  reSitev  (Predpostavka  5.13), potem velja
degR, =deg P, >deg A, —1, saj za regulator tipa RFDE velja (5.67). o

To pomeni, da v primeru, da zelimo zaprtozancni karakteristi¢ni kvazi-polinom tipa
RFDE ni mozno vseh Diophantovih enac¢b resiti enoli¢no. Najmanj prva enacba bo tako
vedno resljiva s konéno mnozico prostih parametrov. 1z predpostavke (Predpostavka

5.14) lahko tudi zaklju¢imo, da v primeru parametri¢nih reSitev poljubne enacbe i=1,...,k,

, bo Stevilo prostih parametrov prve enacbe vedno za ena visje od najvecjega Stevila prostih

parametrov izmed vseh preostalih enacb.

Predpostavka 5.15 Ce izberemo regulator tipa RFDE potem mora veljati
degR, =degP, =degR +1=degP +1i=1..,k,.

Dokaz

Dokaz bomo izvedli s kontradikcijo. Hitro lahko pokazemo, da postane druga enacba v
(5.70) neresljiva, e izberemo npr. degR, =degP, =n+1,degR =degP =n-1i=1...,Kk,,
saj za drugo enacbo velja: deg(AR, +B,P)=2n-1, deg(AR, +B,R,)=2n. To pomeni, da

imajo elementi enacbe, ki se odstejejo od C,, viSjo stopnjo od C,,, Kar rezultira k

karakteristicnem polinomu s previsoko stopnjo za izbran red regulatorja R, 0z. P,. o
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Opomba 5.9 Ce izberemo npr. degR =degP,=n+1 , degR =degP=n |,
deg R, =deg P, =n—1 ugotovimo, da je druga enacba resljiva. V tretji enacbi dobimo red
obeh enacb, ki se odstejeta od C,, enake stopnje kot je polinom C, ,. To pomeni, da lahko
vsota vodilnih ¢lenov izrazov AR, in AR, krajSa vodilni ¢len C,,, kar nedvomno

izjemno otezi izraun ustreznega regulatorja.
Predpostavka 5.16 Ce izberemo regulator tipa NFDE potem mora veljati (5.68).

V primeru izbire regulatorja tipa NFDE mora veljati, da so vse stopnje polinomov
enake, ¢eprav je pogoj, da je sistem tipa NFDE izpolnjen ze v primeru, da je vsaj en

polinom R. enake stopnje kot vodilni polinom R, .

Kot smo ugotovili v Opomba 5.4 je v izrazu (5.55) zelo pomembno, da vodilni ¢len
karakteristiénega polinoma ne okrajSa vodilni ¢len, ki je rezultat vsote izraza na desni. Za
sisteme z eno zakasnitvijo (5.62) lahko podamo splo$ne rezultate resljivosti Diophantovih

enach.

Predpostavka 5.17 Sistem Diophantovih enacb (5.55) je resljiv, ¢e velja, da vodilni ¢len

polinoma A ni enak vodilnemu ¢lenu karakteristicnega polinoma C,, pri ¢emer velja, da
je R, monicen, Predpostavka 5.13 in da je regulator tipa RFDE (Predpostavka 5.15). V

primeru regulatorja tipa NFDE (Predpostavka 5.16) lahko izberemo poljuben C, .

Dokaz
Ne glede na red sistema oz. $tevilo zakasnitev v regulatorju bodo prve tri enacbe imele
naslednjo obliko

z° AR, +B,R, =C,,

' AR +BF=C,;, — AR, +BR, (5.70)
2> AR,+BP,=C,,— AR +BP +AR,+B,P,

Predpostavimo najprej regulator tipa RFDE, za red polinomov regulatorja mora

R

veljati (5.67), predpostavimo najnizji dovoljen red regulatorja
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degR, =degP, =n,degR, =degP, =n-1i=1,...,k, . Dolo¢imo red posameznih ¢lenov v
drugi enacbi: deg(AR +B,P)=2n-1 , deg(AR,+BF,)=2n-1 ; tretji enacbi:
deg(AR,+B,R)=2n-1 , deg(AR +BBR)=2n-2 , deg(AR,+B,R)=2n-2
Ugotovimo, da lahko skrajno desni €leni v drugi enacbi okrajSajo vodilni ¢len v C;,. Ker
je R, moni¢en polinom iz tega sledi, da vodilni ¢len polinoma A ne sme biti enak
vodilnemu ¢lenu C .

V primeru regulatorja tipa NFDE degR =degP =n,i=0,...,k, dobimo naslednje
stopnje posameznih enacb v drugi enacbi: deg(A)R, +B,R)=2n, deg(AR,+BR)=2n-1
ter v tretji  enacbi:  deg(AR,+B,R)=2n , deg(AR +BPR)=2n-1
deg(AR, +B,R,) =2n—2. To pomeni, da lahko izberemo poljuben karakteristi¢ni kvazi-

polinom. o

Glede na padajo¢ red polinomov imenovalca objekta (Predpostavka 5.10,
Predpostavka 5.11) ugotovimo, da je lahko vodilni ¢len karakteristiénega polinoma
okraj$an le v drugi enacbi v primeru regulatorja tipa RFDE. V vseh naslednjih enacbah se

to zaradi vedno nizje stopnje polinomov A ne more pripetiti. Rezultat resljivosti enacb je

enak tudi v primeru parametri¢nih resitev (5.57).

Opomba 5.10 Rezultat predpostavke (Predpostavka 5.17) velja tudi v primeru

parametri¢nih reSitev enacb, saj ob moniCnosti polinoma regulatorja R, na vodilni Clen
Cy, vpliva le vodilno ¢len A, polinom produkta ByA, je vedno niZji od polinoma R;, saj

zared ByA, velja degBy4, =n-1+k-1-n+1=k-1.

z° AO(RO_BOAO)—'—BO(PO—I_A)AO):Cd,O
" A (R —ByA4 =B 4,) + By (P + A+ Ady) =

~Cyu— AR~ Byo) + B(P, + Ak) &.71)

Ugotovimo lahko, da bi lahko z izbiro prostega parametra v vodilnem ¢lenu R, vplivali na

krajSanje vodilnega Clena C,,. S tem bi povzrocili, da bi sistem postal z napacno izbiro
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vrednosti prostega parametra neresljiv. Temu se seveda izognemo ¢e R, predvidevamo kot

monicen. Tako je izbira vrednosti prostih parametra poljubna.

Predpostavka 5.18 Z izbiro k eN° zakashitev v polinomih regulatorja R, in R,

dobimo k, +1 resljivih enacb.

Ob poljubni izbiri Stevila zakasnitev v regulatorju k, dobimo poljubno Stevilo

resljivih enacb, pri cemer je dovoljeno izbrati tudi ni¢. V tem primeru dobimo eno samo
resljivo enacbo.

V sistemu enacb (5.69) hitro opazimo, da vpliv prostih polinomov 4 terja dodatne

nic¢elne enacbe v sistemu.

Predpostavka 5.19 V sistemu enacb (5.69) je zadnjih m, enacb nicelnih.

Dokaz

Nicelne enacbe so posledica enacb pri dolo¢enih zakasnitvah, ki vsebujejo ¢lene s
polinomi A in ne vsebujejo Clenov regulatorjev. TakSne enacbe dobimo le v primeru
m, >0 : saj v enacbi A(R-BA) 0Z.

A+ +A )R +..+R —(By+...+B, ) (4, +...+4, ) cleni, ki imajo vi§jo stopnjo

ey e

Predpostavka 5.20 V sistemu enacb (5.69) zadnjima dvema ne ni¢elnima ena¢bama ni
moc¢ prirediti poljubnih karakteristi¢nih polinomov C,, ., in C,, .,, saj vsebujeta kvazi-
polinome regulatorja, ki so nujni za reSitev Diophantovih enacb pri niZjih stopnjah

zakasnitev.

Pri posameznih stopnjah zakasnitev dobimo vrsto kombinacij produktov med kvazi-
polinomi objekta in regulatorja. Tako v posamezni vrstici nastopajo tudi kvazi-polinomi
regulatorja, ki so bili nepogresljivi pri reSitvi prejSnje vrstice. To pomeni, da je potrebno
prvih k, enacb v (5.69) reSevati po vrsti od najmanjSe stopnje zakasnitve proti vi§jim.

Podajmo Se splosen izraz o Stevilu neresljivih Diophantovih enacb za sploSen sistem.
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Predpostavka 5.21 Strogo pravi sistem z eno notranjo zakasnitvijo (5.47), s sistemskima
matrikama polnega ranga, reda n, s poljubno izbiro Stevila zakasnitev v regulatorju (5.66)
rezultira v sistem Diophantovih enacb (5.54), kjer je zadnjih n ne nicelnih enacb

neresljivih.

Objekt zapiSemo v obliki prenosne funkcije, kjer je v imenovalcu natanko n

zakasnjenih polinomov A. Vsi ti polinomi bodo po mnozenju s polinomom regulatorja z

eyee

pomeni, da bo natanko n zadnjih ne nic¢elnih Diophantovih enacb neresljivih, saj bodo
vsebovale polinome regulatorja, ki so reSitve enac¢b z nizjim redom zakasnitev. Kot smo
pokazali, izraz (5.57) predstavlja splosno obliko resljive Diophantove enacbe, vse enacbe

vi§jega reda od tega, ki ga predpostavlja izraz so neresljive.

Podamo lahko $e splosen rezultat resljivosti kompleta Diophantovih enacb pri izbiri
regulatorja poljubnega tipa (RFDE ali NFDE) ter pri poljubni izbiri $tevila zakasnitev pri

polinomih v regulatorju pri poljubnem redu sistema oz. regulatorja.

Teorem 5.4 Strogo pravi sistem z eno notranjo zakasnitvijo (5.47), s sistemskima

matrikama polnega ranga, reda n, s poljubno izbiro Stevila zakasnitev k, v regulatorju

(5.66) rezultira v zaprtozan¢ni kvazi-polinom tipa RFDE o0z. sistem Diophantovih enacb

(5.54), kjer je prvih k,+1 Diophantovih enacb resljivih (Predpostavka 5.18) bodisi

enoli¢no (Predpostavka 5.7) bodisi s konéno mnozico parametri¢nih resSitev (Teorem
5.3), pri ¢emer velja, da prva enacba nikoli ni enoli¢na in velja Predpostavka 5.14,
Predpostavka 5.15 in Predpostavka 5.17.

Teorem 5.5 Strogo pravi sistem z eno notranjo zakasnitvijo (5.47), s sistemskima

matrikama polnega ranga, reda n, s poljubno izbiro Stevila zakasnitev k, v regulatorju

(5.66) rezultira v zaprtozancni kvazi-polinom tipa NFDE oz. sistem Diophantovih enacb

(5.54), kjer je prvih k,+1 Diophantovih enacb resljivih (Predpostavka 5.18) bodisi

enoli¢no (Predpostavka 5.7) bodisi s kon¢no mnozico parametri¢nih resitev (Teorem
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5.3), pri ¢emer velja, da prva enacba nikoli ni enoli¢na in velja Predpostavka 5.14 in
Predpostavka 5.16.

Kot smo omenili (Opomba 5.3) je v primeru uporabe prostih polinomov «, in strukture
regulatorja (5.58) resevanje posameznih Diophantovih enac¢b nekoliko bolj zapleteno kot v
primeru prostih polinomov A, ki odrazajo splosno resitev regulatorja (5.56) za natan¢no
dolocen karakteristicnih kvazi-polinom, saj prosti polinomi x, dolo¢ajo mnozico

karakteristi¢nih kvazi-polinomov. V naslednjem primeru bomo pokazali, da je mo¢ v

primeru prostih polinomov «, izraziti vpliv spremembe polinomov «, na spremembo

karakteristicnih polinomov. Tako lahko izrazimo odvisnost odvisnih karakteristicnih

polinomov neposredno od polinomov «; .

Primer 5.2 Doloc¢itev odvisnosti odvisnih karakteristiénih polinomov od prostih
polinomov «;.
Predpostavimo Ze obravnavan model laserja (5.64) in k, =2 ter k=n+1=4, po izrazu

(5.54) in z uporabo RFDE regulatorja (5.66) dobimo naslednjo strukturo zaprtozan¢nih

enacb:

z° AR, +ByR, =Cy

z' AOR1+BOPl:Cd,1_A1R0_Blpo

z° AR, +B,P, =C,, -AR —BF - AR, (5.72)
z’ AR, +BR, + AR =Cy4

2 AR, :Cd,4

z uporabo predpostavke (Predpostavka 5.5) izratunamo zgornji sistem enacb za nek

poljubno izbran karakteristi¢ni kvazi-polinom C, . S pomikom prostih spremenljivk v prvi
Diophantovi enatbi  A)(R, —Byx,) + B, (R, + Ajx,) =C,, Vvplivamo na spremembo
karakteristicnega polinoma druge enacbe, saj od C;, odStejemo Clene, ki so odraz prostih

spremenljivk,
AR +BRy =Cd,1_A1(R0_BoKo)_Bl(Po+AoKo) (5.73)
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kjer sta R, in B, spremenljivki novega regulatorja, ki sta posledica spremembe
prostih spremenljivk v prvi enacbi. Polinom C, , ostaja nespremenjen, tako lahko v enacbo
(5.73) vstavimo na mesto C,, ekvivalenten izraz iz druge enacbe v sistemu (5.72) in

dobimo:

ARy +BPy = AR +BP + AByx; —B Ak, =
= Ay(R —Bixy) + By (P + Axy) ’

iz Cesa sledi R =R —Bx, in B, =P, + Ax,, enacbo (5.73) zapiSemo v naslednji

obliki

(5.74)

A (R —Bixg) + By (R + Axg) =Cy; — A (R, —Byxy) =By (R, + Aviy) - (5.75)
S tem smo spremembo karakteristicnega polinoma na racun prostega polinoma «, v

enacbi (5.73) izrazili s splosno spremembo komponent regulatorja. V tem primeru, ki smo
ga zastavili uvodoma ima enacba (5.75) neskon¢no mnogo resitev in en prosti parameter.

Enacbi (5.75) tako dodamo $e vpliv proste spremenljivke. Enacbo (5.75) izrazimo:

A (R, —B,x; —Bx,) + B, (B + Ak, + Ak,) = £ 76
=Cd,1_A1(R0_BOKO)_Bl(PO—'_A)KO) ’ (.76)

tako zapiSemo R, =R —Byx; — Bk, In By =B+ Ax, + Ak, .

Podoben postopek uberemo tudi za tretjo enacbo v sistemu (5.72) v katero vstavimo
nove vrednosti regulatorjev. Namesto C, , vstavimo ekvivalent za ta polinom, ki sledi iz
sistema (5.72). Tretja enacba dobi obliko:

AR, +B,Py = A(R, —Byx, —Bk;) + By (P, + Ak, + Ak, + Ak,), (5.77)

kjer velja R,, =R, —Byx, —Bx; in B,y =P, + Ak, + Ak, + Ak, .

Cetrto in peto enadbo v sistemu (5.72) tako zapiemo Vv odvisnosti od vrednost

prostih polinomov «; :

AR,y +BPR,y + ARy =A(R, - Bk, —Bixy) + B/(P, + Ay, + Ak, + Ajig) +

+A, (R, - Byx; —Bixy) = A (R, — Byx,) + B (P, + Aj,) + Aj(R, — Byxy) =C, , (5.78)
in

AR, =A(R, - By, —Bx) = Cia- (5.79)

V predstavljenem primeru smo izrazili zadnji dve odvisni enacbi le od prostih

polinomov. Preostale enacbe smo izrazili z regulatorjem v splosni obliki:
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Pow T Rn + Py _

Ron + Riy + Ry -
K= , (5.80)
_ (R + Ako) + (R + Ak + Ar) + (B + Ak, + Ak + Aky)

(Ry — Byip) + (R, — By, — Bixy) + (R, — By, —Bix;)

kar pomeni, da ni potrebe po ponovnem izraGunavanju posameznih enacb kot v
predpostavki (Predpostavka 5.9) kar je bistvena prednost. Pri iterativnem iskanju
ustreznega dela odvisnih enacb lahko tako spreminjamo neposredno le odvisne enacbe. 1z
predstavljenega primera lahko z uporabo predstavljenih postopkov vpeljemo splosno

resitev.

Opomba 5.11 Kot lahko opazimo, sta zadnji dve odvisni polinomski enacbi (5.78) in

(5.79) odvisni le od polinomov «; in «,, tako lahko v primeru, da zelimo zapisati mnozico

vseh regulatorjev, ki vplivajo izkljuno na odvisne polinomske enacbe uporabimo

strukturo (5.80), kjer postavimo preostali polinom «, na ni¢ x, =0.

Teorem 5.6 Ce polinoma A in B nimata skupnih korenov in velja degR >deg A, —1 pri
degR =degP , potem velja, da za sistem polinomskih Diophantovih enacb obstaja

neskon¢no mnogo regulatorjev

P+A (K +.+r )+ Al +t i )+t A (g + 5 ) (5.81)
- R—By(x, +...+5 ) - B+ 455 4) = =B, (g +..+55 ) ’ .
0Z.
K Pon +t Byt By
B Ryttt R+t Rkh'N B
min(i,n,) min(ky,,n,)
P, + Ak, +...+[Pi+ > Aqu_kJ+...+(th+ > Ak/ckh_k]
. k=0 k=0 _
- min(i,m, ) min(k, .My ) - (5'82)
R, — By, —...—[Ri— > BkKi_kj—...—(Rkh— > Bk/ckh_kj
k=0 k=0
K, min(j,n,)
P+ Z Ak/cjfk
_ i=0 k=0
N Ky min(j,my)
R- Byxj i
=0 k=0
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kjer dobimo k, =1, resljivih polinomskih enacb s poljubno izbranimi polinomi Cj

min(i,my,) min(i,n,)
AR - Z BjKi—j)+BO(Pi+ Z AjKi—j):
j=0 j=0

(5.83)

i min(i-j,my) min(i-j,n,) !
=Cd,i_Zl(Aj(Ri—j - kz(; BkKi—j—k)—l_Bj(Pi—j + kZ:) AkKi—j—k)j
j= = =

ter zadnjih n neresljivih polinomskih enacb (5.54) (Predpostavka 5.21), ki so

odvisne izklju¢no od polinomov «;, kjer za R, P vstavimo R, oz P (5.82). Vodilni
¢len vsote ne sme okrajSati vodilnega c¢lena cy; karakteristicnega polinoma Cg;

(Predpostavka 5.17), «; je polinom za katerega velja degx; =degR —deg A +1.

Dokaz
Dokaz izvedemo na podoben nacin kot smo strukturo regulatorja izpeljali v primeru
(Primer 5.2). Posamezne polinomske enacbe resujemo po vrsti. Kot vrednosti posameznih

polinomov C,; uporabimo resitve sistema (5.72).0

Opomba 5.12 Teorem 5.6 predstavlja splosno resitev predpostavke (Predpostavka 5.9)
o0z. polinomskih enacb v primeru, da so v posameznih enacbah prisotni prosti parametri ter

doloca vpliv prostih polinomov x; na odvisne enacbe.

Opomba 5.13 Rezultat (Teorem 5.6) smo predstavili v smislu sistemov z eno notranjo
zakasnitvijo. Rezultat je moc¢ aplicirati tudi na sisteme S poljubnimi notranjimi oz.
1izhodnimi zakasnitvami, saj kar se tice odvisnih oz. neodvisnih polinomskih enacb ostaja

princip enak.

Podobno kot smo pokazali v teoremu (Teorem 5.3), kjer je mozno razli¢ni
predstavljeni strukturi regulatorjev (Predpostavka 5.8 in Predpostavka 5.9) enostavno
zdruziti v eno skupno strukturo, lahko v teoremu (Teorem 5.3) predpostavko
(Predpostavka 5.9) nadomestimo z rezultatom (Teorem 5.6), kar nas privede do

naslednjega rezultata.
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Teorem 5.7 Ce polinoma A in B nimata skupnih korenov in velja degR, >deg A —1 pri
degR =degP , potem velja, da za sistem polinomskih Diophantovih enacb obstaja

neskon¢no mnogo regulatorjev

K Py T+ Py +"'+R<h,N + AL
Ron et Ry ++ R —B4

(5.84)

kjer dobimo k, =1, resljivih polinomskih enacb (5.83) s poljubno izbranimi polinomi C,,
ter zadnjih n neresljivih polinomskih enacb (5.54) (Predpostavka 5.21), ki so odvisne
izklju¢no od polinomov «;, Kjer za R;, P vstavimo R, 0z P (5.82). Vodilni ¢len vsote
ne sme okrajSati vodilnega Clena cj; karakteristicnega polinoma C,; (Predpostavka
5.17), A4 in «; so polinomi deg 4 =degx; =degR —deg A +1 natanko taks$nega reda kot

je Stevilo prostih parametrov v posamezni polinomski Diophantovi enacbi, kjer polinomi

A ne vplivajo na vrednost odvisnih karakteristicnih polinomov C,;, x; pa vplivajo na

posamezne odvisne karakteristi¢ne polinome C;; (Teorem 5.6).

Dokaz

Dokaz izvedemo postopoma kot v primeru (Teorem 5.3), hitro namre¢ ugotovimo, da se v
karakteristiénem kvazi-polinomu ¢leni regulatorja, ki odgovarjajo strukturi regulatorja kot
v teoremu (Teorem 5.3) okrajSajo. Ostanejo Cleni, ki odgovarjajo strukturi regulatorja v
teoremu (Teorem 5.6). O

Opomba 5.14 Podobno kot smo ugotovili v opombi (Opomba 5.11), lahko zaklju¢imo

tudi v tem primeru vendar nekoliko splosneje. Strukturo regulatorja s prostimi polinomi «:
je mo¢ v primeru k, >n, poenostaviti, saj v odvisnih enac¢bah ne nastopijo vsi regulatorji.
Tako lahko v prvih k, —n, +1 polinomskih enacb postavimo vrednosti njihovih prostih

polinomov «; na nic.

5.4 Uporaba opazovalnika za sisteme z zakasnitvami
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Za linearne sisteme brez zakasnitev lahko spoznavnost definiramo kot:

Definicija 5.2 Linearni sistem (X = AX+Bu;y =CX ) je spoznaven, ¢e lahko pri znanem

vhodnem in izhodnem signalu v intervalu t, <t <T , dolo¢imo zacetno stanje X(t,).

Definicijo lahko ekvivalentno povzamemo s trditvijo, da lahko vektor stanja X(T)

uspesno rekonstruiramo ob prisotnosti informacije o vhodu in izhodu sistema. Za sisteme z
zakasnitvami v literaturi zasledimo $tevilne definicije in obravnave tako spoznavnosti kot
vodljivosti [98], [99], [108]. Definicije spoznavnosti je mo¢ strniti za sisteme z

zakasnitvami, ki jih obravnavamo na obrocih polinomov [98]:

%(t) = A(V)X(t) + B(V)u(t)

, (5.85)
y(t) =C(V)x(t)

kjer je V operator zakasnitve definiran za poljubno zvezno funkcijo f(t)

Vi({t)=f(t-h) , matrike AB,C so polinomi matrik od V |, A(V):iV‘A :
i=0

B(V) = iv‘ B, C(V)= iv‘ci :

Spoznavno matriko zapiSemo:
C(V)

< cv) > _ C(V).A(V) (5.36)
A(V) :

C(V)A" (V)

Definicija 5.3 [116] sistem (5.85) je mo¢no spoznaven (spoznaven na obrodu R V %), &e

izpolnjuje naslednje enakovredne trditve:

I.  Smith-ova forma <C(V)> je [I“j.
A(V) 0

47 R V  oznagimo obro& polinomov spremenljivke V s koeficienti v domeni realnih tevil R
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<@> ima levi inverz preko R V .
A(V)
. rank sl —A(2) =n,Vs,zeC.

C(2)

Definicija 5.4 [116] Sistem (5.85) je spektralno spoznaven, ¢e velja

sl —Ae™
rank =n,VseC.
C e—sh

Definicija 5.5 [116] Sistem (5.85) je Sibko spoznaven, ¢e izpolnjuje naslednje enakovredne

trditve:

rank <m> =n
A(V)

Smith-ova forma CV)
A(V)

> ima ne nicelne elemente na diagonali.

II. <@> ima levi inverz preko R V .
A(V)

IV. Ne obstaja takSen xeR(V) , da velja
C(V)x=C(V)AV)x=..=C(V)A"(V)x=0,x=0.

Za sistem z zakasnitvami mora veljati, da mora izpolnjevati pogoje mocne
spoznavnosti ali spektralne spoznavnosti, da lahko vse pole v zaprtozan¢nem sistemu

zagotovo pomaknemo na levo polovico kompleksne ravnine.

Za sistem brez zakasnitev (X = Ax+ Bu, y = CX) definiramo opazovalnik:
R=AR+Bu+L y—CR , (5.87)
kjer dinamiko opazovalnika zapiSemo, Ce sistema odstejemo
é=Ae—-L(y-CX)=(A-LC)e (5.88)
kjer je e=x—%. Clen (A—LC) predstavlja karakteristi¢ni polinom opazovalnika, ki

mora biti stabilen. Po principu lo¢ljivosti [92] poli regulatorja ne vplivajo na pole
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zaprtozanCnega sistema objekta in regulatorja, kar pomeni, da lahko opazovalnik in

regulator sistema izvedemo lo¢eno. Notranja stanja, ki jih dobimo iz opazovalnika

uporabimo pri naértovanju regulatorja v prostoru stanj u=KX=K e—x ,
X =(A-BK)x+BKe. (5.89)

Z upostevanjem enacbe (5.88) in (5.89) zapisemo:
X A-BK  BK |[|x
= : (5.90)
é 0 A-LC | e

Pravkar omenjeno velja tudi za sisteme z zakasnitvami, kjer pri enacbah (5.87),
(5.88) in (5.89) upostevamo relacije iz (5.6). Opazovalnik tako v Laplace-ovem prostoru
zapisemo:

K=Y Ae™" X+ %Bie*‘fu + L[y - icie'si’k] , (5.91)
i=0 i=0

i=0

enacba (5.88) dobi obliko

se = %Ae -L(y- _chCie‘S”i) = (iA - L_mZCCie‘S”)e, (5.92)

kar nas privede do dobro zastopanega problema v literaturi in sicer stabilizacije
M Mc .
izraza ZA —LZCie"S" z regulatorjem L oz. stabilizacije neskonénega Stevila lastnih
i=0 i=0
vrednosti s konénim S$tevilom povratno zanénih ojacenj LeR™ [117], [101], [102].

Podobno zapiSemo matriko zaprtozanénega sistema (5.89)
Ma ) Mg )
A =D Ae" ->Be K. (5.93)
i=0 i=0

Problema stabilizacije opazovalnika (5.92) in sistema (5.93) sta identi¢na, v obeh
primerih je potrebno zagotoviti stabilnost z ustrezno nastavitvijo povratno zan¢nih ojacen;.
Kar nekaj metod se ukvarja s predstavljenim problemom. Metoda [66] se ukvarja s
kontinuiranim pomikanjem povratno zan¢nih ojacenj z namenom dosega ojacenj, Ki
rezultirajo stabilni zaprtozan¢ni sistem. Metoda [70] uporabi majhno Stevilo ojacenj za

direktno postavitev polov, preostala ojacenja sluzijo za pomik preostalih polov ¢im bolj
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levo. Podoben problem stabilizacije sistema z zakasnitvami in uporabo opazovalnika
obravnava tudi podrocje, ki se ukvarja s sistemi definiranimi na obro¢ih polinomov [118],
[119], [116], [120], [121], [122]. Za splosnejsi pristop k teoriji polinomov na obroc¢ih in
aplikacijo teorije za sisteme z zakasnitvami ter druge sisteme se bralec naj obrne na [98],
[99], [123] oz. [124].

5.4.1 Uporaba opazovalnika za sisteme z notranjimi in izhodnimi zakasnitvami

Resitev Ackermann-ove formule [92] je trivialna, ¢e sistem obravnavamo v
vodljivostni normalni obliki, saj so koeficienti karakteristicnega polinoma prisotni
neposredno samo Vv zadnji vrstici. Zanimive lastnosti zasledimo tudi pri sistemih z
zakasnitvami v primeru, da opazovalnik (5.91) naértamo, kjer matrike sistema
predpostavimo s strukturo v vodljivostni normalni obliki. Ugotovimo, da je vektor
izhodnih stanj, ki odrazajo Stevec prenosne funkcije enak kot v primeru brez zakasnitev.

Stevec prenosne funkcije (5.9) tako zapisemo (5.5):

0 1 0
CAdj - : B=s"+s""+...+s+1, (5.94)
0 0 1
8 vt T, T8y

kjer je matrika C matrika enic, matrika B je vhodna matrika z enim vhodom,
koeficienti adjungirane matrike so definirani tako kot v (5.9). To pomeni, da bodo
posamezna ojacenja (5.93) v karakteristicnem polinomu prisotna le pri Clenih brez
zakasnitev. To nas privede do zanimive ugotovitve, da lahko z dodatnimi zakasnitvami
ojacenj vplivamo na vse zakasnjene Clene karakteristicnega polinoma, saj lahko z
ustreznimi kombinacijami ¢lenov (5.94) in zakasnitev formuliramo poljuben ¢len v

karakteristiénem polinomu. Matriko zaprtozanénega Sistema zapisemo:

A=Y Ae" -BYKe ™, (5.95)
i=0 i=0
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S posameznimi ojacenji K, vplivamo na posamezno matriko A . To pomeni, da

lahko z ustrezno izbiro ojacenj vplivamo na vsak koeficient karakteristicnega kvazi-
polinoma zaprtozan¢énega sistema [118], [120], [102]. Podoben princip vplivanja na ¢lene z
zakasnitvami v karakteristicnem polinomu v smislu krajSanje le teh je bil predstavljen v
[102]. Dejstvo je, da v realnem objektu popolna eliminacija ¢lenov z zakasnitvami ni
mozna, saj je med realno in ocenjeno vrednostjo zakasnitev vedno anomalija [117]. Tako
je uporaba omenjenega postopka omejena in je analiza napake pri oceni zakasnitve nujno

potrebna.

Primer 5.3 Vpliv koeficientov povratno zanénih ojacenj na zaprtozanéni sistem
polinomskih enacb laserja (Primer 5.1).

I.  ZapiSimo zaprtozan¢ni sistem enacb za sistem (5.63) z upostevanjem (5.93)

2° §+ 15—k, 5+ 14-44.37k +233k, ~1.13k, 5+ 22k +199k, —0.24k, +0.61
7 0.165 - 64.17K, —0.16k, ~12.42k, +0.82 (5.96)
7 0.078k, —0.0785-0.028

Il.  ZapiSimo zaprtozancni sistem enacb za sistem (5.63) o0z. (5.64) zapisan v

vodljivostni normalni obliki (5.10) in z upostevanjem (5.93)

2° §®+ 15-k, s+ 14.0-k, s+0.61-k,
' 0.16s+0.82 (5.97)
i ~0.078s-0.28

I1l.  ZapiSimo zaprtozan¢ni sistem enacb za sistem (5.63) o0z. (5.64) zapisan v

vodljivostni normalni obliki (5.10) in z upostevanjem (5.95)

2° s°+ 15-k, s°+ 14.0-k, s+0.61-ky,
z' 0.16—k;, s+0.82—k,, : (5.98)
2’ ~0.078—k,, s—0.28—k,,

kjerso K, = ky kg Ky » Ki=ky, k; 0 inK,=k, k, 0.
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Kot vidimo lahko v prvih dveh primerih resimo prvo enacbo oz. enacbo brez
zakasnitev za poljuben karakteristi¢ni polinom. V prvem primeru reSitve prve enacbe
vplivajo tudi na polinome z zakashitvami. V tretjem primeru so vse enacbe resljive

neodvisno.

5.4.2 Uporaba opazovalnika za resitev sistema polinomskih enacb

V sistemu Diophantovih enacb je v sploSnem resljivih le nekaj polinomskih enacb
preostale enacbe so odvisne od rezultatov resljivih enacb (Teorem 5.3, Teorem 5.6,
Teorem 5.7). Kot smo ugotovili, lahko s pomocjo opazovalnika s sistemskimi matrikami v
vodljivostni obliki in formiranjem ustreznih zakasnjenih ojacenj (5.95) vplivamo na
poljuben zakasnjen koeficient v karakteristicnem kvazi-polinomu. Tako lahko sklepamo,
da lahko rezultate v teoremih (Teorem 5.3, Teorem 5.6, Teorem 5.7) dopolnimo z
ustreznimi povratno zan¢nimi ojacenji (5.95), ki zagotovijo poljuben polinom tudi v
odvisnih polinomskih enacbah in tako posledicno v zaprtozanc¢nem sistemu omogocijo
poljubno izbiro vseh koeficientov karakteristicnega kvazi-polinoma. Matriko zaprto

zan¢nega Sistema zapisemo:

K, ) Kn+ny, ) Kn+ny, )
A=>C,e"+ > C, e -B, > Ke™, (5.99)
i=0 i=ky, +1 i=k,
kjer so C,; sistemske matrike zaprtozan¢nega sistema, ki jih zapiSemo v
vodljivostni  obliki (5.10), kjer so neposredno v zadnjih wvrsticah koeficienti

karakteristiCnega kvazi-polinoma C,;. B,, je vhodna matrika, ki je odraz ojacenja sistema

in regulatorja K. Koeficienti regulatorjev K., ki jih vpeljemo v dodatni povratni zanki,

omogocCijo poljubno izbiro polinomov odvisnih enacb. Na podlagi ugotovitev (5.95) in
lastnosti (5.94) lahko podamo kon¢ni rezultat polinomske sinteze za sisteme z notranjimi

in zunanjimi zakasnitvami (5.47).

Teorem 5.8 Ce velja Predpostavka 5.7, Teorem 5.3 oz. splo$nej§i Teorem 5.7 lahko v

sistemu polinomskih Diophantovih enacb re§Simo vse za poljubno izbrani karakteristicni
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kvazi-polinom C, ;, kjer je k, =1, enacb resljivih s polinomsko sintezo, resitev preostalih

odvisnih polinomskih enac¢b zagotovimo z opazovalnikom s sistemskimi matrikami v

vodljivostni normalni obliki oz. s formiranjem ustreznih povratno zanc¢nih ojacenj K,

(5.99).

Dokaz

Dokaz izvedemo s pomodjo lastnosti matrike v vodljivostni normalni obliki (5.94). Ce
sistemske matrike zakasnjenega sistema zapiSemo v taksni obliki, ugotovimo, da Stevec v
prenosni funkciji, ki ga dobimo pri posameznih stanjih matrike C sestavljajo izklju¢no
Laplace-ove spremenljivke. Identi¢ne oblike prevzamejo tudi ojacenja K,. To pomeni, da
lahko s tak$no obliko opazovalnika vplivamo izklju¢no na prvo enacbo brez zakasnitev v
sistemu polinomskih enac¢b (Primer 5.3). Z dodajanjem posameznih sistemskih zakasnitev

regulatorju (5.95) lahko vplivamo na poljuben ¢len karakteristicnega polinoma Cj; .

Taksen princip regulatorja v prostoru stanj z dodanimi zakasnitvami lahko uporabimo kot
samostojen regulator za poljubno dolocitev karakteristi¢nega kvazi-polinoma ali le za

reSitev predstavljenega problema polinomske sinteze (Teorem 5.7), kjer s regulatorji K,

ustrezno kompenziramo ¢lene z visjimi stopnjami zakasnitev (5.99).0

Opomba 5.15 Kombinacijo polinomske sinteze in regulatorja v prostoru stanj lahko
apliciramo tudi v smislu, da regulator v prostoru stanj uporabimo za kompenzacijo vseh
notranjih in zunanjih zakasnitev, nato na¢rtamo klasic¢en regulator po principu polinomske

sinteze za sistem brez zakasnitev.

5.4.3 Uporaba opazovalnika za sisteme z vhodno/izhodno transportno zakasnitvijo

O vhodno/izhodnih transportnih zakasnitvah Se v tem delu ni bilo govora, saj so
predstavljeni postopki polinomske sinteze primerni le za sisteme, ki vsebujejo notranje in
zunanje zakasnitve vendar ne vsebujejo vhodnih oz. izhodnih translacijskih zakasnitev. V

primeru, da sistem vsebuje transportno zakasnitev, namre¢ ni mozno reSiti prve ne
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zakasnjene polinomske enacbe. To je velika omejitev, saj imajo poli ne zakasnjenega
sistema velik pomen za stabilnost zakasnjenega sistema [20].

Sisteme s vhodno oz. izhodno transportno zakasnitvijo lahko obravnavamo [1] z
razli¢nimi vrstami Smithovega prediktorja [8] in FSA [11], [12]. Kot je znano imata oba
pristopa svoje slabosti. Smithov prediktor je primeren le za stabilne procese, FSA je
poznana po tezavah pri implementaciji. Sicer obstajajo Stevilne izboljSave implementacije
FSA, kot tudi modificirane variante Smithovega prediktorja, ki so primerne tudi za
nestabilne procese, vendar se bomo v tem delu posvetili uporabi opazovalnikov za sisteme

s transportnimi zakasnitvami [112]. Predpostavimo sistem z izhodno transportno
zakasnitvijo (Ge™™ oz. x = Ax+Bu, Y=CX(t—1)) ter zapisimo opazovalnik (5.91) (Slika
5.3)

% = A%+ Bu + L(CR(t—7) —CX), (5.100)

kjer dinamiko opazovalnika opisuje enacba

é=Ae+LCe(t-7), (5.101)

pri ¢emer upostevamo e =X—Xx. Dinamiko opazovalnika lahko interpretiramo tudi
kot problem stabilizacije objekta z zakasnjeno povratno povezavo [93]. Kot vemo takSen
problem ni enostaven in ni mo¢ vsak nestabilen sistem stabilizirati z zakasnjeno povratno

povezavo [93], [20].

GD—L_

Slika 5.3: Opazovalnik

Problem stabilizacije (5.101) se da nekoliko izboljsati, kot je nazorno prikazano v
[112]. Sistemu z izhodno zakasnitvijo lahko dodamo dva kaskadna opazovalnika (Slika
5.4).
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%, = A% +Bu(t—7)+ L (C% —Cx(t—17)), (5.102)

%, = A%, +Bu(t) + L, (%, (t—7) - %) (5.103)

Dinamiko sistema zapisemo:

& = (A+LC)e,
6, =Ae, +Le,(t-7)-Le,

(5.104)

kjer sta e =% —x(t—7) in e, =X, —x. Zaradi trikotne zgradbe sistemske matrike so
lastne vrednosti opazovalnika definirane z lastnimi vrednostmi izrazov (A+LC)e in
Ae, + L,g, (t—7). Kot vidimo je prva enacba trivialna, drugo enacbo pa lahko stabiliziramo
s pomo¢jo metode [66] ali s pomocjo diferencialne evolucije [81]. Kaskadni opazovalnik
(5.104) predstavlja prednost pred (5.101), saj velja L, e R™", LeR™. Tako je v prvem

primeru na razpolago ve¢ spremenljivk za stabilizacijo z zakasnjeno povratno povezavo.
Kot veliko preostalih metod ima tudi predstavljena metoda pomanjkljivosti, namre¢

pri nestabilnih sistemih, ki imajo pole dale¢ na desni polovici ali pri zelo dolgih

zakasnitvah, takSne sisteme ni mozno stabilizirati z zakasnjeno povratno povezavo [20].

Kot primer navedimo preprosto RFDE prvega reda é=ae+ke(t—7), ki jo je mo¢

stabilizirati ¢e velja ar <1. Torej bolj kot je pol na desni, manjSa je dovoljena zakasnitev

sistema, ki bo dopuscala stabilizacijo sistema.

u
» Gp
» D —>
> G >

Slika 5.4: Kaskadni opazovalnik
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Problem prevelike zakasnitve se da, kot bomo pokazali omiliti. Predstavljeno idejo
kaskadnih opazovalnikov [112] bomo $e nekoliko nadgradili.
Predpostavimo sistem z izhodno transportno zakasnitvijo (Ge™™ o0z. x=Ax+Bu,

y =CX(t —47)) ter naértajmo sklop veéih v kaskado povezanih opazovalnikov.

Predpostavka 5.22 Za sistem z izhodno (transportno) zakasnitvijo Ge™*”, za katerega ni
mo¢ nacdrtati stabilnega opazovalnika (5.101) in kaskadnega opazovalnika (5.104) bomo

nacrtali sklop kaskadnih opazovalnikov, ki jih lahko stabiliziramo ob predpostavki, da

lahko stabiliziramo opazovalnik (5.101) za sistem Ge ™.

Dokaz
Prvi opazovalnik naértamo po enakem postopku kot (5.102), torej v nacrtovanem
opazovalniku vse zakasnitve premaknemo na vhod (Slika 5.5)

%, = A% +Bu(t —47) + L (CR —Cx(t —47)), (5.105)
ter zapiSemo dinamiko sistema

€& =(A+LC)e, e =X —x(t—47). (5.106)

Nato dodamo vse naslednje opazovalnike tako, da najprej razdelimo izhodno zakasnitev na
Stiri posamezne zakasnitve. ZapiSemo naslednji opazovalnik, kjer upoStevamo izraz
(5.106). Opazovalnik zgradimo tako, da eno izmed vhodnih zakasnitev pomaknemo na

izhod ter izhod prejsnjega opazovalnika % odstejemo od trenutnega opazovalnika

2, (t—7)
%, = AR, +Bu(t—37) + L (%, (t—7) - %) = (5.107)
= A%, +Bu(t—37)+ L, (%,(t—7) - x(t—47) —¢,)

izrazimo dinamiko sistema
é,=Ae,+Le,(t-7)-Le, e, =X —X(t-37). (5.108)

ZapiSemo naslednji opazovalnik, kjer ponovno eno vhodno zakasnitev pomaknemo na
izhod. Ponovno odstejemo izhod prejSnjega opazovalnika od trenutnega opazovalnika,
vendar uporabimo izhoda iz opazovalnikov pred zakasnitvama.

%, = A%, + Bu(t —27) + L, (R,(t-7) - %,) =

. N , (5.109)
=A% +Bu(t—27) + Ly(%,(t—7) —x(t —37) —e,)
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ter dinamiko
&, =Ae+Le,(t—7)-Le,, &, =X —x(t—27). (5.110)
ZapiSemo naslednji opazovalnik, Kjer ponovno premaknemo eno vhodno zakashitev na
izhod, za stabilizacijo opazovalnika uporabimo ne zakasnjen izhod prejSnjega
opazovalnika ter za eno zakasnitev zakasnjen izhod trenutnega opazovalnika.
R, = A%, +Bu(t—7) + L, (X, (t—7)— %) = | (5.111)
=AX, +Bu(t-7)+L,(X,(t—7) - x(t-27) —e,)
ter dinamiko
é,=Ae,+Le(t-7)-Le, =X —X(t-7). (5.112)

Zapisemo Se zadnji opazovalnik, kjer pomaknemo Se zadnjo vhodno zakasnitev na izhod.

)?5 = A% +Bu(t) + Ly (X (t—-7)—-X,) =

5 . (5.113)
=A% +Bu(t) + L (X (t—7)—x(t—7)—¢,)
ter dinamiko
& =Ae,+Le(t-7)-Le, & =% —X. (5.114)
ZapiSemo vse enacbe sistema
(6] [(A+LC)e, 0 0 0 0]
é, -Le  Ae+Lg(t-7) 0 0 0
el=| o0 -Lg, Ae, +Le,(t-7) 0 0 . (5.115)
é, 0 0 -L,g, Ae, +Leg,(t-7) 0
& | 0 0 0 -Le, Ae; +Lgs(t-7) |

Kjer je za stabilizacijo sistema potrebno stabilizirati le diagonalne elemente matrike. Kot
vidimo vsi diagonalni elementi vsebujejo najvecjo zakasnitev 7, kar pomeni, da lahko

stabiliziramo vse diagonalne elemente, s ¢imer koncujemo dokaz. o

Opomba 5.16 Kot smo pokazali v predpostavki (Predpostavka 5.22) lahko problem
stabilizacije opazovalnika (5.101) z veliko izhodno zakasnitvijo preoblikujemo v problem
stabilizacije vec€ih kaskadnih opazovalnikov z manjSimi zakasnitvami. Pri ¢emer je lahko
Stevilo opazovalnikov poljubno veliko oz. doti¢no zakasnitev lahko razdelimo v poljubno

majhne zakasnitve.
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Slika 5.5: Kaskada petih opazovalnikov za sistem s transportno zakasnitvijo

Pravkar predstavljeno reSitev lahko enostavno preoblikujemo tudi za sisteme z
vhodno transportno zakasnitev (Ge ™" oz. X= Ax+Bu(t—4z), y=Cx), v primeru, da
opazovalnika (5.100) z dinamiko (5.101) ni moc¢ stabilizirati.

47s

Predpostavka 5.23 Za sistem z vhodno (transportno) zakasnitvijo Ge™", za katerega ni
mo¢ nacrtati stabilnega opazovalnika (5.101) in kaskadnega opazovalnika (5.104) bomo

nacrtali sklop vecih kaskadnih opazovalnikov, ki jih lahko stabiliziramo ob predpostavki,

da lahko stabiliziramo opazovalnik (5.101) za sistem Ge™ .

Dokaz

Dokaz izvedemo podobno kot v primeru predpostavke (Predpostavka 5.23). Za¢nemo z
opazovalnikom, ki ima vse zakasnitve na vhodu, nato v vsakem naslednjem opazovalniku
pomaknemo eno vhodno zakasnitev na izhod, dokler v zadnjem opazovalniku ne dobimo

samih izhodnih zakasnitev (Slika 5.5). V primeru sistema z vhodno zakasnitvijo dobimo
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enake enacbe kaskadnih opazovalnikov kot v primeru predpostavke (Predpostavka 5.23).
Enacbe dinamike se nekoliko razlikujejo. Potrebno je izbrati tudi drugacen postopek
Casovnega pomika enacb pri izpeljavi enac¢b dinamike, Saj je za razliko od predpostavke
(Predpostavka 5.23), kjer je bilo potrebno ¢asovno pomikati enacbo sistema, tukaj
potrebno casovno pomikati enacbe opazovalnikov. Enacbo dinamike posameznih

opazovalnikov zapiSemo

6 =(A+LC)e, & =% X, (5.116)
é,=Ae,+Le(t—-7)-Le(t-17), e,=%X(t—-7)-X, (5.117)
& =Ae+Le,(t—7)-Le,(t—7), =%t —-27)—X (5.118)
€, =Ae,+Le(t—-7)-Le(t-7), e =X ({t—-3r)—x (5.119)
& =Ae,+Le(t—-7)-Le,(t—7), e =X (t—-4r)-X (5.120)

Enacbe zapiSemo v obliki matrike

& [(A+LC)e, 0 0 0 0
6| |-Let-7) Ae,+Lg,(t-7) 0 0 0

g |= 0 -Le,(t-7)  Ae,+Lg(t-1) 0 0 (5.121)
é, 0 0 -Le(t-7)  Ae,+Lg,(t-7) 0

&L 0 0 0 Le,(t-7)  Ae+Lg(t-1))

Stabilizacija diagonalnih elementov zagotovi stabilizacijo sistema. Kot vidimo vsi elementi

matrike vsebujejo zakasnitev 7 , kar pomeni, da lahko stabiliziramo sistem. o

S predstavljenimi oblikami stabiliziranih opazovalnikov lahko pridemo do ustrezne
informacije o izhodu sistema kot, da sistem ne bi bil zakasnjen. Za tak sistem lahko

nacrtamo regulator s predstavljenimi postopki polinomske sinteze.

5.5 Izbira karakteristi¢nega kvazi-polinoma

Splosen rezultat zaprtozancnega sistema (Teorem 5.3 0z. Teorem 5.7) oz rezultata,

ki sta specifi¢na za sisteme z eno notranjo zakasnitvijo (Teorem 5.4 in Teorem 5.5) kazejo
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na to, da je v sistemu mo¢ reSiti le k, +1 Diophantovih enacb. To pomeni, da lahko

poljubno izberemo le natanko toliko zakasnjenih ¢lenov karakteristiénega kvazi-polinoma
(Primer 5.1). Preostali ¢leni kvazi-polinoma na katere Zal ne moremo povsem neposredno
vplivati imajo seveda velik vpliv na lastnosti zaprtozan¢nega sistema. Tako je zelo
zahtevno vnaprej dolociti stabilni zaprtozanéni kvazi-polinom, saj nikakor ni mozno
vnaprej oceniti vpliva ¢lenov karakteristiénega kvazi-polinoma, ki so posledica neresljivih
enacb. Kot ponazarja Teorem 5.7 je moC s prostimi polinomi le delno vplivati na ¢lene
neresljivih enacb.

Za dolocitev ustreznega karakteristicnega kvazi-polinoma je tako potrebno s
preiskovalnim algoritmom poiskati ustrezen kvazi-polinom, ki ustreza zadanim Kriterijem
stabilnosti 0z. dinamike. Zelo pomembna je izbira stabilnega karakteristi¢nega polinoma v
prvi enacbi, ki ima vedno reSitev, saj je stabilnost sistema z zakasnitvami ob nestabilni

matriki A, izredno pogojna [93]. Postopek dolocitve ustreznega stabilnega

karakteristi¢énega kvazi-polinoma lahko izpeljemo s pomoc¢jo diferencialne evolucije [81]
na razli¢ne nacine. Z diferencialno evolucijo lahko izvedemo enostaven algoritem, kjer ob
spreminjanju regulatorja ustrezne strukture ves Cas preverjamo lastnosti oz. stabilnost
karakteristicnega kvazi-polinoma. Lahko npr. izberemo karakteristiéni polinom prve

enacbe (5.54), izracunamo ustrezen regulator R, in P, ter uporabimo preostale polinome

regulatorja R in P kot spremenljivke. Karakteristicni polinom prve enacbe lahko

i
dolo¢imo npr. z ze predstavljeno metodo (5.44). Prva enacba karakteristinega kvazi-
polinoma odraza dinamiko ne zakasnjenega zaprtozancnega sistema, ki pride do vecjega
izraza ob majhnih vrednostih zakasnitev, saj manjSe kot so zakasnitve manjsi je doprinos
zakasnjenih matrik.

Z uporabo rezultata (Teorem 5.8) lahko zagotovimo poljuben zaprtozanéni
karakteristi¢ni kvazi-polinom. Tega lahko dolo¢imo po Ze opisanih principih 0z. s pomog¢jo
diferencialne evolucije izberemo poljuben kvazi-polinom znotraj mnozice vseh stabilnih.
Postopek izbire kvazi-polinoma lahko s$e nekoliko poenostavimo. Predpostavimo

zaprtozancni karakteristi¢ni kvazi-polinom
Cy(s) =D c(s)e™ (5.122)
i=0

ki ga zapiSemo v obliki
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Cy(s)=a(s)(s+1+ Zv:aie‘“s) : (5.123)

kjer je a(s) polinom brez zakasnitev, s+1+» ae™* je sistem prvega reda z vsemi
i=1

zakasnitvami, ki so prisotne v zaprtozan¢nem sistemu (5.122). Na taksen nacin dosezemo
lo¢eno nacrtovanje dinamike za del kvazi-polinoma brez zakasnitev in sistem prvega reda s

Stevilnimi zakasnitvami. Zapis (5.123) lahko podamo bolj splosno.

Predpostavka 5.24 Karakteristi¢ni kvazi-polinom, ki ga izberemo kot posledico teoremov
(Teorem 5.7 in Teorem 5.8) lahko zapisemo kot produkt polinoma in kvazi-polinoma z

vsemi preostalimi zakasnitvami v obliki
C,(s)=a s [Z a (s)e‘“'SJ, h, =0, (5.124)
i=0

kjer velja dega s =min degc, s , dega, s =degc, s —dega s .

Pri iskanju ustreznega karakteristiénega kvazi-polinoma lahko uporabimo ucinkovit
algoritem za izracun le nekaj skrajno desnih lastnih vrednosti ali se osredotoimo na

iskanje kvazi-polinoma znotraj mnozice vseh stabilnih kvazi-polinomov, saj velja.

Teorem 5.9 [125] Sistem je asimptoti¢no stabilen neodvisno od zakasnitev, ¢e velja izraz

(A, + Al <0, (5125)
kjer je X=1,2,00. Mera u(A,), je definirana
(A, =max((a,) + 3 Jay ). (5.126)
1(A) =052, (A +Ay), (5.127)
(). =max(i@) + ay). (5.128)

J#i

Kot ponazarja Teorem 5.9 je ob izbranem Kkarakteristicnem polinomu ne

zakasnjenega dela (prva enacba v sistemu (5.54)) potrebno normo zakasnjenih matrik
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spraviti pod neko dolofeno mejo. Omeniti je potrebno, da je Teorem 5.9 sicer zelo
konservativen pogoj stabilnosti. Ce ponazorimo uporabo predstavljenega teorema za
iskanje ustreznega karakteristicnega kvazi-polinoma znotraj mnozice vseh stabilnih.

Uporabimo enak objekt kot v primeru (Primer 5.1), le, da tokrat predpostavimo k, =0.

Dobimo naslednje zaprtozancne enacbe.

Primer 5.4 Uporaba teorema (Teorem 5.9) za dolo¢itev mnozice stabilnih karakteristi¢nih

kvazi-polinomov.
Predpostavimo k, =0 in zapiSimo zaprtozancne enacbe:
21 AR,+B,R,=C,,
z': AR,+BPR, =C,,
2% AR, = Cd,Z

Po teoremu (Teorem 5.9) zapiSemo

#(Cy ), +|Caa, +]Cac], <0
#(Cy), +|AR, + BR[| +|AR,, <0

kjer lahko posamezne polinome zapisemo v obliki matrik (5.10), kjer se zakasnjeni
¢leni karakteristicnega kvazi-polinoma nahajajo le v zadnji vrstici posamezne matrike,
preostale vrstice so nicelne. To pomeni, da lahko obravnavamo norme vektorjev.

Z upostevanjem dobljenega rezultata tako iS¢emo karakteristi¢ni kvazi-polinom
znotraj mnozice stabilnih kvazi-polinomov. Ugotovimo lahko, da pri izbranem

karakteristicnem polinomu ne zakasnjenega sistema (matrika C,, ), rezultirajoce

zakasnjene matrike ne smejo preseci dolo¢ene norme. To pomeni, da ni mogoce doseci

stabilnega karakteristi¢nega kvazi-polinoma ob poljubno izbrani matriki C, .

5.6 Vrednotenje robustnosti po principu H_

7 upostevanjem parametricnih reSitev (Predpostavka 5.8, Predpostavka 5.9,

Teorem 5.3 0z. Teorem 5.6 in Teorem 5.7) Diophantovih enac¢b dobijo le te neskon¢no

100



Robustna polinomska sinteza regulatorja za sisteme z zakasnitvami

mnogo resitev, posledi¢no se spremeni tudi struktura regulatorja (5.56), (5.58) in (5.59).
Predstavili smo dva razli¢na mehanizma delovanja prostih spremenljivk izrazena v obliki
prostih polinomov, ki jih lahko neodvisno drug od drugega uporabimo za optimizacijo

karakteristi¢énega kvazi-polinoma oz. za optimizacijo robustnega uc¢inka (Opomba 5.3).

V skladu z izrazoma (5.38) in (5.39) se spremenita obcutljivost in komplementarna
obcutljivost, ki sta bistvena pri robustni stabilnosti in robustnemu ucinku, kot je bilo
predstavljeno v tretjem poglavju pri problemu mesane obcutljivosti. Prenosni funkciji v

primeru strukture regulatorja (5.56) zapisemo:

s A(R-B2) _

~ AR+BP
B (A +...+ Ahh)(RO +..+ R - (B, +...+Bmh)(/10 +...+ﬂkh)) ’
C(Ay .+ A )Ry +. 4R )+ (By+..+ B, )P +...+ R,

(5.129)

T B(P+Al)

~ AR+BP
B (By+...+ Bmh)(Po+...+ th + (A, +...+A]h)(}L0 +...+ﬂkh)) :
(A et A )Ry +..+R )+(By+...+ B )R +..+F )

(5.130)

in v primeru (5.58)

S A(R-Byx)

~ AR+BP
~ A+t AR+ + R =By +... + 55 )) ’
- A+t AR+ +R )+ (By+...+ B, )R +..+R,)

(5.131)

1 _B(P+AK) _
~ AR+BP
(By .+ By )Ry + o+ B+ Ay(ig +. 4 &5 ) '

(A +...+ ,%h)(R0 +...+ Rkh)+(B0 .ot Bmh)(P0 +.ot th)

(5.132)

0z. ¢e upostevamo oba mehanizma (5.59)
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S A(R-Bx—-BA)
~ AR+BP
B (A +...+A1h)(R0+...+ R, —Bo(Ko+---+Kkh)—(Bo +...+Bmh)(20 +---+ﬂ«h))

(A +...+ A]h)(R0 +..+ Rkh)+(B0 +..+ Bmh)(P0 +...+ th)

(5.133)

- B(P+Ax+AL)
~ AR+BP
~ (B, +...+ Bmh)(P0 +..+ B + A (x, +...+Kkh)+(A0 +...+A1h)(/20 +...+ﬂkh))

(A +..+ Am)(R0 +..+ Rkh)+(B0 +..+ Bmh)(P0 +..+ th)

(5.134)

Ce upoStevamo princip splosne reSitve prostih polinomov « kot je bilo
predstavljeno v teoremu (Teorem 5.6)

ARy N+ o+ Ry +.t Rkh’N)
- AR + BP B

K, min(j,m,) , (5.135)
A(R—Z > Bk;cj_kJ

S

j=0 k=0

AR +BP

B Rn+tBy+.+B

T
AR + BP
K, min(j,ny) , (5.136)

P+> > AK

j=0 k=0

AR+ BP

o0z. ¢e uporabimo konéni rezultat (Teorem 5.7)

ARy +-t Ry +..+ Ry —BA)
- AR +BP -
k, min(j.m,) 5.137
A(R— > Bk, — B/l] (5137
J

i=0 k=

AR+ BP

S
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T B Ryt tBy+..t th,N + AL
- AR+ BP -

Ky min(j,n,) (5.138)
B(P+Z > Akl(j_k+Al]
_ i=0

k=0

AR +BP
Iz primerjave izrazov (5.129) in (5.131) oz. (5.135) ter (5.130) in (5.132) o0z. (5.136)

je razvidno, da v primeru uporabe strukture regulatorja (5.56) pride do spremembe oblike

Stevca. V Stevceih dobimo dodatne zakasnitve visjih stopenj, ki so rezultat produktov med

imenovalcem objekta A in polinomi 4.

Stopnjo posameznih polinomov A4,i=0,...,k, dolo¢imo na podoben nacin kot je bilo
opisano v poglavju reSevanja Diophantove enacbe za sisteme brez zakasnitev. Najprej je
potrebno izbrati proste parametre kot je predstavljeno v predpostavki (Predpostavka 5.5),
izbrati njihove poljubne vrednosti ter izracunati regulatorje v posameznih Diophantovih

enacbah (5.54). Stopnja posameznega polinoma 4 0z. x; je natanko taksna kot je Stevilo

prostih parametrov v posamezni ena¢bi (Teorem 5.3 0z. Teorem 5.7).

S poljubnim spreminjanjem parametrov posameznih polinomov doseZemo identicen
ucinek kot v primeru spreminjanja prostih parametrov. Na podlagi prejSnjih vrednosti
regulatorjev in novih izbranih vrednosti prostih parametrov lahko dolo¢imo vrednost

polinoma «, , ki rezultira k spremembi prostih parametrov. Z uporabo posameznih
polinomov «; dobimo mehanizem, ki je identi¢en prostim spremenljivkam.

Ce izhajamo iz reSevanja posameznih resljivih Diophantovih ena¢b v smislu prostih
spremenljivk pridemo do rezultata, ki ga predvideva struktura regulatorja (5.58) oz. kot
smo pokazali v primeru (Primer 5.2) do strukture regulatorja (5.82). Ce razsirimo idejo
splosne resitve (5.36) na sisteme z zakasnitvami nas to privede do strukture regulatorja
(5.56). Kot smo deloma Ze omenili je med posameznima mehanizmoma ob¢utna razlika v

smislu vpliva polinomov A4 0z. x, na postopek reSevanja. V primeru (5.58), ko izberemo
nove vrednosti polinomov x, moramo ponovno izracunati regulatorje pri vseh

Diophantovih enacbah, saj sprememba posameznega polinoma vpliva na spremembo

karakteristiCnega polinoma. Kakor hitro se spremenijo spremenljivke regulatorja v eni
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Diophantovi enacbi, je potrebno na novo izracunati $e vse preostale enacbe, saj so le te
medsebojno odvisne (5.54). Postopku ponovnega izracunavanja polinomskih enacb se
lahko izognemo z uporabo sploS$ne strukture regulatorja (5.82), ki predvideva ucinke

sprememb posameznih karakteristi¢nih polinomov. Kot smo pokazali lahko s polinomi x,
posredno vplivamo na odvisne polinomske ena¢be. Ce s polinomi x, ni mo¢ doseci Zelenih

rezultatov v odvisnih polinomskih ena¢bah, uporabimo opazovalnik (Teorem 5.8).
Ce mnozico vseh regulatorjev (5.56), ki rezultirajo k natanéno dologenim
karakteristicnim polinomom posameznih Diophantovih enacb, zapiSemo s pomocjo

polinomov 4, hitro ugotovimo, da s spremembo posameznega parametra polinoma A
vplivamo na mnozico spremenljivk regulatorja. Ob poljubnem spreminjanju polinomov 4,

pri cemer ne vplivamo na posamezne karakteristicne polinome, ni potrebno ponovno
reSevati posameznih Diophantovih enacb. Omenjen princip je tako ve¢ kot dobrodosel v
primeru optimizacije frekvencnih karakteristik S 0z. T, saj je v izrazih (5.129) in (5.130)
vsakokrat potrebno izracunati le nov $tevec, imenovalec ostaja ves €as nespremenjen.

Ce povzamem lahko problem meSane obéutljivosti obravnavamo na dva razli¢na
nacina in sicer s strukturo regulatorja (5.56), ki rezultira k splo$ni obliki zaprtozancnih
enacb in je tako potrebno posledi¢no enacbe resiti le prvi¢ vse naslednje reSitve so
definirane s splosno obliko (5.57). To pomeni, da v procesu optimizacije spreminjamo le
Stevee izrazov (5.129) in (5.130). Pri tem odvisne enacbe ostajajo nespremenjene. Drugi
pristop k optimizaciji temelji na spreminjanju polinomov «; s splosno obliko regulatorja
(5.82). Pri slednjem postopku je mo¢ v primeru neodvisnih Diophantovih enacb vedno
zagotoviti poljubne Kkarakteristicne polinome, v primeru odvisnih enacb pa ne.
Karakteristiéne polinome neodvisnih enacb lahko tako poljubno izberemo, na odvisne

enacbe lahko posredno vplivamo s prostimi polinomi « .

5.7 Analiza napake zakasnitev

Analiza napake pri ocenitvi vrednosti zakasnitev v sistemu je seveda zelo

pomembna, saj lahko tako kot druge anomalije v sistemu povzroc¢i nestabilnost. ZapiS§imo
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zaprtozanéne enacbe (5.54) za sistem prvega reda ter regulator z eno zakasnitvijo ob

upostevanju napake pri oceni zakasnitve Az .

2° AR, +B,P,

1+A7 R

‘. AR (5.139)
z  AR+BR

ZZiAT A_Rl

Kot vidimo je posledica zakasnitve v formuliranju dodatnih zakasnjenih ¢lenov v
karakteristi¢nem kvazi-polinomu. Ce se osredoto¢imo na Teorem 5.9 ugotovimo, da
morajo biti ojacenja zakasnjenih ¢lenov ¢im manj$a oz. posledi¢no ojacenja regulatorja. To
je Se posebej pomembno v primeru, kjer posamezni polinomi $tevca oz. imenovalca ne
nastopijo skupaj v isti enacbi. Kot je to v primeru druge in Cetrte enacbe v izrazu (5.139).
Za isti primer zapiSimo $e sistem enacb (5.95) z upostevanjem napake pri oceni zakasnitve

AT

z° Ao - Ko
yA A . (5.140)
z -K;

Podobno kot v primeru polinomske sinteze, dobimo tudi v primeru regulatorja v
prostoru stanj dodatne zakasnjene ¢lene, na katere ni mo¢ v celoti vplivati. Kot vidimo na
polinom A ne moremo neposredno vplivati z regulatorjem K, , saj ima drugacno
zakasnitev od sistema.

Analizo robustnosti sistema na majhne spremembe zakasnitev bomo opravili
numeri¢no v smislu postopnega spreminjanja zakasnitev sistema ter nadzorovanja skrajno

desnih lastnih vrednosti zaprto zan¢nega sistema.

5.8 Zakljucne ugotovitve

Poglavje temelji na splosni predstavitvi obravnave sistemov z zakasnitvami ter na

predstavitvi lastnih rezultatov polinomske sinteze za sisteme z zakasnitvami. Uvodoma
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natan¢no obravnavamo postopek reSevanja Diophantove enacbe ter podamo dolocene
lastne ugotovitve pri resevanju enacbe in izbire prostih parametrov, ki temeljijo na
postopku reSevanja linearnega sistema enacb.

V nadaljevanju natan¢no obravnavamo ter primerjamo dve razli¢ni strukturi izbire
prostih polinomov in posledi¢no regulatorjev. Ena struktura je bila obravnavana v [73] in
[74] druga pa izvira iz sploS$ne reSitve Bezoutove identitete oz Diophantove enacbe.
Strukturi natan¢neje obravnavamo za sisteme z eno notranjo zakasnitvijo, kjer podamo
Stevilne lastnosti pri postopku reSevanja enacb ter splosne reSitev enacb in strukture
regulatorjev. Strukturo regulatorja [73] in prostih polinomov izpeljemo v splosnejsi obliki s
¢imer dobimo jasno primerjavo s strukturo regulatorja, ki izvira iz sploSne reSitve
Diophantove enacbe.

V poglavju obravnavamo tudi opazovalnik s pomocjo katerega predlagamo reSitev
polinomske sinteze za sisteme z zunanjimi in notranjimi zakasnitvami. ReSitev temelji na
kompenzaciji izkljuéno tistih zakasnjenih ¢lenov v karakteristicnem kvazi-polinomu, ki so
posledica le neresljivih Diophantovih enacb in se tako bistveno razlikuje od klasi¢ne
uporabe opazovalnika, kjer se kompenzirajo vsi zakasnjeni Cleni.

V nadaljevanju se ukvarjamo s kompenzacijo transportne zakasnitve s pomocjo
opazovalnika, kjer predlagamo uporabo Stevilnih kaskadnih opazovalnikov s pomodjo
katerih lahko stabiliziramo kaskado opazovalnikov, medtem ko v primeru le dveh
kaskadnih opazovalnikov [112] to ni mogoce.

Na koncu poglavja predlagamo Se postopek ustrezne izbire karakteristicnega kvazi-
polinoma, ki temelji na podlagi produkta klasi¢nega polinoma in kvazi-polinoma. Na
takSen nacin lahko transparentno nacrtamo poloZaj lastnih vrednosti v zaprti zanki, saj z
izbiro ustreznega polinoma izberemo ustrezne dominantne lastne vrednosti, preostale
lastne vrednosti, ki so posledica kvazi-polinoma pa izberemo tako, da se v kompleksni

ravnini nahajajo dovolj levo od dominantnih.
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6 Primer sinteze regulatorja za sistem z dvema zakasnitvama

Predstavljene in obravnavane postopke bomo aplicirali na zanimivem prakti¢nem
primeru rolkarja na pomi¢nem polkroznem grebenu (Slika 6.1), ki je bil obravnavan v
[111]. V tem primeru gre za tipiCen nestabilne sistem balansiranja, ki je podoben

inverznemu nihalu.

6.1 Model objekta

S servomotorjem vplivamo na nagib klanca in posledi¢no ohranjamo polozaj rolkarja
na vrhu klanca. Pospeseno gibanje rolkarja na klancu izrazimo v odvisnosti od kotov
¥ + ¢, moé servomotorja je P . Ce v sistemu zanemarimo trenje gibanje rolkarja zapisemo
s prenosno funkcijo:

G(s) = w(s) _ : /Ie‘S: _
p(s) s"—user”
kjer je 2=0.2, u=1, 7,=7,+03s=04s, r,=0.1s. Zakasnitvi sta posledica

(6.1)

zakasnjenega odziva rolkarja 7, ter zakasnjenega odziva servomotorja z,.

19
[=
W Servo

Slika 6.1 Rolkar na pomi¢nem grebenu [111]

Zapisimo sistem v prostoru stanj (5.1) v spoznavnostni normalni obliki (5.10):

107



Robustna polinomska sinteza regulatorja za sisteme z zakasnitvami

0100 00 0 O
oo 10l |00 00O
AO_0001’A1_oooo’
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- (6.2)
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Slika 6.2: Poli prenosne funkcije (6.3)

6.2 Kompenzacija transportne zakasnitve

Sistem (6.1) vsebuje zraven notranje zakasnitve z, tudi vhodno/izhodno transportno
zakasnitev 7, . Za polinomsko sintezo (Teorem 5.3 in Teorem 5.7) za ustrezno

konstrukcijo polinomskih Diophantovih enacb potrebujemo tudi informacijo o izhodnem

ne zakasnjenem stanju x . Predpostavimo, da izhodnega ne zakasnjenega stanja ni moc

meriti in je na voljo le zakasnjeno stanje. Tako je potrebno nacrtati stabilen opazovalnik

108



Robustna polinomska sinteza regulatorja za sisteme z zakasnitvami

sistema (6.2). Z upostevanjem izraza (5.101) nacrtamo stabilen opazovalnik. S pomocjo
diferencialne evolucije [81] lahko enostavno dolo¢imo ustrezno ojacenje opazovalnika ob
sprotnem nadzorovanju skrajno desnih lastnih vrednosti s pomocjo algoritma (Algoritem
4.3). Cilj diferencialne evolucije je izbrati takSna ojacenja opazovalnika, da pole sistema
(5.101) pomaknemo ¢im bolj na levo.

Opazovalnik (5.101) smo v 200-tih iteracijah diferencialne evolucije stabilizirali s
skrajno desnim polom v %(s,) =-0.85.

Na podoben nacin lahko stabiliziramo opazovalnik, ki ga definira Predpostavka
5.22. Izberemo S§tiri kaskadne opazovalnike, kjer je stabilizacija prvega opazovalnika
trivialna, vse naslednje opazovalnike stabiliziramo z diferencialno evolucijo. V tem
primeru nam je po 200-tih iteracijah uspelo premakniti prvi pol v R(s,) =-3.73.

Opazovalnik lahko nac¢rtamo tudi z znizano strukturo, saj izhodno zakasnjeno stanje
merimo. Tak$na struktura opazovalnika, ki je predstavljena v [111], posledi¢no rezultira k
zaprtozanCni strukturi brez zakasnjenih clenov, kar bistveno poenostavi nacrtovanje

opazovalnika.

6.3 Karakteristi¢ni kvazi-polinom

Z uporabo opazovalnika formiramo ustrezen izhod iz sistema in tako modificiramo
povratno zanko sistema tako, da dobimo ustrezno obliko zaprtozanénih polinomskih enacb.

Iz opazovalnika peljemo na vhod zadnji dve stanji x in x,, torej dobi izhodna matrika

obliko ,C;=1 1 0 O .Prenosno funkcijo sistema zapisemo:

w(s) s+10+1e* B,+B,z*
G(s) = T 2,5, ’
p(s) s —use” A +Az

Kjer transportno zakasnitev 7, izrazimo kot veckratnik notranje zakasnitve 7, ter

(6.3)

zapiSemo Z=€"",
Izhodno matriko smo zbrali tako, da je Stevec prenosne funkcije tako kot imenovalec

tipa RFDE. Zapisemo zaprtozancni sistem enacb:
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o

AR, +B,R, = Cd,o

' AR +BP =Cy, - AR,

AR, +BP, =Cy, - AR,

AR; +B,P, :Cd,3 - AR,

) AR, +BP, =C, .~ AR -B,R (6.4)
’ AR, +B,R = Cdx,s

B,P, =Cus

B,P, =Cy

B,P, =Cdx,8

N

w

~ (2]

N N N N N N N N N
[ec]

kjer so C,, kvazi-polinomi, ki jih ni mo¢ neposredno izbrati.

ZapiSemo Se sistem polinomskih enacb z upoStevanjem prostih polinomov A

(Predpostavka 5.8).
z’ A (Ry =ByAy) + By (R + Ady) =Cy
z AR —By4) + By (R + Ak + Ad) =Cyy — ARy —By4y)
z AR, —By4,) + By (P, + A, + A4) =Cy , —A(R - By 4)
z’ AR~ By &) + By (P + A + AL) =Cy s —A(R, — By 4y)

24 AO(R4 - B0/14 - BM-O) + Bo(P4 + Ao/14 + Aiﬂ’&) = Cd,4 - Ai(RS - Boﬂs) - B4(Po + A\)ﬂ-o) (6'5)
z A (=B, 4)+ A(R, =By, —By4) + By (A4,) + By (R + Ay + Ad) =Cyy 5
VA

i A (=By4) + A(-B,4) +B, (P + Ayt + A4) =Cyy
Z’ Ab(_BMa)'*'Ai(_BMQ)"'BA(Ps"'Aoﬂa"'AMz)ZCde
z° A (=B, 2,)+ A(=B,4) + B, (P, + Ak + A4;) =Cyy

Karakteristi¢ni polinom izberemo na podlagi rezultata predpostavke (Predpostavka
5.24), kjer karakteristicni kvazi-polinom zapisemo v obliki produkta polinoma in kvazi-

polinoma prvega reda z vsemi preostalimi zakasnitvami (5.124).

C, =c(s)c, (s) = (s® +32s +761s® +9990s° +92559s* +495928s® +1.36-10°s? (6.6)
+1.73-10°s+7.83-10°)(s + 4.5+0.1(z' -2 +2* - 72* + 2 - 2° + 2" - %)) o

Vrednosti ¢lenov z zakasnitvami v kvazi-polinomu c, (s) izberemo dovolj majhne ter
dovolj hiter pol v kvazi-polinomu, da so posledi¢no poli kvazi-polinoma c,(s) v

kompleksni ravnini levo od polov C(S) in imajo zanemarljiv vpliv na celotno dinamiko
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(Slika 6.4). Ce predpostavimo neskonéno majhne zakasnitve v kvazi-polinomu, dobimo

polinom s+4.5, ki je zelo pomemben pri dinamiki.

Stopnic¢ni odziv
1 —_—
/ —
08 - ﬁ CZ -
/ *
‘\ | / c*c,
| /’
8 0.6 ] .
2 | /
= |
< 0.4 T /n‘ -
“‘ /
0.2 1
6 8 10

ot
2 4
Cas (seconds)

Slika 6.3: Stopni¢ni odziv karakteristicnega kvazi-polinoma

Poli karakteristiCnega polinoma

150
100 -
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N

50 ~

-100 -

B

Slika 6.4: Poli izbranega karakteristicnega kvazi-polinoma

Neresljive polinomske enacbe v sistemu (6.4) razreSimo s pomocjo opazovalnika
zaprtozanénega sistema s sistemskimi matrikami v vodljivostni normalni obliki oz. s
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pomocjo rezultata (Teorem 5.8). Kot je razvidno so zadnje 4 enacbe neresljive, saj so
odvisne izklju¢no od resitev prejSnjih polinomskih enacb. Za opazovalnik zaprtozancnega
sistema uporabimo klasi¢en opazovalnik (5.91). Stabilizacija zaprtozan¢nega opazovalnika
v tem primeru ni problemati¢na, saj smo z opazovalnikom sistema ze predhodno razresili
problem transportne zakasnitve ter tako posledi¢no z ojacenji opazovalnika neposredno
vplivamo na matriko brez zakasnitev.

Kot bomo ugotovili odvisne polinomske enacbe zanemarljivo vplivajo na
zaprtozan¢ne lastnosti. Tako v tem primeru ne bo potrebno nacrtati zaprtozancnega

opazovalnika in kompenzatorja.

6.4 Optimalni regulator po principu problema mesane obcutljivosti

S prostimi polinomi A ne vplivamo na spremembo karakteristicnega kvazi-polinoma
temve¢ le na spremembo Stevca zaprtozan¢nega sistema. Glede na izbrano stopnjo
karakteristicnega kvazi-polinoma velja degA4,=1degA4 =0,i=1,..,4 Vrednosti A

uporabimo za optimizacijo obcutljivosti in komplementarne obcutljivosti pri obravnavi

problema mesane obcutljivosti (3.24).

s _ A(R-B2) _

AR +BP 6.7)
_(A+A)R+R+R +R+R, = (B, +B) (A + 4+ 4L + A4 +4,))
B AR + BP
T B(P+ A1) _

AR +BP (6.8)
_(By+B)(R+PR+R+R+P+(A+A) (AL +A4+A4 +4+4))
B AR +BP

Postopek optimizacije izvedemo s pomocjo diferencialne evolucije tako, da v

procesu optimizacije minimiramo normi izrazov:

T, <7 A[SAW,|, <r.7 <1. (6.9)
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Izberemo utezi W, in W, s katerima Zelimo omejiti obcutljivost in komplementarno
obcutljivost (Slika 6.5).
WL = 10™*s+23.09

! s+11.55 (6.10)
, 2s+35-.10"
Wt=22 2
s+3.46

Po 50-ih iteracijah diferencialne evolucije dobimo suboptimalno resitev regulatorja

za y =0.854 z naslednjimi vrednostmi prostih polinomov:

J, = 26275 +7639, 4, = 6005, 1, =1820

6.11
Jy =844, 1, =492 (611

Bodejev diagram

o
o

-100 -
-150 -
-200-

Magnituda (dB)

180

-180+
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-360

'540 = L r r -
10° 10° 10°
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Slika 6.5: Utezi, obc¢utljivost ter komplementarna ob¢utljivost

Slika 6.5 prikazuje izbrane utezi, obcutljivost S ter komplementarno obcutljivost T,

zaprtozanénega sistema (6.4). Lahko opazimo, da se obcutljivost in komplementarna
obcutljivost zaprtozanénega sistema (6.4) in sistema s predvidenim zaprtozanénim

karakteristicnim polinomom (6.6) razlikujejo zanemarljivo. To pomeni, da zakasnjeni ¢leni
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v zaprtozan¢nem sistemu, ki jih ni mo¢ poljubno nacrtovati v tem primeru zanemarljivo

vplivajo na lastnosti sistema in jih tako posledi¢no ni potrebno kompenzirati.

6.5 Robustnost sistema na spremembe zakasnitev

Robustnost sistema na spremembe oz. morebitne napacne cene zakasnitev smo
analizirali s transparentnim preverjanjem robustnosti na doloceni ravnini tock, ki smo jo
dobili s spreminjanjem posameznih zakasnitev. Najprej smo preverili robustno stabilnost

sistema ob spreminjanju zakasnitev z, +d, in z, +d,. Kot je razvidno (Slika 6.6) sistem

ostane stabilen tudi pri ve¢jih spremembah zakasnitev.

Vrednost skrajno desnega pola v odvisnosti od sprememb zakasnhitev

Y g,
% ul,,,

',,,"
2%
»ll'l 2 ‘l 41':’4
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Slika 6.6: Vrednost skrajno desnega pola v odvisnosti od sprememb zakasnitev
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Kot ugotovimo (Slika 6.7 in Slika 6.8) ostane sistem znotraj z utezmi zacrtanih meja

IT(d,, d,)W,| <1A|S(d,,d,)W,| <1 tudi v primeru spremembe zakasnitev. Problem

ostaja znotraj predpostavljenih meja, ¢e veljad, =d, <0.5.

6.6 Zakljucne ugotovitve

V primeru smo predstavili postopek sinteze regulatorja za sistem z eno notranjo in
eno vhodno/izhodno transportno zakasnitvijo. Izbrali smo wustrezen zaprtozancni
karakteristi¢ni kvazi-polinom s katerim smo dosegli zelo dobro obnasanje sistema tudi v
primeru motenj, tako v sistemu (Slika 6.5) kot v zakasnitvah (Slika 6.6, Slika 6.7, Slika
6.8). Kot smo ugotovili so lastnosti sistema s postavitvijo ustreznih utezi zagotovljene tudi
v primeru doloCenih sprememb posameznih zakasnitev. Te lastnosti so zelo odvisne od
sistema in ustrezne izbire zaprtozancnega karakteristiCnega kvazi-polinoma. V naSem
primeru smo karakteristi¢ni kvazi-polinom izbrali na podlagi izkugenj. Ce izbran kvazi-
polinom ne zagotavlja Zelenih lastnosti oz. robustnosti, moramo postopek izbire kvazi-
polinoma ponoviti. Kot smo ugotovili v predstavljenem primeru je bil vpliv odvisnih
polinomskih enacb zanemarljiv tako na robustnost kot na obcutljivost. Posledi¢no ni bilo
potrebno nalrtati zaprtozannega opazovalnika in kompenzatorja. S tem se ponuja

zanimiva aplikacija prostih polinomov «; (Teorem 5.6 in Teorem 5.7), ki je Se nismo

neposredno izpostavili, namre¢ za optimizacijo odvisnih polinomskih enacb v smislu

zmanjS$anja njihovega vpliva na zaprtozancne lastnosti.
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[ Zakljucek

V delu smo se ukvarjali z robustno sintezo regulatorja za sisteme z notranjimi,
izhodnimi ter vhodno/izhodnimi transportnimi zakasnitvami. Sinteza regulatorja temelji na
reSevanju sklopa polinomskih enacb, ki definirajo zaprtozan¢ni karakteristicni kvazi-
polinom. Kot smo ugotovili, je moc¢ le nekaj polinomskih enacb resiti neodvisno, preostale
enacbe so odvisne od resitev prej$njih enacb. To pomeni, da z ustreznim regulatorjem, Ki
ga dodamo pred sistem ni mozno nacrtati poljuben zaprtozancni sistem z zakasnitvami
tako, kot je to v primeru polinomske sinteze za sisteme brez zakasnitev. Za resitev tega
problema smo v delu predlagali uporabo dodatne strukture zaprtozancnega opazovalnika s
katero lahko vplivamo na poljuben koeficient kvazi-polinoma. S tem lahko za poljuben
obravnavan sistem izberemo poljuben zaprtozancni kvazi-polinom. Posebno strukturo
kaskadnih opazovalnikov smo uporabili tudi za kompenzacijo transportnih zakasnitev.
Taksna uporaba opazovalnika tako omogoca uporabo polinomske sinteze tudi v primeru,
¢e S0 Vv sistemu prisotne transportne zakasnitve.

Za izbiro zaprtozan¢nega karakteristicnega kvazi-polinoma smo predlagali
poenostavljen postopek, ki temelji na logeni izbiri polinoma in kvazi-polinoma z vsemi
zakasnitvami. TakSen postopek je transparenten in predstavlja loceno naértovanje
dominantnih polov ter vpliva zakasnitev. V primeru izbire ustreznega kvazi-polinoma so
seveda zelo pomembne lastne vrednosti le tega. V ta namen smo v tem delu razvili
ucinkovit algoritem za izracun le nekaj skrajno desnih lastnih vrednosti sistema, ki temelji
na samodejni dolocitvi obmocja izracuna korenov kvazi-polinoma ter samodejni dolocitvi
Stevila diskretizacijskih to¢k. V primeru izbire velikega Stevila diskretizacijskih tock oz.
Sirokega obmocja izraCuna korenov dobimo namre¢ veliko Stevilo lastnih vrednosti
sistema, kar je racunsko potratno. V primeru dolocitve stabilnosti sistema na primer
zadostuje ze informacija 0 legi skrajno desne lastne vrednosti sistema.

V delu smo se ukvarjali tudi z zagotovitvijo robustnosti zaprtozanc¢nega sistema. V ta
namen smo uporabili problem meSane obcutljivosti oz. metriko ||||w Posebno pozornost

smo namenili tudi obravnavi robustnosti sistema na spremembe zakasnitev, ki smo jo

izvedli numeri¢no s kontinuiranim pomikanjem posameznih zakasnitev in sprotnega
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spremljanja skrajno desnih lastnih vrednosti. V smislu izbire ustreznega sub-optimalnega
regulatorja, ki zagotavlja dolocene lastnosti sistema smo podrobno predstavili in raziskali
vpliv prostih polinomov, ki jih lahko uporabimo bodisi za optimizacijo kvazi-polinoma
bodisi za optimizacijo robustnosti zaprtozancnega sistema.

V delu smo se osredotoCili na Stevilne postopke sinteze regulatorja za Sisteme z
zakasnitvami, vendar so doloceni postopki racunsko izjemno kompleksni in bi jih bilo
vsekakor potrebno izboljsati. Postopek izbire karakteristicnega kvazi-polinoma je zelo
kompleksen, saj ¢e zelimo izbrati kvazi-polinom, Ki je robusten tako na motnje v sistemu
in v zakasnitvah je potrebno le to pri postopku izbire kvazi-polinoma ves ¢as preverjati.
Postopki postanejo obcutno kompleksnejsi tudi v primeru sinteze regulatorjev visjih redov.
Tako je za izraCun lastnih vrednosti sistema z velikim Stevilom zakasnitev potrebno visoko
Stevilo diskretizacije. V tem primeru bi bila ve¢ kot dobrodosla paralelizacija algoritma in
izvedba algoritma na grafi¢cnem procesorju. Paralelizacija algoritmov bi bila smiselna tudi
v primeru postopkov uporabe diferencialne evolucije. Zraven optimizacije uéinkovitosti
algoritmov je mozno nadaljnje delo okarakterizirati tudi v smeri izboljSave teorije pri izbiri

ustreznega kvazi-polinoma z uporabo mejnega teorema.
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doktorata znanosti, in ocenila, da je predlagana tema ustrezna, sprejel pozitivno mnenje in poslal predlog
teme doktorske disertacije s predlogom mentorja v odobritev Senatu univerze.

Senat Univerze v Mariboru je po prouc1tv1f»vlog*e i now dolodil Statuta Univerze v Mariboru sprejel
svojo odloCitev o predlagani temw doktorske disertacije in imenoval mentorja, kot izhaja iz izreka.

Pouk o pravnem sredstvu:
Zoper ta sklep je mozna pritozba na Senat Un

Obvestiti:
1. Kandidata.
2. Fakulteto.

3. Arhiv.
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