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V diplomskem delu je predstavljen Jordan - Holderjev izrek na strukturi modulih.
Na zacetku so na kratko predstavljeni osnovni pojmi kolobarjev, idealov in modulov.
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predstavljen Jordan - Holderjev izrek, ki ga dokazemo na dva razli¢na nacina. Pri
prvem nacinu si pomagamo s pomocjo pojma dolzina modula, medtem ko se pri
drugem nac¢inu dokazovanja opremo na Schreierjev izrek.
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2012.

Abstract

In graduation thesis the Jordan - Holders theorem on modules is presented. At
the begining we introduce the basics of rings, modules and ideals. Next we consider
the chain conditions, exact sequence and composition series, which are nessesery to
understand the hole thesis. In the end part of the thesis we present the Jordan -
Holders theorem, which we can prove on two different ways. In the first way we
help ourselves with the definition of length, and in the second way we depend on
Schreiers theorem.
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Poglavije 1
Uvod

Diplomsko delo obsega uvodno in Se tri poglavja. Osrednja tema diplomskega dela

je Jordan - Holderjev izrek na strukturi modulov.

V drugem poglavju predstavimo ze znane osnovne pojme iz algebre. Predstav-
ljeni so kolobarji, ideali in moduli, njihove lastnosti in primeri, ter osnovni izreki, ki

so potrebni za razumevanje nadaljnih poglavij.

V tretjem poglavju se seznanimo z veriznimi pogoji, eksaktnimi zaporedji in
kompozicijskimi vrstami. Pri veriznih pogojih se ukvarjamo z artinskimi in noether-
skimi kolobarji, maksimalnimi in minimalnimi pogoji ter njihovimi lastnostmi in
povezavami. Za lazje razumevanje artinskih in noetherskih kolobarjev so podani
tudi zgledi. Jordan - Holderjev izrek je lahko formuliran, ko je opredeljen pojem
kratkih eksaktnih zaporedij, ki pa je zaporednje modulskih homomorfizmov. Pri
kompozicijskih vrstah podamo definicijo normalne vrste, kaj so to faktorji, dolzina

vrste ter kaj pomeni nadaljevanje vrste.

Ce ima grupa kompozicijsko vrsto, potem sta poljubni dve njeni kompozicijski
vrsti izomorfni. Camille Jordan in Otto Holder sta raziskovala grupe v povezavi s
problemom regljivosti enacb z radikali (Galoiseva teorija). Jordan je predstavil, da
so indeksi dveh vrst enakega tipa (to so indeksi podgrup) enaki, razen njihovega
reda. Z drugimi besedami, bilo je dokazano, da je zaporedje redov kvocientov dveh
kompozicijskih vrst enako do permutacije. Holder je dokazal, da so ustrezni faktorji
izomorfni. Schreier je dokazal mocnejso trditev: Vsaki dve normalni vrsti poljubne
grupe imata izomorfno nadaljevanje. Jordan-Holderjev izrek je bil prav tako dokazan
za grupe z operatorji, od koder sledi analogen izrek za invariantne in popolnoma
neodvisne vrste. Kasnejse posplositve so Sle v ve¢ smeri, Jordan - Holderjev izrek je

bil razsirjen na vrste idealov v kolobarjih in druge algebrai¢ne strukture.



Cetrto poglavje vsebuje dokaz Jordan - Holderjev izreka, ki pravi, da sta dve
poljubni kompozicijski vrsti ekvivalentni. Ta izrek dokazemo na dva nac¢ina. Pri
prvem nacinu si pomagamo z definicijo dolzine.modula po analogiji z dimenzijo
vektorskega prostora. Vpeljemo lastnosti dolzine levega K-modula in definiramo
stevilo d(M) kot dolzino maksimalne verige podmodulov modula M. Potem na
podlagi treh primerov dokazemo izrek. Pri drugem nac¢inu, moramo najprej vpeljati
Zassenhausovo lemo, da lahko dokazemo Schreierjev izrek, na katerega se moramo
opreti, da lahko dokazemo Jordan - Holderjev izrek, namre¢ Jordan - Holderjev izrek

je posledica Schreirjevega izreka.



Poglavje 2

Osnovni pojmi

V tem poglavju bomo navedli nekatere ze znane pojme iz algebre. Omejili se bomo
le na tiste osnovne pojme kolobarjev, idealov in modulov, ki jih bomo potrebovali v

nadaljevanju.

2.1 Kolobarji in ideali

Kolobar je ime za algebrsko strukturo, v kateri je mozno brez omejitev sestevati,

odstevati in mnoziti. Oznaka: (K, +, ).

Definicija 2.1 Kolobar je neprazna mnoZica K skupaj z binarnima operacijama
+:KxK—Kin-:KxK— K, za kateri velja

(i) komutativnost sestevanja: a +b =0+ a za vse a,b € K;

(i1) asociativnost sestevanje: a + (b+ ¢) = (a+b) + ¢ za vse a,b,c € K;

(iii) obstaj nevtralnega elementa za sestevanje: a + 0 = a za vsak a € K;

(iv) obstoj nasprotnega elementa: a + (—a) =0 za vsak a € K

(v) asociativnost mnoZenge: a(bc) = (ab)c za vse a,b,c € K;

(vi) distributivnost: za vse a,b,c € K velja
alb+c¢)=ab+ac in (a+0b)c=ac+ be.

Zaradi lastnosti (i)-(iv) je kolobar K Abelova grupa za sestevanje. Kolobar K je
komutativen, ¢e je mnozenje komutativno, torej ab = ba za vse a,b € K. Center
kolobarja je mnozica tistih elementov, ki komutirajo z vsakim elementom iz kolobarja
K

Z (K)={ce K|ca = ac za vsak a € K}.

Nevtralni element za mnozenje (e seveda obstaja) imenujemo enota kolobarja ali

identiteta kolobarja. Oznacujemo ga s simbolom 1; torej velja la = al = a za
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vsak @ € K. Element a € K imenujemo (levi) delitelj nica, ¢e je ab = 0 za neki
b+# 0 € K. Kolobar K je cel kolobar, ¢e nima pravih deliteljev nica; torej iz ab = 0
sledi @ = 0 ali b = 0. V celih kolobarjih velja pravilo krajsanja; ¢e je ab = ac in

a # 0, potem je b = c.

Element b € K je desni inverz elementa a € K, ¢e je ab = 1. V tem primeru je
tudi a levi inverz elementa b. Element, ki je hkrat levi in desni inverz elementa a,
imenujemo inverz elementa a in ga ozna¢imo z a~!(t.j. aa~! = a~'a = 1). Element
a je obrnljiv, ¢e obstaja inverz a~'. Vpeljimo K* = {a € Kla obrnljiv}. Ocitno je
K* grupa, ki se imenuje grupa vseh obrnljivih elementov kolobarja /K. Kolobar K

z enoto 1 # 0 imenujemo obseg, ¢e je vsak njegov nenicelni element obrnljiv (t.j.
K* = K\{0}).

Podmnozica K’ kolobarja K je podkolobar, ¢e iz x,y € K'sledi z+y, —x,xy € K'.
Torej , ¢e je K’ za isti operaciji tudi sama kolobar. Algebra A = (A, +, , -) je kolobar
(A, 4+, %), ki je hkrati vektorski prostor (A, +,-) nad komutativnim obsegom F.

Naj bosta K in K’ kolobarja. Preslikavi ¢ : K — K’ pravimo homomorfizem

(kolobarjev), ¢e za vse x,y € K velja

plz+y)=p@) +ply) in  pley)=e@)- ey)

Bijektivni homomorfizem se imenuje izomorfizem. Kolobarja K in K’ sta si izomorfna,
¢e med njima obstaja izomorfizem ¢ : K — K’. Endomorfizem je homomorfizem, ki
slika iz kolobarja K vase. Avtomorfizem je bijektivni endomorfizem, monomorfizem
je injektivni homomorfizem in z epimorfizmom oznacujemo surjektivni homomor-

fizem. Naj bo ¢ : K — K’ homomorfizem, tedaj je jedro homomorfizma mnozica
kero ={zr € K|p(z) =0} C K
in slika homomorfizma ¢ je mnozica
imp = {p(x)|z € K} C K.

Ideal (tudi ideal kolobarja) je v teoriji kolobarjev posebna podmnozica kolobar-
jev. Podmnozica L kolobarja K je levi ideal kolobarja K, ¢e velja:

(i) L je Abelova grupa za sestevanje (t.j. Yu,v € L:u+v € L),

(ii) za vsak x € K in za vsak u € L je zu € L.
Podobno definiramo desni ideal D, le da v tocki (ii) zahtevamo DK C D. Podmno-

zica I C K, ki je hkrati levi in desni ideal, se imenuje ideal kolobarja K. Neposredno
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z racunom lahko preverimo, da je jedro vsakega homomorfizma ker ¢ ideal kolobarja
K.

Naj bo I ideal kolobarja K, ¢e v mnozico vseh odsekov
K/I ={z+ Iz € K}
vpeljemo sestevanje in mnozenje takole:

(+D)+@y+1)=(r+y)+1,
(z+Dy+1)=ay+1,

postane K /I kolobar. Kolobar K/I imenujemo kvocientni ali faktorski kolobar.
Preslikava ¢ : K — K/I, definirana s predpisom ¢(z) = 2 + I je homomorfizem
kolobarjev. To sledi iz definicije sestevanja in mnozenja v K/I. Homomorfizem ¢

imenujemo kvocientna preslikava ali kvocientni homomorfizem.

Naj bo S C K. Zaradi enostavnosti, naj bo 1 € K. Najmanjsi levi ideal

kolobarja K, ki vsebuje mnozico S, se imenuje levi ideal generiran z S in je enak
KS ={z181 + 2252 + ... + Tpsu|z; € K, 5, € S,n € N}
Podobno je desni ideal kolobarja K generiran z mnozico S enak
SK ={s121 + sox2 + ... + spxys|z; € K, s; € S;n € N}
in (dvostranski) ideal generiran z S je
KSK = {z15101 + ... + TpSpyn|zi,yi € K, s, € S,n € N}.

Ideal generiran z enim samim elementom imenujemo glavni ideal. Ce je K komuta-

tiven kolobar z enoto, je vsak glavni ideal oblike
aK = {azx|z € K}.

Obicajna oznaka za glavni ideal generiran z elementom a je (a).

Kolobar K z netrivialnim mnozenjem imenujemo enostavni kolobar, Ce sta nje-
gova edina (dvostranska) ideala 0 in K. Levi ideal M kolobarja K je maksimalni
levi ideal, e M # K in Ce ne obstaja tak levi ideal L, da bi veljalo M C L C K.

Izrek 2.2 Naj bo I ideal kolobarja K. Preslikava m : K — K/I, podana z 7(k) =

k+ I, je surjektiven kolobarski homomorfizem z jedrom I.
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Dokaz. Dejstvo, da preslikava m ohranja sestevanje in mnozenje sledi iz definicije
seStevanja in mnozenja pri K/I. Homomorfizem 7 je surjektiven, saj je poljuben
odsek k + I slika k € K. Jedro je mnozica vseh k € K, tako da je w(k) = 0+ I,
nicelni element iz K/I. Ampak k + I = 0 + I natanko tedaj, ko je k € I. Torej je

jedro homomorfizma 7 enako 1. U

Izrek 2.3 Najbo f : K — S poljuben homomorfizem kolobarjev in naj bo N = ker f.
Potem je N ideal v K.

Dokaz. Vemo, da je 0 € N, torej N # (). Naj bosta a,b € N. Potem je f(a) =
f(b) = 0, tako da je f(a —b) = f(a) — f(b) = 0. Za poljuben k € K, f(ka) =
f(k)f(a) = f(k) -0 = 0. Podobno, f(ak) = f(a)f(k) = 0. Torej so a — b, ka in ak
tudi v K, zato je N ideal. O

Izrek 2.4 Najbo f: K — S poljuben homomorfizem kolobarjev z jedrom N. Potem
je f injektiven natanko tedaj, ko je N = (0).

Dokaz. Vemo, da je f(0) = 0. Ce je f(k) enak 0, potem je k = 0, saj je f injektiven.
Zato je N = (0).

Obratno, predpostavimo da je f(a) = f(b). Potem je f(a—b) = f(a)— f(b) =0,
torej a —b € N = (0), zato je a — b =0 in a = b, torej je f injektiven. O

Kadar je f : K — S surjektivni homomorfizem, re¢emo da je S homomorfna slika
kolobarja K. V naslednjem izreku bomo vidli, da vsak surjektivni homomorfizem
res deluje kot K — K/I.

Izrek 2.5 (Osnovni izrek o izomorfizmih) Naj bo f : K — S surjektioni ho-
momorfizem kolobarjev z jedrom N. Potem je kvocientni kolobar K/N izomorfen

kolobarju S.

Dokaz. Definirajmo preslikavo ® : K/N — Sz ®(k+N) = f(k). Preveriti moramo,
da je ® dobro definirana. Predpostavimo, da je k+ N =t+ N; potem je k —t € N,
tako da je f(k) = f(k—t+t) = f(k—t)+ f(t) =0+ f(t) = f(t). Torej je & dobro

definiran. Zdaj se preverimo, da je ® homomorfizem:

S((E+N)+(t+N))=®((k+1t)+N)
fk+1t)=f(k)+ f(t)
o

(k+ N) + ®(t + N)
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n

O((k+ N)(t+ N))

o((kt) + N)

f(kt) = f(k)f(t)
O(k+ N)D(t + N)

Za poljuben s € S vemo, da je za nek k € K z f(k) = s in zato je ®(k + N) = s.
S tem smo pokazali, da je ® surjektiven. Da vidimo, da je ¢ injektiven, moramo
pokazati, da je ker & enako ni¢ v K/N: ¢e je ®(k + N) = 0, potem je f(k) = 0,
torej k € N, zato je k + N = 0+ N. S tem smo dokazali, da je & : K/N — S

izomorfizem. O

2.2 Moduli

Definicija modula je formalno enaka, kot definicija vektorskega prostora, le da vlogo

skalarjev zamenjajo elementi poljubnega kolobarja.

Definicija 2.6 MnoZica M je levi modul nad kolobarjem K (ali levi K-modul), ce

velja:
1. M je Abelova grupa za seStevanje +.

2. Definirana je operacija K x M — M, (x,m) — xm € M (modulsko mnoZenge),

za katero velja:
(x+y)m=xm+ym za vse x,y € K in vsak m € M,
x(m+n)=xzm+axn za vsak x € K in vse m,n € M,

(xy)m = x(ym) za vse x,y € K in vsak m € M.

Ce je K kolobar z enoto in velja tudi 1-m = m za vsak m € M, potem M imenujemo

enotski modul.
Primeri:
1. Vektorski prostor V' nad poljem F' je F-modul.

2. Vsaka Abelova grupa A je Z-modul, ¢e definiramo: n-a = a+---+a, 0-a = 0 in
(_n).&: —(al_i_..._'_a)‘

14



3. Naj bo L levi ideal kolobarja K. Potem levi ideal L lahko obravnavamo kot levi

K-modul, ¢e vzamemo za modulsko mnozenje kar obicajno mnozenje kl € L.

4. Spet naj bo L levi ideal kolobarja K. V mnozici vseh odsekov K/L = {k +

L|k € K} vpeljimo sestevanje in modulsko mnozenje:
(k+L)+(K+L)=(k+K)+L
k(K'+ L) =kk + L
za vse k, k' € K. S tem mnozica K/L postane levi K-modul.

5. Naj bo V' vektorski prostor nad poljem F' in K = End(V') kolobar linearnih
operatorjev vektorskega prostora V. Potem lahko vektorski prostor V' obrav-
navamo kot levi K-modul, ¢e definiramo:

Av = A(v) €V,

(A+ B)v = Av + Bu,

Alv+w) = Av + Aw,
(AB)v = A(Bv)

zavse v,w € Vinvse A, B € K.

Mnozica M je desni modul nad kolobarjem K (ali desni K-modul), ¢e velja:

1. M je Abelova grupa za sestevanje.

2. Definirana je operacija M x K — M, (m,z) — ma € M (modulsko mnozenje),
za katero velja:
m(z +y) =mz +my zavsez,y€ K in vsak m € M,
(m+n)xr =mz+nz zavsak x € K in vse m,n € M,
m(zy) = (mx)y za vse x,y € K in vsak m € M.

Na desni ideal D kolobarja K lahko gledamo kot na desni K-modul, ne pa tudi kot
levi K-modul. Bimodul nad kolobarjem K (ali K-bimodul) je levi K-modul, ki je

hkrati desni K-modul in v katerem velja
(xm)y = z(my) zavse z,y € K, m € M.
Primera
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1. Ce je I ideal kolobarja K, lahko na I gledamo kot na K-bimodul.

2. Ce je K podkolobar kolobarja R, lahko R obravnavamo kot K-bimodul (kr €
R,rk € R).

Vsak nenicelni levi K-modul ima vsaj dva podmodula, to sta M in nicelni pod-

modul 0.

Definicija 2.7 Nenicelni levi K-modul M, ki ima samo 0 in M kot svoja pod-
modula tmenujemo enostavni modul. Minimalni podmodul modula M je enostaven
podmodul modula M. Ustrezen podmodul modula M je maksimalni podmodul mod-
ula M, ¢e je katerikoli N’ podmnoZica M, tako da ¢e je N C N' C M, je N = N’
ali N' = M.

Iz definicije sledi, da je L minimalni levi ideal kolobarja K natanko tedaj, ko je

L enostaven levi K-modul.

Definicija 2.8 Naj bo N podmodul K-modula modula M in recimo, da je S podm-

nozica od N. Ce vsak element © € N lahko zapisemo kot
T =a121 + asxg + -+ + apTy,

kjer je x; € S in a; € K za vse i = 1,2,...n, potem recemo, da je S mnoZica
generatorjev od N oziroma, da je N generiran z S. Ce je N generiran z S, zapisemo

N =5 Kz in ko je S konéna mnoZica, pravimo da je N koncno generiran.

Vsak levi K-modul modula M ima vsaj eno mnozico generatorjev, namre¢ mnozico
M.

Ce je N podmodul modula M, lahko definiramo kvocientni modul M/N. Njegovi
elementi so odseki m + N, m € M, operaciji seStevanja in modulskega mnozenja

definiramo takole

(m+N)+(m' +N)=(m+m')+ N
z(m+ N)=xm+ N
za vse m,m’ € M in vsak = € K.

V nadaljevanju bomo uporabljali leve K-module, zato bomo pridevnik levi iz-

puscali. Podmnozica N modula M je podmodul modula M, ¢e je za isti operaciji
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N tudi sama modul. Ce sta M in M’ K-modula, potem preslikavo ¢ : M — M’

imenujemo (modulski) homomorfizem, e velja

o(m+n)=p(m)+ p(n) zavsem,n € M,
o(xm) = zp(m) za vsak z € K in vsak m € M.

Ce imamo podan modulski homomorfizem ¢ : M — N, je jedro ¢ mnozica:
ker o = {m € M|p(m) =0}
in slika od ¢ je mnozica:
imyp = {n € N|3m € M, p(m) =n}.

Z homy (M, M") ozna¢imo mnozico vseh modulskih homomorfizmov, ki slikajo iz M
v M'. Mnozico homg (M, M') opremimo s seStevanjem in mnozenjem z elementi iz

K

(f+9)(m) = f(m)+g(m) zavse f,g€homg(M M),
(xf)(m)==xf(m) zavsak f € homy(M,M') in vsak x € K

in tako postane K-modul.
Trditev 2.9 Ce je M K-modul, potem je homy (K, M) = M kot K-modul.

Dokaz. Najbo ¢ : homg (K, M) — M, tako da je ¢(f) = f(1). Potem je o(f+g) =

(f+9)(1) = f1)+9(1) = o(f) +¢(g) in p(af) = (af)(1) = fa) = af(1) = ap(f),
torej je ¢ modulski homomorfizem. Ce je f € ker o, potem 0 = o(f) = f(1) ocitno
implicira da je f = 0, torej je ¢ injektiven. Ce je z € M, potem je f, : K — M

definiran z f,(a) = ax homomorfizem in ¢(f,) = z. Torej je ¢ tudi surjektiven. [

Izrek 2.10 (Osnovni izrek o izomorfizmih) Naj bosta M in M' K-modula in

©: M — M' K-homomorfizem. Potem je
ker o = {m € M|p(m) =0}
K -podmodul modula M n
im ¢ = {p(m)|m € M}

je K-podmodul modula M’ in obstaja K-izomorfizem ® : M/ker ¢ — im @, tako da
je & (m + ker ) = ¢ (m) za vse m € M.
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Opomba. Podoben izrek velja za vektorske prostore: ¢e sta U in V' vektorska pros-
torain je f : V — V linearna preslikava, potem sta jedro in slika od f podprostora V'
in W in kvocientni prostor V/ker f je izomorfen im f. Izreku re¢emo tudi "Osnovni
izrek linearnih preslikav". Ker sta vektorska prostora izomorfna natanko tedaj, ko
imata enako dimenzijo in ker ni tezko pokazati da je dim(V/U) = dimV — dim U,
se trditev glasi dim V' = dim(ker f) + dim(im f).

Dokaz. Najprej pokazimo, da je jedro K-podmodul modula M. Ker je ¢ linearen,
je ©(0a7) = 0y in tako je 05 € ker . Ce sta my, my € ker @, potem je p(my+my) =
o(my) + @(mg) = 040 = 0, torej je my + ma € ker ¢ in sledi, da je ¢ zaprt za
sestevanje. Ce je m € ker ¢ in 2 € K, potem je ¢(zm) = zp(m) = 20 = 0 in sledi,
da je ker ¢ zaprt za mnozenje. Zdaj se dokazimo, da je im ¢ podmodul M’. Ce sta
ni,ng € im ¢, potem je n; = ¢ (my) in ny = ¢ (m2) za nekatere m; € M in ker je
ny +ne = @ (my) + ¢ (me) = @(my + my) sledi, da je im ¢ zaprta za seStevanje.
Podobno za zaprtost za mnozenje, ¢e je n = ¢ (m) € imp, potem imamo za vse
x € K, zn = p(xm) € im g in za vse 1) € K imamo ¥n = pp(m) = ¢p(ibm) € im p.
Torej je im ¢ podmodul M’.

Ker je ker ¢ podmodul M, kvocientni modul M/ ker ¢ obstaja. Moramo pokazati,
da je preslikava ® : M/ker ¢ — im ¢ dobro definirana, tako da je ®(m + ker ¢) =
v (m) za vse m € M. Zagotovo drzi, da je ¢ (m) € im ¢ za vse m, torej moramo
samo pokazati, da ¢e sta my,my € M, kjer je m; + ker ¢ = mqy + ker ¢, potem je
w(my) = ¢ (mg). Ampak to je oc¢itno: e je my + kerp = msy + ker ¢ potem je
my — mg € ker g, torej p(m; —ms) =0 1in ¢ (my) = ¢ (Mma).

Zdaj, ko smo videli, da je preslikava ® dobro definirana, nam ostane $e samo, da
pokazemo da je bijektivna in zaprta za seStevanje in mnozenje. Naj bosta m,n € M

in r € K, potem je:

O((m +kerg) + (n+kerp)) = ®((m + n) + ker ¢)
p(m+n) =@ (m)+¢(n)
O (m + ker @) + ®(n + ker ¢)

in
O (z(m + ker p)) = &(xm + ker p)

— p(am) = p(m)
= 2P (m + ker )
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podobno za ¢ € K :
O(p(m + ker p)) = ®(vm + ker ) = p(1vm) = pP(m + ker )

Surjektivnost ® je ocitna: po definiciji, je vsak element iz im ¢ oblike ¢ (m) =
®(m-+ker ) za nekatere m € M. Inkjektivnost: ce je ®(m;+ker ) = ®(ma+tker ),
potem je ¢ (my) = @ (m2), torej je p(my — mgy) = 0 in sledi, da je m; — ma € ker ¢

in zato je my + ker ¢ = mo + ker ¢. O

Izrek 2.11 (Drugi izrek o izomorfizmih) Ce sta M, in M, podmodula K -modula
modula M, tako da je My C Ms, potem je Ms /My podmodul M /M, in

(M/My)/(Ma/My) = M /M.

Dokaz. Enolicno pokazemo, da je My/M; podmodul M/M,;. Dalje, preslikava
@ : M/M; — M /M, podana z ¢(mq+ M) = mq+ M, je dobro definirana. Zagotovo
drzi, da ¢e je my+M; = mo+ Mo, potem je my—mg € My C My, torej p(mi+ M) =
my+ My = mg+ My = p(mo+ Ms). Dalje, z lahkoto pokazemo, da je ¢ epimorfizem

z jedrom M, /M, torej rezultat sledi iz osnovnega izreka o homomorfizmih. U

Izrek 2.12 (Tretji izrek o izomorfizmih) Ce sta M, in M, podmodula K -modula
modula M, potem je

M,/ (M, 0 My) 2 (M, + My) /M.

Dokaz. Epimorfizem ¢ : M; — (M; + Ms)/My definiran z ¢(m) = m + M ima

jedro My N M. Drugi izrek o izomorfizmih nam da zeljen rezultat. U
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Poglavje 3

Verizni pogoji, eksaktna zaporedja
in kompozicijske vrste

3.1 Verizni pogoji

V tem poglavju bomo povzeli osnovna dejstva o narasc¢ajocih in padajocih verigah

za module in kolobarje.

Definicija 3.1 Modul A zadosca pogoju narasc¢ajocih verig na podmodulih, ¢e za
vsako marascajoco verigo Ay C Ay C Az C --- podmodulov modula A, obstaja na-
ravno Stevilo n, da je A; = A, za vsak i > n. Verigi iz definicije pravimo, da je

stactonarna veriga, tak modul se imenuje noetherski.

Definicija 3.2 Modul B zados¢a pogoju padajocih verig na podmodulih, ¢ée za
vsako padajoco verigo By O By O Bz O --- podmodulov modula B, obstaja na-
ravno Stevilo m, da je B; = B,, za vsak i > m. Verigi iz definicije pravimo, da je

stactonarna veriga, tak modul se imenugje artinski.

Zgled: Naj bo Z kolobar celih stevil. Potem Z kot Z-modul, zado$¢a pogoju
padajocih verig na podmodulih, vendar ne zado$¢a pogoju narascajocCih verig na
podmodulih. Namre¢ vidimo, da 27 vsebuje 47, potem vsebuje 8Z, ...torej dobimo
27 D A7 D 8Z O - - - neskonc¢no padajoco verigo, ki ni stacionarna. Zdaj pokazimo,
da je Z-modul Z noetherski modul. Namrec iz vsebovanosti n1Z C nsZ C nsZ. C

-+, sledi ny = king, no = kong, ... To pomeni, ny > ny > nsz.... Ker je mnozica
naravnih stevil dobro urejena, obstaja n;, da je ny = n; za vsak k > 1. Zato je dana

veriga stacionarna.

Ce privzamemo, da je kolobar K levi K-modul, potem lahko re¢emo, da so

njegovi podmoduli K natanko levi ideali kolobarja K. Posledi¢no, v tem primeru
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obic¢ajno recemo, pogojna veriga na levih in desnih idealih namesto podmodulih.

Definicija 3.3 Kolobar K je levi (desni) noetherski kolobar, ¢e K ustreza pogoju
narastajocih verig na levih (desnih) idealih. K je noetherski kolobar, ¢e je K hkrati

levi in desni noetherski kolobar.

Definicija 3.4 Kolobar K je levi (desni) artinski kolobar, ¢e K ustreza pogoju pada-
jotih verig na levih (desnih) idealih. K je artinski kolobar, ¢e je K hkrati levi in

desni artinski kolobar.

Z drugimi besedami, kolobar K je (levi ali desni) noetherski kolobar, ¢e je (levi
ali desni) noetherski K-modul, podobno velja za artinske. Posledi¢no, vse kasnejse
definicije in rezultati glede modulov, ki zadoscajo pogoju naragcajocih ali padajocih

verig na podmodulih se nanagajo tudi na noetherske ali artinske kolobarje.

Zgled. Obseg D je noetherski in artinski kolobar, namre¢ edina leva oz. desna
ideala obsega D sta D in 0. Vsak glavni komutativen kolobar je noetherski; posebni

primeri takih kolobarjev so Z, Z,, F[X], kjer je F polje.

Zgled. Kolobar M, (D) vseh n x n matrik nad obsegom D je tako noetherski kot

artinski kolobar. To bomo dokazali v nadaljevanju.

Opomba: Desni noetherski (artinski) kolobar ni nujno levi noetherski (artinski)

kolobar. To dokazujeta naslednja zgleda.

Predno omenimo zgleda vpeljimo pojem trikotnega kolobarja. Naj bosta R in S
kolobarja in naj bo M (R, S)-bimodul (to pomeni, da je M levi R-modul in desni
S-modul, ter velja (rm)s =r(ms) zavse r € R,s € S;m € M). Nadalje vpeljemo

mnozico formalnih 2 x 2 zgornje trikotnih matrik

K:(R M){(T m);reR,SES,mGM}.
S 0 s

Ko mnozico A opremimo s sestevanjem in mnozenjem na podoben nacin, kot to

naredimo pri matrikah:
r om n rm'\  r4+rt m+m
0 s 0o s ) 0 s+ s ’
r om v m"\ " rm/ 4+ ms
0 s 0o s ) 0 55 ’



dobimo kolobar. Tak kolobar K se imenuje trikotni kolobar, in ima zanimive last-

nosti. V literaturi se ga zelo pogosto uporablja za konstruiranje protiprimerov.
Zgled. Naj bo

K:(Z 8)2{(8 i);aninb,ceQ}

trikotni kolobar. Kolobar K je desni noetherski kolobar, ki pa ni levi noetherski
kolobar.

Ugotovimo, da sta sta oba kolobarja Z in Q noetherska kolobarja. Kolobar Q
ni noetherski, ko nanj gledamo kot na levi Z-modul. Zgled neskon¢ne narascajoce

verige Z-modulov je

111
loclzclzc. .
ghC g ghc

Zato, ¢e se Iy C Iy C I3... neskon¢na narastajoca veriga Z-modulov od QQ, potem

OllcOIQCOIg,C
0 0 0 0 0 0

neskonc¢na narascajoca veriga levih idealov kolobarja K. Torej kolobar K ni levi

Je

noetherski.

Po drugi strani, pa pokazemo, da je K desni noetherski. Ker je K kolobar z
identiteto zadosca pokazati da so vsi desni ideali kolobarja K kon¢no generirani
(glej trditev 3.6). Naj bo I desni ideal kolobarja K. Pokazati moramo, da je [

konc¢no generiran, kar pa pokazemo z dvema primeroma:

1. primer: V prvem primeru predpostavimo, da vsaka matrika ideala I vsebuje

niclo v zgornjem levem stolpcu. Potem je vsak element ideala [ oblike

0y
(0 z> za y,z € Q.

Ne pozabimo, da za poljuben ¢ € QQ in poljuben

0y € [ imamo 0 ey el,
0 z 0 cz

0 y 00 (0 cy

0 z 0 c) \O0 cz

in [ je desni ideal kolobarja K. Torej I zgleda kot racionalen vektorski prostor.

saj je

Dejansko upostevajmo, da je

V:{@@e@%(SZ)eI}
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podprostor dvo-dimenzionalnega vektorskega prostora Q2. Torej v V obstajata dva

(ne nujno linearno neodvisna) vektorja (y1, z1) in (y2, 22), ki razpenjata V. Poljuben

0y
(Oz)ef

ustreza vektorju (y, z) € Vin (y, 2) = (c191+c2y2, ¢121+¢222) za dolocena ¢, c3 € Q.

element

Tako je

Oy (0 cayitcey Y\ (0 »n 0 0 n 0 0 0
0 2z ) N0 cizy4+cz ) L0 2z 0 ¢ 0 2z 0 ¢
in sledi, da je ideal I kon¢no generiran z mnozico
0w 0 v
0 21 ’ 0 Z9
kot desni ideal kolobarja K.

2. primer: Recimo, da obstaja matrika ideala I z nenicelnim levim zgornjim
delom. Potem obstaja Se naravno stevilo n v zgornjem levem stolpcu matrike ideala
I. Sledi, da je vsak element ideala I lahko oblike:

kn vy
( 0 z) zak € Z,y,z € Q

Ker je I desni ideal kolobarja K, in ker je

()G -(i0)
(55)

lezi v idealu I. Zdaj primer razdelimo v dva podprimera:

sledi da

a. Recimo, da ima vsaka matrika ideala I nic¢elni spodnji desni stolpec. Potem je

poljuben element ideala I oblike:

(kon g) za k € Z,y € Q.
kn y\ _ (n O k
0 0/ \0O 0
n 0
0 0
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generira I kot desni ideal kolobarja K.

b. Recimo, da obstaja matrika ideala I z neni¢elnim spodnjim desnim stolpcem.

To pomeni, da imamo v idealu I matriko oblike:

( nz)n Zl ) za dolotene m € Z,y1,21 € Q, z # 0.
1

. n 0 . ) n Yy . kn vy .
Ker je (0 0) € I, sledi da je (0 21) € I. Naj bo < 0 z) poljuben
element ideala I. Ker je

(5 )-(a ) (2 4659)),

sledi da ( 3 il generira [ kot desni ideal kolobarja K.
1

V vseh primerih je ideal I konéno generiran.

Zgled. Trikotni kolobar

Kz(Q %)z{(ﬁ Z);dE@inT,SER}

je desni artinski, ki pa ni levi artinski kolobar.

Podobno resimo kot v prejsnjem zgledu. R kot levi Q vektorski prostor ni levi
artinski. Ta vektorski prostor je neskon¢éno dimenzionalen zato imamo neskonéno

padajoco verigo vektorskih podprostorov v R. Za vsak V' C R, ki je vektorski prostor

(00) =00 0 )wery

levi ideal kolobarja K. Zato neskon¢na padajoca veriga vektorskih podprostorov v

nad Q, velja da je

R porodi padajoco verigo levih idealov kolobarja K, ki ni stacionarna.

Zdaj pokazemo, da je kolobar K desni artinski. Lo¢imo tri primere.

1. primer: Recimo da ideal I vsebuje matriko z neni¢elnimi elementi po diagonalah,

potem je ideal celoten kolobar. Dobimo identiteto.

2. primer: Recimo, da imajo vse matrike ideala I ni¢elni zgornji levi stolpec. V tem
primeru preverimo, da je ideal dvo-dimenzionalen vektorski prostor nad R. Potem
je generiran z vsaj dvema elementoma. Ideali, ki so vsebovani v tem vektorskem
prostoru nad R so sami vektorski prostor. Padajoca veriga idealov se zakljuci, saj

so vektorski prostori z enako dimenzijo enaki.
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3. primer: Recimo, da imajo vse matrike ideala I nicle po diagonali. Potem je [
eno-dimenzionalen vektorski prostor nad R. Podobno kot v primeru b., se padajoca

veriga idealov I zakljudi.

Naj bo (C, <) delno urejena mnozica. Spomnimo se definicije minimalnega ele-
menta delno urejene mnozice C. Element b € C' je minimalni element, ¢e za vsak
c € C, ki je primerljiv z b velja b < ¢. Opomnimo, da b < ¢ ne velja nujno za
vse ¢ € C'. Nadalje, C' lahko vsebuje veliko minimalnih elementov ali pa nobenega.

Podobno je definiran tudi maksimalni element.

Definicija 3.5 Modul A izpolnjuje maksimalni pogoj na podmodulih, ¢e vsaka
neprazna mmnoZica podmodulov modula A vsebuje maksimalni element. Podobno
modul A izpolnjuje minimalni pogoj na podmodulih, ¢ée vsaka neprazna mnoZica

podmodulov modula A vsebuje minimalni element.

Trditev 3.6 Naj bo K kolobar z identiteto in naj vsebuje levi K-modul M, potem

so naslednji trije pogoji K -podmodula modula M ekvivalentni:

1. (pogoj narastajotih verig) vsaka strogo narascajota veriga podmodula M : M ;

My ;Ct ...se zakljuci po koncnem Stevilu korakov;

2. (maksimalni pogoj) vsaka neprazna mnozica K -podmodulov M ima maksimalni

element (glede na inkluzijo);

3. (osnovni pogoj za konénost) vsak K -podmodul modula M je kontno generiran.

Dokaz. Da vidimo da 1. implicira 2., naj bo S neprazna mnozica K-podmodulov
modula M. Vzamemo M, iz S. Ce M; ni maksimalni, izberemo M, iz S, ki vsebuje
M;. Ce M, ni maksimalni, izberemo Ms iz S, ki vsebuje M,. Postopek nadaljujemo,
dokler ne pridemo do maksimalnega elementa(zaradi 1.).

Zdaj poglejmo, da 2. implicira 3. Naj bo N K-podmodul modula M in naj bo
S mnozica vseh kon¢éno generiranih K-podmodulov od N. Ta mnozica je neprazna,
saj vsebuje 0. Po 2. ima S maksimalni element, recimo N’. Ce je z v N ampak ne
v N', potem je N’ 4+ Kx kon¢no generiran K-podmodul od N, ki vsebuje N’. To pa
je protislovje. Torej N’ = N in je zato N kon¢no generiran.

Poglejmo ge, ko 3. implicira 1. Naj bo dana M; & M, & ... in naj bo N =
U.~, M,. Po 3. je N kon¢no generiran. Ker je M, narasc¢ajoce z n, lahko najdemo
nekatere M, , ki vsebujejo vse generatorje. Potem se zaporedje ne konca prej, kot
pri M,,. U
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Naj bodo A, B, C moduli in naj bosta f : A — B,g : B — C modulska homo-
morfizma. V nadaljevanju bomo taksen par homomorfizmov f in g krajse oznacili
z

AL B4
Podobno bomo za zaporedje modulov Aq, ..., A;_1, A;, Ai1, ... in modulskih homo-

morfizmov f; : A;_y — A; uporabljali oznako

---filAi_lﬁAifilAiH—w--

Definicija 3.7 Par modulskih homomorfizmov A LB je eksaktno, ce je
im f = kerg. Zaporedje modulskih homomorfizmov fiy A4 Eiy A; ax A — -+

je eksaktno, ce je im f; = ker f; 11 za vsak 1.

Definicija 3.8 Fksaktnemu zaporedju 0 — A LB%o—-o pravimo kratko

eksaktno zaporedje

Pojasnimo, da je 0 — A L B % ¢ - 0 keatko eksaktno zaporedje natanko
tedaj, ko je f injektiven homomorfizem (ker f = 0), ¢ surjektiven homomorfizem

(img = C) in velja im f = ker g.

Izrek 3.9 Modul A zado$ca pogoju padajocih (naraséajocih) verig na podmodulih

natanko tedaj, ko A zadosta minimalnemu (maksimalnemu) pogoju na podmodulih.

Dokaz. Predpostavimo, da modul A zado$¢a minimalnemu pogoju na podmodulih
indaje A; O Ay O -+ poljubna veriga podmodulov modula A. Potem ima mnozica
{A;|i > 1} minimalni element, recimo A,,. Posledi¢no, za vsak i > n po predpostavki
velja A, O A; in po minimalnosti A; C A,,, od koder sledi A; = A,, za vsak i > n .
Zato modul A zadosc¢a pogoju padajocih verig.

Obratno, predvidevamo, da modul A zado$¢a pogoju padajoc¢ih verig in naj bo
S neprazna podmnozica podmodulov modula A. Potem obstaja By € S. Ce S ne
vsebuje minimalnega elementa, potem za vsak podmodul B iz S obstaja vsaj en
podmodul B’ iz S, da je B 2 B'. Za vsak B iz S, izberemo B’ po aksiomu izbire.
Ta izbira potem definira funkcijo f : N — S s predpisom B —— B’. Obstaja torej
taka funkcija ¢ : N — N, da je

p(0)=Bo in p(n+1)=f(en)) =e0)

Torej, ¢e je ¢(n) = B, € S, potem obstaja mnozica By, By, ... tako da je By 2 By 2

By 2 ... To je v protislovju s pogojem padajocih verig. Zato mora S imeti minimalni
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element in modul A zados¢a minimalnemu pogoju. Dokaz za pogoj narasc¢ajocih

verig in maksimalni pogoj je analogen. U
Za dokaz naslednjega izreka bomo potrebovali lemo:

Lema 3.10 (The short five lemma) Naj bo dan komutativen diagram
f g
0O - A = B —= C — 0

la 1B 1y

0 — A L g 4 Cc - 0
pri cemer je vsaka vrstica kratko eksaktno zaporedje. Potem velja:
1. ¢e sta « in v injektivna, potem je B injektiven;
2. ¢e sta a in vy surjektivna, potem je [ surjektiven;
3. ce sta a in v 1izomorfna, potem je B izomorfen.

Dokaz. 1. Naj bo b € B in recimo da je 5(b) = 0. Moramo pokazati, da je b = 0.

Po komutativnosti imamo

vg(b) = ¢'B(b) = ¢'(0) =0

To implicira g(b) = 0, saj je v monomorfizem. Po eksaktnosti v zgornji vrstici pri

B, imamo b € ker g = im f, saj je b = f(a),a € A. Po komutativnosti je

fla(a) = Bf(a) = B(b) =0

Po eksaktnosti v spodnji vrstici pri A, je f’ monomorfizem, torej je a(a) = 0.
Ampak « je monomorfizem, zato je a = 0 in b = f(a) = f(0) = 0. Torej je S
monomorfizem.

2. Naj bo i/ € B, potem je ¢'(b') € C'. Ker je v epimorfizem je ¢'(b') = v(c) za
nekatere ¢ € C. Po eksaktnosti v zgornji vrstici pri C, je g epimorfizem in je zato

¢ = g(b) za nekatere b € B. Po komutativnosti je

g'B(b) =~9(b) =~(c) = g'(V)

Torej je ¢'[B(b) — V] = 0 in [(b) — b € kerg’ = im f’ po eksaktnosti, recimo
f'(@) = p)—V,d € A. Ker je a epimorfizem, je a’ = a(a) za nekatere a € A.
Obravnavajmo b — f(a) € B:

Blb— fla)] = B(b) — f(a)
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Po komutativnosti je 5f(a) = fla(a) = f'(a’) = B(b) — V', zato je

Blb— fa)] = B(b) — Bf(a) = B(b) — (B(b) —b') =¥/

in 3 je epimorfizem.

3. je direktna posledica 1. in 2. O

Izrek 3.11 Naj bo 0 — A LB % ¢ = 0 kratko eksaktno zaporedje modulov.
Potem modul B zado$¢a pogoju narascajocih (oz. padajocih) verig na podmodulih

natanko tedaj, ko modula A in C' zadodtata pogoju naraséajocih (oz.padajocih) verig.

Dokaz. Ce modul B zados¢a pogoju narascajocih verig, potem tudi podmodul
f(A) zadosca pogoju narascajocih verig. Zaradi eksaktnosti je modul A izomorfen
modulu f(A), zato modul A zadoséa pogoju narascajocih verig. Ceje C; C Cy C ...
veriga podmodulov C, potem je tudi g~!(Cy) C ¢g7'(Cy) C ... veriga podmodulov
modula B. Potem obstaja tak n, tako da je g7 (C;) = ¢~ 1(C,,) za vse i > n. Ker je
zaradi eksaktnosti g izomorfen, sledi da je C; = C,, za vse ¢ > n. Potem modul C'
zado$ca pogoju narascajocih verig.

Predpostavimo, da A in C zadoscata pogoju narascajocih verig in je B; C By C

...veriga podmodulov B. Za vsak i je
A= fTHAA)NB) in C;=g(By).

Oznac¢imo naslednji zozitvi f; = f|A; in ¢g; = ¢g|B;. Preverimo, da je za vsak i

naslednje zaporedje eksaktno
O—>Ai£> l&cl—>0

Preverimo, da je A1 C Ay C ...in C; C Cy C ... Po predpostavki, obstaja naravno
stevilo n, tako da je A; = A, in C; = C,, za vse i > n. Za vsak i > n je spodnji

diagram z eksaktnimi vrsticami komutativen:

0 — A, = B, & 0, = 0
la 1B o'

pri tem sta a in 7 identi¢ni preslikavi in 3 je inkluzija oziroma vlozitev. Prejsnja
lema implicira, da je B; identi¢na preslikava, zato B zado$c¢a pogoju narascajocih

verig. Dokaz za padajo¢ verizni pogoj je analogen. O
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Posledica 3.12 Ce je A podmodul modula B, potem modul B zadosta pogoju narasca-
jotih (oz. padajocih) verig natanko tedaj, ko podmodula A in B|A zados¢ata pogoju

narastajocih (oz. padajocih) verig.

Dokaz. Naj bo f: A — B vlozitev in g : B — B|A naravni homomorfizem. Tedaj
velja, da je f injektiven, g surjektiven in velja im f = kerg. Zato je zaporedje
0-ALB%B |A — 0 eksaktno zaporedje in Zeljeni rezultat sledi neposredno iz
izreka 3.11. [l

Posledica 3.13 Ce so Ay, ... A, moduli, potem njithova direktna vsota Ay @ Ay ®
... ® A, zadosca pogoju narascéajoéih (oz. padajocih) verig natanko tedaj, ko vsak

podmodul A; zadosta pogoju narastajocih (oz. padajocih) verig.

Dokaz. Za dokaz posledice uporabimo matemati¢no indukcijo. Zato zadosca, da
dokazemo posledico v primerun = 2. Najbo m; : A1 — A;® A, injektivni homomor-
fizem definiran z 7 (a1) = (a1,0) zavsak a; € A;. Podobnonajbomy : AjdA; — Ay
projekcija definirana z 7y (a1, a9) = ay za vsak (ay,a3) € Ay @ Ay. Potem velja

imm; = ker my. Zato je zaporedje
OHAlgA]_@AQE)AQ—)O
eksaktno in z uporabo izreka 3.11 sledi zeljeni rezultat. U

Posledica 3.14 Vsak enotski modul A nad enotskim kolobarjem K je homomorfna
slika prostih K -modulov F. Ce je A konéno generiran, potem lahko F izberemo kot

konéno generiranega.

Dokaz. Naj bo X mnozica generatorjev iz A v F' in naj bo prost K-modul mnozice
X. Potem inkluzija preslikav X — A povzro¢i K-modulski homomorfizem f : F —

A, tako da je X C im f. Ker je X mnozica generatorjev A, imamo im f = A. O

Izrek 3.15 Ce je K levi noetherski (oz. artinski) kolobar z enoto, potem wvsak
koneno generiran enotski levi K-modul A zadosta pogoju naraséajocih (oz. pada-

jocih) verig.

Dokaz. Ce je modul A konéno generiran, potem po prejsnji posledici obstaja prosti
K-modul F' s kon¢no bazo in epimorfizmom 7 : FF — A. Ker je modul F direktna
vsota konénega stevila kopij K, je F' levi noetherski (oz. artinski) po posledici 3.13.
Zato je A = F|kerm noetherski (oz.artinski) modul po posledici 3.12.

Tukaj gre za karakterizacijo narasScajocega veriznega pogoja, ki ni analogna

pogoju padajocih verig. O
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Izrek 3.16 Modul A zadosca pogoju narascajocih verig na podmodulih natanko tedaj,

ko je vsak podmodul B modula A konéno generiran.

Dokaz. Naj bo B podmodul modula A. Naj bo S mnozica vseh kon¢no generiranih
podmodulov modula B. Ker je S neprazna mnozica (0 € S), vsebuje maksimalni
element C. Modul C' je po izreku kon¢no generiran z elementi ¢y, ¢, ... c,. Za vsak
b € B naj bo D, podmodul modula B generiran z elementi b, ¢y, co, . ..c,. Potem
je Dy € Sin C C Dy. Ker je C' maksimalni, je D, = C za vsak b € B, kjer je
be Dy,=Czavsakbe Bin B C C. Ker velja C C B,B = (| je torej B kon¢no
generiran.
Obratno predpostavimo, da imamo podano verigo podmodulov A; C Ay C A3 C
Potem ni tezko preveriti, da je |J,»,4; tudi podmodul modula A in je zato
kon¢no generiran z elementi aq, ..., a. f{er je vsak a; element nekega A;, potem
obstaja tak indeks n, tako da je a; € A;, za i = 1,2, ..., k. Posledi¢no je (JA; C A,,
torej A; = A, za i > n. O

Izrek 3.17 Ce je K komutativen noetherski kolobar z enoto, potem je tudi kolobar

polinomov K[xq, ..., x,| noetherski kolobar.

Dokaz. Zadostuje pokazati, da je kolobar polinomov K[z] noetherski kolobar (ker
lahko potem uporabimo matemati¢no indukcijo). Po izreku 3.16 moremo samo
pokazati, da je vsak ideal J v KJ[z| kon¢no generiran. Za vsak n > 0, naj bo
I, mnozica vseh r € K, tako da je r = 0 ali pa je r vodilni koeficient f € J stopnje
n. Preverimo, da je vsak I, ideal v K. Ce je r nenicelni element I, in je f € J
polinom stopnje n 4+ 1, je Iy C I; C I, C .... Ce je K noetherski kolobar, obstaja
tako naravno §tevilo ¢, da je I, = I; za vse n > t, nadalje vsak ideal I,,(n > 0) je
konc¢no generiran z naprimer I, = (rp1, 72, . . ., Tnyn). Za vsak rp,; kjer je 0 <n <t
in 1 <j <mn,naj bo f,; € J polinom stopnje n z vodilnim koeficientom r,;. Opaz-
imo, da je fo; = ro; € K C K|[z]. Pokazimo, da je ideal J iz K|z| generiran po
konéni mnozici polinomov X = {f,,; | 0 <n < #1 < j <4,}. Ocitno je () C J.
Obratno, polinomi stopnje P in J so natan¢ni elementi Iy zato so vsebovani v ().
Nadaljujemo po induktivni predpostavki, da (x) vsebuje vse polinome iz J stopnje
manjse od k in naj ima g € J stopnjo k in vodilni koeficient r # 0.

Ce je k < t, potem je r € I zato je r = s17p1 + SoTko + ... + SieTrik za nekatere
s; € K. Potem ima polinom Z;’; 18 frj € () vodilni koeficient r in stopnjo k, zato
ima g—zjsjfkj stopnjo kvec¢jemu k—1. Po indukcijski predpostavki je g_Zijfkj €
(z), zato je g € (x).

30



Cejek >t potemjer € I, = I, in r = Z;-t:ls‘jrtj<8j € K). Nadalje
thzlijk_tftj € () ima vodilni koeficient r in stopnjo k. Torej ima g— stj:ck_tftj
stopnjo najve¢ k — 1 in lezi v (x) po indukcijski predpostavki. Posledi¢no, g € ()

in indukcija je kon¢ana. Zato je J = (z). O

3.2 Kompozicijske vrste

V abstraktni algebri, kompozicijska vrsta omogoca nacin, kako pretrgati algebrai¢no
strukturo, kot so grupe ali modul na enostavne dele. Normalna vrsta modula A je
veriga podmodulov A = Ag D A; D Ay O ... D A,. Faktorji te vrste so kvocientni
moduli A;]A;41 (1 =0,1,...,n—1). Dolzina te vrste je stevilo pravih inkluzij, to
je stevilo netrivialnih faktorjev. Nadaljevanje normalnih vrst A9 O A; DO Ay D
... 2 A, je normalna vrsta pridobljena z vstavljanjem kon¢nega stevila dodatnih
podmodulov med Ze podanimi.

Pravo nadaljevanje normalne vrste je tisto, ki ima dolzino ve¢jo od originalnih
vrst. Dve normalni vrsti sta ekvivalentni, Ce obstaja bijektivna preslikava med
netrivialnimi faktorji, tako da so ustrezni faktorji izomorfni moduli. Torej imajo

ekvivalentne vrste nujno isto dolzino.

Definicija 3.18 Kompozicijska vrsta modula A je normalna vrsta A = Ag 2 A1 2
Ay D ... D A, =0, tako da je vsak faktor Ag|Ars1 (k= 0,1,...n — 1) nenicelni

modul brez pravih podmodulov.

Ce je K kolobar z enoto, potem je neniceln enotski modul brez pravih podmod-
ulov enostaven. V tem primeru je kompozicijska vrsta normalna vrsta A = Ay D
A1 D Ay D ... D A, =0 z enostavnimi faktorji.

Izrek 3.19 Nenicelni modul A ima kompozicijsko vrsto natanko tedaj, ko A zadosca

pogoju narascajocih in padajocih verig.

Dokaz. Predpostavimo, da ima modul A kompozicijsko vrsto S dolzine n. Ce kateri

od pogojev verig ne drzi, lahko najdemo podmodule
A=A2A4 24 2. 24,2 4,4,

ki tvorijo normalno vrsto T" dolzine n+1. Obstajata ekvivalentni nadaljevanji S in T,

kar pa je protislovje, saj imajo ekvivalentne vrste enako dolzino. Vsako nadaljevanje
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kompozicijske vrste S ima dolzino n, vendar vsako nadaljevanje vrste 1" je dolzine
vsaj n + 1. Torej A zadosta obema veriznima pogojema.

Obratno, ¢e je B nenicelni podmodul modula A, potem naj bo S(B) mnozica
vseh podmodulov C' modula B, tako da je C' # B. Torej, ¢e je modul B brez pravih
podmodulov potem je S(B) = {0}. Definiramo tudi S(0) = {0}. Za vsak modul
B obstaja maksimalni element B’ od S(B) po izreku 3.9. Naj bo S mnozica vseh
podmodulov A in definirajmo preslikavo f : S — S pri f(B) = B’. Obstaja funkcija
p: N — 5, tako da je

p(0)=A in @(n+1)=flen)) =pn).

Ce je A; = (i), potem je A D A; D Ay D .. .padajoca veriga po konstrukciji, od
koder je za nek n, A; = A, za vse i > n. Ker je A,11 = A, = f(A,), po definiciji f
je Any1 = A, samo, e je A, = 0 = A,1. Naj bo m najmanjse naravno stevilo, tako
da je A,, = 0. Potem je m < n in A; # 0 za vse k < m. Nadalje, za vsak k < m,
je Ajy1 maksimalni podmodul od Ay, tako da je A ;Dé Agy1. Posledicno je vsak
Ag|Ag11 nenicelni in je brez pravih podmodulov. Torejje AD A; D ... 2 A4, =0
kompozicijska vrsta za A. O

Posledica 3.20 Ce je D obseg, potem je kolobar M, (D) vseh n x n matrik artinski

in noetherski kolobar.

Dokaz. Po definiciji noetherskega kolobarja in po prejsnjem izreku zadostuje pokazati,
da ima K = M, (D) kompozicijsko vrsto levih in desnih K-modulov. Naj bodo e;;

standardne matri¢ne enote in 1 = eq; + €99 + ... + €,,. Potem lahko zapisemo

K=K1= K(ell —|—€22—|—...—|—€nn.)
= K€11 +K€22 + ... +K€nn

Pri tem je Ke; = {Ae;|A € K} levi ideal (podmodul) K, ki vsebuje vse matrike
v K z kve¢jemu nenicelnim i-tim stolpcem. Velja, da je Ke; minimalni nenicelni
levi ideal (nima ustreznih podmodulov). Nadalje definiramo M, = 0 in M; =
Keyp + Kegg + ... + Keyy za i = 1,2,...,n. Zai > 1 velja, da je M;|M;_; = Key,
od koder je K = M, 2 M,y O ... O M; 2 My = 0 kompozicijska vrsta levih
K-modulov. Podoben argument z desnimi ideali, e; K = {¢;A|A € K} pokaze, da

ima K kompozicijsko vrsto iz desnih K-modulov. U
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Poglavje 4

Jordan - Holderjev izrek

Jordan - Holderjev izrek je klasi¢ni in temeljni rezultat v teoriji grup in modulov.

Za dokaz Jordan - Holderjeva izreka imamo dva pristopa.

4.1 Prvi pristop

Zacnemo z idejo o dimenzijah vektorskih prostorov. Lastnosti dimenzij v vektorskem

prostoru:
1. Ce je V = {0}, potem je dim V = 0.
2. Ce je W pravi podprostor vektorskega prostora V, potem je dim W < dim V.
3. Ceje V # {0}, potem V vsebuje eno-dimenzionalen podprostor.
4. Velja dim (U & W) = dim U + dim V.
5. Ce je {W;|i € I} veriga podprostorov vektorskega prostora V', potem je

dim UVVZ = sup{dim W, }.
iel el

Lastnosti od 1. do 4. nam bodo sluzile kot model za definiranje pojma dolzina
pri nekaterih modulih. Moduli, ki bodo imeli dolzino, bodo analogni kon¢no-dimen-

zionalnim vektorskim prostorom in bodo zato imeli podobne lastnosti.
Definicija 4.1 Dolzina levega K-modula M je Stevilo d(M), ki zadosca:
1. Ce je M = {0}, potem je d(M) = 0.

2. Ce obstaja d(M) in je N pravi podmodul modula M in je d(M) konéno stevilo,
potem je d(N) < d(M).
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3. Za nenicelni modul M velja d(M) = 1 natanko tedaj, ko modul M ne vsebuje

pravih netrivialnih podmodulov (M je enostaven modul).

4. Ce je N podmodul M, potem je d(M) dolocena natanko tedaj, ko sta doloceni
d(N) in d(M/N) in v tem primeru velja d(M) = d(N) + d(M/N).

Opomniti je treba, da sta tocki 3. in 4. iz definicije dolzine modula druga¢ni kot
lastnosti 3. in 4. pri vektorskih prostorih. Vsak vektorski prostor vsebuje enostaven
(eno-dimenzionalen) podprostor, ampak veliko modulov ne vsebuje enostavnih pod-
modulov in podprostor vektorskega prostora je vedno direktna vsota, medtem ko
podmodul modula ni nujno direktna vsota.

V nadaljevanju nas bodo zanimali le moduli s kon¢no dolzino s vpraSanjem,
¢e lahko definiramo dolzino na tak nacin, da imajo nekateri moduli neskonéno
dolzino. Podana definicja, nam omogoca dokazati, da je veliko podobnih lastnosti

med konc¢no-dimenzionalnimi vektorskimi prostori z moduli s kon¢no dolzino.

Izrek 4.2 Naj bo M levi K-modul s konéno dolzino in naj bo ¢ endomorfizem mo-

dula M. Potem so naslednje trditve ekvivalentne:
1. ¢ je izomorfizem;
2. ¢ je monomorfizem;
3. © je surjektiven;
4. Obstaja endomorfizem v modula M, da je Y = 1,;
5. Obstaja endomorfizem 1) modula M, da je pip = 1.

Dokaz. Dokazali bomo le ekvivalentnost trditev 2. in 3. Naj bo ¢ monomorfizem iz
M na M. Potem je (M) = M, zato je d (M) = d(M). Ampak, ker je ¢(M) C M,
sledi iz 2. tocke definicje , da je ¢(M) = M. Torej je ¢ surjektiven.

Obratno, recimo, da je ¢ surjektiven. Potem je p(M) = M, tako da je d,(M) =
d(M). Ampak po 4. tocki definicije je d(M) = d, (M) + d(ker ). Zato je d(ker f) =
O(ker so vse dolzine koné¢ne), kar implicira, da je ker f = 0 (drugace pridemo v

protislovje z 2. tocko definicije). Torej ¢ je monomorfizem. O

Izrek 4.3 Levi K-modul M ima konéno dolzino ¢ natanko tedaj, ko obstaja taka

veriga podmodulov
0=MyGC M &...¢C M1 G M,=M, (4.1)

da je vsak M; maksimalni podmodul modula M, .
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Dokaz. Predpostavimo, da za levi K-modul M obstaja veriga podmodulov (4.1).
Dokazimo, da ima potem levi K-modul M konéno dolzino ¢. Ce je M; maksimalni
podmodul M, potem je kvocientni modul M;,,/M; enostaven modul in je po
definiciji njegova dolzina d(M,.1/M;) = 1. Zato, po 4. tocki definicije sledi, da ¢e
je d(M;) koné¢na, je tudi d(M;,;) konéna in dolocena kot d(M;.1) = d(M;) + 1. To
nam omogoca, da zacnemu na koncu verige in induktivno pridemo do zacetka verige,
tako da pokazemo da je dolzina M; enaka i za vsak i. Zato je d(M) = (.

Obratno, predpostavimo, da ima levi K-modul M dolzino ¢. Ce je M # 0, potem
je 0 € M in po 2. tocki definicije, ¢e je d(M) dolocena, potem je d(M) > 0. Ce
je zdaj d(M) = 1, potem mora M biti enostaven modul, drugace ima M prava
netrivialna podmodula N in 0 < d(N) < d(M), kar pa je protislovje. To nam
pokaze, da izrek velja za module dolzine 1.

Zdaj induktivno predpostavimo, da je doloc¢en ¢ > 1. Kadarkoli je dolzina mod-
ula dolo¢ena in je manjsa od ¢, potem obstaja veriga (4.1) predpisanih tipov. Pred-
postavimo, da je d(M) dolo¢ena in d(M) = .

Ker je £ > 1, M # 0 in M ni enostaven. Zato ima M pravi netrivialen podmodul
N. Po 2. tocki definicije je d(IN) < £. Recimo, da je d(N) = r. Potem je po 4. tocki
definicije 0 # d(M/N) = { — r < {, zato lahko uporabimo induktivno predpostavko
za M in M /N, da dobimo verigi

0OCMNMG...GN_1&N, =N in
0=N/NG My, 1/NG...G& My 1/NG M;/N=DM/N
V drugi verigi smo uporabili dejstvo, da je vsak podmodul M /N oblike X/N, kjer je

X podmodul modula M, ki vsebuje N. Izbrali smo tudi, da v drugi verigi ostevil¢imo
z indeksom ¢ — r 4+ 1. Ker je dolzina verige ¢ — r, aritmeti¢no pokaze, da bo koncen
indeks ¢. Ce zdruzimo ti dve verigi skupaj, vidimo, da bo za modul M z dolzino

d(M) = ¢ ustrezna veriga podmodulov enaka:

OGN GC...GN, 1 GN=My_, G M1 G...GC M_, G M.

S tem je izrek dokazan. O

Ta izrek nam pokaze, da nas izbrane definicije za dolzino prislijo, da definiramo
d(M) v konénem primeru kot dolzino maksimalne verige podmodulov modula M.
Mozno bi bilo, da ima modul nad nekim kolobarjem dve maksimalni verigi pod-
modulov z razlicnima dolzinama. Ce se to zgodi, potem dolzine seveda ne moremo
definirati na ta nacin. Vendar nam Jordan-Holderjev izrek zagotovi, da se nam kaj

taksnega ne more zgoditi.
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Izrek 4.4 (Jordan - Hélderjev izrek) Naj bo M levi K-modul in naj obstaja
veriga podmodulov 0 = My & My & ... & My, = M, kjer je vsak M;/M;_, enos-
taven K-modul. Potem bo katerakoli veriga te vrste imela enako dolzino ¢ in enako

mnoZico kvocientnih modulov M;/M;_1, ¢eprav ne nujno v istem vrstnem redu.

Dokaz. Vzemimo dve verigi podmodulov modula M :

OnggMzggMg:M,

kjer so kvocienti sami enostavni moduli. Moramo dokazati, da je nujno k = ¢ in
da sta druzini enostavnih kvocientov M;/M; 1 in N;/N;_; enaki. Induktivno pred-

postavimo, da izrek drzi za vse module, za katere obstaja veriga dolzine manjse od

l.

Primer 1. Ce je M; = N; za nekatere 4, j, tako da je 0 # M; = N; # M, potem
indukcijska predpostavka uporabljena pri M;, pokaze da je ¢ = j. Nadalje je in-
dukcijska predpostavka lahko uporabljena pri kvocientu M/M; = M/N;, da velja
k —i = ¢ —1i. To je zaradi nadaljnega standardnega dejstva: ¢e je R podmodul
K-modula M potem so podmoduli od M/R natancno tisti, oblike X/R, kjer je
R C X C M in razliéni podmoduli X donagajo razliécne podmodule M/R.

Primer 2. Ce prejsnji primer ni uporaben, predpostavimo da obstajata N; in M;
tako da je 0 # N; C M; # M. Sledi da je Ny C M. Ce je mozno, vstavimo
dodatne module L; med Ny C M, ;. Po indukcijski predpostavki uporabljeni pri

M,_1, to ne more iti do neskon¢nosti in ¢ez ¢as dobimo vrsto:

0GC N G LG ...G Ly G My

kjer so vsi kvocientni moduli enostavni. Po indukcijski predpostavki (uporabljene
pri M,_1), mora veriga imeti dolzino ¢ — 1 (tako da je s = ¢ — 2) in dobimo enake
kvocientne module za dve verigi. Zdaj lahko uporabimo Primer 1. za naslednji
verigi

0CNIGLG...CLisGM_1GM

0CN GNoG...C Ny s G Ny G M
(glede na to, da imata skupen modul N;) da vidimo k = ¢ in da izrek podpira ta

primer.

Primer 3. Edini primer, ki je 8e ostal za obravnavo, je N; & M, ;. Upostevajmo,
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da je s predpostavko o verigah N; enostaven modul. Ampak Ny N M,_; C Ny, tako
da ce je Ny 5Z My_q sledi Ny N M,_; = 0. Opazimo tudi, da ce je Ny Q M,_1 potem
je My_1 & Ny+ M,y_1. Ampak M,_; je po predpostavki maksimalni pravi podmodul
modula M. Zato je Ny + M,_1 = M in ker smo Ze opazili, da je Ny N My,_1 = 0,
sledi M = Ny @ My_q. Zato je M /Ny = M, ;. Zdaj je strogo padajoca veriga

0=Ni/N G No/N1 G ... G Ny/Ny = N/Ny

podmodulov N/N; dolzine k — 1 in izomorfizem preslikav M/N; ~ M, ; k strogo
narascajoci verigi podmodulov M, ;. Po indukcijski predpostavki, morata ti dve
verigi biti enake dolzine: K — 1 = ¢ — 1. Dalje, v vsakem primeru so kvocientni

moduli izomorfni (ampak ne nujno v enakem vrstnem redu). U

4.2 Drugi pristop

Konéna vrsta enotskega levega K-modula M, je kon¢na padajoca veriga M = M, D
My O ... O M, = 0 K-podmodulov. Modulom M;/M;;; za 0 < i < n —1
pravimo zaporedni kvocienti vrste. Koné¢ni vrsti pravimo kompozicijska vrsta, ¢e so
vsi zaporedni kvocienti enostavni /K -moduli.
Naj bosta

M=My>OM,2...OM, =0
in

M=NyDODN;D...ON,=0
dve koncni vrsti modula M. Pravimo, da je druga vrsta nadaljevanje prve, ce
je funkcija f : {0,...,m} — {0,...,n} z M; = Ny; za 0 < i < m. Dve koncni
vrsti modula M sta ekvivalentni, ¢e je m = n in, ¢e lahko zaporedje kvocientov
Mo /My, My /M, ..., My, _1/M,, razvrstimo tako, da so izomorfni Ny/Ny, N1/Na, ...,
Ny—1/Np,.

Lema 4.5 (Zassenhaus) Naj bodo M, My, M| in M} podmoduli levega K -modula
M in naj bo M| C My in M5 C M,. Potem velja

((My N My) + My)/((My 0 Mg) + My) = (My 0 M) + Ma) /(M7 0 Ma) + M)
Dokaz. Po drugem izreku o izomorfizmih, izrek 2.11, lahko zapisemo

(My N Ma)/(((My N M) + M) N (My N My))
= ((My N My) + (My n My) + My)/((My 0 My) + M)
= ((My N My) + My)/((My N My) + M
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Ker imamo

((My N Mj) + Mj) N (My N M) = ((My 0 My) + Mj) N M,
= (M N M) + (M} + M)

lahko zgornji zapis zapisemo kot
(My (VM) /((My 0 My) + (My 0 Ma)) = ((My 0 Ma) + M7)/((My 0 My) + M)

in leva stran tega izomorfizma je simetri¢na. O

Izrek 4.6 (Schreier) Poljubni dve koncni vrsti modula M imata ekvivalentno nadal-

jevanje.
Dokaz. Naj bosta vrsti kon¢ni
M=My>DM DO...OM,, =
in
M=NyDN;D...ON,=0
in definirajmo
M;j=(MNN;)+ M4 za0<i<m-—-1in0<j<n,
Njy=(MNN;)+Njy; z2a0<i<min0<j<n-1
Potem je

M = Moy 2 Mo . 2 Moy,
DM 2My2...2Myy 2.2 My 1,=0

U

n

U

M = Nog 2 No .2 Nom
2N102N11D-“QNlmQ--'QNn—Lm:O

so nadaljevanja danih vrst. Vsebovanosti M;, 2 M;10 in Njp, 2 Njji10 sta ekvi-
valentni in edini nenicelni kvocienti so zato oblike M;;/M; ;i1 in N;;/Nj11. Za te
imamo
M;i/M; i1 = ((M; N N;) + M)/ (M; 0 Njr) + Mgy
= ((M; N Nj) + Njja) /(M N Ny) + Ny
= Nji/Nji+
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in zato sta zgornji nadaljevanji ekvivalentni. U

Naj bo M modul, ki zado$¢a pogoju narascajocih in padajocih verig. 7 drugimi

besedami, vsako naracajoce zaporedje podmodulov
M, C MycC...

in vsako padajoce zaporedje
My D M,D...

je konéno. Potem vidimo (glej izrek 3.19), da obstaja konéno zaporedje
M=MyDM D...OM,=0

tako da je vsak M;/M;,; enostaven modul. Takemu zaporedju pravimo tudi Jordan

- Hélderjeva vrsta. Dve Jordan-Holderjevi vrsti
M=MyD>DM D...OM,=0
in
M=NyDN,D...ON; =0
sta ekvivalentni, ¢e je k = [ in obstaja permutacija s, da velja M; /M, 1 = Ns(i)/NS(iH).

Izrek 4.7 (Jordan - Hélderjev izrek) Ce je M levi K-modul s kompozicijsko

vrsto, potem

1. se poljubna koncéna vrsta modula M, kjer so wvsi kvocienti nenicelni, lahko

nadaljuje do kompozicijske vrste in

2. sta poljubni dve kompozicijski vrsti ekvivalentna.

Dokaz. Uporabimo Schreierjev izrek za dano konéno vrsto in z znano kompozici-
jsko vrsto. Ko se znebimo pogojev iz vsakega nadaljevanja (tistih, ki vodijo k 0 kot
zaporedni kvocienti), pridemo do nadaljevanja nase dane konéne vrste, ki je ekviva-
lentna nasi znani kompozicijski vrsti. Zato je to nadaljevanje kompozicijska vrsta.
S tem smo dokazali 1. Ce specializiramo ta argument za primer, ko je konéna vrsta

kompozicijska vrsta, smo dokazali 2. Il

Jordan - Holderjev izrek nam implicira, da so kompozicijski faktorji za dano
kompozicijski vrsto odvisni le od modula M in ne od dane kompozicijske vrste.
Se ve¢, ¢e sta M’ O M" K-podmodula modula M s kompozicijsko vrsto, tako da
je M'/M" enostaven, potem je M'/M" kompozicijski faktor modula M. Do te
ugotovitve pridemo, ko se znebimo pogojev za kon¢no vrsto M O M’ O M” D 0 in

dodamo Jordan-Holderjev izrek.
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