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Uvod

Osrednja tema diplomskega dela je eksponentna funkcija na matri¢nih grupah. S tem imamo
v mislih funkcijo A — e, kjer je A kvadratna matrika. Za izra¢un njene vrednosti obstaja
mnogo najrazlicnejsih metod, ki temeljijo na razliénih teorijah: metoda potencne vrste,
izraCun vrednosti s pomoc¢jo diagonalizacije matrike, z njenim razcepom, s pomocjo Jor-
danove kanonicne forme, metoda ki temelji na diferencialnih ena¢bah, polinomske metode

in druge. V diplomski nalogi se bom omejila na obravnavo le prvih dveh.

Na samem zacetku prvega poglavja bomo navedli nekatere Zze znane pojme linearne algebre.
Omejili se bomo le na tiste osnovne algebrske pojme, lastnosti in konstrukcije, ki jih bomo
potrebovali v nadaljevanju. Podrobneje bomo obravnavali matri¢ne grupe s kompleksnimi
koeficienti, ki so osrednjega pomena na ve¢ podroc¢jih matematike. Te grupe so hkrati tudi
Liejeve grupe. Poznavanje njihovih lastnosti bo temeljnega pomena pri vpeljavi osrednjih
matemati¢nih struktur in obravnavi le teh v nadaljevanju. Nenazadnje so matricne grupe
osrednji pojem diplomskega dela, saj bomo ravno na njih ilustrirali eksponentno funkcijo.
V prvem poglavju bomo podrobneje obravnavali tudi bilinearne forme. Glede na njih bomo

opredelili ortogonalne in simplekti¢ne grupe.

V drugem poglavju bomo najprej vpeljali geometriéno strukturo na matrikah. Na mnozici
matrik bomo torej obravnavali pojma norma in metrika, ki sta posplositvi pojmov razdalje
in dolzine. Njihova vpeljava nam bo nato sluzila kot eno izmed pomembnejsih orodij pri
obravnavi matri¢ne eksponentne preslikave. Sprva bomo obravnavali metodo, kjer vrednost
te funkcije dobimo s pomocjo razvoja v potencno vrsto, nato pa bomo omenili se metodo,

kjer njeno vrednost izracunamo s pomocjo diagonalizacije dane matrike.



Poglavje 1

Algebraic¢ne lastnosti matri¢nih

grup

1.1 Matricne grupe

V tem razdelku bomo navedli nekatere Ze znane pojme linearne algebre. Omejili se bomo
le na tiste osnovne algebrske pojme, lastnosti in konstrukcije, ki jih bomo potrebovali v
nadaljevanju. Podrobneje bomo obravnavali matricne grupe s kompleksnimi koeficienti, ki
so osrednjega pomena na ve¢ podro¢jih matematike. Te grupe so hkrati tudi Liejeve grupe.
Poznavanje njihovih lastnosti bo temeljnega pomena pri vpeljavi osrednjih matemati¢nih

struktur in obravnavi le teh v nadaljevanju.

1.1.1 Osnovni pojmi

Naj bo M,,(C) mnozica vseh kvadratnih matrik A = (a;j)nxn s kompleksnimi elementi a;;.

Matriko, katere elementi na glavni diagonali imajo vrednost 1, vsi preostali pa 0, imenujemo
identiéna matrika. Oznacimo jo z I,,. Matriko, ki ima vse elemente enake 0, imenujemo

nicelna matrika. Oznacimo jo z 0, ne glede na to, kaksne velikosti je.

Transponirana matrika matrike A = (a;;) je matrika oblike (aj;). Oznacimo jo z AT.
Velja enakost
det A = det A”.

Mnozenje kvadratnih matrik (matri¢no mnozenje) definiramo kot preslikavo:
M, (C) x M,(C) — M,(C),

2
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n

ki urejenemu paru (A, B) € M,(C) priredi matriko AB = <Z aikbkj) Za produkt
k=1

poljubnih matrik A, B, C € M, (C) veljajo naslednje lastnosti:

A=TI,A=AlL,

A(BC) = (AB)C,
(AB)T = BT AT,

Velja tudi enakost
det AB = det Adet B.

Matriko A € M, (C) imenujemo obrnljiva ali nesingularna matrika, ¢e obstaja taksna
matrika B € M, (C), da velja
AB = BA=1,.

Matrika B je enoli¢no dolo¢ena. Imenujemo jo inverz matrike A in jo oznacimo z A~L.
Velja ekvivalenca
det A # 0 < A je obrnljiva matrika.

V tem primeru je
1

-1 _ -1 _
det A7" = (det A)™" = ot A

Poleg tega velja tudi
(AT)fl — (Afl)T.

Grupa (G, %) je neprazna mnozica G, na kateri je definirana binarna operacija:

x: G xG— G,

za vsak element a, b, ¢ € G pa veljajo naslednje lastnosti:

(i) operacija je asociativna: (axb)*c=ax* (bxc),

(ii) v G obstaja tak nevtralni element e, da veljaexa =ax*e ,

(iii) za vsak element a obstaja inverzni element a~! € G, tako da veljaa*xa™! =a 't xa .

V matematiki je grupa eden od osnovnih pojmov sodobne algebre in predstavlja temelj
drugim algebrskim strukturam. V naslednjem poglavju bomo spoznali nekatere pomembne

matri¢ne grupe s kompleksnimi elementi.



1.1 Matri¢ne grupe 4

1.1.2 Liejeve grupe

(i)

(iif)

Podmnozico mnozice M, (C), sestavljeno iz obrnljivih matrik, oznac¢imo z G, (C).

Za produkt AB poljubnih dveh matrik A, B € Gi,,(C) velja
(AB) "' =B7tA™!

iz ¢esar sledi, da je tudi produkt AB obrnljiva matrika = AB € Gi,(C).

Gl,(C) je torej grupa, ki jo imenujemo splosna linearna grupa.

Podmnozico mnozice Gl,,(C), sestavljeno iz matrik, katerih determinanta je enaka 1,
oznac¢imo z Si,(C).

Iz enacbe det AB = det Adet B za poljubni dve matriki A, B € S1,(C) sledi, da je
tudi njun produkt AB € SI,,(C). Hkrati A= € S1,,(C), sajdet A=! = (det A)~! = 1.

Iz navedenih lastnosti izhaja, da je tudi SI,(C) grupa. Imenujemo jo posebna

linearna grupa.
Naj bo S € M,,(C). Oznacimo z Gg(C) podmnozico taksnih matrik A € GI,,(C), ki

zadoscajo relaciji
ATSA=8S.

Ce sta A, B € Gg(C), potem je tudi njun produkt AB € Gg(C), saj

(AB)T'SAB = BTATSAB = BT (ATSA)B = B'SB = S.

Tudi inverz A~ € G5(C), saj v primeru, ko enakost S = AT'SA pomnozimo z desne

strani z matriko A~! in z leve z matriko (A~!)7, dobimo
(A HTsAat =3

Ce je S € S1,(C), iz enakosti det AT det S det A = det S sledi (det A)? = 1. Zato je
det A = +£1. V tem primeru podmnozico matrik A € Gg(C), katerih determinanta
je enaka 1, ozna¢imo z SGg(C). Ponovno velja, da ¢e sta matriki A, B € SGg(C)
potem sta tudi matriki AB, A~! € SG5(C).

V nadaljevanju bomo obravnavali dva posebna primera ravnokar omenjenih matrik:

(iii.i) Naj bo S = I,,. V tem primeru ustrezni grupi Gg(C) in SGg(C) oznac¢imo
z O,(C) in SO,(C). Torej, podmnozico Gl,,(C) sestavljeno iz ortogonalnih
matrik (AAT = ATA = I,), za katere hkrati velja det A = +1, oznacimo z

0, (C) in jo imenujemo ortogonalna grupa. Njeno podgrupo, ki jo sestavljajo
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ortogonalne matrike z determinanto 1, pa imenujemo posebna ortogonalna

grupa. Oznac¢imo jo z SO, (C).
Naj bodo dane matrike A, B,C in D velikosti r x s, r X (n — s), (n —r) X s in

(n—7) x (n—s). Ozna¢imo z

A B
C D

n X n bloéno matriko z A, B, C in D v zgornjem levem, zgornjem desnem, spod-

njem levem in spodnjem desnem kotu.

Naj bo J,, € M,,(C) matrika, ki ima vse elemente na stranski diagonali enake

1, preostale pa ni¢. Vzemimo

Ustrezno mnozico Gg(C) oznac¢imo z Spa,(C) in jo imenujemo simplektiéna
grupa. Pogosto uporabimo tudi oznako Sp,, (C), pri ¢emer vedno predpostavimo,

da je n sod.

Videli smo, da mnozice GI,,(C), Si,,(C), Gs(C) in SGg(C) z operacijo matri¢nega mnozenja

predstavljajo grupe. Imenujemo jih matri¢ne grupe. Hkrati so le-te posebni primeri

Liejevih grup, ki so nadvse pomembne v matematicni analizi, fiziki in geometriji, saj

sluzijo za opisovanje simetrij analiti¢nih struktur.

Opomba 1.1 V nadaljevanju bo pomembno videti matricne grupe Op,(C), SO,(C) in

Spn(C) kot avtomorfizme bilinearnih form.

Definicija 1.2 Definirajmo preslikavo

ki slika:

(,):C"x C" = C,

S11 ... Sin b1
(a1, .eeyap), (b1, .oy bp)) = [a1, ..., ap]

Spl  --- Snn bn
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i zadosca naslednjim lastnostim:

(i) (x+y,2) = (z,2) + (y,2),
(ir) (x,y+z) = (x,y) + (2, 2),
(iti) {az,y) = (z,ay) = a(z,y),

kjer x,y,z € C" in a € C.

Preslikava (,) je osnovni pimer bilinearne forme na prostoru C". Rezultat tega produkta

je matrika razseznosti 1 x 1, ki jo identificiramo s skalarjem.

Matrika A € Gl,,(C) je avtomorfizem dane forme, ce velja:

(Azx, Ay) = (x,y), za vsak par x,y € C™.

Definicija 1.3 Bilinearna forma na poljubnem vektorskem prostoru V je simetriéna, ce
velja (x,y) = (y,x) za vsaka x,y € V in je poSevno simetriéna oz. alternirajoca, ce velja

(x,x) =0 za vsak x € V.

Primeri:

1. Pokazi, da je grupa Gg(C) grupa avtomorfizmov bilinearne forme (,), definirane s

predpisom

S11 --- Sin n
<(x1,,xn),(y1,,yn)> - [xl,,fﬂn] '

Spl -+ Snn Yn

Kot vemo je Gg(C) grupa avtomorfizmov dane forme, ¢e za vsako matriko A € Gg(C)

velja (Ax, Ay) = (z,y) za vsak par z,y € C" :

(Az, Ay) = (Az)" S(Ay) = (z"AT)S(Ay) = 2T (ATSA)y = 2" Sy = (z,y)
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2. Pokazi, da velja Sla(C) = Sp2(C)!

b 0 1
A= d] eSpg(C)@ATSA—S,kjerS—[ o ATSA =
C J—
_la c 0 1 a b B 0 —cb + ad B 0 1 o
b od ~1 0 c d| | —ad+be 0 -1 00
Sad—chb=1=det A< A€ Sly(C). O
3. Pokazi, da velja SSp2(C) = Sp2(C)!
b
A=1" d]esz(C)@ATSA:S,kjerS:[ o ATSA =
c J—
e c 0 1 a b B 0 —cb + ad B 0 1 o
b od ~1 0 c d| | —ad+be 0 =100
Sad—chb=1=det A< A€ SSpa(C). O

1.2 Bilinearne forme

V naslednjih dveh podpoglavjih bomo podrobneje spoznali nekatere pomembne lastnosti
bilinearnih form. Obravnavali jih bomo na poljubnem vektorskem prostoru, v nekaterih
primerih pa se bomo omejili le na prostor C”, na katerem bo bilinearna forma definirana

kot v prejsnjem razdelku.

Definicija 1.4 Naj bo (,) bilinearna forma na koncéno razseznem vektorskem prostoru V
in B = {e1,....,en} baza tega prostora. Naj bo S = (¢ij)nxn matrika, katere elementi so

doloceni s predpisom c;j = (e;,ej). Potem lahko bilinearno formo za vsak
T =aie; + ... +ane, iny =bie; + ... + bye,
indentificiramo s produktom

ci1 ... Cin bl n
(z,y) = [a1, ..., ap] L., : ZSL'TSy:ZaiCijbj-

ig=1
Cpnl .- Cpn bn
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Bilinearna forma je meizrojena oz. nedegenerirana natanko tedaj, ko je S obrnljiva

matrika.

Forma je simetricna natanko tedaj, ko je matrika S simetricna (S = ST ) in je posevno

simetricna, ko je matrika S posevno simetricna (S = —ST) .

Definicija 1.5 Naj bo S podprostor prostora C". Vektor x € C™ je ortogonalen na
mnozico S, Ce velja

(x,y) =0, za vsak vektory € S.

MnoZico vseh taksnih vektorjev x oznacimo z
St ={z e C"(z,y) =0, za vsak y € S}

in jo imenujemo ortogonalni komplement mnoZice S.

Naj bo odslej V kon¢no dimenzionalen vektorski prostor nad poljem P, na katerem je

definirana simetri¢na bilinearna forma (, ).

Definicija 1.6 Forma je neizrojena oz. nedegenerirana, ée je V- =0 ali ekvivalentno,

ée za vsak y € V enakost (x,y) = 0 velja le tedaj, ko je x = 0.

Lema 1.7 Naj bo V wvektorski prostor z neizrojeno formo in W njegov podprostor. Potem
velja
dimp V = dimp W + dimp W+.

Dokaz. Naj bo W podprostor prostora V. Potem imamo kanoni¢no preslikavo V — W, ki
poslje preslikavo o : V' — P v preslikavo « |y: W — P. Ta preslikava je surjektivna, kar
lahko preverimo z izbiro baze prostora W, ki jo razgirimo na bazo prostora V. Sestavljanje
izomorfizma ®, povezanega z bilinearno formo, z navedeno surjekcijo nam porodi preslikavo

V — W z jedrom W+, Vemo, da v danem primeru velja
dimp V = dimp ker® + dimp tm®.

Ce velja navedena lastnost in ¢e je dimp V' = dimp W, potem je ® surjektivna preslikava

natanko tedaj, ko je ® izomorfizem. O
Lema 1.8 Naj bo V wektorski prostor z neizrojeno formo in naj bo W njegov podprostor.
Ce je

Wnwt=0
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potem velja
V=wWaewt

in dana forma (,) inducira neizrojeno formo na W.
Dokaz. Ce je U = W+ W velja U = W W, saj WN WL = 0. Iz leme 1.7 sledi

dimp V = dimp W + dimp W+. Zato je U podprostor prostora V dimenzije dimp V.

Posledi¢cno U =V in tako smo dokazali drugo trditev leme. O

1.3 Ortogonalne in simplekti¢éne grupe

Naj bo V vektorski prostor nad poljem P z neizrojeno bilinearno formo (,). V primeru
simetri¢nih bilinearnih form bomo vedno predpostavili, da je 2 obrnljiv element polja P,

torej karakteristika P ni enaka 2.

Lema 1.9 Predpostavimo, da je forma simetricna. Potem obstaja tak element x € V, da

(x,z) #0.
Dokaz. Predpostavimo, da je (z,z) = 0 za vsak = € V. Ker je forma simetricna, velja

(y+z,y+2) =Wy +2(y,2) +(2,2)

za poljubna y, z € V. Na zacetku poglavja smo predpostavili, da je 2 obrnljiv element, zato

lahko ena¢bo preuredimo in dobimo

(y+2y+2 — Wy —(22)
2

(y,2) =

kar je enako 0, saj po predpostavki velja (z,z) = 0. To pomeni, da je (,) izrojena, kar
je v nasprotju z naso predpostavko. Torej mora obstajati tak element x € V', za katerega
(x,x) # 0. O

Izrek 1.10 Predpostavimo, da je forma simetricna. Potem obstaja taka baza prostora V,

da je matrika S, ki pripada dani formi v tej bazi, diagonalna.

Bazo lahko izberemo tako, da vkljucuje katerikoli neniceln vektor x.

Dokaz. 1z leme 1.9 sledi, da obstaja taksen element z € V za katerega (x,z) # 0. Naj
bo e; = 2 in W = (e1). Potem je W podprostor prostora V in W N W+ = 0, iz éesar
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sledi, da je V.= W @ W+. Velja $e veé: imamo omejitev, da je bilinearna forma na W+
neizrojena. Potem lahko uporabimo indukcijo po dimp V za sklep, da obstaja taksna baza
B={ey,....,en} na W, da (€i,ej) =01in (e;,e;) #0,zai,j =2,...,nin i # j. Po definiciji

velja (e1,e;) =0, za i = 2,...,n. Dokazali smo trditev. O

Opomba 1.11 Izrek lahko razlozimo tudi na naslednji nacin:

Obstaja taksna baza B = {ea,...,en} prostora V, da velja (e;,e;) = ¢; in (e;,e;) = 0 za

i,j=1,...,nini# j. Za ey lahko izberemo katerikoli x, za katerega velja (x,z) # 0.

Cejex = (ay,...,an) iny = (by,...,by) glede na bazo vV, potem obstajajo nenicelni elementi

c1,..,cn v P, tako da velja

(x,y) = arbicy + ... + anbpcy.

Definicija 1.12 Bazo, kot je podana v izreku 1.10, imenujemo ortogonalna baza. To je

baza, ki je sestavljena iz paroma pravokotnih vektorjev.

Cejeci=1, zai=1,..n je baza ortogonalna in hkrati normirana, torej je sestavljena iz
enotskih vektorjev, ki so med seboj pravokotni. Taksno bazo imenujemo ortonormirana

baza.

Linearno preslikavo
a:V =V,

za katero velja
(a(z), a(y)) = (z,y)

za vse pare vektorjev x,y € V, imenujemo ortogonalna linearna preslikava.

MnoZico vseh ortogonalnih linearnih preslikav oznac¢imo z O(V, (,)). Podmnozico, sestavlje-

no iz vseh ortogonalnih linearnih preslikav z determinanto 1 pa oznacimo s SO(V,(,)).

Kot smo videli v poglavju 1.1 je O(V, (,)) podgrupa grupe GL(V') in SO(V, (,)) podgrupa grupe
SUV). Grupo O(V,(,)) in SO(V,(,)) imenujemo ortogonalna grupa, oziroma posebna

ortogonalna grupa forme (,).

Opomba 1.13 Kadar polje P vsebuje kvadratne korene vseh svojih elementov, lahko bazne
vektorje e; dane ortogonalne baze, nadomestimo s \/a_lei . Potem dobimo ortonormirano

bazo. Posledi¢no so v tem primeru bilinearne forme enake formi (x,y) = a1by + ... + a, by
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Izrek 1.14 Predpostavimo, da je V n-dimenzionalen vektorski prostor in (x,y) neizrojena,
posevno simetricna forma. Tedaj je n = 2m sod in obstaja baza B = {e1,...,e,} prostora

V', glede na katero dani formi pripada matrika S oblike:

0 Jn
S = .

Im € M, C je matrika, katere elementi na stranski diagonali so enaki 1, preostali pa 0.

Bazo lahko izberemo tako, da vsebuje katerikoli neniceln vektor x.

Dokaz. Ce je n = 1, ne obstaja neizrojena forma. Torej predpostavimo, da je n > 1. Naj bo
e1 poljuben neniceln vektor. Ker je forma neizrojena, obstaja taksen vektor v, da (e, v) # 0.
Naj bo e, = ﬁv. Potem je (e1,e,) = 1. Naj bo W = (e;) + (e,) podprostor prostora V,
razpet na e in e,. Potem WNW+ = 0. Iz leme 1.7 sledi, da je dimp(W @ W+) = dimp V.
Posledi¢no velja V- = W @ W+, Sedaj lahko uporabimo indukcijo za sklep, da sta dimp W+
in tako tudi dimp V' sodi in da obstaja taka baza B = {es,...,en—1}, da je {e;,ept1-i) =1
za i =2,..,m . Za vse ostale indekse pa velja (e;,e;) = 0. Torej (e1,e;) = 0 = (en, €;) za

i =2,...,n — 1. Tako smo dobili bazo B = {ey, ..., e, }, ki zados¢a pogojem iz izreka. O

Opomba 1.15 Izrek pravi, da obstaja taka baza B = {e1,...,e,} prostora V, da velja

(esre5) = 1, ¢éejei+j=n+1
v 0, sicer

Glede na to bazo je forma enaka:

m

(z,y) = Z(&ibnﬂﬂ' — Gnt1-ibi).

i=1

1z izreka sledi, da so vse neizrojene alternirajoce bilinearne forme na danem vektorskem

prostoru ekvivalentne.

Definicija 1.16 Bazo, kot je podana v izreku 1.14, imenujemo simplektiéna baza.

Linearno preslikavo

a:V =V,

za katero velja

(a(z), aly)) = (z,y)

za vsak par x,y € V pa simplektiéna linearna preslikava.
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Mnozico vseh simplekti¢nih linearnih preslikav oznacimo s Sp(V, (,)) in jo imenujemo sim-
plektiéna grupa forme (,). Kot smo videli v poglavju 1.1, je Sp(V,{(,)) podgrupa grupe
GlL(V).

1.4 Generatorji ortogonalnih in simplekti¢nih grup

Naj bo V' vektorski prostor nad poljem P s fiksno neizrojeno bilinearno formo (, ).

Definicija 1.17 Predpostavimo, da je 2 =1+ 1 nenicelni element v polju P in forma ()

stmetricna. Linearno preslikavo
a:V =V,

ki ohranja vse vektorje v podprostoru H kodimenzije 1 (dimpH = dimpV — 1), hkrati pa za
njo velja

alr) = —x
za nek neniceln vektor x € V, imenujemo zrcaljengje prostora V.

Naj bo x € V takSen element, da velja (x,z) # 0. Preslikava s, : V. — V, definirana s

predpisom:

je linearna.

Opomba 1.18 Naj bo e; = = in B = {ey, ea, ...,en} ortogonalna baza prostora V glede na

formo (,). Potem velja

sg(are; +ageg + ... + ape,) = —arer + ages + ... + anen,

-1 0
0 Infl '

Opazimo, da je determinanta matrike, ki pripada preslikavi s, enaka —1.

kjer je matrika s, v tej bazi oblike:

Preslikava oblike s, je zrcaljenje. Najbo W = (z) . Izleme 1.7 sledi, da je dimpW+ = n—1.
Za y € W velja si(y) = y in sp(x) = —x. s2 je identicna preslikava. Se veé, preslikava

sz je ortogonalna, saj

(soly)osa(2)) = Ay =208 ooy
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S It PN 1 LI J

= a2y T2yl @,2)?

= <yv Z>'

Ce je det s, = —1, velja s, € O(V)\ SO(V).

Lema 1.19 Naj bosta x in y elementa iz V, za katera velja (x,x) = (y,y) # 0. Potem

obstaja linearna preslikava, ki preslika x v y in je produkt najvec¢ dveh zrcaljenj oblike s,.

Dokaz. Predpostavimo, da velja (z,y) # (x,z) = (y,y). Potem

(@ — 2 — ) = 2(z,2) — (,5)) £0.
Vzemimo z = x — y. Potem (z,z) # 0 in

<$a$ _y>

slw) =w =2 Iy =y,

saj jo 2020 U — 1.

Ce je (z,y) = (x,z), drzi neenakost (—z,y) # (z,z). V tem primeru je linearna preslikava

produkt zrcaljen s.s;, kjer je z = —x — y. O

Izrek 1.20 Ortogonalna grupa O(V') je generirana z zrcaljenji oblike s,, kjer (x,z) # 0,
njena podgrupa SO(V') pa s produktom s;s,.

Dokaz. Iz leme 1.9 sledi, da obstaja taksen element z € V, da (z,z) # 0. Posledi¢no iz
leme 1.8 sledi, da v primeru, ko je W = (z) velja V.= W @ W+ in da bilinearna forma

inducira neizrojeno bilinearno formo na W-=.

Naj bo a element grupe O(V'). Potem:

(), alz)) = (2,2) # 0.

Iz leme 1.19 sledi, da obstaja takSen produkt 3 najve¢ dveh zrcaljenj oblike s,, da velja
B(x) = a(x). Posledi¢no B~ ' inducira linearno preslikavo S~ 'a |, na W+. Sedaj lahko
uporabimo indukcijo po dimp V, da zapisemo S~ 'a |, kot produkt zrcaljenj oblike s,
na W+, 2 € W+t. Zrcaljenje s, obravnavano kot zrcaljenje na W=, je omejitev zrcaljenja
5., obravnavanega kot zrcaljenje na V. Zato 37 'a in s tem « lahko zapisemo kot produkt

zrcaljenj oblike s,. Dokazali smo prvi del izreka.

Ker je det s, = —1 velja, da je celoten dobljeni produkt vsebovan v SO(V') natanko tedaj,

ko vsebuje sodo stevilo faktorjev. Zato drzi tudi drugi del izreka. O
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Definicija 1.21 Predpostavimo, da je bilinearna forma alternirajoéa. Naj bo x nenicelni

vektor vV in a element polja P. Definiramo preslikavo
.V =V

ki slika
U(y) =y + alz,y)x.

Linearne preslikave te oblike imenujemo strigi. Strig je torej linearna transformacija, v
kateri vse tocke vzdolz dane premice ostanejo negibne, ostale pa se premaknejo vzporedno s

premico za razdaljo, ki je sorazmerna z oddaljenostjo od premice.

Strig ali strizno transformacijo predstavlja strizna matrika. To je elementarna matrika,

ki nastane z dodajanjem ene vrstice ali stolpca neki druge vrstict ali stolpcu.

Opomba 1.22 Naj bo vsaka strizna matrika v Sp(V'). Iz zadnge trditve izreka 1.14 sleds,
da lahko za bilinearno formo izberemo simplekticno bazo B = {e1,...,en}, kjer je x = ey.
Potem tmamo:

U(e;) =e; zai#n in ¥(e,) = e, + aey.

Zato je det ¥ =1.

Lema 1.23 Naj bo (,) neizrojena alternirajoéa forma na vektorskem prostoru V. Potem za
vsak par x,y nenicelnih vektorjev iz V' obstaja produkt najve¢ dveh striznih transformacij,

ki vektorju x priredi vektor y.

Dokaz. Za vsak par vektorjev x,y € V, za katera velja (z,y) # 0, bo strizna transformacija
pripadajoca vektorju x — y, pri ¢emer je element a definiran tako, da velja a(z,y) = 1,

ustrezala enakosti ¥ (z) = y. To res drzi, saj

U(z)=z+a(z—y,z)(x—y) =z —alz,y)r+ alz,y)y = y.

Predpostavimo, da z # y. Zadostuje najti taksen element z, da (z,z) # 0 in (y,z) # 0. Ce
velja (z)* = (y)*, lahko za z izberemo katerikoli element izven (). Ce pa () # (y)*

izberemo u € () \ (y)* in o/ € (2)+\ (Yt ter z = u+ . O

Lema 1.24 Naj bo (,) neizrojena alternirajoca forma na V in naj bodo x,y,x’,y" taksni
vektorji vV, da velja
(z,y) =1 in (2’ y) = 1.

Potem obstaja produkt najvec stirih striznih preslikav, ki poslje x v’ iny vy .
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Dokaz. Po lemi 1.23 lahko najdemo dve strizni transformaciji, katerih produkt ® poslje x
v z’. Naj bo ®(y) = y”. Potem:

1= (o) = (x,y) = (&',y").

Poslediéno zadostuje najti se dve strizni transformaciji, ki posljeta v” v ¢/ in dolociti z’. Ce
(W',y") # 0 velja
U(z) =2z +aly” -y, 2)(y" — ).

Potem dobimo ¥(y”) = ¢ na enak nacin kot zgoraj in ¥(z') = 2/, saj (¢ —y',2') =1-1 = 0.
Zraven tega, v primeru ko je (y/,y") = 0, velja

L= (") = e ) = ) i ) A0 (),

Torej lahko najprej preslikamo par (2/,y”) v (2/, 2’ + ¢") in nato slednji par v (2/,y'). O

Izrek 1.25 Simplekticna grupa Sp(V') je generirana s striznimi matrikami. V splosnem je

simplektiéna grupa vsebovana v grupi SU(V').

Dokaz. Izberimo bazne vektorje ey, €], ..., em, €, prostora V, za katere bo veljalo (e;, e}) = 1
za i = 1,...,m , vsi preostali produkti baznih elementov pa bodo enaki 0. Naj bo ®
element simplekticne grupe. Zapisimo ®(e;) = €; in ®(e;) = €,. Videli smo ze, da lahko
najdemo produkt W striznih transformacij, ki posljejo par (e1,e}) v (€1,€)). Potem je
U~1® identiteta na prostoru generiranem z (e,¢;). Tako ¥~1® deluje na ortogonalnem
komplementu (eq, €/1>J‘, ki je generiran s preostalimi baznimi vektorji. Zato lahko uporabimo

indukcijo po dimenziji V' za sklep, da lahko ¥ zapisemo kot produkt striznih transformacij.

Zadnji del izreka sledi iz opombe 1.22 . O

1.5 Centri matriénih grup

Definicija 1.26 Naj bo G grupa. MnoZico
Z(G) ={a € G|ab=ba,Vbe G}

1menujemo center grupe.

Z(Q) je podgrupa edinka grupe G. Dve med seboj izomorfni grupi imata izomorfne centre.
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Izrek 1.27 Center grupe Gl,(P) sestavljajo skalarne matrike, to so vse matrike oblike aly,

kjer je a nek neniceln element v P.

Center grupe Sl,(P) sestavljajo vse matrike oblike aly,, kjer je a™ = 1.

Dokaz. Naj bo A € Z(Gl,(P)). Potem matrika A komutira z elementarnimi matrikami
Eij(a). 1z enakosti AE;;(1) = E;;(1)A sledi:

Qjj + Ajj = Qjj + Qg 110 Qq5 = Qg4 + Aji-

Posledi¢no aj; = 0 in a;; = ajj;, ko @ # j. Tako smo dokazali prvi del izreka.

Zadnja trditev izreka sledi iz prve, saj velja, da je center grupe SI,(P) enak centru preseka
grup Gl,(P) in Si,,(P). O

Lema 1.28 Naj bo V wvektorski prostor dimenzije najmanj 3 nad poljem P, kjer 2 £ 0 in
naj bo (,) simetricéna neizrojena forma. Ce je U taksen element grupe O(V), da komutira
z vsakim elementom grupe SO(V'), potem ¥ komutira z vsakim elementom iz grupe O(V').
Velja torej

Z(SO(V))=Z(O(V))NnSO(V)).

Dokaz. Naj bo z taksen element vektorskega prostora V, da velja (z,x) # 0. Iz zadnje
trditve izreka 1.10 sledi, da lahko najdemo taksno ortogonalno bazo B = {e1,...,e,} , da
velja e; = x. Naj bosta W in W5 prostora generirana z e,,e; in ej, es. Ko je n > 3 velja,
da sta W7 in W5 med seboj razliéna in dobimo Wi N Wy = (eq) = (z).

Oznacimo z s; zrcaljenje s, iz definicije 1.17 . Za i = 1,2 velja ¥(W;) C W; in:

—\I/(el) = \11(818261)

= 8182\11(61)
= 51 (U(e) — QM@)
(e2,€2)
_ _{Uler)yer) - (Yler)en)
= \11(61) 2 <€1,€1> 1 2 <62762> 2

Sleds (Wler).er)  (T(er),en)
_ e)el), ey, e1)
V(e = (erer) ' leaer)

torej je ¥(ep) € Wha.
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Podoben argument uporabimo, ko sta indeksa namesto 1,2 enaka m,1 in dobimo, da je
U(Wh) C Wy, Iz tega sledi W(W; N Wy) € Wi N Wa. Posledicéno velja ¥(z) = ax, za nek
a € P.

Ker je x poljuben vektor, za katerega velja (x,z) # 0, imamo ¥(y) = a,y, za nek element
ay € P in za vsak y € V, za kateri (y,y) # 0. V splosnem je ¥(e;) = aje; ,zai=1,...,n .
Sedaj ni tezko preveriti, da Vs, in s,V zavzameta iste vrednosti na vseh vektorjih ey, ..., e,
in zato ¥s, = s, V. Iz izreka 1.20 sledi, da ¥ komutira z vsemi generatorji grupe O(V)
in posledi¢no z vsemi elementi te grupe. Dokazali smo prvi del leme, drugi del pa sledi

neposredno iz prvega. O

Izrek 1.29 Naj bo V wvektorski prostor nad poljem P z vec kot s tremi elementi, kjer 2 # 0

in naj bo (,) simetricna neizrojena forma. Potem velja:

(i) Z(0(V))={1-I }.
(i) Z(SO(V))={I,-1}, ce je dimpV > 2 in dimpV je sodo Stevilo.

(i) Z(SO(V))={I}, ¢e je dimpV > 2 in dimpV je liho Stevilo.

Dokaz. Naj bo n = dimpV in naj bo ® element iz centra grupe O(V'). Iz izreka 1.20 sledi,
da ® komutira z vsemi zrcaljenji oblike s,, kjer (x,z) # 0. Za vsak y € V velja

o)~ 2L () = s, (y) = se0(y) = o) 22T,

(x,x) (x,z)

Posledi¢no je (y, z)®(z) = (®(y), z)x. V splosnem mora veljati ®(x) = a,z, za nek a, € P.
Dobimo:
az(z,z) = (4,2, a,7) = (®(2), ®(2)) = (z,2),

torej a, = +1. Iz izreka 1.10 sledi, da obstaja ortogonalna baza B = {ei,...,e,} za (,).

Potem je ®(e;) = a;e;, z a; = £1. Pokazati moramo, da so vsi a; enaki. Predpostavimo:
(e; + aej, e; + aej) = (e, ;) + a2(e]~, e;),

za vsak a € P. Ker ima P ve¢ kot tri elemente, lahko najdemo tak a # 0, da (e;, e;) +
a?(e;,e;) # 0. Potem:

aie; + aaje; = CI>(e,- + aej) = b(ei + CLEj)

za nek b € P. Posleditno velja, da je a; = a;, za Vr,y. Dokazali smo prvi del izreka.

Pravilnost trditve za grupo SO(V) sledi iz prvega dela izreka in iz leme 1.28 . O
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Izrek 1.30 Center grupe Sp(V') je enak {I,—I}.

Dokaz. Naj bo ® v centru grupe Sp(V). Iz izreka 1.25 sledi, da ® komutira z vsemi
striznimi matrikami. Naj bo ® strizna matrika, ki ustreza z-u v V in a € P. Potem za vsak
y €V velja

O(y) +aly, r)®(x) = PY(y) = VO(y) = (y) + (D(y), z).

Naj bo z nek drug vektor iz V. Na enak nac¢in dobimo:
D(z) =ayzin P(x + 2) = agy.(x + 2).

Posledi¢no velja

a;x + a2z = (x4 2) = agy.(x + 2).
Torej a; = a, in obstaja element a v P, da velja ®(z) = ax za Vz € V.

Izberemo tak y, da (y,z) # 0. Vidimo, da je ®(x) = ax za nek a € P. Se ve¢, velja

a*(z,y) = (az,ay) = (B(z), ®(y)) = (z,y).

Torej je a = £1. O

Primeri:

1. Dokazi Z(Gl,(C)) = C* = C\ 0 za vsak n!

Ponovimo: Naj bosta (G, *) in (H,o) grupi. Preslikava f : G — H je izomorfizem

grup, ce:
e je preslikava f homomorfizem: Va,b € G : f(axb) = f(a) o f(b).

e je preslikava f bijektivna.

Pravimo, da sta grupi G in H med seboj izomorfni.

Po izreku 1.27 vemo, da center grupe Gl,,(C) sestavljajo vse skalarne matrike, torej

vse matrike oblike A = al,, kjer je a nek neniceln element v C.

Pois¢emo izomorfizem f : Z(Gl,(C)) — C\ 0.
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a 0 0
: 0 a 0 : : . : .
Naj bo f(| ~|) = a. Preverimo ali je preslikava res izomorfizem:
L O a/ -

e f je homeomorfizem:

a O 0 b 0 0
vA,Bez@GL©): fa-By=f(| " ¢ " R 0 e
_O... .a- 0 .b-
ab 0 0
o B B AN O IC
K w |

e f je bijektivna

Ugotovili smo, da preslikava f je izomorfizem, torej trditev Z(Gl,(C)) = C\ 0 res
drzi. O

2. Dokazi Z(0,(C)) = {£1}, za vsak n!

Po prvi trditvi izreka 1.29 vemo, da je Z(0,(C)) = {I,—1}. Pois¢emo izomorfizem
[, —I} — {£1}.

a 0 0
0 0
Najbod=| | e, -1} in f(4) = a
. 0 a -

Ze v prejsnjem primeru smo pokazali, da je preslikava f homomorfizem in da je

bijektivna, torej sta prostora res izomorfna = Z(0,(C)) = {£1}. O
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3. Dokazi Z(S0,(C)) = {1}, kjer je n > 3 lih!

Po tretji alineji izreka 1.29 vemo, da je Z(S0,(C)) = {I}, kjer je n > 3 lih. Da bo

prvotna trditev res drzala, mora obstajati bijektivni homomorfizem f : {I} — {1}.

(1 0 0]
y : : 0 1 0 : e -
Taksna preslikava je f( ' ' ) = 1, saj je bijektivna in kot smo videli v
- 0 1 -

prej$njih primerih tudi homomorfizem. O



Poglavje 2

Eksponentna funkcija in geometrija

matricnih grup

2.1 Norme in metrike na matri¢nih grupah

Matri¢ne grupe, ki smo jih obravnavali v prvem poglavju, so bile podmnozice kvadratnih
matrik M, (P) s kompleksnimi koeficienti. V tem razdelku bomo pokazali kako jim priredimo
geometri¢no strukturo. Na mnozici kvadratnih matrik bomo torej obravnavali pojma norma
in metrika, ki sta posplositvi pojmov razdalje in dolzine. Njihova vpeljava nam bo kasneje

sluzila kot eno izmed pomembnejsih orodij pri obravnavi matri¢ne eksponentne preslikave.

Naj bo v nadaljevanju polje P polje realnih ali kompleksnih Stevil, razen, ko bo izrecno

navedeno drugace in V' vektorski prostor nad poljem P.

Definicija 2.1 Naj bo x = (ai, ..., a,) vektor prostora V§. Normo vektorja x definiramo
na naslednji nacin:

| 2 l= Cmax | a |,

kjer je | a | obicajna norma elementa a v P in C neko fiksno, pozitivno realno Stevilo.

Normo na vektorkem prostoru P™ imenujemo vektorska norma.

Opomba 2.2 Vlzl, m P sta kanonicno izomorfna kot vektorska prostora. Znotraj tega

izomorfizma norma ||| na V@ ustreza normi || na P.

21
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Izrek 2.3 Za vsaka vektorja x,y € P" in vsak element a € P veljajo naslednje lastnosti:

(i) || z ||> 0 in | = ||= 0 natanko tedaj, ko je x =0,
(i) || az =l all =

(i) |z +yll<ll=]+yl

Dokaz. Navedene lastnosti drzijo za normo || na P (glej opombo 2.2). Posledi¢no iz defini-

cije 2.1 sledijo vse nastete lastnosti tudi za normo na V. O

2

Opomba 2.4 M, (P) lahko obravnavamo kot vektorski prostor Vl%?2 dimenzije n*, kjer

sestevanje vektorjev poteka pokomponentno, enako kot sestevanje matrik. V definiciji norme
na M, (P) bomo izbrali C' = n, v vseh ostalih primerih pa izberemo C = 1, razen, ¢e ni

izrecno navedeno drugace. Tako je norma na M, (P) definirana kot:
| @ [|[=nmax | a | .
ij
Normo na M, (P) imenujemo matriéna norma.

V nadaljevanju bomo videli, kako se norme obnasajo glede na mnozenje v M, (P).

Izrek 2.5 Naj bosta X in'Y matriki v M, (P). Potem velja neenakost

XY < X iy I

Dokaz. Naj bo X = (a;;) in Y = (b;j). Potem velja

n n
| XY = nmax(}_ awbyy) < nmax(Y | ai || by |)
1) )
k=1 k=1
< nnmax(| ai || by [)
< 2

n®max | ag; | max | bi; |=| X ||| Y [| .
J i

O

Na prostoru Vp lahko obstajajo razlicne, med seboj povezane norme. Posledi¢no je prirotno

podati bolj splosno definicijo norme, ki bo veljala za vse vektorske prostore.
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Definicija 2.6 Norma na vektorskem prostoru V je preslikava
|-1: V=R,
za katero velja:

(i) || z ||> 0 in || = ||= 0 natanko tedaj, ko je x =0,
(i) ez =l a |l 2|,

(iii) [l +yl<lz]+1yl

za vsaka vektorja x,y € V in vsak element a € P.

Par (V.|| - ||) imenujemo normiran vektorski prostor.

Primer 1. Za vektorski prostor V' izberimo bazo e = (e, ..., e,) in kanoniéni izomorfizem

Ve : V=V,
podan s predpisom:
aj
n as
Z a;e; —
i=1
Qnp
Norma || - || iz definicije 2.1, podana na V35, inducira normo || - || na V:
[z [le=[l Te(z) -
Ce izberemo drugo bazo f = (fi, ..., f») v V, dobimo drugaéno normo || - ||y na tem prostoru,
ki je tesno povezana z normo || - || . Natancéneje, imamo dve taksni pozitivni konstanti C;

in Cy, da velja
Collz sl le<Cillz|y-

n n
Naj bo f; = pijej za i =1,...,n. Za vsak vektor x = ) f; iz V velja
=1 3

7 =1

n n n
lzlle = 11> aufill=1 )Y amije; lle
i=1

i=1 j=1

n n
= max(]| > iy |l) = m]aX(Z | ai [l pij 1)
=1 1=1
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< nmax(| as Iy max(l pi 1) = n || & 1y max(l ps 1),
Za konstanto lahko izberemo C; = nmax(|| p;; ||). Podobno pois¢emo konstanto Co.

Z normo na vektorskem prostoru lahko definiramo funkcijo razdalje na tem prostoru.

Definicija 2.7 Naj bo (V.|| - ||)normiran vektorski prostor. Za vsak par vektorjev z,y € V

definiramo funkcijo razdalje ali metriko na naslednji nacin:

d(z,y) =|z—y| .

Definicija 2.8 Naj bo X neprazna mnoZica. Metrika na X je preslikava
d: X xX —>R,
kjer za vsako trojico tock x,y,z € X velja:
(i) d(z,y) >0 ind(z,y) =0z =y,
(ii) d(z,y) = d(y, z),

(iii) d(z,z) < d(z,y)+d(y, z).

Par (X, d) imenujemo metriéni prostor.
Metrika je posploSitev pojma razdalje, saj podaja oddaljenost med elementoma dane mnozice.

Opomba 2.9 Naj bo (X,dx) metricen prostor. Za vsako podmnozZico Y C X obstaja
metrika dy na 'Y, definirana kot dy (z,y) = dx(x,y), kjer x,y € Y. (Y,dy) imenujemo

metriéen podprostor prostora (X,dx).

Definicija 2.10 Naj bo r pozitivno realno Stevilo in x tocka v X. Krogla B(xz,r) z radijem

rin s srediScem x je mnoZica
{ye X :d(z,y) <r}.

Pravimo, da je podmnozica U C X odprta, ce za vsako tocko x € U obstaja taksno pozitivno

realno Stevilo v, da je krogla B(z,r) vsebovana v U.
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Opomba 2.11 Naj bo B(x,r) poljubna odprta krogla, y € B(x,r) ter s = r — d(x,y).
Krogla B(y, s) je vsebovana v B(xz,r), saj za vsak z € B(y, s) velja

d(z,z) < d(z,y) +d(y, 2) <d(z,y)+s=r
Metrika na Vi je definirana kot:
d((a1,...;ap), (b1, ....;by)) = max; | a; — b; | .

Zato je krogla B(x,r) s srediséem v x in radijem r v tem primeru geometriéno kocka s
srediscem v x in robom dolZine 2r. Vidimo, da ce je podprostor U prostora Vi odprt glede
na normo, izracunano po eni konstanti C', potem je odprt glede na norme, definirane z vsems

drugimi pozitivnimi konstantami.

Definicija 2.12 Preslikava ® : X — Y iz metricnega prostora (X, dx) v metricen prostor
(Y,dy) je zvezna, ce za vsako tocko x € X in katerokoli pozitivno realno Stevilo €, obstaja
taksno pozitivno realno Stevilo 0, da je slika krogle B(x,d) pri preslikavi ® vsebovana v
B(®(z),€).

Zvezno preslikavo med metricnima prostoroma, ki je bijektivna in katere inverz je zopet

zvezna preslikava, imenujemo homomorfizem metri¢nih prostorov.

Izrek 2.13 Naj bo ® : X — Y preslikava med metriénima prostoroma (X,dx) in (Y,dy).
Preslikava ® je zvezna natanko tedaj, ko je praslika vsake odprte mnoZice V. .C'Y odprta

mnozica v X .

Dokaz. Privzemimo, da je ® zvezna preslikava. Naj bo V' odprta podmnozica v Y. Pokazati
moramo, da je U = ®~ (V) odprta v X.

Izberimo x € U. Ker je V odprta mnozica, lahko najdemo taksno pozitivno Stevilo €, da je
B(®(x),e) e V
in ker je ® zvezna, lahko najdemo taksno pozitivno stevilo §, da velja
®(B(x,0)) C B(®(x),€).

Sledi, da je krogla B(z,d) vsebovana v U. Posledi¢no je vsak x € U vsebovan v neki krogli

v U. Zato je U odprt podprostor.

Obratno, predpostavimo, da je slika pri inverzni preslikavi ® ! katerekoli odprte podmnozice

iz Y odprta v X. Naj bo x € X in naj bo € pozitivno realno stevilo. Potem je B(®(z),¢€)
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odprta v Y. Posledi¢no je mnozica U = ®~1(B(®(x),€)) odprta v X. Zato lahko najdemo

taksno pozitivno realno stevilo d, da je krogla B(x,d) vsebovana v U. Zato velja
®(B(z,8)) C ®(U) = B(®(x),e).

To pomeni, da je ® zvezna. O

Opomba 2.14 Veliko lastnosti zveznih preslikav sledi neposredno iz izreka 2.13 . Tudi ta,

da je kompozitum VO dveh zveznih preslikav ® : X — Y ter U :Y — Z zvezna preslikava.

Primer 2. Preslikava
det : M, (P) —» P

je podana s polinomom

det A = Z 5ign(T)T1r(1)T2r(2) - - - Tr(n)
TESK

stopnje n, s spremenljivkami z;;, kjer sta i,j = 1,...,n. Znak sign(w) je v primeru, ko je 7

soda permutacija enak 1 in je enak —1, ko je le-ta liha permutacija.
Determinanta je zvezna preslikava. Za vsako matriko A € Gl,,(P) velja, da det A # 0.

Naj bo € =| det A |. Potem obstaja taksno pozitivno realno stevilo ¢ , da se krogla B(A4, J)
Y VISLQ preslika v kroglo B(det A, €) v P. Ta krogla ne vsebuje 0. Torej lahko najdemo kroglo
v okolici A, ki je vsebovana v Gl,,(P). Zato je Gl,(P) odprta podmnozica prostora M, (P).

Primer 3. Imamo determinanto, ki dolo¢a zvezno preslikavo

det : Op(P) — {£1}.

Inverz slike tocke 1 pri tej preslikavi je mnozica SO, (P). Ker je tocka 1 odprta v {#1},
sledi, da je SO, (P) odprta podmnozica mnozice O, (P).

2.2 Eksponentna preslikava

Osrednja tema diplomske naloge so matri¢ne grupe in na njih definirana eksponentna
funkcija. Torej analiticna matriéna funkcija A — e?. Za izracun le te obstaja mnogo
najrazlicnejsih metod, kot je metoda potencne vrste, polinomske metode, metoda razcepa

matrike A, izracun vrednosti s pomocjo diagonalizacije matrike in Jordanove kanoni¢ne
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forme, metoda, ki temelji na diferencialnih enacbah in druge. Obravnavali bomo le dve
izmed nagtetih in sicer, metodo kjer vrednost funkcije dobimo s pomoc¢jo razvoja v potencéno
vrsto, v naslednjem razdelku pa Se metodo, kjer le to izracunamo s pomocjo diagonalizacije

dane matrike.

Definicija 2.15 Naj bo (X, d) metricen prostor. Zaporedje x1,xa, ... elementov iz X kon-
vergira k nekemu elementu x € X, ce za vsako pozitivno realno Stevilo € obstaja taksno

naravno Stevilo n, da za vsak i > n velja d(z,x;) < € .

Zaporedje x1, X2, ... je Cauchyevo zaporedje, ce za vsako pozitivno realno stevilo € obstaja

tako naravno Stevilo n, da velja d(z;,z;) < €, ko sta i,j > n.
Vsako konvergentno zaporedje v metriénem prostoru je Cauchyevo.
Metricen prostor X je poln, ce je v njem vsako Cauchyevo zaporedje konvergentno.

Naj bo X wvektorski prostor, pripadajoca metrika pa naj izhaja iz norme. Vrsta x1 + x9 + ...

je konvergentna, ce je zaporedje delnih vsot {yn, = x1 + T2 + ... + Tp }n=1,2,.. konvergentno.
Izrek 2.16 Prostor Vi z normo || z |= Cmax; | a; | je poln.

Dokaz. Naj bo z; = (a;,,...,a;,) Cauchyevo zaporedje v V{¥. Za dan e obstaja taksno

naravno Stevilo m, da:
| zi — z; ||= maxy | a;, — aj, |< € za vsaka i,j > m.

Posledi¢no so zaporedja ay,, as,,... Cauchyeva v P, za k = 1,...,n. Ker je P poln prostor,
ta zaporedja konvergirajo k elementom ay, ..., a,. Torej zaporedja x1,x2, ... konvergirajo k

x = (ay,...,an). O

Definicija 2.17 Eksponentna funkcija f(x) = e je analiticna funkcija. Njena potencéna

vrsta je

1 1
—1+ﬁw+§x+ +—x+ Zk'

in konvergira za vsak x € C.

Opomba 2.18 Eksponentno funkcijo, kjer v eksponentu nastopa matrika, torej funkcijo s

A

predpisom A — e, imenujemo eksponentna matriéna funkcija.

V nadaljevanju bomo, zaradi laZjega zapisa, namesto oznake e uporabljali oznako exp(A).
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Primer 1. Za poljubno matriko X € M, (P) in m = 0,1, ... naj bo exp,,(X) matrika
X)=I, + - X + 2 x L xm
expy (X) = I + 17X + 55 X7 4o 2 X
Zaporedje {exp,,,(X)}m=o0,1... je Cauchyevo zaporedje v M, (P), ker za ¢ > p velja

1 1
p+l 4 x4
(p+1)!X + +q!X I

| expy(X) —exp,(X) || = |

< o xet g Dy xe
(p+1)! q

< L oyxptrae s Lyxge.
(p+1)! q

Izraz na desni bo postal poljubno majhen z velikim Stevilom p, ker zaporedje
{1+ % X +...+ % | X ||"™}m=0,1,... konvergira k exp(]| X ||), kjer je exp(x) obic¢ajna

eksponentna funkcija na P.

Definicija 2.19 Za poljubno matriko X € M, (P) definiramo exp(X) kot limito zaporedja
matrik expo(X), expy(X), ... .

Posledica 2.20 Naj bo ® : C — Ms(R) preslikava, podana s predpisom:

<I>(:c+iy):[ v y].

_yx

Potem velja enakost
®(exp(iy)) = exp(®(iy))-

Eksponentna funkcija na levi strani dane enacbe je obicajna eksponentna funkcija s kom-

pleksnim argumentom, na desni strani pa imamo matricno eksponentno preslikavo.

Opomba 2.21 Eksponentna funkcija doloca zvezno preslikavo:
exp : M, (P) — M, (P).
Dejansko moramo videti, da velja
| exp,, (X) || < exp(]] X ).

Naj bo B(Z,r) krogla v M, (P). Izberimo tako matriko Y € M, (P), da bo velja neenakost
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| Z || +r <|| Y ||. Potem za katerokoli X € B(Z,r):
X< X =Z [+l Zl<r+l2I<IY .
Posledicno velja tudi
| expy, (X) [ < exp(]| X |[) < exp(]] Z |)-

Sledi, da zaporedje expy(X),exp;(X),... konvergira enakomerno na B(Z,r).

Funkcije exp,,, : Mp(P) — M, (P) so podane s polinomi, zato so zvezne. Ker konvergirajo

enakomerno, je njihova limita exp zvezna na B(Z,r). Poslediéno je exp zvezna kjerkoli.

1
Primer 2. Naj bo X = [ 0 ] Potem X2 = —I,, X3 = —-X, X* = I,,... . Za vsak

t € P velja

—_ 1 12 13 14 —
exp(tX)—Ig—l—ﬂtX—gt _ﬁtXJ’It +.=

cost sint ]

—sint cost

Vidimo, da je dana preslikava homomorfizem grup P — SO2(P), ki povezuje okolice tocke

I, € SO2(P) z majhnimi okolicami tock v P.

Za eksponentno preslikavo na M, (P) veljajo enake lastnosti, kot za eksponentno funkcijo

na P, kar vidimo iz naslednjega izreka.

Izrek 2.22 Za matricno eksponentno funkcijo veljajo naslednje lastnosti:

(1) exp(0) = In,
(ii) exp(X +Y) =exp(X)exp(Y), éeje XY =YX,
(iii) exp(—X)exp(X) = I,,. Posledicno exp(X) € Gl,,(P).
(iv) exp(XT) = (exp(X))T,
(v) exp(Y1XY) =Y lexp(X)Y, za vse obrnljive matrike Y.

a1 e O exp(al) e 0
(vi) Ceje X = oo diagonalna = exp(X) = :
0 DY a/n 0 DY exp(an)
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Dokaz. Trditev (i) je ocitna.

Pri dokazovanju druge trditve moramo uposStevati, da iz komutativnosti XY = Y X sledi

(X +Y) =3 (5 X7V, Dobimo:
§=0

m
1
expm(X+Y):In+(X+Y)+...+ZZ.,(T
i=0

Xiymt,
—i)!

Hkrati velja

1 1 1 1

1 1
= It (X HY) ok X

1 1 1
n X" WY 44+ —Y"+ —g,(X,Y),
1! ! m! m!

(m—1)
kjer g, (X,Y) sestavljajo vsote produktov oblike:

1 . .
mx‘]y(pi‘y), kjer P >m.

Torej je
1 9p(X,Y) [|=[] expay(X +Y) —exp, (X +Y) || .

Ker zaporedje {exp,,(X + Y)}m=0,1,. konvergira k exp(X + Y), velja da zaporedje
{gm(X,Y)}m=0,1,.. konvergira k 0. Tako smo dokazali trditev (ii).

Trditev (iii) izpeljemo iz trditve (i) in (ii), ko je Y = —X.
Trditev (iv) sledi iz formule (X™)T = (XT)™, zam = 1,2, ... .

Trditev (v) pa iz enakosti

YIXY)" =YXV ter Y 'XY + Y12V =Y 1(X + 2)Y.

Trditev (vi) sledi iz definicije eksponentne funkcije. O

Opomba 2.23 Komutativnost matrik A,B € M,(P) je potreben pogoj za veljavnost
identitete
exp(A + B) = exp(A) exp(B) = exp(B) exp(A4),

ni pa nujen. Kljub temu lahko velja:

exp(A+ B) = exp(A)exp(B) = exp(B)exp(A) ali
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exp(A+ B) # exp(A)exp(B) = exp(B)exp(A) ali
exp(A+ B) = exp(A)exp(B) # exp(B)exp(4) ,

e

pri tem pa matriki A in B ne komutirata.

Primer 3. Ceprav ima matri¢na eksponentna funkcija podobne lastnosti kot realna ekspo-

nentna funkcija, lahko v splosnem izgleda precej drugace. Na primer, za matriko

0 =z y 1 = y+ %xz

A=exp| 0 0 z | dobimo, da je exp(4) =T+ A+ A; =101 z , saj je
0 0 0 0 0 1

A3 =0

Opomba 2.24 Za nilpotentne matrike, to so matrike za katere je A™ = 0 za poljubno
naravno Stevilo n, je eksponentna funkcija exp(A) vedno polinom spremenljivke A. V tem
primeru lahko torej eksponentno funkcijo matrike izracunamo neposredno iz razvoja v vrsto,

ker se le ta konca po konénem Stevilu ¢lenov.

Primer 4. Za A € M,(P) in m = 1,2, ... , naj bo log,,(A) matrika:

(A= L2+ 4 (—1ym L A= pym,

108, (4) = (4~ L) — 5 .

Predpostavimo, da je || A — I, ||[< 1. Potem je zaporedje logi(A),log2(A), ... Cauchyevo

zaporedje.

Za q > p velja

1 1
| log,(A) —log,(A) | = | (_1)p71(14 — L) 4 (C1) = (A= L) |
p+ q
1 1
< —||A-1, Hp“ +o.+-|A-1, 7.
p+1 q

Izraz na levi strani je lahko poljubno majhen 2z velikim p, ker =zaporedje
{| A—=1L, | +% | A—IL, || +... + % | A— I, [|™}m=1,2,. konvergira, ko je || A—1I, ||<1.

Definicija 2.25 Naj bo matrika A € M, (P). Definiramo logaritemsko funkcijo log(A) kot
limito zaporedja log,(A),logy(A), ... , ko je le-to konvergentno.
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Izrek 2.26 Za logaritemsko funkcijo na matrikah veljajo naslednje lastnosti:

(i) log(In) = 0;
(ii) log(AT) = (log(A))",

(iii) log(A) je definiran natanko tedaj, ko je definiran log(B~'AB), kjer je B obrnljiva
matrika in velja

log(B~'AB) = B~ 'log(A)B.
a - 0 log(a;) --- 0
(i) Ceje A=| @ - diagonalna = log(A) = : : :
0 cee o QAp 0 log(an)
(v) Kadarje AB = BA in so logaritemske funkcije log(A), log(B) ter log(AB) definirane,

velja
log(A)log(B) = log(B)log(A).

Dokaz. Vse navedene lastnosti dokazemo na podoben nacin, kot smo dokazali lastnosti ek-
sponentne funkcije (izrek 2.22). Pri dokazovanju zadnje trditve upostevamo, da so v primeru
komutativnosti AB = BA delne vsote zaporedij log,,(A)log,,(B) in log,,(B)logm(A) prav
tako enake. O

Opomba 2.27 Logaritemska funkcija dolo¢a zvezno preslikavo:
log : B(Ip,1) — M,(P),

kar sledi iz neenakosti )
1
[ =X" <= X ™,
m m

saj zaporedje log(1 — x) = —(z + 322 + ...) konwergira za | x |< 1.

SR R (R R P B F R
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[0 1 ol for] i fao), o4
® eXp = = = S
|40 01| "[40] Flo4a] |16 0
a0 1+d4+4 16+ 1+&-4+4.16+...
1 -
| 016 A+ 5 16+4 64+ 1+4-4+L-16+...
| ch2 %sh?
| 25h2  ch2
Torej:
11 e 0 ch2  ish2 e 0 R
exX = . = . _
P 4 1 0 e 2sh2  ch2 0 e e? —e? #
_ %(63—%671) %(63—6*1)
63 . 6—1 %(63 + 6_1)
(11 0] 100 110 121 133
b.) exp =01 0|+4]|0 1 1 |+5[0 1 2 |+5|0 1 3|+
01 00 1 00 1 00 1 00 1
(1 4 6 ] 15 10
+4r 41+5]01 5 |+..
0 00 1
I+1+g 43+ I+l+g5+5+.. H+3-3+5:6+7-10+...
= 0 L1454+ 5+ T+14 5+ 5+
I 0 0 T+14 5+ g+
e 3 (I+14+g+35+..) e e F-(1+1+24+204 )
= e =10 e e
0 e 00 e
[ e e le
- €
0 e
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2.3 Izracun vrednosti eksponentne in logaritemske

funkcije s pomocjo diagonalizacije matrik

Najlazji na¢in za dokazovanje lastnosti eksponentnih in logaritemskih funkcij na matrikah
je, da jih izpeljemo iz ustreznih lastnosti realnih eksponentnih in logaritemskih funkcij. Iz
trditev (v) in (vi) izreka 2.22 ter (iii) in (iv) izreka 2.26 sledi, da so lastnosti eksponentne in
logaritemske matri¢ne funkcije podedovane iz njunih lastnosti na mnozici diagonalizabilnih
matrik. Uporabimo dejstvo, da so navedene funkcije zvezne in da obstajajo diagonalizabilne

matrike, kar nam pomaga pri izpeljavi zelenih lastnosti za vse matrike.

Definicija 2.28 Podmnozica S metriénega prostora (X,d) je gosta, ce wvsaka krogla
B(z,e) € X wvsebuje kaksen element iz S. Ekvivalentno, mnoZica S je gosta, ¢e vsaka

neprazna, odprta mnozica v X vsebuje element iz S.

Lema 2.29 Ngj bosta (X,dx) in (Y,dy) metricna prostora, T gosta podmnoZica prostora
X ter f in g wezni funkeiji, ki slikata iz X vY. Ce je f(x) = g(x) za vsak x € T, potem
velja, da je f(x) = g(z) za vsak x € X.

Dokaz. Predpostavimo, da lema ne drzi. Potem obstaja taksen z € X, da f(z) # g(z).
Naj bo e = dy (f(x), g(x)). Krogli:

Bi = B(f(x),3) in By = B(g(), 5)

DN

se ne sekata, mnozici:
U = f_l(Bl) ter Uy = g_l(Bg)

pa sta odprti v X in vsebujeta x. Ker je T" gosta, je tocka y € T vsebovana v Uy NU,. Velja
z = f(y) = g(y) in posledi¢no je z vsebovana v obeh kroglah B; in Bs. To je nemogoce, saj

sta By in Bs disjunktni. Posledi¢no velja, da ne obstaja nobena tocka x, za katero bi bilo

f(x) # g(). O

Definicija 2.30 Pravimo, da je matrika X € M,(C) diagonalizabilna, ce obstaja taka

obrnljiva matrika P, da je P"'X P diagonalna matrika.

Posledica 2.31 Naj bo matrika A diagonalizibilna: D = P~YAP. Potem velja

exp(D) = P! exp(A)P = exp(A) = Pexp(D)P~ .
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-2

Primer. Naj bo matrika A = diagonalizabilna matrika, podobna diagonalni

11

-2 0
matriki D = [ 0 1 ] , matrika prehoda pa je P = . Poiséi eksponentno funkcijo

matrike A s pomocjo razvoja v vrsto ter s pomocjo njene diagonalizacije.

a.) izracun vrednosti s pomocjo diagonalizacije matrike:

eXp(A):Pexp(D)P—l _ [1 1] [62 0] [1 _1]

b.) razvoj funkcije v potenéno vrsto:

A '10+1 23], 1[4 3|, 1[-809
ex = — — _
’ o1 o 1] 2o 1 3o 1
o [1-24+4-8+... 0+3-3+5-
0 I+1l4g+3+...

e2 —e24e¢

0 e

Vidimo, da sta konéni vrednosti v obeh primerih res enaki.

Izrek 2.32 Naj bo matrika X € M,(C). Potem obstajajo matrika Y, kompleksna stevila
di ine zai=1,...n (kjer so e; med seboj razlicna Stevila), ter taksno realno pozitivno
Stevilo €, da za vsak neniceln t € C, |t |< € velja, da je X +tY diagonalizabilna matrika.

Pripadajoca diagonalna matrika ima (i,1)-to koordinato enako d; + te;, zai=1,....,n .

Dokaz. Trditev zagotovo drzi za n = 1. Nadaljujemo z indukcijo po n. Predpostavimo,
da trditev drzi za n — 1. Izberimo lastno vrednost d; € X in neniceln lastni vektor x1 za

di. Torej Xxy = dyx;. Izberemo lahko bazo B = {1, ...,z,} za V5. Glede na to bazo je

matrika X oblike:
dl a
X = ,
0 X3

kjer je a = (a12,...,a1p), X1 pa je neka (n — 1) x (n — 1) matrika.
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Po indukcijski predpostavki obstajajo matrika Y7 in elementi d;, e; € C za ¢ = 2, ..., n, kjer
so vsi e; med seboj razliéni ter taksen €1, da za vsak neniceln | t |< € obstaja taka obrnljiva
matrika C1(t), da je X; +tY; = C1(t)D1(¢)C1(t)~! in je Di(t) neka (n — 1) x (n — 1)
diagonalna matrika z (i — 1,7 — 1)-to koordinato enako d; + te; (za i = 2,...,n) . Enakost

lahko zapiSemo tudi v obliki:

(X1 +tY1)Cr(t) = Ci(t) Da(t). (2.1)
Naj bo:
X:!dl a ]’ _ €1 0 ,C(t): 1 C(t) ,D(t): d1+t61 0 ]’
0 X 0 Y 0 Ci(t) 0 Dy (t)

kjer je c(t) = (c12(t), ..., c1n(t)), za neke elemente ¢1;(t) € P. Upostevamo, da je
det C(t) =det C1(t) #0zavset #0in |t [< €.

Torej je matrika C(t) obrnljiva za katerokoli izbiro elementov ¢1;(t) € P. Naj bo

X(t) = X +tY . Poiskati moramo taksna stevila c¢y;(¢) in e, da velja enakost

X()C(t) = C(t)D(t). (2.2)
Imamo:
XHOW) - dy + teg a 1 c(t)
0 X1+t C1(1)

0 Ci(
di +ter (di +ter)c(t) +a'(t)
0 (X1 +tY1)C1(t) ’

n n
kjer je a'(t) = (> aricia(t), ..., Y. a1icin(t)) in
i= i=2

1 c(t)
0 Ci(t)

di + tey Cl(t)

C)D(t) = 0 Ci(t)Di(t)

di + tey 0 _
0 Dy (1)

kjer je ¢ (t) = ((d2 + tea)cia(t), ..., (dn + ten)cin(t)).
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Ker velja enacba (2.1), potem velja enacba (2.2) natanko tedaj, ko je
(dl + tel)cli (t) + a12¢9; (t) + ...+ alncm(t) = (dz + tei)cli(t). (23)

zat=2,..,m.

Izberimo e; razliGen od vseh eo, ..., e, . Potem ima vsaka enacba di +te; = d; + te; natanko
eno resitev t = —(d; — dy)/(e; — e1) in lahko izberemo taksen € < €, da za nenicelni ¢,
| t|< e velja (d; —dy) + t(e; — e1) # 0. Potem stevila

1
i(t) = (¢ (1)), =2, ..
c1i(t) (di —dy) + t(e; — e1) (a12¢2i(t) + ... + a1ncni(t)), za i n
predstavljajo resitev enacbe (2.3). -

Posledica 2.33 PodmnoZica M,(C), sestavljena iz diagonalizabilnih matrik, je gosta v
M, (C).

Dokaz. Naj bo X € M, (C). Iz prejsnje trditve sledi, da lahko za dovolj majhen nenicelni ¢
najdemo diagonalizabilno matriko X +¢Y . Imamo || X +tY — X ||=| t ||| YV ||. Posledi¢no

lahko najdemo diagonalizabilne matrike v vsaki krogli s sredis¢em X. O

Izrek 2.34 Naj bo U krogla B(I,,1) € Gi,(P) in V = log(U). Potem drzijo naslednje

lastnosti:

(i) log(exp(X)) = X za vsak tak X € M,(P), da je log(exp(X)) definiran.
(ii) exp(log(A)) = A za vsak tak A € Gl,,(P), da je log(A) definiran.
(111) det(exp(X)) = exp(trX) za vsak X € My (P), kjer je tr a;; = > a;i .
i=1

(iv) Eksponentna preslikva exp : Mp(P) — Gl,,(P) predstavlja homomorfizem V. — U.

Inverzna preslikava je log |y .

(v) log(AB) = log(A) + log(B) za vse take matrike A,B € U, za katere je AB € U in
AB = BA.

Dokaz. Pri dokazovanju prve lastnosti sprva opomnimo, da sta log(exp(X)) in X zvezni
preslikavi, ki slikata iz V' — M, (C). Po izreku 2.32 so diagonalizabilne matrike goste v
V. Tako iz leme 2.29 sledi, da je dovolj dokazati trditev za diagonalizabilno matriko X. Iz
trditev izreka 2.22(v) in 2.26(iii) dobimo:

Y " og(exp(X))Y = log(Y ! (exp(X))Y) = log(exp(Y 1 XY)).
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Vidimo, da zadostuje dokazati prvo lastnost le za diagonalne matrike.

Iz trditev izreka 2.22(v) in 2.26(iv) dobimo:

a/l .« o e 0 exp(al) “ .. 0
loglexp | + . 1 |) = log :
O e an, O ... exp(an)
[ log(exp(a1)) - 0
i 0 -+ log(exp(an))
[ al 0
i 0 an

Dokazali smo prvo trditev.

Za dokazovanje druge trditve uporabimo lastnost, da sta exp(log(A)) in A zvezni funkeiji, ki
slikata iz U — M,,(C). Sklepamo enako kot v dokazu prve trditve in opazimo, da zadostuje
dokazati lastnost le za diagonalne matrike. Metoda preverjanje le-te pa je podobna, kot

smo jo uporabili za diagonalne matrike v prvi trditvi.

Pri dokazovanje trditve (iii) uporabimo dejstvo, da sta detexp(X) in exp(trX) zvezni
funkciji, ki slikata iz M, (C) — M, (C). Velja

detY 'XY =det X intr Y ' XY =tr X

za vse obrnljive matrike Y. Enako kot pri dokazovanju prve in druge trditve, zadostuje

dokazati lastnost le za diagonalne matrike:

ap - 0 exp(a) - 0
detexp | @ -, 1 | =det : : =exp(ai) - ... exp(an),
0 - ay 0 -+ explan)
in
ap - 0
exp(tr | .. ¢ |)=explar+---+an) =exp(ay) ... expay).
0 - a,

Tako smo dokazali tretjo trditev.

Trditev (iv) sledi iz trditve (i) in (ii), saj sta exp in log zvezni funkciji.
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Za dokazovanje pete lastnosti izberimo A, B € U tako, da velja AB € U. Iz trditve (iv)
sledi, da lahko najdemo taksni X,Y € M, (P), da velja

A =exp(X)in B =exp(Y).
Posledi¢no iz trditve (iv) sledi, da je
X =log(A) in Y = log(B).
Iz izreka 2.26(v) pa enakost
XY =log(A)log(B) =log(B)log(A) =Y X.

Torej po 2.22(ii) velja
exp(X +Y) = exp(X)exp(Y).

Uporabimo prvo lastnost in dobimo
log(AB) = log(exp(X)exp(Y)) = log(exp(X +Y)) = X +Y = log(A) + log(B).

O

V nadaljevanju bomo pokazali, da podobna lastnost, kot je navedena v prejSnjem izreku
pod ¢etrto alinejo, drzi tudi za matriéne grupe Gl,,(P), SI,,(P) in Gg(P), kjer je S obrnljiva

matrika. Sprva pa moramo uvesti ustrezne podprostore M, (P).
Definicija 2.35 Naj bo g1, (P) = M, (P). Potem je
sl,(P)={X egl,(P)| tr X =0},
kjer je trX sled matrike X = (a;j), definirana kot trX = ilaii.
i=

Naj bo S poljubna matrika v My, (P). Potem je

9s(P)={X € g1, (P) | XTS 4 SX = 0}.
0 J

"1, kjer je
7.0 Jer g

Jn € M, (P) matrika, katere elementi na stranski diagonali so enaki 1, vsi preostali pa 0,

V primeru, ko je S = I, oznacimo g4(P) z so,(P). Ce pa S = [

pa gg(P) zamenja oznaka sp, (P).
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Opomba 2.36 Vse mnoZice sl,(P) in g4(P) so podprostori prostora gt,(P). Hkrati je
s0,(P) podprostor s1,(P), saj velja trAT = trA torej 2trA = 0. Vedno, ko obravnavamo

ortogonalne grupe, privzamemo, da je 2 obrnljiv element v P.

Izrek 2.37 Predpostavimo, da je S obrnljiva matrika. Potem eksponentna preslikava
exp : M, (P) — Gl,,(P)

inducira preslikavi:
exp : sl,(P) — SI,(P),
m

exp : g¢(P) = Gg(P).

Naj bo G katerakoli izmed grup Gl,(P), Sl,(P) ali Gg(P). Potem obstaja okolica U ma-
trike I, v G, na kateri je definirana logaritemska funkcija log in sicer tako da eksponentna

funkcija exp inducira homomorfizem log(U) — U. Inverz preslikave exp |10 je log |ur .

Kot posebne primere dobimo preslikave:
exp : sop, — On(P),

exp : so, — SO, (P),
m

exp : sp,,(P) — Spn(P).

Ce je G ena izmed grup On(P), SO, (P) ali Sp,(P), obstaja takina odprta podmnoZica U v

G, da te preslikave inducirajo homomorfizem log(U) — U z inverzom 10g |iog(17)-

Dokaz. Za Gl,,(P) smo trditev izreka ze dokazali. Da dokazemo trditev za mnozico Si,,(P)
izberimo X € sl,. Iz trditve (iii) izreka 2.34 sledi, da je

det exp(X) = exp(trX) = exp(0) = 1.

Posledi¢no velja, da je exp(X) € SI,(P). Tako smo dokazali trditev.

Pri dokazu druge trditve za SI,,(P) vzamemo matriko A € UN S, (P). Iz trditve (iii) izreka
2.34 sledi, da v primeru det A = 1 dobimo

exp(trlog(A)) = detexp(log(A)) = det A = 1.
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Torej je trlog(A) = 0. Pokazali smo ze, da funkcija exp inducira bijektivno preslikavo:
s1,(P)Nlog(U) — SI,(P)NU.

Ta preslikava in njen inverz, porojen z logaritemsko funkcijo, sta inducirani z zveznimi
preslikavami, metriki na SI,,(P) in s1,(P) pa z metrikami na GI,(P), oziroma gl,(P).

Posledi¢no, sta inducirana preslikava in njen inverz zvezna in zato homomorfizma.

Naj bo X € gg(P). Velja
X'S+8X =0.

Predpostavili smo, da je S obrnljiva matrika, zato lahko slednjo ena¢bo zapisemo kot
STIXTS+ X =0.
Ker je S71XTS = — X, velja da S~'X7TS in X komutirata, zato lahko uporabimo trditev

(ii) izreka 2.22 in dobimo enakost

I, = exp(ST1XTS 4+ X) = exp(ST1XTS) exp(X) = S Hexp(XT))S exp(X)
= S Hexp(X))TSexp(X).

Torej (exp(X))TSexp(X) = S in exp(X) € Gg(P). Dokazali smo trditev.

Dokazimo Se zadnjo trditev. Naj bo A € Gg(P). Potem dobimo:
ATSA = S ali ekvivalentno ST'ATSA = I,,,

iz Cesar sledi:

log((S71ATS)A) = 0.

S~1AT'S je inverzna matrika matrike A in zato S~'AT'S ter A komutirata. Ker je preslikava
na GI,(P), ki slika A — AT zvezna, enako kot preslikava A — S~1ATS, lahko izberemo
taksen U, da je funkcija log definirana na S~'ATS. Iz trditve (v) izreka 2.34 sledi, da je

log((ST1ATS)A) = log(S™1ATS) +log(A) = S~ (log(AT))S + log(A)
= S71(log(A)TS 4 log(A).

Dokazati moramo, da je
S~ (log(A))TS +log(A) = 0.
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Ena¢bo pomnozimo z leve z matriko S in dobimo:

(log(A))"'S + Slog(A) = 0.

Torej log(A) € go¢(P). Dokazali smo, da funkcija exp inducira bijektivno preslikavo

gs(P)Nexp ' (U) —» Gs(P)NU.

Podoben argument uporabimo v primeru Si,, (P), torej, da je dana bijekcija homomorfizem.

Tako smo dokazali tudi to trditev.

Primeri:
00 1
LA=]|11 0
00 —1
(1 0 0 o
expA = 010 +F
00 1 o
[ 1 0

= | 1+H+4+.. ¢ H+Li+a+-
0 0 1-1+g—H+4.
[ 1 0 1-—e!
= e—1 e chl—-1
0 0 et
Izracunamo det exp(A):
1 0 1—et
1 1 0 1
det | e—1 e chl—1 | =e¢ =e e=1

e—1 e

0 0 et

Ker je determinanta enaka 1, je res exp(4) € Si3(P).

O
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10 0
01 0 .
2. B= 01 . € sp,(P). Preveri, da je exp(B) € Sp,(P)!
00 0 -1
1000 10 1000
010 0 0 1 010 0
exp(B) = + L + L + .
(B) 00 10 "o 1 -1 10010
000 1 00 0 -1 000 1
(1144 + 5+ 0 0 1+ 3+ 4+
B 0 T+14 5+ 5+ 0 0
0 l+d+d+.. 1-1+&-L+.. 0
i 0 0 0 1—1+4— 5+
e 0 0 shl
o e 0 0
N 0 shl et 0
0 0 0 et
Preverimo, ali drzita enakosti det exp(B) = 1 in (exp(B))'Sexp(B) = S
e O 0 shl
0 0 0
o det € =1
0 shl et 0
0 0 0 et
e (exp(B))TSexp(B) =
[ 0 0 0 0 0 1 e 0 0 shl
B e shl 0 0 10 0 e 0 0
B 0 e 0 0 -1 0 0 0 shl e 1 0
| sh1 0 0 et -1 0 00 0 0 0 et
[0 0 0 e e 0 0 shl 0 0 0 1
_0—sh100600_0010_5
- et 0 0 shi e o0 | | 0 -1 00|
| —e 0 0 0 0 0 et -1 0 00

Obe enakosti drzita, torej exp(B) € Sp,(P) .
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