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JESENEK, D.: Kombinatorika z ra¢unalniSkim programom Mathematica.
Diplomsko delo, Univerza v Mariboru, Fakulteta za raravoslovje in matematiko,

Oddelek za matematiko in r&unalnistvo, 2009.

IZVLE CEK

Diplomsko nalogo v grobem razdelimo na dva delai &el, ki obsega drugo in tretje
poglavje, je namenjen spoznavanju programskegatgpdWathematica V drugem
poglavju opiSemo zgradbo dokumenta (t.i. notebaolgalet, ki so namenjene lazjemu
delu s programom. V nadaljevanju sledijo uporab&efmv, pravila sintakse in
uvazanje ter izvazanje dokumentov. V tretiem pgglasbravnavamo rkananje z
osnovnimi matemathimi operacijami in funkcijami vgrajenimi v pakd®redstavimo
tudi temeljno réaunanje z izrazi, funkcijami, etlbami, matrikami, diferencialnim in
integralnim rg&unom. Zraven podamo ukaze in njihove razlage s tankni primeri.
V drugem delu (Wetrtem in petem poglavju) podrobneje opiSemo delmaketom
Combinatoricana podrdju kombinatorike in teorije grafov. \etrtem poglavju za
lazjo obravnavo najprej predstavimo osnove kombiiied ter ukaze povezane s
kombinatoriko. V petem poglavju opiSemo osnovnemmjteorije grafov in risanje
grafov, katerih imena so ze vgrajena v prograviathematica Nazadnje spoznamo

risanje poljubnega grafa in ukaze za dalge Eulerjevega in Hamiltonovega grafa.

Klju ¢ne besedeprogramMathematicakombinatorika, grafi, diplomsko delo




JESENEK, D.: Combinatorics with the computer progranme Mathematica.
Graduation Thesis, University of Maribor, Faculty of Natural Sciences and

Mathematics, Department of mathematics and computescience, 2009.

ABSTRACT

This graduation thesis has been basically dividgd two main parts, of which the
First Part including the Chapters 2 and 3 has duced theMathematicapackage. The
Chapter 2, however, introduces the constructioa dbcument (i.e. the notebook) and
pallets meant to less requiring way of dealing wille programme to be followed
further by the use of the packages, the syntaxlaggos as well as by the importing
and exporting documents. The Chapter 3 discussgdagea incorporated basic mathe-
matical operations and functions involved in thiewdating itself. Beside, fundamental
calculating including expressions, functions, e, matrixes as well as the differen
tial and integral computation, which have been gled commands and explanations
based on true examples have been subjected toathe shapter. The Second Part
(Chapter 4 and 5), the operating with tbembinatoricapackage being involved into
the field of the theory of combinations and theotlyeof graphs have been introduced.
In order to make discussion easier, the Chaptatrdduces the basis of the theafy
combinations as well as related commands. The €h&ptlearly states basic concep-
tions on the theory of graphs and designing thewadly being incorporated into the
Mathematica Finally, the creation of an optional graph aslvaslthe definition of the
Euler and Hamilton graphs has been taught to sum up

Key words: programmeViathematicacombinatorica, graphs, graduation thesis
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PROGRAM DIPLOMSKE NALOGE

Diplomska naloga naj obravhava uvodne korake delaanalniSkim programom
Mathematica Jedro naloge naj predstavlja uporaba na poufmmbinatorike.

Literatura:
S. Pemmaraju, S. Skierapmputational Discrete Mathematics: Combinatorace
Graph Theory with Mathematic&ambridge University Press, Cambridge, 2003
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1. UVOD

Programski pakelathematicaje eden izmed mnogih programov (Derive, Matlab, ..
namenjenih za lazje delo na pogto matematike. Razvil ge je Stephen Wolfram
(rojen leta 1959). Prva ragica Mathematiceje bila izdana leta 1988 in se je na
pricetku imenovalaSymbolic Manipulation ProgranfSMP. Od tedaj je program
dozivel spremembo imena in kar nekaj posodobiteizbmljSav.

Mathematicamed drugim uporabniku omogm simbolno in numetho ra&unanje in
izdelavo grafinih predstavite (v 2D in 3D). Uporabimo jo lahkotkokolje za
programiranje ali nalozimo t.i. pakete, s katerirazSirimo moznosti uporabe za
posamezno podége (npr. podroje kombinatorike). Prav zato je uporaddathematice
danes zelo razSirjena. Najvese Se vedno uporablja na znanstveno-raziskovalnem
podraju. Sr&amo jo v naravoslovnih in tehRmih znanostih. Izjema pa niso niti
druzboslovne znanosti kot so ekonomija, sociolagijdruge.

V izobrazevalnih podih je Mathematicadolgo veljala in Se velja za prezahtevno, Se
posebno na srednjeSolskem nivoju. M&gotici vzrok v Wwenju pravil pisanja
matematinih ukazov. Vendar se da osnove hitro di@uV pomaos so vedno priréne
palete, s katerimi je mozno zapisati veliko funkicij ukazov. Navsezadnje pa ima
Mathematica tudi zelo dobro pomo (v obliki Documentation CenterFunction
Navigator, Virtual Bookin Find Selected Functignkjer so navodila, razlage funkcij
in ukazov podprte s konkretnimi primeri. &kovati, da se lahko uporabe
Mathematicenawtimo v celoti, je nerealno, saj je bistveno preatsir

Na temo delati s programoMathematicge napisanih ze kar nekaj knjig. Le redke pa
se poglobijo v podrfe kombinatorike. Prav zato bom v diplomski nalpgedstavila
nekaj moznosti uporabe le te.

Najprej bomo spoznali zgradbo in osnove deldMathematico V nadaljevanju pa
ratunanje z izrazi, funkcijami, etlbami, matrikami, odvodi in integrali. Obravnavali
bomo ukaze za Stetje in zapisovanje urejenih inrajenih izbir, kasneje pa Se
pomembnejSe funkcije pri ¢gananju s Fibonaccijevimi Stevili, Stirlingovimi $ié
prve in druge vrste ter permutacijami. Nato podarkaze za risanje grafov, ki so Ze
vgrajeni v programMathematica in poljubnih grafov. Nazadnje obravnavamo ukaze

za ugotavljanje Eulerjevega in Hamiltonovega grafa.




2. OSNOVE DELA Z MATHEMATICO
2.1. SESTAVA OKNA IN CELIC

Takoj po zagonu prograniathematicase nam prikaZze orodna vrstica z mekhije,
Edit, Insert,itd. Navadno se nam samodejno odpre tudi prazkandent (t.i. notebook
oziroma zvezek). Ta ima konico .nb, ki ozna&uje datotekdMathematiceV primeru,
da se dokument sam ne odpre, ga najdemo FitENew-Notebook (.nb)Poleg
notebooka namMathematicaomog@a Se izdelavo reprezentacijSlile Shoy ali

demonstracije@emonstratioh Prav tako ju najdemo pddle-New

Tekst v dokumentu je razv@n v celice, ki so ozdane z oglatimi zaklepaji ob
desnem robu dokumenta. Poznamo west celic. Najvekrat uporabljene so tekstovne
(Text, Title, ...), vhodne lgput) in izhodne Qutpu) celice, ¥asih pa Se grafne,
programske, kodne in druge. V vhodne celice piSerkaze, pricemer se rezultati
izpisujejo v izhodnih celicah. V tekstovne celiceagamo spremno besedilo. Vrsto
celice spremenimo tako, da oZmao oklepaj celice in v menijgormat-Style(slika 1)

izberemo zeljeno vrsto celice.

| 0 Title Alt+1
Formatting Shift+Ctrl+Space Subtitle Ale+2
Option Inspector...  Shift+Ctrl+O Subsubtitle Alt+3
Siglathags . Section Alc+4
Scteen Environment 4 BRI e
Edit Stylesheet... Subsubsection Ale+6
Text Alt+7
Font... Code Ale+5
Face » v Input Alt+9
Size » Output
Text Color »  Item
Background Color »  ItemParagraph
Cell Dingbat »  Subitem
) SubitemParagraph
Text Al'g'?'T'enF " ItemMumbered
Text Justnflc;ﬁtmn M sibrerminkiansd
\Word Wrapping , InlineFormula
DisplayFormula
DisplayFormulaMumbered
Program
Other... Alt+0

Slika 1. Sprememba vrste celice v meniju.




V obSirnejSinh dokumentih je pripafiivo imeti besedilo razdeljeno na poglavja,
podpoglavja in odstavke. To storimo z doteijo celic kot soSection, Subsection in
SubsubsectiorBesedilo uredimo tudi z izbiro naslovait(e), podnaslovaJubtitlg in
podpodnaslovaSubsubtitle Vrsta celice, v katero piSemo navadno besegld@ext
Zgradba dokumenta je razvidna iz celic oziroma skwgelic na desnem robu okna
(slika 2a). Celice in skupine celic so lahko odmtiezaprte (slika 2b), glede na naSe

zanimanje. Med njimi lahko preklaplijamo z dvojninikkm na oglati oklepaj. Ze

napisane celice lahko zdruzujemo ali razdruZujesne@iines vstavljamo nove celice.

NASLOV

BESEDILO

— KOMBINATORIKA

Kombinatorika je nauk o .

—— Fibonaccijeva Stevila

PODNASLOV

BESEDILO

Leonardo Fibonacci je bil ...

——Stirlingova Stevila

~ Stitlingova Stevila prve vrste

Stirlings1[5, 3]
35

CELICA

SKUPINA

CELIC

KOMBINATORIKA

Kotnhinatotile je nauke o
Fibonaccijeva stevila

Stirlingova stevila

VHODNA CELICA
- IZHODNA CELICA

ZAPRTE

J CELICE

Slika 2: a) Vrste celic, b) zaprte celice.
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2.2. PALETE

Delo s programskim paketoMathematicasi olajSamo z uporabo palet. V primerjavi s
prejSnjo verzijo Mathematico6 ima novejSa verzija veliko ¥emoznosti. Palete
najdemo v menijuPalettes(slika 3). NajpomembnejSi paleti za nas Besic Math
Assistantin Writting Assistant(slika 4). Poleg njiju je na sliki tudi palet@lassrom
Assistantki je meSanica obeh, prirejena za delo v razr@dilete so razdeljene nacve
delov, ki jih po potrebi zapiramo in odpiramBasic Math Assistanje paleta z
osnovnimi matematnimi pripomaki. Vsebuje r&unalo (Calculaton, osnovne
matematine ukaze Basic Commandsn pripoma@ke za lazje pisanjelypesetting V
zadnjih najdemo predloge za r&ne matematne operacije kot so potenciranje,
deljenje, korenjenje, odvajanje, integriranje, iRbleg tega pa priponiki za lazje
pisanje vsebujejo razie grSkecrke, matematine operatorje in pdge. Paleta
Writting Assistantje namenjena urejevanju celic, oblikovanju beseddreverjanju

¢rkovanja ter osnovnemu risanju.

| File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation | Palettes Window Help

Basic Math Assistant
Classroom Assistant
Writing Assistant

Slide Show

Chart Element Schemes
Color Schemes
Special Characters

Other 3

Install Palette, ..

Slika 3: Izbira palet v meniju.
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——
= = : == =
¥ Writing and Formatting @ v calculator @  » Calculator
Create New or Modify Selected Cell Basic | Advanced s
: o 1 v Navigation ®
[Title calls [ section cells ] x| v t |8 | ~ Documentation
|Ta><t Cells 'H Math Cells '] 7 2 9 4+ "4 ‘.'T n @ M:VE Ic""":"" e ¥ [
= = = rev Inpuf extInput  «Del Dels »T
Start Slide End Slide Page Break 4 s 3 X ” ‘I} -l © @
T il ld elalela o =
cell Modifications 12 83 W 7 =+
Merge Cells Divide Cells 0 N + =} = | Select and Move Content
L _ Extend Selection Cut Copy Paste
Group Together Group Normally Tab Enter TraditionalForm
Text Properties
Input from Above Create Input Cell 5
B ¢ u At al Font... rE— T » Basic Commands
utput from ove reate Te: {-]
Text Color r|[10  ~ Clear 2
Command Complete Make Template > Writing and meamng

cell Properties

[Background ~|[Frame ~][= ]|

x » Typesetting
Paragraph Properties ¥ Basic Commands @
S et el e e el i S Vi |y=2 @[% ()| List 2D | 3D » Keyboard
Notebook Properties and Actions Mathematical Constants
ind... lling... ¥ Help and Settings
Find Spelling =8 T N P T e p g
I Ceontent X ][ Appearance r Screencast: Using the Classroom Assistant »
Numeric Functions P — g
tathematica Learning Center »
SfilEshetehoosers N Abs Ceiling  Round ’ e L Gl
o o "
Drawing Tools... Graphics Inspector... X X2 Floor @ AJP““"“'
Elementary Functions (%) Normal
& Log 100 Logio O Condensed
¥ Typesetting Sinh Cosh Tanh More v
® . [I] 2D/3D Command Option Insertion Method:
o v " % = 2
i o e - Jrigonomebic Finctions &) Autematic Positioning
Sin Cos Tan Cot e
P 2 lyelval a © Mmanual Positioning
bl el SR ArcSin ArcCos  ArcTan | More = 100% 4
| :l sl el a gm0 Integer Functions
Divisors Factorial

i e W GCD LCM Prime More ~

= Random Functions
oo (o o) E] o) RandomInteger RandermChoice

o o oo oo a RandomReal More 0
o [n] [D ﬂ] {D o ?

s 3 7
2,0 g0 0 = o » Typesetting

fadn Pot | $o e » Help and Settings
=0 =

100% =~

» Help and Settings
100% =~

Slika 4: Paletdasic Math AssistanWritting Assistantin Classrom Assistant.

2.3. PAKETI

Ena izmed najpomembnejSih posebndsithematiceje, da je razSirljiva. Standardna
verzijaMathematicenam namr& zadostuje pri osnovnemdnaju in uporabi funkcij.
Ce pa delamo v specializiranem obfjijomatematike, kot je kombinatorika, lahko
hitro ugotovimo, da vgrajene funkcije niso dovdijove funkcije in ukaze moramo
najprej naloziti s paketom (t.Packagé. To storimo z ukazonNeeds['Paket™]. Na
sliki 5 so podani standardni paketi. Obstajajo 8sepni, komercialni in uporabniski
paketi, ki jih na tem seznamu paketov ni. Primesgbhmega paketa jathLink ki
omoga@a povezavo med programom C Mathematico Komercialni paketi so
placniski in jih je potrebno dodatno kupiti (na intetnaylej The Wolfram Worldwide
Web Storg UporabniSke pakete pa uporabnik naredi sam.
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Statistics Packages

= Analysis of Variance »

= Hierarchical Clustering »
= Hypothesis Testing »

= Multivariate Statistics »

= Statistical Plots »

Plotting, Charting, and Graphing Packages

= Error Bar Plotting »
= Plot Legends »

= Splines »

Discrete Math Packages

= Combinatorica
= Computational Geometry »

= Graph Utilities »

Calculus Packages

= Equation Trekker »

= Fourier Series »

= Function Approximations »

= Numerical Calculus »

= Numerical Differential Equation Analysis »
= Yariational Methods »

= Yector Analysis »

Algebra Packages

= Finite Fields »

= Quaternions »

Polyhedra & Polytopes Packages

= Polyhedron Operations »

= Polytopes »

Miscellaneous Mathematical Packages

= Computer Arithmetic »

= Primality Proving »

Cartography & Dates Packages

= Calendar »
= Geodesy »

= World Plotting »

Sound Packages

= Audio »

= Music »

Physical Quantities & Properties Packages

= Black-Body Radiation »

= Physical Constants »

= Resonance Absorption Lines »
= Standard Atmosphere »

= Units »

Utility Packages

= Benchmarking »

= Developer Utilities »

= Experimental Functions »

= Notation »

Slika 5: Standardni paketi program@thematica

2.4. PRAVILA PISANJA

Pred préetkom pisanja opazimo, da ima miska v oknu vodardego. To je znak, da
lahko naredimo novo celico. Med celicami ima misk@pet vodoravno lego. Ko
pricnemo pisati, se nam samodejno oblikuje vhodnaaelmaun izraza sprozimo s
pritiskom na tipkoShift + Enter, samo s tipkoEnter pa sk@&imo v novo vrstico.

Resitev izraza se nam izpiSe v izhodni celici. Mieh pripadajéa izhodna celica sta
oStevikeni z enako Stevilko. V primeru, da kasneje medtealstavimo novo vhodno

celico, jo program osStevil z zaporedno Stevilko vpisa, ptemer upoStev&asovno

zaporedie.
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Kot drugi programi imavathematicapri pisanju v vhodne celice pravila sintakse. Ker
lo¢i med velikimi in malimi tiskanimicrkami, s slednjimi zapisujemo spremenljivke.
Posledéino konstanter, e, i ozn&ujemo z velikimi tiskanimi¢rkami (Pi, E, ).
Funkcije vgrajene vMathematicose z&nejo z velikimi tiskanimic¢rkami (Sin,
Intenger, Binomial, N, ...). Pri funkcijah sestavijh iz v& besed ptinemo z veliko

zaetnico vsako besedo (ArcTan, RandomSample, ...).
V vhodni celici I&imo dva néina zapisa ukaza s funkcijo. Prikazana sta v zgketiu

Zgled2.1: Izratunaj sin (&) na oba né&na.
- SIN[3Pi ]

oury= O

= 3P /7 Sin

Out[2]= O
Bolj pregleden je prvi nan, Se posebno, ko delamo zwe&kazi hkrati.

Zgled2.2: Izra&unaj dol@eni integral f’”(sin(x) +cos(X)) dX.

na- I ntegrate[Sin[x] + Cos[x], {X, 0, 3m}]

Out[3]= 2

Oklepaji imajo veé nalog, ki so doléene z njihovo obliko.
* () oklepaje uporabljamo za razéa$je v skupine,

v [ ] oklepajih zapiSemo argumente funkcij,

* v {} oklepajih naStevamo elemente skupine,

* v [ ] je podan indeks elementa skupine,

* v (**) podamo komentar.

Zgled2.3: Prikaz uporabe razihih oklepajev.

na- ArcTan[1] (xlzra cunaj arctg (1). *)

s
Out[4]= —

14



ns- Permutations[{a, b}] (=ZapiSi permutacije
elementov a in b.  x)

Out[5]= {{aq b }a {b1 a }}

= {1, 5, 9}[[2]1] (xlz skupine elementov 1,5 in 9
izberi Stevilo z indeksom 2. *)

Out[6]= 5

Z zavitimi oklepaji si lahko olajSamo &eratno r&unanje. Namesto da vstavljamo
posamezne elemente, jih zapiSemo kot seznam. Rezsdt zopet vrnjeni v obliki

Séznama.

Zgled2.4: Sestej 1+ 3,11.3 + 6,119 + 2.

N

i {1, 11. 3, %}4,{3, 6.1, %}

oul- {10, 48.51, 2_2}

Zgodi se, da potrebujemo reSitev naloge {boaizraz, ...) v&krat. V novem raunu
nam ni potrebno pisati celotnegacemega izraza znova. Namesto tega uporabimo
oznako% kot nadomestilo za prejsnji rezult@4% za predprejsnji rezultat itd-e
Zelimo uporabiti rezultat iz izhodne celice Out[kjer n ozn&uje n-ti rezultat, krajSe
zapiSemdyon.

Zgled 2.5: Prikaz uporabe %, %% inf6

In[g]:= '\4/8_1 +7
ous- 10
- %°
oug= 1000
8 - %%
In[10]:= 5
8-10
out[10]= 5

15



9
In[11]:= e%

out[11]= @1000

Med drugim lahko rezultat (etddo, izraz, ...) tudi poimenujemo in v nadaljevanju
namesto ponovnega pisanja celotnegéetreega izraza (etbe, ...) uporabljamo le

ime.

Zgled 2.6: 1zratunaj izraz loga+ 9), kjer jea rezultat izraza/27 + 7.
In[12]:= | ne = \ 27 + 7
Out[12]= 10

- LOQ i me + 9]
oupz- LOg [19]

Opis funkcije ali simbola dobimo z ukazo®fime, podrobnejSi opis pa 2?ime V

primeru, da poznamo le &tek imena funkcije uporabinim*.

Zgled 2.7: a) Osnovni in b) podrobnejSi opis limite ter cysam vseh funkcij, ki se
pricnejo scrkami Lim.

In[14]:= 7 Ll m t

Limit[expr, x —> Xo] finds the limiting value of exprwhen x approaches xg. >

ms- 2?2 Limt

Limit[expr, x —> xo] finds the limiting value of exprwhen x approaches x;. >
Attributes [Limit ] = {Listable, Protected 1

Options  [Limit ] =

{Analytic - False, Assumptions - $Assumptions, Direction - Automatic }
In[16]:= 9 L| I’TT‘
V¥ System’

Limit LimitsPositioning LimitsPositioningTokens

16



2.5. UVOZ IN 1ZVOZ DOKUMENTOV

Mathematicaomog@a izvoz posameznih izrazov v druge programe (nagriLatex
Mathlink) in uvoz izrazov iz drugih programov Mathematico Pri izvozu izraz
najprej pretvorimo npr. \Latex obliko z ukazomTeXFormlizraz] in Sele nato
kopiramo vLatex dokument. Pri uvozu pa izraz najprej kopiramdlathematicoin
nato pretvorimo v ustrezno obliklathematicez ukazomToExpression[*\izraz",
TeXForm].

2
Zgled?2.8: Izrazv3+x + (l;);) v Mathematicipretvorimo vLatexobliko
(X+1)"2
- Sqrt [3 + X] + ———
2 x

(1 +x)?
out[17]= 5 + \/ 3+X

X

nie= T€XFor m[%]

Out[18]//TeXForm=

\frac{(x+1)"2H{2 x}+\sqrt{x+3}
in obratno.

o~ TOEXpression[
"\\frac{(x+1)72}{2 x}+\sqgrt {x+3}", TeXForm]
(1+x)2

oujrg. ——— + 3+X

2 X

V tabeli so predstavljeni ukazi za pretvorbo izrazabliko nekaterih programov:

Si nbol ol i ke
TraditionalForm [izraz ] |tradicionalna matemaina oblika
TeXForm [izraz ] TEX oblika
MathMLForm [izraz ] MathML oblika
CForm[izraz ] C oblika
FortranForm [izraz ] Fortran oblika

V¢asih je bolje, da za povezavo migldthematicoin programom raje uporabimo kar
t.i. paketMathLink. To lahko storimo tedaj, ko imamo program, ki jerujiv z
MathLink-om.
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Mathematicaje zmozna pretvoriti tudi celoten dokument in gaasiti kot dokument
drugega programa. To lahko navadno storimo z izbite—Save As(slika 6). Pri
pretvorbi dokumenta napisanega v slovenskem jeika, lahko program probleme.

Problemaiine so Se posebritke S,¢in Z.

File -name: FEMINAT Save

i

Save as type: Rich T et Format [*.rtf] W Cancel

Mathematica Nateboak [*.nb)
ML - =HT ML+ athiL 7 xml)
hd atherm atica Package [*.m)
Flair Tesst [ bat]

LaT e Dacument [ tex)

Wweb Page [* html]

Rich Test Format [.rtf)

FOF Document [*pdf]
PoslSedgl Dosument [ pe]

Slika 6: Tipi dokumentov v katere lahko shranim&ulmentMathematice.

Celoten zvezek lahko shranimo v drugo obliko tudikazom v vhodni celici. To
storimo z Export["ime.pdf, EvaluationNotebook[]] . Pri tem se nam ukaz v

shranjenem dokumentu prav tako izpiSe.

Zgled2.9: Zvezek shranimo v pdf dokument z imenom Diploma.

neo- Export [*Di pl oma. pdf ", Eval uati onNot ebook[]]
oura- Diploma.pdf
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3. ALGEBRA IN ANALIZA Z MATHEMATICO

3.1. OSNOVNE OPERACIJE IN FUNKCIJE

Preprosto réunanje zMathematicoje podobno kot s kalkulatorjem. Za operacije
mnozenja, deljenja, seStevanja, odstevanja in pw#ara uporabljamo simbole *, /, +,
-, M. Simbol * lahko nadomestimo s presledkom. @pge deljenja, potenciranja in
korenjenja lahko zapiSemo tudi s pafjaopalet. Glej spodnjo tabelo in zgled 3.1:

OPERACIJA |SSIMBOLOM |SPALETO
deljenje X/y §
potenciranje X"y xY
korenjenje Sqrix] X
XN1/y) x
Zgled3.1:
25
In[21]:= 3
25
Out[21]= ——
3
In[22]:= 540

ouzz- 9094947017 729 282 379 150 390 625

ez SQrt [Pi]
Out[23]= \/?

In[24]:= '3/7

cup. T3

nesi- 23. 43 /7
oups- 3.34714

Opazimo, daMathematicazapiSe razultat kot nat&mo vrednost (brez decimalnih
mest). Izjema je lege deljenec ali delitelj nastopa kot decimalno 3$tevilredaj

Mathematicarezultat v izhodni celici zaokrozi na Stevilo deeinih mest, ki je
dologeno v lastnostiiViathematice Ce Zelimo, da se natame vrednosti izpisejo z
decimalnimi Stevili, uporabimo uka#N ali N[izraz]. Stevilon Zeljenih decimalnih

mest doldimo z ukazonN[izraz, n].
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Zgled 3.2: Zapisi
a) étevilizs—5 in 5% kot decimalni Stevili,

b) Stevilor kot decimalno Stevilo na deset mest n&tan

25
In[26]:= — // N
3

oupze- 8.33333
In[27]:= N[540]
oupr- 9.09495 x 1027

= N[PI, 107
oups- 3.141592654

Rezultati se namadasih izpiSejo v vé& vrsticah.Short[izraz] nam poda le Z®tne in

koncne Stevke rezultata. Med oklep& > zapiSe, koliko Stevk je izpustil.

Zgled 3.3: Izra&tunaj 8°%. Rezultat zapisi 3e v krajsi obliki.

In[29]:= 8300

ouze- 8452712498 170643941 637 436 558 664 265 704 301 557216 -
577944354047 371344426 782440907 597 751590676 094
202515006314 790319892114 058 862 117 560 952 042968 -
596 008 623 655 407 033 230 534 186 943 984 081 346 699 704 -
282822 823056 848 387 726 531 379 014 466 368 452 684 024
987821414 350380272583623 832617294363 807973376

nzo- Shor t [8300]

Out[30]//Short=

84527124981 706439416 374 365586 642657 043015572165
779443540473 713444 <«<140>
379014 466 368 452 684 024 987 821 414 350 380 272 583 623
832617294 363807973376

3.2. FUNKCIJE

Funkcije uporabljamo na mnogih podjib matematike in na zelo raghie n&ine. V
programuMathematicaimamo nekatere funkcije Ze vgrajene v program,neega

lahko definiramo nove. Da jih &amo od prvih, zanje uporabljamo male tiska&niee.
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Novo funkcijo najprej definiramo. Pri tem zapiSeargument v oglati oklepaj. Znotraj
oklepajev ima argument na desni strani Se¢gafd Na desni strani enakosti nastopa

spremenljivka brez pa@dtaja.

Zgled 3.4: Izratunj vrednost funkcijé(x) = x*> zax = 5.

In[31]:= f [X_] = X2
out[31)= X2

In[32]:= f [5]
Oout[32]= 25

Pred ponovnim definiranjem funkcije z istim imenamaramo izbrisati prejsSnjo.

Zgled3.5: Izratunj vrednost funkcijé (x) = x3 + 2 za Stevila 7z iny + 1.
nzz- Gl ear [f]

e FIX_ ] =x3+2

w2 + X3

we= {F[71, FIPI], fly+11}

oups- {345,2 + 7%, 2 + (L+y)®}

Funkcijo f spremenljivkex med vrednostim&min iN Xmax NariSemo z ukazorRlot|
f{X, Xmin,» Xmax}], V& funkcij iste spremenljivke pa nariSemdot[ {4, fo, ... }{X,
Xmins Xmax}] -

Zgled3.6: Narisi funkcijof (x) = x3 + 2 na intervalu [-3, 3].
nze= Pl oot [X3 +2, {X, -3, 3}]
301
20+

101

Out[36]=

=10+

-20+
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Pri risanju grafov imamo mnogo dodatnih moznostiabeli so zapisane le nekatere.

Ukaz Opi s ukaza
Axes - False nariSe graf brez osi
Axes - {True, False } X 0S narise, y 0S ne narise
AxesLabel - {x,y } nagrafuozna ciosiz xin 'y
PlotLabel - Moj graf izpiSe naslov grafa : Moj graf
AxesOrigin - {1, 2 } dolo c¢ito c¢ko kjer se sekajo osi :
to cka {1, 2 }
AxesStyle - {Red, Blue } dolo ¢ibarvo osi:
X osjerde ca, Yy o0sje modra
ColorFunction - dolo ¢i barvo funkcije v
Function [{Xx,y }, Orange ] ravnini : oranzna
PlotRange - Automatic prilagodi velikost osi grafu
PlotRange - 2 izriSe graf med y=-2iny-=2
Frame - True okoli grafa izriSe okvir

Zgled3.7: Narisi funkcijof (x) = x2 + 2 na intervalu [-3, 3]. Narisana naj bo z oranzno
barvo, z ozn&nima osema, naslov grafa naj bo GR&R 2. Graf izrisi med = - 2,5
iny=25.
wen- Plot [x®+2, {x, -3, 3},

Col or Function -» Function[{x, y}, Orange],

AxeslLabel - {x, vy},

Pl ot Label - GRAF (x®+2), PlotRange »2.5]

GRAF (x* +2)
y

Out[37]=

Tvorimo lahko tudi funkcije z wespremenljivkami.
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Zaled3.8: Izratunj vrednost funkcijé (X) = X2 + y? za t@ko (2, 4i).
meg= T IX_, Y_1 = X2 + y2
out[38]= X2 + y2

o= T [2, 41]
oupze- — 12

Funkcijo f spremenljivkx in y v prostoru nariSemo podobno kot funkcijo ene
spremenljivke, in sicer Rlot3D[ f, {X, Xmin, Xmaxt {¥, Ymin» Ymaxt]- Pri tem moramo
podati meje za obe spremenljivki. Blot3D[ {fi, fo, ... }, {X, Xmin, Xmax
{Y, Ymin: Ymaxt] nariSemo ve funkcij istih spremenljivk.

Zgled 3.9: Narisi funkcijof (X) =x°+y* med -3= x< 3inmed -4<y < 2.

- Plot 3D[x? +y?, {x, -3, 3},
{y, -4, 2}, AxesLabel » {x, y, z}]

Out[40]= =
10

3.3 IZRAZI

V Mathematicipoznamo tako simbdalno kot numetino ra&unanje izrazov. Simbolno

seStevanje je prikazano z naslednjim zgledom.

Zgled3.10: Poenostavi izraz85a-7b+c- 22—:2 ++/81 b.

24 a2

8 a

+V81 b

In[41]::3+5a—7b+c—

oup- 3+2a+2b+c

Simbole v izrazu lahko nadomestimo z drugo vredaosfo storimo z ukazom
Replace[izraz, a -> vrednost]ali izraz /. a->vrednost kjer je a zamenjani simbol.

Vec¢ simbolov hkrati zamenjamoizraz /. {a -> avrednost, b -> bvrednost, ...}
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Zgled3.11:a) V izrazua®*® zamenjap®™® z b + 3.
b) Vizrazu 3+ 2a + 2b + czamenjapz 6,b z % incz0.4+r.

- Repl ace[a?*?, a®*® 5 b + 3]
out[42]= 3+ b

maz- 3+2a+2b+c /. {a->6, b->1/2, ¢c->0.4+r}
out[43]= 164 +r

Ukaz Replace nam ne nadomesti dela izraza, kaikazano v zgledu 3.12. Vrne nam

prvotni izraz.

Zgled 3.12:V izrazu nadomestilen X3 z 5 +a.
naa- Repl ace[6 +x7"3, Xx"3 ->5 +a]

ouaa= 6 + x3

V argument je potrebno dodati 88, kar pomeni zamenjavo na prvi stopniji.

Zgled3.13: V izrazu nadomestilenx® z 5 +a.

nas- Repl ace[6 + X723, x*"3 ->5+a, {1}]
oups- 11 + @

Osnovni ukazi za rtananje z izrazi so SeExpand[izraz], Factor|izraz] in
Simplify[izraz] . Naloga prvega je, da pomnozi vse produkte inzena oklepajih ter
jih zapiSe kot vsotdlenov. Drugi ukaz zapiSe izraz kot produkt najmémnjaktorjev.
Ukaz Simplify pa skii izraz v najpreprostejSo obliko. Pri tem uporatdfandardne
algebratne transformacije kot so faktorizacija, krajSanje razSirjanje ulomkov,
iskanje skupnega imenovalca, izpostavljanje in Ssgae druge. Te ukaze lahko
uporabljamo tudi I&eno. V primeru, da nam ukaz Simplify ne poenos@ewolj
rezultata, uporabimo ukaEullSimplify[izraz] . Ukazi s Simplify so med najbolj

uporabnimi vMathematici
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Zgled 3.14: lzraz (az—l)z-(1+a2+a4)2 prvic pomnozi, drugi razstavi in tretj

poenostavi.

wee- Expand [ (a® - 1)2 (1+a%+ a4)2]

ouze- 1 - 2a® +al?

nar- Fact or [%]

ouar- (-1 +a)? (L+a)? (1-a+ a2)2 (1 +a+a2)2
nae= SIEplify [%%]

out[48]= <— 1+ a6> 2

3.4. ENACBE

Pri simbolnem reSevanju eftauporabljamo uka&olve[en&ba, {X, vy, ...} kjer so
{x, y, ..} neznanke entbe.Ce je neznanka ena sama, je ni potrebno pisati iterav
oklapaju. En&be zapiSemo v oblikLeva stran ena&be==Desna stran enébe, pri

cemer za enakost uporabimo dvojni &rgja Enojni enéaj namreé uporabljamo, ko

prirejamo en&am, izrazom, funkcijam itd. imena.

Zgled3.15: Zapis engbe(x+ 3)? = 13+ (2 x— 4)? v Mathematici
In[49]:= (X + 3)2 == 13 + (2 X - 4)2
oupe- (3 +X)2 =13+ (-4 +2x)2

Ko reSujemo sistem edla, eng&be zapiSemo v obliki seznama. V njem socbeamed
seboj I&ene z vejicami. Za reSevanje sistemacbngporabimo ukasolve[{ena&bal,

enatbaz, ...}, {x, v, ...}] ReSitve sistema se prav tako zapiSejo v obliknama.

Zgled3.16:Resi
a) en&bo (x+3)? = 13+ (2x—4)%,
b) sistem dveh eth 2x — 3y + 3 = Oter 2y+5x= 3.
In[50]:= Sol Ve[(X + 3)2 =13 + (2 X - 4)2' X]
1

out[s0}= {{X - 3 (11 - \/6—l>}, {X - % (11 + \/6—1>}}
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ns- Solve[{2x -3y +3 =0, 2y +5X =3}, {X, Y}]

3 21
out[51]= {{X - E’ y - E}}

V¢asih nam zgornji ukaz ne izpiSe vseh resitev, zatoese mozne reSitve uporabimo
ukazReduce[{en&bal, en&ba2, ...}, {X, v, ...}] kjer so ¥, v, ..} vse neznanke. Ukaz
Eliminate[{ena¢bal, end&ba2, ...}, {X, y, ...}]pa nam sistem ed#la sk&i in neznanke

{x,y, ..} eliminira.

Zgled3.17:a) Resi sistem et x> —b = ain 3x = b?.
b) V sistemu enfb 6x+4y—-3z=0, -18x+5y—-3z=2 in x+7y=0 eliminiraj
spremenljivko X.

In[52]:= Sol VE[{X2 -b=a, 3Xx = bz}, X]
Out[52]= {}

In[53]:= Reduce[{xz -b=a, 3x = bz}, X]

1 2
out[53]= = — (—9 b + b4> && X == —
9 3

nsa- ELTmionat e[
{6Xx+4y-3z2=0, -18Xx+5y -3z =2, x+7y =0}, X]

oupsa- 38Y = -32&&507z == -76
V zgornjih primerih znak && pomeni in. Znak || papomenil ali.

Enabe in sistemi end, ki vsebujejo polinome stopnje Stiri ali manj,\&dno resljivi
z ukazom SolveCe reSujemo polinome stopnje pet alicy&lathematicane more
podati t&ne formule za vse reSitve. Tedaj &oa ali sistem eréd reSimo numeéno z
uporabo ukaz&\Solve[end&ba, {Xx, Yy, ...}] oziromaNSolve [{en&bal,en&ba2, ...},
{X, y, ...}]. V ukaz lahko dodamo parameters katerim doléimo Stevilo mest pri

zaokrozevanju rezultata.
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Zgled3.18: Numer&no resi

a) engbo x>+ 7x3+4x° + 6 = X,

b) sistem en#b 4x3 + 3 y? = 3 terx? — y? = 2. Rezultat zaokroZi na tri mesta.
riss- NSol ve[x® + 7 x3 +4x%+6 =x, x]

ouss= { {X - -1.14164 }, {x — 0.215616 - 2.6885 1},
{x - 0.215616 +2.6885 1},
{x - 0.355206 -0.7722 1}, {x - 0355206 +0.7722 1i}}

nse- NSOl ve[{4 x3 +3y2 = 3, X2 —y2 == 2}, {X, v}, 3]

ouss {{X > -0.93 -1.09 i,y - 061 +164 i},
{x>-093 +1.09 i,y - 0.61 -164 i},
{x >1.10,y -0.x10*+0.89 i},
{x>1.10,y -0.x10*-089 i},

{x->-093 +1.09 i,y - -0.61 +1.64 1},
{x >-093 -1.09 i,y -»-061 -1.64 i}}

Enabe in sisteme ewh je moggée preoblikovati v implicitho obliko in poiskati
njihove ntle. Nicle en&be najdemo z ukazonkindRoot [enatba, {x, x}] ali
FindRoot [enafba, {X, {Xo, Yo} }]. Ukaza se razlikujeta v Stevilu &anih pogojev.
Prvi i&e reSitve v okolici vrednosty z uporabo Newtonove metode. Drugi ukaz pa
iS¢e niklo med vrednostimag in Yp, in sicer z uporabo sekantne metode. Podobno

poi&emo nile sistemov endb.

Zgled 3.19:a) Poigi nicle engbe (x+3)°= 13+(2x—4)? v okolici 1 in na intervalu
[1, 10].

b) Poigi ni¢lo sistema end 3x+y-z=1,x-y-5z=-1, 6x+7y+9z=3 zax v
okolici Stevila 1, zg v okolici Stevila 3 in za v okolici Stevila 2.

s~ FindRoot [ (x +3)2 == 13+ (2x -4)%, {x, 1}]

ous- {X - 1.06325 )

wse- Fi ndRoot [ (x +3)2 ==13+ (2x -4)%, {x, {1, 10}}]

ouse (X - {1.06325, 6.27008  }}

wso- FindRoot [{3Xx+y -z =1, Xx-y-5z=-1, 6X+7y+92z =3},

{{x, 1}, {y, 3}, {z, 2}}]
oupe- {X - 0923077,y - -1.15385,z - 0.615385 }
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ResSitev enébe pa lahko po&Emo tudi grattno z ukazonPlot[{leva stran enabe,
desna stran en#be},{X, Xmin, Xmax}]- Z Xmin IN Xmax dola¢imo interval na abcisni osi, v
katerem nanMathematicanariSe grafa za levo in desno stranceea Abcisi t@ék, kjer

se grafa za levo in desno stran@easekata, sta resSitvi affee.

Zgled 3.20: Graficno poii resitev ensbe (x + 3)% = 13+ (2 x— 4)°.

neor- Pl ot [{(X +3)2, 13+ (2x _4)2},
{x, -3, 7}, AxeslLabel - {x, y},
Pl ot Label - {Style[(x +3)? Blue, 15],
Style[13+ (2x -4)?, Purple, 15]}]
{(x+3)7 (2x—-4?+13

y

100}
80|
Out[60]= L
60}
40
20}
. /: . | | | X
_2 2 4 6
3.5. MATRIKE

V Mathematicimatrike zapiSemo na ¥ena&inov. Prva moznost je zapis matrikev
obliki seznama po vrsticah, ki jih nato z ukazdmatrixForm[a] zapiSemo v nam

znano obliko. Oba koraka lahko zdruzimo v enegée8.21.).

Zgled3.21:
nel= A = {{2! _6! 7}l {O! 1! 8}}
out[61]= {{2, —6, 7 }, {O, 1, 8 }}

nez- Mat ri XxFor m[a]

Out[62]//MatrixForm=
2 -6 7
(O 1 8 )
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Druga moznost je z vstavljanjem matrike iz paldiareenija (nsertsTabldMatrix—
New). Po potrebi dodamo nove stolpce in vrstibesért>TablgMatrix-Add Rowali
Add Columih

Posebne ukaze imamo za zapis diagonalnih in emotskirik ter matrik, kjer so vsi

elementi enaki. Glej zgled 3.22.

Zgled 3.22:Zapisi

a) diagonalno matriko z diagonalnimi elementi in 3,
b) enotsko matriko reda 4x4 in

c) matriko reda 3x2, pri kateri so vsi elementilema

nes- DI agonal Matri x[{1, 2, 3}] // Matri xForm

Out[63]//MatrixForm=

100
020
0 03

nea- dentityMatrix[4] // MatrixForm

Out[64]//MatrixForm=
1000
0100
0010
0001
nes- Constant Array [r, {3, 2}] // Matri xForm

Out[65]//MatrixForm=
rr
rr
rr

Matriki a zamenjamo stolpce in vrstice oziroma jo trans@ono z ukazom

Transpose[a]

1 -214
Zgled 3.23: Transponiraj matriko B (3 1 3).

In[66]:= b= {{1! _2! 4}1 {3! 1! 3}}
Out[66]= {{1! _2!4 }! {31 1!3 }}
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In[67]:= |\/Bt r | XFOF m[b]
Out[67]//MatrixForm=
1 -2 4
( 3 1 3 )

nes- Transpose[b] // Matri xForm

Out[68]//MatrixForm=

1 3
-2 1
4 3

Osnovne operacije matrik so seStevanje, odStewam@ozenje matrik. Pri seStevanju
in odStevanju sta operatorja plus in minus, medkenmza mnozZenje uporabimo kar

piko.

0 2 1 2 -5 -1
Zgled 3.24: Izratunaj A+B-FT, kjer je A = {—3 5J, B = [3 2 -2 0 ] in C
1 1 1 -1 0 4

_(0—145)
2 -1 2 2/

neor- Cl ear [a, b]
0 2 1 2 -1 -1

n[70]a={—3 5J;b=[3 2 =2 0];C=((2) _1‘21;)
1 1 1 -1 0 4 B

2a-5b. Transpose[c] // Matri xForm
o= {{0, -1,4,1 3}, {2, -1,2,2 }}

Out[71)//MatrixForm=

35 24
44 10
-23 -53

Ukaz za inverzno matriko matrike je Inverse[a], ukaz za izr&un determinante je

Det[a], vsoto elementov po glavni diagonali pa nam pdelc smatrikeTr[a] .
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1 -3 2

Zgled 3.25: Preveri ali ima matrika D EO 2 5] inverz ter ga izraunaj.
1 3 -2

Izratunaj tudi sled matrike.

me- d o= {{1, -3, 2}, {0, 2, 5}, {1, 3, -2}}

ourz- {{1, -3,2 13}, {0,2,5 3}, {1,3, -2}}

nra- Det [d] // Matri xForm

Out[73]//MatrixForm=

-38

Determinanta je razlna od n§, zato ima matrika D inverz.

nra- I nverse[d] // Matri xForm

Out[74]//MatrixForm=

1 1
2 0 3
5 2 5
38 19 38
1 3 1
19 19 19
In[75]:= TI' [d]

out[75]= 1

Najveije Stevilo linearno neodvisnih stolpcev oziromatiergt.i. rang matrike) matrike

a poi&emo z ukazonMatrixRank[a] .

: . 3 -17 2
Zgled 3.26: Izratunaj rang matrike E ( )

4 0 1 -8

ne- € = {{3, -1, 7, 2}, {4, 0, 1, -8}}
Mat ri xRank [e]

oure- {{3, -1,7,2 3}, {4,0,1, -81}

Out[77]= 2

Matriko a preuredimo v zgornjetrikotno matriko pperTriangularize[a], medtem

ko eliminiramo Stevilo vrstic RowReduce[a]

31



1 -3 2

Zgled 3.27: Preuredi matriko E[ 0O 2 5 J v zgornjetrikotno matriko, zatem
-1 3 -2

matriki F eliminiraj vrstice.

e T o= {{1, -3, 2}, {0, 2, 5}, {-1, 3, -2}}

oure- {{1, -3,2 3}, {0,2,5 }, {-1,3, -2}}

nro- Upper Triangul arize[f] // Matri xForm

Out[79]//MatrixForm=

1 -3 2
0 2 5
0 0 -2

neo- RowReduce [f] // Matri xForm

Out[80]//MatrixForm=

19
10 =
5
01 3
00 O

ns- Clear [a, b, ¢, d, e, ]

3.6. DIFERENCIALNI RA CUN

f '(x) je eden izmed zapisov odvoda funkcije spremerdjixkV Mathematici funkcije
ene spremenljivke odvajamo z ukaki'[x] = D[ f[x], X] = d«xf[x]. Zadnja ukaza sta

ukaza za parcialno odvajanje.

Zgled 3.28: Odvajaj funkcijof (xX) = sin(x) + 3 X.
nez- Cear [f]

ez T [X_] = Sinlx]+3x

oupa- 3 X + Sin [X]

In[84]:= f I[X]

ousa= 3 + COS [X]

nes- Ox (SIN[X] + 3 X)
ouss= 3 + COS [X]
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ViSje odvode r&unamo s podobnimi ukazi. Drugi odvod funkcije tamamo z
f"[x_], tretji odvod zf ™[x_] in tako dalje.N-ti odvod nam pod®[f[x], {x, n}] ali
6{)(, n} f[X] .

Zgled 3.29: Izratunaj tretji odvod funkcijeg(x) = cogx), Sesti odvod o@d** in tretji
odvod odx*.

o= [x_] = Cod9Xx]
ourse- COS [X]

ner= @ " IX_]

ouger= SIN [X_]

wes- D[E*X, {x, 6}]
ouss- 4096 e**

neor= Ox, 33 x4

out[89]= 24 x

Odvode funkcij vé spremenljivk (parcialne odvode) po eni sami spirdjivi
racunamo z ukazi enakimi prejSnjim. MeSani odvod dgageeda dobimo D[f[x], X,
y] oziromadyy f[x, y], viSje meSane odvode pa [f[x, y], {x, n}, {y, m}] ali

Oy iy X, Y]. Znin mpovemo Stevilo odvajanj pooziroma poy.

Zgled 3.30: Odvajaj funkcijo

a) cosx-Y) najprej po spremenljivki in nato poy,
b) x3- y° dvakrat po spremenljivki in trikrat poy.

In[90]:= D[COS [X XY], X! y]
oupo- —XY COS [XYy ] - Sin [XY]
In[91]:= a{X’Z}’ {y’3} (szys)

out[91]= 360 x Yy 2

Pri parcialnem odvajanju po ¥epremenljivkah zaporedoma je potrebno v argument

zapisati zaporedje teh spremenljivk.
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Zgled 3.31: Funkcijo siri3 x) - cos'(y) odvajaj najprej dvakrat po spremenljivkinato
pa Se pg.

wez- D[SIin[3x]xCos[y]? X, X, Y]

ouez- 18 Cos [y ] Sin [3X] Sin [y]

3.7. INTEGRALNI RA CUN

Ukaz za integriranje po spremenljivkije Integrate[f[x_], x]. S pomdajo palet lahko
zapisemo tudiff[x_] dx. Pri vekratnih integralin (dvojnih in trojnih) funkcije e
spremenljivk moramo navesti vrstni red integriranja storimo zintegrate[f[x_,y _,
Lxysali [ fIxG yo, Lldxdy

Zgled 3.32:1zratunaj nedoldéeni integral funkcije

a)Lin
X

(x-1)°
b) —8 cog3 x) sin(2 y) sin(z) poz, y terx na oba n&na.

X +1
nez= | Nt egr ate[—, x]
3
X (X -1)
-2 +X
ouppz- —— + Log [-1 + X] - Log [X]
(-1 +x)?

moa- I Ntegrate[-8Cos[3x] Sin[2y]Sin[z], z, Y, X]

4
out[o4}= "3 Cos[2y] Cos[z] Sin [3X]
ali

In[95]:= jf (-8Cos[3x]Sin[2y]Sin[z]) dz dy dXx

4
out[95]= "3 Cos[2y] Cos[z] Sin [3X]
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Integral funkcije med vrednostingin b po spremenljivkk nam poddntegrate[f[x_],
{x, a, b} oziroma j:f[x_] dx v paletah. Doltene integrale funkcije z ve

spremenljivkami izréunamo zintegrate[f[x_,y_,...], {X, Xmin, Xmax} {Y» Ymin: Ymax}»

Jali oL fx, y_, Lldydx..

min

Zgled 3.33:1zratunaj

a) dolaseni integral funkcijed + sin(x + 1) na intervalux € [-1, 4],

b) dolaeni integral funkcije xX*+3 na obme&ju xe[0, 2], ye [x, 2X] in
ze [0, +y*+1],

4-r?2

. 2 71 2
c) integral [ [ [

r zdzdr de.

woe- Integrate[x® +Sin[x +11, {x, -1, 4}]
259

oues= —— — COS[5]
4

won- Integrate[x® +3, {x, 0, 2},
{y, x, 2x}, {z, 0, x* +y?+1}]

11 902
out[97]=
105
2 7t 2 -r?
In[98]:= J J r rzdzdr de
0 0 JO
32
Oout[98]= ——
3

Vseh doléemih integralov ni mogee izr&unati analittno. Tedaj uporabimo ukaz

NIntegrate. Sintaksa ukazov je podobna prejSnjim.
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3.8 RISANJE KRIVULJ V PARAMETRI CNI OBLIKI

Krivulje v ravnini ali prostoru lahko podamo v paretricni obliki. To pomeni, da
zapiSemo koordinate vsakeke kot funkcijo nekega parametra. Ukaz za izrisdje

v tej obliki v ravnini jeParametricPlot[{f, f,}, {t, tmin, tmax}]- Ce Zelimo narisati e
parametidnih krivulj v istem grafu, uporabim®@arametricPlot[{{f x, f,}, {0x, 9,},...},
{t, tmin, tmax}]. Ukaz AspectRatio» Automatic v spodnjem zgledu prilagodi velikost

osi kroznici.

Zgled 3.34: KroZznico(x— 1)% + (y+ g)z =4, podano v karteznih koordinatah, zapisi
v parametgini obliki in jo v tej obliki narisi.

Paramettina oblika kroznice(x, y) = (1+2 Cosp, — g +2Sinp), ¢ € [0, 21]

w- Parametri cPl ot [{1+2 Cosel, _g +2Singe1}, {0, 0, 27},

AxeslLabel - {x, y}, AspectRati o - Automatic ]

Out[99]=

Krivuljo v prostoru nariSemo podobno, in sicer zamém ParametricPlot3D[{f,, f,},

{t, tmin, tmax}] . Primer taksne krivulje je vigaica.
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Zgled3.35: Narisi vijanico(x, Y, 2) = (3 Cosp, 3Sins, 71, t € [0, 22.

1
oo~ Parametri cPl otsD[{s Sin[t], 3Cos[t], Zt},

{t, 0, 22}, AxeslLabel - {x, vy, z}]

out[100j= *

Poleg krivulj lahko v prostoru nariSemo tudi rawairdkaz jeParametricPlot3D[{fy,

fy, T2}, {t, tmins tmax}:{U; Umin, Umax}]-

Zgled3.36:Narisi ravninaz, t) = (z t, Sin(2t)), te [0, 27] in z e [-1, 1].

mon- ParametricPlot3D[{z, t, Sin[2t]},
{t, 0, 2x}, {z, -1, 1}, AxesLabel -» {x, vy, z}]

X

out[101]= .00

Ve¢ objektov v istem grafu nariSemoParametricPlot[{{f ».fy}, {9x,0y}..--} {t, tmin,

tmax}] .
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Zgled 3.37: NariSi kroznicod, ¢) = (Sin#) Coge), Sin@) Sinf¢], Cogh)) in ravnino
@, p) =(p—-3, 2+6, 0) zad € [0, 21] ter ¢ € [-x, n] v skupni koordinatni sistem.

oz~ Parametri cPl ot 3D
{{Sin[e] Cos[¢], Sin[e] Sin[e], Cos[6]},
{e-3, 2+06, 0}}, {o, 0, 2},
{6, -n, n}, AxesLabel - {x, vy, z}]

oufro2j= * 0
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4 KOMBINATORIKA Z MATHEMATICO

V vsakdanjem Zivljenju nas vkrat zanima, koliko elementov ima neka Ekoa,
neprazna mnozica in kateri so ti elementi. Prveblgrne uvr8amo med probleme
preStetja, probleme druge vrste pa k problemometjastv primeru, da je mnoZica
manjsa, lahko elemente z malo truda preStejemphatiapiSemo. V mnozici z veliko
elementi, bi za enako nalogo potrebavali velik¢ ¥asa. ProgranMathematicanam

pri prestevanju in zapisu moznosti &éno olajSa delo.

Paket kombinatorike nalozimo z ukazdeeds["'Combinatorica™] .

Zgled 4.1:

mioz- Needg§"Combinatorica™ ]

PomembnejSe funkcije, s katerimi secsjemo pri reSevanju kombinatonih nalog,

SO zapisane na spodnji sliki.

2! factorial n(r-1) (2 -2) x ... x1

nll double factorial 2(n-2) (2 -4) x ...

Binonmial [n,m] binomial coefficient [”m] =nlf[m!(n-m)!]

Multinomial [y ,23,...] multinomial coefficient (2 +n3 +..)! f(ry g .)

CatalanNuuber 2] Catalan number ¢y

Hyperfactorial [n] hyperfactorial 1122

BarnesG[n] Barnes G-function 112! ... (n-2)!

Sub factorial [»] number of derangements of » objects

Fibonacei [#] Fibonacci number Fy

Fibonaceci [n,x] Fibonacci polynormial Fy(x)

LucasL[»n] Lucas number Iy

LucasL[»,x] Lucas polynomial Iy (x)

HarmonicNunber [»] harrmonic number Hy

HarmonicNumber [n,7] harrnonic number B} of order »

BernoulliE [n] Barnoulli number By

BernoulliB [n,x] Bernoulli polynomial By (x)

NorlundE [n,a] MNérlund polynomial B,EE]

NorlundB [7,a,x] generalized Bernoulli polynomial B,(f'}(x)

EulerE[n] Euler number By

EulerE(»n,x] Euler polynomial By (x)

StirlingSl[n,m] stirling number of the first kind S,ER]

StirlingSZ[n,m] stirling nurmber of the second kind S,E’”’

BellB([2] Bell number By

BellBE([n,x) Bell polynomial By(x)

PartitionsP [n] the number p(») of unrestricted partitions of the
integer »

IntegerPartitions [n] partitions of an integer

PartitionsQ[n] the number g() of partitions of » into distinct parts

Signature[{i,i:,..}] the signature of a permutation

Slika 7: Funkcije v kombinatoriki.
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4.1 OSNOVE KOMBINATORIKE

Enostavne naloge lahko v kombinatoriki reSimo kaomajo dveh preprostih pravil.

To sta pravilo produkta oziroma osnovni izrek konaborike in pravilo vsote.

Pravilo produkta ali osnovni izrek kombinatorike
Pravilo produkta pravice lahko izberemo elemeate A nan nainov in elemerb € B

nam n&inov, potem lahko izberemo urejeni par f) nan-mnaiinov.

PosploSitev pravila na ¥eslementovK > 2) je @&itna. Vlogo elementov imajo pogosto

karte, Zoge, Stevil@rke, knijige, ...

Zgled4.2:
Za kosilo imamo na voljo 3 predjedi, 5 glavnih jedi 2 sladici. Koliko razknih

jedilnikov lahko sestavimo?
3x5x2
30

Sestavimo lahko 30 razhih jedilnikov.

Pravilo vsote

Pravilo vsote pravi,¢e sta A in B kor¢ni disjunktivni mnozici, tedaj je

IAUB|=]A]+ [B].

Pravilo lahko posploSimo za #ennoZzic,ée so vse mnozice med seboj disjunktivne.

Zgled4.3:
SasSa ima v omari 4 Sportdepice, 3 klobtke in 6 rutic. Na koliko n&nov se lahko

pokrije?

4+3+6
13

Pokrije se lahko na 13 &iaov.

Pravilo vsote in produkta pogosto nastopata skupaj.
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Zgled4.4.
Pohodnika Zelita prispeti iz krafa v kraj E. Na zemljevidu vidita, da morata pri tem

iti skozi mestaB, C ali D. Med krajemaA in B so tri poti, med in E pa dve. Od mesta
A skozi mestdC ter dalje dcE vodi ena sama pot. Me&lin D imamo Stiri poti, naprej
do E pa vodijo samo tri poti. Med koliko raghiimi potmi izbirata?
3x2+1x1+4x%x3
19

Izbirata med devetnajstimi razhimi potmi.

Urejene izbire in neurejene izbire
Problem si dostikrat ponazorimo kot izbiratjg@redmetov iz mnozice @ predmeti.
lzmed predmetov lahko izberema:nen, dva ali v& predmetov. Z véanjemk-ja se

Stevilo moznih izbir powauje. Moznost izbir se pova tudi, ¢e predmete viamo v

zaetno mnozico. Podrobneje poglejmo posamezne primere

Urejeneizbire najlazje opiSemo s funkcijam.

IZREK 4.1: Naj bostX in Y kon¢ni, neprazni mnoZzici in naj be = {f : X - Y}. Tedaj
je |F| =YX,

DOKAZ: Naj bo | X | = {X1, X2, ..., X%} In |Y| ={y1, Y2, ..., Yn}. VSakemu elementu
iz mnoziceX priredimo element iz mnozicé Pri tem lahko elementx; priredimo

kateregakoli izmed elementov mnozice, elementux, lahko zopet priredimm
elementov mnozic& kakor tudi vsem nadaljnim elementom. Po praviladoikta

potem velja|F [=n-n-....n=nk= | Y |l

Izrek 4.1 si lahko interpretiramo tudi druga
Stevilo urejenih izbir s ponavljanjekielementov iz mnoZice z elementi i-mnoZice)

je enakonX,
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OPOMBA 4.2:Ce staX in Y kongni mnozici in je| X | = | Y|, tedaj med njima obstaja

bijekcija (in obratno).

IZREK 4.3: Naj bost&, Y koncni mnozici inF = {f : X - Y; f je injektivna}. Tedaj je
[F|=n-(n-1)-(n=2)-...-(n—k+1),Kerje | X|=kin |Y|=n.

DOKAZ: Naj bo | X | = {X1, X2, ..., X} In |Y]| = {y1, Y2, ..., Yn}. Velja naj pogoj

n >k, saj v obrathnem primeru bijekcija ni mozna. Vsakeatementu iz mnozic&

priredimo element iz mnozic¥. Pri tem lahko elementy; priredimo kateregakoli
izmed n elementov mnozic&'. Elementux, lahko zaradi injektivnosti priredimo en
element manj, in sicer— 1 elementov mnozic¥. Elementuxs lahko priredimo Se en
element manj, in sicar— 2 elementov, itd., zadnjemu elemengupa lahko priredimo
le n-(k-1) elementov mnoziceY. Po pravilu produkta potem velja

[F|=n-(n=1)-(n-2)-...-(n=k+1).

Izrek 4.3 si lahko zopet dru¢ainterpretiramo:

Stevilo urejenih izbir brez ponavljanja elementov iz mnozice z elementi
(n-mnozice) je enak), =n-(n—1)-(N—2)-...-(n—k+1).

DEFINICIJA 4.4: Permutacija k@ne, neprazne mnozic€je bijekcijaX — X.

POSLEDICA 4.5: Stevilo vseh permutacij v mno2icz n elementi je enako
n=n-M1)- -2 -..-2-1.

DOKAZ: Vemo, da je permutacija bijektivha preslikavz X —» X, zato je tudi
injektivna. Po izreku 4.3 sledn), =n-(n—1)-...-2- 1.

Neurejeneizbire (s ponavljanjem in brezk elementov izmed elementov najlazje

predstavimo z mnozicami.
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Pravimo, naj boX mnozica zn elementi. Zanimajo nas vse k-podmnozice mnoXice

- n
Stevilo teh nam poda binomsko éte\(ili(()).

DEFINICIJA 4.6:( E) =YX Y =k X =n|

To lahko 3e drug® zapiSemo takole: Stevilo neurejenih izbir breagujanja dolzine

n
kiz n-mnozice je( K )

TRDITEV 4.7:

(32 () ()

n
-(k):o, zank k,

. (N n
TRDITEV 4.8: ZaO<k<n velja(k) = ( N k)'

DOKAZ: Naj bo X n-mnozica inY njenak-podmnozica. Z2Y¢ ozn&imo komplement
mnozice Y glede na mnozicoX. Zanima nas, koliko je mnoZzZi& in njenih

komplementov. Vemo, da vsaki mnozi¢ipripada natanko en komplement glede na

- . . n
mnozicoY. Ker je mnoziciY natanko(

in nienih komplementov nat :
k) n njenl Omp ementov na an'{on_ k),

zaradi bijektivne preslikave medin Y°© velja( E) = ( n? K )

IZREK49'Za1<k<nvel'a(n)—(n_1)+(n_1)
=S ESTVEIR ) T k-1 k )
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DOKAZ:

Naj bo X mnozica zn elementi. Izberimo poljuber € X in ga fiksirajmo. Tedaj

prestejmo vs&-podmnozice v mnozick. Locimo dve moznosti:

i) k-podmnozica vsebuje elemeqt

i) k-podnmozica ne vsebuje elemeant

Stevilo podmnoZic je enako Stevilu izbir elemenfmamnozZice. V prvem primeru
izbiramo elemente podmnozice, piemer imamo elemenx ze izbran. Preostale
elemente \k-podmnozici doléimo tako, da izmed preostalin- 1 elementov mnozice

: . . -1 .
X izberemok — 1 elementov. Podmnozic je tec{aﬁ 1). V drugem primeru moramo

izbrati vse elementk-podmnozice. Izbiramo lahko med- 1 elementi, saj elementa

. . . . n
ne smemo izbrati.Podmnozic je te({aj K

1)+ (")

IZREK 4.10: Za O< k< n velja( E) _

). Po pravilu vsote je vseh podmnozic

n!

k! (n-k)!"
DOKAZ: Indukcija pon.
. 1) 1!
n=1 (k)_ KI-(1=K)!
_ 1 1!
k=0 (o):ﬁ
41
_ 1y
k=1 (1)‘1!.0!
11
NN+ 1 n+1 n N n
= . = =
()= ()W)
_ n! n! _
T (k=D!-(n—(k-1))! + k'-(n-k)! —
n! n!

(k=1)! - (n—-k+1)! + K!'-(n-k)! —
n!-k+n!-(n—-k+1) _ n'(k+n—k+1) _
K!'-(n-k+1)! — K'-(n—k+1)! —
(n+1)!
k! - (n+1)—k)!
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IZREK 4.11: Stevilo neurejenih izbir s ponavljanjelmiZinek iz n-mnoZzice je
(n+k—1)
K :

DOKAZ: Naj bo X mnozica{x;, Xo, ..., Xa}. 1z mnoziceX izberemok elementov, pri
cemer dovolimo ponavljanje. Ker nas zanimajo nemejezbire, si lahko vsak tak
izbor predstavljamo kot:

XU XL X1 Xo X2 X2 eee Xn X eee Xn
Pri tem x zapiSemoki-krat (0 < ki < k), ¢e smox izbrali ki-krat. Temu zapisu
priredimo binarno zaporedjedeal in enic. Z enicami nadomestinxgje, z nitlami pa
zapiSemo mesta, kjer se stikatan x,1. Prav tako zapiSemodhd namesto nekega,
ki ga nismo izbrali (na primeég v izboru nimamoy, zapiSemo ©io).

11...1011...10...011...1

Vseh neurejenih izbir s ponavljanjem bo toliko, ikot je razlgnih zaporedi.
Razlinih zaporedij pa je toliko, kolikor je v zaporedj@azlicnih na&inov za
razporeditev riel oziroma enicCe v zaporedju doldmo mesta za tle, so s tem
mesta za enice Ze dokna in obratno. V tem binarnem zaporedju imamenic in
n-1 nicel. Skupaj imama + k — 1 mest zaporedja. Be lahko poljubno razporedimo

n+k-1
na katerokoli odn+k—-1 mest zaporedja, kar zapiSemo két: 1 ) Z

upoStevanjem trditve 4.7 velja Se:
(n+k—1)_( n+k-1 )_(n+k—1)
n-1 ) \(n+k-1H)-(n-1)) k )

Stevilo izbir za posamezne dogodke nam podaja spddbela.

Urejene Neurejene
k -1
S ponavljanjem]  nX ( n+ ¥ )
Brez () ( E )
ponavljanja
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4.2. UKAZI V KOMBINATORIKI

4.2.1. FAKULTETA

Fakulteto Stevilan v Mathematiciizracunamo sFactorial[n] ali nl. Moznost imamo
izracunati tudi veékratne fakultete koFactorial2[n] ali n!!, n!!! | itd. Dvojno fakulteto
definiramo kon!' =n - (n-2) - -4) - ... - 5 3 - 1. Pri tem moramo paziti, Keaaa n!!

ali n!!! nista enaka kot (n")! ali ((n")N!.

Zgled4.5: Izracunaj 20!, 5!"'in (511
noa= 201
oupos- 2432902008 176 640 000

In[105]:= 5 11

Out[105]= 15
mos= (51) 1 // Short

Out[106]//Short=

66 895029134491270575881 180540903 725867 527 463 331
380298102956 713523 <<68>>
121 859898 481 114 389 650 005 964 960 521 256 960 000000 -
000 000 000 000 000 000000

Ce zelimo izraunati fakultete za We Stevil, si pomagamo z ukazom

Table[n,{n,nnax}]. Pri temMathematica izra®una vrednosti za vsa naravna Stevila do

nmax-

Zgled4.6: Izratunaj fakultete Stevil {1, 2, ..., 7}.

mo7- Table[nt, {n, 7}]
ounor- {1, 2, 6, 24, 120, 720, 5040 }

Fakulteto Stevila lahko zapiSemo tudi z ukazbtanipulate, ki ima ve& oblik. Eno
izmed njih smo uporabili v zgledu 4.7. V prvem zam oklepaju smo doédi, da se
naj vsaké izpiSe Stevilon in pripadajéa fakulteta. Z drugim zavitim oklepajem pa
spreminjanje Stevilan. Tako s spreminjanjem drsnika izbiramo med Stemili 1 do

1000, pricemer veljajo samo vmesna cela Stevila (korak spriama je 1).
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Zgled4.7:
mios- Mani pul ate[{n, n!}, {n, 1, 1000, 1}]

" —3
ar D [+az]=]

{91,
135200152767 840 296 255 166 568 759 495 142 147 586 866 476 906 677791 -
741734597 153670771559 994 765 685 283 954 750 449 427 751 168 336768 -
008 192 000 000 000000000000000 '}

out[108]=

Izraze s fakultetami poenostavimé-allSimplify[izraz] .

. - n+2)!
Zgled 4.8: Poenostavi maﬁT.

o= FULTSTplify[(n+2)11/nt1]

out[109]= 2+n

4.2.2. BINOMSKO IN MULTINOMSKO STEVILO

Binomsko Stevilo

n

V Mathematicinam binomsko §tevi|()k

) izratuna ukazBinomial [n K] .

. .(1C
Zgled4.9: Izracunaj( 3 )

o= Bl nom al [10, 3]
oupio- 120
ali
10!
3! (10-3)!
oupi- 120

In[111]:=
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V zgledu 4.10 vidimo, da nam tradicionalno oblikmdimskega Stevila izpiSe ukaz

/l TraditionalForm .

Zgled4.10:
nzo- Binom al [n, k] // Traditional Form

Out[120]//TraditionalForm=
( ) )

Tedaj, ko zelimo izreunati binomska Stevila z enakimjem in razlenimi k-ji,

zapiSemdk-je v zaviti oklepaj. Podobno velja zacuejev.

ssessimnn(2) £} 5}()o( %)

In[121]:= Bi nom al [{2, 3, 5, 7, 11}, 3]
ouz- {0, 1, 10, 35, 165 }

Ukaz FullSimplify[izraz] nam pri ré&unanju s binomskimii koeficienti vrne

najpreprostejso obliko izraza.

(n+1)
(n-1 n-1 ny. \k+1
Zgled4.12.PoenostaV|(k_1)+( K ),(B)m (n) )

k

iz FUL T Siplify[Binomal [n-1, k-1] +Binomal [n-1, k]]
oupizz- Binomial  [n, K ]

nize- Bl nom al [n, 3]

out[123]= g (-2+n) (-1+n)n

neea- FUL T Sinplify[Binomal [n+1, k+1]/Binomal [n, k]]
1+n
1+k

out[124]=
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-1 -1
Pascalov trikotnik podamo s pom'm(E) :(E_ 1) +(n K ) (zalsk<n),

n
(O) =1 in( 2) = 1. VMathematicipa ga skonstruiramo kot je prikazano v zgledu 4.13.

Zgled4.13:

In[125]:= CO| urm[
Tabl e [Bi nom al [n, k], {n, 0, 5}, {k, 0, n}], Center]

{1}

{1, 1}
{1,2,1 )
{1,3,3,1

{1,4,6,4,1 )
{1,5,10,10,5,1 }

Out[125]=

Multinomsko Stevilo

DEFINICIJA 4.12: Multimnozicge "mnozica”, v kateri je dovoljeno ponavljanje.

Zgled4.14:Razlika med multimnoZico in mnozico.
{1, 1, 2, 2, 3} je multimnozica

{1, 2, 3} je mnozica

DEFINICIJA 4.13: Permutacija multimnozice fon je urejenan-terica njenih

elementov.

Zgled4.15:Primera permutacije multimnozice {1, 2, 2, 3, 1}.
{1,2,2,3,1}in{1, 2, 3, 2, 1}

IZREK 4.14: Naj boM multimnozica, ki vsebuj& razlicnin elementov, vsakega po
n-krat, i = 1, 2, ..., k. (Seveda i@ + n, + ... +ng =n.) Tedaj je Stevilo permutacij
multimnoziceM enako

n!
n!-ny!-..on!’
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DOKAZ:

. . n
Za prvi elemenh; imamo na razpolag{on ) mest,
1
. . n—nq
za drugi elementh, imamo na razpola N mest, ...,
2
. . N-MN—-Np—...— N1
zak-ti elementn, imamo na razpola N mest.
k
Po pravilu produkta je vseh inov
(n) (n—nl) N-Np—M—..—MNk1)
nl n2 e nk -
_ n! . (n—ny)! . (n—ng—ny)! o _(n=m—..-n !
n!-(n=ny)!  na!-(n—ng—np)!  n3g!-(n—ng—np—-nz)!  ~*° n!-(n-ng—..—ny!
n! n!
ot n - (n=(gEm AN T gl eng!een !

Stevila iz izreka 4.13 oztiano

n _ n!
Ny, N, ..., Nk T ng!-ny!

in jih imenujemo multinomska Stevila ali multinomskoeficienti.

Stevilo vMathematiciizratuna ukazMultinomial[n 1, no, ..., ng .

9
Zgled4.16:|zraéunaj( )
2,3, 4
iz MUl tinom al [2, 3, 4]

Out[126]= 1260

V zgledu 4.17 nam tradicionalno obliko multinomsaetgevila izpiSe:

Zgled4.17:
- MUl tinom al [n, m p] // Traditional Form

Out[127]//TraditionalForm=

(M+n+p;m, n, p)

Multinomsko
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IZREK 4.15 (Multinomski izrek): Naj ba = 1 ink > 1. Tedaj velja

n n
a+tar+..+a)" = E arar... ax
@+ %) (nl,nz,--q nk) 172 %

Pri tem seStevamo po vseh urejetktericah (g, ny, ..., ny), za katere jen; =0

(i=1,2, ...,kKinjent+n+..+ng=n.

DOKAZ:
Ayt+a+.+ta)"=(+a+t..+a)- .-(g+ax+..+a)

Produkt je enak vsoti vseh moznih produktov, kjerveakega izmech oklepajev
izberemo po exlen. Tipien tak produkt je oblikg = aj* a2 - ...- ay, kjer son; = 0 in
vellan;+ny +...+ ng = n. Tak produktp dobimo tolikokrat, na kolikor r@nov lahko

izberemo:

. n
- n; oklepajev za;: ( )
Ny
- np oklepajev zan,: (n; : ) itd.,
2

. N—Ng—...—Ng_1
- ng oklepajev zay: ( )

Nk

Po pravilu produkta je vseh inov

(n) (n—nl) nN-Np1—Np—...— N1
n Ny Ne .

Po kratkem izréunu zapisanem v dokazu izreka 4.14 dobmh.

Zgled 4.18:Dologi koeficient prectlenomx?- y? - zv izrazu(X + y + 2)°.

iz MUl tinom al [2, 2, 1]
Out[128]= 30

RazSirimo(x+ y + 2)° in preverimo:
o= EXpand[ (X +Yy +2) 5]

ouza- X2 +5x*y +10x3y? +10x%2y3 +5xy4 +y®+5x%z +20x3yz +
30x2y?z+20xy3z+5y%z+10x%22+30x%yz2+30xy22z%+
10y322+10x22z3+20xyz3+10y22z3+5xz4+5yz4+2°
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Vemo, da je Stevilo neurejenih izbir s ponavljanjkralementov izmech elementov

k-1 k-1 _
enako(nJrk ) (izrek 4.10). Po izreku 4.9 vteEnJrk )= (?r:ll(), i,)’ Zadn]

zapis si lahko predstavljamo tudi kot multinomskevao.

Zgled 4.19: Izratunaj Stevilo neurejenih izbir s ponavljanjem Stiglementov izmed

sedmih elementov na tri moznesimae.

mso- Binomal [7+4 -1, 4]

Out[130]= 210
(7+4-1)1
In[131]= ——————————
(7-1)141
Out[131]= 210

iz MUl tinomal [7 -1, 4]
ounzz- 210

Z naslednjim ukazom prikazemo prikaz, ki nam iz@tavilo urejenih izbir s ponavljan
jem za izbrani Stevili (zgled 4.18.). S prvim drsnikdarbiras Stevilo vseh elementov
od 0 do 100. Z drugim drsnikom pa Stewlod 0 don.

Zqgled4.20:

ez~ Tabl e[Mani pul ate[{n, k, Multinom al [n-1, k]},
{n, 1, 100, 13}, {k, 1, n, 1}]1]

"0

7 D I+rIMIE]
Out[133]= k G
4 D I+RIMIE]
{7, 4,210 }
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4.2.3. UREJENE VRSTE

Razvrstitven elementov n&k prostorov v vrsti s ponavljanjem podamo z ukazom
Tuples[{x, y,...}, k], kjer n elementov podamo v seznamu kgt ¥,..}. Vse razvrstitve

izratunamo znK.

Zgled4.21:ZapiSi vse razvrstitve elementoy K} na 3 prostore v vrsti in jih preste;.
In[134]:= Tupl es [ {J ’ K } 3]
Out[134]= { {Ji j! J }1 {J! j! Kk }1 {J! k! J }1 {J! k! K }a
{k)j)j }l {k)J)k }l {k) k!J }l {k) k!k }}
In[135]:= 23

Out[135]= 8

Ce v ukazu Tuples podamo &arejenih vrstMathematicasestavi vse mozne nove
urejene vrste. Na prvem mestu v novi urejeni vnststopa vedno element iz prve
urejene vrste, na drugem mestu element iz drugeneerste in tako dalje. V primeru,
da imamo v eni dani urejeni vrsti samo en elembot,ta nastopal v vseh novih

urejenih vrstah.

Zgled 4.22: Po zgoraj opisanem &iau sestavi iz urejenih vrsix{ y, 2, {1, 2} in { a}

novo urejeno VIsto.

In[136]:= Tupl ES[{{X, y' Z}! {1, 2}l {a}}]
Out[136]= {{X! 11 a }l {X! 21 a }l {y! 11 a }l
{v,2,a }, {z,1,a }, {z,2,a }}

4.2.4. PODMNOZICE

DEFINICIJA 4.16:B je podmnozica mnozicA natanko tedaj, ko je vsak element

mnoziceB hkrati element mnozica.

MnoZica zn elementi ima 2 podmnozic vkljgno s samo sabo in prazno mnozZico.

Celotno Stevilo raztinih k podmnozic mnozice @ elementi podamo z binomsko vsoto

n :
ko0 ( K ):2” oziroma
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nie- Sum[Bi nom al [n, k], {k, 0, n}]

Out[137]= 2n
Vse podmnozice (subsets) dane mnoZice se izpidgfazomSubset[seznam]

Zgled4.23: ZapiSi vse podmnozice mnozica,{p, ¢
nse- Subset [{a, b, c}]

oupze- Subset [{a, b, c }]

Stevilo podmnoZic je v tem primeru enako:

In[139]:= 23

Out[139]= 8

K-podmnoZicaB je podmnoZica mnoZicé& z n elementi ter vsebuje natanKko

elementov. Stevilok-podmnoZic z n elementi je zato podano z binomskim

.. n
koeﬁmentom(

k) oziromaBinomial[n, k] . K-podmnoZice nekega seznama elementov

podamo Wathematicas Subset[seznam, {k}].

Zgled4.24:ZapiSi vse 2-podmnozice mnozice, {o, ¢, 4 in jih preste;.
o= Subset${a, b, c, di, {2}]

o= {{@, b}, {a,c}, {ad}, {b,c}, {bd}, {cd}}
- Binom al [4, 2]

oui4= O

4.2.5. PERMUTACIJE

DEFINICIJA 4.17: Permutacija je bijekcija k- X, kjer jeX ={1, 2, ...,n} kon¢na

mnozica.

PermutacijdI: {1, 2, ...,n}-» {1, 2, ...,n} zapiSemo v obliki

(1 2 3 .. nN-=1 n
_(H(l) 2 I@3) ... n-1) H[n])

Cikel imenujemo permutacijo naslednje oblike:

=(k1 ko ks .. km1 km 1 l2 oo lnom

ko ks ki ... knm ki 17 1o ... |n_m):(k1kzk3...km).
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Cikel (kikoks...kn) je cikel dolzinem.
Mnozico vseh permutacij mnozice {1, 2, n},o0znaimo sS,.

Stevilo vseh permutacij mnozice {1, 2, n},je enakon!.

Seznam vseh moznih permutacij mnozidg, y, ..} dobimo 2z ukazom
Permutations[{x, y, ..}]. Ce Zelimo permutacije prvih naravnih Stevil, zadé& ukaz

Permutations[n] ali Permutations[Range[n]].

Zgled 4.25: ZapiSi seznam vseh moznih permutacij elementov2{13} na vse tri
naine.
2= Permutations[{1, 2, 3}]
oupaz- {{1,2,3 }, {1, 3,2 }, {2,1,3 1},
2,3,1 1, {(3,,2 3}, {3,2,1 }}
nwaz- Permutations [3]
o= {{1,2,3 }, {1,3,2 }, {2,1,3 },
{2,3,1 3, {3,1,2 3}, {3,2,1 }}
- Permutati ons [Range[3]]

omnaa- {{1,2,3 3}, {1,3,2 }, {2,1,3 1},
2,3,1 3}, {3,1,2 }, {3,2,1 }}

Stevilo permutacij dobimo tako, da prejsnjim ukazalmdamo ukazLength ali
izracunamon!.

Zgled4.26:1zracunaj Stevilo permutacij treh elementov na ob&nma
nas;= 3
Out[145]= 6

nuae- Lengt h[Permutati ons[3]]

outi4e= O

Stevilo urejenih izbir brez ponavljanje elementov izmedh elementov mnoZice

{X, y, ..} izpiSe ukazPermutations[{x,y,...},{k}], medtem ko jih preétej%:—:()' ali

Length[Permutations[{x,y,...}, {k}]] .
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Zgled 4.27: ZapiSi vse urejene izbire brez ponavljanja dvedmentov iz elementov
{a, b, c, din jih prestej.
nan- Permutations[{a, b, c, d}, {2}]

o= {{@, b}, {a,c 3}, {a,d}, {b,a}, {b,c}, {b,d},
{c,a}, {¢,b}, {c,d}, {da}, {db}, {dc}}

nas- Length[Permutations[{a, b, c, d}, {2}]]
ouag= 12

nao- 40/ (4 =2) 1

oufrag= 12

Permutacije vseh moznih ciklov danih elementov noez{x, y, ..} izpiSe
Permutations[{x,y,...}, Alll. Pri tem najprej izpiSe najkrajSe cikle. Ukaz
Permutations[{x,y,...}, n] pa poda vse cikle danih elementov mnoZgey, ..}

dolZinen ali man].

Zgled 4.28: Zapisi vse cikle elementov {1, 2, 3} ter vse cildeementov , q, r, s
dolzine 2 ali man,;.
mso- Permutations[{1, 2, 3}, Al ]

Out[150]= {{}’ {1}’ {2}! {3}’ {112 }! {113 }’ {211 }’
{2,313, (3,13, (3,2}, {1,2,3 }, {1,3,2 },
2,1,3 3}, {2,3,1 3}, {3,1,2 3}, {3,2,1 }}

sy~ Permutations[{p, q, r, S}, 2]

Out[151]= {{}’ {p}’ {q}! {r}’ {S}’ {p!q }’ {p1r }a
{p15 }’ {q!p }’ {q1r }1 {q1s }’ {r!p }’
{rq }, (s}, {s;,p}, {ssq}, {s,1 }}

Ukaz Permutations[{x,y,...}, {Kmin, Kmax, -1}], zapiSe vse permutacije elementov
mnozice{x, y, ..}, kjer je dolzina cikla me#tnax IN knin. Ukaz lahko posploSimo na
Permutations[{x,y,...}, {Kmin, Kmax, -kKorak}]. S parametrom imenovanirkorak

povemo, za koliko se manjSa dolzina cikla od d@&ip.x proti Knmin.
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Zgled4.29: Zapisi vse cikle
a) elementov y, v, w dolZzine med nt in tri,
b) prvih treh naravnih Stevil dolzine med m tri, kjer je korak enak -2.
misz- Permutations[{u, v, w}, {2, 0, -1}]
oupsz= {{U, V }, {u,w}, {v,u}, {V,w},
{w,u}, {w,v}, {u}, {v}, {w}, {}}
misa- Permutations[{1, 2, 3}, {3, 0, -2}]

ounsz= {{1,2,3 }, {1,3,2 }, {2,1,3 },
{2,3,1 }, 31,2 3, {3,2,1 }, {1}, {2}, {3}}

Ce Zelimo v zgornjih treh zgledih permutacije praiharavnih 3tevil, zadéa namesto

elementov mnozicgx, vy, ..} pisatiRange[n].

V primeru, da se elementi v mnozici ponavljajo, idob t.i. multimnoZico. Stevilo
permutacij multimnoziceM dobimo z multinomskim simbolom. Vse mozne
permutacije multimnozice pa prikaze ukdgrmutations ali DistinctPermutations, ki

ne lati med enakimi elementi.

Zgled 4.30: ZapiSi in preStej vse mozne razporeditve elemefap\a, b, c}.

misa- MUl tinom al [2, 1, 1]
oupisa= 12

niss- Permutations[{a, a, b, c}]

opss- {{@,a,b,c }, {a,a,¢c,b 1}, {a,b,a,c }, {a b,c,a 1},
{a,c,a,b 1}, {a,c,b,a }, {b,a a, (b, a, c,
{b,c,a,a }, {c,a,a,b }, {c,a,b,a }, {c,b,a,a }}

(@]
o))

ali

s~ D StinctPernmutations[{a, a, b, c}]

oupse- {{@,a,b,c }, {a,a,¢c,b 1}, {a,b,ac }, {a b,c,a 1},
{a,c,a,b 3}, {a,c,b,a }, {b,a,a,c }, {b,ac,
{b,c,a,a }, {c,a,a,b }, {c,a,b,a }, {c,b,a,a }}

o))
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4.2.6. FIBONACCIJEVA IN STIRLINGOVA STEVILA

Fibonaccijeva Stevila
Leonardo Fibonacci ali Leonardo Pisano (1170-138@)il italjanski matematik. Po
njem se imenuje Fibonaccijevo zaporedje. Sestav{jaj t.i. Fibonaccijeva Stevila. To

so Stevila doléena z rekurzivno zveze,=F,_1+F,_», pri za&etnem pogojuo=F,=1.

Zgled4.31:1zratunaj Fibonacijeva Stevila didenan = 15.

mis7- Tabl e [Fi bonacci [n], {n, 15}]
ouns- {1, 1, 2, 3,5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610 }

V zgledu 4.32 zapiSemo tradicionalno obliko Fibanjgwih Stevil vMathematici

Zgled4.32:

nusep- Fi bonacci [n] // Tradi ti onal Form

Out[158]//TraditionalForm=

Fn

DEFINICIJA 4.18: Fibonaccijev polinom definramo =zekurzivho zvezo

Fri1(X) = X Fr(X) + Fn_1(X), pricemer jeF1(X) = 1 inFy(X) = X

Zgled4.33:Prvih nekaj Fibonaccijevih polinomov.

Fix) =1

Fa(X) = X
FaX)=x2+1

Fa(X) =X + 2X
FsX)=x*+ 3x2+1

Fibonaccijev polinoni,(x) izpiSe ukazibonacci[n, x].
Zgled4.34:Zapisi Fibonaccijev polinork,(x) zan = 15.

niso- Fi bonacci [15, Xx]

oupso- 1 +28%x2% +126x% +210x°% + 165x8 + 66 x 10 + 13 x12 + x14
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Stirlingova Stevila
Stirlingova Stevila se imenujejo po Skotskem matémal.Stirlingu (1692-1770).
Poznamo dve wvrsti Stirlingovih Stevil, in sicer ridigova Stevila prve vrste in

Stirlingova Stevila druge vrste.

n

DEFINICIJA 4.19: Stirlingovastevilo prvevrste[ K

] je enako Stevilu permutacij &,,

ki se zapiSejo kot produlk disjunktnih ciklov. Pri tem velja x k < n. Ce jen <Kk,

n] -0.

potem je [ K

. - . n . .
Reatemo lahko tudi, da nam Stirlingovo Stevilo prvetar%k] pove Stevilo né&nov

razporeditewn elementov Kk ciklov.

TRDITEV 4.20: a::] -1
tﬂ] =(n-1)!
()n? 1] - (2)

IZREK 4.21:[”] - [E:i]J,(n_l).[”

DOKAZ: Naj bo IT poljubna permutacija i, s k cikli. Permutacijoll dobimo iz

permutacijdl! € S,_; na enega od dveh &iaov.

i) V IT! dodaman-ti element v svoj cikel.

Potem preostale elemente, ki jih fe-1, razvrstimo v preostalitk—1 ciklov.

n-1
Permutacijd1 tedaj dobimo n{xk 1] naiinov.
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i) I ima k ciklov, element vrinemo v enega izmed njih.
Potem preostalin— 1 elementov razvrstimo k ciklov. Elementn pa lahko K ciklov
vrinemo nan— 1 n&inov.

n-1

-1
Po pravilu vsote dobimo permutacljbna[ E_ 1] +(n-1)- [ K

] nadinov.

V Mathematici rédunamo Stirlingova Stevila prve vrste z ukaz&tirlingFirst[n, k]
ali StirlingS1[n, k] (od razltice 6.0 dalje).

5
Zgled4.35:1zratunaj [ 3].

meo= StirlingS1[5, 3]
outf60)= 3D

o

5] =[]+ 5] = (512 [5])++(5) -

- 2!+3.( )+4._:6+3-—+24=35
2 2-1 2-1

n
IZREK4.22:Z[E]Xk = X-X+1)-(X+2)-...-(X+n-1),
k=1

n] poda koeficient prest.

kjer nam[ K

DOKAZ: Indukcija pon.
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n—n+ 1. Prénimo na desni.
XX+D-X+2):-....X+nN-2)X+n-1=

=X-X+1D-X+2-....X+(n=-D-D)-X+n-1=

(ij[n;l]xk)(xﬂn—l)):

an;%[nil]Xk+1+an;Hn;1]xk(n—1) =

vpeljemo novo spremenljivkk:= k+ 1

k=1-5k=2ink=n-1-5k=n

n-1 n—l]

:an-zz[k,_l]xk#(n—l)zkn;i’[ K

piSemd = k

_yn k[N

= 2 ¥ [k]

Zgled 4.36:1zratunaj koeficient pred® v g(x) =x (1 +X) (2 +X) - ...+ (6 +X).
men= StirlingFirst [7, 4]

out[161]= 735

Pomnozimox - (1 +x) - (2 +X) - ...- (6 +X) in preverimo:

niez- EXpand [X (L +X) (2+X) (3+X) (4+X) (5+X) (6+X)]
oupeo- 720X + 1764 x2 + 1624 x 3 + 735 x* + 175x° + 21 x% + x”
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n .
Z upostevanjem izreka 4.21 in robnih pogo[e?y] =1 ter[l]z (n=1)! zapiSemo

trikotnik Stirlingovih Stevil prve vrste (zgled 4.3

Zgled4.37:

mez- Col um [Tabl e [StirlingFirst [n, k],
{n, 0, 5}, {k, 0, n}], Center]

{1}

{0,1}
0,1,1 }
0,2,3,1 }

(0,6,11,6,1 }
(0, 24,50, 35,10, 1 )

Out[163]=

Stirlingovo Stevilo prve vrste je med drugim ena¥tevilu vseh permutaci

elementov razporejenihm ciklov.

Zgled4.38:1zratunaj na koliko n&inov lahko 6 gostov sede za 3 mize.

nie- Nunber OF Per mut at i onsByCycl es [6, 3]
Out[164]= 225

ali

mes= StirlingFirst [6, 3]
out[165]= 225

Sedejo lahko na 225 &aov.

n
DEFINICIJA 4.23: Stirlingovo Stevilo druge vrste {

k} je enako Stevilu razbitij

mnoZzice zn elementi n& nepraznih rezredove velja 1< k < n. Ce jen <k, potem je

()=
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TRDWEV42¢a{2}=1
{7} =1

oo} =(2)

|ZREK425{E:1}+k{n_1}={n}

DOKAZ: Razbitie mnozice {1, 2, ...n} na k razredov lahko dobimo iz razbitja
mnozice {1, 2, ...n— 1} na enega izmed dveh &iaov.
i) N-ti element damo v svoj razred.

Potem mnozico n—1 elementi razbijemo v preostali+ 1 razredov. To storimo na

{ E: i} nainov.

i) N-ti element dodamo v enega izmed olisitjé razredov.

: : N . n-1
Potem mnozico -1 elementi razbijemo K razredov. To storimo n K 1}

nainov. Kern dodamo v enega izmed obstfek razredov, imamo zar§ moznosti.

- -1
Stevilo razbitij je tedaj enaklo- { E_ 1}.

n-1

Po pravilu vsote imamo skupé£:1}+k-{ K

} natinov razbitij n-mnozice nak
razredov.

Ukaz StirlingS2[n, k] oziromasStirlingSecond[n, k], nam izr&una Stirlingova Stevila

druge vrste.

6
Zgled4.39:1zratunaj { 3 }

nee= St rlingS2[6, 3]
Out[166]= 90
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n n
Glede na trditev 4.24 veljén_l} =(2), kjier je desna stran binomsko Stevilo. V

5 5
zgledu 4.40 preveri ali velj%4} :(2).

Zgled4.40:

men= St rlingS2[5, 4]
ouie7= 10

mieg- B nom al [5, 2]
ouries- 10

Vsa razbitja mnozice m elementi nak nepraznih rezredov nam zapiSe ukaz
KSetPartitions[n,k].

Zgled4.41:ZapiSi vsa razbitja mnozice s petimi elementitirardeprazne razrede.
e~ KSet Partitions[5, 4]

ounco- {{{13}, {2}, {3}, {45 }}, ({1}, {2}, {3,471}, {5}},
{{1}, {2}, {3,5}, {4}}, {{1}, {2,3}, {4}, {5}},
({1}, {2,471}, {3}, {5}}, {{1}, {2,5}, {3}, {4}},
({1, 2}, {3}, {4}, {5}}, {{1, 31}, {2}, {4}, {5}},
({1,413, {2}, {3}, {5}}, {{L, 5}, {2}, {3}, {4}}}

n
Z izrekom 4.25 in robnima pogojen'{a:} =1 ter{l} = 1 tvorimo trikotnik

Stirlingovih Stevil druge vrste (zgled 4.42).

Zgled4.42:

o= Col um [Tabl e [StirlingSecond[n, k],
{n, 0, 5}, {k, 0, n}], Center]

{1}
{0,1}

{0,1,1
{0,1,3,1
{0,1,7,6,1 )
{0,1,15,25,10,1 )

out[170]=
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4.2.7. PARTICIJE

DEFINICIJA 4.26: Particija pozitivnih naravnih Steje neurejena mnozica pozitivnih
naravnih Stevil, katerih vsota je enaka StewiluTa naravna Stevila se imenujejo

sumandi ali deli od particije. Stevilo particij $ti@ n oznaimo kot p(n).

Zgled 4.43: Stevilo Sest lahko zapisemo kot vsoto treh sumando
6=4+1+1

Z Partitions[n] zapiSemo vse particije naravnega Stemjlari cemer je v prvi particiji
najveji sumand (t.i. leksikalni vrstni red). Isti odgavo nam vrne
IntegerPartitions[n].  Stevilo  particij izvemo z NumberOfPartitions[n],

PartitionsP[n] ali Length[IntegerPartitions[n]] .

Zgled4.44:ZapiSi vse particije Stevila 6 in preStej Stewikeh particij Stevila 6.
- I ntegerPartitions[6]

Out[171]= {{6}’ {51 1 }! {41 2 }’ {4! 1’ 1 )
(3,313}, {(3,2,1 3, {3,1,1,1 }, {2,2,2
2,2,1,1 3, {2,1,1,1,1 }, {(1,1,1,1

}

}
L1 3y

2= Nunmber Of Partitions[6]
out[172]= 11

Particije Stevilan, ki vsebujejo same razhe sumande preStejemdartitionsQ[n] .

Zgled4.45: Prestej Stevilo particij Stevila 6 s samimi ré&zimi sumandi.
s~ PartitionsQ[6]

out[173]= 4

Ukaz Partitions[n,k] zapiSe vse particije naravnega Stewil&jer je najveéji nenicelni

sumand Stevild. Stevilo takih particij dobimo kength[Partitions[n, K]].
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Zgled 4.46: ZapiSi vse particije Stevil® z najve&jim nenielnim sumandom 3 in
prestej Stevilo vseh takih particij.
- Partitions[6, 3]

oz {{3,3 7}, {(3,2,1 3}, {(3,1,1,1 1}, {222
(2,2,1,1 3}, {2,1,1,1,1 1, {1,1,1,1

}
L1}

nrs- Length[Partitions[6, 3]1]

ouarsi= {

Naj boP(n, k) Stevilo particij Stevilan z najve€ k deli. Tedaj Stevilo zapisov Stevitaz
najvet k deli podaLength[IntegerPartitions[n,k]] . Z ukazomintegerPartitions[n,K]

pa predstavimo vse take zapise.

Zaled 4.47: ZapiSi vse particije Stevila 5 z nafv8 deli in prestej Stevilo vseh takih
zapisov.

me- | ntegerPartitions([5, 3]

ounre= {{9}, {41}, {3,213}, {3,L,1 }, {2,2,1 }}

nin- Length[l nt eger Partitions[5, 3]]

ouar7l= 9

Stevilo zapisov Stevilan kot vsoto natankd sumandov ozr@jemo z py (n). V
Mathematici ga podamo z ukazoniength[IntegerPartitions[n,{k}]] , kjer nam
IntegerPartitions[n,{k}] izpide vse take zapis€e Zelimo zapise Stevikamedkmi, in

kmax Sumandi, potem to storimaategerPartitions[n, {K min, Kmax}] -

Zgled4.48:Zapisi in prestej vse zapise

a) Stevila 6 kot vsoto natanko 3 sumandov,

b) Stevila 7 kot vsoto dveh in treh sumandov.
mize- I NntegerPartitions[6, {3}]

ounze- {{4,1,1 3}, {3,2,1 1}, {2,2,2 }}
mo- Length[l ntegerPartitions[6, {3}]1]

oui7e= 3
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miso- | NtegerPartitions[7, {2, 3}]
Out[180]= {{61 1 }) {51 2 }) {51 1) 1 })

{4,331, {4211}, {331}, {322 }}
men- Length[l ntegerPartitions[7, {2, 3}]]

Out[181]= 7

Z naslednjim ukazom pa zapiSemo vse particije Btevigéno dola@enimi sumandi (na

primer s sumandi 1, 2 in 3).

Zgled 4.49: ZapisSi vse particije Stevila 7 s sumandi 1, 2.in 3

mez- I ntegerPartitions[7, All, {1, 2, 3}]

oupez= {{3,3,1 3}, {3,2,2 }, {3,2,1,1 1},
{3,1,1,1, }, {2,2,2,1 3}, {2,2,1,1,1 3},
{2,1,1,1,1,1 b, {34,14,1,1,1,1,1 1}

1
1
Z ukazom NextPartition[p] podamo particijo, ki sledi particijp v obratnem lek-

sikalnem vrstnem rediRandomPartition[n] pa nam dol& naklju¢no particijo Stevila

n.

Zgled 4.50:Zapisi naslednjo particijo particije {3, 3} in gabno patrticijo Stevila 6.
msa- Next Partition[{3, 3}]

oupsz= {3, 2,1}

s~ RandonPartition[6]

oupsa= {2, 2,2 '}

Ferrers-ov diagram je tia opisa particije. Spodnji ukaz (zgled 4.51) rafi®rrers-ov
diagram za particijo {10, 8, 5, 5, 4, 1}, ki jo vaslednjem delu zgleda konjugira

(zamenja stolpce in vrstice).
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Zgled4.51:
miss- FerrersDi agram[ {10, 8, 5, 5, 4}]

000000000

e00000o0o0
Oulf18s- ® ® @ @ @

e0o0o0 o0

e~ FerrersDi agram[TransposePartition[{10, 8, 5, 5, 4}1]

Out[186]=

Naslednji ukazDurfeeSquare[p], kjer je p neka particija, poda stranico najjega

kvadrata vsebovanega v Ferrers-ovem diagramu.

Zgled 4.52: ZapiSi dolzino stranice naj¥ega kvadrata vsebovanega v Ferrers-ovem
diagramu particije {10, 8, 5, 5, 4}.
nien- DurfeeSquare[{10, 8, 5, 5, 4}]

Out[187]= 4
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5. TEORIJA GRAFOV Z MATHEMATICO

Paket kombinatorike naloZzimo z ukazdieeds["Combinatorica™] .

ez~ Needg"Combinatorica™ |

5.1. OSNOVNI POJMI

Graf G = (V (G), E(G)) sestavljata neprazna mnozica elementov, ki nieriujemo
vozlis¢a grafa, in seznam (neurejenih) parov teh elemenkovjih imenujemo
povezave grafa. Mnozico voztigrafa oznamo z V(G), seznam povezav pagEG).

Ce stau in v vozli&i grafa G, potem za povezauiv ali vu re¢emo, da povezujeta
vozlisei uinv.

Dve ali v& povezav, ki povezujejo isti parda poimenujemo vzporedne povezave.
Povezava, ki povezuje nekockm s seboj, je povratna povezava ali zanka. Grat br
zank in vékratnih povezav poimenujemo enostavni graf.

Naj bo G graf brez zanky pa vozlise grafaG. Stopnja vozli&a v je Stevilo povezav,
ki vsebujejov. Stopnjo vozli8a ozn&imo z degv. Pravimo, da je graf regularete
imajo vsa vozliga grafa enako stopnj@ie imajo vsa vozli& grafa stopnjo, je gral
r-regularen.

Naj bostau in v vozli&i grafa.Ce stau in v povezani s povezavo, potenteeo, da
sta sosednji in piSenm®= uv. Povezavi s skupnim krafiém sta incidentni povezavi.
Sprehod dolziné v grafuG je zaporedj&k povezav graf& oblike uv, vw, wx, ..., yZ
Tak sprehod oz@ano z uvwx...yzin ga imenujemo sprehod med vozéimau in z
Ce so vse povezave sprehoda tami potem sprehod imenujemo enostavni sprehod
ali sled.Ce so v enostavnem sprehodu vsa véaligzlina, potem sprehod imenujem
pot.

Sklenjen sprehod ali obhod v graduje zaporedje povezav gratoblike uv, vw, wx,

..., ¥z, zu Ce so vse povezave obhoda ré&z, potem ga imenujemo enostavni obhod
ali sklenjena sledCe so v obhodu vse povezave in vsa véaligazlina, potem ga

poimenujemo cikel.
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Graf G je povezarte obstaja pot med poljubnim parom vogliSicer je nepovezan.
Naj bo G graf brez zank n vozli&i, ozna&enimi z 1, 2, 3, ...n. Matrika sosednosti
M(G) je matrika razseznosti X n, v katerem element jvtem stolpcu-te vrstice pove

Stevilo povezav, ki povezujejo vozlg inj.

Zgled5.1: ZapiSi matriko sosednosti za spodnji graf.

in1s9= ShowGr aph [AddEdges [Cycl e [4], {{2, 4}, {2, 4}}],
Mul ti edgeStyl e » True, VertexNurmber - True]

Out[189]= 2

3
e V0zIli&Ci 1 in 2 sta povezani z eno povezavo, zato se pgjavugem stolpcu prve
vrstice in v prvem stolpcu druge vrstice 1.

e Vo0zli&Ci 2 in 4 sta povezani z dvema povezavama, zatorjetriki v cetrtem
stolpcu druge vrstice in v drugem stolp@irte vrstice 2.

st ol pec
st ol pec
st ol pec
st ol pec

12 3 4

. VRV
vrstica 1 /0101
vrstica 2 -1 012
vrstica3 -0 1 0 1
vrstica 4 -1 210

5.2. VGRAJENI GRAFI

Grafe nazorno prikazemo z njihovimi diagrami. V gfemu nariSemo vozia kot
pike ali krogce, povezave sosednjih vazl ponazorimo &tami, pricemer so lahko
¢rte neravne.
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Vgrajeni grafi so grafi, katerih imena so ze vgreg v prrogramiMathematica
Diagrame vgrajenih grafov Mathematiciizrisujemo zShowGraph[g], vet grafov pa

z ShowGraphArray[Table[g1, %, ..., &]], pri¢emer say, g1, J2,, ...,gn grafi.

Polni graf
GrafK, je polni graf nan vozli&ih, v katerem jen vozli& in vse mozZne povezave med

njimi. Polne grafe navadno nariSemo v obliki pragia mnogokotnika.

Zgled5.2: Polni grafi nan vozlisih, kjer jen=1, 2, 3, 4.
o= Show& aphArray [Tabl e [Conpl et eG aph[n], {n, 1, 4}]]

Out[190]=

Cikel
Graf C, je cikel nan vozli&ih, ki ima vozli€auy, up, ..., U, in povezave

UpUp, UoUs, ..., Up_1Un, UpUs.

Zgled5.3: Cikli nan vozli&ih, kjer jen=2, 3, 4, 5, 6.
o= Show& aphArray [Tabl e[Cycl e[n], {n, 2, 6}]]

=300

Cikla na enem vozl&& namMathematicane izriSe.

Prazni graf

Prazni graf je graf brez povezav. Prazni grahmackah ozndimo z N,,.
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Zgled5.4: Prazni gralNe.
o= Show& aph [Enpt yGraph[6]]

Out[192]= @ [ ]

Pot

Graf P, je pot nan tockah. GrafP, iman—1 povezav in ga dobimo 2, z odstran-

itvijo katerekoli povezave.

Zgled5.5: Pot nan vozlisih, kjer jen=1, 2, 3, 4.
oz Show& aphArray [Tabl e[Pat h[n], {n, 1, 4}1]

Out[193]=

Dvodelni graf
Graf G je dvodelnice lahkoG(V) razbijemo na podmnoZzi¥ in Y, tako da ima vsaka
povezava graf& eno krajige v X in drugo vY. Ce je vsako vozli& iz Y, govorimo o

polnem dvodelnem graf@e je [X| =nin |Y|=m, ga ozn&imo z Ky .
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Zgled5.6: Dvodelni grafKs s.

noa- Show& aph [Conpl et eKPartiteG aph[3, 517,
Vert exNunber -> True]

out[194]=

Grafi pravilnih teles (platonski grafi)
Telesa tetraeder, kocka, oktaeder, dodekaedepradder skupaj sestavljajo peterico,

ki jim pravimo Platonska telesa.

Zgled5.7: Slike platonskih teles.

in1os):= Map[Col um[{Styl e[#[[1]], Medium], Show[#[[2]], | mageSize » 120]}] &,

Pol yhedronDat a[" Pl atoni c", {"Nanme", "I nmage"}]]
cube dodecahedron

Out[195]= {

octahedron tetrahedron
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Ogrodje platonskih teles nam lahko predstavljaegréigli€a teles uporabimo za
vozlis¢a, robove pa za povezave grafa med voizliBako dobimo grafe pravilni teles

ali platonske grafe. Narisani so v spodnjem zgledu.

Zgled 5.8: Grafi platonskih teles.

nos= SHOWGE aphAr ray [
{Tet rahedr al G aph, Cubi cal G aph, Oct ahedral Graph,
Dodecahedr al Graph, | cosahedral Graph}]

S A

Petersenov graf

Petersenov graf je v teoriji grafov pomemben gafdesetih vozliSh z mnogimi
lastnostmi. Imenuje se po danskem matematiku luRe&tersenu, ki ga je vpeljal leta

1892 in objavil leta 1898.

Zgled5.9: Petersenov graf.
o= Show& aph [Pet er senG aph]

Out[197]=

Nekatere grafe lahko dobimo nacueetinov. Na primer dvodelni graKs 3 nariSemo

tudi z ukazom v spodnjem zgledu.
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Zgled 5.10: Graf kletka ali 3-regularen graf z obhodom dolzéhé minimalmin
Stevilom vozlis.

noz- Show@ aph [CageG aph[4] ]

Out[198]=

5.3. RISANJE POLJUBNEGA GRAFA

V Mathematicizapisujemo povezave nekoliko drdgain sicer bomo povezavo med
vozli&¢emau in v pisali kot {u, } ali u—»v. Vozlia grafa bomo oziavali z
zaporednimi Stevili 1,2,3..n.

V Mathematicipoznamo veé n&inov prikaza diagramov. Ogledali si jih bomo na

enakem primeru.

a) Prvi n&in prikaza diagrama je s podajanjem povezav olflike4 -m. S Stevilom
m povemo Stevilo povezav med voZi$na. VMathematicinam diagram grafg izriSe
ukaz GraphPlot[g]. Ukaz VertexLabeling - True pa nam na diagramu napise

oznake vozli&. Tako dobimo ozn#eni graf.

Zgled5.11:

oo GraphPl ot [SparseArray [{{1, 2} » 1, {2, 3} > 1, {3, 4} -1,
{4, 5} -1, {5, 1}->1, {2, 4} -1, {1, 3} - 1}],
Ver t exLabel i ng » True]

Out[199]=
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b) Povezave lahko podajamo v oblilésv.

Zgled5.12:

meoo- GraphPlot [{1 52, 253, 354, 455, 551, 254, 1- 3},
Vert exLabel i ng » True]

Out[200]=

c) Tretji n&in je zapis diagrama z matriko sosednosti.

Zgled5.13:
mon- {{0, 1, 1, O, 1}, {1, O, 1, 1, O3}, {1, 1, O, 1, 0},
{0, 1, 1, 0, 1}, {1, O, O, 1, O}} // Matri xForm

Out[201]//MatrixForm=

01

R O R P

O rFr BFr O
P O F -
O Fr F O

O Fr OO R

01

meoz- GraphPlot [{{0, 1, 1, O, 1},
{1, 0, 1, 1, 0}, {1, 1, 0, 1, 0}, {0, 1, 1, O, 1},
{1, 0, 0, 1, 0}}, VertexLabeling - True]

2 \
out[202]= ‘ >< 5
3 /

¢) Nekateri grafi so Ze vgrajeni v pakeitombinatorica Vgrajene grafe izriSemo z

ukazomShowGraph, medtem ko oznake voziiszpiSemo 2VertexNumber—-True.
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Zgled5.14: 1zriSi cikel Cs in polni grafKs.

neoz- Showa aphArray [
{ Cycl e[5], Conpl eteG aph[5]}, VertexNunmber - True]

Out[203]=

Vgrajenim grafom lahko dodajamo in odvzemamo povez&e prvemu grafu v
zgornjem zgledu dodamo povezavi {2, 4} in {1, 3plimo na$ graf (zgled 5.15). Do
enakega grafa pridemée spodnjemu grafu v zgornjem zgledu odvzamemo [@oaez

{1, 4}, {2, 5} in {3, 5}.

Zgled5.15:

oo - Show& aph [AddEdges [Cycl e[5], {{2, 4}, {1, 3}}1,
Vert exNunber - True]

Out[204]=

nzos- Show@ aph [Del et eEdges [Conpl et eG aph[5],
{{1, 43}, {2, 5}, {3, 5}}], VertexNunber - True]

Out[205]=

MathematicazriSe vzporedne in povratne povezavei&eji damo ustrezen ukaz. Ukaz
za izris vzporednih povezav jMultiedgeStyle»True, ukaz za izris povratnih

povezav p&elfLoopStyle-»True.
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Zgled5.16:Primer uporabe ukazov itiedgeStyle>Truein SelfLoopStylesTrue

neos- GraphPl ot [Spar seArray [
({1, 2}y -2, {2, 3}y-1, {3, 4}y-1, {4, 1} -1,
{2, 4y > 2, {1, 1} »1}], VertexlLabeling » True]

/
\

4

Out[206]= 3

.
2/

meon- GraphPl ot [SparseArray [{{1, 2} » 2, {2, 3} » 1,
{3, 4}y > 1, {4, 1} -1, {2, 4} -2, {1, 1} - 1}],
Vert exLabel ing -» True, Sel f LoopStyl e » True,
Mul ti edgeStyl e » True]

4

out[207]= 3

/\

\
0

2

Vgrajene grafe §asih potrebujemo zapisane kot mnozico povezav atlisksednjo
matriko. Kot mnozico povezav vgrajeni grafy zapiSemo z ukazom

ToUnorderedPairs[g], kot sosednjo matriko pa z ukazdmAdjacencyLists[g].

Zgled5.17: Zapisi cikelCs kot mnozico povezav in sosednjo matriko.
neos- ToUnorderedPairs[Cycle[5]]

oo {{1, 2}, {2,373}, {3,441}, {451} {1,5}}

neoor- TOAdjacencyLists[Cycle[5]] // MatrixForm

Out[209]//MatrixForm=

2 5

P WN P
A O AW
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5.4. EULERJEV IN HAMILTONOV GRAF

Sprehod v grafu je Eulerje¥e vsebuje vsako povezavo na grafu natanko enkrat.
Eulerjev obhod je Eulerjev sprehatk se kota in z&ne v istem vozli&. Povezani
graf je Eulerjev¢e vsebuje Eulerjev obhod.

Sprehod v grafu je Hamiltono¥e vsebuje vsako vozti@ na grafu natanko enkrat.
Hamiltonov sprehod, ki se kéa in z&ne v isti t&ki, imenujemo Hamiltonov cikel.

Povezani graf je Hamiltono¢e vsebuje Hamiltonov cikel.

Z ustreznimi ukazMathematicaza nas najde Eulerjev obhod in Hamiltonov cikel.

Ukaz EulerianQ[g] nam pove, ali je graj Eulerjev.Ce je, se nam izpiSe besetiae,

drug&e paFalse Poljuben Eulerjev obhod gradazpiSemo ZulerianCycle[g].

Zgled 5.18: Preveri ali je dvodelni graf, 4 Eulerjev.Ce je, napisi poljuben Eulerjev
obhod.

- Show& aph [Conpl et eKPartiteG aph[4, 4],
Ver t exNunber -> True]

Eul eri anQ[Conpl et eKPartiteG aph[4, 4]]
True

Eul eri anCycl e[Conpl et eKPartiteG aph[4, 4]]
(7,2,8,1,5,4,6,3,7,4,8,3,5,2,6,1,7 }
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Podobno nam ukaklamiltonianQ[g] pove, ali obstaja Hamiltonov cikel v grafu
Odgovor je pritrdilen ali negativenT ue ali Falsg. Poljuben Hamiltonov sprehod
grafa g izpiSemo z EulerianPath[g], poljuben Hamiltonov cikel pa z ukazom
HamiltonianCycle[g]. @ Vse Hamiltonove cikle grafa g poda ukaz
HamiltonianCycle[g, All]. Ce dodamo ukat.ength, lahko vse Hamiltonove cikle

grafag tudi preStejemo.

Zgled 5.19: Preveri in potrdi, da v grafu tetraedvbstaja Hamiltonov cikel. ZapiSi
poljubno Hamiltonovo pot in cikel ter ga na grafenei. ZapiSi in preStej Se vse
mozne Hamiltonove cikle v podanem grafu.

- Show& aph [Tet r ahedr al Graph]

Out[211]=

neiz- Ham | 't oni anQ[Tet r ahedr al Graph]

ouppiz= True

n21z- Ham |t oni anPat h[Tet r ahedr al G aph]
oz {1,2,3,4 3}

2= Ham [ toni anCycl e [Tet r ahedr al G aph]
oz {1,2,3,4,1 }

neis- Ham I'toni anCycl e[Tet rahedr al Graph, All ]

ouzis- {{1, 2,3,4,1 1, {1,2,4,3,1 1, {1,3,2,4,1 1,
(1, 3,4,2,1 1, {1,4,2,3,1 1, {1,4,3,2,1 1}

nze- Lengt h[Ham | t oni anCycl e[Tetrahedral G aph, Al 1]

ou2161- O
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Zgled 5.20: Ugotovi ali na resona&nem grafu benzenoidnega grafa, ki izhaja iz
kemije, obstaja Hamiltonov cikeCe obstaja, najdi Hamiltonovo pot in cikel.
Hamiltonov cikel na grafu ozia PrejStej vse mozne cikle v podanem grafu.

- Show& aph [gg = Fr omAdj acencyMatri x [

{{0,1,0,1,10,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0 1,
{,0,10,0,1,0,0,0,0010000000000 1,
{0,1,0,1,0,0,1,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0 1,
{,0,10,0,0,0,12,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0 3,
{,0,0,0,0,1,0,1,1,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0 1,
{0,1,0,0,1,0,1,0,0,0,0,00001,00000,0 1,
{0,0,1,0,0,1,0,12,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0 1,
{0,0,0,1,10,1,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0 1,
{0,0,0,0,1,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0 1,
{0,0,0,0,0,0,0,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0 1,
{3,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,1,1,0,0,0,0,0,1,0 1,
{0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,1,0,0,1,0,0,0,0,0, 1 1,
{0,0,10,0,0,0,0,0,0,0,1,0,1,0,0,1,0,0,0,0,0 1,
{0,0,0,100000010100001,0000 1,
{0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,1,0,1,1,0,0,0 1,
{0,0,0,0,0,10,0,000100101,0000,0 1,
{0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,1,0,0,1,0,1,0,0,0,0 1,
{0,0,0,0,0,0,0,12,0,0,0,0,0,1,1,0,1,0,0,1,0,0 1,
{0,0,0,0,0,0,0,0,12,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,1,0,0 3,
{0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,1,1,0,0,0 1,
{0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1 1,
{0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0 131,

Ver t exNunber -> True]

Out[217]=
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neie- Ham | toni anQ[gg]

oupzig= True

o= Ham | toni anPat h[gg]

oo {1, 2, 3,4, 8,5,6, 7,17, 13, 14,
18, 20, 10, 9, 19, 15, 16, 12, 22, 21, 11 }

nezz0- Ham I 't oni anCycl e[gg]

oo {1, 2,3,4,8,5,6, 7,17, 13, 14, 18,
20, 10, 9, 19, 15, 16, 12, 22, 21, 11, 1 }

In[221]:= Show& aph[
Hi ghlight [gg, {Partition[Ham | toni anCycl e[gg], 2, 1]},
Hi ghl i ght edEdgeCol ors - Red], VertexNunber -> True]

out[221]=
11

n222- Length[Ham | t oni anCycl e[gg, Al ]]
out[222]= 3576
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ZAKLJU CEK

S programomMathematicase tekom Studija matematike nisem nikoli¢ata. Kot
Studentka matematike in fizike sem Se n&jwgem programu sliSala pri fiziki, in sicer
pri predmetu Matematne metode v fiziki. Kasneje sem pri tem predmetuatao
narediti semirarsko nalogo ter si pri izmaah pomagati s programolMathematica
Zxetek je bil po mojih izkuSnjah zahteven, Se posebker sem uporabljala
Mathematicdb.O.

V diplomski nalogi je bilo delo mnogo lazje. Magp zaradi nekaj predhodnjih
izkusenj in dobre pon#n ki jo nudi prenovljeni progranviathematicaz.0. V tej novi
razlicici namre& najdemo boljSe in razSirjene priree palete. Zame najpomembnejsa je
bila paletawriting Assistanty kateri sem nasSla skoraj vse oblikovne mozn&ssem
jih potrebovala pri pisanju moje diplomske naloge.

Prav zaradi prenovljenih palet menim, da je postagram veliko primernejsi tudi za
SrednjesSolce. Seveda pa Se vedno pomembno znayigSkega jezika, brez katerega v

Mathematicine gre.
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