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Numeri¢no modeliranje toka mikropolarnih tekocin z
metodo robnih elementov

Pouvzetek: V delu je predstavljen nov pristop k numeri¢nemu modeliranju tokov mikropo-
larnih teko¢in z metodo robnih elementov. Sama teorija mikropolarnih tekocin zajema
doloc¢ene reolosko kompleksne tekocine, pri katerih je prisoten Se mehanizem rotacije no-
tranjih struktur toka tekocine, kar ni zajeto v klasi¢nem sistemu Navier-Stokesovih enach.
V nalogi je predstavljeno reSevanje toka tekocine s pomocjo teorije mikropolarnih teko-
¢in, izvedeno z vkljucitvijo dodatnih ¢lenov v prenosno enacbo gibalne koli¢ine in resSe-
vanjem dodatne prenosne enacbe za mikrorotacijo v okviru sistema enach, zapisanih v
hitrostno vrtinéni formulaciji. Predstavljena je izpeljava vodilnih enacb, od zacetnih za-
konov ohranitve, zapisanih v obliki parcialno diferencalnih enach, do integralske in na
koncu diskretizirane oblike enacbh za resevanje toka mikropolarnih teko¢in z metodo rob-
nih elementov. Sledi predstavitev numeri¢nega algoritma reSevanja diskretiziranih enacb.

Izpeljani algoritem, temelje¢ na ze obstojecem aloritmu reSevanja tokov z uporabo
klasi¢nih Navier-Stokesovih enach, je preizkuSen na primerih naravne konvekcije v kotanji,
prisilne konvekcije toka tekocine v kanalu ter primeru meSane konvekcije v kotanji z
izvorom toplote. Primerjava rezultatov, dobljenih s pomoc¢jo novo razvitega numeri¢nega
algoritma, z referen¢nimi rezultati drugih avtorjev, kaze na uspesnost vkljucitve teorije
mikropolarnih tekoc¢in v numeri¢ni algoritem na osnovi metode robnih elementov za rese-
vanje toka tekocine s pomocjo klasi¢ne teorije Navier-Stokesovih enach.

Teoreti¢ne izpeljave in numeri¢ne simulacije podrobno obravnavajo izvor in pomen
novih modelnih parametrov, ki jih vpeljemo v teoriji mikropolarnih tekocin. Rezultati
izvedenih numeric¢nih simulacij kazejo na pomembno obcutljivost tokovnega kot tudi tem-
peraturnega polja na razlicne vplivne parametre mikropolarnih tekoc¢in. Izpeljani nume-
ri¢ni algoritem tako pomembno Siri uporabnost metod rac¢unalniske dinamike tekoc¢in na
osnovi metode robnih elementov tudi na podroc¢je numeri¢ne simulacije toka mikropo-
larnih tekocin.
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Numerical modelling of micropolar fluid flow with
boundary element method

Abstract: In this work the new approach for numerical modelling of a micropolar fluid
flow based on a boundary element method is presented. Micropolar fluid flow theory
is describing flow of a rheological very complex fluids with structures, which have own
rotation. Such a physical behaviour of a fluid is not included in the classical system of
Navier-Stokes equations. To simulate micropolar fluid flow with the existing boundary
element method based code, additional terms have to be included in the vorticity transport
equation together with additional transport equation for microrotation, closing the set of
governing equation, written in velocity vorticity formulation. In this work the governing
equations of micropolar fluid are derived in differential, integral and discretised form,
resulting from the application of the boundary element method. In deriving the numerical
algorithm, the domain terms are discretised by means of subdomain technique.

The derived numerical algorithm, which presents extension of existing numerical al-
gorithm based on the classical Navier-Stokes equations, is verified through the examples
of natural convection in a cavity, flow in a channel and mixed convection of micropolar
fluid in a cavity. Computational results for micropolar fluids, obtained by the new numer-
ical algorithm, show good agreement with results of other authors, confirmaing successful
implementation of micropolar fluid flow theory into existing boundary element method
based numerical algorithm for numerical modeling of flows with use of classical theory of
Navier-Stokes equations.

Through the work the meaning and importance of new model parameters included in
the micropolar fluid flow theory is discused. The results of performed numerical simula-
tions of the micropolar fluid flow show that one can expect significant sensitivity of flow
and temperature fields on different micropolar fluid flow parameters. The derived nu-
merical algorithm presents extension of the use of computational fluid dynamics methods
based on boundary element method to the field ofr numerical simulations of micropolar
fluids.
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Poglavije 1
Uvod

1.1 Opredelitev doktorskega dela

Vecfazni vecsestavinski tok je osnova vecine tehnoloskih operacij procesne tehnike. Tok
suspenzije trdnih delcev in tekoc¢ine, bodisi kapljevine bodisi plina, je dvofazni vec¢sestavin-
ski tok, ki se pojavlja v procesih farmacevtske industrije, prehrambene industrije, naftne
industrije, itn. in je osnova pri pnevmatskemu transportu, natan¢nejsi kontroli odpad-
nih onesnazenih snovi, zgorevanju razprsenega premoga, suSenju prehrambnih izdelkov,
lebdecih slojih in raznih bioloskih aplikacijah. Zaradi Siroke uporabe dvofaznih vecses-
tavinskih tokov je tako potrebno dobro poznavanje prenosnih pojavov znotraj dvofaznih
vecsestavinskih tokov. V zadnjem casu se pri obravnavanju prenosnih pojavov na vseh
podro¢jih industrije vedno bolj razsirja uporaba rac¢unalniske dinamike teko¢in (RDT).
Medtem ko je RDT na podrocju enofaznih enosestavinskih tokov mo¢no uveljavljena, pa
se sedaj na podlagi poznavanja reSevanja enofaznih tokov s pomocjo RDT zelo razvija
tudi RDT vecfaznih vecsestavinski tokov, ki je fizikalno kakor tudi numeri¢no neprimerno
zahtevnejSsa od modeliranja enofaznih enosestavinskih tokov. Problem pri modeliranju
vecfaznih vecsestavinskih tokov je, da je ve¢ina novih modelov empiri¢nih oz. deloma
empiri¢nih, za kar je potrebno izvesti eksperiment in tako dolo¢iti manjkajoc¢e parametre,
potrebne za numeri¢ni model.

V praksi velikokrat zasledimo suspenzije, ki so sestavljene iz nederformabilnih oziroma
deformabilnih snovi (delcev) v izotropni teko¢ini. Ti suspendirani delci v teko¢ini vpli-
vajo na povprecne fizikalne lastnosti ve¢faznega vecsestavinskega toka oziroma suspenzije.
Vecfazni vecsestavinski tokovi izrazajo kompleksnejSo naravo toka in imajo kar nekaj last-
nosti, ki jih naredi zahtevnejSe napram enofaznim tokovom. Tokovno polje pri vec¢faznih
vecsestavinskih tokovih ni le odvisno od tega, ali je tok laminaren oziroma turbulenten.
Potrebno je poznati lastnosti sestavin in topologijo medfaznih povrsin. Pomembna je
tudi smer toka. Zaradi razlik med gostotami in smerjo toka razlicnih faz se vertikalna
tokovna polja razlikujejo od horizontalnih tokovnih polj, prav tako horizontalna tokovna
polja obicajno niso simetri¢na.

Glede na koli¢ino delcev v tekocini so lahko suspenzije redke ali goste. Jasne meje
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med prvimi in drugimi ni. Splosno lahko re¢emo, da so redke suspenzije tiste, pri katerih
na gibanje delcev pomembno vplivajo strizne in vzgonske sile. Pri redkih suspenzijah
se povpre¢na viskoznost poveca s povecanjem deleza (koncentracije) ¢ nederformabilnih
delcev, kar je ponazorjeno z Einsteinovo formulo:

H = Ho (1+90)’ (1'1)

kjer sta p in p, viskoznost tekocine z in brez delcev. V primeru gostih suspenzij na gibanje
trdnih delcev pomembno vplivajo trki med samimi delci. Ugotovitev, ali je suspenzija
redka ali gosta, vpliva na poznejsi pristop k numeri¢nemu modeliranju le teh.

Tok suspenzij je pomemben primer toka zaradi njegove Siroke uporabe v procesni
industriji in tudi v bioloskih aplikacijah (pretok krvi po zilah). Pri transportu redkih
suspenzij v horizontalno lezecih ceveh, kjer je volumski delez trdnih delcev v kapljeviti ali
plinasti fazi majhen in so hitrosti kapljevite ali plinaste faze precej velike, so trdni delci
suspendirani po celotnem prerezu in skoraj enakomerno porazdeljeni (homogen tok), zlasti
pri majhnih trdnih delcih in trdnih delcih z majhno razliko gostote do tekoce faze. Pri
manjsih hitrostih kapljevite ali plinske faze se trdni delci odbijajo od dna cevi, v katerih
se pretaka suspenzija. S povecevanjem koli¢ine trdnih delcev v tekocini in pri majhnih
hitrostih se delci za¢nejo posedati na dnu cevi. Pri transportu gostejsih suspenzij se delci
zgoscujejo v spodnjem delu cevi. ZmanjSevanje hitrosti tekocine privede do zgoscevanja
delcev na dnu cevi. S tem se zacne tvoriti gost tok delcev, ki se na steni zaustavijo
in pride do kopicenja delcev, kar lahko povzroci zamasitve cevi. Zato je pri transportu
suspenzij potrebna minimalna hitrost kapljevine ali plina, da se prepreci tako posedanje
delcev. V primeru transporta suspenzij v vertikalnih ceveh je pomembno, da je hitrost
toka kapljevine ali plina ve¢ja od hitrosti posedanja delcev.

Suspendirani delci oz suspendirane snovi so lahko v palicasti, elipsoidni, nepravilni
(npr. kosmi blata) obliki. Suspendirane snovi so prav tako lahko fleksibilne, tekoce ali v
obliki Zeleja z razlicnimi fizikalnimi lastnosti od okoliske tekocine.

Mikropolarne tekoc¢ine spadajo v skupino mikrotekoc¢in oziroma mikromorfnih tekocin.
Teorija mikroteko¢in, ki jo je razvil Eringen [15], pokriva podroéje tekoéin, pri katerih
prihaja zaradi lokalnih struktur in gibanja delov tekocine na mikro nivoju do dodatnih
makroskopskih efektov. Zaradi kompleksnega matemati¢nega zapisa mikrotekocin se le
te v odvisnosti od doloc¢enih poenostavitev oz. predpostavk delijo na razli¢ne podvrste
mikrotekocin, katerih fizikalno obnasanje je zaradi mikro gibanja delcev mogoce zapisati v
uveljavljenih matemati¢nih formulacijah. Tako so mikropolarne tekoc¢ine podvrsta mikro-
tekocin, ki fizikalno predstavljajo tekocine kot suspenzijo togih, poljubno orientiranih ali
krogelnih delcev v viskozni tekocini, pri ¢emer se deformacija delcev zanemari. V primeru
mikropolarnih teko¢in imajo ti nederformabilni delci tudi lastno rotacijo, kar opisemo z
vektorjem mikrorotacije. To lokalno gibanje oziroma vrtenje delca vpliva na makroskopsko
gibanje tekoc¢ine. S pomocjo teorije mikropolarnih tekocin je tako mogoce uspesno mod-
elirati tok nekaterih nenewtonskih tekocin, kot so tekoci kristali, feromagnetne tekocine,
koloidne tekoc¢ine, tekocine s polimernimi dodatki, Zzivalska kri, dimni plini in suspenzije.

Matej Zadravec - doktorska disertacija
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1.2 Pregled stanja obravnavane problematike

Teorijo mikropolarnih tekoc¢in, ki v zadnjih letih zbuja pozornost mnogih raziskovalcev,
je pred priblizno Stiridesetimi leti razvil Eringen [16]. Sama teorija je bila razvita iz
teorije enostavnih mikroteko¢in [15] in mikroelasti¢nosti trdnih teles sestavljenih iz mikro
elementov (vlaknasti material, celi¢ni materiali), ki sta jo razvila Eringen in Suhubi [20],
ter opisana v delu, ki ga je objavil Eringen [18], kjer je podana razsiritev klasi¢ne teorije, ki
podaja deformacijo, gibanje in elektromagnetske uc¢inke trdnih teles, kot kontinuumov, v
¢asovni in prostorski mikroskopski skali. V tej teoriji je v fizikalnem smislu element snovi
predstavljen kot skupek velikega Stevila deformabilnih delcev z doloceno velikostjo in
mikrostrukturo. Ti delci imajo neodvisno $tevilo spremenljivk za deformacijo in rotacijo,
ko govorimo o mikromorfnosti, in samo za rotacijo v primeru mikropolarnosti. V primeru
klasi¢ne teorije Navier-Stokesovih enacb nastopijo spremenljivke tokovnega polja le zaradi
translacije sredis¢a elementa snovi. Leta 1972 je Eringen razsiril svojo teorijo mikrotekocin
[15] e na podrocje prenosa toplote v mikropolarnih tekoc¢inah [17], kjer so vkljuceni Se
prevod toplote in disipacija toplote v mikropolarnih tekocinah.

Matemati¢ni pristop resevanja problemov s pomocjo teorije mikropolarnih tekocin je v
svojem delu opisal Lukaszewicz [30], ki je poudaril, da se kot mikropolarne tekocine klasi-
ficirajo teko¢ine z mikrostrukturami in nesimetri¢nim napetostnim tenzorjem, ki pred-
stavljajo polarne tekoéine. V fizikalnem smislu predstavlja Lukaszewicz [30] mikropolarne
tekocine kot tekocine z naklju¢no orientiranimi suspendiranimi delci v viskozni tekoc¢ini
in so zelo pomembne za inZenirje in znanstvenike, ki resujejo hidrodinamske probleme v
tekocinah. V tej knjigi Lukaszewicz predstavi principe in metode mikropolarnih tekocin za
Sirsi spekter bralcev iz podroc¢ja znanosti in inzenirstva mehanike tekoc¢in. Delo je razdelil
v tri dele, kjer so v prvem delu predstavljeni osnovni modeli mikropolarnih tekocin, v
drugem delu je predstavljena matemati¢na analiza toka mikropolarnih tekocin z nekate-
rimi primeri toka, medtem ko je v tretjem delu predstavljena obravnava mikropolarnih
tekoc¢in v porozni snovi in teoriji mazanja. Lukaszewicz je nekaj let pozneje v svojem delu
[31] obravnaval tudi ravninski tok mikropolarnih teko¢in, pri ¢emer je prikazal pravilnost
reSitve enach teorije mikropolarnih tekocin, obstoj globalnega atraktorja in priblizevanje
reSitve k stacionarni resitvi za tokove zelo viskoznih tekocin.

Tekom sedemdesetih let je bilo s pomocjo teorije mikrotekoc¢in oziroma teorije mikropo-
larnih tekocin izvedenih kar nekaj raziskav na podrocju toka krvi. Analiti¢no je tok krvi
s pomocjo teorije mikropolarnih tekoc¢in obravnaval Ariman [2], [3]. Ariman [2] je v svo-
jem delu uporabil teorijo mikropolarnih tekoc¢in z upostevanjem raztegovanja delcev za
analizo toka krvi v manjsih arterijah (premer 100um). Z uporabo teorije mikropolarnih
tekocin je hotel zajeti fizikalni pojav toka krvi z deformabilnimi strukturami v krvi. Pri
tem ni uposteval le rotacije celic krvi, ki je neodvisna od globalnega toka krvi, temve¢ tudi
fleksibilnost teh celic, ki je opisana s kréenjem in raztezanjem teh delcev v plazmi. Na ste-
nah je uporabil brezzdrsen robni pogoj za hitrosti in predpostavil, da se na stenah celice
raztezajo in da obstaja tudi tukaj neka majhna vrtincnost toka ter da je mikrorotacija na
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stenah enaka ni¢. Robni pogoj mikrorotacije, ki ga je uporabil Ariman v svojem delu, se
izkaZe za napacnega, saj je v svojem delu s pomoc¢jo eksperimenta Bugliarello [12] prikazal,
da v primerih toka krvi v ceveh na stenah obstaja mikrorotacija celic in je njihova rotacija
odvisna od hitrostnega polja krvi (npr. tla¢nega gradienta in dimenzij cevi).

Uporabnost teorije mikropolarnih teko¢in za namene modeliranja toka krvi sta zelo
obsirno v svojem delu predstavila Kang in Eringen [29]. Kri je bila definirana kot sus-
penzija z deformabilnimi delci. Tok krvi v kanalu je bil reSevan z razli¢nimi vrednostmi
koeficienta viskoznosti, ki so sledile iz razli¢cnih koncentracij suspenzije, in razli¢nimi rob-
nimi pogoji za mikrorotacijo. Rezultati zajemajo prikaz tokovnega dogajanja z vplivom
posplosene viskoznosti krvi glede na velikost cevi.

Sanyal [40] je s pomo¢jo numeri¢nega izra¢una prav tako skusal izvesti analizo vpliva
raznih parametrov v teoriji miropolarnih teko¢in na tok krvi v cevi.

V svojem prispevku Anwar [9] zelo temeljito prikaze zgodovino razvoja modeliranja
toka krvi, pri ¢emer sam izvede numeri¢no simulacijo toka krvi kot mikropolarne tekocine
s pomocjo teorije mikropolarnih teko¢in za ravninski tok krvi, ki je nestisljiva in izpostav-
ljena magnetnemu polju v porozni snovi, ki bi naj fizikalno predstavljal primer toka krvi v
pljucih. Izvedel je simulacije za razlicne vrednosti vrtin¢ne viskoznosti, medtem ko je bil
poudarek v rezultatih predvsem na obravnavi toka v porozni snovi in ne sama obravnava
in uporabnost teorije mikropolarnih tekoc¢in. Numeri¢no simulacijo je izvedel s pomocjo
metode koncnih elementov in metode kon¢nih razlik, med katerima ni bilo opaznih razlik
pri analizi rezultatov.

V vseh omenjenih prispevkih, ki opisujejo numeri¢no simulacijo toka krvi s pomocjo
teorije mikrotekoc¢in oziroma teorije mikropolarnih tekocin, je tezava dolocitve velikega
Stevila koeficientov viskoznosti, ki jih je potrebno uporabiti v prej omenjenih teorijah.

V zadnjih letih je bil dosezen velik razvoj na podro¢ju mikro naprav. Za pravilno
nacrtovanje mikro naprav je potrebno dobro poznavanje obnasaja toka teko¢ine na mikro
nivoju in poznavanje natan¢nih vrednosti transportnih parametrov. Prvo eksperimentalno
analizo toka tekocine na mikroskali sta izvedla Wu in Little [49], [50] za plin v laminarnem
in turbulentnem tokovnem rezimu v Joule Thompsonovi kriogenski napravi. Merila sta
Darcy-jev koeficient trenja v silikonskih in steklenih cevkah s premerom od 50 do 80um,
ter ugotovila, da so vrednosti Darcy-jevega koeficienta trenja vecje od koeficienta trenja
dobljenega s klasi¢no teorijo za makro tokove.

V literaturi je tako mozno najti precej nasprotujoc¢ih si rezultatov tla¢nega padca
oziroma koeficientov trenja in koeficientov prenosa toplote v mikro in mini kanalih, kar
je prikazano na sliki 1.1, ki jo je objavil Papautsky [34]. Slika prikazuje normalizirani ko-
eficient trenja C* (C* = (f - Re),,, / (f- Re)peor) Vv odvisnosti od Reynoldsovega Stevila
Re. Oznaki exp in theor pomenita vrednosti koeficienta trenja f dobljenega s pomocjo
eksperimenta in s pomocjo klasi¢ne teorije za makro tokove. Iz slike je razvidno veliko
odstopanje eksperimentalno dobljenih vrednosti razli¢nih avtorjev, kar prikazuje veliko ne-
gotovost uporabe klasi¢ne teorije Navier-Stokesovih ena¢b v namene numeri¢nih simulacij
toka tekocin na mikro nivoju.

Matej Zadravec - doktorska disertacija



1.2. Pregled stanja obravnavane problematike >

257 o wualittle [19]

| = Pfahler 1[22] o °'g

2 o Pfahler 2 [22]

5 « Ptahler 3 [23]

= o Choi [24] foAda LR

R A 4 E

8151 Yu[2s) ) b

g & Wilding [26] . o o n%a

2 | sJiang[16] s it 1, PRV

g 1+ A L ™ .; g

= oF B0 sae o ooy o0 0O Oagdly }oo + 5

-'od"'d'wd"il-'”? L i 30

g . J Fabdr: g

= 0.5 =

E

[=]

z
0 . . : . o ,
0.001  0.01 0.1 1 10 100 1000 10000

Reynoldsovo Stevilo (Re)

Slika 1.1: Normalizirani koeficient trenja (C*) kot funkcija Reynoldsovega Stevila (po
Papautsky [34]).

V tem delu je Papautsky s sodelavci prav tako predstavil rezultate toka tekoc¢ine (vode)
v mikrokanalih s pomoc¢jo eksperimenta in numeri¢ne simulacije, ki temelji na teoriji
mikropolarnih tekoc¢in. Tla¢ne padce v mikro kanalu, dobljene s pomoc¢jo numeri¢ne sim-
ulacije, ki je bila izvedena z metodo kon¢nih razlik, je avtor primerjal z ekperimentalno
dobljenimi rezultati za vodo. Rezultati kazejo boljse ujemanje numeri¢nih rezultatov
z uporabo teorije mikropolarnih tekoc¢in z eksperimentom, kot numeri¢ni rezultati, pri-
dobljeni s pomocjo klasi¢ne Navier-Stokesove teorije.

S tokom mikropolarnih teko¢in v mikrokanalih se je ukvarjal tudi Pietal s sodelavci. V
prvem svojem delu na to temo je podal teoreti¢ne poglede na tok mikropolarnih tekocin
v mikrokanalih [37]. Pietal [36] je nekaj let pozneje objavil v prispevku teoreti¢no analizo
vpliva geometrije in velikostne skale mikrokanalov na uporabnost teorije mikropolarnih
teko¢in v mikrokanalih na primeru Poiseuillovega toka.

Raziskovalci se v splosnem ne strinjajo o pravilnosti modeliranja tokov na mikro nivoju
z uporabo Navier-Stokesovih enach, kar je mozno razbrati tudi iz prispevka Gad-el-Haka
[14], kjer je podan pregled razvoja mehanike teko¢in v mikronapravah in fizikalne osnove
tokov na mikronivoju. Na sliki 1.2 je podana kot primer velikostna skala za razlicne
objekte in snovi, ki nas obkrozajo v okolju in so pogostokrat tudi predmet razli¢nih
numeri¢nih simulacij. Iz navedenega je mogoce razbrati, da ne obstajajo matemati¢ne
metode in modeli, ki bi v okviru numeri¢nih izra¢unov uspesno in u¢inkovito (hitrost
izracuna) z dovolj veliko natancnostjo opisale fizikalne sisteme na razli¢nih velikostnih
skalah.

V mnogih aplikacijah in v naravi je vedno prisoten tudi prenos toplote. Prenos toplote
je fizikalni fenomen, kjer se zaradi temperaturnih razlik med dvema ploskvama pojavi
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Slika 1.2: Velikostna skala.

toplotni tok. Vecini tekoc¢in se ob vertikalni greti steni zmanjsa gostota in s tem se zacne
tekoc¢ina gibati navzgor, kar povzroci gibanje okoliske hladnejse tekocine z vecjo gostoto, ki
nadomesti redkejso tekoc¢ino. Hladnejsa tekocina se ogreje in proces se ponavlja. Taksni
izmenjavi tekocine re¢emo konvekcijski vzgonski tok oz. naravna konvekcija. Glavna
dejavnika, ki vplivata na naravno konvekcijo, sta vzgon in teznost, velik vpliv pa imajo
snovske lastnosti tekocine.

Primer naravne konvekcije mikropolarnih tekocin v kotanji, ki bo obravnavan tudi
v okviru tega dela, je objavil v svojem delu Hsu [25]. V tem delu je predstavljena
parametri¢na analiza vpliva mikropolarnih tekoc¢in na tokovno dogajanje in prenos toplote.
Numeri¢ni rezultati so bili dobljeni s pomo¢jo kubi¢ne kolokacijske metode (ang. cubic
spline collocation method). Rezultati izra¢una kazejo na zmanjSanje prenosa toplote in
manjse vrednosti Nusseltovega Stevila v primeru mikropolarnih tekoc¢in v primerjavi z
newtonsko teko¢ino. V drugem delu je Hsu [26] izvedel numeri¢no simulacijo naravne
konvekcije mikropolarnih teko¢in na primeru pravokotne kotanje z enim in vec¢imi izvori
toplote ter z upostevanjem razli¢nih robnih pogojev za mikrorotacijo. Rezultati prenosa
toplote so prikazani za razlicne snovske lastnosti mikropolarnih tekocin, razlicne kote
nagiba pravokotne kotanje in razli¢ne vrednosti Rayleighovega Stevila. Rezultati kazejo
na velik vpliv mikrorotacije na tokovno dogajanje in na prenos toplote v mikropolarni
tekocini.

Aydin je s sodelavci objavil kar nekaj del iz tematike naravne konvekcije v kotanji za ra-
zli¢ne primere: hladna in topla stena sta v kotanji sosednji steni [7] za newtonsko teko¢ino,
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pri cemer je celotna kotanja rotirana pod dolocenim kotom; topla stranica je ena od ver-
tikalnih ploskev kvadratne kotanje in hladna stena je vertikalna ploskev na vrhu kotanje
[6], prav tako za newtonsko tekocino, in primer za mikropolarno teko¢ino, ko sta topla in
hladna stena obe vertikalni steni kotanje [5]. V vseh prispevkih je bila za reSevanje enach
uporabljana metoda koné¢nih razlik, s pomocjo katere je bil analiziran vpliv razli¢nih vred-
nosti Rayleighovega in Prandlovega Stevila na prenos toplote v mikropolarnih tekocinah.
V zadnjem prispevku [5], kjer je avtor numeri¢no modeliral tok mikropolarne tekocine
s pomocjo teorije mikropolarnih tekoé¢in, so bili rezultati primerjani tudi z referenénimi
rezultati za naravno konvekcijo newtonske tekocine v pravokotni kotanji, ki jih je objavil
Davis [13].

V naravi bomo zelo tezko nasli lo¢ene primere, kjer bi bil tok mikropolarne tekocine
le konvektivne oziroma difuzivne narave. Ponavadi se ukvarjamo s problemi, kjer nastopa
problem mesane konvekcije, ki je sestavljena iz naravne konvekcije zaradi temperaturnih
razlik in prisilne konvekcije. Tak primer je za mikropolarne teko¢ine v svojem delu pred-
stavil Hsu [27]. Geometrijo problema, ki ga je preuceval, je povzel po delu Papanicolaoua
[33], ki je opravil simulacijo za turbulentni tok newtonske teko¢ine. V prispevku je Hsu
uporabil kotanjo z vstopom, na katerem je predpisal hitrost toka mikropolarne tekocine,
kotanja je imela tudi izstop in lokalni izvor toplote. Rezultate izra¢una za mikropolarno
tekocCino je primerjal z rezultati za newtonsko tekoc¢ino. Rezultati te raziskave kazejo, da
je vpliv mikrostruktur na temperaturno in tokovno polje precej velik.

InZenirski problemi so v splo$nem opisani z diferencialnimi enac¢bami, ki so zaradi
svoje kompleksnosti resljive le z aproksimativnimi metodami. V svetu se uporablja nekaj
razlicnih aproksimativnih metod za simulacijo toka teko¢in, med katerimi pa so najpogo-
steje uporabljene in uveljavljene metoda konénih razlik (MKR), metoda koné¢nih elemen-
tov (MKE) ter metoda kon¢nih volumnov (MKYV). V zadnjih nekaj letih se kot alternativa
ostalim metodam uveljavlja metoda robnih elementov (MRE) oziroma njene razsiritve,
kjer je ena izmed njih robno obmo¢na integralska metoda (ROIM). Kljub mnogim aproksi-
macijskih metodam za numeric¢no reSevanje problemov toka tekoc¢in je metoda robnih ele-
mentov (MRE) relativno nova metoda za ra¢unanje tokov teko¢in z nekaterimi zanimivimi
prednostmi, ki sta jih v svojih delih objavila Skerget [44], [45] in Hribersek [24].

Metoda robnih elementov je bila v osnovi razvita za reSevanje linearnih problemov, pri
katerih so poznane osnovne resitve oziroma Greenove funkcije v neskoné¢nem obmodéju [10],
[11], [46]. Osnovna ideja in prednost metode je transformacija diferencialnih ena¢b v in-
tegralske za rob obravnavanega racunskega obmocja, kar zmanjSa dimenzijo problema za
ena. Po razresitvi roba se lahko vrednosti v obmocju izracunajo eksplicitno iz znanih rob-
nih vrednosti. Nekatere izmed bistvenih prednosti MRE pred ostalimi aproksimacijskimi
metodami so manjsi obseg priprave podatkov, manjsa sistemska matrika, natancen izrac¢un
odvodov po robu in obmodju, enostavnejSe obravnavanje problemov v neskonénosti [54].
Metoda je uporabna tudi za reSevanje nelinearnih problemov, kjer celotnega problema
ni mozno prenesti na rob. Nekatere prednosti metode se sicer izgubijo, pa vendar Se
vedno ostane natancnost resitve, stabilnost metode pri obravnavanju prehodnih pojavov,
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lo¢eno obravnavanje fizikalno razli¢nih pojavov, problemi neskon¢nih obmocij. Metoda
robnih elementov se izpelje z uporabo Greenovih identitet ali z metodo uteznih ostankov,
ki je sicer tudi splosna tehnika aproksimativnega reSevanja in omogoca razsiritev analize
iz enostavnih problemov (potencialni problemi, kot npr. neviskozni tok tekocine, preva-
janje toplote) na splosne nelinearne probleme (difuzivno-konvektivni problemi npr. tok
viskozne tekoéine).

Difuzivno konvektivni problemi, katere bomo obravnavali v aplikacijah toka mikropo-
larne tekocine, so matemati¢no opisani s teorijo mikropolarnih teko¢in oziroma z razsir-
jenimi Navier-Stokesovimi ena¢bami v obliki ohranitvenih zakonov mase, gibalne koli¢ine,
mikrorotacije, energije in snovi. ReSevanje sistema razsirjenih Navier-Stokesovih enacb z
ROIM je povezano z vpeljavo hitrostno-vrtinéne formulacije, kar posledi¢no razdeli nu-
meri¢no shemo na kinematic¢ni in kineti¢ni racunski del. Ena izmed najvec¢jih prednosti
ROIM pred ostalimi aproksimacijskimi metodami je u¢inkovito podajanje robnih pogojev
na trdnih stenah pri reSevanju enacbe vrtincénosti. Robne vrtincnosti se namre¢ izracu-
najo direktno iz kinematic¢nega dela izracuna in ne iz aproksimativnih formul. Ena izmed
slabosti metode je visoka zahteva po spominu in dolg racunski ¢as, kar se lahko izboljsa
z uporabo tehnike podobmo¢ij, kot je to prikazano v [22].

Numeri¢ne simulacije toka mikropolarnih tekoc¢in s pomocjo metode robnih elementov
smo za primer naravne konvekcije mikropolarne tekocine v pravokotni kotanji z uporabo
razSirjenega algoritma hitrostno-vrtinéne formulacije razsirjenih Navier-Stokesovih enacb
za mikropolarne tekocine objavili Zadravec, Hribersek in Skerget [51], [52], [53].

1.3 Struktura podiplomskega dela

Znotraj tega podpoglavja je podan krajsi povzetek vsebine doktorskega dela po posameznih
poglavijih.

V drugem poglavju, ki je naslovljeno z Mikropolarne tekocine, so predstavljene osnove
mikroplarnih tekocin in njihovo fizikalno ozadje. Vsebina tega poglavja se ukvarja z nas-
tankom in potrebami vpeljave teorije mikropolarnih tekocin za potrebe resevanja nekaterih
reolosko kompleksnih in za vsakdanje Zivljenje zanimivih primerov. Prikaz razvoja teorije
mikropolarnih teko¢in bo predstavljen v piramidalni obliki, pri ¢emer so mikropolarne
tekocine kakor tudi Navier-Stokesove tekocine le ena izmed podskupin veliko bolj kom-
pleksnih mikromorfnih tekoc¢in. Sama klasifikacija znotraj tega poglavja in razmisljanje
izvirata iz teorije mikropolarnih teko¢in po Eringenu [15]. Gibanje mikropolarnih teko¢in
bo v tem poglavju prikazano s pomocjo skic, ki prikazujejo celovito gibanje mikroteko-
¢ine z vsemi poenostavitvami gibanja, da lahko opisemo neko tekoc¢ino s pomocjo teorije
mikropolarnih tekocin.

Tretje poglavje, Matematic¢na formulacija toka mikropolarnih tekocin, je razdeljeno na
ve¢ podpoglavij, pri Cemer pa je vodilo v tem poglavju zapis teorije mikropolarnih teko-
¢in v matematic¢ni obliki s pomocjo parcialno diferencialnih enac¢h. Matemati¢ni zapis je
podan z ohranitvenimi enacbami toka polarne tekocine, kar nato s pomocjo podanih kon-
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stitutivnih enacb in enacb stanja pripelje do ohranitvenih zakonov za tok mikropolarne
tekocine v obliki parcialno diferencialnih enac¢b. Podane ohranitvene enac¢be mikropo-
larnih tekoc¢in so nato izpeljane in zapisane s pomocjo hitrostno vrtin¢ne formulacije, ki
nam poda enacbe za kinematiko in kinetiko toka mikropolarne tekoc¢ine. V podpoglavjih
tretjega poglavja so podani potrebni robni pogoji za resevanje izpeljanih enac¢b kinematike
in kinetike toka. Na koncu tega poglavja pa so podani koeficienti mikropolarnih tekocin,
ki nastopajo v enacbah za izra¢un spremenljivk toka mikropolarnih tekocin.

Nadaljevanje vsebine iz tretjega poglavja je predstavljeno v ¢etrtem poglavju z naslovom
Numeri¢na metoda, in sicer v izpeljavi integralskih oblik enach kinematike in kinetike
toka mikropolarnih teko¢in z uporabo robno obmoé¢ne integralske metode (ROIM) kot
izpeljanke metode robnih elementov (MRE). Po izpeljavi integralskih oblik enacb je v
podpoglaviju cetrtega oglavja podana Se diskretizacija racunskega obmocja in izpeljava
diskretiziranih enacb kinamtike in kinetike toka, katerih reSevanje (numeri¢ni algoritem)
je opisno in grafi¢no prikazano v zadnjem podpoglaviju cetrtega poglavija.

V petem poglavju z naslovom Rezultati znacilnih simulacij so podane in zbrane tri
razli¢ne numeri¢ne simulacije toka mikropolarnih tekocin, s pomocjo katerih je prikazana
pravilnost delovanja novorazvitega numeri¢nega algoritma modeliranja mikropolarnih te-
koc¢in s pomocjo metode robnih elemntov. Prvi primer obravnava naravno konvekcijo
kotanji, ki je znacilni testni primer v praksi numeri¢nih izracunov in za katerega so bile
na voljo Ze obstojece simulacije za tok newtonskih teko¢in ([13]). Znotraj tega primera
je bilo izvedenih precej izracunov za analizo vpliva lastnosti mikropolarnih tekoc¢in na
obnasanje teh tekocin v primeru naravne konvekcije. Drugi primer predstavlja primer
ravninskega toka v kanalu, kjer je bil predstavljen vpliv mikropolarnih tekoc¢in na tok v
kanalu, v primeru, ko imamo kot gonilno silo prisilno konvekcijo. Tretji primer, pred-
stavljen znotraj petega poglavja je kombinacija prvih dveh primerov, in sicer kombinacija
naravne in prisilne konvekcije na tako imenovanem primeru mesane konvekcije v kotanju.
Tudi tukaj je predstavljena SirSa analiza vplivov parametrov mikropolarnih tekoc¢in na
samo tokovno in temperaurno polje znotraj kotanje.

Doktorsko delo se zakljuci s poglavjem Sest, v katerem so podane najpomembnejse
ugotovitve doktorskega dela z prikazanimi smernicami za nadalnje delo.
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Poglavje 2

Mikropolarne tekocine

Obnasanje teko¢in na mikronivoju (mikroteko¢in) vpliva na obnasanje teko¢in na makro-
nivoju. V mikronapravah so vztrajnostne sile izredno majhne, medtem ko povrsinski efekti
dominirajo pri obnasanju oziroma gibanju teko¢ine. 7Z zmanjSevanjem velikosti naprav
(mikronaprav) so vse pomembnejsi trenje, mikrorotacija, viskozni efekti in povrsinske
sile (2.1). V splosnem velja, da se lastnosti (p), ki so funkcija kontaktne povrsine (A),
spreminjajo pocasneje kot lastnosti, ki so odvisne od volumna (V):

P1 (A) L2 1

(V) X I3 x T (2.1)

kjer je L karakteristicna dolzina mikro naprave. V tem obmocju so torej dominantne
povrsinske sile, kar se s pridom uporablja pri mikro ¢rpalkah in mikro valjih.

Povrsinski vplivi
(sprememba viskoznosti, hitrost zdrsa,
sprcnmmba lcmpcralurc)

S LSS LLLLLS S SS S S S

N
\\

= /‘\ >

5. \ i >
= = w »

&g i i : Strizne sil
=] Mikrorotacija £ » rizne sile
£ = -

5] b I//‘ >
= - - P

' 4 A /S / / /

7 Iy / a4

Slika 2.1: Vplivi na tok tekocine v mikro kanalih.

V vecini prakti¢nih primerov toka tekocine predpostavimo, da je tekocina zvezno telo
oziroma kontinuum, kar pomeni, da je na primer gostota tekocine p v nekem ,neskon¢éno”
majhnem volumnu dV oziroma referen¢nem prostorskem elementu tudi zvezno porazdel-
jena. Tak makroskopski oziroma fenomelogki pristop k reSevanju vzdrzi do predpostavke,
da je ta neskon¢no majhen volumen dV oziroma AV vedji kot je volumen AV* (AV > AV*),

11



12 2 Muikropolarne tekocine

ki ga izra¢unamo kot [3, pri ¢emer predstavlja [ srednjo prosto pot delca oziroma molekule.
Srednja prosta pot delca oziroma molekule v kineti¢ni teoriji predstavlja povprecno raz-
daljo, ki jo delec prepotuje, preden tré¢i z drugim gibajoc¢im se delcem. Hipoteza kontinu-
uma je v osnovi predpostavka, katere rezultat je priblizna resitev. Za dolo¢ene pogoje so
reSitve na osnovi hipoteze kontinuuma dovolj natan¢ne, v mnogih primerih taksna pred-
postavka odpove. Hipoteza kontinuma je lepo predstavljea v delu Batchelorja [8], kjer
poudari, da v naravi nek majhnen volumen dV ne more biti neskonéno majhen, mora pa
biti neobc¢utljiv za trenutne merilne naprave, kar je prikazano na sliki 2.2.

Spreminjanje zaradi
molekularne difuzje

Spreminjanje zaradi
prostarske porazdelitve

gnjl:>/

lzmerjena gostota tekodine

Lokalna vrednost
gostote tekodine

v

Volumen tekotine, katerega zaznava merilna naprava

Slika 2.2: Vpliv velikosti volumna na izmerjeno gostoto (po [8]).

Teorija tekocin, ki predpostavi, da je tekoc¢ina na mikro nivoju tudi zvezna oziroma
da obstaja mikro kontinuum, uposteva mikrostrukture, kjer velja, da je AV < AV™*.
Volumen AV™* v tem primeru lahko zajema razne mikrostrukture, kot so suspendirani delci
in vrtinci, za katere ne velja, da so znotraj tega volumna zvezni. Da bi zajeli deformacijo
mikrostrukture v primeru, ko je AV < AV* je potrebno upostevati deformacijo snovi
znotraj AV. Predpostavimo, da je v makro snovskem elementu dM masa porazdeljena
zvezno, s Cimer je skupna masa makro elementa dM vsota vseh mas v dV | za katerega
velja teorija kontinuuma.

Klasi¢ni hidrodinami¢ni Navier-Stokesov model ima precej pomembno omejitev - v
splosnem ni zmozen opisati oziroma zajeti tekoc¢in z mikrostrukturami, tekoc¢in, ki so
zanimive in pomembne v raznih aplikacijah procesne tehnike. Na splosno so delci v
teh kompleksnih teko¢inah (na primer polimerne suspenzije, Zivalska kri, teko¢i kristali)
razlicnih oblik, se kréijo in raztezajo, spreminjajo obliko, pri ¢emer je prisotna Se rotacija
teh delcev, ki pa je neodvisna od rotacije in gibanja tekoc¢ine. Za natancen opis teh
kompleksnih tekoc¢in je potrebno uporabiti teorijo, ki bi zajela geometrijo, deformacijo in
notranje gibanje struktur tekocine.

V okviru mehanike kontinuuma se je tekom prejsnjih let pojavilo vec¢ takih teorij, kot
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so ze omenjene teorija enostavnih mikrotekocin, enostavnih deformabilno orientiranih te-
koc¢in, mikromorfnih tekocin, mikropolarnih tekoc¢in in dipolnih tekoc¢in. Opis lokalnih
struktur delov tekoc¢ine temelji na mnogih klasi¢nih predpostavkah, kot so simetrija nape-
tostnega tenzorja ali zanemaritev striznih napetosti in upostevanje le glavnih napetosti,
ki jih je potrebno popraviti. Ker je vec¢ina teh predpostavk Se vedno jedro vseh modelov
kontinuuma, se v primeru opisa kompleksnih tekoc¢in omenjene predpostavke prilagodi
z dodatnimi ohranitvenimi zakoni in konstitutivnimi modeli. Nekatere od prej nastetih
teorij so precej splosne, medtem ko se ostale ukvarjajo s precej specialnimi tipi struk-
ture dela tekoc¢ine in njeno deformacijo. Iz navedenega sledi, da je uporabnost razli¢nih
teorij raznolika. Vsaka od posameznih teorij ima dolo¢ene prednosti in doloc¢ene slabosti.
Rec¢emo lahko, da nobena od teorij ni tako univerzalna, da bi reSevali tokove, katerih
fizikalno obnasanje je precej raznoliko.

Prvi, ki se je lotil modeliranja tekoc¢ine z mikrostrukturami in obravnavo le teh tekoc¢in
kot kontinuuma, je bil Eringen, ki je leta 1964 [15] vkljucil tenzor rotacije N;;, ki definira
vrtilno koli¢ino mikro elementa relativno glede na masno sredis¢e makro elementa. S po-
mocdjo tega tenzorja je definiral gibanje teko¢ine na nivoju mikro elementa. Za definiranje
deformabilnih teles je poleg tega uvedel Se moment mikrovztrajnosti ix,. S tem je bil
klasi¢ni teoriji dinamike teko¢in podan nov pristop, ki poleg osnovnih zakonov ohranitve
mase, gibalne koli¢ine, energije in snovi uposteva tudi ohranitev momenta mikrovztra-
jnosti.

Eringen [15] je s pomodcjo konstitutivnih ena¢b definiral tako imenovane enostavne
mikrotekoc¢ine. Enostavne mikrotekocine so viskozne in so v najenostavnejsi obliki opisane
z 22 koeficienti viskoznosti. Izkaze se, da je nelinearna Stokesova tekocina posebni primer
enostavnih mikrotekocin. Pojem mikrotekoc¢ine se uporablja za Siroko skupino tekocin
z mikrostrukturami, katerih gibanje dodatno opisemo s tenzorjem mikrorotacije. Enos-
tavnejsa podvrsta mikrotekocin, v katerih so mikrostrukture Se vedno prisotne, so mikropo-
larne tekoc¢ine, kjer se tenzor mikrorotacije poenostavi. Mikropolarne tekocine fizikalno
predstavljajo tekoc¢ine kot suspenzijo togih, poljubno orientiranih ali krogelnih delcev v
viskozni tekocini, pri ¢emer se deformacijo delcev zanemari. TakSno razmisljanje pripelje
do posplositve Navier-Stokesovega modela in odpre potencialno podrocje za aplikativno
reSevanje toka velikega Stevila kompleksnih tekocin.

Mikropolarne tekocine spadajo v skupino polarnih tekocin z nesimetri¢nim napetost-
nim tenzorjem. Eringen [19] je podal umestitev mikropolarnih teko¢in v tako imenovano
skupino mikrotekocin, katerih osnovna so mikromorfne tekocine, kar je prikazano na sliki
2.3.

Eringen [18] je zapisal definicijo za mikrokontinuum mikromorfnih teko¢in, ki pravi,
da velja med deformabilnimi tockovnimi delci zveznost lastnosti teh tekocin. Fizikalno
gledano so tockovni delci (deli) tekocine, ki so zelo majhni (neskonéno majhni). Toc¢kovni
delci morajo biti tako majhni, da ne smejo porusiti hipoteze kontinuuma te tekocine.
Lastnost teh tockovnih delcev je Se njihova deformabilnost, pri ¢emer se pojavi vpraSanje
resnicne predstavitve deformacije tockovnega delca. Za lazje razumevanje nadomestimo
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14 2 Muikropolarne tekocine

MIKROMORFNE TEKOCINE
(polimeri s fleksibilnimi molekulami, tekogi kristali s
stransko redetko, Zivalska kri z deformabilnimi celicami,
suspenzije z deformabilnimi suspendiranimi delci,
turbulentni tokovi s fleksibilnimi vrtinci)

MIKRO-RAZTEGLJIVE TEKOCINE
(zivalska pljuca, mehurcaste tekocine, onesnazen zrak in
tekocine, redko blato, elasti¢ne suspenzije, porozna snov,

bioloske tekocine: insekti, male Zivali, kolonije rib)

MIKROPOLARNE TEKOCINE
(tekodi kristali z nedeformabilnimi molekulami,
suspenzije z nedeformabilnimi suspendiranimi delci,
Zivalska kri z nedeformabilnimi celicami, kosti,
namagnetene tekocine, oblaki prahu, kompakten tok
peska, blato)

| NAVIER-STOKESOVE TEKOCINE |

Slika 2.3: Delitev mikrotekocin (po [19]).

deformabilni delec z geometrijsko tocko P in vektorjem v tej tocki =, ki definira orienti-
ranost in deformacijo tockovnih delcev znotraj masnega delca P, kar je prikazano na sliki
2.4. Polozaj delca P je definiran v referen¢nem stanju 1 (¢ = 0) z vektorjem X oziroma

Slika 2.4: Deformacija mikroelementa (po [18]).

njegovimi koordinatami X, pri cemer je K = 1,2,3. Kot je bilo ze prej omenjeno, vektor
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= predstavlja notranjo strukturo delca P s komponentami =, kjer je a« = 1,2,3,..., N.
Oba vektorja X in =, imata svoje lastno gibanje:

X 5o, =, X ¢, a=1,23, .. N. (2.2)
Snov, opisano z enac¢bo (2.2) lahko definiramo kot mikrokuntinuum stopnje N. V realnosti
ne obstaja nobena teorija, ki bi opisovala tako imenovani mikrokontinuum stopnje N.
Teorija mikropolarnih tekocin, ki bo uporabljena v tem delu oziroma teorija mikromorfnih
tekocin, iz katere izhaja teorija mikropolarnih tekoc¢in, bo imela stopnjo a = 1.
Iz fizikalnega in prakti¢nega pogleda je za predstavo lazje, ¢e upostevamo, da nam =
in ¢ podajata relativne polozaje masnih tock (mikroelementov), ki so zdruZene v delcu P
(makroelement), kot snov delca, in v lastnem stanju kot deformirane ali nederformirane
masne tocke, kar je podano s slede¢o enacbo:

¢ =x(X,t)+ (X, =,1). (2.3)

Enacbo (2.3) lahko zaradi predpostavke o kontinuumu mikromorfne tekoc¢ine zapisemo v
spremenjeni obliki (razlaga za to dejanje bo podana v enem od naslednjih odstavkov):

=z (X, t)+ xx (X, t) Zk. (2.4)

Primer prej opisanega gibanja lahko prikazemo na primeru snovi cezijevega klorida
(CsCl) (slika 2.5), kjer je cezijev klorid predstavljen s tocko P in z vektorjem deformacije
Xrk- V tem primeru predstavlja z (X, t) gibanje cezijevih (C's™) ionov vkljucenih v centroid
in xx opise notranje gibanje klorovih (CI™) ionov, katerih polozaj je podan z vektorjem
= glede na centroid celice cezija (C's™).

Slika 2.5: Cezijev klorid (C'sCl).

Tak opis gibanja snovi (ena¢ba (2.4)) je precej univerzalen in ga je po priporo¢ilih
raznih avtorjev mozno u¢inkovito uporabiti pri opisu gibanja tekocih kristalov, celic krvi,
suspenzij in Se mnogih drugih kompleksnih tekocin. S pogledom na sliko 2.4 vidimo, da
tvori skupek masnih delcev { P} fizikalno telo, ki ga ozna¢imo z B. Za masno tocko velja,
daje P (X,Z) € B, ki je karakterizirana s centroidom delca C' in vektorjem = z izhodis¢em
v tocki C. Polozaj centroida oz. tocke C' je dolo¢en v kvadratnem koordinatnem sistemu
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16 2 Muikropolarne tekocine

Xk (K =1,2,3) s koordinatami X3, X5, X3 in vektor = v Z s komponentami Z;, =5 in
=3. Na tej sliki je prikazana deformacija masnega delca iz P (X, Z) v masni delec p (z, (),
ki je definiran v nekem drugem koordinatnem sistemu za masni delec p, kar je podano v
v spodnjih dveh enac¢bah:

X = o =i(X,1), (2.5)

Z—¢=C((X,E1). (2.6)

Transformacija opisana z ena¢bo (2.5) predstavlja makrogibanje (gibanje) in z enacbo
(2.6) je opisano mikrogibanje. Glede na makroskopsko skalo moramo poudariti, da smo
v prejsnji razlagi upostevali masne delce P, ki so izredno majhni (neskonéno majhni) v
primerjavi s telesom B. Zaradi tega dejstva je posledi¢no dopustno uporabiti linearno
aproksimacijo za vektor = in podano enacbo za mikrogibanje (en.(2.6)) zapisemo kot:

Upostevati je Se potrebno, da vektor X predstavlja centroid masnega delca P (npr.
¢ (X,0,t) =0).

Iz zgoraj navedene razlage zakljucimo, da lahko snov obravnavamo kot mikromorfno
in zvezno hkrati (kontinuum prve stopnje), ¢e je njeno gibanje opisano z ena¢bama (2.5)
in (2.7), ter da obstajajo zvezni krajevni (X ) in ¢asovni (¢) parcialni odvodi:

Xg = X (1) k=1,23, (2.8)

EK - quk (ZL‘,t) Cka K = 172a37 k= 172737 (29)

V zgornjih enachah se nam pojavita dva zelo pomembna tenzorja, in sicer tenzor mikrode-
formacije xrx in inverzen tenzor mikrodeformacije W k..

Eringen je v svojih delih [15], [16], [18] in [19] zelo detajlno opisal gibanje mikromorfnih
tekocin, za katere velja teorija mikrokontinuuma in to gibanje opisal z matemati¢nimi
formulacijami. Gibanje mikropolarnih teko¢in opisemo v okviru mikromorfnih tekocin,
ob predpostavki, da vektor x zajema le tenzor rotacije brez deformacije, kar je prikazano
na sliki 2.6 za mikrodeformacijo (gibanje) masnega delca P v mikromorfni teko¢ini in je
sestavljeno iz:

e klasi¢ne makrodeformacije, ki prenese tocko C' s pomocjo translacije v koordinatni
sistem tocke ¢, makrorotacije tocke C' v toc¢ki ¢ in makroraztezanja tocke C' v tocki
G

e mikrodeformacije, ki prenese direktor (brezdimenzijski enotni vektor, ki predstavlja
smer oziroma orientiranost molekul v okolici neke tocke) v tocki C' s pomodcjo
translacije od tocke C' do c;
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e mikrorotacije direktorjev v tocki c;

e mikroraztezanje direktorjev v tocki ¢, ki lahko hkrati privede do dodatne mikro-
rotacije direktorjev.

X;

(-b' " -
¢ £
= A ¢ )

= N

B AN

C ¢
X
X
[¢) -,

Slika 2.6: Mikrodeformacija: CC’ = E v normalnem stanju, o premik = v tocko ¢, cc
mikrodeformacija = v tocki ¢ in ( raztezanje = v tocki ¢ v konéni polozaj (po [18]).

V nadaljevanju bo omenjenih nekaj osnovnih znacilnosti, ki naredijo model mikropo-
larnih tekocin zanimiv in primeren v teoreti¢nih in aplikativnih Studijah napram uporabi
klasi¢nega Navier-Stokesovega modela. Privlacnost in primernost modela mikropolarnih
tekoc¢in je v ucinkoviti in relativno enostavni implementaciji v klasi¢ni Navier-Stokesov
model. V primeru modela mikropolarnih tekoc¢in se h klasi¢nemu sistemu Navier-Stokesovih
enacb doda le eno novo vektorsko polje in sicer v obliki prenosne enacbe za ohranitev vr-
tilne koli¢ine oziroma rotacije. V dodatni prenosni enacbi ohranitve rotacije nastopijo
Stirje novi koeficienti viskoznosti (v, By, Vo, kv), in velja, da, ko je koeficient viskozno-
sti mikrorotacije (k,) enak ni¢, postane zakon ohranitve gibalne koli¢ine neodvisen od
vpliva mikrustruktur v tekocini. Splo$no je mozno reci, da se v dolo¢eni meri z velikostjo
koeficienta viskoznosti mikrorotacije meri odstopanje (mikropolarnost) mikropolarnih te-
koc¢in od tekoc¢in, opisanih s klasi¢nim Navier-Stokesovim modelom. Zahvaljujo¢ eno-
stavnosti modela mikropolarnih tekocin se v mnogih klasi¢nih aplikacijah (npr. tok v
kanalu, tok med dvema vzporednima plos¢ama) in pod obicajnimi geometrijskimi in di-
namicnimi poenostavitvami (npr. simetrija, linearizacija ena¢b) ohranitvene enac¢be toka
mikropolarne tekocine poenostavijo v enacbe, ki so ekplicitno (oz. analiti¢no) resljive.
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18 2 Muikropolarne tekocine

Rezultate toka tako poenostavljenih mikropolarnih tekocin, ki so odvisne od nekaj do-
datnih parametrov zaradi razli¢nih koeficientov viskoznosti, se lahko enostavno primerja
z reSitvami toka tekocine, dobljenih s pomocjo klasi¢nih Navier-Stokesovih enach.

Ze v poglavju pregleda je bilo podano, da je s pomocjo eksperimentov bilo prikazano
veéje ujemanje rezultatov toka tekoc¢in, ki jih lahko uvrstimo v skupino mikropolarnih
tekocin, v razli¢nih aplikacijah (npr. tok krvi) s pristopom uporabe teorije mikopolarnih
tekoc¢in kot v primeru uporabe klasi¢ne teorije, zlasti v primerih, ko se karakteristi¢na di-
menzija toka (npr. premer kanala) manjsa. Taki zakljucki se pokrivajo s pricakovanji, saj
je vpliv notranjih struktur tekocine (delcev) veéji, ko je manjsa karakteristicna dimenzija
toka.

Enostavnost teorije oziroma modela mikropolarnih tekocin v prej navedenih odstavkih
ne pomeni matematicne trivialnosti tega modela, kajti Ze sam Navier-Stokesov model,
ki je poseben primer modela mikropolarnih tekoc¢in, ni trivialen. V tem kontekstu je
enstavnost modela misljena kot elegantno in lepo zapisana matematic¢na formulacija teorije
mikropolarnih tekocin.
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Poglavje 3

Matemati¢na formulacija toka
mikropolarnih tekocin

3.1 Uvod

Mikropolarne tekoc¢ine spadajo v skupino teko¢in z nesimetri¢nim tenzorjem napetosti,
ki jih imenujemo polarne tekocine. Zakon ohranitve mase in Cauchyjev zakon ohranitve
gibalne koli¢ine, v splosni obliki zapisa za zvezno tekoc¢ino, imata enako obliko v primeru
polarnih tekocin in v primeru klasi¢nih Navier-Stokesovih teko¢in. Razlike nastopijo pri
predpostavkah oz. pri uporabi razli¢nih oblik zakona ohranitve vrtilne koli¢ine in ener-
gije za klasi¢ne in polarne tekocine. S fenomeloskega vidika fizikalnega modela dobimo
splosnejso obliko zakona polarnih tekoc¢in, ki uposteva dodatne spremenljivke, kot so vr-
tilni momenti teles, dodatne napetosti in notranji vrtilni moment.

Splosno je znano, da je zakon ohranitve vrtilne koli¢ine v primeru klasi¢nih tekocin
posledica simetrije napetostnega tenzorja in Cauchyjevega zakona (priloga Al). V primeru
polarnih tekocin je tenzor napetosti nesimetri¢en in zakon ohranitve vrtilne koli¢ine ni
izpeljanka zakona ohranitve mase in gibalne koli¢ine. Taka definicija rezultira v dodatni
prenosni enachi ohranitve vrtilne koli¢ine rotacije delcev N (mikrorotacije) znotraj sistema
enach, ki jih opisuje teorija mikropolarnih tekocin.

Enacbe za opis gibanja mikropolarne tekoc¢ine, ki jih bomo uporabljali v tem delu, so
podane v naslednjem podpoglavju 3.2 v splosni obliki in obliki, ki bo implementirana v
obstojeci numeric¢ni algoritem. UposStevali bomo poenostavitve toka mikropolarnih teko-
¢in, kot so izotropnost, nestisljivost, uporaba konstitutivnih enacb in enacb stanja, ter
poenostavitev za primer laminarnega ravninskega toka mikropolarne tekocine.
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20 3 Matematicna formulacija toka mikropolarnih tekocin

3.2 Zakoni ohranitve

3.2.1 Izotropna polarna tekocina

V nekem fizikalnem sistemu je prva predpostavka ta, da masa izoliranega sistema ostaja
konstantna, ne glede na procese, ki potekajo znotraj sistema, kar opiSemo z zakonom
ohranitve mase. Zakon ohranitve mase oziroma kontinuitetna enacba je parcialna difer-
encialna enacba, ki povezuje prvi odvod koli¢ine z znacajem gostote po ¢asu z divergenco
oziroma prvim odvodom koli¢ine z znacajem toka po kraju. V primeru teorije mikropo-
larnih tekoc¢in ostaja zakon ohranitve mase enak kot v primeru klasi¢ne Navier-Stokesove
teorije in je v splosni obliki zapisan z enacbo (3.1). Poleg zakona ohranitve mase je
drugi prav tako pomemben zakon, zakon ohranitve gibalne koli¢ine (en. (3.2)). Zakon
ohranitve gibalne koli¢ine nam pove, da je skupni sunek zunanjih sil enak spremembi
gibalne koli¢ine. Medtem ko zakon ohranitve gibalne koli¢ine velja za premo gibanje,
pride v primeru polarnih teko¢in do dodatnega zakona ohranitve v primerjavi s klasi¢no
teorijo, in sicer zakona ohranitve vrtilne koli¢ine. Zakon ohranitve vrtilne koli¢ine oziroma
mikrorotacije nam pove, da je sprememba vrtilne koli¢ine telesa glede na izbrano osisce v
¢asovni enoti enaka vsoti sunkov vseh zunanjih navorov. Zakon ohranitve mikrorotacije
ima po Eringenu [16] druga¢no obliko za mikropolarne tekoc¢ine kot v primeru klasi¢nih
oz. Navier-Stokesovih tekoéin (primerjava je podana v prilogi Al in je v splosni obliki
podan z enacbo (3.3)). Zadnji zakon ohranitve, ki ga bomo uporabili pri modeliranju
mikropolarne tekocine, je enak kot v primeru klasi¢ne teorije, je zakon ohranitve energije,
ki izhaja iz prvega zakona termodinamike in doloca, da je sprememba kineti¢ne, poten-
cialne in notranje energije sistema enaka vsoti dovedene ali oddane toplote in dovedenega
ali oddanega dela ter je v splosni obliki podan z enac¢bo (3.4). Splosni zakoni ohranitve
mase, gibalne koli¢ine, vrtilne koli¢ine in energije so za polarno tekoc¢ino podani v spodnjih
enacbah:

—= 1
D = O (3.1)
Di = -
—=V.T 2
P =V T+ef, (3.2)
DN - - .
Py =V Crpi+Ta (3.3)
DT
Py = EAT. (3.4)

V zgornjih enacbah diferencialni operator D(-) /Dt = O(-) /Ot + v0 (-) /Oxy pred-
stavlja Stokesov snovski odvod in vektor T,; = e;;; T, predstavlja produkt permutaci-
jskega tenzorja s tenzorjem napetosti. V enacbi zakona ohranitve energije (en. 3.4)
predstavlja 7' temperaturo. V primeru klasi¢ne hidrodinamike (Navier-Stokesove enacbe)
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3.2. Zakoni ohranitve 21

so vezane napetosti C = 0 in vektor mikrorotacije N =0. S to predpostavko je z enac-
bami (3.1)-(3.4), ki veljajo za izotropno polarno tekoc¢ino, zajet klasi¢ni Navier-Stokesov
model. Tenzor napetosti T je v primeru klasi¢nega Navier-Stokesovega modela definiran
z enacbo v spodnji obliki:

Tij = (=p + Avka) bij + 11 (vij + v5) - (3.5)

Pri ¢emer je enac¢bo (3.5) zapisal G. Stokes glede na temeljne oziroma osnovne lastnosti
tekocin, in sicer ([30]):

e napetostni tenzor T je zvezna funkcija deformacijskega tenzorja D in lokalnega
termodinami¢nega stanja, toda neodvisen od ostalih kinemati¢nih spremenljivk,

e tekocdina je homogena, kar pomeni, da 7' ni ekplicitno odvisen od kraja &,
e tekocina je izotropna, kar pomeni, da ne obstaja neka preferen¢na smer,

e ko ni deformacije (5 = 0), je napetost hidrostati¢na (f — —pI, kjer I predstavlja
enotno matriko).

Tekocine, ki izpolnjujejo zgoraj navedene postulate, se imenujejo Stokesove tekocine.

V teh tekoc¢inah je dokazano ([41],[4]), da se najbolj splosna oblika napetostnega tenzorja
glasi:

T = (—p+a) I+ (D +~D?, (3.6)

kjer so p,a, 3,v funkcije odvisne od termodinamicnega stanja, medtem ko so «, [,y
odvisne tudi od invariant deformacijskega tenzorja D.V primeru ko se predpostavi line-
arno razmerje komponent tenzorja napetosti T glede na komponente tenzorja deformacije
5, se napetostni tenzor poenostavi in velja:

T=(—p+A\V 0)I+2uD, (3.7)

kar sovpada z enac¢bo (3.5) in lahko recemo, da so linearne Stokesove tekocine tako imen-
ovane newtonske tekocine. Tekocine, ki niso newtonske, so nenewtonske tekocine.

3.2.2 Konstitutivne enacbe mikropolarnih tekocin

Za izpeljavo modela mikropolarnih tekoc¢in oziroma zapisa ohranitvenih enach toka mikropo-
larnih teko¢in moramo zapisati tenzor napetosti T in tenzor vezanih napetosti C za
mikropolarne tekocine, ki ju rabimo v enac¢bah (3.1-3.4), kar pomeni, da moramo definirati
konstitutivne enacbe in enacbe stanja.

Mikropolarno teko¢ino definiramo po Lukaszewichu (|30]) kot polarno, izotropno teko¢ino
z napetostnim tenzorjem T in tenzorjem vezanih napetosti Ct

Tij = (=p + Avokr) 055 + 1 (Vi + v50) + pir (Vi + Vig) = 2/t €mig Non, (3.8)
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22 3 Matematicna formulacija toka mikropolarnih tekocin

Cz‘j = CONk,k(Sij + Cq (Ni,j + Nj,i) + Cq (Njﬂ' + Ni,j) . (39)

Simetri¢ni del napetostnega tenzorja T v enacbi (3.8) je enak:
Tzsj = (=p+ Avgr) 0ij + 1 (Vi +vj4) (3.10)

ki je enak napetostnemu tenzorju klasi¢ne hidrodinamike, kjer sta A in p obi¢ajna koefi-

cienta viskoznosti (koeficient viskoznosti drugega reda in dinami¢na Newtonska viskoznost),
pri ¢emer je g > 01in 3A+3p > 0 [41]. Konstanta p, v enacbi (3.8), ki je vedno pozitivna,

predstavlja dinami¢no viskoznost mikrorotacije. V enacbi (3.9) so konstante cg, ¢,, cq, ki

predstavljajo koeficiente vrtilne viskoznosti.

V svojem delu je Eringen [16] predstavil model mikropolarnih teko¢in, kot specialno
obliko veliko bolj obsirnega modela mikroteko¢in (priloga A2). Mikrotekocino lahko defini-
ramo kot mikropolarno, ko velja za celotno gibanje, da je:

Nijk = —Nikjs N;j = —Nj;. (3.11)

Mikropolarna tekocina zajema le mikrorotacijske efekte in lahko zajame vplive, ki delu-
jejo na povrsini in v obmoc¢ju. Masne tocke tekocine znotraj nekega majhnega volumna
se lahko poleg togega gibanja tudi vrtijo okoli centroida tega majhnega volumna, kar
opiSemo v povprecnih vrednostih z rotacijskim tenzorjem N. V primeru mikropolarnih
teko¢in ni prisotnega mikro raztezanje delcev (IV;; je simetri¢en glede na diagonalo). V
nadaljevanju bo prikazano, da podvrsta mikrotekocin, kot so mikropolarne tekocine, ki
izpolnjujejo pogoje podane z enacbo (3.11), obstajajo, in zapisali konstitutivne enacbe
Eringenovih mikropolarnih tekoc¢in, pri ¢emer se bomo sklicevali na podane konstitutivne
enacbe za mikrotekocine (priloga A2).

Kot posledico upostevanja drugega pogoja za mikropolarno tekocino, podanega v
enacbi (3.11), lahko za vrtilni gradient zapiSemo sledeco enakost:

Qijk = —Qjik- (3-12)

Izra¢un A;jr in —A;; iz enacbe (A2.6) in uporaba drugega pogoja podanega v enacbi
(3.11) ter upoStevanjem enacbe (3.12), lahko povemo, da v primeru veljavnosti enacbe
(3.11) za celotno gibanje morajo veljati sledece enakosti:

M—Ye+tu—7 = 0,
Y= = 0, (3.13)
Yo — Y12 + 11 — 73 = 0,
(3.14)
tako, da je:

Nije = (1 — 72) (ahrr0ij — @jrrdit) + (Y10 — 711) (@i — Qiky) (3.15)
+ (714 — 715) Qs
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3.2. Zakoni ohranitve 23

Glede na pogoj simetrije tenzorja glede na diagonalo (en.(3.11)) je Stevilo neodvisnih
spremenljivk za N;; enako 3 in za \;j; je enako 9. Sedaj lahko vpeljemo dva nova sistema
spremenljivk N; in Cj; z:
1
N, = §em'jNij, Nij = erij Ny, (3.16)
Cir = —€rjpNijis ik = —2€3Ciy, (3.17)

pri cemer je e;;;, simbol permutacije oziroma antisimetri¢ni tenzor, ki spremeni predznak
v primeru, ko zamenjamo indekse. Aksialni vektor N, bomo poimenovali vektor mikro-
rotacije in C}, tenzor vezanih napetosti. Dogovor o predznaku za tenzor vezanih napetosti
C;, je enak kot pri napetostnem tenzorju, kar je prikazano na sliki 3.1.

Xi

Slika 3.1: Smeri pozitivnih vrednosti komponent tenzorja vezanih napetosti.

Tako je sedaj mozno zapisati konstitutivno enacbo za tenzor napetosti T mikropolarne
tekocine izhajajo¢ iz konstitutivnih ena¢b za mikrotekoc¢ino [16], podanih v prilogi A2:

Tij = (=P + Aok k) 6ij + po (Vi + v5) + ko (Vi — €mijNim) , (3.18)
kjer je upostevano, da je:
fo+ o — pa = flo, 2 (1 = po) = k. (3.19)

Ce pomnozimo enacbo (3.15) 7 e,.j, in upostevamo enachi (3.16) in (3.17), lahko zapisemo
Se enacbo za tenzor vezanih napetosti C' v naslednji obliki:

Cij = oy Ny 1045 + BuNij + 7o Njs, (3.20)
kjer je upostevano, da je:

ay, = 2(v2— o), Bo=2(v2—m) (3.21)
Yo 2(vi =72+ M0 — Y12 — Y14+ 15) -
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24 3 Matematicna formulacija toka mikropolarnih tekocin

Iz enacb je razvidno, da \,, i, in k, predstavljajo koeficiente viskoznosti v napetostnem
tenzorju in «,, 3, in 7, so novi koeficienti viskoznosti, v primerjavi s klasi¢no teorijo
Navier-Stokesovih enacb, in vplivajo na disipacijo vrtilne koli¢ine. Na splosno so ko-
eficienti viskoznosti A, fiy, ky, Q, 3, 10 7, odvisni od gostote (p~!), temperature (7))
in tenzorja mikrovztajnosti (j), pri ¢emer so mikropolarne tekocine stabilne, ko velja
3\ + 21y + ky >0, 20, + ky, > 0in k, > 0.

Iz primerjave konstitutivnih enacb, ki jih je podal Eringen (en.(3.18) in en.(3.20))
z konstitutivnimi enacbami za polarno teko¢ino (en.(3.8) in en.(3.9)), vidimo, da se v
teh enacbah razlikujejo koeficienti viskoznosti (namre¢ A\, = A, p, = p — pr, ky = 24,
ay = ¢, By = Cq — Cq I 7, = ¢q + ¢,). V nalogi bo v nadaljnje uporabljena Eringenova
formulacija konstitutivnih ena¢h. Detaljna izpeljava konstitutivnih ena¢b za napetostni
tenzor T' in tenzor vezanih napetosti Cv primeru mikropolarnih teko¢in je podana v
prispevkih Eringena ([16], [18] in [19]).

3.2.3 Zakoni ohranitve mikropolarnih tekocin

Ce upostevamo zgoraj zapisani konstitutivni ena¢bi za tenzor napetosti T (en.3.18) in ten-
zor vezanih napetosti c (en.3.20), ki ju je podal Eringen, v zakonih ohranitve za splosno
polarno tekoc¢ino (en. (3.1)-(3.4)), dobimo enacbe zakona ohranitve mase (en.3.22),
gibalne koli¢ine (en.3.23), vrtilne koli¢ine (en.3.24) in energije (en.3.25), ki je zapisana
za temperaturo (7), za mikropolarno teko¢ino, kar povzamemo po Eringenu [16]:

P&/ =
et =0 3.22
atJrV(pv) : (3.22)
Dg = - = = — — = — — —
Pop = VP H Qo+ 2+ k) VV -0 — (o + k) VX V X T+ RV XN 4 pf, - (3.23)
Pipy = (0w + B+ ) VV N =V XV XN+ BV X 0= 2kN +pl, - (3.24)

— — kAT, (3.25)

Pomembno je poudariti, da v primeru, ko so k, = a,, = 3, = 7, = 0 in, ko ni prisotnih
dodatnih izvorov in ponorov mikrorotacije l_: dobimo, da je mikrorotacija N enaka ni¢ in
se enacba za ohranitev gibalne koli¢ine (en. 3.23) spremeni v klasi¢no Navier-Stokesovo
enacbo ohranitve gibalne koli¢ine. V primeru, ko je koeficient viskoznosti mikrorotacije
enak ni¢ (k, = 0), postaneta hitrostno polje (#) in polje mikrorotacije (N) nepovezani in
je globalno gibanje teko¢ine nemoteno z mikro rotacijskim gibanjem tekocine.
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V naslednjem koraku predpostavimo, da imamo nestisljiv tok mikropolarne tekocine,
se pravi, da je gostota p konstantna veli¢ina in da velja zakon ohranitve mase V.-7=0.
Prav tako so konstantne specifi¢na toplota na enoto mase c,, koeficient prevoda toplote k
in lastnosti mikropolarnih tekocin kot koeficient viskoznosti drugega reda \,, dinamicna
viskoznost p,, koeficient viskoznosti mikrorotacije k,, koeficienti gradienta viskoznosti a,,
By, Vo in mikrovztrajnost j. Predpostavimo tudi, da nimamo dodatnih izvorov mikro-
rotacije [ in gibalne koli¢ine f: razen za vzgon, kjer uporabimo za modeliranje le tega
Boussinesqovo aproksimacijo. 7 uporabo Boussinesqove aproksimacije se predpostavi
spremenljivost gostote le pri volumskih silah, v vseh ostalih ¢lenih enacbe pa se pred-
postavi konstantna vrednost gostote. Za primer naravne konvekcije, kjer je prisotna le
termic¢na vzgonska sila, se spreminjanje gostote v odvisnosti od temperature opise z line-
arno odvisnostjo:

p (T) — Po
Po
kjer je pg referencna gostota pri temperaturi T,, Sr pa je termi¢ni volumski razteznostni
koeficient.

—F=—B(T—T)), (3.26)

S predpostavkami, da je tok mikropolarne tekoc¢ine viskozen, nestisljiv in laminaren,
lahko ohranitvene enac¢be (en. 3.22-3.25) zapisemo kot:

V-7=0, (3.27)
Dy - L e e
Py =~V (k) AT+ k¥ X N o+ iy (T = T,). (3.28)
DN a , .
DT

V izpeljavi zgornjih enacb smo za tretji ¢len na desni strani enacbe (3. 23) in drugi ¢len na
desni strani enacbe (3.24) uporabili vektorski zapis (V xVxF=V (V ) AF )
katerem smo upostevali §e zakon ohranitve mase (3.27) viskozne in nestisljive mikropolarne
tekocine.

3.3 Zakoni ohranitve v hitrostno vrtincnem zapisu

3.3.1 Kinematika nestisljive tekocCine

Za uspesno implementacijo teorije mikropolarnih tekoc¢in v hitrostno vrtin¢no formulacijo
Navier-Stokesovih enacb in uporabo aproksimacijske metode robnih elementov, vpeljemo
vektor vrtin¢énosti & in razdelimo dinamiko toka na kinematiko in kinetiko toka tekocine.
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Vektorsko polje vrtincnosti & je definirano kot rotor hltrostnega polja & = V x @, pri
¢emer je izpolnjena solenoidnost tega vektorja z definicijo V- (V X v) = 0. Z uporabo
rotorja na vrtinénem polju dobimo slede¢o enacbo:

Vx@d=Vx(Vx0) =V (V-7)- V4 (3.31)

in upostevanjem enacbe za ohranitev mase (3.27), ter predpostavko, da je tekoc¢ina nestisljiva,
dobimo elipti¢no Poissonovo enac¢bo hitrostnega vektorja [44]:

AT+ V x & =0, (3.32)

oziroma v tenzorskem zapisu:

0%v; N Owy,
8:1:]- 827]' ik al’j

= 0. (3.33)

Enacba (3.33) opisuje kinematiko toka tekocine, s pomo¢jo katere lahko pri znanem polju
vrtinénosti izracunamo polje hitrosti.

V primeru ravninskega toka in upostevanjem vseh prej nastetih predpostavk za kine-
matiko in kinetiko toka tekocine se enac¢ba za kinematiko toka tekocCine poenostavi in se
v tenzorski obliki za kartezijev koordinatni sistem zapise kot:

v, 0w
8xj8xj " ij

— 0. (3.34)

3.3.2 Kinetika nestisljive tekocine
Prenosna enacba vrtinénosti

Izra¢un kinetike toka tekocine izvedemo s pomocjo uporabe rotorja v enachi ohranitve
gibalne koli¢ine (3.28), upostevanjem predpostavk solenoidnosti polja vrtin¢nosti V& = 0,
polja hitrosti V-7=0in polja mikrorotacije V-N =0 ter upostevanjem zakona ohranitve
mase (3.27):

D&

Dt

Enacba (3.35) nam pove, da je sprememba vrtin¢nosti odvisna od difuzije gibalne koli¢ine,
raztegovanja in zvijanja vrtincev, difuzije mikrorotacije in vzgonskih sil.

= (1o + k) AG + (5 V) 7= kAN + pBrV x (§(T - T,)). (3.35)

V primeru ravninskega toka in upostevanjem vseh prej nastetih predpostavk za kine-
matiko in kinetiko toka tekoc¢ine se enacba za kinetiko toka tekocine poenostavi in se v
tenzorski obliki za kartezijev koordinatni sistem zapise kot:

Dw 0w 0?N 0g; (T —T,)
= (o + ko — &, A S
p Dt (,U + ) anaQZj (9xj8:cj + pﬁT (%r:j

(3.36)
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Prenosna enacba mikrorotacije

Prenosna enacba za mikrorotacijo ostane enaka v primeru hitrostno-vrtinéne formulacije
(en.3.29) kot prej, le da za drugi ¢len na desni strani enacbe namesto rotorja hitrostnega
polja uporabimo vrtin¢nost ter zapiSsemo enacbo za ohranitev mikrorotacije za ravninski
tok v tenzorski obliki:

DN  *N
Pl pr — %ij&vj

V primeru, ko je koeficient viskoznosti mikrorotacije k, = 0 sta enacba za prenos

+ kyw — 2k, N. (3.37)

vrtinénosti (en.(3.36)) in enac¢ba za prenos mikrorortacije (en. (3.37)) nepovezani, kar
pomeni, da ni vpliva mikrorotacije na tok tekocine, pri ¢emer so prenosne enache v tem
primeru enake klasi¢nim Navier-Stokesovim enac¢bam.

Prenosna enacba energije

Prenosna enacba energije je enaka kot prej (en.(3.30)) in zapisana v tenzorski obliki za
ravninski tok mikropolarne tekocine:
DT o*T

=k .
PP T " ow,0m,

(3.38)

3.3.3 Enacba tlaka

Z uporabo hitrostno-vrtinéne formulacije se pri izpeljavi ohranitvenih ena¢h toka tekocine
iz sistema enacb izloci tlacni ¢len. Tlacno polje tako izracunamo iz enacbe, ki je izpeljana
iz enac¢be ohranitve gibalne koli¢ine (3.28):

—

. D . L .
Vp = —pﬁv (o + k)Y X B+ kN X N+ pGBr (T —T,) = forn. (3.39)

Za izracun tla¢nega polja iz enacbe (3.39), ki je odvisna od znanega hitrostnega polja,
polja vrtin¢nosti, mikrorotacije in temperature, uporabimo operator divergence v enacbi
(3.39), s ¢imer dobimo elipti¢no Poissonovo enacbo, ki jo lahko numeri¢no resimo:

3.4 Robni pogoji

Pri reSevanju ohranitvenih enacb je potrebno dolociti ustrezne robne in zacetne pogoje.
Prav tako je reSevanje zastavljenih ohranitvenih enacb odvisno od vrednsti ustreznih
brezdimenzijskih parametrov kot so npr. Reynoldsovo Stevilo (Re), Prandtlovo $tevilo
(Pr), Rayleighovo §tevilo (Ra) in Grashoffovo stevilo (Gr). V veéini primerov so robni
pogoji podani v obliki Dirichletovega oziroma Neumannovega tipa ali z linearno kom-
binacijo obeh (Cauchyjev tip). Pravilna izbira robnih pogojev ima odlo¢ujo¢ vpliv na
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numeri¢no shemo, saj lahko z neprimerno izbiro leteh pride do fizikalno napacne resitve.
Robne pogoje je potrebno predpisati po celotnem robu I', pri ¢emer bo I' = I'y 4+ I'y, ki
omejuje rac¢unsko obmocje €2, in sicer na delu roba I'y z Dirichletovimi in na delu roba I'y
z Neumannovimi robnimi pogoji.

Robni in zacetni pogoji za hitrost so:

v,=7, na 'y zat>tp, (3.41)
an 8@1'
a—xjnj =5, "o [y zat>t, (3.42)
V=T v Q zat=t, (3.43)

kjer se znak ¢rta nad funkcijo tokovnega polja uporablja za predpisane oziroma podane
vrednosti razli¢nih funkcij tokovnega polja na robu oziroma v obmocju. VzdolZ roba I'y
so torej znane vrednosti hitrosti, pri ¢emer so v tem primeru neznane robne vrednosti
normalni odvodi posameznih komponent hitrosti.

Robni in zacetni pogoji za mikrorotacijo so:

N, = Nz na I'y zat> to, (344)
ON;

a—xjnj =GN, na Ty zat>t, (3.45)

N=Ny v Q zat=ty, (3.46)

kjer je G, znan normalni odvod mikrorotacije. Splosno enac¢bo za robni pogoj mikro-
rotacije na trdnih stenah (en.3.47) sta podala Rees in Bassom [39]:
8vt

Nyat = Mavall - 0 < nyar <1, (3.47)

kjer je v, tangentna hitrost in n predstavlja normalo. Vrednost koeficienta n,,; nam
doloc¢a obnaSanje mikrostruktur mikropolarne tekoc¢ine ob trdnih stenah. V primeru, ko
je Nyay = 1/2, imamo opravka z redkimi suspenzijami (nizka koncentracija delcev), kar
sta predlagala Jenna in Mathur [28], ko je nyu = 1 modeliramo v blizini stene tok
mikropolarne teko¢ine kot turbulenten (Peddieson [35]) in ko je nuu = 0 imamo tok
goste suspenzije (visoka koncentracija delcev), kar sta v svojem delu predlagala Guram in
Smith [21]|. V izracunih, ki bodo predstavljeni znotraj tega dela, bo v nekaterih primerih
uporabljen robni pogoj nyu = 1/2, kar bo pomenilo, da je na steni mikrorotacija enaka
vrtilni hitrosti. S tem je vpliv mikrostruktur v okolici stene majhen, kajti strukture se
lahko priblizajo k steni le do razdalje njihovega premera. Tak robni pogoj je bil izbran
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3.5. Koeficienti v prenosnih enacbah 29

tudi zato, da je v okolici sten rotacija delcev odvisna le od striznih napetosti v tekoc¢ini
in tako je vektor mikrorotacije enak vrtilni hitrosti. V dolo¢enih primerih bo uporabljen
robni pogoj nya = 0, kar bo pomenilo, da se delci v blizini stene ne morejo vrteti.

Robni in zacetni pogoji za prenos toplote oziroma temperature so:

T=T na 'y zat>t, (3.48)
oT
—k=—n; =qp, na Ty zat>t, (3.49)
833]'
T=T, v Q zat=tg, (3.50)

kjer je g, znan normalni odvod temperature na steni.

Robne vrednosti vrtinénosti se lahko dolo¢ijo na ve¢ nacinov. V primerih, ko je na
robovih predpisan hitrostni vektor, resitev kinemati¢nih integralskih ena¢b avtomati¢no
daje nove robne vrednosti vrtin¢nosti. Za ravninsko gibanje se lahko zapiSe naslednji
izraz, ki povezuje robne vrednosti vrtinénosti z normalnimi in tangentnimi hitrostnimi

pretoki:

ov, Ov, Ovy vy 0v, 0v,

_ _ Sy, Oy, O OV 3.51
ar oy on' et anv T ot (3:51)

Edini fizikalno pravilni robni pogoj pridruzen ena¢bi vrtinénosti (3.35) je definicija vrtin-

¢nosti zapisana za celoten rob obmocja resitve:

(%k

eijk%:wﬁ na T. (3.52)
j

Robne vrednosti vrtin¢nosti sledijo iz kinemati¢nega dela izracuna, zato so normalni
odvodi vrtin¢nosti po robu edina neznanka v kineti¢nem delu:
Gwi awi

i P R .
8$jn‘7 5, "¢ (3.53)

3.5 Koeficienti v prenosnih enacbah

V prenosnih ena¢bah za kinetiko vrtinénosti (en.(3.36)), kinetiko mikrorotacije (en.(3.37))
in kinetiko energije (en.(3.38)) se pojavljajo razli¢ni koeficienti. Dolo¢eni koeficienti, kot
so gostota p, dinamicna viskoznost f,, specificna toplota na enoto mase ¢, in termicna
volumska razteznost [r, so prisotni tudi v klasi¢nih Navier-Stokesovih enac¢bah in so v
nasem primeru konstantne vrednosti. Dodatni koeficienti zaradi uporabe teorije mikropo-
larnih tekocin, kot so koeficient mikrovztrajnosti j, koeficient viskoznosti mikrorotacije
k, in koeficient gradienta viskoznosti +,, so prav tako konstantne vrednosti. Ti koefici-
enti viskoznosti so medsebojno odvisni. Jasno je, da N predstavlja skupno rotacijo neke
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mikrostrukture tekocine oz. mikrorotacijo v tokovnem polju. V dolocenih primerih je
mozno, da so vplivi rotacije mikrostruktur zanemarljivi in se tok teko¢ine obnaSa kot
klasi¢ni tok viskozne tekocine. Ce zelimo, da bo mikrorotacija N mozna resitev, bo le ta
mogoca, e upostevamo, da je koeficient gradienta viskoznosti

k.

Yo = <,uv + 2”) j. (3.54)

Enacba (3.54) nam podaja povezavo med koeficientom viskoznosti in mikrovztrajnos-
tjo. Vse snovske lastnosti mikropolarne tekocine j, p,, k, in v, so pozitivne vrednosti.
Povezava med viskoznostmi in mikrovztajnostjo (en. (3.54)) je izpeljana v prispevkih
Olmsteada in Majumdara [32] za primer Oseenovega toka in v prispevku Ahmadija [1] za
tok viskozne mikropolarne tekocine.

Pri obravnavi mikropolarnih tekocin se pojavi Se en nov parameter A, ki predstavlja
kombinacijo med koeficientom viskoznosti mikrorotacije k, in koeficientom gradienta visko-
znosti v,, ter vpliva na mikrorotacijo. Koeficient A je enak ni¢ v primeru, ko je enak ni¢
koeficient viskoznosti mikrorotacije k,. V primeru, ko koeficient A narasca, se povecujejo
tudi ucinki mikrorotacije, Se posebej v okolici sten. Koeficient A je tako podan z izrazom,
ki ga je predlagal Eringen [19]:

1
ko \ 21, + Ky \ 2
A [(() k) la (3.55)
[ 7’0 IL[/’U + k’U J
kjer je z a oznacena zunanja karakteristi¢na dolZina resevanega problema (npr. v primeru
toka v kanalu a predstavlja polmer kanala). Obratna vrednost ¢lena v oglatem oklepaju,
ki nastopa v enacbi (3.55), predstavlja notranjo karakteristicno dolzino [ mikropolarne

tekocCine, ki je odvisna od vrednosti koeficienta gradienta viskoznosti v, in vrednosti koe-
ficienta viskoznosti mikrorotacije k,:

1

Yo\ Mo+ ko |2
'= ((k) 241y + k) ' (390
Notranja karakteristi¢na dolzina [ v teoriji klasi¢nih Navier-Stokesovih enacb ni vkljucena.
V primeru, ko se vrednost razmerja med notranjo karakteristi¢no dolzino mikropolarne
teko¢ine [ napram zunanji karakteristi¢ni dolzini a (parameter A\~!) priblizuje vrednosti

nic:

l

e A —0, (3.57)

bodo rezultati s pomocjo klasi¢nih Navier-Stokesovih enacb bistveno odstopali od rezulta-
tov, kot ¢e bi uporabljali teorijo mikropolarnih tekocin. Iz navedenega lahko povzamemo,
da bodo vplivi mikropolarnosti prevladujoci, ko se bo vrednost notranje karakteristicne
dolzine mikropolarne tekocine [, podane z enacbo (3.56), priblizevala vrednosti nic.
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Zaradi predpostavke o mikroizotropnosti (Eringen [19]) je mikrovztrajnost sedaj kon-
stantna vrednost imenovana koeficient mikrovztrajnosti j in je definiran kot kvadrat zu-
nanje karakteristi¢ne dolZine j = a2, kar sta v svojem delu predlagala Rees in Bassom
[39].

V primeru suspenzij lahko re¢emo, da so v primeru gostejsih suspenzij vrednosti koe-
ficientov dinamic¢ne viskoznosti p, in viskoznosti mikrorotacije k, vi§je in narascajo z
narasc¢anjem koncentracije suspendiranih delcev v tekocini. Tekom naloge se bo pojavil
Se takoimenovani parameter mikropolarnih tekoc¢in K, ki nam bo podajal razmerje med
koeficientom viskoznosti mikrorotacije k, in dinamic¢no viskoznostjo fu,:

k

K=" 3.58)
o (
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Poglavje 4

Numericéna metoda

4.1 Robno obmoc¢na integralska oblika
enacbe toka mikropolarnih tekocin

Prednosti robno obmo¢ne integralske metode, izpeljane iz metode robnih elementov,
sledijo iz uporabe uteznih funkcij v obliki Greenovih osnovnih resitev. Razli¢ne ohrani-
tvene modele lahko zapiSemo s pravilno izbiro linearnega diferencialnega operatorja L [u]
v naslednji splosni obliki:

Lu]+b=0, (4.1)

kjer je operator L [u] elipti¢ni oziroma paraboli¢ni, u [r;, t], je poljubna funkcija tokovnega
polja in b[r;, t] nehomogeni ¢len, ki zajame nelinearne ¢lene prenosne enacbe in volumske
sile.

4.1.1 Integralski zapis enacbe kinematike toka

Enacba kinematike toka (3.33) je nehomogena parcialna elipti¢na Poissonova enacba, ki
jo je mogoce zapisati s pomocjo elipticnega Laplaceovega diferencialnega operatorja:

0 (-)
L]]= D0, (4.2)
v obliki: )
0” (v;
jOL;

Za enacbo kinematike (3.32) lahko na podlagi splosne integralske oblike za Poissonovo
enacbo, ki je izpeljana v prispevkih Wrobla [47], Wu in Tompsona [48], Skergeta [43] in
povzeta v doktorskem delu Ravnika [38], zapiSemo:

c(€)7(€) +/Fﬁ(ﬁ-6) wrdl = /Fu (it- ) UdFJrA@ X GutdQ, (4.4)
33
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Obmo¢ni integral na desni strani enacbe (4.4) vsebuje odvod vrtinénega polja, ki ga
pretvorimo z uporabo Gaussovega divergencnega teorema (v dodatku A2). Po transfor-
maciji sledi enacba:

¢ 5)6(£)+/F6(ﬁ-ﬁ)u*dF:Au* (ﬁﬁ)ﬁdr—/r@u*) xﬁdl“%—/g(&xﬁu*) ds),
(4.5)

oziroma v tenzorskem zapisu:

o; . ou*
v ( —i—/vz dF / w'dl — eijkﬂwjnku dl’ — eijkijMdQ. (4.6)

V enacbi predstavlja u* osnovno resitev Laplaceove enacbe (u* = Flr za 3D in u* = iln%

za 2D - izpeljava podana v [38]), 7 je normala, ¢ (&) je geometrijski faktor in £ je izvorna
tocka. Geometrijski faktor ¢ (§) je odvisen od lege izvorne tocke:

-c(§)=0 ¢ lezi zunaj obmocja 2,

-c(§) =1 ¢ lezi v obmodja €2,

- &) =3 ¢ lezi na gladkem robu T,

- (&) = % ¢ lezi na negladkem robu I'; ¥ je notranji kot roba I' v tocki €.

Pri izracunu kinematike toka je pomembno uporabiti enacbe za izracun hitrostnega
in vrtinénega polja brez odvodov teh dveh spremenljivk. Za poenostavitev enacbe (4.5)
bomo najprej zapisali izraz za odvod hitrosti po normali:

8vi Ovi
= n;, 4.7
EM 8[Ej J ( )
in izraz za definicijo vrtin¢nosti:
dv;  Ov,  Ov,

eij@TCi - 9x Oy’

w= (4.8)

ter izraza za normalo in tangento. 7 je normala na ploskev enotske dolZine, usmerjena
pravokotno na ploskev v smeri ven iz obmocja, tangenta ¢ na ploskev je enotski vektor,
ki je pravokoten na normalo:

= (nu’wny) ) t= (tx’ty) = (_nyvnft)a (4.9)

Enac¢bo (4.5) lahko zapiSemo v slede¢i obliki, pri ¢emer robna integrala na desni strani
enacbe zdruzimo:

€)7(¢ +/ (it~ V) wdr = / (7t- V) 5 - & x ﬁdr+/ (@ x Vur) de, (4.10)
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Z upostevanjem predpostavke o solenoidalni tekoc¢ini lahko zapisemo spodnjo enakost,
ki jo dobimo z upo$tevanjem pravil o normali in tangenti (en.(4.9)) in upoStevanjem enacb
za vrtin¢nost (en.(4.8)) in enacbe za odvod hitrosti po normali (en.(4.7)) [38]:

(- V)i—@xii=(ixV)xd (4.11)
oziroma v tenzorskemm zapisu:

ov; v,
—-— + eijwnj = —eijg.

- (4.12)

S pomodjo izraza podanega z zgornjo enacbo (en.(4.11)), lahko zapiSsemo robni integral
na desni strani enacbe (4.10) v sledeci obliki:

/Fu* (ﬁ X ﬁ) x vdl’ = /F (ﬁ X ﬁ) X (vu*) dl’ +/F17>< (ﬁ X 5) u*dl, (4.13)

Z uporabo Gaussovega divergen¢nega stavka (dodatek A2) je prvi integral na desni strani
enacbe (4.13) enak ni¢. Uporaba enacbe (4.13) v enacbi (4.5) nam da kon¢no obliko
enacbe kinematike toka oziroma dobimo tako imenovani Biot-Savartov zakon, v katerem
ni odvodov hitrostnega in vrtin¢nega polja:

c(g)ﬁ(§)+/rq7(ﬁﬁ) u*dF:AUx (i x V) u*dF—A(&x Vur)dQ.  (4.14)

Za ravninski tok tekoc¢ine se konc¢na integralska oblika enacbe kinematike toka (4.14)
v tenzorskem zapisu zapise kot:

ou*
ij

ou* ou*
c(&) v (&) +AU¢%CZF = e;j ijﬁntdr_eijéw dQ. (4.15)

4.1.2 Integralski zapis enacbe kinetike toka

Pri zapisu integralske oblike difuzijsko konvektivne enaCbe za vrtin¢nost, energijo in
mikrorotacijo razdelimo nehomogeno hitrostno polje ¥ (r) na konstantni v, in spremenljivi
del & (r). Splosna oblika difuzijsko konvektivne enacbe s ¢lenom kemijske reakcije prvega
reda se za splosno spremenljivko u zapiSe kot:

ou  Ouvy 0%*u ovu I,

gu a2t u— e 41
ot Ox; aO@xj&vj bu 0z +co’ (4.16)

kjer sta a, in ¢, konstantni transportni snovski lastnosti tekoc¢ine, 3 je reakcijska konstanta
in I, je ¢len, ki zajema izvore. Diskretizacija akumulacijskega ¢lena du/0t se izvede z
uporabo Eulerjeve sheme prvega reda 0u/0t ~ (urp — up_1) /At, kjer predstavlja podnapis
F vrednost funkcije v v trenutnem ¢asovnem koraku, podnapis F' — 1 vrednost funkcije u
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v predhodnem ¢asovnem koraku, kjer je At ¢asovni korak. Z uporabo enacbe (4.1) lahko
enacbo (4.16) zpisemo v slede¢i obliki:

L[u]+b:ao'—nu—vgj§%~l—b. (4.17)

Parameter x je definiran kot vsota ¢asovnega inkrementa, ki vstopi v enacbo z uporabo
diskretizacije akumulacijskega Clena in (3, ki zajame ostale reakcijske ¢lene:

1
= . 4.18
K=o (4.18)
Ob predpostavki o poznavanju osnovne resitve u* (£, s), ki zadostuje enacbi:
L[] +5(¢,5) =0, (4.19)

kjer predstavlja L* [-] pridruzeni operator k L [-], lahko zapiSemo s pomocjo enacbe (4.17)
naslednjo enacbo:

0?u* (&, 5)

" ou* (&, s)
?0x; (s) Ox; (s)

— U@W +9 (f, S) =0. (420)

— Ku” (57 S)

Enacba osnovne resitve in enacba njenega odvoda za ravninski tok sta podani v naslednjih
dveh enacbah [44]:

1 Vg;T'j

*=a,—K, = ]> 4.21
= 21a, (cr) exp < 2a, /)’ (421)
ou* n; { Ky (o) r? K, (o) <Uojrj> (4.22)

D; 0 2mrza, |0 T g, e ST Pe | SEP Ty

kjer je parameter ¢ definiran kot:
2 2

2 _ (Yo ro_ < Yo ) L B 4.23
N <2ao> a, 2a, + a, A\t * ay (4.23)

K, in K, sta modificirani Besselovi funkciji drugega reda, r; (£, s) je vektor od izvorne
tocke ¢ do referencne tocke s, medtem ko r predstavlja dolzino tega vektorja r = |r;| in

2 oy
VS = UgjUj-

Z uporabo Greenovega teorema (dodatek A2) v enacbi (4.17) dosezemo sledeco robno
obmoc¢no integralsko enac¢bo kinetike toka:
ou* ou

c(®u(l) +a, Fu—df = a,

o N dl’ — Auvmu dl’ + Abu dQ2. (4.24)

Clen volumskih sil b vsebuje konvektivni ¢len zaradi spremenljivega dela hitrosti, izvorne
¢lene in en c¢len iz diskretizacije akumulacijskega ¢lena:

817]u Io Up—_1

b= )
Oz, Co At

(4.25)
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Tabela 4.1: Koeficienti v integralski obliki enac¢be kinetike toka.

u a, ¢ B I,
o 2 : T T,)
Vrtinénost w etk 2 N g 09i(I-To)
p ky Ox;0x;
Mikrorotacija N % 2x % w
Energija T £ 0 0 0
Cpp

Obmoc¢ni integral v enacbi (4.24), ki zajema volumske sile, razdelimo s pomocjo Gaussovega
teorema na robne in volumske integrale, s ¢imer dobimo splosno robno obmo¢no integral-
sko obliko enacbe kinetike toka za splosno spremenljivko u:

c©u©) + a [ue (4.26)
ou u*

= 3 uwdl — /uvonu dF+/ Uju 3%

+ —/Iu*dQ+—/uF 1w dQ.
co JQ

—df)

Vrednosti koeficientov a,, ¢,, 5 in I, za razlicne funkcije toka (vrtincénost, mikro-
rortacija in temperatura) so razli¢ne in izvirajo iz enacb (3.36), (3.37) in (3.38) za lami-
narni ravninski tok mikropolarne tekoc¢ine ter so podani v tabeli 4.1.

Integralski zapis prenosnih enacb kinetike toka

V nadaljevanju so podane konc¢ne robno obmocne integralske oblike enacb za prenos vr-
tin¢nosti (en.(4.27)), prenos mikrorotacije (en.(4.28)) in prenos energije (en.(4.29)):

iy + Ky ou*
c©we) + (M) [ (4.27)
_ luv + kU aw * * *
= <p > an w*dl’ — /wvonu dF—l—/wv] de

k LON k., ou* ON
— (= *Z 4T +
( p > / on < > Q Ox; 0x;
. ou*
—|— eij Anig]ﬂT (T — TO) u dF — 67;]' AgjﬁT (T — TO) aigj]dg

1
-+ E \/S;WFflu*dQ,
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Yo ou*
CONE) + <pj> VI (4.28)
_ () [ ON : u’
- <p]> Sutdl - / Nugu*dl + / N, 2 52,19
ky )
+ <m>/wudﬁ+ /NF wrd
k ou*
c(E)T(E) + (Cpp> (75 ar (4.29)
k\ 0T . )
_ (Cpp> “wdr — [ Tugutdr+ [ T“Ja e

1
— | Tp_qu*dS).
+ Atl) Pt

4.1.3 Integralski zapis enacbe tlaka

Z uporabo hitrostno-vrtinéne formulacije se tlacni ¢len izlo¢i iz sistema enacb. Tlac¢no
polje tako rac¢unamo za vsak casovni korak po zakljuCeni nelinearni zanki. Enacba za
izracun tlaka (3.40) je elipti¢na Poissonova enacba, kjer lahko s pomo¢jo linearnega elip-
ticnega Laplaceovega diferencialnega operatorja zapisanega za splo$no spremenljivko:

02 (+)
J = 4.30
J Ox;j0x;’ (4.30)
zapisemo sledeco enacbo za tlak:
0*p
L b= b=0. 4.31

Izpeljavo elipti¢ne Poissonove enacbe v integralsko obliko smo povzeli po Wroblu [1]:

/ ap wtdl + / budQ, (4.32)

kjer je u* elipti¢na Laplaceova osnovna resitev. Tako je mogoce iz enacbe (3.40) in enacbe
(4.31) zapisati, da je:

O fomi
b= 4.33
Bz, (4.33)
Z upostevanjem enacbe (4.33) lahko zapiSemo enacbo (4.32) v sledeci obliki:
ou* dp O fomi

wdl — [ S 4.34
9+ | P = | 5 Bz, (4.34)

S pomocjo Gaussovega teorema se obmoc¢ni integral v enacbi (4.34) preoblikuje v:

a mi

/ fp wrdQ = / Fominau“dl’ — / fp,m . (4.35)
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Glede na to, da velja, da je gradient tlaka enak f,,;, velja na robu pogoj dp/on = fpmin,
s ¢imer se robna integrala na desni strani enacbe (4.34) odstejeta. Konc¢na integralska
oblika tlacne enacbe je tako:

ou* ou*
C(f)p(€)+/rpal; dl’ = Afpmia—zdﬁ. (4.36)
J

Enacbo (4.36) je mozno resiti le pod pogojem, da v enem od vozlis¢ izberemo referenéni
tlak. Za podane Neumanove robne pogoje je tla¢no polje p(r;,t) do konstante nedolo¢eno
z elipti¢no Poisonovo diferencialno ena¢bo (3.40) oziroma pripadajoco integralsko obliko
enacbe (4.36) in upostevanjem znanega hitrostnega, vrtinénega in mikrorotacijskega polja
v dolo¢enem ¢asu. Izpeljana integralska oblika enacbe (4.36) se najprej uporabi za izra¢un
vrednosti tlaka na robu obmocja. Metoda robnih elementov omogoca ekspliciten izracun
tlaka v obmocju, ki pa ga ne moremo uporabiti, saj se v primeru gostih mrez pojavi zelo
velika matrika integralov, kajti velikost matrike integralov raste s kvadratom Stevila vseh
vozlis¢. Zaradi navedene omejitve se tlak v obmocju izra¢unava implicitno tako kot v
primeru izra¢una kinematike toka za obmocje z uporabo metode podobmocij.

4.2 Diskretizacija integralskih enac¢b toka mikropolarnih
tekocCin

Analiti¢no resevanje prej podanih integralskih enaCb za izracun hitrosti, vrtin¢nosti,
mikrorotacije, temperature in tlaka je zelo omejeno. Za uspesno reSevanje problemov
se uporabi pri reSevanju teh enacb razlitne aproksimacijske metode. Potreba nume-
ricnega reSevanja oziroma dolocanja funkcij tokovnega polja je diskretizacija obmocja
na C' notranjih celic z E robnimi elementi in zapis integralskih enacb v diskretizirani
obliki. Pri diskretizaciji zapiSemo robne in obmoc¢ne integrale kot vsoto integralov po F
robnih elementih in C' notranjih celicah (slika 4.1). Z diskretizacijo obmodja je potrebno
aproksimirati vrednosti vseh funkcij tokovnega polja na vsak robni element in notranjo
celico z uporabo interpolacijskih polinomov {®} in {¢} (dodatek A4) glede na prostor
in ¢asovnim interpolacijskim polinomom {¢}. V izpeljavah diskretnih oblik bo oznaka n
predstavljala Stevilo vozlis¢ v vsakem od robnih elementov oziroma notranjih celic. Za
¢asovni interpolacijski polinom se uporabi predpostavka ¢ = 1, kar pomeni da je interpo-
lacijska porazdelitev znotraj ¢asovnega koraka funkcij tokovnega polja konstantna.

4.2.1 Diskretna oblika ena¢be kinematike toka

V integralski ena¢bi kinematike toka (4.15) nastopajo robni kot tudi obmoéni integrali. 1z
tega razloga je potrebno diskretizirati tako rob obmocja kot tudi obmoc¢je samo na robne
elemente in notranje celice. Rob I' razdelimo na E robnih elementov I'., obmocje {2 pa
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Enoobmocéna MRE Podobmoc¢na MRE

B - > Podobmogije

r Q .......... ,

Tro
— —
notranja robin
celica element
Slika 4.1: Diskretizacija racunskega obmocja
razdelimo na C' notranjih celic €2, in tako zapiSemo enacbo (4.15) kot:
: 2 0r =, / ar - 4.37
v +Z/v %Z v %J (437)

Funkcije tokovnega polja so definirane znotraj vsakega robnega elementa oziroma notranje
celice v vozliscih, tako da je potrebno za porazdelitev funkcij tokovnega polja po robnem
elementu oziroma notranji celici uporabiti aproksimacijo teh funkcij z uporabo robnih in
obmoc¢nih interpolacijskih polinomov:

v; = {®} {v}", (4.38)
w = {o} {w}",

za ravninski tok je ¢ = 1,2 in eksponent T predstavlja transponiranost. Z upostevanjem
enacbe (4.38) lahko zapisemo enacbo (4.37) kot:

(O (e + é?(/){@}Ta”k ) twy (130
e;j Z < / {o}" o~ o dF> {v;}" — ey Z < / {o}" o o

V enacbi (4.41) je v vseh integralih integrand odvod osnovne resitve pomnozen z interpo-

ﬁm

lacijsko funkcijo in enotsko normalo. Vrednosti integralov so odvisne le od geometrije in
izbranih interpolacijskih funkcij:

ou*
hr = " dl’ 4.40
¢ Te on ( )
ou*
hn — @TL
et 0nt
- , ou*
dcj =
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in jih lahko izracunamo pred zacetkom iterativnega postopka, s katerim reSujemo neline-
aren sistem enacb. S podanimi ozna¢bami integralov (en.(4.40)) diskretno obliko enacbe
(4.41) prepiSemo v:

) + Z {h} {Uz = €45 Z {ht {UJ — €45 Z {d } {w} (4.41)

Enacba predstavlja diskretizirano obliko robno obmoc¢ne integralske enacbe kinematike
ravninskega toka tekocine. Enac¢bo najprej uporabimo na robu za izra¢un robnih vrtin-
¢nosti. Zaradi obravnave hitrosti na robu je smiselno vpeljati normalno in tangentno
hitrost:

Up = NypUy + Ny, (4.42)

Uy = NgUy — NyUs. (4.43)

Ko v enacbi (4.41) izracunamo vektorske produkte, zapiSemo enac¢bo tudi v matri¢no
vektorski obliki:

(e () {v: (&)} + [H] {vi} = ey [H] {v;} — ey [D)] {w}, (4.44)

kjer je [c(£)] diagonalna matrika geometrijskih koeficientov odvisnih od polozaja izvorne
tocke. Ko izvorno tocko & postavimo v vsa robna vozlis¢a, dobimo E - n, hitrosti na robu
in C' - n. vrtinénosti na robu in v obmo¢ju. Diagonalna matrika [c ()] se doda matriki
[H ] tako da je h;; = hza +¢;0,5, in se kon¢na matri¢no vektorska oblika enacbe kinematike
ravninskega toka mikropolarne tekocine zapise kot:

[H]{vi} = eij [Hi] {vj} — ey [Dj] {w}, (4.45)

oziroma v razsirjeni obliki za z in y komponento v kartezijevem koordinatnem sistemu:

[H]{va} = [Hi]{vy} = [Dy]{w}, (4.46)
[H] {vy} — [Hi] {va} + [Do] {w} - (4.47)

4.2.2 Diskretna oblika prenosne enacbe vrtin¢nosti

Enako kot smo naredili pri izpeljavi diskretne oblike za kinematiko toka v prej$njem
poglavju, bomo tudi tukaj diskretizirali rob obmocja kot tudi obmocje samo in tako
zapisali integralsko obliko enac¢be kinetike vrtin¢nosti (en.(4.28)):
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’U+kv L au*
c(w(é) + <’u , )Z Fwandr (4.48)
e=1 €
R AT PR e e
= < p >ezl/eanudf ;/FewvonUdF—i-;/ﬂcwvja%dQ
ky\ & ON ko\ & out ON
<p>ez::1/5u and +<p>;453x38x3d

E ¢ *

. ou

+ ey Z/ n:g;0r (T —T,) u*dl’ — ey Z/ 9ifr (T = To) 5—dd
e=1 e c=1 Qc ax

1 C
+ A—tZ/ wp_u*dS).,

J
c=1 Qe

Funkcije tokovnega polja, ki nastopajo znotraj vsakega robnega elementa oziroma notranje
celice v vozliscih, opiSemo s pomocjo aproksimacijskih funkcij, podanih z uporabo robnih
in obmoc¢nih interpolacijskih polinomov:

w = {@}T{w}",n (4.49)
> - w3
WUy, = {@}T{wvon}",
wi; = {o} {wi}",
o= @ {5

on
ON o [ON"

nig;Br (T —T,) = {®} {nig;br (T —T,)}",
9;8r (T —T,) = {6} {g;8r (T —T,)}",
wror = {} {wr}".

S pomocjo zgornjih enacb lahko enac¢bo kinetike vrtinénosti (en.(4.48)) zapisemo v nasled-
nji obliki:
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(O + (“”““’)eil(/ (@) 2 ar) oy (4.50)

_ m:%) (/ (o7 *dF) {gw}

S ( 5 (07 u*dF) {WUpn}" + Z ( o ) {wijt"

D% (L era) {5+ ()2 (L5 o
[ 4@y wrdr) {nig,Br (T = 1,))"

T au*

< | &

o)

X
— ey ([, 0 Geae) fosr - Ty
+ 175%1 </ {gb}Tu*dQ) {wrp_1}".

V enachi (4.50) lahko zdruzimo ¢lene, katerih integrand je enak in dobimo:

c©wie + (PR3 ([ oy Glar) (4.51)

_ i(/ ()7 w) {uv+k 0 o ’L(LNH,” ;80 (T — T)}n

e=1 IO 8” p a
¢ 8u k ON "
T -
+ ;( >{wvj P 8% — €901 (T — T)}

* E =1 <Ac {¢}T u*dQ> twr-a}”

Integrale v zgornji enacbi (en.(4.51)), zapiSemo v krajsi obliki kot:

ou*
on

@ = / o,
Te

ou*
m nZ 40
o= )
= / ¢ Q.
Qe

Zgoraj podane integrale hy, g7, d; in b" izrac¢unavamo pred zaCetkom vsake iteracije, kajti

he o= [ et (4.52)

v osnovni resitvi imamo tudi hitrost, ki pa ni konstantna in se tekom iterativnega postopka
spreminja. Tako lahko sedaj zapisemo diskretno obliko enac¢be kinetike vrtinénosti:
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EE) S )T (e (4.53)
P
e=1
Ity + Ky Ow k, ON
—WUon — — 7
p On

c@uie + (-
==§¥QT{ th o
k, ON

C n
+ Z{d} {m}'j o — €ijg;Br (T — T)}

+ eijnig;Br (T — To)}

+ Kt ; {0} {wp_1}"

Enacbo (4.53) zapiSemo za vsa robna in notranja vozlis¢a rac¢unskega obmocdja:

1w ©) + (B [y (454)

vt ko Ow ky ON n
. k,ON n .
+ [DJ} {wvj + ?al’ e’ng]/BT (T T )} + E [B] {WFfl} .
J

Diagonalna matrika [c (£)] se doda matriki [ﬁ |, tako, da je hy; = hi; + ¢i0;5, in se konéna
matricno vektorska oblika enacbe vrtin¢nosti ravninskega toka mikropolarne tekocine za-
pise kot:

<uv + k:) (H] {w}" = [ {Ma‘” gy — KON g B (T — T )}n (4.55)

p p On p on
5 k, ON "
+wﬂ%w+—amﬁﬂT—nﬁ-+[]wFﬁ
p Ox;

S pomocjo pravkar izpeljane diskretne enacbe kinetike vrtin¢nosti (en.(4.55)) se izrac¢unajo
odvodi vrtincnosti po robu in notranje obmocne vrednosti vrtin¢nosti. Kot robni pogoj
se v tej enachi uporabijo robne vrednosti vrtin¢nosti in vrednosti hitrosti, ki smo jih
izracunali v kinemati¢nem delu izrac¢una.

4.2.3 Diskretna oblika prenosne enacbe mikrorortacije

Transportna enac¢ba mikrorotacije, podana v integralskem zapisu kot enacba kinetike
mikrorotacije (en.(4.28)), se prav tako kot enac¢ba kinetike vrtin¢nosti zapise v diskretizirani
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obliki, pri ¢emer se po diskretizaciji roba in obmocja enac¢ba (4.28) zapise kot:

E k
v 0
CEONE + <ZJ>Z V2 -
e=1 e
E E . )
= (5 - : ; o
B <P]>;1/ 8nudr Z/ NUOTL“dF+ZAcNU]a$de
ko \ & )
i <m>§kcwudﬂ+z/ Np_1u™dQ.,

Enacbo (4.56) pretvorimo s pomoéjo robnih in obmo¢nih interpolacijskih polinomov:

N = {®}7{N}", (4.57)
ON 7 (ON "
o = @ {5}

Nvgn = {0} {Nuvon}",
No; = {¢} {Nug;}",
w = {o} {w}",
Npoyw = {o} {Np_1}",

v sledeco obliko:

cON () + (2] 3 ([ o) G ) vy (1.58)
_ <m>§< (V7 *dF){ } 3 </FC{CI>}Tu*dF> (Nug, "

+ zcj </ (6} TaudQ) (NG} + <];j; fj( {¢}Tu*d§z> {w)"

=1 c=

b3 ([, o wan) (e

(o)

ki jo poenostavimo z zdruzevanjem ¢lenov z enakimi integrandi:

N+ (Z?)é( {(I)Tau >{N} (4.59)
= 3 (o) (- veu 4 S ([ w0 Gan) vy
+ 22(/ {¢}Tu*d9>{<kj> +A1tNF 1}n.
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Z vpeljavo integralov:

ou*
h o = Q" ——dI’ 4.60
e Fe an Y ( )
g. = / ¢"u*dl,
e
a *
a = [ ¢rSlde,
Qe $j

by = [ ¢mwrde
p o= [ e

zapiSemo diskretno obliko enacbe kinetike mikrorotacije:
Yo 2 T n
cCONE) + (- Z{h} {N} (4.61)
Yo ON "E n
= Z{} { Nvon} +3 {d;} {Nv;}
pj on =
T v 1 "
— —Np_1p .
v g {() o 5]

Enacbo (4.61) sedaj zapiSemo za vsa robna in notanja vozlis¢a sistema ter tako kot v
primeru izpeljave diskretne enacbe kinetike vrtin¢nosti upoStevamo, da se diagonalna
matrika [c(§)] doda matriki [f[], tako da je hy; = hi; + ¢;0;, in se kontna matriéno
vektorska oblika enac¢be kinematike mikrorotacije ravninskega toka mikropolarne tekocine
zapise kot:

(Z) vy = 16250 - Nuw) + D} {NG)" (4.62)

pjkan h )
or{(5)o e

4.2.4 Diskretna oblika prenosne enacbe energije

Prenosno enacbo ohranitve energije, zapisano v integralski obliki (en.(4.29)), za spre-
menljivko temperaturo, diskretiziramo podobno kot smo to naredili v primeru diskretizacije
za enacbe kinetike vrtin¢nosti in kinetike mikrorotacije:

o1 + (L)x [ 15 (1.63)

B <cpp>2/e on T Z/ T”(’"“*duz/ ijé’

T *dS).
+ Atcl/ F-1U
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S pomocjo robnih in obmoc¢nih interpolacijskih polinomov:
T = {®} {1}, (4.64)
orT or\"
5 = @)
Tvoy = {B} {Tvpn}",
To; = {6} {T0}",
Teow = {6} {Tr}",

zapiSemo enacbo (4.63) v sledeci obliki:

(O + (L) ([ @ Gra)ay (1.65)

E

- (cfp) EE: </r ey *dr> {gf;} _521 (/ {<1>}Tu*dr> {Tvn}"
+ 2 1</ {¢}T‘9“d9> (T} + (/ {¢}Tu*d9> Ty

Enacbo (4.65) sedaj preoblikujemo tako, da zdruzimo clene z enakimi integrandi in dobimo

(cpp> (/ @ >{T} (4.66)
= ( [y war) {(’fp) o T}
+ 2 1</ {qb}TalLdQ) {T5,}" +Atc 1(/ {¢}TU*dQ> (T )"
Integrale v enachi (4.66) zapiSemo v slededi obliki:

ou*
= "
¢ Te on

@ = / o,
Te

" , ou”

an = A R

= / ¢ dQ.
Qe

Zapisane integrale h7, g, d; in b" uporabimo v enacbi (4.66) in zapiSemo diskretno

slede¢ zapis:

T@u

c(§)T (&)

_|_

(4.67)

obliko enacbe kinetike temperature:

T + (Cpp)z{h} =y 0 (L) -t ey

+ Z:l {dj}T {T@}n + Kt ; {b}T {TF—I}n .
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Enako kot v prejsnjih primerih izpeljave za kinetiko vrtin¢nosti in mikrorotacije sedaj
enacbo (4.69) zapiSemo za robna in notranja vozlis¢a rac¢unskega obmodéja z zdruzitvijo
¢lenov na levi strani enacbe:

() =@ () Gr ~ Tom) + DTG + 5 (BT} (169

Cpp Cpp

4.2.5 Diskretna oblika enac¢be tlaka

V tla¢ni enacbi (4.36) integralske oblike nastopajo robni in tudi obmoéni integrali. Da za-
pisemo dikretizirano obliko te ena¢be, moramo tudi tukaj diskretizirati obmocje resevanja
na robne elemente in notranje celice na enak nacin, kot smo to naredili pri kinematiki in
kinetiki toka. Diskretizirana oblika enac¢be (4.36) je torej:

C 8U*
—~ ; A fpmia—%dfz. (4.70)

Znotraj vsakega robnega elementa in notranje celice aproksimiramo funkcije polja z rob-

nimi in obmo¢nimi interpolacijskimi polinomi:

p = {®}" {p}", (4.71)
fpmi = {¢}T{fpmz}n

Z nastavkom (en.(4.71)) zapiSemo enacbo (4.70) v sledeci obliki:

+Z ( [ A2y audp> < [ 0ud9> Ud . (472)

Integrala v zgornji enacbi sta odvisna le od geometrije, ter ju poimenujemo kot:

ou
W= / o2 g
¢ . on

- , ou’
& = Afp T

(4.73)

(4.74)

ter s pomocjo teh oznacb za integrale zapiSemo konc¢no diskretizirano obliko enacbe za
izracun tlaka:

§) + Z:l " )" = ; {d}" {fomi}" (4.75)

Sedaj zapisemo kot pri vseh ostalih diskretiziranih oblikah prenosnih enacb Se enacbo za
robna in notranja vozlis¢a racunskega obmocja z zdruzitvijo ¢lenov leve strani enacbe:

[H] {p}" = [Dil{ fpmi}" (4.76)
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4.3 Algoritem reSevanja

Izpeljane integralske enac¢be vkljucujejo v primerjavi s klasi¢nimi Navier-Stokesovimi enac-
bami toka viskozne tekocine, zapisanimi v hitrostno-vrtinéni formulaciji (gkerget [44],
Hribersek [24]), nove ¢lene, ki jih je mozno vkljuéiti v Ze obstoje¢o numeri¢no shemo
programskega paketa BEMFLOW. V tem numeri¢nem algoritmu resujemo v ra¢unskem
obmocju €2, ki je omejeno z robom I sistem enach, s pomocjo katerega doloc¢imo funkcije
tokovnega polja, kot so hitrost o, vrtin¢nost &, temperatura 7', mikrorotacija N in tlak
p. Robni pogoji so lahko podani kot robni pogoji Dirichlet-ovega ali Neumann-ovega tipa
za hitrost, temperaturo in mikrorortacijo, pri ¢emer je vrtinénost na robovih neznana
vrednost.

Sistem izpeljanih diskretiziranih prenosnih enacb kinematike (4.45), kinetike vrtin-
¢nosti (4.55), kinetike mikrorotacije (4.62), kinetike temperature (4.69) in tlaka (4.76) se
resi kot vezan sistem kinematike in kinetike z upostevanjem ustreznih zacetnih in robnih
pogojev. Dobljen implicitni sistem enacb je hkrati zapisan za vsa robna in obmoc¢na vo-
zlis¢a, kar rezultira v zelo polni in nesimetri¢ni sistemski matriki, ki vsebuje tako vplive
difuzije kot konvekcije. Numeri¢na shema je stabilna in natanc¢na, vendar za reSevanje
potrebuje veliko rac¢unalniskega spomina in ¢asa. Za izboljSsanje ekonomicnosti in uporab-
nosti numeri¢nega algoritma se uporabi tehnika podobmo¢ij [23|, pri ¢emer se celotno
obmocdje izracuna razdeli na podobmocja, kar je prikazano na sliki 4.1, na katerih se
uporabi izpeljan numeri¢ni postopek kot za celotno obmocje, kar bistveno skrajsa racun-
ski ¢as. Konc¢ni sistem enacbh se dobi z zdruzevanjem sistemov za posamezno podobmocje
ob upostevanju ustreznih kompatibilitetnih in ravnoteznih pogojev na vmesnih robovih.
Vpeljava podobmocij rezultira v manj polni sistemski matriki, ki je primernejsa za ite-
rativni postopek izracuna. V primerih, izvrednotenih v tem delu, je vsako podobmocje
sestavljeno iz stirih nezveznih tro-tockovnih kvadratnih robnih elementov in ene zvezne
devet-tockovne kvadratne obmoéne celice |23], kot je to prikazano na sliki 4.2. Tehniko
podobmocij je z numeri¢nega staliS¢aje mozno uporabiti za katerokoli obliko integralskih
enac¢b. Dokazano je bilo [22], da tehnika podobmo¢ij bistveno vpliva na konvergenco pri
reSevanju enacbe kinematika toka v primeru uporabe hitrostno vrtin¢éne formulacije. Ta
vpliv na poslabsanje konvergence iterativnega izracunavanja sistema enacb je posledica
omejitve vpliva osnovne resitve, ki je v primeru uporabe tehnike podobmocij omejeno le
na obravnavano podobmocje. Zaradi teh ugotovitev se bo za ra¢unanje robnih vrednosti
vrtin¢nosti uporabila enoobmo¢na metoda.

Numeri¢ni algoritem resevanja sistema diskretnih prenosnih enacb toka bo vkljuce-
val reSevanje toka po celotnem obmodju s pomocjo enoobmoc¢ne metode, ter v dolo¢enih
delih algoritma tudi s pomocjo metode podobmocij. S pomocjo enoobmoé¢ne metode rob-
nih elementov (slika 4.1) najprej v vsaki iteracije nelinearne zanke izra¢unamo vrednosti
vrtin¢nosti na robu obmodja z reSevanjem enacbe kinematike toka (4.15). Ponovni izra¢un
kinematike toka s tehniko podobmo¢ij (slika 4.1) z upoStevanjem prej izra¢unanih robnih
vrtin¢nosti nam da kot rezultat obmoc¢ne vrednosti hitrosti. Rezultat resevanja enacbe za
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Slika 4.2: Skica podobmo¢ja (Stirje nezvezni tro-tockovni kvadratni robni elementi in ena
zvezna devet-tockovna kvadratna obmoc¢na celica.

prenos vrtinénosti (4.27) z uporabo tehnike podobmo¢ij so obmoé¢ne vrednosti vrtinénosti.
Prej izracunano hitrostno polje nam v nadaljnje sluzi za izracun novih vrednosti mikro-
rotacije na robu obmocja. Obmoc¢ne vrednosti mikrorotacije dobimo z izracunom enacbe
prenosa mikrorotacije (4.28) in uporabo tehnike podobmo¢ij. Z uporabo tehnike podob-
mocij in enacbe za prenos energije (4.29) izra¢unamo temperaturno polje. Po konc¢anih
izracunih za hitrost, vrtin¢nost, mikrorotacijo in temperaturo izracunamo Se tlak. Algo-
ritem reSevanja je predstavljen v obliki organigrama na sliki 4.3. Znotraj celotnega nume-
ricnega algoritma preverjamo natancnost izracunanih vrednosti v obliki konvergenc¢nega
kriterija, ki je podan z dologeno napako iterativnega izracuna (v vecini primerov C' = 1075.
[zrac¢un oziroma iteriranje notranje zanke se zakljuci, ko je napaka resitve iterativne zanke
manjsa od predpisane vrednosti, ki se izracuna po enacbi:
23 (! —wi)’

IR (W;+1)2 |

(4.77)

error =

kjer predstavlja error napako, N, Stevilo racunskih tock, indeks ¢ in i+ 1 pa predstavljata
vrednost spremenljivke v prejsnji in trenutni iteraciciji izrac¢una.
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Slika 4.3: Numeri¢ni algoritem reSevanja.
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Poglavje 5

Rezultati znacilnih simulacij

5.1 Naravna konvekcija v kotanji

Naravna konvekcija v pravokotni kotanji je testni primer v ra¢unalniski dinamiki tekocin.
V mnogih aplikacijah in v naravi je vedno prisoten tudi prenos toplote. V tem primeru se
bomo osredotocili na obravnavo numeri¢nega modeliranja prenosa toplote v mikropolarnih
tekoc¢inah. Primer prenosa toplote bo obravnavan na primeru naravne konvekcije, ki je
fizikalni fenomen, kjer se zaradi nastopa temperaturnih razlik med dvema ploskvama
pojavi vzgon. Vecini tekocin se ob vertikalni greti steni zmanjSa gostota in s tem se zacne
tekoc¢ina gibati navzgor, kar povzroci gibanje okoliske hladnejse tekocine z vecjo gostoto,
ki pritece na izpraznjeni prostor. Tam se hladnejSa tekocina ogreje in proces se ponavlja.
Izmenjavi tekocine re¢emo konvekcijski tok. Glavna dejavnika, ki vplivata na naravno
konvekcijo, sta vzgon in teznost, na katera imajo velik vpliv snovske lastnosti tekocine.
Primer prenosa toplote pri naravni konvekciji v mikropolarni tekocini bo obravnavan na
primeru pravokotne kotanje. Ta primer je bil izbran zaradi dostopnosti rezultatov za
newtonsko tekocino in rezultatov za mikropolarno tekocino avtorjev, ki so omenjeni v
poglavju pregleda literature.

5.1.1 Robni pogoji

Za dolocitev primerne racunske mreze so bili izvedeni izra¢uni z mrezami 10 x 10, 20 x 20,
40 x 40 in 60 x 60 podobmo¢ij. Mreza velikosti 10 x 10 podobmo¢ij ni bila primerna saj
ni zagotavljala konvergence izracuna pri visjih vrednostih Rayleighovih Stevil. Za opis
tanjSanja mejne plasti, ki se tvori na trdnih stenah zaradi temperaturnih razlik v kotanji,
so bile mreze ob stenah zgoScene s faktorjem zgostitve 8. Na podlagi rezultatov izra¢unov
vrednosti za povprec¢no Nusseltovo Stevilo Nug,. za razli¢ne gostote mrez (tabela 5.1) smo
se odlo¢ili za nadaljnje izra¢une uporabljati ra¢unsko mrezo s 40 x 40 elementi (slika 5.1),
ki zagotavlja dovolj natanc¢ne rezultate in so racunski ¢asi manjsi kot pri gostejsi mrezi s
60 x 60 elementi.

Racunali smo ravninski primer naravne konvekcije v 2D kotanji. Na trdnih stenah je

23
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Slika 5.1: Geometrija in robni pogoji primera naravne konvekcije v kotanji.

bil predpisan brez zdrsni robni pogoj. Leva stran kotanje je greta s temperaturo Ty in
desna stran ima nizjo temperaturo 7. Splosni robni pogoj za mikrorotacijo na stenah je
podan z enacbo, ki sta jo podala Rees in Bassom [39]:

8'1)t
Nwall = nwall% 0 S Nwall S 1a (51)
kjer se parameter n,.; = 1/2 uporablja za redko suspenzijo, n,.; = 1 za turbulentne
tokove in n,q; = 0 za gosto suspenzijo. V tem izracunu je bil izbran parameter n,q,; =

1/2, s ¢imer je bila mikrorotacija na steni enaka vrtilni hitrosti. V simulaciji so zaetne

Tabela 5.1: Primerjava vrednosti povprecnega Nusseltovega Stevila Nug,. v odvisnosti od
gostote racunske mreZe za Rayleighovo §tevilo Ra = 10°.

Ra 20x20 40x40 60x60 Davies [13]
109 9,221 8,742 8,737 8,8
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vrednosti (¢ = 0) za hitrostno, temperaturno in polje mikrorotacije v obmodju izbrane z
vrednostjo enako ni¢. Mikro vztrajnost je definirana kot kvadrat karakteristi¢ne dolzine
j = L2, kar sta v svojem delu predlagala Rees in Bassom [39]. Koeficient gradienta
viskoznosti 7, je podan za primere naravne konvekcije z enacbo, ki jo je podal Ahmadi

[1]:

= ()i (52

Prenos toplote znotraj mikropolarne tekocine je mozno opisati s pomocjo Rayleighovega
Stevila. Pri nizjih vrednostih Rayleighovega Stevila prevladuje kot mehanizem prenosa
toplote prevod toplote, medtem ko pri visjih vrednostih Rayleighovega Stevila za prenos
toplote prevladuje mehanizem konvektivnega prenosa toplote. Rayleighovo sStevilo je
definirano kot produkt Grashofovega Stevila (razmerje med vzgonskimi in viskoznimi sil-
ami) in Prandtlovega stevila (razmerje med hidravli¢no in termi¢no mejno plastjo oziroma
povezava hitrostnega in temparaturnega polja):

Ra = Gr- Pr, (5.3)
. . . 3

Gr = 901 VfT L (5.4)

pro= Lol (5.5)

Izracuni so izvedeni za razli¢ne vrednosti Rayleighovega &tevila Ra = 10%;10%; 10%; 10° in
107. Izrac¢uni za vsako od vrednosti Rayleighovega Stevila so bili prav tako izvedeni za
razli¢ne vrednosti parametra mikropolarnih teko¢in K = k,/u, = 0;0,5 in 2, ki podaja
razmerje med vrtincno in dinami¢no viskoznostjo (enacba (3.58)). Vrednost Prandtlovega
Stevila je bila v vseh izracunih enaka, in sicer Pr = 0, 71.

Pri konvektivnem prestopu toplote s trdne stene na tekoc¢ino in nasprotno se uporablja
kriterij termi¢ne podobnosti v obliki Nusseltovega Stevila, ki podaja razmerje med kon-
vektivnim prestopom in prevodom toplote:

a- L
ko

Kot rezultat bodo prikazane vrednosti za lokalno in povprec¢no Nusseltovo stevilo posebej,

Nu = (5.6)

ki ju racunamo, kot je to podano s spodnjima ena¢bama za lokalno in nato $e za povprecno
vrednost Nusseltovega Stevila:

oT
Nu;, = <> , 5.7
: Ox 2=0,1] 5.7)

L/oT
N = — . .
Have %) < ox > 2=[0,1] dy (58)

V primeru, ko je parameter mikropolarnih tekoc¢in K = 0, se izracun izvede kot s kla-
sicnimi Navier-Stokesovimi enac¢bami, pri ¢emer sta v tem primeru hitrostno polje in
polje mikrorotacije nepovezani. V vseh primerih je bil nastavljen in dosezen konvergencni
kriterij za vrtinénost z napako iterativnega postopka manjso od 107°.
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Tabela 5.2: Primerjava vrednosti povprecnega Nusseltovega Stevila Ny, v odvisnosti
od Ra stevila z drugimi avtorji (Davies [13] - newtonska teko¢ina, Aydin in Pop [5] -
mikropolarna tekocina (K = 0)).

Ra Numeric¢ni izratun Davies [13] Aydin in Pop [5]

103 1,118 1,118 1,118
10% 2,263 2,243 2,234
10° 4,540 4,519 4,486
106 8,742 8,800 8,945
107 17,323 — —

5.1.2 Rezultati simulacije

V tabeli 5.2 so podani rezultati za povprecne vrednosti Nusseltovega Stevila, izracu-
nani z novo razvitim numeri¢nim algoritmom reSevanja mikropolarnih tekoc¢in na os-
novi hitrostno vrtin¢ne formulacije za primer vrednosti parametra mikropolarnih tekoc¢in
K = 0. Rezultati, podani v tabeli 5.2, so primerjani z rezultati Davisa [13] za primer
naravne konvekcije newtonske tekoc¢ine in rezultati, ki sta jih podala Aydin in Pop [5].
Primerjava izra¢unanih rezultatov (tabela 5.2) s pomoé¢jo modela mikropolarnih tekoc¢in
kaze na zelo dobro ujemanje z rezultati Daviesa [13], podanih za newtonsko teko¢ino,
in prav tako z rezultati Aydina in Popa [5], ki sta v svojih izra¢unih uporabila model
mikropolarnih teko¢in. Odstopanja v primeru nizkih vrednosti Rayleighovega Stevila ni
mogoce zaznati, pri Cemer pa se odstopanje s povecevanjem le tega povecuje in je najvisja
vrednost odstopanja dobljenih rezultatov z rezultati Daviesa [13] manj kot 0,5% , medtem
mikropolarno tekoc¢ino [5] 2%. Splo$no je znano, da se s povecevanjem Rayleighovega
Stevila povecuje tudi kompleksnost tokovnega polja, kar nam pomaga razumeti in sprejeti
doloc¢ena odstopanja pri visjih vrednostih Rayleighovega stevila za rezultate podane v
obliki integralskih veli¢in, kot je to vrednost povpre¢nega Nusseltovega Stevila.

Tabela 5.3 nam podaja, poleg Ze prej podanih Stevilénih vrednosti za povprecno
Nusseltovo stevilo pri K = 0, Se vrednosti pri razli¢nih vrednostih parametra mikropo-
larnih tekocin (K'). Izris teh vrednosti je podan na sliki 5.2, kjer so zraven izra¢unanih
vrednosti povpreénega Nusseltovega Stevila Ny, (tabela 5.3) za razliéne snovske last-
nosti mikropolarne tekoc¢ine podane Se vrednosti izracuna, ki sta jih v svojem prispevku
graficno v obliki diagrama podala Aydin in Pop [5]. Odstopanje med rezultati se pojavi
zaradi uporabe razli¢nih robnih pogojev za mikrorotacijo, kjer sta Aydin in Pop [5] pred-
postavila gosto suspenzijo (n = 0). Iz diagrama na sliki 5.2 je razvidno, da se razlika
med izra¢uni povecuje s poveCevanjem vrednosti Rayleighovega Stevila, kajti v primeru
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Tabela 5.3: Vrednosti povprecnega Nusseltovega Stevila Nug,,. v odvisnosti od Ra stevila
za raglicne vrednosti parametra mikropolarne tekocine K.

Ra K=0,0 K=0,5 K=2,0
103 1,118 1,059 1,017
10* 2,263 1,986 1,578
10° 4,450 4,067 3,377
106 8,742 8,229 6,714
107 17,323 15,539 12,907

18 T T T T T 1

K=0 —+—

16 | K=0,5 ----%---
K=0,5 (Aydin) g
14
12

10

Nug,e

10° 10* 10° 10° 10

Slika 5.2: Primerjava povprecnih vrednosti Nusseltovega Stevila za razli¢ne vrednosti
parametra mikropolarne teko¢ine K in razlicnih vrednosti Rayleighovega Stevila.

gostih suspenzij se delci v blizini stene ne morejo prosto vrteti, medtem ko se v redkih
suspenzijah ob stenah delci, s podanim robnim pogojem za mikrorotacijo (n = 1/2), lahko
vrtijo. Enake ugotovitve je mogoce zaslediti v delu avtorja Hsu [26], s ¢imer se kvalita-
tivno ujemajo tudi rezultati nasih simulacij.
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5 Rezultati znacilnih simulaciy

Slika 5.3 prikazuje vrednosti lokalnega Nusseltovega Stevila na vroci steni kotanje za ra-
zlicne parametre mikropolarne tekoc¢ine K pri razli¢nih vrednostih Rayleighovega Stevila.
Iz teh rezultatov je mogoce zakljuciti, da se vrednost lokalnega Nusseltovega Stevila zmanj-
Suje s povecevanjem parametra mikropolarne tekoc¢ine K, pri Cemer pa se s povecevanjem
vrednosti Rayleighovega stevila lokalno Nusseltovo stevilo povecuje za vse primere vred-
nosti koeficienta mikropolarne tekoc¢ine K. Enako obnasanje mikropolarnih tekoc¢in kot
je prikazano na sliki 5.3 za lokalno Nusseltovo Stevilo, je bilo prikazano Ze na sliki 5.2
za povprecne vrednosti Nusseltovega Stevila. V primeru nizjih vrednosti Rayleighovega
Stevila (Ra = 10?) se pojavi odstopanje poteka lokalnega Nusseltovega Stevila. Taksno
odstopanje poteka lokalnega Nusseltovega Stevila pri nizjih vrednosti Rayleighovega se
pojavi zaradi prevladujocega mehanizma prevoda toplote za prenos toplote.

06 -

02

1 10 100

Slika 5.3: Primerjava lokalnih vrednosti Nusseltovega Stevila za razli¢ne vrednosti parame-
tra mikropolarne tekocine K in razlicnih vrednosti Rayleighovega stevila.

Rezultati spremenljivk tokovnega polja izracunov, katerih vrednosti lokalnega in pov-
precnega Nusseltovega Stevila so predstavljeni v tabeli 5.3 in na slikah 5.2, so podani
v obliki tokovnic na sliki 5.4, za konture vrtin¢nosti na sliki 5.5 in konture konstant-
nih temperatur (izotermne linije) na sliki 5.6. Iz slike 5.4, kjer so prikazane tokovnice v
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kotanji za razli¢ne primere parametra mikropolarnih teko¢in K, vidimo, da se z viSanjem
Rayleighovega stevila intenzivira gibanje tekoc¢ine znotraj kotanje, kar privede od zacet-
nega enega vrtinca v kotanji do nastanka dveh vrtincev pri vi§ji Rayleighovih stevilih
(Ra = 10°). Z povecevanjem le tega se ta dva novo nastala vrtinca odmikata od sredisca
kotanje proti stenam obmoc¢ja (Ra = 107). Rezultati povecevanja vrednosti parame-
tra mikropolarnih tekocin (K) nam na sliki 5.4 kaZejo, da se tok, pri konstantni vred-
nosti Rayleighovega Stevila, v kotanji upocasnjuje. Do nastanka dveh vrtincev pride pri
povecanih vrednostih parametra mikropolarnih teko¢in (K = 2) 8ele pri vigjih vrednos-
tih Rayleighovega $tevila (Ra = 10°), kot je bil ta pojav zabeleZen za primer vrednosti
parametra mikropolarnih tekocin enakega ni¢ (K = 0). Iz podanih rezultatov je mozno
zakljuciti, da povecevanje parametra mikropolarnih teko¢in K (razmerje med vrednostjo
koeficienta viskoznosti mikrorotacije in dinamicne viskoznosti K = ;%) oziroma povece-
vanje vrednosti koeficienta viskoznosti mikrorotacije k,, deluje zaviralno na tok suspenzije.

Podobne rezultate, kot smo jih zabelezili za rezultate tokovnic lahko razberemo tudi
iz slike 5.5, kjer so predstavljene konture vrtin¢nosti. Iz podanih rezultatov za konture
temperature (slika 5.6) se prav tako vidi vpliv povecevanja parametra mikropolarnih te-
koc¢in (K), v smislu upocasnjevanja prenosa toplote, saj prihaja pri konstantni vrednosti
Rayleighovega stevila do povecevanja debeline toplotne mejne plasti ob stenah ra¢unskega
obmodja. Poteki konvergence v izrac¢unih za razli¢nih vrednosti parametra mikropolarne
teko¢ine K in razlicne vrednoti Rayleighovega Stevila so podani na sliki 5.7. Prikazani
profili konverence kazejo na skoraj nepomembna odstopanja konvergence za razli¢ne vred-
nosti parametra mikropolarne teko¢ine K, razen v primeru, ko je Rayleighovo $tevilo zelo
veliko (Ra = 107), kje pride do vecjih nihanj samega poteka konvergence, prav tako pa
pride do vecjih odstopanj med primeri za razlicne vrednosti parametra mikropolarne te-
koc¢ine K. Pomembno je poudariti, da se v primeru najvisje vrednsoti Rayleighovega
Stevila ze pojavlja vprasSanje stacionarnosti resitve, pri ¢emer pa je bil v primeru, ko je
parameter mikropolarne tekoc¢ine K = 2, uporabljen ostrejsi kriterij podrelaksacije zaradi
same kompleksnosti izracuna, kar privede do bistveno visjega Stevila iteracij.

Matej Zadravec - doktorska disertacija



60 5 Rezultati znacilnih simulaciy

Slika 5.4: Tokovnice pri naravni konvekciji v kotanji za razlicne vrednosti parametra
mikropolarne tekoc¢ine K in Rayleighovega Stevila Ra.
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K=0,5 K =2

Ra = 10*

- -
Ra = 10°

-
Ra = 10°

. .
Ra = 107

Slika 5.5: Konture vrtincnosti pri naravni konvekciji v kotanji za razlicne vrednosti
parametra mikropolarne tekoc¢ine K in Rayleighovega Stevila Ra.
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K=2

Ra = 107

Slika 5.6: Konture temperature pri naravni konvekciji v kotanji za razli¢ne vrednosti
parametra mikropolarne tekoc¢ine K in Rayleighovega stevila Ra.
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Slika 5.7: Napaka iterativnega izra¢una (konvergenca) pri naravni konvekeiji v kotanji za
razli¢ne vrednosti parametra mikropolarne tekoc¢ine K in vrednosti Rayleighovega Stevila

Ra.

Matej Zadravec - doktorska disertacija



64 5 Rezultati znacilnih simulaciy

5.2 Tok v kanalu

Na primeru toka v kanalu bomo preizkusili novo razviti algoritem izracuna toka mikropo-
larnih tekocin v primeru, ko imamo prisoten mehanizem prisilne konvekcije. Pri tem
primeru je smiselno poudariti zanimivo podrocje uporabe teorije mikropolarnih tekocin.
Pri tokovih na mikro skalah se pojavijo dodatni vplivi, ki so izkljuéeni v matemati¢nih
modelih, razvitih na predpostavki zveznosti snovskih lastnosti teko¢ine na makro nivoju.
Taki dodatni vplivi so mikrorotacijski vplivi zaradi rotacije molekul, kar postane pomem-
bno v primeru npr. polimernih suspenzij oziroma tokov s primerljivo velikimi notranjimi
strukturami v toku tekocine glede na karakteristicno dolzino sistema. Te mikrorotacij-
ske vplive je mozno upostevati s pomocjo uporabe mikrorotacije v gibalni enacbi, ki jo
dopolnimo 8e s prenosno enacbo mikrorotacije. V tem primeru bo obravnavan laminarni
ravninski tok nestisljive mikropolarne tekocine v kanalu. Izvedeni bodo izrac¢uni za ra-
zlicne snovske lastnosti mikropolarnih tekocin in njihov vpliv na tokovne karakteristike
toka mikropolarne tekocine v kanalu.

5.2.1 Robni pogoji

Geometrija kanala je podana na sliki 5.8 s pripadajo¢imi dimenzijami in robnimi pogoji.
Razmerje dolzine kanala napram visini je bilo L = 20H. Na levi strani kanala je bil pred-
pisan vstopni robni pogoj z uniformnim hitrostnim profilom (v; = 1). Na stenah kanala
je bil upostevan brezzdrsni robni pogoj podan kot Dirichletov robni pogoj, kar pomeni,
da je bila hitrost na spodnji in zgornji steni kanala enaka ni¢ (v, = 0). Na izstopu
so podani izstopni robni pogoji za vse funkcije tokovnega polja, kar je podano z robnimi
pogoji Neumanovega tipa. Za mikrorotacijo smo v teh izracunih upostevali, da je na
stenah enaka ni¢, kar smo dosegli z upoStevanjem parametra n,q,; = 0 v enacbi za robni
pogoj mikrorotacije na trdnih stenah (en.(3.47)). S tem robnim pogojem za mikrorotacijo
smo predpisali mikropolarno tekocino kot suspenzijo z visoko koncentracijo delcev. Kot
zaCetni robni pogoj smo za vse funkcije tokovnega polja podali vrednosti ni¢. Pri izracunu
smo predpostavili, da imamo v kanalu laminarni tok nestisljive mikropolarne tekoc¢ine.

Za izracun toka mikropolarne tekocine v kanalu so bile v zacetni fazi uporabljene razli¢ne
gostote mrez racunskega obmocja. Na rac¢unskih mrezah z uniformno porazdelitvijo ra¢un-
skih celic so se pojavile nepravilnosti v rezultatih, saj v blizini sten ni bilo zadostnega
Stevila celic, kar bi omogocilo natan¢nejsi izra¢un funkcij tokovnega polja zaradi velikega
gradienta hitrosti, ki se pojavi v blizini stene. Tako so bile v nadaljevanju uporabljene vse
mreze z zgostitvijo celic proti stenam kanala. V okviru naloge je bila potreba po mode-
liranju ¢im vecjih dolzin kanalov za racunanje tokov v mikro kanalih, pri katerih je za
razvito tokovno polje v samem kanalu potrebno visoko razmerje dolzine kanala napram
visini (L = 100H) [34]. V primerih izracunov toka mikropolarne tekoc¢ine pa je prav
tako pomembno vecje Stevilo celic, razporejenih po visini kanala, saj nam le ta zagotavlja
natancen opis ze prej omenjenega vpliva stene na funkcije tokovnega polja. Glede na vse
prej nastete okolis¢ine in glede na rac¢unske ¢ase numeri¢nih simulacij toka mikropolarne
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Slika 5.8: Geometrija kanala z uporabljenimi robnimi pogoji za primer toka mikropolarne
tekocine.

Slika 5.9: Diskretizirano obmocje kanala.

tekocCine je bila izbrana racunska mreza podana na sliki 5.9 z razmerjem stranic L = 20H,
pri ¢emer je bilo po vi§ini namesc¢enih 40 in po dolzini 100 podobmodij s faktorjem zgos-
titve proti steni 8, kar nam je podalo racunsko obmocje, ki ga sestavlja 4000 podobmo¢ij
oziroma 16281 vozlis¢. S pomocjo tako izbrane racunske mreze je bila zagotovljena pravil-
nost resitve v Se sprejemljivih racunskih casih za dosego maksimalne predpisane napake
iterativne regitve (konvergenéni kriterij) 1075.

Slika 5.10: Hitrostno polje v kanalu (zgoraj - komponenta hitrosti v smeri toka v,, spodaj
- komponenta hitrosti pravokotna na smer toka v, ).
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5.2.2 Rezultati simulacije

Tok tekocine v kanalu lahko opiSemo s pomocjo brezdimenzijskega Reynoldsovega Stevila.
V naSem primeru je bila vrednost Reynoldsovega $tevila izbrana tako, da je bil rezim toka
tekocine laminaren (Re = 100). Izrac¢uni so bili izvedeni za razli¢ne vrednosti parametra
mikropolarnih tekoc¢in K. Parametra, ki smo ju spreminjali, sta bila parameter mikropo-
larne tekoc¢ine K = 0 — 10, ki podaja razmerje med koeficientom mikrorotacije in di-
namic¢no viskoznostjo (en.(3.58)), in parameter A\, podan z enac¢bo (3.55). Parameter A
vpliva na koeficient gradienta viskoznosti 7,, ki je poleg koeficienta viskoznosti mikro-
rotacije k, zelo pomemben faktor za polje mikrorotacije N.

Slika 5.11: Tla¢no polje v kanalu.

Na sliki 5.10 so podane izracunane konture hitrosti po kanalu za komponento hitrosti
v smeri toka (slika 5.10 zgoraj) in komponento hitrosti pravokotno na smer toka (slika
5.10 spodaj). Iz teh rezultatov vidimo, da je porazdelitev hitrosti enaka kot v primeru
newtonskih tekoc¢in, pri ¢emer je pripadajoce tla¢no polje podano na sliki 5.11. Pozneje bo
podana Se analiza spremembe tlacnih razmer glede na spremembo lastnosti mikropolarnih
tekoc¢in. Podobno kot za hitrost so na sliki 5.12 podane konture vrtin¢nosti, katere potek
po visini kanala je enak kot v primeru newtonskih tekocin.

Slika 5.12: Polje vrtin¢énosti v kanalu.

V okviru zastavljenega primera smo tok mikropolarne tekocine v kanalu simulirali
za veC razlicnih vrednosti parametra mikropolarne tekoc¢ine K. Izracuni so podani na
sliki 5.13 za padec tlaka glede na razlicne vrednosti parametra mikropolarne tekoc¢ine K
oziroma razli¢ne vrednosti koeficienta viskoznosti mikrorotacije k,. S pomocjo primera,
ko imamo parameter mikropolarne tekoc¢ine K = 0, se pravi da racunamo tok tekocine v
kanalu podobno kot s klasi¢nimi Navier-Stokesovimi ena¢bami, lahko izra¢unamo tlacni

Matej Zadravec - doktorska disertacija



5.2. Tok v kanalu 67

Tabela 5.4: Primerjava vrednosti izracunanega tlacnega padca z analiticno dobljeno vred-
nostjo tla¢nega padca, za primer, ko je parameter mikropolarne tekoc¢ine K = 0.

Numeri¢ni izra¢un [Pa/m| Analiti¢ni izracun [Pa/m| Odstopanje [%]

ap 1,2 1,200625 0,0625

padec Ap v kanalu analiti¢no z nastavkom [42]:

g - L
Spe by (5.9)

Ap=ps—p1 =
pri ¢emer je L dolzina kanala, na kateri smo izmerili in od¢itali tlak, h = H/2 polovica
visSine kanala in © povprecna hitrost toka v kanalu in se za razvit hitrostni profil v primeru
toka tekocCine za primer parametra mikropolarne tekocine K = 0 izrac¢una glede na ma-

ksimalno hitrost toka tekocine: 5
U= gvmax. (5.10)

Ce podamo tlacni padec na enoto dolzine kanala, se enacba 5.9 preoblikuje v:

Ap 3 _
T 2"

(5.11)

Rezultat take primerjave izracunanega tlacnega padca z analiticno dobljeno vrednostjo
tlacnega padca je podan v tabeli 5.4, kar nam kaze na izredno dobro ujemanje rezulatov,
dobljenih s pomocjo novo razvitega algoritma. Na sliki 5.13 je prikazan tla¢ni padec
v kanalu v odvisnosti od parametra mikropolarnih tekoc¢in K. Razvidno je, da se pri
neki podani vstopni hitrosti s povec¢evanjem vrednosti parametra mikropolarnih tekocin
K oziroma koeficienta viskoznosti mikrorotacije k, povecuje tudi tla¢ni padec, kar nam
pove, da mikrorotacija deluje zaviralno na sam tok tekocine.

Na sliki 5.14 so prikazani profili hitrosti normalizirani z maksimalno vrednostjo hitrosti,
izracunane s pomocjo klasi¢ne Navier-Stokesove teorije. V primeru povecevanja parame-
tra mikropolarnih teko¢in K se maksimalna hitrost v kanalu v primerjavi s klasi¢no new-
tonsko teko¢ino zmanjSa oziroma profil na izstopu nima vec¢ oblike parabole, kot je to v
primeru uporabe klasicne teorije Navier-Stokesovih enac¢b. Predstavljeni profili hitrosti
se kvalitativno ujemajo z rezultati, ki sta jih v svojih prispevkih objavila Eringen [16] in
Papautsky [34].

Konture polja mikrorotacije so podane na sliki 5.15, iz katere vidimo, da je mikro-
rotacija na steni enaka nic, kar je bilo predpisano z robnim pogojem na steni. Z oddalje-
vanjem od stene se mikrorotacija povecuje, pri ¢emer se potem s priblizevanjem srediscu
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Slika 5.14: Hitrostni profili po visini kanala za razli¢ne vrednosti parametra mikropolarnih
teko¢in K.

kanala vrednost mikrorotacije spet zmanjsuje in se skoraj simetricno preslika v spodnji
del kanala. Na sliki 5.16 je na izstopnem robu kanala podan potek mikrorotacije glede na
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S

Slika 5.15: Polje mikrorotacije v kanalu.

visino kanala. Na tej sliki so prikazani rezultati izracunov za razli¢ne vrednosti parametra
A, ki vpliva na gradient viskoznosti mikrorotacije 7,. Rezultati prikazujejo povecevanje
mikrorotacije s poveCevanjem parametra A, pri ¢emer v primeru, ko je parameter A = 0,
mikrorotacija v kanalu ni prisotna, oziroma je enaka ni¢. Prikazani rezultati potrjujejo
zapisane teoreticne osnove, podane v poglavju 3, v katerem je podana razlaga in vpliv
parametra A na obnaSanje mikropolarnih tekocin

l T T T T T
i S S A i
08 T
0.6 i
>
04 B
A
0.2 B
o 1 1 1 1
-0.2 -0.15 -0.1 0.1 0.15 0.2

Slika 5.16: Profili mikrorotacije po visini kanala za razli¢ne vrednosti parametra .

Poteki konvergence v izrac¢unih toka v kanalu so podani za razli¢ne vrednsoti parametra
A na sliki 5.17. Prikazani profili konverence kazejo na skoraj nepomembna odstopanja
konvergence za razlicne vrednosti parametra \.
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Slika 5.17: Napaka iterativnega izra¢una (konvergenca) v primeru toka v kanalu za razli¢ne
vrednosti parametra A.
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5.3 Sklopljen primer naravne in prisilne konvekcije v
toku preko kotanje

V tem primeru je predstavljen numericni izracun laminarnega toka mikropolarnih teko-
¢in v primeru meSane konvekcije v kotanji z izvorom toplote na delu stene v kotanji.
Tok mesane konvekcije bo zajemal prisilno konvekcijo, povzroc¢eno zaradi gnanega toka
mikropolarne tekocine pri sobni temperaturi na vstopu v kotanjo, in naravno konvekcijo,
kot posledico vnosa toplotnega toka na steni kotanje.

Primer meSane konvekcije je zelo zanimiv, saj ga je mogoce zaslediti v mnogih prak-
tiénih primerih, ki so povezani z mikro napravami, kot npr. hlajenje mikro elektronskih
sistemov in naprav, ki jih je v zadnjem ¢asu na trgu in v praksi vedno ve¢. Zaradi tega je
smiselno uporabiti novo razviti numeric¢ni algoritem za resevanje toka mikropolarnih teko-
¢in s pomocjo metode robnih elementov, pri ¢emer je zanimivo opazovati vpliv razli¢nih
snovskih lastnosti na tokovno dogajanje pri tako fizikalno kompleksnem primeru, kot je
meSana konvekcija. Primer in geometrija, ki bo obravnavana, je bila izbrana na pod-
lagi poznejSe kvalitativne primerjave rezultatov z avtorji, ki so ze izvedli nekaj izra¢unov
meSane konvekcije za newtonske tekoc¢ine, in z rezultati za mikropolarno tekoc¢ino.

5.3.1 Robni pogoji

Obravnavali bomo pravokotno kotanjo z dolzino in visino 4H (slika 5.18). Izvor toplote je
podan na levi strani kotanje, na kateri je prav tako podan vstop tekoc¢ine v kotanjo, pri ce-
mer je izstop iz kotanje predviden na desni strani. Vse podrobnosti geometrije so podane
na sliki 5.18. Obravnavan model je ravninski model, pri ¢emer smo predpostavili dovolj
veliko Sirino modela, da lahko obravnavamo primer kot dvodimenzionalen. Zaradi enosta-
vnosti sta vstop in izstop kotanje enakih visin kot je viSina stene, na kateri je predpisan
toplotni tok. Vse ostale stene so obravnavane kot adiabatne. Na vstopu je predpisana
uniformna hitrost toka. Predpostavka je, da imamo stacionarni laminaren in nestisljiv tok
mikropolarne teko¢ine. Na vseh trdnih stenah (vertikalne in horizontalne stene) je podan
brezzdrsni robni pogoj za hitrosti (v, = 0 in v, = 0), razen, kot ze omenjeno na vstopu in
izstopu je bila podana hitrost drugace. Na vstopu imamo podani uniformni tok mikropo-
larne tekoc¢ine (v; = 1). Za robni pogoj mikrorotacije smo upostevali enac¢bo (3.47) ter
uporabili n,4; = 0, kar nam predstavlja tok goste suspenzije (visoka koncentracija del-
cev). Na vstopu je predpostavljen robni pogoj za temperaturo 7" = 0, medtem ko je
na vseh trdnih stenah predpostavljen adiabatni robni pogoj 9T /0n = 0. Izvor toplote je
predpisan z gostoto toplotnega toka 07 /0x = 1. Na izstopu smo predpisali izstopne robne
pogoje za funkcije tokovnega polja v obliki, da so odvodi funkcij tokovnega polja enaki
ni¢. Za natan¢nejsi izra¢un smo na izstopu uporabili kanal, ki ima dolZino 1/2 vstopne
visine v kotanjo.

Izracun funkcij tokovnega polja smo izvedli s pomocjo diskretiziranega obmocja, kot
je prikazano na sliki 5.19. Za vse simulacije je bila uporabljena racunska mreza s 1650
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Slika 5.18: Geometrija in robni pogoji primera mesane konvekcije v kotanji.

podobmoéji in 6771 rac¢unskimi vozliséi. V blizini sten smo uporabili zgoSc¢evanje elemen-
tov k steni, kot je to razvidno iz slike 5.19. S pomocjo tako izbrane racunske mreze je bila
zagotovljena pravilnost resitve v Se sprejemljivih racunskih ¢asih za dosego maksimalne
predpisane napake iterativne resitve (konvergencni kriterij) 1079.

Slika 5.19: Racunska mreza primera meSane konvekcije v kotanji.
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Re=50 Re=100

Slika 5.20: Vektorji hitrosti v primeru mesane konvekcije v kotanji za razli¢ni vrednosti
Reynoldsovega stevila (K =0, n=11in A =1).

5.3.2 Rezultati simulacije

Za preglednjese resevanje in urejanje numeri¢nih izracunov so bila uporabljena nekatera
brezdimenzijska stevila, ki opisujejo tokovno in temperaturno polje nasega primera. Vsi
izrac¢uni so bili izvedeni za Prandtlovo stevilo Pr = 10. Vodilna parametra v izra¢unih
sta bila Re in Gr $tevilo, ki sta definirani Ze v prvem primeru za naravno konvekcijo in
v drugem primeru za primer prisilne konvekcije toka v kanalu. Reynoldsovo stevilo je
bilo izra¢unano glede na vstopno visino v kotanjo Re = v;H/u, in je znasalo v nasem
primeru za veéino izra¢unov Re = 100, kar pomeni, da je tok laminaren. Grashofovo
in Prandtlovo $tevilo sta podani z ena¢bama (5.4) in (5.5). Produkt Grashofovega in
Prandtlovega Stevila je podan z Rayleighovim Stevilom (enac¢ba (5.3)). Pomembnega po-
mena v rezultatih bodo parametri mikropolarnih tekoc¢in, ki so bili spreminjani z namenom
pridobiti informacije njihovega vpliva na tokovno in toplotno obnasanja mikropolarnih te-
kocin. Izrac¢uni so bili izvedeni za parameter vzgona n = 0.01 — 1000, ki je definiran kot
razmerje Grashofovega §tevila in kvadrata Reynoldsovega Stevila n = Gr/Re?. S pomo&jo
parametra vzgona 7 lahko pri konstantnem Pr Stevilu definiramo Rayleighovo $tevilo
(Ra = 10® — 10®). Vrednosti parametra mikropolarnih teko¢in so bile izbrane v obmo&ju
K =0,1—10. Prav tako pa so bile simulacije izvedene za razli¢ne vrednosti parametra
A=0,5—-10.

Rezultati tokovnega polja so prikazani na sliki 5.20 za dve razli¢ni vrednosti Rey-
noldsovega Stevila (Re = 50 in 100). Iz te slike je razvidno, da v primeru visje vrednosti
Reynoldsovega Stevila tok mikropolarne teko¢ine tece bolj naravnost (tok zaradi prisilne
konvekcije) ter da se v blizini spodnjega roba kotanje poveca oziroma ustvari povratni
tok tekocine. PoviSsanje vrednosti Reynoldsovega stevila povzroci povecanje striznih sil v
toku tekocine in povecanje povratnega toka.
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K =10

Ra = 10°

Ra = 107

Ra = 108

Slika 5.21: Izoterme v primeru meSane konvekcije v kotanji za razli¢ne vrednosti parametra
mikropolarnih teko¢in K in razli¢ne vrednosti Rayleighovih $tevil Ra (A = 1).
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Vpliv Rayleighovega stevila (Ra = 103, 10°, 107 in 10%) za razli¢ne vrednosti parametra
mikropolarnh teko¢in (K = 1, 5 in 10) na temperaturno polje je prikazan na sliki 5.21
pri konstantni vrednosti Reynoldsovega Stevila Re = 100. Iz slike je razvidno, da z
naraSc¢anjem Rayleighovega Stevila narasca temperaturni gradient v okolici izvora toplote,
pri Cemer se povecCuje gretje notranjosti kotanje.

Primerjava tokovnega polja v kotanji (slika 5.22) s prikazanimi vektorji hitrosti v
kotanji za razli¢ne vrednosti Rayleighovih §tevil (Ra = 103, 10°, 107 in 10%) in parametra
mikropolarnih teko¢in (K = 1, 5 in 10), za konstantno vrednost Reynoldsovega $tevila
(Re = 100), nam prikaZe izrazito povecanje povratnega toka znotraj kotanje s povece-
vanjem vrednosti Rayleighovega sStevila. Ce pogledamo na rezultate s strani mikropo-
larnosti tekocine, se le ta povecCuje s poveCevanjem parametra mikropolarnih tekocin
K, kar nam pri konstantni vrednosti Rayleighovega Stevila povzro¢i umirjanje toka v
kotanji. Podobno lastnost umirjanja toka mikropolarne tekocine s povecevanjem vrednosti
parametra mikropolarnih tekocin (K) je bil ugotovljen Ze v primeru naravne konvekcije v
kotanji. Tako v primeru nizjih vrednosti Rayleighovih $tevil in visjih vrednostih parametra
mikropolarne tekocine ni zaslediti povratnega toka v spodnjem delu kotanje. Tak pojav
gibanja mikropolarne tekoc¢ine lahko pripiS§emo povecanju upora gibanju mikroplarne te-
kocine zaradi poviSsane mikrorotacije v kotanji (visja vrednost parametra mikropolarnih
teko¢in K oziroma visja vrednost koeficienta viskoznosti mikrorotacije k), ki s tem upo-
casnjevanjem toka tekocine zvisa mejo za nastanek povratnega toka v kotanji.

Na sliki 5.23 so prikazani profili hitrosti v kotanji za razli¢ne vrednosti Ra Stevila in
parametre mikropolarnih tekoc¢in K. Profil komponente hitrosti v, je podan po vertikalni
liniji v sredini kotanje (x = 2H) in profil komponente hitrosti v, po horizontalni liniji v
sredini kotanje (y = 2H). Rezultati hitrostnih profilov potrjujejo na sliki 5.22 podane
rezultate. Razvidno je da se s poveCevanjem vrednosti Rayleighovega sStevila, poveca
povratni tok znotraj kotanje, medtem ko se s pove¢anjem parametra mikropolarnih teko-
¢in K tok v kotanji upocasni.

Pripadajoce polje mikrorotacije za izracune, prikazane na slikah 5.21 in 5.22, je po-
dano na sliki 5.24 za razlicne vrednosti Rayleighovih stevil (Ra = 103, 105, 107 in 108)
in parametra mikropolarnih tekoc¢in (K = 1, 5 in 10), za konstantno vrednost Reynolds-
ovega Stevila (Re = 100). Povecevanje parametra mikropolarnih teko¢in K dosegamo s
povecevanjem koeficienta viskoznosti mikropolarne tekocine k,, ki nam, kot je razvidno iz
rezultatov na sliki 5.24, izrazito povecuje mikrorotacijo mikropolarne tekocine v kotanji.
Povecevanje mikrorotacije v kotanji s povecevanjem parametra mikropolarnih tekocin je
prikazano tudi na diagramu na sliki 5.25 za konstantno vrednost parametra vzgona n = 1
in parametra A = 1. Povecevanje mikrorotacije prikazano na sliki 5.25 se nanasa na mikro-
rotacijo v okolici izvora toplote, kjer nastane velik vrtinec povratnega toka tekocine.
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Ra =108

Slika 5.22: Vektorji hitrosti v primeru mesane konvekcije v kotanji za razli¢ne vrednosti
parametra mikropolarnih tekocin K in razli¢ne vrednosti Rayleighovih stevil Ra (A = 1).
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Slika 5.23: Primerjava hitrostnih profilov v kotanji za razlicne vrednosti Ra Stevila in
parametre mikropolarnih tekocin K.

Zanimiv prispevek k analizi vpliva parametrov mikropolarnih teko¢in na mikrorotacijo
je analiza vpliva parametra A v obmocju povratnega toka v okolici izvora toplote. Na
sliki 5.26 so prikazane vrednosti za mikrorotacijo, ki pa se, kot je razvidno iz diagrama, s
povecevanjem parametra A zmanjSuje. V teoriji je bilo prikazano, da se s povecevanjem
parametra A povecuje razmerje med zunanjo in notranjo karakteristicno dolzino mikropo-
larne teko¢ine(en.(3.55)-(3.57)), kar pripelje do manjsih vrednosti mikrorotacije.
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Ra = 108

Slika 5.24: Mikrorotacija v primeru meSane konvekcije v kotanji za razlicne vrednosti
parametra mikropolarnih teko¢in K in razlicne vrednosti Rayleighovih stevil Ra (A = 1).
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Slika 5.25: Minimalne vrednosti mikrorotacije N,,;, za razlitne vrednosti parametra
mikropolarnih teko¢in K (p=1in A =1).
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Slika 5.26: Minimalne vrednosti mikrorotacije N,,;, za razlicne vrednosti parametra
mikropolarnih teko¢in A (n =1in K = 1).

Na sliki 5.27 so prikazane maksimalne vrednosti temperature (7},,;) na izvoru toplote
v odvinosti od parametra vzgona 7 za razli¢ne primere mikropolarnih tekoc¢in (K = 0,
1, 5 in 10). Z narasc¢anjem parametra mikropolarnih tekoc¢in K, kot je bilo to razvidno
7e iz prej$njih rezultatov, se zmanjSuje intenziteta gibanja toka in s tem tudi intenziteta
povratnega toka v okolici izvora toplote. S tem zmanjsanjem gibanja toka se zmanjsa tudi
koli¢ina prenesene toplote z izvora toplote na okolisko tekocino, kar privede do povecanih
temperatur v primeru visjih vrednosti parametra mikropolarnih tekoc¢in. Razumljivo in
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pricakovano je, da z naras¢anjem parametra vzgona n narasca intenziteta gibanja tekocine
v kotanji in se s tem poveca povratni tok v okolici izvora toplote, kar pospesi prenos toplote
od izvora toplote na okoliski fluid in pripelje do manjsih temperatur na povrsini izvora
toplote. Ti rezultati kazejo na poviSanje temperature izvora toplote, kar pomeni manjsi
prenos toplote od izvora v notranjost kotanje.

Potrditev rezultatov podanih na sliki 5.27 je prikazana na sliki 5.28, kjer so podani
temperaturnih profili v kotanji za razli¢ne vrednosti Ra Stevila in parametre mikropo-
larnih tekoc¢in K. Temperaturni profili so za vsako od izbranih vrednosti Ra $tevila
podani lo¢eno na treh razliénih vertikalnih linijah. Rezultati leve kolone na sliki 5.28
predstavljajo rezultate v blizini leve stene kotanje (x = 0,05), rezultati srednje kolone
predstavljajo rezultate na vertikalni liniji po sredini kotanje (x = 0,5) in rezultati desne
kolone predstavljajo rezultate na vertikalni liniji blizu leve stene kotanje (x = 0,95).
Razvidno je tako kot iz slike 5.27, da se z naras¢anjem parametra mikropolarnih tekocin
K pri konstantni vrednosti Ra Stevila povecuje temperatura v mikropolarni tekocini. 7
povecevanjem vrednosti Ra Stevila se na v okolici izvora toplote zmanjsa temperatura
tekocine, kar potrjuje rezultate podane na sliki 5.27, prav tako pa se zmanjsSuje tempera-
tura z oddaljevanjem od izvora toplote. Z povecevanjem vrednosti Ra Stevila pa se zaradi
zmanjSanja temperature v ravnini izvora toplote, povecuje temperatura v zgornjem delu
kotanje, saj ppovecevanje vrednosti Ra Stevila poveca povratni tok in s tem odnasSa vec
tekocine z vecjo temperaturo iz spodnjega dela kotanje v zgornji del kotanje. Vse navedene
ugotovitve obnaSanja mikropolarnih teko¢in v primeru mesane konvekcije se kvalitativno
ujemajo z rezultati predstavljenimi v delu Hsu-ja [26].
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01
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Slika 5.27: Maksimalna vrednosti temperature 7,,,,, na izvoru toplote za razli¢ne vrednosti
parametra mikropolarnih teko¢in K in parametra vzgona 7.
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5.3. Sklopljen primer naravne

in prisilne konvekcije v toku preko kotanje
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Slika 5.28: Primerjava temperaturnih profilov v kotanji za razli¢ne vrednosti Ra Stevila
in parametre mikropolarnih tekocin K.
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Poteki konvergence primera z vrednostjo Rayleighovega Stevila (10%) za razli¢ne vred-
nosti parametra mikropolarne teko¢ine K so podani na sliki 5.29. Profili konverence kazejo
na nihanja konvergence, toda vecjih odstopanj za razli¢ne vrednosti parametra mikropo-
larne tekoc¢ine K ni mozno razbrati. Nihanje poteka konvergence bi lahko zmanjsali z
uporabo ostrejsega kriterija podrelaksacije, pri ¢emer pa bi povecali stevilo potrebnih
iteracij, kar bi privedlo do daljSega racunskega casa.
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Slika 5.29: Napaka iterativnega izra¢una (konvergenca) v primeru mesane konvekcije za
razli¢ne vrednosti parametra mikropolarnih tekoc¢in K in Rayleighovega $tevila Ra = 103.
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Poglavje 6
Zakljucki

6.1 Razprava

V doktorski disertaciji smo predstavili numeri¢no modeliranje toka mikropolarnih te-
ko¢in z metodo robnih elementov. Sama teorija mikropolarnih tekocin je nadgradnja
klasi¢ne Navier-Stokesove teorije in zajema tekocine, katerih obnasanje poleg transla-
tornega gibanja tekocine zajame Se rotacijsko gibanje notranjih struktur toka tekocin.
Nadgradnja se v primerjavi s klasi¢no teorijo izraza v obliki dodatnih ¢lenov v enacbi
ohranitve gibalne koli¢ine oziroma enacbi za vrtin¢nost tokovnega polja, kajti znotraj
metode robnih elementov je bila uporabljena hitrostno-vrtinéna formulacija toka tekocine.
Poleg teh dodatnih ¢lenov, ki vklju¢ujejo vektor mikrorotacije v enacbi za vrtin¢nost, je
potrebno dodatno resevati Se enac¢bo prenosa mikrorotacije.

V obstojecem algoritmu je bila modificirana enacba za prenos vrtincénosti ter enacba
za ohranitev mikrorotacije in energije, opisana s pomocjo konvektivno-difuzvne enacbe s
¢lenom kemijske reakcije prvega reda. Ta tip enacbe nam je omogocil, da se za vse tri
enacbe kinetike toka uporabi enaka osnova za izracun znotraj zZe obstojecega algoritma.
Clen kemijske reakcije prvega reda nam poenostavi reSevanje sistema enach, saj se zno-
traj tega izognemo reSevanju enega izmed Clenov v prenosni enacbi za mikrorotacijo, pri
¢emer se reSitev tega Cena skriva v osnovni resitvi, ki je vpeljana zaradi uporabe koloka-
cijske metode resevanja sistema ohranitvenih enacb. Poudariti je potrebno, da se zaradi
izbrane osnovne resitve, katera vkljucuje tekom izracuna spreminjajoco se hitrost, inte-
grali znotraj iterativnega postopka izrac¢unavajo vedno znova. Izrac¢unavanje vrednosti
vrtin¢nosti na robu z enacbo kinematike toka je bilo izvedeno s pomoc¢jo eno obmocne
metode, medtem ko je bilo za vse ostale vrednosti spremenljivk uporabljena podobmocna
metoda, ki razdeli obmocje resevanja na lo¢ena podobmocja, ki jih nato resujemo kot
eno obmodje. Uporabljen pristop k taksnemu reSevanju se je izkazal za pravilnega, saj
nam kljub znanim dejstvom, da je metoda robnih elementov sama po sebi precej sta-
bilna in natan¢na, vendar za reSevanje potrebuje precej rac¢unalniskega spomina in ¢asa,
Se omogoca reSevanje primerov z relativno velikim Stevilom racunskih tock. ReSevanje
dodatnih ¢lenov v obstojecih prenosnih enac¢bah in reSevanje dodatne transportne enacbe
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za mikrorotacijo ni povzrocilo prevelikih odstopanj od Ze znanih dejstev, prednosti in
slabosti, uporabe metode robnih elementov.

Vkljucitev teorije mikropolarnih tekoc¢in v obstojeci numeri¢ni algoritem na osnovi
metode robnih elementov je bil uspesen, kar smo dokazali z reSevanjem nekaterih primerov
znacilnih simulacij toka tekocine. Izvedene so bile simulacije naravne konvekcije v kotanji,
tok tekocine v kanalu in primer meSane konvekcije v kotanji.

V primeru naravne konvekcije v kotanji je bilo izvedenih ve¢ izra¢unov za razli¢ne vred-
nosti Rayleighovega Stevila, in njihov vpliv na sam tok tekocine je pokazal, da se s povece-
vanjem le tega gibanje tekoc¢ine znotraj kotanje povecuje. Nasprotujo¢ ucinek oziroma
upocasnjevanje gibanje toka se v primeru mikropololarnih tekocin doseze s povecevanjem
parametra mikropolarnih tekoc¢in K, ki podaja razmerje med koeficienti viskoznosti mikro-
rotacije in dinami¢no viskoznostjo, kar se izraza v povecevanju mikrorotacije, ki deluje na
sam tok tekocCine zaviralno. Vpliv povecevanja vrednosti parametra mikropolarnih teko-
¢in K se odraza na zmanjSevanju prenosa toplote, kar prikazuje zmanjSevanje vrednosti
povprec¢nega in lokalnega Nusseltovega Stevila. Tak vpliv mikrorotacije na temperaturno
polje je izkazan v vseh primerih razli¢nih vrednosti Rayleighovega Stevila.

V primeru toka v kanalu je bilo prikazano spreminjanje polja mikrorotacije po visini
kanala. Parameter, ki bistveno povecuje in zmanjsuje stopnjo mikrorotacije v sistemu,
je parameter A, ki predstavlja kombinacijo med koeficientom viskoznosti mikrorotacije in
dinamiéno viskoznostjo ter parametrom mikro vztajnosti. Povecevanje parametra A nam
povecuje mikrorotacijo. Drugi prav tako pomemben parameter mikropolarnih tekocin je
parameter mikropolarnih teko¢in K, kateri, kot je prikazano v rezultatih tega primera,
zmanjsuje hitrost v kanalu oziroma spremeni obliko profila hitrosti. Tako v primeru
visjih vrednosti parametra mikropolarnih tekocin hitrostni profil nima ve¢ oblike parabole.
Rezultati tega primera kazejo na linearno povecevanje tla¢nega padca s povecevanjem
vrednosti koeficienta viskoznosti mikrorotacije.

Kot tretji primer je bila izvedena simulacija meSane konvekcije, ki zdruzuje vse funkcije
novo razvitega numeri¢nega algoritma, saj se znotraj tega primera uposteva tako naravna
konvekcija, do katere pride zaradi temperaturnih razlik v kotanji in prisilna konvekcija,
ki je podana z vstopnim hitrostnim profilom v kotanjo. ReSitev tega primera nam kaze,
da se s povecevanjem Reynoldsovega oziroma Grashofovega Stevila poveca tudi gibanje
toka tekoCine znotraj kotanje. Povecano gibanje privede do povratnega toka v okolici
izvora toplote. To povecCanje gibanja toka znotraj kotanje pa privede do povecanega
prenosa toplote znotraj kotanje, in sicer od izvora toplote proti notranjosti. S povece-
vanjem parametrov mikropolarne tekocine, kot sta parameter mikropolarne tekoc¢ine K
in parameter A, se tokovno polje v kotanji umirja in s tem se znizuje u¢inkovitost prenosa
toplote z izvora toplote proti notranjosti kotanje, kar se odraza z narasanjem temperature
na mestu izvora toplote.
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6.2 Sklep

Numeri¢no modeliranje vec¢faznih vecsestavinskih tokov je Se vedno zelo privla¢na tema
mnogih raziskovalcev, kajti kljub mnogim Ze uveljavljenim teorijam, modelom in pristopom
Se vedno ni mogoce v relativno enostavni matemati¢ni formulaciji zajeti vsega fizikalnega
dogajanja pri toku tako kompleksnih tekoc¢in. Kljub hitremu razvoju ra¢unalnigkih zmo-
gljivosti, ki bi omogocile resevanja velikih sistemov enach, Se vedno ostajajo dolocene
neznanke snovskih lastnosti teh kompleksnih tekocin, ki pa jih je mozno dolociti pred-
vsem s pomocjo eksperimenta.

V pricujoci disertaciji smo uspeli v okviru hitrostno vrtin¢éne formulacije razviti nov
numericni algoritem, ki na relativno enostaven nacin, z dodatnimi ¢leni v prenosni enacbi
vrtin¢énosti in dodatno transportno enac¢bo mikrorotacije, omogoc¢a modeliranje dolo¢enih
vrst kompleksnih tekocin. Z vkljucitvijo teorije mikropolarnih tekocin v hitrostno vrtin-
¢no formulacijo smo skusali izkoristiti prednosti te formulacije s tem, da smo iz sistema
enach izkljucili tlak in tako ni bilo potrebe po dodatni korekciji tlaka znotraj numeri¢nega
algoritma, pri ¢emer ta korak omogoci vecjo preglednost in stabilnost numeri¢ne sheme.
S pomocjo vpeljave vrtincénosti v sam sistem enac¢b smo omogod¢ili direktno izracunavanje
odvodov hitrostnega polja, kar omogoci visje redne priblizke hitrostnega polja.

Izpeljani numeric¢nii algoritem je dobra osnova za nadaljne raziskave na podroc¢ju nu-
meri¢nega modeliranja kompleksnih tekocin, pri ¢emer je pomembno poznavanje dodatnih
koeficientov, ki definirajo lastnost omenjenih tekoc¢in in omogocijo v primerjavi z uporabo
klasi¢nega numeri¢nega algoritma razvitega na osnovi Navier-Stokesovih enac¢b vkljuciti
dodatne fizikalne pojave, ki jih drugace ne bi mogli opisati.

6.3 Smernice za nadaljnje delo

Izpeljani numeric¢ni algoritem je bil zgrajen na osnovi algoritma, ki omogoca modeli-
ranje ravninskih oziroma dvorazseznostnih tokov, pri ¢emer je v naravi veCina primerov
povezanih s prostorskim tokom. Glede na izkazano uspesno vkljucitev teorije mikropo-
larnih teko¢in v numeri¢no shemo za ravninski tok bi bilo smiselno sedaj to formulacijo
razsiriti in uporabiti pridobljene izkusnje za modeliranje prostorskih tokov mikropolarnih
teko¢in s pomocjo metode robnih elementov, kajti v skupini, ki se ukvarja z razvojem
algoritmov za numeri¢no modeliranje toka teko¢in na osnovi metode robnih elementov, so
se tekom zadnjih dveh let belezili napredki razvoja numeri¢nega algoritma za modeliranje
prostorkih tokov s pomocjo klasi¢ne Navier-Stokesove teorije, predvsem pa se je izvedlo
kar nekaj raziskav in izboljsav pri¢ujo¢ega numeri¢nega algoritma za prostorske tokove v
okviru zmanjsevanja potrebe po racunskih zmogljivostih.

V zacetku naloge je bila veckrat poudarjena uporabnost teorije mikropolarnih teko-
¢in za modeliranje tokov razli¢nih bioloskih tekocin, kot je kri. Tudi na tem podrocju
je sedaj velik napredek, predvsem na podrocju eksperimentalnih raziskav in dolocanja
snovskih karakteristik teh kompleksnih bioloskih tekocin, kar bi lahko v bliznji prihod-
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nosti omogocilo doloc¢itev potrebnih koeficientov znotraj teorije mikropolarnih tekocin za
uporabo novo razvitega algoritma pri numeri¢nem modeliranju toka krvi.

Podobno kot na podroc¢ju bioloskih sistemov, ki so tesno vezani s podro¢jem mikro
sistemov in naprav, se je s pomocjo razvoja novih merilnih tehnik sedaj lazje lotevati
in iskati primerne rezultate meritev na podlagi katerih bi bila mozna primerjava in vali-
dacija novorazvitega numeri¢nega algoritma modeliranja mikropolarnih tekocin s pomocjo
metode robnih elementov na mikro skalah, kjer prevladujejo mehanizmi, ki jih s pomocjo
klasi¢ne Navier-Stokesove teorije ni mozno zajeti.
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Priloge

A1 Ohranitev vrtilne koli¢ine

V tem poglavju bo predstavljen zakon ohranitve vrtilne koli¢ine lo¢eno za klasi¢ne oz.
Navier-Stokesove tekoc¢ine in mikropolarne tekocine.

A1.1 Klasi¢ne oz. Navier-Stokesove tekocine
Ce pogledamo obliko enacbe zakona ohranitve gibalne kolicine:

d

4 5 = / Fdo / £.dS, ALl
dt Jaw) Py Qt) pldSL+ () ( )

kjer je f neka zunanja ali volumska sila, ¢,, pa so notranje sile oziroma normalne napetosti,
in povzamemo definicijo vrtilnega navora iz mehanike za togi delec, se lahko zapise zakon
ohranitve vrtilne koli¢ine v naslednji obliki:

d -
- x)dQ= [ p(Fx f)do+ [ Fxids. A12
dté(ﬂp(mxv)d Q(t)p(xxf‘)d + ag(t)ﬁcxtdS ( )

Tako obliko ohranitvenega zakona lahko zapiSemo, ¢e predpostavimo, da vsi vrtilni mo-
menti izvirajo iz makroskopskih sil.

Za neko zvezno tekoc¢ino, ki izpolnjuje kontinuitetno enac¢bo (en.(3.22)) in enacbo
dinamike toka:

—

sz = pf + divT, (A1.3)
lahko rec¢emo, da je v primeru klasi¢ne hidrodinamike napetostni tenzor simetric¢en in da je
zakon ohranitve vrtilne koli¢ine definiran z ena¢bo (A1.2). Zakon ohranitve vrtilne koli¢ine
lahko v primeru klasi¢ne hidrodinamike izpeljemo iz zakona mase in zakona ohranitve
gibalne koli¢ine in tako v tem primeru sam zakon ohranitve vrtilne koli¢ine ne prispeva
ni¢ k dodatnemu opisu tekocine, kar bo predstavljeno v naslednjem odstavku.

Ce predpostavimo, da je napetostni tenzor simetri¢en in upostevamo enac¢bo (A1.2) in
kontinuitetno enacbo v integralski obliki % Jaw P fdQ = Jow p% fdQ, dobimo iz enacbe
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(A1.2) sledeco enacbo:
d D
2 **Q:/ = (7 % 1) dQ Al4
dt A(t)p(a:xv)d Q(t)th (¥ 0)d ( )

Dv .
_ . Q:/ . 0 / F X T.dS,
L(ﬂp(szt)d Q(t)p(xxf)d + 6Q(t)x><tdS

Z upostevanjem Greenove identitete (priloga A3) zapisemo:

/8%) 7 X tndS = /89(1%) (& (V-T) +T:) 9 (AL.5)

kjer je vV-T zapis za divT in vektor Ty; = eiji L, predstavlja produkt permutacijskega
tenzorja s tenzorjem napetosti, tako da iz enacbe (Al.4) dobimo:

Dv
v T)dQ) = T dS). Al1.6
Aﬂ(t)x % <p Dt pf v ) 2Q(t) ( )

Leva stran enacbe (A1.6) zaradi zakona ohranitve gibalne koli¢ine (Cauchy-jeva enacba)
odpade (enaka je ni¢), medtem ko desna stran odpade za neomejeni volumen, in je T, = 0.
Komponente vektorja T;c s0 Toy — T39, T31 — T3 in Tio — Tsy, kar privede do tega, da je
vektor T' simetricen Tij = Tji.

A1.2 Polarne tekocine

V primeru polarnih teko¢in moramo vpeljati vrtilni moment volumna na enoto mase glede
na volumske sile f in druge napetosti &,, glede na normalne napetosti t,. Vrtilna koli¢ina
mora zajemati moment gibalne koli¢ine pz’ x ¥, tako imenovano zunanjo vrtilno koli¢ino,
in notranjo vrtilno koli¢ino pf. Enacba zakona ohranitve skupne vrtilne koli¢ine je enaka:

dt Jow (f+f><77)dQ=Atp(§7+f><f)d§2+/am(8n+fxfn)ds. (ALT)

V enacbi (A1.7) lahko t,, zapiSemo kot produkt normale in tenzorja normalnih napetosti
- T prav tako pa lahko zapiSemo tudi, da je ¢, enak 7 - C pri Cemer je C tenzor vezanih
napetosti napetosti:

dt/ (I'+ @ x 7)do = / (05 +pEx f+V-Cr@x(V-T)+T,)d2 (ALS)

Enac¢ba (A1.8) predstavlja integralsko obliko ena¢be skupne vrtilne koli¢ine, ki pa jo lahko
preoblikujemo v parcialno diferencialno enacbo, ki ima sledec¢o obliko:

D — o ) . N — — — o — — —
pﬁt(l+xxv):pg+pxxf+v-0+xx(V-T)+Tm. (A1.9)
Ce zapiSemo vektorski produkt Cauchyjeva enacba z ¥ dobimo slede¢o enacbo:

D D - .
p<x><D;}> —(fxﬁ):pfxf+fx(V-T), (A1.10)
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ki jo odstejemo od enacbe (A1.9) in dobimo konéno enacbo:

DI S = =
pﬁtzp§+V-O+Tx. (A1.11)

[z enacb (A1.10) in (A1.9), ter spodnje relacije:

V- (#xT)=2x (V-T)+T, (A1.12)
zakljuc¢imo, da je
p;(fxa):pfxﬂﬁ(fxf)—fx, (A1.13)
in
pp (I 7% 0) = pgt pix f+9- (% T+C). (AL14)

Enacba (A1.14) predstavlja zakon ohranitve skupne vrtilne koli¢ine v diferencialni obliki.
Ce gledamo enacbi (A1.11) in (A1.16), vidimo, da se niti notranji niti zunanji vrtilni
moment ne ohranjata ter da obstaja izguba zunanjega vrtilnega momenta (en.(A1.16)),
kar povzroca povecevanje oziroma vzbujanje notranjega vrtilnega momenta (en.(A1.11)).

Pravilni oziroma fizikalno opravicljiv zapis vrtilnega navora na enoto mase je zapis
z vektorskimi komponentami I; (i = 1,2,3), kjer je [; = Ijywy. Za izotropne tekocine,
katerih predpostavka velja tudi za polarne tekocine in za to predpostavko je:

kjer je I skalarna veli¢ina in predstavlja koeficient mikrovztrajnosti. S predpostavko
izotropnosti lahko sedaj zapisemo kon¢no obliko ena¢be ohranitve vrtilne kolic¢ine (en.(A1.11))
za izotropno polarno tekocino:

pl == = pj+V-C+T,. (A1.16)
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A2 Konstitutivne enac¢be mikrotekocin

Konstitutivne ena¢be mikrotekoc¢in so v splosni obliki podane in izpeljane v delih Eringena
[15] in [16].Enac¢be so podane kot enacbe za tenzor napetosti, povpre¢ni tenzor mikro
napetosti in moment napetosti prvega reda (7;;, C;; in A ), ki pa so odvisne od naslednjih
objektivnih spremenljivk:

1
dij = 5 (Uz’,j + Uj,i) y (A21)
bij = v+ Ny, (A2.2)
aiji = Nijg, (A2.3)

in gostote p, ter mikrovztrajnosti i. V zgornjih enacbah (A2.1-A2.3) predstavlja d defor-
macijski tenzor, b mikrodeformacijski tenzor drugega reda in @ predstavlja vrtilni gradient.
Obedve novi spremenljivki zaradi rotacije b in @ se transformirata kot absolutna tenzorja
v referen¢ni koordinatni sistem togega gibanja delca, s ¢imer sta tako obadva tenzorja
nato uporabna kot samostojni konstitutivni spremenljjivki.

V nadaljevanju so predstavljene enacbe linearne konstitutivne teorije izotropnih mikro-
tekodin (igm = 0km), medtem ko so za nelinearne primere enacbe podane v [15]:

T = [—p+Mrd+Ntr (b—d)| T+ 2ud + 2410 (b— d) + 2 (6" — d), (A2.4)
§ = [—p+Mrd+ntr (b—d)| T+2ud+ ¢ (b—0" - 2d) , (A2.5)
Nije = (M @ker + Y2rkr + V3Grrk) 655 + (VaGjrr + V500jr + V6rrj) Oik (A2.6)
+  (V2Qirr + Y8Qrir + YoGrri) Ok + Y10Qijk + V11Gikj + V1Qjik + V13Qki; + V14Gjki + Y150k,

kjer je I enotski tenzor, ter \, Ao, p, fto, t1, Mo, ¢1 in 1 do 715 so koeficienti viskoznosti.
V enacbah je tr oznaka za sled kvadratne matrike, ki je enaka vsoti njenih diagonalnih
vrednosti in eksponent 7" predstavlja transponiranost matrike:

{100]

I=(0 109, trby; = by, bl = bjy. (A2.7)
{0 0 1J

Pri uporabi zgoraj podanih enac¢b za modeliranje mikroteko¢in nastopa v enachah
precej spremenljivk in koeficientov, katere je potrebno definirati, pri ¢emer se lahko v
nadalje uporabi poenostavljen model mikropolarnih tekoc¢in, znotraj katerega doloc¢ene
spremenljivke in konstante odpadejo in tako postane sistem enacb lazje in enostavnejse
resljiv za razli¢ne inzZenirske sisteme.
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A3 Gaussov in Greenova stavka

Pri izpeljavi robno obmoc¢nih integralskih enacb se posamezni integrali z upostevanjem
Greenovih identitet oziroma uporabo Gassovega divergenc¢nega stavka ustrezno preobliku-
jejo, kar privede do konc¢ne uporabne oblike robno obmoc¢nih enac¢h. V tem dodatku so
tako podani Gaussov divergen¢ni stavek ter prva in druga Greenova identiteta, ki so tudi
uporabljene pri izpeljavah v tem delu.

A3.1 Gaussov divergencni stavek

Gaussov divergenc¢ni stavek za vektorsko polje F , ki je definirano v obmoc¢ju €2 z robom
[ pravi, da je skupen pretok vektorskega polja F' skozi zaprt rob I' enak volumskemu
integralu po obmocju 2 divergence tega polja, kar se zapise kot:

Aﬁ L FdQ = /Fﬁ - fid. (A3.1)
Gaussov stavek se lahko zapise tudi za poljubno skalarno polje u kot:
/ Vud) = / w - Adr. (A3.2)
Q r

Med stevilnimi izpeljankami Gaussovega divergen¢nega stavka je pogosto uporabljena
naslednja:

/Fﬁ x fdl = —/Qﬁ x FdQ. (A3.3)

A3.2 1. Greenova identiteta

Naj bosta u in u* skalarni polji definirani v obmocju €2, pri ¢emer naj bo vektorsko polje
F definirano kot F' = uVu*. Z upostevanjem Gaussovega stavka A3.1 sledi:

/F uNudl = A V- (uVur)do. (A3.4)

Ce se izraz pod integralom na desni stran enacbe odvaja in zapise kot vsota integralov
sledi 1. Greenova identiteta:

/Fuﬁu*df:/Qﬁu~6u*dQ+AUV2u*dQ. (A3.5)

A3.3 2. Greenova identiteta

Za izpeljavo 2. Greenove identitete se najprej v izpeljanem izrazu A3.5 zamenjata Clena

win u*:
/F wVudl = A V' - VudQ + A WV 2udo. (A3.6)
Dobljen izraz se odsteje od izraza A3.5 od koder sledi 2. Greenova identiteta:
A(uﬁu* — u*Vu)dl = A)(u V2t — - V) do. (A3.7)
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A4 Interpolacijske funkcije

Za reSevanje izpeljanih integralskih enach, ki so za potrebe reSevanja pretvorjene v diskre-
tno obliko, je potrebno racunsko obmocje razdeliti na posamezne robne elemente I', in
notranje celice €).. Vrednost poljubne veli¢ine f se racuna v dolo¢enih tockah znotraj
posameznega robnega elementa oziroma notranje celice f;. Obmoc¢ne vrednosti spre-
menljivk f; se izrazijo s pomocjo interpolacije in uporabe ustreznih interpolacijskih poli-
nomov P;, pri cemer se vrednost v poljubni tocki elementa oziroma celice zapisSe kot:

kjer sta n in & koordinati lokalnega koordinatnega sistema v elementu oziroma celici in
zavzemata vrednosti med [—1, 1], kar je prikazano na sliki A4.1, kjer so s tockami oznac¢ena
mesta, kjer so podane znane vrednosti veli¢ine f;. Na sliki A4.1 so prikazani konstantni,
linearni in paraboli¢ini robni elementi. Interpolacijski polinomi za vse tri tipe robnih

n=-1 n=0 n=+1
2 ® ® » “ o)
1 1 2 1 2 3
Slika A4.1: Konstantni, linearni in paraboli¢ni robni element.
elementov so zapisani v sledeci obliki:
o, =1 (A4.2)
1— 1
o= 121 5 _Ltn
2 2
1 1
‘131:577(77—1)7 Py =(n—1)n+1), q’3:§77(77+1)-

Interpolacijski polinomi za nezvezen tri tockovni kvadratni robni element podan na
sliki A4.2 se zapisejo v sledeci obliki:

1 1 1
¢, = §(_677 +81°), @y = 5(9 —161°), ®3= 5(677 +81°). (A4.3)
® L ®
1 2 3

Slika A4.2: Nezvezen tri tockovni kvadratni robni element.

Podobno kot smo zapisali interpolacijske polinome za robne elemente, moramo zapisati
interpolacijske polinome za obmoc¢ne elemente ¢;. Na sliki (A4.3) je prikazana skica za
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7 6 5
E&=+1 @ e ®
él—’
& e 9 - ®4
E=—1 @ = e
2 3
n=-1 n=+l1

Slika A4.3: Lagrangejeva notranja celica.

Lagrangejevo notranjo celico, kjer so podobno kot na sliki A4.1 s krogci oznacene tocke,
v katerih je podana vrednost veli¢ine f;. Interpolacijske funkcije, kot je prikazano na sliki
(A4.3), zapiSemo v sledeci obliki:

61 = paln = DEE 1) (A14)
6= 51— P)elE -~ ),

65 = g1 + )€ 1),

6= g+ )1 - &),

65 = g1+ ME +0),

b5 = 31— P)E1+ ),

¢7 = in(n — g1 +9),

¢s = ;?7(77 -1 -¢Y),

6o = (1=7P)(1 - €).
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B3 Razsirjeni povzetek v angleSkem jeziku
Extended abstract in the English language

This Appendix is the extended English summary of the doctoral dissertation Numeri-
cal modelling of micropolar fluid flow with boundary element method, presented to the
Faculty of Mechanical Engineering, University of Maribor by Matej Zadravec.

Chapter 1: Introduction

Flows in the nature are very complex and express different behaviour under different con-
ditions. Therefore we are interested to use proper numerical models to describe physical
behaviour of such fluid flows. The micropolar fluid flow theory enables accurate com-
putation of flows in a scale, where questions arise on the accuracy of the Navier-Stokes
equation.

In the doctoral dissertation, the micropolar fluid flow theory is incorporated into the
framework of velocity-vorticity formulation of Navier-Stokes equations. Among different
approximation methods for solving problems of fluid flow boundary element method is in-
creasingly gaining attention. Here, we will focus on the development of boundary element
method for velocity vorticity formulation of Navier-Stokes equations ([44], [45], [24]), and
show how to incorporate the micropolar fluid theory into the BEM framework. Governing
equations are derived in diferential, integral as well as discretised form, resulting from the
application of boundary element method.

In section 1.2 literature review is presented an extended on the field dealing with the
micropolar fluid flows.

Chapter 2: Micropolar fluids

The second chapter begins on page 11 and is presents the historic development of a
micropolar fluid flow theory and its applicability. In the recent years this theory is gain-
ing interest of many researchers. One of the reasons is progress in a micromachining
technology and questioning of scientists whether flows on microscale differ from flows on
macroscale, described by the Navier-Stokes equations. Various effects acting on the fluid
flows in micro channels are presented in the figure 2.1. One of the possible answers is the
micropolar fluid theory.

Micropolar fluids are a subclass of microfluids (figure 2.3), introduced by Eringen
[16]. A simple microfluid is by Eringen’s definition a fluid medium whose properties and
behaviour are influenced by the local motions of the material particles contained in each
of its volume elements. On figures 2.4 and 2.6 deformation and micro deformation of
microelement are presented. A microfluid is isotropic viscous fluid which posesses local
inertia. Because of a complex formulation for a general microfluid this class of fluids is
divided into subclasses, which allow a simplified description of the effects arising from
particle micro motions.
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Physically, micropolar fluids can be described as fluids consisting of rigid, randomly
oriented particles suspended in a viscous medium, where the deformation of the particles
is ignored ([16], [19]), but the local rotation, which affects the macroscopic fluid flow, is
not.

Chapter 3: Mathematical formulation of micropolar fluids flow

The attractiveness and power of the micropolar fluid flow theory come from the fact that
it is both a significant and simple generalization of the classical Navier-Stokes theory. In
the theory only one additional transport equation and one additional term in existing
momentum equation are added. This additional equation represents the conservation of
the angular momentum.

In subsection 3.2 the system of conservation laws for isotropic polar fluids is presented
with conservation laws of mass, momentum, angular momentum and energy, respectively
(eq. (3.1)-(3.4)). To obtain the model of micropolar fluids we specify the stress tensor
T and the couple stress tensor C, that is to define the constitutive equations (subsection
3.2.2). We define a micropolar fluid as a polar isotropic fluid with stress tensor T and
the couple stress tensor C' in equation (3.18) and equation (3.20), respectively. In this
subsection all the new model parameters, i.e. viscosities and coefficients, are explained
in detail and also the analogy and comparison to classical Navier-Stokes constitutive
equation is commented.

In the subsection 3.2.3 the final form of conservation equation for viscous, incompress-
ible and laminar micropolar fluid flow (eq.(3.27)-(3.30)) is presented respectively for mass,
momentum, microrotation and temperature conservation. While several new viscosities
are introduced, if one of them, namely the microrotation viscosity k,, becomes zero, the
conservation law of the momentum becomes independent of the influence of the fluid mi-
crostructure. Thus, the magnitude of the microrotation viscosity coefficient allows us to
measure in a certain sense, the deviation of flows of micropolar fluids from that of the
classical Navier-Stokes model.

Incorporation of micropolar fluid flow theory in the framework of velocity vorticity
formulation is presented in section 3.3. To incorporate micropolar fluid flow theory into
the framework of velocity-vorticity formulation of Navier-Stokes equations and to apply
the boundary element approximation method, we must first split the dynamics of the flow
into its kinematic and kinetic part. This is done by the use of derived vector vorticity
field function &, obtained as a curl of the compatibility velocity field & = V x U, which is
solenoidal vector function by the definition 2 (6 X 17) = (0. By applying the curl operator
to vorticity and using the mass conservation equation for the incompressible fluid we get
elliptic Poisson equation for the velocity vector, which has the same form as in existing
numerical algorithm [44], given for planar 2D flows by equation (3.34). Subsection 3.3.2
presents conservation equations for kinetic part of the flow. To compute the kinetic part
of the flow we apply the curl operator to the momentum conservation equation (3.28) and
considering that vorticity, velocity and microrotation flow field are solenoidal and due
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to the vorticity and microrotation definition and mass conservation equation, it follows
that the vorticity, microrotation and temperature kinetic equations for two dimensional
planar flows can be represented with equations (3.36)-(3.38), respectively. With use of
the velocity-vorticity formulation the pressure term is eliminated from momentum con-
servation equation. In order to compute pressure distribution, we derive in the subsection
4.1.3, the equation for pressure, which is obtained from equation (3.28). The final form

of pressure equation, which has a form of elliptic Poisson equation is given by equation
(3.40).

To close the presented set of partial diferential equations the corresponding boundary
conditions are given in section 3.4 for velocity (eq.(3.41)-(3.43)), microrotation (eq.(3.44)-
(3.46)) and temperature (eq.(3.48)-(3.50)). We included a general type of the boundary
condition for the microrotation on the no slip walls for the two dimensional planar prob-
lem as proposed by Rees and Bassom [39], which is given with equation (3.47), where
parameter n,,y; is indicating type of the micropolar fluid flow. For modelling of weakly
concentrated suspensions flows Jenna and Mathur 28] proposed n,q; = 1/2, Peddieson
[35] proposed nyq; = 1 which indicates turbulent shear flows. With n,,.; = 0 we classify
micropolar fluid flow as strong concentrated suspension flow, as proposed by Guram and
Smith [21].

Through the dissertation work additional parameters which define micropolar fluid
flow were introduced and they are described in the section 3.5. Additional coefficients
which appear in comparison to the classical Navier-Stokes model coefficients are microin-
ertia j, microrotation viscosity coefficient k, and spin gradient viscosity coefficient ~,,
which are assumed constant values. Because of the micro isotropy (Eringen [19]), mi-
croinertia was defined as a square of external characteristic length j = a2, as stated
by the Rees and Bassom [39]. It is clear that N is representing the microrotation of
the microstructure of fluid media in the flow field. It is possible that in some cases the
microstructure effects become neglible and the flow behaves like a regular viscous fluid.
Therefore, if we demand the N be a possible solution, then this is only possible if the
spin gradient viscosity coeflicient ~, satisfies the equation 3.54, which gives the relation-
ship between the coefficients of dynamic viscosity, microrotation viscosity coefficient and
microinertia. In computed examples we used additional parameter A, which presents rela-
tion between microrotation viscosity coefficient k, and spin gradient viscosity coefficient
Yo (€q.(3.55)). An important observation is that micropolar fluid mechanics introduces
an internal characteristic length, defined by equation (3.56), presenting the reciprocal
value of term presented in square brackets of equation (3.55). This internal characteristic
length is not present in the classical Navier-Stokes fluid mechanics. When the ratio of
the internal characteristic length to the external characteristic length vanishes (eq.(3.57)),
the results of the classical Navier-Stokes fluid mechanics will differ significantly. Another
parameter, used in examples given in chapter 5 is micropolar material parameter, which
represents the ratio between microrotation viscosity coefficient k, and dynamic viscosity
coefficient p, (eq.(3.58)).
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Chapter 4: Numerical method

Chapter 4 is divided into three sections in which the derived partial diferential equations
of micropolar fluid flow incorporated into velocity vorticity formulation are written in
integral (section 4.1) and discretised form (section 4.2), and at end the final numerical
algorithm is presented (section 4.3).

The advantage of the Boundary Domain Integral Method, originating from Boundary
Element Method, lies in the application of Green’s fundamental solutions as particular
weighting functions. Different conservation models can be written with an appropriate
selection of a linear differential operator L [u] given by equation (4.1), where the operator
L [u] can be either elliptic or parabolic, u[r;,t] is an arbitrary field function, and the
nonhomogenous term b|r;,t] is applied for non-linear transport effects or pseudo body
forces.

The integral representation of flow kinematics is derived in subsection 4.1.1 from the
elliptic Poisson partial differential equation, resulting in equation (4.15), where u* is
presenting elliptic fundamental solution of Laplace equation (u* = %ln% for 2D flows),
c (&) is geometry coefficient dependent on the position of the source point &.

In subsection 4.1.2 the kinetic part of the flow is presented in the integral form of con-
servation equation for vorticity, microrotation and temperature. Integral representation
based on diffusion-convection fundamental solution for flow vorticity, microrotation and
temperature are derived. The nonhomogenous velocity field must be decomposed into the
constant and a variable or perturbated part. A general form of the diffusion-convective
equation with first order chemical reaction term is given by equation 4.16, where a, and
¢, are constant transport material properties, ( is the reaction rate constant, while I,
stands for known source term. For accumulation term the first order Euler scheme is
used Ou/0t ~ (up — up_1) /At, where the subscript F' is indicating variable u in current
time step and subscript F'— 1 in previous time step and At is the time step. In equation
4.17 parameter k appears, defined as a sum of time increment parameter from accu-
mulation term discretisation and ( which accounts for other reaction terms (eq.(4.18)).
With fundamental solution (eq.(4.21) for 2D flows), which includes the parameter ¢, de-
fined by equation (4.23) and the use of Green theorems, given (appendix A3), the final
boundary domain integral equation is presented by equation (4.24). Accounting forthe
pseudo source term b (eq.(4.25)) in equation (4.24) and applying the Gauss theorem to
the domain integral of this pseudo body source term, which includes the convection for
the perturbated velocity field only, source term and initial conditions from accumulation
term discretisation, we get the final general form of boundary domain integral equation
for flow kinetics, presented by equation (4.26). Coefficients a,, ¢,, 5 and I, included in
this final form of integral equations, present different constants for each kinetic variable,
and are summarized in the table 4.1. After that the conservation equation of vorticity, mi-
crorotation and temperature are given in integral form for laminar planar flow of viscous
incompressible micropolar fluid with equations (4.27), (4.28) and (4.29), respectively. The
subsection 4.1.3 presents, with analogy to the derivation of kinematic equation integral
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form, the integral form for pressure equation, resulting in equation (4.36).

Discretisation in integral forms of equation for velocity (eq.(4.15)), vorticity (eq.(4.27)),
microrotation (eq.(4.28)), temperature (eq.(4.29)) and pressure (eq.(4.36)) is presented in
section 4.2. For the discretisation the boundary must be decomposed into the bound-
ary elements and domain must be decomposed into domain cells as presented in figure
4.1. The subdomain technique is used for flow kinetics, with one subdomain consulting
of four boundary elements and one internal cell. The velocity, vorticity, microrotation,
temperature and pressure field functions and their derivatives are approximated by the
use of interpolation functions given in appendix A4. The final discretised equation for
flow kinematic is given with equation (4.45), vorticity with equation (4.55), microrotation
with equation (4.62), temperature with equation (4.69) and pressure with equation (4.76).

The final section in this chapter, section 4.3, describes the new numerical computa-
tional algorithm. The derived integral equations contain several new terms, compared
with the basic approach for viscous fluid flows, which have been included into the ex-
isting numerical scheme. We solve the set of equation for the field functions (velocity,
vorticity, microrotation and temperature). The boundary conditions can be of Dirichlet
or Neumann type for velocity, microrotation and temperature fields, but the boundary
vorticity values are unknowns. In each iteration of the nonlinear loop we first calculate
boundary vorticity values by solving the kinematics equation using single-domain BEM
approach. The flow kinematics equation is solved again by the sub-domain BEM for do-
main velocities taking into account the newly calculated boundary vorticity values. The
domain vorticity values are obtained by solving the vorticity transport equation using
sub-domain BEM. The domain microrotation values are obtained by solving the micro-
rotation transport equation using sub-domain BEM. Finally the velocity field is used to
calculate domain temperature values by solving the energy equation by sub-domain BEM
and calculating new microrotation boundary conditions. The extended BEM algorithm
is presented with a flowchart scheme in figure 4.3.

Chapter 5: Results of simulations

The development of numerical algorithms requires several numerical simulations of mi-
cropolar fluid flows to test the numerical scheme. Therefore, the chapter 5 presents three
computed numerical test cases.

The first numerical example (section 5.1) is the case of natural convection in a square
cavity, which is one of the benchmark test cases in CFD. We "ve chosen the case due to
available comparison with results of pure Newtonian fluids and results of several other
researchers, which adopted the micropolar fluid theory in their physical models. We per-
formed mesh sensitivity tests with 10 x 10, 20 x 20, 40 x 40 and 60 x 60 sub-domains. Only
the mesh 10 x 10, was not able to produce converged results at higher Rayleigh number
values, therefore it was not included in comparison of calculated Nusselt number values,
presented in table 5.1. The meshes were refined in the vicinity of solid walls (refinement
factor was 8) in order to capture the thinning of the boundary layer with increasing tem-
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perature differences across the cavity. Since the 40 x 40 sub-domains mesh gave very
accurate results, it was chosen for the rest of computed test cases. At the solid walls the
no slip boundary conditions was imposed, i.e. the fluid had zero velocity relative to the
boundary (fig. 5.1). The left wall of the cavity was set as hot with Ty and the right
as cold with Ty. Parameter n,4;, which defines the microrotation boundary conditions
on the walls, was chosen as n,.; = 1/2 and therefore microrotation was equal to the
angular velocity at the rigid boundaries. The effect of the microstructure is negligible in
the neighborhood of the wall since the suspended particles cannot get closer to the wall
than their radius is. In the neighborhood of the wall, rotation of the particles depends
only on the fluid shear, so the microrotation vector must be equal to the angular velocity.
The initial velocity, microrotation and temperature fields were set to zero. Microinertia
was defined as a square of the length scale j = L?, as stated by the Rees and Bassom
[39]. Spin gradient viscosity coefficient +y, was taken in the form proposed by the Ahmadi
[1], given by equation (5.2). Calculations were performed for dimensionless Prandtl num-
ber Pr = 0,71. The heat transfer within the fluid can be characterized by the Rayleigh
number value (Ra). Calculations were performed for a set of different values of Rayleigh
numbers Ra = 10%;10%;10%;10° and 107. Calculations for each Rayleigh number value
were performed for different values of micropolar material parameter K =k, /u, = 0;0,5
and 2, representing the ratio between microrotation viscosity coefficient and dynamic vis-
cosity coefficient. The actual heat transfer is presented by the Nusselt number value Nu.
In the case of K = 0, the problem is the same as in the case of classical Navier-Stokes
equations. In that case the vorticity and microrotation field are uncoupled. In the table
5.2 the comparison of averaged Nusselt number results (K = 0) with benchmark solution
(Davies [13]) for natural convection in a square cavity for Newtonian fluid and with results
of Aydin and Pop [5] is given. In figure 5.2 comparison between calculated values of the
averaged Nusselt number and results of Aydin and Pop [5] is given. It must be emphasized
that Aydin and Pop [5] used the strong concentrated suspensions boundary condition case
(nweu = 0) as the microrotation boundary conditions. From the graph in figure 5.2 it is
obvious that differences are larger as the Rayleigh number increases, because in the case
of strong concentrated suspensions boundary condition particles near the surface cannot
rotate freely, whereas in the weak concentrated suspensions boundary condition case the
microrotation is augmented, therefore the flow is additionally enhanced. The same behav-
ior was reported in the paper of Hsu [26]. The qualitative comparison of average Nusselt
number values in dependence of the Rayleigh number values with result published in work
of Hsu [26] shows good agreement. Figure 5.3 presents the local Nusselt number on a hot
wall for different material parameters K and different Rayleigh number values. It can be
concluded that the local Nusselt number decreases as material parameter values increase,
and consequently the value of average Nusselt number decreases as well. In the case of the
lowest Rayleigh number value computed different behaviour occur, where with increasing
the K value the conduction becomes predominant transport mechanism in the enclosure.
Figures 5.4, 5.5 and 5.6 present streamlines, vorticity contours and isotherms in a square
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cavity for different values of material parameter and Rayleigh number. From the figures
it is also evident that increasing the Ra number value leads to thinner thermal bound-
ary layers near the heated and cooled walls, enhancing momentum and heat transfers in
the cavity. In the same figures we can see that increasing of the microrotation viscosity
coefficient values k, leads to thickening of the thermal boundary layers near the heated
and cooled walls and decreases momentum and heat transfer in the cavity. The conver-
gence behavior of calculations carried out for different Rayleigh and different material
parameters of micropolar fluids is presented on figure 5.7.

The second numerical example calculated within this work is flow in the channel,
presented in section 5.2, where the geometry and used mesh is presented in figures 5.8
and 5.9, respectively. The computational mesh is composed of 100 sub-domains in the
x direction and 40 sub-domains in the y direction, so the whole computational domain
is composed of 40000 sub-domains. The mesh was refined in the vicinity of solid walls
with refinement factor 8. On the inlet the uniform velocity is prescribed (v; = 1) normal
to the inlet boundary. On the walls the no slip boundary condition is used for velocity
(Vwau = 0) and the microrotation on the walls is set as N = 0, which is the case of strong
concentrated suspension flow, given bi parameter n,,; = 0. In this case we simulated
flow of a laminar fluid flow of incompressible micropolar fluid in two dimensions. So
the Reynolds number in all the calculation was set as Re = 100. Inside the performed
calculation the material parameter of micropolar fluid is varied K = 0 — 10 and also the
parameter A\ given by equation (3.55). The both parameters K and A influence strongly
velocity and the microrotation field. The case K = 0 is achieved by setting microrotation
viscosity coefficient to be zero. This case presents calculation of the micropolar fluid flow
in which the microrotation does not affect the flow (as in the case of classical Navier-
Stokes equation). Results of velocity, pressure, vorticity and microrotation presented on
figures 5.10, 5.11, 5.12 and 5.15, respectively, show the developing flow along the channel
length. To validate calculated data we took results for pressure difference in the case
K = 0 and compared them with analytically obtained results by equation (5.11). The
comparison of pressure difference, presented in table 5.4 shows good agreement with our
calculation. More interesting results arise if we increase the value of material parameter in
our calculation. As it is seen from the figure 5.13 the pressure is increasing with increasing
microrotation viscosity coefficient. In this case the velocity profile in cross section of the
half of channel height at the outlet of the channel is flattened and doesn’t anymore match
the profile of parabola, what is the case in the developed flow, calculated with classical
Navier-Stokes equations. The velocity profiles agree well with presented results of Eringen
[16] and also with results of Papautsky [34]. Another varying parameter was A, presenting
combination of microrotation viscosity coefficient k, and spin gradient viscosity coefficient
v, Which is controlling the microrotation. Results of microrotation profiles, on the outlet
of the channel, presented on figure 5.16, show that increasing the value of coefficient A is
causing the increase in microrotation. Results of microrotation profiles in figure 5.16 are
consistent with results of Eringen [16] and Papautsky [34]. On the last figure 5.17 in this
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section, the convergence error plot is presented for calculation with different parameters
A. From this figure we can see that no additional numerical instabilities appear due to
incorporation of micropolar fluid flow theory.

Section 5.3 presents the last numerical example of mixed convection in the square
cavity with localized heat source. This case is interesting because of the presence of
the externally induced stream and the free flow induced by the heat source. Figure
5.18 is presenting geometry of the selected problem with used boundary conditions. The
calculation performed used the mesh consisting of 1650 sub-domains and 6771 nodes,
presented on figure 5.19. The inflow was assumed to be uniform (v; = 1). All the walls
except the part of the left side of the cavity, where the heat source is prescribed as
0T /0x = 1, are assumed to be adiabatic 07'/0On = 0. At the inlet the temperature is set
as T'= 0. All the walls are assumed to have no-slip boundary condition for the velocity.
In this case we modeled strong concentrated suspension flow as a micropolar fluid. We set
parameter n,,; = 0, as microrotation boundary condition (eq.(3.47)), which means that
microrotation on the walls is zero (N = 0). The depth of the cavity is presumed to be
long enough so that the flow is two dimensional. For simplicity the inflow and the outflow
openings on the opposite vertical wall are set equal to the height of the heat source. The
Reynolds number was set as Re = 100 except in the case presented of figure 5.20, where
the comparison of flow with two different Reynolds number is presented. Prandtl number
was Pr = 10, but the Rayleigh number varied (Ra = 103 — 10®) with varying of buoyancy
parameter n = 0.01 — 1000, presenting ratio between Gashoff and of the Reynolds number
squared. All the calculations were performed for different parameters of micropolar fluid
using material parameter in the range K = 0,1 — 10, and parameter A = 0, 5—10. Results
of calculations show that increasing the Rayleigh number results in more recirculation near
the localized heat source (figure 5.22) and therefore higher temperature gradients, leading
to higher heating efficiency of the central region in the cavity. The effect of the increase
in material parameter K on the microrotation field is shown in figure 5.24, which also
shows the increase of microrotation due to increase of Rayleigh number. The same effect
of the material parameter of micropolar fluid K on the microrotation is also presented
in figure 5.25. Higher values of microrotation, by constant Rayleigh number, lead to
veaker recirculation flow in the cavity. Distribution of microrotation for different values of
parameter A in the cavity show that microrotation is higher for smaller values of parameter
A (figure 5.26). It is also found that the microrotation at the recirculation zone decreases
as the spin gradient viscosity coefficient 7, (eq.(3.55)), which is included in parameter
A, decreases. In figure 5.27 the dependence of the maximum surface temperature on
the material parameter K and buoyancy parameter n shows that increase of K leads
to lower maximum temperatures. With increasing the buoyancy parameter 7 the heat
transfer is increased and which leads to the lower maximum temperatures. An example
of convergence is shown in figure 5.29 for the case of Rayleigh number 10® and different
material parameters of micropolar fluids K.
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Chapter 6: Conclusions

The velocity vorticity formulation of micropolar fluid theory based on boundary element
method presented in this dissertation shows good potential for solving micropolar fluid
flow problems. In this work the derivation of differential, integral as well discretised forms
of equations in the framework of velocity-vorticity formulation for numerical simulation
of fluid flow with micropolar fluid theory is presented. The derivation showed that the
derived equations include several additional terms, compared with the classical set of
Navier-Stokes equations. The physical model was incorporated into the boundary element
method based numerical code. The derived numerical algorithm was used to analyze the
effect of different parameters of micropolar fluid flow on heat transfer in the case of natural
convection in square partially heated enclosure, on the flow in a channel and on flow and
temperature field in the case of mixed convection. The results of the micropolar fluid flow
show that one can expect significant reduction in heat transfer and change of the flow field
compared to computations with classical Navier-Stokes equations. Computational results
were also compared with results of other authors and comparison shows good agreement.

In the future work the derived numerical model could be used to model complex flows
such as blood or suspension flows. The problem exists in the determination of additional
viscosity parameters which arise in the micropolar fluid theory. The development of new
technologies, in the field of experimental research in micromachining is expected, to give
researcher from the field of numeric simulations more benchmark data to validate their
models, which is currently one of the main problems in application of micropolar fluid
theories.

Appendices

Appendices include in depth information on some aspects of the dissertation as well as
lengthier mathematical derivations. They include: A1l conservation of angular momen-
tum, A2 constitutive equation of microfluids, A3 Gauss and Green’s theorems and A4
interpolation functions.

A list of books, papers and other monographs, which were used to prepare this disser-
tation, is given on page 87.
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