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Resumen

Multitud de aplicaciones de la vision artificial necesitan comparar o integrar
imagenes de un mismo objeto pero obtenidas en instantes de tiempo dife-
rentes, con distintos dispositivos (camaras), desde distintas posiciones, bajo
distintas condiciones, etc. Estas diferencias en la captura dan lugar a image-
nes con importantes diferencias geométricas relativas que impiden que éstas
“encajen” con precision unas sobre otras.

El registro elimina estas diferencias geométricas de forma que pixeles si-
tuados en las mismas coordenadas se correspondan con el mismo punto del
objeto y, por tanto, ambas imagenes se puedan comparar o integrar facil-
mente. El registro de imégenes es esencial en disciplinas como la teledetec-
cion, radiologia, vision roboética, etc.; campos, todos ellos, que superponen
imagenes para estudiar fenémenos medio-ambientales, monitorizar tumores
cancerigenos o para reconstruir la escena observada.

En esta tesis se aborda la problematica asociada a este proceso, se anali-
zan experimentalmente las técnicas de registro no-rigido mas representativas.
También se estudian diferentes medidas de similitud utilizadas para medir su
consistencia y se propone un novedoso procedimiento para mejorar la preci-

sion del registro lineal por trozos. Concretamente:

e Se analizan experimentalmente los elementos que influyen en la estima-
cion de distribuciones de probabilidad de los niveles de intensidad de las
imagenes. Estas distribuciones son la base para el calculo de medidas de
similitud basadas en la entropia como la informacion mutua (MI) o el
coeficiente de correlacion de entropia (ECC). Por tanto, la efectividad

de estas medidas depende criticamente de su correcta estimacion.

il



iv RESUMEN

e Se compara experimentalmente las técnicas de registro no-rigido mas
representativas, en particular: funciones globales polinomiales (de di-
versos ordenes), lineal por trozos y funciones de base radial, en parti-
cular, la funcién thin-plate-spline. En esta comparativa se analizan la
influencia en la precision del registro de aspectos tales como el niimero
y distribucién de los puntos de control (CP) utilizados, la geometria de

la escena o las posiciones de observacion.

e Se formaliza el registro lineal por trozos mediante complejos simplicia-
les. Los complejos simpliciales son estructuras matemaéticas basadas en
triangulos que se emplean tipicamente en topologia algebraica y que
ofrecen ventajas sobre las redes triangulares empleadas habitualmente
en el registro lineal por trozos. Esta formalizacion plantea el registro
més alla de un mero enfoque 2D, puesto que abarca, no sélo la gene-
racion de redes triangulares 2D 6ptimas (desde el punto de vista de la
consistencia del registro), sino también formaliza la reconstruccion 3D

de la superficie de la escena observada.

e Se propone un procedimiento de optimizaciéon de la consistencia del
registro que modifica topologica y geométricamente la red triangular
(complejo simplicial) utilizada en el registro lineal por trozos. El méto-
do propuesto se compara experimentalmente con diversas funciones de
transformaciéon no-rigidas y procedimientos similares propuestos en el
campo de la reconstruccién 3D. Por otro lado, para ilustrar los benefi-
cios de utilizar redes triangulares consistentes en la reconstruccion de
la escena observada, se incluyen diversos ejemplos generados a partir

de las redes iniciales y las optimizadas.

En la realizaciéon de las pruebas y experimentos de esta tesis se han uti-
lizado imégenes de distintos tipos: imégenes de alta resolucion del satélite
QuickBird (proporcionadas por Decasat Ingenieria www.decasat . com), iméa-
genes sintéticas del repositorio ALOI [30], imagenes captadas con camaras

digitales domésticas (por ejemplo, de fachadas de edificios u objetos), etc.


www.decasat.com
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Capitulo 1

Introduccion

1.1 Registro de imagenes

El registro de imagenes consiste en superponer dos imégenes de la misma es-
cena adquiridas en diferentes instantes de tiempo (analisis multi-temporal),
desde distintos puntos de vista (andlisis multi-vista) y/o usando distintos
sensores (andalisis multi-modal). En este proceso, una de las imagenes perma-
nece sin modificar (imagen de referencia o fija), mientras que la otra (imagen
de entrada o mdvil) se transforma geométricamente hasta que se ajusta a la

de referencia.

Este proceso es crucial en todas aquellas aplicaciones que necesitan com-
binar, comparar o fusionar informacioén visual. Uno de los campos de apli-
cacion es la teledeteccién donde, para poder monitorizar fenémenos medio-
ambientales, como los efectos de unas inundaciones, o humanos, como el
impacto del desarrollo urbano sobre una determinada regién es necesario su-
perponer con precision imégenes de fechas diferentes para estudiar el nivel
de cambio antes y después del fenémeno a evaluar.

Algo similar ocurre en medicina. Por ejemplo, para analizar diversos pro-
cesos biolégicos, como la evolucion de un tumor cancerigeno o una lesion
muscular, se comparan resonancias magnéticas (MR) de la zona afectada ad-
quiridas en distintas fechas (antes y después del tratamiento). También, para

generar atlas médicos en los que se combinan imégenes de diferentes sujetos
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de un determina area del cerebro.

En robotica es muy habitual utilizar camaras para extraer informacion
visual del entorno para detectar y/o manipular objetos, localizarse, despla-
zarse sin colisionar, reconstruir la escena, etc. Para realizar estas tareas se
capturan imégenes desde distintas posiciones que se combinan o se comparan
con otras adquiridas previamente.

Numerosos sistemas de seguridad basados en vision comparan imagenes
adquiridas en distintos instantes de tiempo y/o desde distintos puntos de
vista para detectar posibles intrusos en un &rea restringida. Por otro lado,
la reciente apariciéon de sistemas de bajo coste capaces de captar iméagenes
retinales! ha favorecido la aparicion de sistemas (biométricos) de control
de acceso. Estos sistemas comparan la imagen retinal de un sujeto con las
almacenadas en el sistema antes de autorizar su acceso.

Estas son solo algunas de las muchas aplicaciones donde interviene el re-
gistro de imagenes. En las figuras y el lector puede encontrar otros
ejemplos: generacion de mosaicos, diagnostico de enfermedades, compensa-

cién del desenfoque, reconstruccion 3D, etc.

1.2 La precisiéon en el registro

La precision del registro es vital en la mayorfa de las aplicaciones. Sirva como
ilustracion el siguiente ejemplo.

Supoéngase que se pretende monitorizar el grado de desertizaciéon en una
determinada regiéon de interés mediante la comparacion de mapas teméti-
cos (TM) del satélite Landsat. Puesto que la resolucion espacial de estas
imégenes es de 25 m./pixel, cualquier error en el ajuste superior a un pixel
desvirtuaria por completo los resultados obtenidos e induciria claramente a
medidas incorrectas.

Aunque conceptualmente la superposicion de dos imagenes es un proble-
ma relativamente sencillo, la precision, y por tanto el éxito, de este proceso

se ve condicionado por las condiciones de adquisicion de las iméagenes (el

LAl igual que las huellas dactilares, las retinas (méas concretamente, la disposicion de
los capilares retinales) de un individuo son unicos.
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a)

b)

d)

Figura 1.1: Aplicaciones del registro de imagenes: (a) Mosaico de imagenes reti-
nales para el diagnostico de enfermedades oculares; (b) Para ganar en realismo, los
video juegos de reciente apariciéon proyectan video sobre modelos 3D de la escena;
(c) Mosaicos esféricos utilizados, tipicamente, en realidad virtual y teleoperacion;
(d) Mosaicos de lechos submarinos para la realizacion de inventarios arqueologicos.



4 1. INTRODUCCION

e)

Figura 1.2: Mas aplicaciones del registro de imégenes: (a) Reconstruccion 3D de
escenas u objetos; (b) Fusion de imégenes de diferentes sensores, tipica en telede-
teccion y astrofisica; (c) Generacion de atlas médicos para estudios médicos; (d)
Compensacion del desenfoque; e) Generacion de imagenes panoramicas.
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angulo de observacion y los cambios en la iluminacion), por la geometria de
la escena, e incluso, por la propia naturaleza de las imégenes utilizadas, a
veces, capturadas con sensores diferentes.

Entre estos factores destaca, por la relevancia de las diferencias geomé-
tricas relativas que inducen, la observaciéon de una escena con geometria
no-plana desde posiciones muy diferentes. Por ejemplo, imagenes de satélite
de una regiéon montanosa captadas en el nadir? pueden ser registradas con
transformaciones relativamente simples (por ejemplo, homografias o funcio-
nes polinomiales [37]), mientras que si, por el contrario, son captadas desde
angulos diferentes, las diferencias geométricas entre las imagenes se acen-
tuan, requiriendo transformaciones més complejas, de influencia local, como

las funciones de base radial o las lineales por trozos [2].

La figura muestra varios ejemplos de distorsiones inducidas por la
observacion de una escena de geometria no-plana desde diferentes puntos
de observacién. Obsérvense las importantes diferencias geométricas locales
que se producen entorno al puente (ver fig. [1.3(a)). Estos efectos pueden
agravarse cuando aparecen oclusiones, cambios en el contenido debidos a la
distinta iluminacion, sombras, etc. (ver fig. [1.3|(b)).

En la literatura se pueden encontrar una amplia variedad de meétricas
que cuantifican la precisiéon del registro, sin embargo, su comportamiento
se ve afectado, entre otros, por la diferente naturaleza de las imagenes, las
condiciones de iluminacion, los cambios en el contenido de las imégenes,
sombras, saturaciones, etc. En radiologia, por ejemplo, cuando se registra
una imagen de resonancia magnética (MR) y una tomografia computarizada
(TC) de un mismo paciente, las medidas de similitud tradicionales como la
correlacion cruzada normalizada (NCC) o la suma de diferencias al cuadrado
(SSD) no son efectivas, debiéndose utilizar medidas basadas en conceptos
tales como entropia relativa, informacion mutua (MI), etc. propias de Teoria

de la Informacién, y que ofrecen un comportamiento mas eficaz.

La figura muestra diversos ejemplos de imégenes multi-modales. Ob-

2Se denomina nadir a la interseccién entre la vertical del observador y la esfera celeste.
Si se considera la recta imaginaria que pasa por el centro de la Tierra y por nuestra
ubicacion en su superficie, el nadir se encuentra sobre esa recta.
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Iméagenes de satélite QuickBird

a)

Iméagenes de interiores

b)

Figura 1.3: Imagenes captadas desde distintos puntos de observacion: (a) Obser-
vacion de la cobertura terrestre fuera del nadir. (b) Imégenes de una escena de
interior tipica.

sérvese la diferente naturaleza de cada una de las imagenes médicas®, a pesar
de que todas ellas corresponden al mismo paciente ( ver fig. [[.4fa)). Algo
similar ocurre cuando la cdmara incluye sensores de diferentes tipos, por
ejemplo, color e infrarrojos (ver fig. [1.4[(b)).

A continuacién se introduce formalmente el problema del registro y las

etapas y elementos que intervienen en él.

1.3 Definicién del problema

Dado un punto cualquiera X = (z,y,2)" € R3 que se proyecta en los planos

imagen de dos camaras en las coordenadas x = (z,y)" € Qy x' = (2/,9/)" €

3Las imagenes médicas, a menudo, son matrices tridimensionales de medidas de reso-
nancia magnética, tomografia computarizada, etc. generadas a partir de “cortes” o secciones
transversales de algin 6rgano del paciente.
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PET

Color Infrarrojo

b)

Figura 1.4: Imagenes de distinta naturaleza (multi-modalidad): (a) MR, TC y
tomografia por emision de positrones (PET) de un mismo paciente y (b) Imagen
en color (RGB) e infrarrojo (IR) del Spitzer Space Telescope’s Delta II.

Q, respectivamente, con 2 C N2, se define la aplicacion f :  — , biyectiva,

que relaciona geométricamente las coordenadas x y x’ como:

{ v = fo(@y)

x=f)= y:fy(xluy/)

(1.1)
donde f, e f, son las funciones de transformacion en x e y, respectivamente.
Consecuentemente, el registro de imdgenes consiste en determinar el tipo
y parametros de la funcién f que superpone x’ sobre x. La figura muestra
un esquema simplificado de este proceso.
Sean I e I’ la imagen de referencia y la de entrada, respectivamente. Consi-
dérese también una funcién r de interpolacién y una medida s de consistencia

del registro. El proceso de registro se aborda tipicamente del siguiente modo:

1. se extraen elementos distintivos de las imagenes y se establecen corres-

pondencias entre ellos;
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Imagen Imagen
entrada referencia

f: funcién de transformacion

Extraccion y

emparejamiento I': funcién de interpolacion

de elementos
distintivos

S: medida de similitud

Estimacion de los Interpolacion de Medida de la
parametros la imagen de consistencia del
de f entrada con I registro con S

. Imagen
S(I,I')Zt registrada

P
Figura 1.5: Esquema de un proceso genérico de registro de imagenes.

2. utilizando las correspondencias establecidas, se determinan los parame-

tros de la funcién de transformacion f;

3. para generar la imagen registrada, se transforman las coordenadas de
la imagen de entrada y se transfieren los valores de intensidad mediante

la funcién de interpolacion 7;

Este proceso se repite iterativamente hasta que la medida de similitud s
alcanza un valor dado ¢.
A continuacion se describen detalladamente los elementos que intervienen

en este proceso.

1.3.1 Las bases del registro

Las bases del registro son aquellos elementos utilizados para establecer la
relacion geométrica entre las imagenes. Estos elementos pueden ser pares de
caracteristicas de ambas imagenes o las imagenes completas, esto es, todos los
niveles de intensidad de ambas imagenes. Dependiendo de las bases utilizadas,

las métodos de estimacion se pueden agrupar en dos categorias:

Basados en puntos: Los pardmetros de la funcion de transformacion se deter-

minan a partir de un conjunto de correspondencias { (x;,x}), i = 1,...,n},
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llamados puntos de control (CP), identificadas en ambas iméagenes. En
este proceso suelen utilizarse métodos robustos de estimacién como
el LMedS o RANSAC (métodos que se analizan detalladamente en el

apéndice [B). Formalmente, el problema consiste en resolver:

arg min (x; — f (X)) (1.2)
o (s150). 1o}

donde « son los parametros de [y {(Xj,X;*) , g=1.. .m}, conm < n,

un conjunto de correspondencias libre de espurios.

Basados en intensidad: Los pardmetros de la funcion de transformacion se
obtienen como resultado de un proceso de optimizaciéon consistente en
maximizar cierta medida de similitud de intensidad. Este proceso, a
diferencia del anterior, involucra la totalidad de los pixeles de ambas
imagenes lo que requiere normalmente un mayor esfuerzo computacio-

nal. Formalmente, hay que resolver:

argmaxs (I (x;),I' (f7' (x;))) (1.3)

«

donde ©+ = 1,..., N, siendo N el ntiimero de pixeles de la imagen de

referencia y s una medida de similitud.

1.3.2 La funcion de transformacion

La funcidn de transformacion determina la relacion geométrica entre los pi-
xeles de ambas imagenes (ver fig. [1.6). En general, se puede hablar de dos

grupos:

Rigidas: Transformaciones que aseguran la invarianza de las rectas. Las
transformaciones Euclidea, afin o proyectiva son algunos ejemplos de

esta categoria.

No-rigidas: Transformaciones que no aseguran la invarianza de las rectas. En
esta categoria se pueden citar, entre otras, las funciones polinomiales,

de base radial o las lineales por trozos.
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Diversos autores utilizan el término elastico para referirse a las transfor-
maciones no-rigidas |85, [33]. En esta tesis se utilizaran indistintamente ambos
términos.

Las funciones rigidas o elasticas, a su vez, se pueden clasificar atendiendo

a su alcance o 4&mbito de influencia en:
Globales: La transformacion afecta a la totalidad de los pixeles de la imagen.

Locales: La influencia de la transformacion depende de la posicion de cada

pixel en la imagen.

En la literatura también se pueden encontrar enfoques hibridos, como
el propuesto en [41], donde se propone combinar una afinidad global y un

conjunto de n funciones locales de base radial.

Imagen

Euclidea Afin Proyectiva Eléastica

Global

Local

Figura 1.6: Clasificacion de las funciones de transformacion.

En el capitulo[3]se hace una revision de las funciones méas representativas,
as{ como un analisis comparativo de diversas transformaciones no-rigidas
(seccién. Los parametros de las funciones se estiman mediante puntos de
control (CP) identificados en las imagenes. El procedimiento utilizado para
su identificacion robusta se describe en la seccion Por completitud, en
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el apéndice [D] se describen las técnicas de deteccion de esquinas utilizadas en
este proceso.

Esta tesis se centra, en especial, en la funcion lineal por trozos, una trans-
formacion local que aborda el registro de las imagenes mediante su division en
regiones triangulares conjugadas que se registran individualmente mediante
transformaciones afines. En los capitulos [4] y 5 se formaliza el registro lineal
por trozos y se propone un procedimiento basado en la optimizacion de re-
des triangulares para mejorar su precision. Para formalizar el problema del
registro lineal por trozos se proponen unas estructuras matematicas denomi-
nadas complejos simpliciales. Estas estructuras, desarrolladas en el campo de

la topologia algebraica, se describen formalmente en el apéndice [C]

1.3.3 La medida de consistencia

La medida de consistencia del registro cuantifica como de bien se superponen
la imagen registrada y la imagen de referencia. Para ello se puede utilizar
una amplia variedad de métricas, las cuales también se pueden agrupar aten-

diendo a las bases utilizadas:

Basadas en puntos: La precision del registro se determina a partir de los
errores geométricos de ajuste (distancia) de un conjunto de correspon-
dencias identificados en las dos iméagenes, denominados puntos inde-
pendientes de control (ICP). Una transformacion inadecuada conlleva
importantes desajustes, y viceversa. Para medirlos se emplea tipica-
mente el error cuadratico medio (RMSE) y /o el error circular con 90 %

de confianza (CE90). Ambos se comentan con més detalle en la seccion

2.1

Basadas en intensidad: Este tipo de medidas, a diferencia de las anteriores,
cuantifican la precision del registro comparando el contenido de las
dos imégenes. Existen tantas posibilidades para ello como enfoques
para evaluar la similitud de dos series numéricas de datos como, por
ejemplo, el coeficiente de correlacion de Pearson, la informacién mutua

(MI), el analisis de componentes principales (PCA), etc. Notese que, en



12 1. INTRODUCCION

este enfoque, la normalizacién radiométrica de las imagenes es crucial,
ya que cambios en el nivel de intensidad debidos, por ejemplo, a una

distinta iluminacion, serfan considerados como errores de ajuste.

La eleccion de la medida de consistencia idonea, crucial en cualquier pro-
cedimiento de registro, depende de una variedad de factores como la disponi-
bilidad de ICPs fiables, la naturaleza de las imagenes (esto es, mono-modales
o multi-modales), su sensibilidad a las posibles diferencias radiométricas e
incluso su coste computacional. En el capitulo 2] se realiza una revisiéon de
las medidas de similitud més representativas.

El procedimiento de registro propuesto en el capitulo |5| de esta tesis em-
plea el coeficiente de correlacion de entropia (ECC), una variante normalizada
de la MI, para dirigir eficientemente el proceso de optimizacion. E1 ECC, al
igual que la MI, se estima a partir de las funciones de distribucién de pro-
babilidad marginal y conjunta de las intensidades de ambas imagenes. En la
seccion se analiza experimentalmente diversos procedimientos utilizados
para la correcta estimacion de estas distribuciones. Muchos de los conceptos
y términos que se emplean en esta secciéon son descritos con mas detalle en

el apéndice [A]

1.3.4 La funcién de interpolaciéon

En la mayoria de las ocasiones, el resultado de transformar geométricamente
las coordenadas de un pixel no es un par de coordenadas discretas, es decir,
las coordenadas transformadas no coinciden con un pixel. Se requiere, por
tanto, una funcion de interpolacion. El proceso de interpolacion se aborda,
tipicamente, del siguiente modo (ver fig. :

1. para cada pixel x = (x,9)" de la imagen interpolada se obtienen las

coordenadas origen en la imagen de entrada mediante f~!(x),

2. dependiendo de la funcién de interpolacion, se determina la intensi-

dad/color a transferir a la imagen interpolada,

3. finalmente, se “rellena” el pixel x con dicho valor.
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Imagen interpolada Imagen de entrada

X Vecino mas préximo 4 vecinos 16 vecinos

Transformacién
inversa

a) b) ©)

Figura 1.7: Funciones de interpolacion: a) “vecino méas proximo”, b) bilinear y c)
bicabica.

En la literatura se proponen diferentes funciones de interpolacion, algu-
nas poco costosas computacionalmente, como “el vecino mas préximo”, pero
que produce imégenes con contornos fragmentados (efecto escalon). Otras
més costosas, pero que producen imagenes de una mayor calidad visual, co-
mo la interpolacion bilinear, bicubica (que utilizan, respectivamente, los 4 o
16 pixeles mas cercanos para estimar el valor del pixel transformado), spli-
nes, etc. Algunos paquetes de procesamiento de imagenes incorporan técni-
cas mucho mas elaboradas, como la propuesta por Intel en [53], denominada
super-sampling, especialmente apropiada para registrar imagenes que presen-

tan cambios de escala muy importantes.

1.3.5 El método de estimacion

El proceso de registro consiste en determinar los parametros 6ptimos de una
funcion de transformacion geométrica, esto es, resolver los problemas de mi-
nimizacion o maximizacion propuestos en 0 , respectivamente. En
este sentido se han propuesto una amplia variedad de procedimientos de op-
timizacion y estimacién robusta. Asi, se pueden encontrar trabajos en los
que dada la simplicidad de las funcién objetivo, por ejemplo, Euclidea o po-
linomial de orden bajo, se resuelven con formulaciones cerradas [65]. Si la
dimensién del problema crece, como ocurre normalmente cuando se emplean
funciones de transformacion no-rigidas y/o locales, ya no es posible emplear

soluciones cerradas y se recurre a técnicas de optimizacion basadas en algo-
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ritmos iterativos (como el descenso del gradiente o la busqueda greedy [77]),
modelos bayesianos [105], el recocido simulado [91], etc. El lector puede di-
rigirse al trabajo de Maes [68] para un estudio completo sobre diferentes

estrategias de optimizacion.

1.4 Contribuciones de la Tesis

Esta tesis aborda el registro de imagenes que presentan diferencias geomé-
tricas locales. En este caso solo las funciones de transformacion elésticas y/o
locales ofrecen soluciones aceptables en términos de precision. Cémo medir
esta precision es justamente uno de los aspectos claves en el procedimiento
de registro, ya que esta medida es la que guia el proceso de estimacion de los
parametros de la funcién de transformacion.

Aunque algunas de las contribuciones de este trabajo ya se han apuntado
con anterioridad, a continuaciéon se detalla cada una de ellas asi como las

publicaciones que se han derivado de este trabajo.

e Analisis experimental sobre la estimacion robusta de funciones distri-
bucién de probabilidad de intensidades de la imagen y su aplicacion en
el calculo del ECC, una variante normalizada de la MI. Este analisis

ha sido publicado parcialmente en |6l [TT].

e Evaluacion de las técnicas de registro no-rigidas mas representativas.
Este trabajo ha sido publicado en [2, 4]. En [I], [7, B7] se pueden en-
contrar aplicaciones de este tipo de transformaciones en el campo de la

teledeteccion.

e Formalizacion del registro lineal por trozos mediante complejos simpli-

ciales. Esta formalizacion ha sido parcialmente publicada en [3].

e Optimizacion topologica y geométrica de redes triangulares para mejo-
rar la precision del registro lineal por trozos. La optimizacion topologica

ha sido publicada en [5] [6, [IT] (el primero en proceso de revision).

En la implementacion del método de registro lineal por trozos propues-

to, asi como en las diferentes pruebas experimentales, se ha utilizado una
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libreria open-source de vision por computador denominada OpenCV [100].
Se han realizado diversos trabajos en los que se describen las caracteristicas
de esta librerfa y sus posibles aplicaciones en el campo de la investigacion y
la docencia [8, [, [10].

Por otro lado, para poder extraer robustamente pares de correspondencias
en imégenes de satélite de alta-resolucion en las que proliferan las sombras,
se ha desarrollado una novedosa técnica que permite detectar y delimitar con
precision las zonas de la imagen afectadas [3], 12].

En los trabajos 38, 64, [76], ain no estando directamente relacionados
con esta tesis, se aplican conceptos e ideas adquiridos a lo largo de ella para
la deteccion de olivos en imagenes de satélite, la estimacion del movimien-
to mediante imagenes adquiridas con un sistema estéreo y la deteccion de

matriculas, respectivamente.
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Capitulo 2

Medidas de consistencia del

registro

La estimacion de los parametros de la funcion de transformacion se realiza
tipicamente mediante un proceso iterativo dirigido por una medida de con-
sistencia del registro. Estas medidas tratan de cuantificar la precision con la
que la imagen de entrada, una vez registrada, se ajusta a la de referencia.
En la literatura se han propuesto diversas métricas para este fin, las cuales

miden como de bien se ajustan ambas imagenes en base a:

1. las diferencias radiométricas de la totalidad sus pixeles (medidas basada

en intensidad) o

2. los errores de ajuste de un conjunto de correspondencias identificadas

en ellas (medidas basadas en puntos).

La eleccion de la medida de similitud idénea es, por tanto, crucial en
cualquier procedimiento de registro y depende de diversos factores: la dispo-
nibilidad de correspondencias fiables, la diferente naturaleza de las imagenes
(esto es, monomodales o multimodales), las diferencias radiométricas, e inclu-
S0, su coste computacional. En este capitulo se revisan y comparan las més
representativas, haciendo especial hincapié en la informacion mutua (MI),
una medida de la entropia relativa de dos variables aleatorias y que fue pro-

puesta originariamente para el registro de imagenes médicas [67, 104]. La

17



18 2. MEDIDAS DE CONSISTENCIA DEL REGISTRO

MI se calcula a partir de las funciones de distribuciéon de probabilidad mar-
ginales y conjunta de los niveles de intensidad de las imégenes. La medida
MI de dos imagenes depende, por tanto, de la correcta estimacion de estas
distribuciones.

Esta tesis contribuye con una evaluaciéon experimental en la que se compa-
ran diferentes procedimientos para la estimacion eficaz de las distribuciones
de probabilidad. También se analiza la influencia en esta estimaciéon de pa-
rametros tales como el tamafio de la muestra, el namero de intervalos (o
bins) del histograma conjunto, la funcion de interpolacion utilizada, etc. En
el apéndice [A] se describen conceptos utilizados en este capitulo tales como

la entropia, entropia relativa y la MI.

2.1 Medidas basadas en puntos

Las medidas basadas en puntos cuantifican la precision del registro en base
al error en el ajuste de un conjunto de correspondencias, denominados pun-
tos independientes de control (ICP), seleccionadas en ambas imagenes. Estas
medidas se caracterizan por su reducido coste computacional y su robustez a
las diferencias radiométricas o diferente modalidad de las im4genes. Sin em-
bargo, su efectividad depende criticamente del nimero de ICPs utilizados,
asi como de la precisiéon con la que han sido seleccionados y de lo represen-
tativos que sean de las diferencias geométricas de ambas imagenes (esto es,
su distribucion).

Un claro ejemplo de utilizaciéon de estas medidas tiene lugar en el campo
de la teledeteccion, y se debe fundamentalmente a lo siguiente: el tamano
de las imagenes, de varios cientos de megabytes en ocasiones, desaconsejan
el empleo de cualquier técnica basada en intensidad, mucho maéas costosas
computacionalmente.

A continuacién se definen las medidas basadas en puntos méas utilizadas.

Dadas dos iméagenes I e I’ del mismo tamano; un conjunto de n corres-
pondencias {(x;,x;),7 = 1,...,n} identificadas en ellas y la funciéon de trans-

formacion geométrica f, se definen la siguientes medidas de consistencia:
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e FError cuadratico medio:

(2.1)

e Error circular con 90 % de confianza:
P (d; < CE90) =90% (2.2)
donde

di=|xi— f (Xi)” .

La principal diferencia entre ambas radica en lo siguiente: mientras el
RMSE considera los errores de todos los ICPs, incluyendo los correspondien-
tes a las posibles correspondencias espurias, el CE90 proporciona el valor que
acota superiormente el 90 % de los errores, esto es, no proporciona informa-
cion sobre como de mal se ajusta es el 10% restante. La figura ilustra

graficamente el significado de ambas medidas.

RMSE = /%Zn:diz P(d, < CE90)=90%
i=1

s
& ® \
IcP d, = "X ~f (x)” ,;e\
® X; ® s jdi
&> o f (Xi ) D
ICP estimado d90%
a) b)

Figura 2.1: Medidas de similitud basadas en puntos: (a) RMSE mide el error
de ajuste medio de todos los ICPs, incluidos los correspondientes a los espurios.
(b) CE90 mide el error maximo que acota superiormente el 90 % de los errores de
ajuste.
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2.2 Medidas basadas en intensidad

Las medidas basadas en intensidad cuantifican la precisiéon del registro me-
diante la comparacion pixel a pixel del contenido de ambas imagenes, requi-
riendo, por tanto, un mayor esfuerzo computacional para su evaluacion. A
esto hay que sumarle otro inconveniente: la dificultad para discernir cuan-
do la diferencia de intensidad que presenta un pixel en ambas imégenes se
debe a un mal ajuste o a un cambio radiométrico. Esta circunstancia ocu-
rre tipicamente cuando se registran imégenes de diferente modalidad o de
igual modalidad, pero que presentan cambios radiométricos importantes. Su
ventaja fundamental es que no requieren seleccionar correspondencias.

En la literatura se pueden encontrar una variedad de medidas: algunas
simples, basadas en la diferencia de intensidades [34, 43, 44] como la suma
de diferencias al cuadrado (SSD) o la suma de diferencias en valor absoluto
(SAD); otras con un claro enfoque estadistico como es el caso del coeficiente
de correlacion (CC) [62], la correlacion cruzada normalizada (NCC) [48] o el
ratio de uniformidad de la imagen' (RIU) [106, 107].

Estas medidas han demostrado su eficacia con imégenes monomodales no
afectadas de importantes diferencias radiométricas, como es el caso de cam-
bios en la iluminaciéon o del contenido. Cuando el perfil radiométrico de las
imAgenes varia significativamente o son captadas con diferentes sensores, algo
tipico en medicina y teledeteccion, su eficacia se ve seriamente comprometida.
Con objeto de minimizar esta limitacion, diversos autores han propuesto téc-
nicas mas robustas, como la uniformidad de intensidad particionada?® (PIU)
[108] propuesta para el registro de imagenes MR-PET, o medidas que miden
la “informacion compartida” como la entropia conjunta [98], la informacion
mutua (MI) [67, 104], la informacién mutua normalizada (NMI) [97] o el
coeficiente de correlacion de entropia (ECC) [13].

A continuacion se definen las medidas basadas en intensidad mas repre-

sentativas.

Sean I e I’ dos iméagenes de tamano M x N y con valores de intensidad

!Traduccién de los términos ingleses Ratio Image Uniformity.
2Traducciéon de los términos ingleses Partitioned Intensity Uniformity.
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i €[0,L—1]yj € [0, L—1], respectivamente. Sea la funciéon de transformacion
geométrica f y la imagen transformada =T (f71). Se definen las siguientes
métricas para medir la similitud, esto es, la consistencia del registro, entre

las imagenes I e I":

e Distancia Euclidea:

DE (I,i’) - ii( (z,y) — T (x y))2 (2.3)

y=1 z=1

e Suma de diferencias al cuadrado (el cuadrado de la DE):

ssp (LT = ii( (2,7) xy))2 (2.4)

y=1 z=1

La SSD, al igual que la DE, se estima a partir de las diferencias en
los niveles de intensidad de los pixeles de ambas imégenes. Asi, cual-
quier diferencia de intensidades, por ejemplo, por cambios en el brillo
o el contraste afectard a la medida, atn estando correctamente regis-
tradas. Este inconveniente limita notablemente su uso, restringiéndolo

a imagenes monomodales sin diferencias radiométricas de relevancia.

e (Coeficiente de correlacion:

cC (1,1’) - ii (I(z,y) —1) (i' (z,y) — 1) (2.5)

y=1 z=1
donde
~ 1 M N
1= MxN;;I(x’y)
y 1 M N N
b= MXN;;I (xy)

El CC se deriva a partir de la SSD, pero a diferencia de ésta, es capaz de
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compensar cambios en el brillo medio de las imagenes, restando al nivel
de cada pixel el nivel de intensidad medio de la imagen. Pese a esta
mejora, el CC contintia mostrando problemas cuando las diferencias

entre imégenes no se restringen a este tipo de cambios.

Correlacion cruzada normalizada (coeficiente de correlacion lineal de

Pearson):
3 5 (1) 1) (I () - 1)
NCC <I, 1/) -— i’V:l = — — (26)
\/ygl :c;l (1(ey) - 1)2\/y=1 =1 (i/ (z.9) - il)

La NCC es la variante normalizada del CC y toma valores en el inter-
valo cerrado [—1,41], donde un valor +1 indica que ambas imagenes
encajan (se registran) perfectamente. Esta medida compensa, ademaés
de los cambios en el brillo medio, posibles variaciones en el contraste,
para lo cual normaliza el CC con las desviaciones tipicas de los niveles
de ambas imagenes. Estas compensaciones mejoran sustancialmente su
eficacia respecto a las medidas definidas arriba, aunque sélo ofrece un
comportamiento adecuado cuando las diferencias en las paletas de las

imégenes son lineales.

Informacion mutuas:

M1 (L1) = Z >~ P (i) log (PIPZ@I)—%) (2.7)

donde Pi(i), Py(j) v Py y(7, ) son las estimaciones de las distribuciones

de probabilidad a partir del histograma conjunto h de I e I

. 1 o
Py (4,7) = 3 T (69)
Pi(i)=>_ Py (i) (2.8)
j

Pu() =3 Py (i2d)



2.2. MEDIDAS BASADAS EN INTENSIDAD 23

donde
1(0,0) h0,1) ...  h(0,L—1)

oy = h(1,0) h(1,1) ... h(1,L—1) 29)
ML=1,0) hL—-11) ... h(L-LL—1)

siendo h; 3 (4, j) el acamulado del par de niveles (i, j) formado tomando
el valor ¢ de la imagen I y j de la imagen I'. El calculo del histograma
conjunto como se detalla aqui recibe el nombre de método paramétrico
[104].

La MI mide la dependencia estadistica de los niveles de intensidad de las
dos imagenes, no su similitud radiométrica, luego no se ve afectada por
la diferente naturaleza de las imégenes o las diferencias radiométricas

que éstas pudieran presentar. Esta medida se analiza detalladamente
en la seccion 2.3.11

Obsérvese en la expresion que, cuando los valores de intensidad
de las dos imagenes son independientes (esto es, sin correlacion), el
argumento de los logaritmos tiende a uno, alcanzando su valor minimo
en cero. Para ilustrar como el histograma conjunto captura el concepto
de dependencia estadistica, la figura [2.2| muestra los histogramas de dos
pares de imagenes sintéticas. Notese que, cuando la imagen de entrada
esta rotada, la dispersion del histograma es mayor (menor correlacion)

que cuando ambas estdn perfectamente alineadas.

La eleccion de la medida idénea depende del tipo de aplicacion, de los
requisitos computacionales y, fundamentalmente, de la modalidad y del tipo
de diferencias radiométricas que exhiban las imégenes. Entre todas las de-
finidas, las mas utilizadas son la NCC y la MI, destacando la capacidad de
la segunda para trabajar con imagenes multimodales y diferencias radiomé-
tricas no lineales. Desde la perspectiva de la Teoria de Informacion, la MI
explota el concepto de entropia, el cual se describe a continuacion junto con

otros aspectos relacionados con la estimacion de la MI.
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Imagen 2 (1" Imagen 1(1) Imagen 2 alineada (i )

histograma conjunto

ﬂ Estimacion del %
h

Figura 2.2: Histograma conjunto de dos pares de imagenes sintéticas (cuadrados
de 4 tonos): (a) un par no alineado y (b) un par perfectamente alineado. Obsérvese
como el histograma conjunto (de 32 bins) presenta una menor dispersion (mayor
correlacion) cuando las imagenes estan alineadas.

2.3 Medidas basadas en la entropia

La entropia de una variable aleatoria X, denotada como H (X), es una medida
de la incertidumbre de X. Por ejemplo, dada un senal a la que se le supone
un comportamiento aleatorio, la entropia mide la cantidad de informacion
contenida en dicha senal (ver def. [A.1). Matematicamente se define como:

1
p(z)

H(X)=> p(z)log (2.10)

rzeX

donde p(z) es la distribucion de probabilidad de X.

La figura[2.3)muestra una imagen I en escala de grises y su correspondiente
histograma de intensidades h;. Considérese el histograma h; normalizado

como una estimacion de la probabilidad de ocurrencia de un determinado
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Imagen escala de grises Histograma de intensidades
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Figura 2.3: Histograma de una imagen en escala de grises.

nivel de intensidad, esto es,

p(i) = "1 2.11)

donde hi(i) denota la entrada i-ésima del histograma de intensidades de Iy

N el nimero de pixeles de la imagen.

Se define la entropia de una imagen como:

H(I)=> hi(i)log % (2.12)

i€l )

La entropfa de una imagen proporciona informaciéon sobre la ocurrencia
de sus niveles de intensidad, de tal forma que la entropia es méxima si la
distribucién de niveles de gris es uniforme y minima si la imagen tiene un

so6lo valor de intensidad.

Otra medida de incertidumbre, intimamente relacionada con el concep-
to de entropia, es la entropia relativa (ver def. . La entropia relativa o
distancia de Kullback-Leibler mide la “distancia” entre dos distribuciones de
probabilidad, esto es, dadas dos distribuciones cualesquiera de una variable
aleatoria, la entropia relativa mide el error de asumir una distribuciéon cuan-

do la distribucion verdadera es la otra. A pesar de que siempre es positiva
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(con distribuciones diferentes) o cero (con distribuciones iguales), no es una
distancia en el sentido mas estricto de la palabra ya que no es simétrica ni
verifica la desigualdad del triangulo, circunstancias que dificultan su empleo

como medida de consistencia del registro [20].

2.3.1 Informacién mutua

La informacion mutua (MI) (ver def. mide la dependencia estadistica
o redundancia de informaciéon de dos variables aleatorias. Se deriva a partir
de la entropia relativa pero, a diferencia de ésta, es simétrica y verifica la
desigualdad del tridangulo. En 1997, Viola [104] y Maes [67] proponen, por
primera vez y casi simultdneamente, el empleo de la MI como medida de
consistencia del registro.

Tradicionalmente, el parecido o similitud entre dos imagenes se ha medido
con la SSD o su variante normalizada, la NCC que, como se ha comentado
anteriormente, admite diferencias lineales entre las paletas de las dos iméa-
genes [23]. Cuando esta relacion no se verifica para toda la paleta, la NCC
es incapaz de captar el parecido de éstas. La MI, sin embargo, no asume
una relacion funcional (normalmente lineal) entre los niveles de intensidad
de las imagenes a comparar, sino su relacion estadistica. Es decir, no asume
que la naturaleza radiométrica de las imagenes sea la misma o muy similar,
por tanto, se puede utilizar con imégenes multimodales o monomodales con
perfiles radiométricos muy dispares.

Para ilustrar la ventaja de la MI frente a la NCC se presentan dos ex-
perimentos. En el primero, se alinean (mediante una rotacion) los iméagenes
sintéticas de la figura [2.2] midiendo la consistencia del registro con ambas
métricas. Como se observa en la figura [2.4]a), la MI proporciona un méxi-
mo en cero grados (esto es, cuando ambas imagenes encajan perfectamente),
a pesar de que las intensidades de las imagenes no coinciden; este tipo de
correlacion pasa completamente desapercibida para la NCC.

Lo mismo ocurre con el ejemplo que se muestra en la figura2.4[(b). En este
caso, un trozo de una imagen de satélite QuickBird es desplazada sobre otra

mayor pero adquirida seis meses después (esto es, diferentes condiciones de
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iluminacién y cambios en el contenido debidos al cambio estacional, cambios
temporales en la escena, etc.). Estos resultados ponen de relieve la robustez y
efectividad de la MI cuando se utiliza con pares de imagenes con diferencias
radiométricas no-funcionales.

Imagen 1 Imagen 2 Imagen 1

Correlacion cruzada normalizada vs. Informacién mutua Correlacion cruzada normalizada  vs.  Informacién mutua
1 A F - rd
0.8 50 - "".r', 50 [
' -~
- Maximo -
06 @ 100 ‘:a - 100 .
s - AP
04 g 1500 "".; 10 ]
S s N
0.2 ] 200NN - 200 Maximo
"""""""""""" -~ - -
0 ‘ ‘ ‘ ‘ 250 > 250
-30 -20 -10 0 10 20 30 50 100 150 200 250 50 100 150 200 250
Grados Pixeles
a) b)

Figura 2.4: Experimentos que ilustran la idoneidad de la MI frente a la NCC
como medida de consistencia. (a) Un patron sintético es rotado (desde —30° hasta
+30°) sobre otro con la misma estructura (esto es, un cuadro de igual tamano)
pero con distintos niveles de gris; y (b) un pequeno trozo de una imagen de satélite
QuickBird es desplazado sobre otra imagen de la misma escena adquirida en otra
fecha. Obsérvese como, a diferencia de la MI, la NCC falla en ambos experimentos,
esto es, no detecta un méaximo global en (a) y proporciona un maximo global
erroneo en (b).

La MI se relaciona con la entropia mediante las siguientes expresiones
(ver sec. para un desarrollo completo):

MI (I, i’) —H)+H (i') - H (1, i’) (2.13)

donde H (I) y H (i’ ) son las entropias de I y I, respectivamente, y H (I, 14 )
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la entropia conjunta.

En la practica son frecuentes los trabajos que utilizan derivaciones nor-
malizadas de la MI, por ejemplo en Maes [67] y Chen [23]. A continuacion se

definen las dos més representativas:

e Informacion mutua normalizada [97]:

NMI (I, i’) o= (i/) (2.14)

H (I, i/)

e Coeficiente de correlacion de entropia [13]:

N 2H (I,i/)
ECC (1, 1) -2 Ton (1) (2.15)

que toman valores en los intervalos cerrados [0, 2] y [0, 1], respectivamente.

Estas variantes normalizadas aportan ciertas ventajas respecto a sus co-
rrespondiente no normalizada. La mas importante es que permite comparar
como de bien se ajustan dos regiones conjugadas de la imagen con respecto a
otras dos cuando el tamano de ambos pares es diferente. Esta circunstancia

es clave en el procedimiento de registro propuesto en el capitulo [5]

El calculo de la MI depende de forma crucial de la correcta estimacion de
las funciones de distribucién marginales y conjunta de los niveles de inten-
sidad de ambas imagenes, convirtiéndose éste en el principal escollo para la
utilizacién de esta medida. A continuacién se analiza esta problematica, asi
como diferentes procedimientos para la correcta estimacion de las distribu-
ciones. También se analiza la influencia del procedimiento de interpolacién

en la estimacién de estas funciones.
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2.4 Estimacion de la distribuciéon de probabili-
dad

Una estimacion imprecisa de las distribuciones de probabilidad introduce
errores en la MI que derivan en una medida errénea de la similitud (expre-
siones y ) Existen diversos factores que influyen en la estimacion
de estas distribuciones como, por ejemplo, la eleccion del ntmero de inter-
valos del histograma conjunto (esto es, el namero de bins) y el tamano de
las imagenes (nimero de pixeles considerados). Estos elementos determinan
como de representativo es el histograma conjunto obtenido a partir de los
niveles de intensidad de las imégenes.

Asi, por ejemplo, si se desea medir la similitud de una imagen de 32 x 32
pixeles, de 256 niveles de gris, superpuesta sobre otra de mayor tamano, el
histograma conjunto sera una matriz de 256 x 256 donde se acumulan sé6lo
32 x 32 pares, lo que da lugar a un histograma poco representativo. En es-
tos casos, si se reduce el nimero de bins del histograma conjunto (expresion
2.8) utilizando, por ejemplo, 64 6 32 en lugar de 256 (en el caso de iméage-
nes en escala de gris) se obtiene un histograma més representativo y, por
tanto, mejores estimaciones de las distribuciones de probabilidad. Con esta
actuacion también se logra reducir el tiempo de computo (menos términos
en el sumatorio de la expresion (2.7))) y dotar de robustez al proceso frente
al ruido.

Reducir el namero de intervalos del histograma en funciéon del ntimero
de muestras disponibles, como se propone arriba, no siempre garantiza una
estimacion apropiada de las funciones de distribucion. Existen métodos de
estimacion no-paramétricos, mas costosos computacionalmente, que tratan
de minimizar esta limitacion infiriendo funciones de distribucion a partir de
un conjunto limitado de muestras. Este es el caso de la ventana de Parzen
[104], que propone acumular un kernel gaussiano K, centrado en cada par
(i,7), en lugar de unidades discretas. Més concretamente, la ventana de Par-
zen consiste en una acumulaciéon ponderada, funciéon de o, con aportacion
méxima en la celda (i,7) y que decrece a medida que se aleja de ella, de

modo que, cuanto més pequena sea la desviacion mas se asemejara a la dis-
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tribucién obtenida con el método paramétrico. La estimacion vendria dada

por la siguiente expresion:

. vl 1 . .
pi,j) = P71, J) = & > K(i—a,j—b) (2.16)
(a,b)€S

donde S es el subconjunto de muestras utilizado.

Naturalmente, este procedimiento asume que el subconjunto de muestras
utilizado en la estimacion es representativo de la distribuciéon real, en cu-
yo caso, se obtiene una mejor estimacion de ésta. La figura (a) ilustra
graficamente este procedimiento mediante la estimacion de una distribucion

Gaussiana a partir de un conjunto reducido de muestras.

Ventana de Parzen Método paramétrico vs. Ventana de Parzen

Sigma

Niveles de gris

0.025

0.02

0.015

0.01f

0.005

0 50 100 150 200 250
a) c)

Figura 2.5: Estimacion de una distribucién de probabilidad mediante la ventana
de Parzen. (a) Estimacion de una Gaussiana a partir de un conjunto reducido de
muestras (ejemplo extraido de [104]). (b) Histograma normalizado de niveles de
gris (expresion (2.11))). (c) Estimacién obtenida con la ventana de Parzen.

Las figuras [2.5(b,c) muestran las distribuciones de probabilidad de una
imagen en escala de gris estimadas acumulando directamente los niveles de
gris (histograma normalizado) y mediante la ventana de Parzen, respectiva-
mente. Obsérvese como la estimacion obtenida con la ventana de Parzen es

mucho menos ruidosa que la obtenida a partir del histograma.
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2.4.1 Evaluacién experimental

Independientemente del método utilizado, paramétrico o la ventana de Par-
zen, la estimacion de la funcién de distribucion depende, entre otros, del
nimero de bins y del tamano de la imagen y, en el caso de la ventana de
Parzen, de la desviacion tipica del kernel gaussiano. En esta seccion se anali-
za la influencia de estos parametros en las estimaciones proporcionadas por
ambos procedimientos.

Para realizar este anélisis se han efectuado diversas pruebas consistentes,
béasicamente, en desplazar horizontalmente y pixel a pixel (A, = 1), trozos
de imagenes de satélite IRS-1D (L = 256) sobre otra imagen de la misma
zona y de mayor tamano (imagen de referencia), calculando el ECC en cada
posicion. Recuérdese que, de acuerdo con la expresion , para calcular
el ECC se requieren las distribuciones de probabilidad conjunta y marginales
de los niveles de intensidad de ambas imagenes (expresion (2.8)).

Los resultados de estas pruebas se recogen en las figuras y 2.7 Del
anélisis de estas graficas se extraen diversas conclusiones, algunas de ellas

vienen a corroborar algunos aspectos comentados anteriormente:

1. El método paramétrico no produce distribuciones de probabilidad re-
presentativas cuando el tamano de la imagen, en comparaciéon con la
dimension del histograma, no es importante (fig. abajo). Cuando
el nimero de muestras utilizado en la estimacion es grande (fig. [2.6
arriba), las curvas muestran un pico tnico y distintivo, independiente-
mente del namero de bins considerado. Obsérvese, también, como una
reduccion del nimero de intervalos del histograma (32 en lugar de 64,
128 6 256) produce mejores resultados (fig. abajo).

2. La ventana de Parzen produce mejores estimaciones de las distribucio-
nes de probabilidad incluso cuando el nimero de muestras, en relacion
con el tamario del histograma, es pequetio (fig.[2.7|(a) abajo), mostrando
un mejor comportamiento que el método de estimacion tradicional en
idénticas condiciones (fig. [2.7|(a) arriba). Obsérvese en la figura [2.7/(b)
como, logicamente, cuando o decrece la respuesta de la ventana de

Parzen se asemeja a la obtenida con el método paramétrico.
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Figura 2.6: Valores de ECC obtenidos al desplazar imégenes cuadradas de 128, 64
y 32 pixeles de lado sobre la imagen de referencia. La estimacion de las funciones
de distribucién se ha realizado con el método paramétrico modificando el nimero
de bins y el tamafio de la ventana.
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Como ilustracion, obsérvese la figura donde se muestra el aspecto de
las distribuciones de probabilidad obtenidas con el método paramétrico y
la ventana de Parzen en la posiciéon denotada como “méaximo global” en la
imagen de la figura 2.7, y que representa el posicién 6ptima de la imagen de

entrada sobre la de referencia.

Distribucién de probabilidad conjunta

a) b)

Figura 2.8: Funcion densidad de probabilidad conjunta. (a) Estimacion obtenida
con el método paramétrico. (b) Estimacion obtenida con la ventana de Parzen.

2.4.2 La funcién de interpolacion

Una vez estimados los parametros de la funcion de transformacion se ha de
proceder a transferir los niveles de intensidad de la imagen de entrada a la
imagen transformada. Tipicamente, el resultado de transformar una coorde-
nada discreta es un valor real, esto es, el valor que hay que transferir no se
corresponde con un pixel concreto de la imagen de entrada sino con una po-
sicién cercana. Para determinar el nivel de intensidad a transferir se emplean
funciones de interpolacion.

Las funciones de interpolacion generan los niveles de gris a partir del
conjunto de pixeles que rodean la coordenada transformada, de tal forma, que
se generan distribuciones diferentes dependiendo del conjunto de pixeles que
se consideran en este cédlculo. Este aspecto es critico en los procedimientos de
registro basados en intensidad, ya que una estimaciéon no valida de la funciéon

de distribucion puede impedir que el proceso de optimizaciéon converja.
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Tamario ventana = 128 x 128, bins = 256, Ax=0.5
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Figura 2.9: Valores de ECC obtenidos al desplazar cada 0.5 pixeles una imagen
cuadrada de 128 pixeles de lado sobre la imagen de referencia. La interpolacion
de los niveles de gris se ha realizado con diferentes funciones: (a) “el vecino maés
proximo” (NN), (b) bilineal (B), (c¢) volumen parcial (PV) y (d) interpolacion
parcial (PT).

Las graficas 2.9(a-b) recogen los valores de ECC obtenidos al repetir el
experimento de la figura [2.6] pero en esta ocasion, en lugar de pixel a pixel, la
imagen (de 128 de lado) se desplaza cada 0,5 pixeles (Az = 0,5) lo que obliga
a interpolar. Como se observa en la figura, las curvas correspondientes a las
funciones de interpolacion clasicas, el “vecino mas proximo” (NN) y bilineal
(BI), aunque muestran un pico claro y distintivo, exhiben comportamientos
bastantes ruidosos.

Supongase, por ejemplo, un procedimiento de registro basado en intensi-
dad dirigido por el ECC y que utiliza NN o BI para interpolar los niveles de

intensidad de la imagen registrada. El método de optimizacion acttia sobre los
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parametros de la transformacion en funcion de los valores proporcionados por
la medida de consistencia. Si los valores proporcionados por el ECC presenta
un comportamiento ruidoso, como el ilustrado en la figura, la optimizacion

podria no converger a los parametros 6ptimos.

Funciones de interpolacion

W, (2} Z(U' (f (X)) -
argmind (1 ()., it g
h(1(x).1(ns))+ =1 " ~ f(:]z r(I[Z)WI(n')]
h(1(x),r)+=1
n, M2 m "
a) b)
n, " i ~
. . 2o (f(x)=1
S (1 (x) =1 ae) e r=r{Zare))s-irdn =1
vith(1(x),r(n))+=e, o, o, o, @, h(l(x):r)+:r -r
n, n, n, n, h(I(x).r,)+=r-x
c) 9

Figura 2.10: Funciones de interpolacion: (a) “vecino méas proximo” (b) bilineal,
(c) volumen parcial y (c) interpolacion parcial.

Esta problematica se analiza en profundidad en [67], el cual propone dos
nuevos procedimientos de interpolacion ideados especificamente para mini-
mizar estos inconvenientes, estos son: el volumen® parcial (PV) y la inter-
polacién parcial (PI) (ver fig. [2.10). A diferencia del enfoque tradicional,
donde las funciones de interpolacién son utilizadas para determinar el nivel
de intensidad de cada pixel de la imagen registrada, el autor propone un
procedimiento analogo para obtener histogramas conjuntos mas representa-
tivos. En el caso del PV (fig. 2.10|c)) se procede del siguiente modo: una
vez determinada la posicion del pixel transformado, se toman los vecinos n;
mas cercanos, con i = 1,...,4; se determinan los coeficientes de pondera-

cion w;, para, a continuacion, acumularlos en las posiciones h(I(x),I'(n;)) del

3Ambos métodos se propusieron para el registro de volimenes MR, (imagenes 3D), de
ahi el nombre de volumen. En este trabajo se analiza la variante 2D de ésta funcion.
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histograma conjunto. El procedimiento a seguir con el PI es muy similar al
descrito anteriormente. Las gréficas [2.9(c-d) muestran las curvas obtenidas
en el experimento anterior utilizando PV y PI. Obsérvese como, con estas

funciones, las curvas muestran un comportamiento mucho menos ruidoso.

2.5 Conclusiones

Las medidas de consistencia del registro cuantifican la precisiéon con la que
la imagen registrada se ajusta a la de referencia. En este capitulo se revisan
diferentes tipos de medidas utilizadas para este proposito, algunas de ellas
miden el error de ajuste de un conjunto de puntos de control localizados en
las imégenes (basadas en puntos), otras por el contrario, miden el parecido
radiométrico de ambas imagenes comparando pixel a pixel su contenido (ba-
sadas en intensidad). En este ultimo grupo cabria destacar por su robustez
la MI y sus distintas variantes normalizadas (NMI y ECC). Estas medidas
se basan en el concepto de entropia y se caracterizan por medir eficazmente
la similitud de imagenes de la misma escena que presentan diferencias radio-
meétricas que no obedecen a una funcion (diferencias no-funcionales) o han
sido captadas con diferentes sensores (analisis multimodal).

La MI se calcula a partir de las funciones de distribucién de probabilidad
conjunta y marginales de ambas imégenes, por tanto, su eficacia es muy
sensible a la correcta estimacion de éstas. La estimacion de las distribuciones
se realiza a partir de un histograma conjunto que se obtiene a partir de los
niveles de intensidad de ambas imégenes. De lo representativo que sea este
histograma dependera lo fidedignas que éstas sean y, por tanto, la eficacia
de la MI. En este proceso intervienen diferentes parametros dependiendo
del procedimiento utilizado: el tamano de la muestra (es decir, el tamano
de las imagenes) y el numero de acumuladores o bins utilizados (estimacion
paramétrica), la desviacion tipica (en el caso de la ventana de Parzen) y
también, de la funcion utilizada para interpolar los niveles de intensidad de
la imagen registrada.

Este capitulo aporta también una evaluaciéon experimental en la que se

analiza la influencia de los pardmetros enumerados arriba en la estimacion
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de las funciones de distribuciéon de probabilidad empleadas en el calculo de
la MI. Para ello se realizan diferentes pruebas experimentales consistentes
en registrar diversos pares de imégenes utilizando como medida de consis-
tencia el ECC. De estas pruebas experimentales se pueden extraer diversas
conclusiones: el método paramétrico, consistente en acumular directamen-
te los “pares” niveles de intensidad, es eficaz sé6lo si el niimero de muestras
es suficientemente importante. Cuando el nimero de muestras decrece pro-
duce estimaciones poco precisas, circunstancia que se puede compensar con
la reduccion del namero de acumuladores; la ventana de Parzen ofrece esti-
maciones mucho menos ruidosas que el método anterior, incluso cuando el
numero de muestras es pequeno, aunque para ello requiera un mayor coste
computacional; y finalmente, respecto a los métodos de interpolaciéon evalua-
dos (NN, BI, PV y PI), los resultados de los tests muestran que los métodos

PV y PI ofrecen estimaciones mas precisas que los métodos tradicionales.



Capitulo 3
Registro basado en puntos

Las diferencias geométricas que presentan un par de imagenes de la misma
escena (denominadas conjugadas) dependen, fundamentalmente, de la geo-
metria de la ésta (normalmente, no-plana) y de las posiciones desde las que
éstas son adquiridas. Asi, por ejemplo, si las imagenes son capturadas desde
practicamente la misma posicion o después de un movimiento de rotaciéon
puro [72], las diferencias no son relevantes y su registro se puede efectuar
mediante transformaciones simples (rigidas). Por el contrario, si la camara se
aleja de la posicion inicial, las diferencias se acenttian y, salvo que la escena
sea plana, las funciones rigidas ya no ofrecen resultados aceptables, debiéndo-
se emplear funciones més complejas (no-rigidas o elasticas) que dificultan el
proceso de registro. Este capitulo revisa las funciones de transformacion mas

representativas, prestando especial interés a las transformaciones no-rigidas.

Una vez determinada la transformacion idénea para abordar el registro
se procede a estimar los parametros de ésta, para lo cual se pueden emplear
correspondencias identificadas en ellas (registro basado en puntos) o a la to-
talidad de sus pixeles (registro basado en intensidad). Este capitulo se centra
en el primer enfoque, contribuyendo con evaluacion experimental en la que
se analiza la precisién de tres técnicas no-rigidas ampliamente utilizadas: po-
linomial, lineal por trozos y de base radial. Para evaluar su comportamiento
se utilizan imagenes de satélite de alta-resoluciéon de una regién con una oro-

grafia del terreno variada, adquiridas desde diferentes puntos de observacion.

39
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Otro de los aspectos analizados en esta comparativa es la influencia en la
precision del registro del niimero y distribucion de las correspondencias uti-
lizadas en la estimacion, para lo cual se realizan experimentos con conjuntos
de diversos tamanos.

Antes de proceder a describir distintos tipos de funciones de transfor-
maciéon y mostrar los resultados de la evaluaciéon experimental se detallan

brevemente las etapas que conforman el registro basado en puntos:

1. se identifica un conjunto de correspondencias o puntos de control (CP)
en ambas imagenes. Los CPs, en nimero y distribucién, deben ser re-

presentativos de las distorsiones relativas que éstas presentan;

2. se estiman los pardametros de la funcion de trasformacion a partir del
conjunto de correspondencias seleccionadas. La transformacion ha de
proporcionar los grados de libertad suficientes para modelar las distor-

siones relativas; finalmente,

3. laimagen de entrada se transforma geométricamente utilizando la trans-
formacion estimada, utilizando para el “trasvase” de sus niveles de in-

tensidad alguna funcion de interpolacion (ver sec. (1.3.4)).

3.1 Transformaciones rigidas

Las transformaciones rigidas, también denominadas homografias, definen la
relacion espacial entre proyecciones 2D de una mismo plano 3D, es decir,
transformaciones entre planos. Las transformaciones rigidas preservan las rec-
tas (de hay su nombre), esto es, las rectas en la imagen de entrada continian
siéndolo una vez que ésta es registrada. Sin embargo, pueden no asegurar la
invarianza de otras propiedades tales como el paralelismo, la proporcion de
angulos, la proporcion de segmentos, etc. A continuacion se detalla la familia
de transformaciones rigidas, asi como también, sus respectivas propiedades
invariantes (ver fig. [3.1).

Dadas dos imagenes I e I’ del mismo tamano y un conjunto de n correspon-

dencias {(x;,x}),i =1,...,n} identificadas en ellas, se definen la siguientes
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Imagen Transformacion Invarianzas

Concurrencia, colinealidad, orden
de contacto.

Paralelismo, ratio de areas, ratio
de longitudes de lineas colineales
o paralelas, combinaciones
lineales de vectores.

b)

Longitud, area, angulos, ratio de
longitudes.

<)

Longitud, area y angulos.
d)

Figura 3.1: Familia de transformaciones rigidas: (a) proyectiva, (b) afin, (c) simi-
laridad y (d) Euclidea (isometria).

funciones de transformacion:

Similaridad: Transformaciéon con 4 grados de libertad dada por la expre-
sion:
=512 cosl —sy'sinf+t,

. ) (3.1)
y=saxsint+sy cost+t,

donde s es un factor de escala; 6 una rotacion y t = (t,, ty)T un vector

de traslacion, respectivamente.

La similaridad requiere de al menos 2 correspondencias para su esti-
macion y se caracteriza por preservar la longitud, el area, el &ngulos y
el ratio de longitudes (ver fig. [3.1)(c)). Para el caso particular en que

s = 1, la similaridad se denomina transformacién Euclidea o isometria
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(ver fig. 3.1{(d)).

Afin: La transformacion afin viene dada por la expresion:

r=2xa; +vas+a
1T Ya 3 (3.2)
Yy = l’/bl +y’b2 + bg

donde los términos de la forma a; y b;, i = 1,2,3, son los coeficientes

de la transformacién en x e y, respectivamente.

Esta es una transformacion con 6 grados de libertad que se caracteriza
por preservar el paralelismo, el ratio de éareas, el ratio de longitudes
de lineas colineales o paralelas y las combinaciones lineales de vectores
(por ejemplo, centroides). Se requieren al menos 3 correspondencias no

colineales para su estimacion (ver fig. [3.1(b)).

Las funciones afines se utilizan en el registro lineal por trozos para
transformar las diferentes regiones triangulares en las que se dividen las
imégenes conjugadas. El lector encontrara informacion mas detallada
sobre estas transformaciones en las secciones [3.2] y .2

Proyectiva: Transformacion con 8 grados de libertad dada por la expresion:

r'ay +y'ag + as
14+ 2'cy +9y'co
_ 2'by +y'by + b3
14 ale + e

(3.3)

donde los términos de la forma a;, b;, © = 1,2,3 y ¢;, j = 1,2 son
los coeficientes de la transformacion en x e y, y el vector de distorsion

perspectiva, respectivamente.

La transformacion proyectiva preserva la concurrencia, la colinealidad,
el orden de contacto, etc., pero a diferencia de las transformaciones
anteriores, no preserva el paralelismo. Para su estimacion se necesitan

como minimo 4 correspondencias no colineales (ver fig. [3.1)(a)).
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Normalmente, el nimero de correspondencias identificadas en ambas iméa-
genes es superior al minimo requerido por cada transformacion. Esta circuns-
tancia es explotada por diferentes procedimientos de estimacién para minimi-
zar el error de ajuste, como por ejemplo el ajuste de minimo error cuadrético
(RMSE) o los estimadores robustos LMedS, RANSAC o MAPSAC, que se
describen en el apéndice [B]

Por otro lado, obsérvese como cada transformaciéon extiende a la anterior,
es decir, la similaridad extiende la Euclidea (similaridad = euclidea + cambio
de escala), la afinidad extiende la similaridad, y asi sucesivamente. El lector
puede dirigirse al libro de Hartley y Zisserman [47]| para un estudio completo

de este tipo de transformaciones y sus invarianzas geométricas.

3.2 'Transformaciones no-rigidas

Salvo en casos muy concretos, tales como imagenes de escenas planas o iméa-
genes de escenas no-planas tomadas desde la misma posicion o después de
un movimiento de rotaciéon puro, las transformaciones rigidas rara vez son
capaces de modelar las distorsiones, tipicamente no lineales, que presentan
un par de imégenes conjugadas. Son en estas situaciones donde las transfor-
maciones no-rigidas o elasticas son requeridas. A continuacion se detallan las

transformaciones elésticas més representativas:

Polinomial: Las transformaciones polinomiales se utilizan tipicamente con
imégenes que presentan diferencias geométricas que afectan a toda la
imagen por igual (alcance global) (ver fig. [3.2). Este serfa el caso en
el que la imagen de referencia y la de entrada son adquiridas desde la
misma posicion o la escena es practicamente plana. Este tipo se trans-
formaciones se emplean con frecuencia en el campo de la teledeteccion
para el registro de imagenes que son adquiridas desde una o6rbita fija y

sin cabeceo del satélite [30, [37, 80]. Las funciones polinomiales tienen
N=(m+1)(m+2) (3.4)

grados de libertad, siendo m el grado de las funciones polinomiales.
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Requieren, por tanto, de N/2 correspondencias como minimo para su
estimacion. Logicamente, funciones polinomiales con grados elevados
(esto es, mas grados de libertad) modelan diferencias geométricas mas

severas y viceversa.

Matematicamente, una transformaciéon polinomial se escribe como:

(3.5)

donde a;;, b;; son los coeficientes de los polinomios en z e y, respecti-

vamente.

Este tipo de transformaciones no ofrecen resultados aceptables con imé-
genes que presentan diferencias locales, o sea, que no afectan a toda la
imagen por igual, lo que limita significativamente su campo de apli-
cacion. Este hecho queda patente en los resultados de la evaluacion

experimental que se presenta en la seccion

Imagen original

|

Algunas deformaciones polinomiales

A

Figura 3.2: Transformaciones polinomiales. Algunos ejemplos.

Lineal por trozos: Las funciones lineales por trozos abordan el registro

dividiendo las imagenes en regiones triangulares conjugadas (por ejem-
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Lineas “quebradas”
Imagen de entrada Imagen registrada

Dominio de la funcién lineal por trozos

Imagen

. Envolvente
convexa de
los CPs

b)

Figura 3.3: Registro lineal por trozos. (a) Efecto de lineas “quebradas” en las
transiciones de los triangulos. (b) Dominio de la funcion lineal por trozos. Esta
funcién solo esté definida dentro de la envolvente convexa del conjunto de puntos
identificados en la imagen.

plo, mediante el método de triangulacion de Delaunay [93]) que son
registradas individualmente mediante transformaciones lineales [6], 39].
Aunque este enfoque garantiza la continuidad en tridngulos adyacentes,
no produce transiciones suaves entre ellos, lo que puede causar efectos
no deseados en la imagen transformada, tales como el “quebramiento”
de las lineas, esto es, las rectas pueden no preservarse en las transiciones

(ver fig. [3.3((a)). Matematicamente se define como:

( aj + apx’ + a3y’ si (2,y) €ty
z=fu () = :
[ Gn1 + ap22’ + apzy’ s (', y) et, (36)
( bi1 + b’ + bizy’ si (2,y) €ty
y=[, (. y) = :
| b1+ buot’ + bpsy’ if  (2,Y) €ty

donde t; es un elemento triangular construido sobre tres corresponden-
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cias; a;; y bij, con j = 1,2, 3, son los coeficientes de las transformacion
linear correspondiente a t;; y n es el nimero de elementos que configu-

ran la malla triangular.

Notese que las funciones lineales por trozos sélo estan definidas dentro
de la envolvente convexa del conjunto de correspondencias (ver fig.
3.3[(b)). Aunque es posible extrapolar fuera de esta region, en la préactica
no es aconsejable ya que pueden introducir errores que distorsionan la
imagen registrada. En el capitulo[4]se analizan en profundidad este tipo

de transformaciones.

Base radial: Las transformaciones de base radial son métodos de interpola-

cion de datos dispersos donde la transformacion geométrica viene dada
por la combinacién lineal de funciones de base radial simétricas centra-

das en un punto de control (CP) particular |19} 41], [45].

Las funciones de base radial proporcionan deformaciones suaves con
un comportamiento facilmente controlable. En 2D, una funcién de ba-
se radial consta tipicamente de una componente global (habitualmente,
una transformacion afin) que corrige posibles traslaciones, rotaciones,
cambios de escala, etc. (primer término de la expresion (3.7))) y una
componente local capaz de modelar distorsiones no lineales. Matemaé-

ticamente:

(3.7)

donde

ry = |k vl) = (.|| (3.8)



3.3. COMPARATIVA EXPERIMENTAL 47

y g es una funcién de base radial, habitualmente:

Thin—plate—spline g(r;) = r2logr?
Multi—quadric g(r;) = (7“]2 + 5)i” ,O0>0,u#0
Gaussiana g(r;) = e<7rﬂ2'/‘7), d>0

Shifted—LOG g(r;) =log (r2 +6)? ,6 > 0
Cubic—spline  g(r;) = ||r; |

La funcién base determina la influencia de cada CP sobre cada pixel
de la imagen registrada (segundo término de la expresion (3.7))), esto
es, el alcance de cada CP. Algunas funciones base tienen una influencia
mas global (por ejemplo, thin-plate-spline) mientras otras tiene una

influencia mucho mas local (por ejemplo, Gaussiana).

El lector puede dirigirse a los trabajos de Goshtasby [42, 51| para un
estudio completo de este tipo de transformaciones en términos de precision

y complejidad computacional.

3.3 Comparativa experimental

En la préactica, debido una amplia variedad de factores como el tamano y re-
solucion espacial de las imégenes, la geometria de la escena, las posiciones de
adquisicion, etc., una transformacion que ofrece buenos resultados con ciertas
imégenes puede no producir resultados aceptables con otras, requiriéndose
técnicas capaces de corregir distorsiones mas complejas (tipicamente, no li-
neales). Por ejemplo, en el campo de la teledeteccion, las funciones globales
polinomiales muestran habitualmente un buen comportamiento con iméagenes
de baja- y media-resolucion (por ejemplo, Landsat, IRS, Spot, etc.) adquiri-
das en el nadir, pero pueden no ser suficientemente efectivas para registrar

imégenes de alta-resolucion (por ejemplo, QuickBird, Ikonos o OrbView) ya
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que son capturadas desde posiciones muy dispares!, lo que da lugar a imége-

nes con diferencias geométricas muy importantes. (ver fig. |3.4)).

Observacion fuera del nadir

Figura 3.4: Imagenes QuickBird de la misma escena adquiridas desde distintos
angulos de observacion. Obsérvese las diferencias geométricas (y radiométricas)
entre ambas imagenes.

En la literatura se han propuesto numerosos métodos elasticos que abor-
dan el registro de imégenes afectadas de importantes diferencias geométricas,
incluyendo: funciones lineales [39] o ctbicas [40] por trozos, funciones multi-
quadric [29], funciones thin-plate-spline [19)], funciones B-spline [59], etc. La
gran mayoria de estos métodos estiman sus coeficientes a partir de un conjun-
to de puntos de control identificados en ambas imagenes, ya que, en términos
generales, son menos costosas computacionalmente que los procedimientos
basados en intensidad, que se formulan como procesos iterativos de optimi-
zacion. Esta tesis contribuye con una evaluacion experimental de tres de estos

métodos y lo hace respecto a las siguientes cuestiones fundamentales:

a) como modelan las diferencias relativas no-lineales inducidas por la ob-

servacion de una escena no-plana desde distintos angulos y

b) coémo influye en la precision del registro el nimero y distribucion de los

CPs utilizados en la estimacion.

Esté claro que, si un método de registro simple (por ejemplo, funciones globa-

les polinomiales) logra la exactitud requerida para una aplicacion particular,

IPara ofrecer periodos de re-visita méas cortos, estos satélites puede observar la escena
desde orbitas y angulos muy dispares (observacion fuera del nadir).
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no es necesario perder tiempo seleccionando los CPs extras requeridos por
una técnica mucho mas potente. El objetivo de esta evaluacion es, por tanto,
discernir en que circunstancias se aconseja una u otra de las transformaciones
analizadas y el numero de correspondencias idéneo para obtener resultados
aceptables.

Las funciones de transformacion evaluadas en esta seccion son las siguien-

tes:

e una técnica global basada en funciones polinomiales (de diversos orde-

nes) (expresion (3.5))),

e un método local basado en funciones lineales por trozos (expresion

(3.6)), ¥

e una técnica hibrida basada en la combinacién de una afinidad global y

funciones thin-plate-spline locales (expresion ([3.7))).

En esta evaluacion experimental se emplean imégenes de alta-resoluciéon
del satélite QuickBird (0.6 meters/pixel) de una region con una orografia
variada y adquiridas desde distintos d&ngulos de observacion, lo que da lugar
a importantes distorsiones, especialmente, en las regiones montanosas. Para
cuantificar la precision de cada método se utilizan dos medidas de consisten-
cia: el error cuadratico medio (RMSE) (expresion (2.1))) y el error circular
con 90 % de confianza (CE90) (expresion (2.2))).

3.3.1 Conjuntos de datos

En esta seccion se describe brevemente las imagenes de prueba, asi como los

conjuntos de correspondencias utilizados en esta comparativa.

Imagenes de prueba

Se han considerado tres imégenes pancromaticas (etiquetadas como i1, i2 e
i3) de la ciudad del Rincon de la Victoria (Mélaga) adquiridas en diferentes
fechas y desde diferentes puntos de vista. La figura [3.5(a) muestra dos de

estas imagenes de prueba, en las que aparece marcadas las regiones de interés:
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terreno casi plano (area urbana) y accidentado (4rea montanosa). Para definir
dichas regiones se han utilizado las curvas de nivel mostradas en la figura
3.5|(b). La grafica mostrada en la parte superior de la figura [3.5(a) muestra
el perfil del terreno? a lo largo de la flecha de la imagen de la derecha (desde
la montania hasta la costa) donde los niveles de altitud van desde los 300 m.
hasta los 0 m.

Los pares de imagenes considerados para el registro son <il-i2>, <il-
i3> y <i2-i3>. Estos pares presentan angulos de observacion relativos muy
dispares que, en combinacion con el relieve del terreno (el mismo para todas

ellas), dan lugar a distorsiones geométricas como las observadas en la figura

B4

Conjuntos de puntos de control

Para cada par de imégenes se extraen, de manera automatica mediante el
procedimiento descrito en la seccion [£.5.1 dos conjuntos diferentes de co-
rrespondencias: puntos de control (CP) para estimar los coeficientes de la
funciéon de transformacion, y puntos independientes de control (ICP) para
evaluar la precision del registro. Para garantizar su distribucién uniforme
sobre las imagenes, se selecciona un punto por cada celda de una reticula
rectangular dispuesta sobre las imégenes (ver fig. . Actuando sobre el
tamano de la celda se obtienen diferentes densidades, en particular, se han
definido los siguientes: 50 pixeles de ancho para los conjuntos de ICPs y 100,
200 y 400 pixeles para los conjuntos de CPs, que para el caso concreto de las
imégenes utilizadas, de 0.6 m./pixel de resolucion, se corresponden con 30,
60, 120 y 240 m., respectivamente.

De esta manera se dispone de 900, 225 y 64 CPs y un conjunto de 3600
ICPs por cada par de imagenes. Aparte de estos conjuntos de datos, que
nos permiten estudiar la precision de los métodos en regiones en la que se
combinan zonas planas con otras con una geometria mas compleja (geometria

mixta), se consideran las regiones de interés marcadas en la figura [3.5{a),

2La informacién de elevacién ha sido obtenida de un DEM con una resolucién espacial
de 20 x 20 m. proporcionado por la “Consejeria de Medio Ambiente” de la “Junta de
Andalucia”. Este es el DEM mas preciso de la zona disponible actualmente.
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Figura 3.5: Imégenes de prueba utilizadas en el estudio comparativo. (a) Dos
iméagenes de la ciudad del Rincon de la Victoria (Malaga). Estas imagenes cubren
aproximadamente un area de 4 km? e incluyen zonas con distintos perfiles de terreno
(ver el perfil del terreno a lo largo de la flecha). (b) Informacion de elevacion
utilizada para definir apropiadamente las regiones de interés: areas casi planas y
de relieve accidentado.
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50/100/200 /400 pixeles= 30/60/120/240 m.

——
@ @ ®
Punto de control
(o] /
Punto independiente
de control ® ® ®
® ) ®

Figura 3.6: Procedimiento utilizado para distribuir uniformemente los CPs e ICPs
sobre las imagenes. Concretamente, las imagenes se dividen de acuerdo a una rejilla
rectangular de tamano conocido y se elige un punto por cada celda. El tamano de
las celdas utilizados en este trabajo son 50 pixeles para el conjunto de ICPs y 100,
200 y 400 pixeles para los conjuntos de CPs.

obteniendo dos subconjuntos: uno para la zona urbana (casi plana) y otro
para la zona montanosa (mucho mas accidentada).

Aunque el procedimiento automético de identificacion de los pares de
CPs e ICPs (ver sec. , garantiza precision y un niimero importante de
puntos consistentemente emparejados, no garantiza que éstos estén situados
adecuadamente para capturar las diferencias relativas de ambas imagenes
(en el caso de los CPs) o la consistencia del registro (en el caso de los ICPs).
Por ejemplo, un ICP perfectamente emparejado, pero situado en el techo
de un edificio de 10 plantas, no es apropiado para medir como de bien se
ha registrado el suelo o una urbanizaciéon de viviendas unifamiliares de la
misma zona. Este problema queda patente en alguno de los experimentos de

la siguiente seccion.

3.3.2 Experimentos y resultados

En esta seccion se analiza el rendimiento de las funciones polinomiales (des-
de 2° grado hasta 6°), lineales por trozos y thin-plate-spline para diferentes
conjuntos de CPs, dngulos de observacion y geometrias de la escena. Puesto

que la influencia de cualquiera de estos parametros en la precision del re-
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gistro depende de los valores fijados para el resto, un anéalisis exhaustivo de
ellos requeriria pruebas sobre todas las posibles combinaciones. Aunque se
han analizado todas las combinaciones posibles para los datos disponibles
(imégenes y CPs), solo se incluyen las comparativas correspondientes a las
mas representativas.

Respecto a la estimacion de los parametros de las funciones, se ha em-
pleado un software desarrollado en C++ que utiliza las primitivas de The
OpenCV Library® para ganar en eficiencia. Resaltar también los siguientes

puntos:

e Se ha verificado experimentalmente que los polinomios de grado su-
perior al 4° apenas mejoran la precision, aunque requieren una mayor
numero de CPs para ser estimados. Consecuentemente, sé6lo se muestran

los resultados correspondientes al 4° grado, que requiere un minimo de

15 CPs.

e Como se detalla en la literatura [66], cuando el ntmero de CPs es
alto (por ejemplo, mas de 1000) el sistema de ecuaciones que se ha
de resolver para estimar los coeficientes las funciones thin-plate-splines
estd mal condicionado. Para solventar este problema se ha utilizado el

método iterativo propuesto en Beatson et al. [I§].

La figura [3.7|(a) muestra la influencia del namero de CPs en la precision
de cada método. En estas graficas se fijan el angulo de observacion (28.7°,
correspondiente al par <il-i2>) y la geometria de la escena (geometria mix-
ta). A la vista de estos resultados se puede concluir que: los métodos locales
(PWL y TPS) aprovechan el nimero de CPs, logrando resultados muy pre-
cisos para el conjunto méas denso (sobre 1.75 m. RMSE); mientras que, por
el contrario, las funciones globales (POL4) no mejoran su rendimiento con
conjuntos més numerosos: empleando mas de 15 CPs s6lo se gana robus-

tez en la estimacion. Notese también que, cuando el nimero de CPs decrece

3La librerfa open source de vision artificial es una coleccién de algoritmos y codigo
de ejemplo para abordar varios problemas tipicos en visién por computador. La libreria
OpenCV es compatible con Intel® Image processing Library (IPL) y utiliza las Intel®
Integrated Performance Primitives (IPP) para un mejor rendimiento. Visitar [I00] para
més informacién.
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Figura 3.7: Valores RMSE y CE90 para las técnicas elasticas analizadas en esta
comparativa atendiendo a: (a) ntmero de CPs, (b) angulo de observacion (par de
imégenes) y (c¢) geometria de la escena, respectivamente. Sobre cada grafica se
indica los valores fijados para los otros parametros.

(conjuntos de CPs dispersos) las transformaciones locales exhiben un com-
portamiento global (esto es, una influencia local débil) y no pueden adaptarse

adecuadamente a las diferencias locales entre ambas imégenes.

La figura (b) muestra la influencia del 4ngulo de observacion para una
geometria mixta y conjuntos de 225 CPs (tomados con celdas de 120 m. de
ancho). En esta comparativa se observa que todos los métodos son sensibles
a angulo de observacion, aunque esta influencia es mayor para el método
global (POL4). Aunque los resultados no se incluyen aqui, para un conjunto
de CPs méas denso, POL4 ofrece unos resultados similares (no se aprecia

mejora alguna con respecto a los ofrecidos en la figura (b)), mientras que
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los métodos locales proporcionan resultados méas precisos, especialmente para
el par <il-i2>, que exhibe las diferencias mas importantes en sus angulos.
Finalmente, en la figura [3.7(c) se muestran los resultados obtenidos de-
pendiendo de la complejidad de la geometria de la escena. En este grafica
se puede subrayar lo siguiente: los métodos locales trabajan de forma simi-
lar para todas las regiones (plana, accidentada y mixta), mientras que la
funcién polinomial ofrece peores resultados con una geometria mixta. Este
comportamiento tiene sentido, ya que este tipo de transformaciones no se
puede ajustar adecuadamente y al mismo tiempo, a modelos de deformacion
diferentes. La figura (que también contiene a la figura [3.7(c)) ilustra los
efectos de observar una escena con una geometria no-plana desde puntos de
observacion muy dispares (las diferencias de los angulos en los pares <il-i3>
y <i2-i3> son muy similares). Obsérvese que los errores de registro obtenidos
para la zona casi plana son ligeramente mayores que para la zona accidenta-
da. Este resultado se atribuye a la existencia, como se coment6 en la seccion
3.3.1] de un importante namero de ICPs identificados en la parte de superior

de los edificios.

225 CPs

O Polinomial 4° grado

B Lineal por trozos

O Thin-plate-spline

RMSE (m)

Geometria de la escena / Angulo de observacién

Figura 3.8: Valores RMSE para las técnicas analizadas agrupados por angulo de
observacién y geometria de la escena.

Como se detalla en la seccion [3.2] las funciones lineales por trozos pue-
den causar en la imagen registrada un efecto de “lineas quebradas” en las
transiciones de los triangulos, que se manifiesta en los elementos rectos de
la escena tales como carreteras, edificios, etc. Se ha comprobado visualmente

que este problema soélo es significativo cuando la geometria de la escena varia
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sustancialmente (esto es, en el area montanosa) y se utiliza la red triangular
generada a partir del conjunto de CPs menos denso (s6lo 64 CPs para la ima-
gen completa). En estos casos, para evitar estos efectos indeseados, deberian
considerarse otros métodos de registro tales como: registro ctibico por trozos
[40] o thin-plate-spline [19].

Resumiendo, de estos resultados se puede extraer las siguientes conclu-

siones:

1. Los métodos locales (particularmente, thin-plate-spline) ofrecen mejo-
res resultados que las funciones polinomiales en todos los experimentos.
Cuando se emplea un método local, es deseable tener tantos CPs como
sea posible. No ocurre asi con los métodos globales, en los que no se

gana en precision con el empleo de muchos CPs (salvo robustez).

2. Cuando la escena observada contiene elementos a alturas muy dispares
(esto es, regiones montafiosas, objetos de distinto tamano, etc.) los mé-
todos globales s6lo son adecuados cuando las posiciones de adquisicion

son relativamente proximas.

De modo que, y corroborando lo que en principio se podria suponer por
logica, excepto para aquellos casos donde se conoce con total certeza que la
escena observada es practicamente plana, sin elementos de diferente altura, o
las dos imagenes han sido capturadas desde practicamente la misma posicion,
se aconseja el empleo de métodos locales con tantos CPs como sea posible

(cuanto méas grande sea el nimero de CPs, mejor sera el registro).

3.4 Conclusiones

Las diferencias geométricas relativas de un par de imégenes conjugadas de-
penden basicamente de la geometria de la escena y las posiciones desde las
que éstas son adquiridas. La complejidad de estas diferencias determinaréa
el tipo y alcance de la funcién de transformacion a utilizar. Asi, por ejem-
plo, se puede emplear una homografia para registrar imagenes de una escena

plana o adquiridas después de una rotacion pura (sin traslacion) del sensor.
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Sin embargo, si la escena no es plana (como ocurre normalmente) y se ha
producido un desplazamiento del sensor deberia considerarse algtn tipo de
trasformacion elastica capaz de modelar diferencias no lineales.

Este capitulo ha revisado las funciones de transformacion (rigidas y elas-
ticas) mas representativas y ha desarrollado un anélisis experimental en el
que se ha evaluado el rendimiento de tres métodos de registro eléstico am-
pliamente conocidos: funciones globales polinomiales, lineales por trozos y
thin-plate-spline. El interés de esta comparativa se centra en valorar como
afectan la geometria de la escena y la posicion desde la que ésta es observada
en su precision. Otro de los aspectos analizados en esta comparativa es el
efecto sobre la precision del registro del tamano del conjunto de correspon-
dencias utilizado en la estimacion.

Los resultados obtenidos vienen a confirmar algunos aspectos ya mencio-
nados en secciones previas, pero lo mas importante, cuantifica la influencia
de estos elementos en el rendimiento de cada uno de los métodos analizados.
En general, los métodos locales (TPS o PWL) exhiben un comportamiento
superior al global (POL4) ya que pueden explotar la informaciéon propor-
cionada por muchos CPs, lo que obliga, por otro lado, a localizar un gran
ntmero de ellos. Mientras que, si la geometria de la escena no es demasia-
do compleja, basta una transformacion polinomial y unos pocos pares para

obtener resultados bastante buenos.
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Capitulo 4
Registro lineal por trozos

La observacion de una escena no plana desde puntos de vista distintos produ-
ce tipicamente imagenes con diferencias geométricas dificiles de modelar. En
el capitulo |3| se describen diferentes técnicas elésticas que tratan de abordar
su registro y se realiza un analisis experimental de sus comportamientos. Es-
te andlisis concluye que, de las técnicas analizadas, sélo las transformaciones
lineales por trozos (PWL) y thin-plate-splines (TPS) producen unos resul-
tados aceptables, en términos de precision, cuando estas diferencias locales

existen.

Cuando la escena observada es poliédrica (tipica en escenarios de interio-
res y urbanos), el rendimiento de las TPS cae significativamente en favor de
las PWL, que contintian ofreciendo un comportamiento adecuado. Obsérvese
en la figura [4.1| como la transformacién lineal por trozos registra con preci-
sion la imagen de entrada, mientras que la transformacion thin-plate-spline

introduce distorsiones adicionales en la imagen registrada.

Recuérdese que las transformaciones lineales por trozos dividen las iméa-
genes a registrar en triangulos conjugados que son transformados individual-
mente mediante una transformacion afin. Sin embargo, para que este método
trabaje adecuadamente, cada par de triangulos correspondientes deben caer
sobre las proyecciones de una superficie 3D plana, en otro caso, el registro

puede generar artefactos indeseados, tales como “lineas quebradas” que redu-
cen la calidad del registro (ver fig. [4.2)).

59
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Imagen de referencia Imagen de entrada

Pares de
correspondencia

Imagen de entrada registrada

Thin-plate-spline Lineal por trozos
a) b)

Figura 4.1: Registro de un par de imagenes de una escena poliédrica mediante una
transformacion: (a) thin-plate-spline y (b) lineal por trozos. Obsérvese la precision
de la transformacion lineal por trozos, mientras que la thin-plate-spline produce
una imagen registrada con importantes distorsiones.

Las implementaciones actuales del registro lineal por trozos incluidas en
los paquetes cientificos de procesamiento de imégenes tales como Matlab
[99], Insight Segmentation and Registration Toolkit (ITK) [79], el software de
Image Fusion Systems Research [51] o paquetes de teledeteccion tales como:
ENVI/IDL [54], ERDAS [61], etc. generan las redes triangulares conjugadas a
partir de un conjunto de correspondencias, utilizando para ello alguna técnica
de triangulacion, tipicamente el método de Delaunay [93]. La triangulacion
de Delaunay de un conjunto de vértices maximiza el angulo entre todas las
posibles de triangulaciones de ese conjunto de vértices, pero no asegura que
éstos se distribuyan sobre las imagenes de forma 6ptima, esto es, cayendo

sobre proyecciones de trozos planos de la escena.

En este capitulo y el siguiente se aborda la generacion de redes triangu-
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Red incompatible con Red compatible con
la geometria de la escena a geometria de la escena

Imagen de referencia Imagen de entrada

Imagen de referencia Imager| de entrada

Imagen registrada Imagen registrada
a) b)

Figura 4.2: Para que un registro lineal por trozos trabaje adecuadamente, los
tridngulos correspondientes deben ser proyecciones de una tnica superficie plana
de la escena, como el triangulo {1,2,5} en (b); en otro caso, se produce el “quebra-
miento” de lineas y la consistencia del registro decrece, como se aprecia en (a).

lares 6ptimas para mejorar la consistencia del registro lineal por trozos. En
este primero, se realiza una revision de las distintas técnicas de optimizacion
de redes triangulares propuestas en la literatura, poniendo especial énfasis en
aquellas propuestas en el campo del registro de imagenes; también formaliza
el registro lineal por trozos. En el capitulo [5| se describe el procedimiento
de registro propuesto, se analizan diversas estrategias de optimizacion y se

presentan algunos resultados experimentales.

4.1 Optimizaciéon de redes

La generacion de redes triangulares 6ptimas es crucial en una amplia varie-
dad de campos, como el modelado de objetos, aproximacion de superficies,
compresion y transmision de imagenes, etc. Aunque el objetivo final es apro-

ximar, tanto como sea posible, algin conjunto de datos (ya sea 2D o 3D)
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mediante superficies triangulares por trozos, el objetivo concreto de las téc-
nicas de optimizacion de redes varia con el tipo de problema.

Asi, en el modelado de objetos la optimizacién esté dirigida a generar
redes triangulares que representen apropiadamente la forma 3D del cuerpo
o escena, utilizando para ello el menor nimero de triangulos posible. En
procesamiento de imagenes, por el contrario, se pueden encontrar enfoques
interesantes tales como la triangulacion basada en datos (DDT) [28] que se
utiliza, entre otros, para aproximar el contenido de una imagen (por ejemplo,
reconstruccion de imagenes [112]), para reducir la cantidad de informacion
redundante (por ejemplo, compresion de imagenes [60]) o para aproximar un
conjunto discreto de muestras de una imagen mediante una superficie lineal
por trozos (problema conocido como interpolacion de imagenes [103]).

Las técnicas de optimizacion de redes se pueden clasificar de acuerdo con

los siguientes aspectos:

e ¢l mecanismo utilizado para modificar la red (esto es, el tipo y alcance

de las acciones),

e la métrica empleada para evaluar la bondad de una configuracion de

red dada (esto es, la funcion de energia o coste) y

e ¢l procedimiento para realizar el refinamiento de la red (es decir, el

método de optimizacion).

Atendiendo al tipo y alcance las acciones aplicadas para modificar la red

(ver fig. , en la literatura se pueden encontrar técnicas donde:

1. se modifica la realizacion topoldgica mediante el intercambio de aristas
(edge swapping) [T, [78, 82, 112,

2. se modifica la realizaciéon geométrica mediante el refinamiento de las
coordenadas de los vértices [69, 89, 92 [111] y

3. se modifican simultaneamente la realizaciéon topolégica y geométrica
mediante la division/eliminacion/intercambio de aristas y el refina-

miento de las coordenadas de los vértices |27, 49] 50, [105].
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Red inicial

Rotura de Supresion de Intercambio de
aristas aristas aristas

Figura 4.3: Acciones basadas en aristas empleadas para modificar la topolo-
gia/geometria de una red dada.

Muchos de estos métodos se han desarrollado en el campo del modelado
geométrico para simplificar y/o refinar una red 3D inicialmente obtenida a
partir de un conjunto muy denso de vértices proporcionado por un sensor 3D,
tipicamente, un escaner laser [49, 50]. Métodos similares han sido utilizados
més recientemente para reconstruir escenas 3D [77, [78, [105] y en diferentes
aplicaciones del enfoque DDT para procesamiento de imagenes [15], 60, 112].

A diferencia de estos métodos, que trabajan sobre redes 3D, en el registro
lineal por trozos de imagenes se parte de dos redes 2D conjugadas que se mo-
difican en un intento de maximizar la consistencia del registro. Un ejemplo
de esto es el trabajo de Servais [92], que refina la localizacion de los vérti-
ces (la topologia de la red permanece fija) para compensar el movimiento
afin en secuencias de video. Aunque permite modelar distorsiones suaves, el
refinamiento de las coordenadas de los vértices no proporciona la flexibili-
dad suficiente para modelar las importantes diferencias geométricas que se

producen cuando las iméagenes son adquiridas desde angulos muy dispares.

Tipicamente, las técnicas de optimizacion se formulan como procesos de
minimizacion (o maximizacion) que van desde busquedas aleatorias [78], a

procedimientos mas complejos basados en el “recocido simulado” [91], mo-
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delos estocasticos bayesianos [105], enfoques variacionales® [79], etc. Inde-
pendientemente de la técnica de optimizacion utilizada, uno de los puntos
clave en este proceso es la definicion de la funcién de energia o coste idonea
para evaluar la mejora obtenida al aplicar cierta acciéon sobre una configu-
racion de red dada. Mientras que en otros campos (por ejemplo, modelado
de objetos, ajuste de superficies, interpolacion de imagenes, etc.) medir la
calidad de una red puede realizarse sobre los puntos 3D o las muestras de la
imagen disponibles, en registro de imagenes se ha de confiar en la similitud
radiométrica de la imagen de referencia y la registrada. Hasta ahora, diversas
métricas de similitud han sido utilizadas para este proposito: SSD [77], NCC
[82], plantillas basados en diferencias de imégenes [7§], etc. Como se detallo
en la seccion [2.3.1] ninguna de estas medidas son invariantes a las diferencias
radiométricas no-lineales en las imagenes, como puede ocurrir en el caso de
imégenes capturadas con diferentes camaras, o en imagenes adquiridas con el
mismo sensor, pero en condiciones de iluminacién muy diferentes que pueden
acarrear sombras, saturaciones, reflexiones, etc. En este capitulo se propone
un proceso dirigido por una funciéon de coste basada en la informaciéon mu-
tua (MI). Aunque la MI ha sido utilizada como medida de consistencia del
registro en numerosos trabajos 23| 24, 52, 57, [109], esta es la primera vez
que se integra en un procedimiento de optimizacion de redes para el registro

lineal por trozos.

4.2 Planteamiento del problema

En numerosas aplicaciones, la proyeccion de la escena sobre el sensor pue-
de aproximarse mediante una transformacion para-perspectiva [47, [70] 110],
también denominada afin o paralela. Este modelo de transformacion (que se
ilustra en la fig. asume que los puntos de un objeto se proyectan primero
sobre un plano de profundidad promedio paralelo al plano imagen, para se-
guidamente, ser transferidos al plano imagen. Los puntos se proyectan sobre

el plano promedio usando rayos paralelos al eje imaginario OG, que une el

'En www.itk.org, el lector puede encontrar una amplia variedad de c6digo abierto en
el que se implementa muchas de estas técnicas: campos potenciales, cuerpos eléasticos, etc.
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centro Optico de la caAmara O y el centro del objeto GG, preservandose de este
modo el paralelismo. Esta simplificacion es valida en aquellas configuraciones
donde los efectos de la distorsion perspectiva son pequenos, esto es, las lineas

paralelas en el espacio continiian siéndolo en las imagenes.

Escena
3D

Haces
paralelos .

Plano
promedio

Plano
promedio

"""""" U

Figura 4.4: Proyeccién para-perspectiva de una camara. Cuando el campo de
vision de la cdmara es pequeno y el tamano del objeto respecto a la distancia que
lo separa del sensor también lo es, la proyeccion perspectiva (una transformacion
no lineal) puede ser aproximada mediante una proyeccién para-perspectiva, esto
es, una transformacion lineal.

Las camaras afines dan lugar a una importante reducciéon en la compleji-
dad de numerosos problemas de vision. En particular, para el problema de re-
gistro, esta simplificacion significa que tres correspondencias (no-colineales),
en lugar de las cuatro necesarias en su forma general, son suficientes para
estimar la transformacion afin (homografia) que transfiere puntos de un trozo
de imagen a otro [47]. Asi, cuando se realiza un mapeo afin entre dos regiones
triangulares conjugadas de ambas imagenes, estas deben alinearse perfecta-
mente (esto es, la consistencia del registro es maxima); en caso contrario, las
regiones triangulares son proyecciones de una superficie no plana.

En la figura se muestra el resultado de registrar, mediante una trans-
formacion lineal por trozos (PWL), iméagenes de una escena plana afectadas

de deformacion perspectiva y afin, respectivamente. Obsérvese como, mien-
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tras la primera presenta diversos artefactos (indicados con flechas en la ima-
gen) que deterioran la calidad del registro, la segunda se registra con absoluta
precision. Como se indica arriba, suponer que la transformacion que alinea
con precision dos regiones triangulares conjugadas es una afinidad sélo es
valido en aquellas configuraciones camara-escena que dan lugar a imégenes

en las que la distorsion perspectiva es inapreciable.

Imagen de entrada Imagen de entrada

Imagen de referencia (dist. perspectiva) (dist. afin)

1 4

1]

ﬂ PWL ﬂ PWL

Imagen registrada Imagen registrada

7

-

a) b)

Figura 4.5: Registro lineal por trozos (PWL) de imagenes afectadas de distorsion
(a) proyectiva y (b) afin. Los tridngulos empleados para la transformacion PWL
son el {1,2,3} y el {1,3,4}. Obsérvese en (a) los artefactos (indicados con flechas)
que se producen al aplicar este tipo de transformaciéon a imagenes con distorsiones
perspectivas.

Resumiendo, si se logra modificar la topologia y/o geometria de la red
triangular utilizada en un proceso genérico de registro lineal por trozos me-
diante acciones dirigidas a maximizar el nimero de elementos triangulares
que se registran con precision, esto es, que caen sobre proyecciones de superfi-
cies 3D planas: a) se eliminan configuraciones indeseadas como las ilustradas
en la figura y b) se mejora la precision global del registro.

En esta tesis se explota la relacion entre las redes triangulares 2D que
se utilizan en el registro PWL y su correspondiente malla triangular 3D que

modela la escena observada. En base a esto se formaliza, no sé6lo la generacion
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de redes triangulares 2D 6ptimas (desde el punto de vista de la consistencia
del registro), sino también la reconstruccion a partir éstas de la superficie 3D
observada, yendo de este modo, mas alla de un puro enfoque 2D del registro.

A continuacién se introducen los conceptos y definiciones utilizados en
la formulacion del registro lineal por trozos y del método de optimizacion

propuesto.

4.3 Formalizacién del problema

Supdngase una escena cualquiera cuya geometria es aproximada mediante
una superficie lineal por trozos, esto es, un conjunto de tridngulos conectados
unos con otros conformando una red triangular en R? (ver fig. . Aunque
existen diversas maneras de formalizar mallas triangulares [60] [77, 78 [105],
en esta tesis se emplea el complejo simplicial, una estructura matematica
empleada en topologia algebraica para definir espacios topologicos, sus inva-
riantes, las relaciones entre simplices, etc.

El complejo simplicial aporta ciertas ventajas respecto a otras formaliza-

ciones, entre otras:

e Modela con una misma estructura puntos, segmentos, tridngulos y con-
juntos de estos, asi como sus relaciones topologicas (conexion, adyacen-

cia, etc.) y sus invariantes topologicos (huecos, tuneles, etc.).

e Separa las realizaciones topolégica y geométrica de la estructura, de
modo que se puede actuar sobre la realizacion topolégica con indepen-

dencia su realizaciéon geométrica, y viceversa.

e Facilita el almacenamiento, la actualizacion y el acceso eficiente a los
diferentes elementos de la estructura del complejo mediante matrices

de adyacencia y conexion.

Gracias a estas caracteristicas, los complejos simpliciales pueden modelar
estructuras topologicas con independencia del espacio en el que se encuentren
definidas: el espacio o el plano. Aunque, a primera vista, esto puede parecer

de un interés marginal en el contexto del registro de imagenes, mantener la
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dualidad espacio-plano es crucial en aplicaciones como la reconstruccién 3D
a partir de imagenes. Concretamente, si se resuelve con precision el registro
lineal por trozos, se dispondré de una buena aproximacion triangular de la
escena.

En esta seccion se formaliza el registro de imagenes por trozos, asi como
también, la interpretacion tridimensional de éste. Esta formalizacion se ex-
plota en el siguiente capitulo, no sélo para registrar las imagenes captadas
por un par de camaras, sino para reconstruir tridimensionalmente el trozo
de escena captada por éstas, e ilustrar asi los beneficios de emplear divi-
siones triangulares de las imégenes que sean topologica y geométricamente
consistentes.

Antes de proceder a la lectura de la siguiente seccién es aconsejable que
el lector se familiarice con algunos de los términos y conceptos relacionados

con los Complejos Simpliciales que se describen en el apéndice [C]

4.3.1 Definiciones previas

Una red triangular es una tupla M = (K, V) donde K es un complejo sim-
plicial abstracto que especifica la estructura de la red, esto es, los elementos
(tridngulos, aristas y vértices) y la conectividad de éstos y V' es un conjunto
de posiciones de los vértices que definen la geometria de K en R? (plano
imagen) o R? (escena).

Para referirse a cualquier punto dentro de M se emplea la notacion p €
ov(|K]), donde ¢y (|K]|) es la realizaciéon geométrica de M (ver def. [C.5).
Por ejemplo, p € ¢y (le]) con e = {i,j} € K se refiere a un punto de la
arista e; p € ¢y (|t]) con t = {i,7,k} € K se refiere a un punto del tridangulo
t; p € ov(lql) con g = {{i,j,k},{i,j,l}} € K se refiere a un punto del

cuadrilatero ¢ y asi sucesivamente.
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Considérese una configuracion escena-camara como la ilustrada en la fi-
gura [£.6], donde se tiene una escena poliédrica y un conjunto de iméagenes de

ésta capturadas desde diferentes posiciones:

Definicion 4.1 Se define la red triangular M? = (K, V3) que aproxima la
escena observada, donde K consta de un conjunto de m vértices junto con
un conjunto de simplices de K y V3 = {X; = (x;,y;,2;) " ,j=1,...,m} son
las posiciones de los m vértices en R? (ver fig. .

R3

y ¢v3 (‘K‘)

Figura 4.7: Una red triangular en R? que aproxima la escena de la figura

Definicién 4.2 Se definen las redes triangulares M? = (s;, V%), con i =
1,...,c (siendo c el nimero de camaras), que aproximan las proyecciones de
la escena sobre los planos imagen 7;, donde s; C K consta de n; vértices, n; <
m, junto con un conjunto de simplices de s; y V2 = {x;; = (zi;,vi;) ", 7 =

1,...,n;} son las coordenadas de los n; vértices en R? (ver fig. 4.8)).

Se dice que las realizaciones geométricas ¢yz2(|r|) y qﬁvjz(|r|) se pueden

superponer, si y solo si, 7 = (s; N's;) # (0 y existe un homeomorfismo?

f : R? — R? que mapea ¢y2(|r|) a gbvjz(|r|) (ver fig. .

Definicién 4.3 (Registro lineal por trozos) Dadas dos realizaciones geo-

2Dados dos espacios topolégicos X e Y, f : X — Y es un homeomorfismo, si y sélo si,
f es biyectiva y continua; y f~! es continua.
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).cons, < K

¢v} (‘Sl

Xl,lO

¢v§ ( ‘ 53

).cons; =K

Figura 4.8: Redes triangulares en R? que aproximan las proyecciones de la escena
de la figura sobre los planos imagen de las camaras.

métricas ¢yz(|s]) v gbvjz(|s|), se define la transformacion lineal por trozos
f: R? = R? que mapea un punto x; = (75, 4:)" € dy2(|s]) a otro x; =

(zj,y;)" € <bvjz(\s|) COIMo:

foo (xi) st xi=¢y2(|0°]),V 0 €
Xj=fo(x) =19 for(x) si % € Py (lo']),V ol € s (4.1)
for (xi) sl x; €¢%2(|02|),V o’ €s

donde f,» son transformaciones lineales entre simplices estimadas a partir
de las realizaciones geométricas de sus vértices: 1 para ¢, 2 para las aristas

(') y 3 para los triangulos (0?). Mateméticamente:

$]:$Z+tx

X = foo (x5) =
! yj:yi+ty

Tj=a1 T — a2 Y+t

X; = fo1 (x3)
’ Z Y; = a1z T; +ain Y; +ty
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rj=an T+ a2y +t,
X, :f02 (Xz) E{ b 11 12 Y

Y; = a1 T; + az Y; + 1,

esto es, una traslacion, una similaridad y una afinidad, respectivamente (ver

secC. .

Recuérdese que o

2

, o' y 02 son simplices de orden 0, 1 y 2, esto es,

vértices, aristas y tridngulos, respectivamente (ver apéndice |C)).

Definicién 4.4 Se definen las cAmaras afines P, : R? — R?, coni=1,...,c,

que proyectan la realizacion geométrica de s; en R?, ¢ys(|s;|), sobre los planos

imagen m;, ¢Vi2(’5i’)'

Se dice que ¢ys(|r|) se puede reconstruir a partir de dos proyecciones
pv2(|r]) ¥ qbng(|r|), siy solo si, r = (s;Ns;) # 0 y las camaras afines P, y P;
son ambas homeomorfismos (ver fig. [4.9).

Definicién 4.5 (Reconstruccion lineal por trozos) Dadas dos realiza-

ciones geométricas ¢y2(|s|) y ¢y2(]s]), se define la reconstruccion que apro-
i J

xima la superficie lineal por trozos proyectada sobre los planos imagen 7; e

m; como la realizacion geométrica ¢ys(|s|) que satisface la expresion:
P (dvz2(lsl) — P (gva(Is]) = 0 (4.2)

Estrictamente hablando, s6lo se pueden registrar aquellas regiones de la
imagen (realizaciones geométricas) cuya estructura topologica (complejo sim-
plicial) es comiun. Anélogamente, s6lo se puede obtener una reconstruccion
a partir de dos realizaciones geométricas con la misma estructura topologi-
ca. Asi, en el ejemplo de la figura [4.8] las realizaciones geométricas de los
conjuntos simpliciales {{2,6,4},{4,6,8}}, sélo captado por la camara 1, y
{{11,15,13},{9, 11,13} }, solo captado por la cimara 2 ni se pueden registrar

ni se puede generar una reconstruccion a partir de ellos.
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X2.12

XZ,lO

Figura 4.9: Registro lineal por trozos de dos realizaciones geométricas con la
misma estructura topologica. Reconstruccion 3D que aproxima la superficie lineal
por trozos proyectada sobre ambas imagenes.

4.4 Generacion de las redes

En la préctica, rara vez se dispone de informaciéon a prior: sobre la escena
y, consecuentemente, no se puede saber cual es la red triangular que mejor
aproxima la geometria de ésta a efecto de llevar a cabo un registro 6ptimo
de las imégenes capturadas. Asi pues, la generacion de las redes triangulares
debe abordarse en el dominio de la imagen con las limitaciones que esto
conlleva.

Para generar las redes M} = (K,V?) y M? = (K,V}?) utilizadas en el
registro lineal por trozos de dos imagenes I, e I; de la misma escena, se suele

proceder del siguiente modo:

1. se selecciona un conjunto de correspondencias en ambas imagenes { (x; 4, X 1), k =
L...,nlxie € V2, x5, € V}7} (la seleccion robusta de correspondencias
se aborda en detalle en la seccion |4.5));

2. se genera la red M? = (K, V?), mediante la triangulacion (utilizando

Delaunay) del conjunto V;?> de puntos identificados en la imagen de
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referencia; finalmente,

3. se toma el complejo simplicial K de M? y se genera la red ]\/_l']2 =
(K, V7), mediante la sustitucion de los puntos en V;> por sus corres-

pondientes en V.

Aunque la realizacién geométrica ¢y generada mediante el procedimiento
de triangulacién siempre es un encaje?, su correspondiente ngij puede no serlo,
lo que se traduce en la aparicién de ciertas inconsistencias denominadas patch
reversals. Los patch reversals se producen tipicamente cuando la escena es
observada desde puntos muy diferentes (ver fig. (a)), y tienen graves

implicaciones:

L ¢y2(|K]) y qbvjz(|K |) no se pueden registrar, ya que, la transformacion

f no es un homeomorfismo, y

2. ¢ys(|K]) no se puede reconstruir, ya que, aunque P; es un homeomor-

fismo, P; no lo es, luego no se verifica la expresion (4.2).

Para eliminar estas inconsistencias, se revisa la topologia inicial aplicando

las siguientes modificaciones:

1. sila arista que produce el patch reversal es frontera, se elimina el trian-

gulo que la contiene, como se muestra en la figura [£.10|b).

2. sila arista que lo produce es compartida, se intercambia la arista, como

se ilustra en la figura [1.10|c).

Este proceso se repite iterativamente hasta que se eliminan la totalidad
de las inconsistencias.
El procedimiento de generaciéon de redes triangulares descrito tiene dos

inconvenientes (ver fig. [4.11)):

1. no garantiza que los tridngulos conjugados caigan sobre proyecciones
de superficies planas. Por ejemplo, los triangulos {1,7,3} y {10, 12,15}
de K.

3Dados dos espacios topologicos X e Y, f : X + Y es un encaje (embedding), si y solo
si, f es un homeomorfismo entre X y su imagen f(X).
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Patch reversals

: (IK[)

X X
1,10 Xy, Xz,z Xz 2,10

a)

Eliminando patch reversals
en aristas frontera

X, X216

X1,16

X110 X1 X322 Xz X210
b)

Eliminando patch reversals
en aristas compartidas

X1,10

c)

Figura 4.10: (a) Patch reversals (PR) producidos por la existencia de caras ocultas
cuando la escena (descrita con una red triangular) es observada desde posiciones
diferentes. Para eliminar estas inconsistencias se proponen los siguientes cambios
topologicos en la redes iniciales: (b) Si la arista es frontera: se elimina el tridngulo
que la contiene, esto es, {10,12,16}, {2,9,10}. (c) Si la arista es compartida: se
intercambia, esto es, {9,15} por {10, 11}.

2. generan estructuras topologicas regulares 1-conectadas, esto es, todos
los simplices méximos de K son triangulos y todos los tridngulos tienen
al menos un adyacente, dando lugar a nuevos triangulos sin correspon-

dencia real con la escena observada. Por ejemplo, los tridngulos {2,9,4}
y {8,11,15} de K.

En relaciéon a la optimizacion de la red, en esta tesis se propone ma-
ximizar el namero de triangulos que caen sobre proyecciones de superficies
planas de la imagen, para lo cual se modifica la topologia y/o geometria de
las redes M? = (K,V?) y M} = (K,V}). Las acciones implementadas no
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| Tridngulos que no caen sobre
1 proyecciones de superficies planas

Triangulos sin correspondencia
real con la escena

Figura 4.11: Tridngulos no consistentes con las proyecciones de la escena obser-
vada: (a) tridngulos que no caen sobre proyecciones de superficies planas y (b)
tridngulos sin correspondencia real con la escena observada.

contemplan la posibilidad de “desconectar” triangulos para generar simplices
de dimensién menor (aristas y puntos), asi como tampoco, eliminar trian-
gulos sin correspondencia real con la escena. Este tipo de acciones se dejan

como trabajo futuro.

4.5 Seleccién del conjunto de correspondencias

Son muchas las aplicaciones de visiéon por computador que requieren de téc-
nicas robustas de busqueda de correspondencias para extraer informacion
relevante de dos o mas iméagenes, ya sea para registrarlas con precision, para
recuperar la disposicion relativa del sensor o sensores en el momento de la
captura, para reconstruir tridimensionalmente una escena, etc.

Una caracteristica es un elemento distintivo o representativo detectado
manual, o preferiblemente, de forma automatica en la imagen, por ejemplo:
regiones, bordes, contornos, segmentos, intersecciones de rectas, esquinas, etc.
Las caracteristicas poseen propiedades que las describen (esto es, descripto-
res), en forma vectorial d = (dy,...,d,,)" € R™, y vectores de coordenadas,
x = (z,7)" € R? que las localizan en la imagen.

Una correspondencia (o caracteristicas conjugadas) es el conjunto forma-

do por los vectores de coordenadas que localizan una misma caracteristica
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en las imagenes que intervienen en el analisis. Asi, dadas dos imégenes I; e
I;, la correspondencia k-ésima seleccionada en ambas imagenes vendria dada
por la tupla (x;k, X;x)-

Esta seccidn se centra exclusivamente en las técnicas de detecciéon y em-
parejamiento robusto de puntos de interés (esquinas). Para una revision ex-
haustiva de los diferentes métodos propuestos en la literatura, el lector puede

dirigirse a los siguientes trabajos |20}, 42} 113].

4.5.1 Deteccién y emparejamiento de esquinas

Una esquina es un punto o localizacién de la imagen que tiene, para una es-
cala determinada, grandes gradientes en todas las direcciones. La buisqueda
de esquinas ha recibido, y continta recibiendo, gran atenciéon en la literatura.
A continuacién se revisan brevemente algunos de los trabajos mas represen-

tativos.

En 1982, Kitchen y Rosenfeld [58| propusieron explotar las derivadas par-
ciales de segundo orden para detectar esquinas. A pesar de los prometedores
resultados, este detector de esquinas demostrd ser excesivamente sensible al
ruido. Con objeto de minimizar esta limitacion, Forstner y Gulch proponen
en [35] un detector sensiblemente més robusto basado en la primera deri-
vada, aunque computacionalmente muy costoso. En 1980, Moravec presenta
un método basado en las derivadas parciales de primer orden e introduce el
concepto de la matriz de auto-correlacion. En 1988, Harris y Stephens ex-
tienden el trabajo de Moravec en [46], proponiendo una funcién deteccion
de esquinas muy eficiente. En [94], Shi y Tomasi introducen una nueva fun-
cion de deteccion que explota igualmente la matriz de auto-correlacion para
extraer esquinas faciles de seguir en secuencias de imagenes. Merece espe-
cial atencion el trabajo Lowe [63], donde se propone una novedosa técnica
para deteccion de esquinas basada en la busqueda de extremos (méximos y
minimos locales) en un espacio de escalas construido a partir de diferencias
de Gaussinas (DoG). Este enfoque produce, a diferencia de otros detectores

como los de Harris o Shi y Tomasi, esquinas en diferentes escalas.
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Descriptores de esquinas

Los vectores de propiedades (o descriptores) describen las esquinas o, mas for-
malmente, el entorno de éstas con un tnico objetivo: lograr que dicho vector
sea lo suficientemente distintivo como poder diferenciarlo inequivocamente

del resto de esquinas.

El procedimiento mas sencillo consiste en utilizar los niveles de gris de
un entorno de la esquina como descriptor. Esta representacion, aunque muy
utilizada tiene sus limitaciones: es sensible a los cambios en el brillo y/o
contraste, la presencia de ruido y las distorsiones geométricas. A esto hay
que sumar problemas asociados especificamente al tamano del descriptor, un
entorno grande es mucho més distintivo pero mas sensible a los problemas

descritos con anterioridad, y viceversa.

Aunque en la literatura se pueden encontrar técnicas que tratan de com-
pensar estas limitaciones mediante procedimientos de normalizacién radio-
métrica, o que consideran que los vecindarios pueden verse afectados por un
conjunto limitado de posibles diferencias geométricas, la utilizacion de este
tipo de técnicas suele restringirse a aplicaciones en los que las diferencias
entre imagenes no son excesivamente importantes, como por ejemplo, para

el seguimiento de caracteristicas en secuencias de imégenes [65].

Numerosos autores han tratado de suplir estas limitaciones dotando a
las esquinas extraidas con detectores tradicionales como los de Harris, Shi
y Tomasi o Lowe, con descriptores adicionales. Este es el caso de Schmid
y Mohr [90], que emplea una version extendida del detector de Harris para
la busqueda de contenidos en imagenes. Otros autores como Baumberg [16],
Mikolajczyk y Schmid [71], Schaffalitzky y Zisserman [88] o Brown y Lowe
[21], con su famoso SIFT, mejoran la estabilidad de los descriptores al do-
tarlos de invarianza a un mayor nimero de diferencias geométricas, incluidas

las transformaciones afines.

En la literatura también se pueden encontrar variantes de estos procedi-
mientos, como el denominado PCA-SIFT, propuesto por Ke y Sukthankar
[56], que realiza una analisis PCA para generar descriptores equivalentes a

los SIFT pero de menor dimensién, o técnicas relativamente recientes como
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el SURF [17], un descriptor invariante a la rotacion y la escala, basado en el
uso de imagenes integrales [I00] y en la matriz Hessiana de la imagen. En
[74], el lector puede encontrar una comparativa de distintos detectores de

esquinas y descriptores evaluada sobre imagenes de objetos tridimensionales.

Emparejamiento de esquinas

Una vez localizadas las esquinas en ambas iméagenes se procede a la gene-
racion de correspondencias mediante su emparejamiento. En general, dada
una esquina localizada en una imagen, su emparejamiento consiste en loca-
lizar, en el conjunto de esquinas detectadas en la otra imagen, aquella con
el descriptor mas “parecido”, esto es, el par de esquinas conjugadas cuyos
descriptores asociados minimizan, por ejemplo, la distancia Euclidea.

Esta busqueda se puede abordar de forma exhaustiva (esto es, todos con
todos) o restringirla al conjunto de esquinas detectadas en un determina-
do area de la segunda imagen, con el consiguiente ahorro computacional.
Por ejemplo, en [I10], Xu and Zhang restringen la bisqueda de correspon-
dencias dentro de un determinado area denominada ventana de busqueda,
otros explotan la restriccion epipolar, para restringir la comparacion a aque-
llas esquinas que caen sobre sus correspondientes lineas epipolares [75] [76].
Naturalmente, este enfoque requiere un conocimiento a priori de las posi-
bles diferencias geométricas que presentan las imagenes o del desplazamiento
relativo de los sensores en el momento de la adquisicion (por ejemplo, en

estéreo).

4.5.2 Seleccién robusta de correspondencias

En la practica, el empleo de una u otra técnica de deteccidon de esquinas
dependera fundamentalmente de las diferencias geométricas que presenten
las imégenes que intervienen en el analisis y del tipo de aplicacion. Asi, el
detector de Harris es sensible a los cambios de escala, pero tiene un cos-
te computacional pequeno, lo que lo hace especialmente tutil en aplicaciones
que requieran de rapidez de computo y las imégenes no presenten importan-

tes cambios de escala. Por otro lado, el detector de Lowe tiene un elevado
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coste computacional (especialmente, la etapa de busqueda de extremos) pe-
ro proporciona caracteristicas altamente estables a los cambios de escala y
otras deformaciones geométricas afines, lo que lo hace especialmente apropia-
do en aplicaciones en las que las imégenes han sido adquiridas desde puntos
de vista muy dispares, y que presentan obviamente, importantes diferencias
geométricas.

En esta tesis, al igual que otros trabajos encontrados en la literatura [32]
76|, se explotan los beneficios de ambas técnicas en pos de obtener un mejor
rendimiento computacional y aumentar el porcentaje de correspondencias
validas en la etapa de emparejamiento. Mas concretamente, el proceso de

busqueda y emparejamiento se aborda del siguiente modo:
1. se localizan las esquinas con el detector Harris?,
2. se calculan sus correspondientes descriptores SIFT, y finalmente,
3. se establecen los emparejamientos utilizando la distancia Euclidea.

Ademas, para dotar de robustez al procedimiento, se recupera la geome-
tria epipolar afin intrinseca a ambas imagenes utilizando para su estimacion
el conjunto de correspondencias establecidas anteriormente. Esto proporcio-
na tres beneficios: 1) detectar los posibles pares espurios (outliers), es decir,
pares no consistentes con la restriccion epipolar; 2) refinar la localizacion de
los pares validos (inliers) y 3) obtener un estimacion robusta de la matriz
fundamental afin, F 5, que sera utilizada en el siguiente capitulo para dirigir
el proceso de division de aristas en la red triangular.

Para estimar la matriz fundamental afin se emplea un procedimiento ba-
sado en el algoritmo RANdom SAmple Consensus (RANSAC) [31]. Esta téc-
nica explota la redundancia de informaciéon de un conjunto de muestras para
proporcionar una estimacién robusta del modelo que se ajusta con precision
a la mayoria de ellas. En el apéndice [B] se discute en detalle la estimacion
robusta de parametros y se describen éste y otros métodos propuestos en la

literatura.

4El lector puede encontrar en el apéndice @] una descripcion detallada de los detectores
de Harris y Lowe.
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En este caso particular, el modelo es la matriz fundamental afin, Fu, y
la funcién de error que mide la consistencia de una correspondencia dada,
(x;,%;), es el error geométrico de primer order (o distancia de Sampson), esto
es, la distancia de una esquina a su correspondiente linea epipolar, que se

expresa Como:
T 2
(Xj FAX@')

2 2
(Faxo)} + (Fax)} + (Fhx; )+ (FLx; )

d(x;,Fax;) = (4.3)

donde los términos de la forma (v)? representan el cuadrado de la coordenada

k-ésima del vector v.

Para ganar en precision, en su lugar, el procedimiento utilizado en esta
tesis emplea el error epipolar simétrico, que considera la distancia del par

(x;,x;) asus respectivas lineas epipolares. El error epipolar simétrico se deriva

de (4.3)) y se define como:

2
ﬂ@jﬂf+d@ﬂﬂ§>:

() Faxy)’ () Fax,)’
- (F X-)2 + (F X-)2 + T )? )2 (4.4)
ST i) ()

El paso final de algoritmo RANSAC es la re-estimacion del modelo con-
siderando solo las correspondencias validas (inliers). Esta re-estimacion se
realiza mediante un proceso de minimizaciéon del que se deriva la estimacion
de méaxima verosimilitud (MLE) de la matriz fundamental afin y una esti-
macion de las coordenadas 6ptimas de las correspondencias. La MLE asume
que los errores cometidos en la identificacion de las esquinas siguen una dis-

tribucion Gaussiana. En tal caso, la MLE de la Fy es aquella que minimiza
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el error de re-proyecciéon. Formalmente, se formula como:

n
min d (i %ig) + d (X0 X58)° (4.5)
{Fasinsin}t o
donde (x;4,X;) son las correspondencias iniciales y (X;x,X; ) las refinadas,
siendo n el niimero de correspondencias validas.
El lector puede encontrar en el texto de Hartley y Zisserman [47] (pag.
349) el desarrollo de tedrico de este problema de minimizacion.
La figura ilustra el proceso de selecciéon robusta de correspondencias

descrito en esta seccion.

4.6 Conclusiones

En este capitulo se ilustran las ventajas de emplear funciones lineales por
trozos para el registro de imagenes conjugadas de una escena poliédrica. Este
procedimiento divide las imagenes en regiones triangulares conjugadas que se
registran individualmente mediante afinidades. Sin embargo, para que este
método trabaje adecuadamente, las regiones triangulares deben caer sobre
proyecciones de superficies planas de la escena, aspecto que no abordan las
diferentes implementaciones de esta técnica que se pueden encontrar en el
software disponible en el mercado.

En este capitulo se ha analizado esta problemética y se propone una for-
malizacion del registro lineal por trozos basado en complejos simpliciales que
abarca, no solo la generacion de redes triangulares 2D 6ptimas (desde el pun-
to de vista de la consistencia del registro), sino también la reconstruccion a
partir éstas de la superficie 3D observada. También se ha propuesto un proce-
dimiento automatizado para la generacion de redes triangulares conjugadas
libres de patch reversals. La descripcion del procedimiento de optimizacion

propuesto se aborda en el siguiente capitulo.
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Imagen de referencia Imagen de entrada

Figura 4.12: Selecciéon robusta de correspondencias: a) deteccion y emparejamien-
to, b) deteccion de los outliers y ¢) refinamiento de las coordenadas de los inliers
(los circulos denotan las coordenadas refinadas). Los fragmentos ampliados de las
imagenes muestran, en detalle, las actuaciones (b) y (c) sobre las correspondencias
16 y 25, respectivamente.
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Capitulo 5

Optimizacion de redes

triangulares

En este capitulo se propone un procedimiento de optimizaciéon de redes trian-
gulares para mejorar la precision del registro lineal por trozos. Este procedi-
miento contempla un conjunto de acciones que modifican topologica y geo-
métricamente la red inicial, utilizando una funcién de energia o coste basada
en la informaciéon mutua (MI) que cuantifica la mejora obtenida con cada
accion.

Mas concretamente, se propone un método que acttia sobre la red, eli-
minando, intercambiando y dividiendo aristas (ver fig. . Este proceso se
formula como una buisqueda greedy [25] que, en cada iteracion, toma una aris-
ta concreta, verifica el nimero y tipo de las acciones aplicables, y comprueba
si éstas producen una mejora de la consistencia. Aunque la bisqueda greedy
no garantiza que se alcance un maximo global, su simplicidad y eficiencia lo
hacen, como se vera mas adelante, especialmente adecuado para la aplicacion

que nos ocupa.

El método propuesto se ha probado satisfactoriamente con diferentes con-
juntos de imagenes, sintéticas y reales, adquiridas desde distintos puntos de
observacion y condiciones de iluminacion. En los test se ha evaluado la mejora
en la precision global del registro en comparacion con otros métodos, asi como

la exactitud de las reconstrucciones 3D derivadas de las redes optimizadas.

85
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5.1 Definiciones

En esta seccién se definen diversos elementos de la red, asi como las posibles
acciones topologicas sobre ella. Es conveniente que el lector esté familiarizado
con términos tales como complejos simpliciales, cierre (closure) y estrella

(star) de un simplex, etc. para lo cual puede dirigirse al apéndice [C|

5.1.1 Elementos de la red

Dada una red triangular M = (K, V') y una arista compartida e = {1, j} € K,
se introducen las siguientes definiciones (ver fig. [5.1)):

Definiciéon 5.1 (quad) El cuadrildtero de la arista e en K es el complejo
simplicial que se obtiene de unir sus 2-simplices padre (esto es, los triangulos
que la comparten, de ahi que se denomine arista compartida) y todas las

caras de estos:
quad (e, K') = closure(star(e, K), K) (5.1)

donde star(e, K) es el conjunto de simplices de K de los que e es cara y
closure(s, K') es el complejo simplicial més pequeno de K que contiene todos
los simplices de e.

Si e = {i,j}, entonces el quad (e, K) esta formado por los siguientes

simplices:

O-simplices (0°) = {{i}, {j}, {k}, {I}}
Lsimplices (o!) = {{i, 5}, {i, k}, {k, 5}, {4, 1}, {I,i}}
2-stmplices (02) = {{i, k,1},{j,1,i}}

Los 0-simplices {k},{l} € K se denominan vértices opuestos de e en K y
la hipotética arista e = {k,l} ¢ K que se obtendria al conectarlos, arista

opuesta de e.

Definicién 5.2 (bound) El contorno de la arista e en K es el conjunto de
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d-simplices, con d = 0, 1, (esto es, vértices y aristas) que forman la envoltura

convexa del quad (e, K):
bound (e, K') = quad (e, K) N star (e, K) (5.2)
Si e = {i,j} entonces, el bound (e, K) esta formado por los simplices:

{ O-smplices (0°) = {{i}, {j}, {k}. {1}}
1-simplices (') = {{i,k}, {k, 5}, {5, 1}, {l,i}}

Complejo simplicial K

star ({i, j}, K») closure({i, j}.K)

b)

bound({i, j},K)

c) ' d)

Figura 5.1: Conjuntos de simplices caracteristicos: (a) star, (b) closure, (¢) quad
y (d) bound.
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5.1.2 Acciones topoloégicas

En esta seccion se definen las siguientes acciones topologicas de interés para

el método de optimizacién propuesto:

Definiciéon 5.3 (swap) Dada la arista e = {i,j} del complejo simplicial K
de la figura [5.1], se define la accién intercambiar (swap) arista

~

K =swap (e, K) (5.3)

como el conjunto de operaciones sobre K (ver fig. :

a) eliminar el conjunto de simplices star(e, K),
b) insertar la arista opuesta é = {k,(}, e

c¢) insertar los triangulos {i, k,(} v {j,1, k}.

Accién “intercambiar arista”: swap({i, ]} , K)

b) c)

Figura 5.2: Pasos de la accion swap(e, K): (a) eliminar el conjunto de simplices

star(e, K); (b) insertar la arista opuesta e
{i,k,1} y {j,1,k}.

)
{k,l} vy (c) insertar los triangulos
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Definicion 5.4 (split) Dado un vértice v ¢ K, se define la accion dividir

(split) arista
K = split (e, v, K) (5.4)
como el conjunto de operaciones sobre K (ver fig. :
a) eliminar el conjunto de simplices star(e, K),
b) insertar el vértice v,

¢) insertar una arista {p,v} por cada vértice {p} € bound (e, K) e

d) insertar un triangulo {p,q,v} por cada arista {p, ¢} € bound (e, K).

Accion “dividir arista’: Split({i, j},{a} , K)

iy )
o i o i
(K] . (K] .
(i U
, ) | )

Figura 5.3: Pasos de la accion split(e, {a}, K): (a) eliminar el conjunto de simplices
star(e, K); (b) insertar el vértice {a}; (c) insertar una arista {p, a} por cada vértice
{p} € bound(e, K) y (d) insertar un triangulo {p,q,a} por cada arista {p,q} €
bound(e, K).
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Definicion 5.5 (collapse) Dado un vértice v € e, se define la accion elimi-

nar (collapse) arista
K = collapse (e, v, K) (5.5)

como el conjunto de operaciones sobre K (ver fig. |5.4)):
a) eliminar el conjunto de simplices star({i}, K) Ustar({j}, K),
b) insertar el vértice v,
¢) insertar una arista {p,v} por cada vértice {p} € bound (e, K) e

d) insertar un triangulo {p, q,v} por cada arista {p, ¢} € bound (e, K).

Accién “eliminar arista”: coIIapse({i, j},{j} , K)

Figura 5.4: Pasos de la accion collapse(e,{j}, K): (a) eliminar star({i}, K) U
star({j}, K); (b) insertar el vértice {i}; (c) insertar una arista {p,i} por cada
vértice {p} € bound (e, K) y (d) insertar un triangulo {p,q,i} por cada arista
{p,q} € bound (e, K).

Notese que para la arista e se pueden generar dos acciones, una por cada

vértice de e. Se podria haber optado, sin embargo, por una tinica accién que
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eliminase simultaneamente los dos vértices, lo que, aunque con menor coste

computacional, puede obviar interesantes configuraciones de la red.

5.2 Aplicacion de las acciones

Es importante subrayar que, al igual que ocurre en la generacién automética
de las redes conjugadas (ver sec. , la aplicacion de una acciéon puede
producir un patch reversal. En este caso, la funciéon de transformacion f ya
no es un homeomorfismo y, por tanto, las realizaciones geométricas de K ni
se pueden registrar ni reconstruir. Para evitar este tipo de circunstancias,
antes de aplicar cualquier accion, conviene evaluar si ésta produce este tipo
de inconsistencias.

Dadas dos redes M? = (K,V?) y M3 = (K, V}), una arista compartida
e ={i,7} € K y el complejo simplicial s = star(e, K), se dice que:

1. el swap(e, K) es aplicable, si y solo si, la arista opuesta € no produce

un patch reversal;

2. el split(e, v, K) es aplicable, siy solo si, y2([v]) € dya([s]) v dvz(|v]) €
Pvz(|s]), es decir, la realizacion geométrica del nuevo vértice gyz(|v])
estd dentro de la region cuadrangular definida por la realizacién geo-

métrica ¢y2(|s|) (analogamente para ¢z (|vl));
3. el collapse(e, v, K) es aplicable, si y solo si, v no es frontera en K.

A diferencia de la accion intercambiar arista, donde la generacion de un
patch reversal impide su aplicacion, las inconsistencias que se producen en
¢V12(|K ) o gbvzz(\f( |) al eliminar aristas se pueden resolver de forma anéloga
a la descrita en la seccion [4.4] La figura ilustra este proceso.

Especial interés recibe la divisién de aristas. A diferencia de las acciones
intercambiar y eliminar arista que se aplican directamente, la accion dividir
arista necesita determinar el punto de divisiéon idéneo, de modo que, depen-
diendo de la localizacion de éste, la acciéon puede conllevar una mejora de

la consistencia o n6. A esto hay que sumar su mayor coste computacional,
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Patch reversals

X

X

<)

Figura 5.5: (a) Patch reversal (PR) producido por la eliminacion de la arista
{4,8} € K. Para eliminar estas inconsistencias se procede forma analoga a lo
descrito en la seccion esto es, se intercambia la arista compartida por los
triangulos afectados, esto es, {4,12} por su opuesta {11, 15}.

ya que al no disponerse de informacion sobre la geometria de la escena, la
division debe abordarse en el dominio de la imagen.

Por ejemplo, la figura [5.6) muestra una realizacion geométrica tipica: di-
versas aristas que conectan puntos situados en proyecciones de superficies
planas diferentes, por ejemplo la arista e = {4, 10}. Observando la configura-
cion de la red se aprecia claramente que si se intercambiara o eliminara e la
consistencia no mejoraria mucho. Por el contrario, si se lograra dividir e en
el borde del poliedro (ver flecha en la figura), las realizaciones geométricas
de los nuevos triangulos, {9,10,p} y {10,12,p}, caerian sobre proyecciones
de superficies planas, obteniéndose una clara mejora de la consistencia en la
region afectada y, por ende, en la consistencia global.

El procedimiento de division propuesto en este trabajo explota la infor-
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Accion “dividir arista”

Figura 5.6: Insercién 6ptima de nuevos vértices en la red triangular. Supdnga-
se, por ejemplo, que se desea dividir la arista e = {4,10}. Una posicion idonea
para dividirla serfa la interseccién de ésta con el borde del poliedro, ya que las
realizaciones geométricas de dos de los nuevos triangulos, en particular {9, 10, p}
y {10,12,p}, caerian sobre una de las caras del poliedro, obteniéndose una clara
mejora de la consistencia en la region de influencia de e.

macion de bordes de las imagenes (a partir de la cual se extraen segmentos)
y la geometria epipolar afin intrinseca a ambas vistas para determinar la
localizacion idénea del punto de division. En aras de una mayor claridad, la
descripcion del procedimiento se apoya en el caso ilustrado en las figuras
yB.7

Considérense las imégenes I; y I3, las redes M} = (K, V?) y M2 = (K, V)
y la arista compartida e = {4,10} € K de la figura Para la division de

e se procede del siguiente modo:

1. Extraccion de segmentos en ambas imdgenes: se extraen bordes en am-
bas imagenes y se aproximan segmentos. Los segmentos de longitud
inferior a un umbral dado se descartan. En la implementacion de es-
ta etapa se pueden utilizar el detector de Canny [22] y el método de

aproximacion propuesto por Kovesi en [83].
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2. Extraccion de los puntos conjugados de division (ver fig. [5.7[(b)): se
determinan los puntos de intersecciéon de qﬁvlz(\e]) con los segmentos de
112

{p1i = ($1,z'7y1,i)T7i =1,...,n}

A continuacion, se determinan los puntos de intersecciéon de las lineas

epipolares [3; = Fo X p;; con los segmentos de Is:

{p3; = ($3,j,ys,j)T,j =1,...,m}

descartdndose los p3 ; & dy2(|s]), con s = star(e, K), es decir, los puntos
que no estan en el interior de la region cuadrangular definida por la
realizacion geométrica de s. Para el resto se calculan sus descriptores
SIFT y se emparejan utilizando la distancia Euclidea. Finalmente, los
pares cuya distancia entre descriptores esté por encima de un umbral

dado también se descartan.

El procedimiento descrito puede generar varias correspondencias por aris-
ta, en cuyo caso, se selecciona la que presenta una mayor disparidad, ya que
se ha comprobado experimentalmente que es la correspondencia con mayor
probabilidad de estar situada en el borde que “conecta” proyecciones de dife-
rentes superficies (ver fig. [5.7(c)). Se pueden considerar otras estrategias de
seleccion como, por ejemplo, generar tantas acciones de division como pares
hayan sido localizados (con el consiguiente incremento en el coste compu-
tacional). Si no se obtiene ninguna correspondencia valida, la acciéon se marca
como no aplicable.

La estimacion de la matriz fundamental afin, la extraccion de segmentos,
asi como la identificacion de los puntos de division se realiza antes de iniciar
el proceso de optimizacion. Una vez iniciado éste, cada vez que se aplica una
accion se extraen puntos de division en las nuevas aristas y se eliminan los
pares correspondientes a las aristas que ya no existen. El coste computacio-
nal de esta accién es superior a las acciones eliminar e intercambiar arista

debido, fundamentalmente, al calculo de los SIFTs. Para ganar en eficiencia,
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Accion “dividir arista”

Bordes de |, Bordes de |,

Segmentos Segmentos
— A
Xl,lO
b)
Intersecciones Intersecciones
— T
X X Fan /[
14|
\.
X110
c)
Il
d)

Figura 5.7: Proceso de insercion de nuevos vértices en las redes triangulares: (a)
deteccion de bordes y extraccion de segmentos, (b) extraccion de puntos candida-
tos, (c) emparejamiento y seleccion de la “mejor” correspondencia (aquella con la
disparidad méaxima) y (d) configuracion de la red una vez finalizada la division.
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los descriptores SIFT se pueden obtener con la libreria SiftGPU [95], una
implementacion que explota las prestaciones de las modernas unidades de
procesamiento grafico (GPU).

En ocasiones, la mejora obtenida al dividir una arista es idéntica! a la
obtenida con una operacion de intercambio (ver fig. , en cuyo caso, siem-
pre se aplica la operaciéon de intercambio, evitandose la insercion de vértices

superfluos y que ralentizarian el proceso de optimizacion.

5.3 Descripciéon del método

El objetivo del método presentado en este capitulo es mejorar la precision del
registro lineal por trozos. Para este proposito se modifica iterativamente la
topologia/geometria de las redes triangulares (conjugadas) iniciales mediante
la aplicacién de distintas acciones, que se han descrito en la seccién Es-
te proceso se formula como una busqueda greedy [25] que, en cada iteracion,
toma una arista concreta, verifica el conjunto de acciones aplicables y mide
la mejora en la consistencia de cada una ellas, seleccionando finalmente, la
accion que produce el mayor incremento. Para cuantificar la mejora introdu-
cida se emplea una funcion de coste local que mide cuanto mejora el registro

en la zona afectada, antes y después de aplicar cada accion.

5.3.1 La funcion de coste local

En este trabajo se explota la robustez de la MI, mas concretamente del ECC,
para cuantificar la mejora del registro introducida por una accion.

Dadas dos imagenes I; y Ip; dos redes M? = (K,V?) y M2 = (K,V?);
una arista compartida e = {i, j} € K y una accion act sobre e, se definen los

siguientes elementos:

Definicién 5.6 La region de influencia r de la accion act(e, K) en M}

(analogamente para M23) es el conjunto de coordenadas r C N? que se ven

I'Puede haber pequeiias diferencias debidas a la interpolacion de los niveles de intensi-
dad.
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Accion “dividir arista” / “intercambiar arista”

split({10,15},{ p},K)

swap({10,15},K)

Figura 5.8: Comparacion entre “intercambiar arista” y “dividir arista”. En ocasio-
nes, una operaciéon de divisiéon e intercambio proporcionan la misma mejora en la
consistencia, obsérvese por ejemplo la arista e = {10,15}, en cuyo caso la accion
de divisién se marca como no aplicable.
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afectadas por su aplicacion, tal que 7 C ¢yz(|s]). La region de influencia
viene definida por el complejo simplicial s y depende del tipo de accion, en

particular:

e s = star(e, K), para las acciones swap y split, y

o s = (star({i}, K) Ustar({j}, K)), para la accion collapse.

Definicion 5.7 La mejora Aw introducida por la acciéon act(e, K) es la va-
riacion en la consistencia del registro de su region de influencia antes (w) y

después (wy) de aplicarla, esto es:
Aw (e, act) = wy (8) — wy (s) (5.6)

donde

(5.7)

I, (r) representa los pixeles de I; dados por la region de influencia r, Io(f (7))
v Iy(f;(r)) los pixeles de Iy dados por la region de influencia transformada

de acuerdo con los dos posibles complejos sy § = act(e, s), respectivamente.

La accion se acepta, si y solo si, Aw(e,act) > § > 0, esto es, cuando la
accion da lugar a una mejora por encima de un umbral § dado. Este umbral
debe ser pequeno, pero suficiente, para impedir que se apliquen acciones
cuyas regiones de influencia caen sobre proyecciones de superficies planas
y que, debido a la interpolacién de los niveles de intensidad, dan lugar a
pequenas variaciones positivas de w. Se ha determinado experimentalmente
que un 0 ~ 0,01 resuelve esta problemaética.

Como se discuti6 en la seccion [2.4] la estimacion de la MI y de sus varian-
tes normalizadas (como el ECC), depende de la estimacion de la distribucion
de probabilidad conjunta de las intensidades de las imagenes. Puesto que la
fiabilidad de esta estimacion se ve comprometida cuando el nimero de pixeles

es pequeno, aquellas acciones cuyas zonas de influencia tienen un tamano (en
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pixeles) inferior a un umbral dado son descartadas (en nuestros experimen-
tos, 1000 pixeles). Por cuestiones de eficiencia, se ha utilizado el método de

estimacion paramétrico con 32 acumuladores.

5.3.2 Meétodo de optimizaciéon

El método de optimizacion se formula como una busqueda greedy [96], que
comienza con dos redes triangulares M? = (K, V?)y M2 = (K, V}) generadas
como se detalla en la seccion , y finaliza con sus correspondientes M2 y M2

optimizadas que maximizan la consistencia global del registro, formalmente:

[A(,\A/f,f/; =arg max w(K 5.8
{ } = arg e W) (5.8)
donde

w(K) = ECC (I, (m) I (f x (m))) (5.9)

siendo m C ¢y (|K]) las coordenadas de los pixeles localizados en el interior
de la red triangular dada por K.

La busqueda greedy, detallada en el pseudocodigo de la figura [5.9] empie-
za creando una lista ordenada (en orden descendente) de Aw indexada por
(e,accion). Generar esta lista conlleva un importante costo computacional,
pero solo se realiza una vez, al inicio del procedimiento. En cada iteracion
del proceso de biisqueda se toma el primer elemento de la tabla, esto es, la
accion con el mayor Aw, y se aplica si Aw > . Seguidamente se actualiza la
lista ordenada con el conjunto de acciones aplicables sobre las aristas de la
region de influencia de la accién y se evaltian sus correspondientes precondi-
ciones, asi como la posibilidad de que su aplicacion de lugar a la aparicion
una configuracion de red previa (ciclo). El algoritmo finaliza cuando la lista
de acciones aplicables esta vacia o ninguna de las acciones aplicables produce
una mejora por encima del ¢ dado.

Por dltimo, para ilustrar el método de optimizaciéon propuesto se presenta

un experimento consistente en registrar dos imégenes de una escena de inte-
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OBJETIVO

Dadas dos imagenes I; y I a registrar y dos redes M? = (K,V?) y

M2 = (K,V$) sobre ellas, generadas como se detalla en la seccién ,
determinar, mediante la optimizacidén topoldgica y geométrica de las
primeras, dos nuevas redes M? = (K,V?) y M} = (K,V#) que mejoran la
consistencia del registro lineal por trozos.

ALGORITMO
1. % Construir una lista ordenada de Aw para cada par {arista,accién}
Aw_list=[]

FOR-EACH tupla {e,action}, e={i,j} € K
IF action(e, K) verifica las pre-condiciones THEN
estimar Aw(e,action) con la expresién
almacenar Aw(e,action) en Aw_list
END IF
END FOR-EACH
ordenar Aw_list en orden descendente

2. % Iterar mientras exista una accidn sin aplicar que mejore la
% consistencia
WHILE el primer elemento de Aw_list >4
aplicar K = action({a,b},K), generar, si procede, V2 y V2
eliminarlo de Aw_list

% Actualizar Aw_list con el Aw de todos las aristas afectadas
% por la aplicacidén de la accidn
FOR-EACH tupla {e,action}, e = {m,n} € closure(s, K), donde s es el
complejo simplicial que lugar a la zona de influencia
IF action(e, K) verifica las pre-condiciones THEN
estimar Aw(e,action) con la expresién
almacenar Aw({m,n},action) en Aw_list
END IF
END FOR-EACH

actualizar las redes triangulares: K = K, VE = 1712 y Vi= VQQ
ordenar Aw_list en orden descendente
END WHILE

Figura 5.9: Algoritmo greedy propuesto para mejorar el registro lineal por trozos
de dos iméagenes.
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rior que, debido a las diferencias en las posiciones de adquisicién, presentan
importantes diferencias geométricas, radiométricas y de contenido (ver fig.
. La ﬁgura también recoge las reconstrucciones 3D generadas a par-
tir de las redes inicial y optimizada, asi como la evolucion de la consistencia
global del registro y del nimero de acciones evaluadas en cada iteracion. A
partir de estos resultados se pueden subrayar fundamentalmente dos aspec-

tos:

a) la evaluacion del grueso de las acciones (unas 600 aprox.) tiene lugar
en la primera iteraciéon, mientras que en el resto de iteraciones rara vez

se superan las 25, lo que viene a corroborar lo expuesto arriba (ver fig.
5.10(a)), v

b) la aplicacion iterativa de acciones da lugar a mejores configuraciones
de red, como ilustra la evolucién de la consistencia global del registro.
Fruto de esta mejora son una imagen registrada y una reconstruccion

3D sin apenas distorsiones (ver fig. [5.10(c)).

Pese a la mejora observada en la precision, la imagen registrada muestra
una region sin correspondencia alguna con la imagen de referencia, que apa-
rece marcada en la figura [5.10(c). Este efecto indeseado se debe a la oclusion
producida por la importante separacion de las camaras. Para evitarlo seria
conveniente “desconectar” o eliminar subconjuntos del complejo simplicial
inicial con objeto de que la red se ajuste con precision a la escena observada,

sin inconsistencias.

Convergencia

El procedimiento descrito garantiza la evaluacion de todas las posibles ac-
ciones aplicables a cada arista de la red, terminando cuando todas han sido
revisadas y ya no se produce mejora alguna. Para mejorar la eficiencia, las
aristas que han sido divididas, intercambiadas y/o colapsadas pero que no
mejoran la consistencia no son consideradas en futuras iteraciones y sélo
seran revisadas de nuevo si cualquiera de sus caras se ve afectada por la apli-
cacion de una acciéon previa. Esta consideracion acelera la convergencia del

algoritmo.
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Un aspecto clave en este procedimiento y que, como se veré en la siguien-
te seccion, redunda en una reduccion significativa del coste computacional
es el enfoque eminentemente local utilizado en el proceso de optimizacion.
A diferencia de otros métodos que utilizan funciones de coste global (esto
es, miden la consistencia global del registro) [77, [105], el método descrito
aqui garantiza la convergencia del registro global mediante sucesivas mejoras

locales.

Proposicién 5.1 La mejora iterativa de la consistencia local da lugar a una

mejora de la precision global del registro.

Demostracion: Supoéngase que se realizan n particiones binarias de K,
tales que r; = K —r;, con i =1,...,n, siendo n es el nimero de acciones
aplicables, r; el conjunto simplicial que determina la regiéon de influencia
de la accion i-ésima y 7; el conjunto simplicial restante (ver fig. . Sila
aplicacion de la accion j-ésima da lugar a una mejora de la consistencia de
las realizaciones geométricas de r;, al permanecer el conjunto simplicial
7; sin modificar, la consistencia de las realizaciones geométricas de K =
r; U7;, esto es, la consistencia global, también lo hace. Esto se verifica
para las n particiones binarias. Por otro lado, puesto que siempre se
selecciona la accion que produce la mayor mejora local (esto es, el mayor
Aw > § > 0), la mejora global siempre es la maxima obtenible para las

realizaciones geométricas disponibles en cada iteracion.

Coste computacional

El orden computacional del método propuesto es proporcional al niimero de
aristas compartidas de la red. Por cada arista se generan cuatro posibles
acciones: un intercambio, una division, y dos acciones de eliminaciéon (una
por cada vértice no frontera). Por ejemplo, un conjunto de 258 pares de co-
rrespondencias da lugar a una triangulacion de Delaunay con 759 aristas, de
las cuales, 747 son compartidas, esto daria lugar a 747 x 4 = 2988 posibles
acciones, aunque no todas ellas aplicables. Estos valores ilustran el tamano

del espacio de bisqueda, y que puede crecer a la vez que se insertan nuevos
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Particion binaria de K

accion swap({i, j},K)

T=K-r

r=star({i, j},K)

Figura 5.11: Particién binaria de una red triangular.

vértices. Aunque se ha comprobado experimentalmente que muchas accio-
nes son descartadas, ya sea por no producir mejora o por no ser aplicables,
la ejecucion de una accidén genera a su vez nuevas configuraciones que de-
ben explorarse y, por tanto, més posibles acciones. En el peor de los casos
una acciéon de intercambio puede generar 16 y una accion de division 32, la
eliminacion de una arista, sin embargo, dispara este ntimero.

El enfoque local propuesto en este trabajo presenta diversas ventajas, en
términos de eficiencia, con respecto a otros enfoques propuestos en la lite-
ratura, especialmente cuando el espacio de busqueda crece sustancialmente.

Estas ventajas residen en la reduccion de:

1. El coste de evaluacion de la funcion de energia. En [77, 105] Morris
y Kanade y Vogiatzis et al. presentan algoritmos de optimizacién de
redes triangulares 3D a partir de sus proyecciones sobre imagenes de la
escena. Estos métodos utilizan funciones de costo globales para evaluar
las posibles inconsistencias, lo que requiere la evaluaciéon de todos los

pixeles de las imégenes. La funcién propuesta en este trabajo solo evalua
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la region de influencia de la accion.

2. El coste de ejecucion del método de optimizacion. La exploracion ex-
haustiva (en amplitud o profundidad) o mediante otros procedimientos,
como el back-tracking, de un espacio de bisqueda como el descrito son
computacionalmente inabordables, ya que obliga a generar, mantener
y explorar, en cada iteracion, todas las posibles configuraciones de red.
La busqueda greedy, por el contrario, s6lo mantiene una configuracion
en memoria, la mejor, y en cada iteracion sélo aplica una accion, la que

produce la mayor mejora, descartando el resto.

En ocasiones, y dependiendo del tipo de aplicaciéon, es posible reducir
el conjunto de acciones aplicables en el proceso de optimizacion. Asi, si la
escena observada es practicamente plana (como ocurre en muchas ocasiones,
por ejemplo, en teledeteccion), la insercion de nuevos puntos ralentizaria el
proceso de optimizacion sin producir una mejora sustancial en la consistencia
del registro; igualmente, si los puntos iniciales para la construccion de la red
son situados (manualmente o con un procedimiento automético) en bordes y
esquinas de la escena, la division y eliminacion de aristas podrian omitirse sin
pérdida de precision. Incluso en ocasiones, cuando el niimero de aristas es muy
importante, se aconseja simplificar las redes mediante la aplicacion iterativa
de acciones de eliminaciéon de aristas, para, a continuacioén, lanzar un proceso
con todas las acciones. En todos estos casos se ganaria sustancialmente en
eficiencia, al reducir significativamente el espacio de busqueda. Todas estas

estrategias se ilustran la seccion [5.4]

5.4 Pruebas experimentales y comparativas

Esta seccion muestra diversas comparativas y resultados experimentales que
ilustran el comportamiento del proceso de optimizacién propuesto. Estos tests
incluyen pruebas con imagenes reales de diferente naturaleza e imagenes sin-
téticas, asi como comparativas con otros técnicas propuestas en los campos
de los graficos por ordenador, teledeteccion y medicina. Més concretamente,

sSe€ compara COn:
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e procedimientos de optimizaciéon similares que utilizan como funciones
de costo medidas de similitud basadas en intensidad: SSD [77] y dife-

rencias de iméagenes [78].

e métodos de registro no-rigidos tradicionales: polinomial [37], lineal por
trozos (sin optimizacion) [39], cubico por trozos [41] y thin-plate-splines
[19].

5.4.1 Datos y metodologia

En la realizacion de estos experimentos se han empleado iméagenes del re-
positorio ALOI [36] (que incluye una amplia variedad de objetos), escenas
urbanas (por ejemplo, fachadas de edificios) e imégenes de satélite de alta
resolucion. El proposito de elegir esta amplia variedad de imégenes es validar
el comportamiento del método con distintos tipos de iluminaciéon, contenidos
de la imagen y dngulos de observacion.

El conjunto de puntos de control (CP) utilizado para generar las redes
triangulares iniciales se identifica automaticamente mediante el procedimien-
to descrito en la seccidon A pesar de que este método proporciona un
importante ntimero de puntos correctamente emparejados, muchos de ellos
son identificados en diferentes planos de la escena, los cuales, al ser trian-
gulados mediante Delaunay [93], dan lugar a gran cantidad de triangulos no
consistentes.

El objetivo es, por tanto, detectar y corregir estas configuraciones inde-
seadas y generar otra red que maximice el ntimero de tridngulos que caen
sobre proyecciones de planos 3D de la escena, y por ende, mejore la con-
sistencia del registro. Para cuantificar esta mejora se emplean los siguientes

procedimientos:

1. Midiendo la consistencia global del registro. Para ello se utilizan las

siguientes métricas:

(a) el ECC de las iméagenes de referencia y registrada, aunque para
ser preciso, solo se evalia la region de la imagen delimitada por la

envolvente convexa de la red (expresion (5.9)), y
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Im&genes y redes iniciales Red final
a) e)
b) f)
©) 9)
d) h)

Figura 5.12: (a-d) Imégenes reales de escenas poliédricas y sus correspondientes
redes triangulares de Delaunay. (e-h) Redes triangulares optimizadas por el método
propuesto (solo acciones de intercambio).
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(b) el RMSE de un conjunto de ICPs seleccionados en ambas iméagenes

(s6lo en imagenes de satélite).

2. Evaluando las inconsistencias de la reconstruccion 3D (sin escala) ge-
nerada a partir de las redes triangulares, antes y después de ser opti-
mizadas. Puesto que no se dispone de un DTM de la zona en el caso
de las imagenes de satélite ni se conoce la geometria exacta de la esce-
na observada en el resto, la evaluaciéon se realiza mediante inspeccion

visual.

5.4.2 Comparativa con métodos similares

En esta seccién se compara el comportamiento del método propuesto con los
métodos de Morris y Kanade [77] y Nakatuji et al. [78]. Estos dos métodos
detectan inconsistencias topoldgicas en redes triangulares 3D que aproximan
la geometria de una escena y tratan de eliminarlas mediante el intercambio
de aristas. Mas concretamente, el primero emplea una biisqueda greedy y una
funcién de coste global basada en SSD, mientras que el segundo propone una
bisqueda aleatoria y una funcién de deteccion de inconsistencias basada en
la diferencia de imagenes. Esta funcién emplea una plantilla de tamano fijo
que se aplica a la diferencia de los cuadrilateros afectados por la acciéon, los
cuales han sido mapeados mediante transformaciones afines.

Como ambos métodos solamente emplean acciones de intercambio de aris-
tas, con objeto de que éstos se puedan comparar con el método propuesto, el
proceso de optimizacion solo considera esta accion. La figura[5.12(a-d) mues-
tra algunas de las imagenes empleadas en este trabajo, asi como las redes
iniciales generadas a partir de los conjuntos de CPs identificados en ellas.

La tabla[5.I]retne los datos de las redes triangulares iniciales, asi como el
nimero de acciones aplicadas, el tiempo de procesamiento y la consistencia
del registro correspondientes a cada uno de los métodos comparados. De estos
resultados se pueden destacar diversos aspectos: el bajo coste computacional
del método propuesto, su efectividad (consistencia vs. nimero de acciones)
y su robustez a los cambios en la iluminacién, como se aprecia en los resul-

tados obtenidos para el par de imégenes de la figura [5.12(b) (dos imagenes
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adquiridas en condiciones de iluminacion muy diferentes).

Obsérvese la consistencia del registro del método de Morris y Kanade pa-
ra el mismo par de imagenes, a lo que hay que sumar su coste computacional,
prohibitivo cuando el numero de aristas crece significativamente (ver los re-
sultados para el par de imégenes de la figura[5.12)(c)). El método de Nakatsuji
et al. tiene un comportamiento similar a éste ultimo a pesar de que emplea
una funcion de deteccion local, que es costosa ya que requiere la estimacion

de 4 afinidades por arista.

Consistencia del registro

cc
Ecc

Ecc
Ecc

Figura 5.13: Evolucion de la consistencia global (medida con el ECC) durante el
proceso de optimizacién de los pares de imagenes mostradas en las figuras (a—
d)). En general, se observa una mejora significativa de la consistencia con todos los
pares analizados.

Las figuras [5.12((e-h) muestran las redes optimizadas por el método pro-
puesto correspondientes a los pares de imagenes de las figuras m(a—d).
Como se aprecia en todos los ejemplos, el proceso de optimizaciéon finaliza

con redes triangulares consistentes con la geometria de la escena y en todos
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los casos, en menos de 25 iteraciones, como recogen las graficas de la figura
5.13((a-d). Notese que durante el proceso de optimizacion hay acciones que,
aparentemente, no mejoran la consistencia global del registro (como revelan
los pequenos trozos planos en las curvas de la figura (b,c). Obsérvese que
se dice aparentemente, ya que, como se menciona arriba, las graficas mues-
tran la consistencia global del registro, no la consistencia de la region afectada
por la acciéon, que siempre mejora®. Estas acciones, a pesar de que apenas
mejoran la consistencia global, dan lugar a configuraciones topolégicas que
son explotadas en iteraciones posteriores para generar redes consistentes con
las proyecciones de la escena.

Los métodos analizados proponen el intercambio de aristas como tnica
accion para la busqueda de nuevas configuraciones topologicas. A continua-
cion se muestra la red optimizada para las imégenes de la figura [5.12[(d) (la
mas densa de las utilizadas) obtenida con el método propuesto, pero inclu-
yendo el resto de las acciones descritas en este capitulo. Como se detalla en
la seccidn previa, en primer lugar se simplifica la red mediante la aplicacion
iterativa de acciones de eliminacion (ver fig. [5.14|(b)), una vez simplificada,
se lanza el proceso optimizacion con la totalidad de las acciones (ver fig.
5.14((c)). Comparando este resultado con el obtenido con la sola aplicacion
de acciones de intercambio (ver fig.|5.12(g)), la red contintia siendo consisten-
te pero mucho menos densa. Se ha comprobado experimentalmente que esta
estrategia ofrece mejores resultados (en términos de precision y eficiencia)

que un Unico proceso de optimizacion, sin simplificaciéon previa.

5.4.3 Comparativa con métodos tradicionales

En esta secciéon se compara el comportamiento del método propuesto con
diversas técnicas de registro no-rigidas utilizadas en la comunidad cientifica
¢ incluidas en una amplia variedad de software: Matlab [99], Insight Seg-
mentation and Registration Toolkit (ITK) [79], el software de Image Fusion

Systems Research [51] o paquetes de procesamiento de iméagenes para tele-

3Como se detalla en la seccion una accién se aplica si y so6lo si, Aw > § > 0 lo
que asegura un incremento mono6tono de la consistencia global, aunque cuanto menor sea
la variaciéon menor relevancia tendra sobre ésta.
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Red inicial Red simplificada Red optimizada

a) b) <)

Figura 5.14: Red triangular optimizada con el método propuesto: (a) red inicial,
(b) red simplificada (so6lo acciones de eliminacion) y (c) red optimizada (todas las
acciones). Obsérvese como, dada la disposiciones de las correspondencias, no ha
sido necesaria la inclusiéon de nuevos vértices.

deteccion como: ENVI/IDL [54], ERDAS [61], etc. Més concretamente, las
técnicas analizadas aqui son funciones polinomiales (de 2° hasta 4° grado)
(POL2 - POLA4), lineales por trozos (PWL), cubicas por trozos (PWC) y
thin-plate-spline (TPS).

Para realizar los experimentos se han utilizado dos imagenes de alta-
resolucion del satélite QuickBird de aprox. 3000 x 1500 pixeles = 1800 X
900 m?, de la ciudad costera del Rincoén de la Victoria (Mélaga) (ver fig.
. Las imégenes, adquiridas en invierno y primavera, presentan diferen-
cias radiométricas muy significativas (brillo y contraste, sombras, cambios
en la cobertura terrestre, etc.) e importantes distorsiones inducidas por la
adquisicion fuera del nadir (con diferencias de 32.1 grados). A parte de las
imégenes completas, en esta comparativa se analizan tres areas de estudio

extraidas de éstas (de aprox. of 900 x 750 pixeles):

e drea urbana, que contiene edificios de diferentes alturas sobre un terreno

casi plano,

e drea rural, una regién practicamente plana pero, sin elementos de im-

portante altura (excepto algunos arboles) y

e drea residencial, una region accidentada que contiene edificios de baja

altura (viviendas unifamiliares de una o dos plantas).

Al seleccionar estas regiones de estudio se pretende validar el rendimiento
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Terrain profile

\
Area
rural

Area
residencial

Area
urbana

4.0655

4.065

distance (m)

4.0645
29

4.064

60

3.85 3.855 3.86 3.865 3.87
distance (m) 5

b)

Figura 5.15: Iméagenes de prueba utilizadas en el estudio comparativo. (a) Dos
iméagenes de la ciudad del Rincon de la Victoria (Méalaga). Las regiones de interés
utilizadas en los tests aparecen marcadas en la imagen de referencia. (b) Informa-
cion de elevacion utilizada para definir apropiadamente las regiones de estudio.

del método propuesto con escenas de distinta geometria y contenidos. Los
resultados de esta comparativa aparecen resumidos en la tabla

A la vista de estos resultados se pueden subrayar diversos aspectos:

a) las funciones globales polinomiales, como era esperado, ofrecen peo-
res resultados que las técnicas locales e hibridas, ya que las imagenes
presentan distorsiones relativas de importancia, especialmente, en las

zonas con relieve accidentado;
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b) entre los tres métodos tradicionales con alcance local, TPS es el méas

preciso de los analizados, lo que viene a confirmar lo observado en el
capitulo 3} y

c¢) el método propuesto en este trabajo iguala e incluso mejora los resul-

tados del TPS.

La figura muestra la evolucion de la consistencia global al aplicarlo
sobre las diferentes areas de estudio, incluida la imagen completa. El lector
puede observar que la consistencia mejora en todos los casos analizados,
independientemente de la medida utilizada (RMSE o ECC). Estas mejoras se
acentian en las regiones urbana y residencial ya que, aunque la zona rural es
casi plana, las redes de Delaunay generadas inicialmente son razonablemente
precisas y no requieren de la aplicacion de muchas acciones. Para las tres
primeras areas (a, b y c) el algoritmo requiere entre 20 y 25 iteraciones,
mientras que para la imégenes completas require en torno a 71. El nimero
de iteraciones, y por tanto, el coste computacional, depende fuertemente del
nimero de aristas compartidas, como se observa en los tiempos de ejecuciéon
mostrados en la tabla [5.3

Tabla 5.3: Datos de la red, nimero de acciones aplicadas y tiempo empleado en
el proceso de optimizacion.

’ Region H # triangulos \ # aristas \ # acciones \ Tiempo ‘
Urbana 168 258 23 7.30
Residencial 155 239 17 6.80
Rural 162 248 24 7.73
Toda la imagen 502 759 71 39.04

Notese que durante el proceso de optimizacion hay acciones que mejoran
la consistencia del registro, segin se observa en la curva del ECC (incre-
mentando su valor), mientras que el RMSE permanece fijo (como revelan los
pequenos trozos planos en las curvas). Esta discrepancia entre ambas métri-
cas se debe al hecho que los triangulos implicados en las acciones no contienen
ICPs en su interior y, consecuentemente, el RMSE no se ve alterado por la

aplicacion de la accion. Es importante recordar que, aunque los ICPs fuesen
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identificados manualmente en el interior de todos y cada uno de los triangulos
de la red es muy probable que, durante el proceso de optimizacion, algunos

de los nuevos tridngulos generados no tengan ICPs en su interior.

Consistencia del registro

2 T T T T 0.09 14 T T T T T T T T 0.104

=50.102

40.085

RMSE (m)
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Figura 5.16: Evolucion de la consistencia global (RMSE y ECC) durante el proce-
so de optimizacion de las areas de estudio consideradas: (a) urbana, (b) residencial,
(c) rural y (d) la imagen completa. Las graficas muestra una mejorara significati-
va en las areas urbana y residencial (a,b), mientras que en el area rural (c), que
presenta muchas menos distorsiones, la mejora no es tan acentuada.

Esta claro que el método propuesto requiere un coste computacional mas
alto que las funciones locales PWL (sin optimizacion), PWC y TPS, siendo
éste su principal handicap. Aunque este inconveniente puede ser irrelevante
en muchas aplicaciones, en aplicaciones roboticas o médicas, donde el factor
tiempo es critico, se puede convertir en un importante obstaculo. A pesar de
esto, se pueden obtener mejores tiempos utilizando lenguajes de programa-
cion mucho mas eficientes, librerias optimizadas como RapidMind® [84] u

OpenVidia [81], y arquitecturas hardware capaces de paralelizar operaciones,
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tales como GPUs de ultima generacion (nVidia® y ATI®), procesadores
CELL®), etc. que implementan primitivas para el manejo de redes y opera-

ciones sobre éstas.

5.4.4 Reconstrucciéon 3D

Finalmente, para ilustrar la dualidad espacio-plano descrita en el capitulo [4]
las redes generadas son utilizadas para generar una reconstruccion 3D por
trozos de la escena observada (expresion . En los ejemplos incluidos en
esta seccion se ha utilizado el método de factorizacion para reconstruccion
afin propuesto por Hartley y Zisserman en [47] (pag. 437).

A parte del indudable interés de la reconstruccién 3D, los modelos gene-
rados permiten verificar la efectividad del procedimiento propuesto mediante
la comparacion de la reconstruccion generada a partir de las redes iniciales
y las optimizadas. Como no se dispone de informacion precisa sobre la geo-
metria de la escena u objetos observados, este anélisis se realiza mediante
inspeccion visual. Las figuras y muestran las reconstrucciones 3D
por trozos de las imégenes de prueba consideradas en este trabajo.

Cuando la reconstruccion se realiza a partir de las redes iniciales se ob-
servan distorsiones de lineas “quebradas” en los elementos rectos y en los
bordes de los objetos poliédricos. Distorsiones que no aparecen cuando la red

utilizada para generarla estan convenientemente refinadas.

5.5 Conclusiones

En este capitulo se ha propuesto un procedimiento de optimizaciéon de redes
triangulares conjugadas para mejorar la precision del registro lineal por tro-
zos. Para lograr esto se modifica iterativamente la topologia y geometria de
las redes mediante acciones de intercambio, divisiéon y eliminacion de aristas.
La funcién empleada para evaluar la mejora introducida por cada accién se
basa en la informacién mutua, una medida notablemente més robusta que
otras técnicas bien conocidas como son la NCC o la SSD, debido a su ma-

yor robustez a los cambios en las condiciones de iluminacién, cambios no
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a) b)

Figura 5.17: Reconstrucciones 3D generadas a partir de las redes: (a) iniciales y
(b) refinadas de la figura
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Red inicial

Figura 5.18: Reconstruccion 3D generada a partir de la red optimizada de la region
residencial de la figura[5.15| (a). Las figuras (b) y (c) muestran fragmentos ampliados
de la reconstrucciéon antes y después del proceso de optimizacién. Obsérvese la
aparicion de calles deformadas debida a una incorrecta triangulacion (Delaunay).



120 5. OPTIMIZACION DE REDES TRIANGULARES

lineales de la paleta de colores, contenido de las iméagenes, etc. El procedi-
miento de optimizacién se formula como una busqueda greedy que finaliza
cuando la consistencia del registro no puede ser mejorada mediante los cam-
bios topologicos y geométricos descritos. También se ilustra la posibilidad de
generar aproximaciones 3D precisas de la escena observada mediante la re-
construccion lineal por trozos de las redes optimizadas. El método propuesto
ha sido evaluado satisfactoriamente con diferentes tipos de imagenes: reales
(de satélite, de interiores, de exteriores, etc.) y sintéticas (libreria ALOI),
adquiridas desde distintos angulos de observaciéon y presentando cambios en

la iluminacién.



Capitulo 6

Conclusiones y trabajos futuros

6.1 Conclusiones

La proliferacién de sensores de elevadas prestaciones capaces de proporcio-
nar imagenes de alta resoluciéon que capturan diferentes propiedades de la
escena (color, infrarrojos, etc.) obliga a un desarrollo constante de las téc-
nicas utilizadas en su procesamiento, incluidas las técnicas de registro. En
teledeteccion se tiene un claro ejemplo, los satélites de reciente lanzamiento
capturan imagenes con una resolucion de hasta 50 cm/pixel (los edificios,
por ejemplo, aparecen ahora con gran detalle) desde diferentes 6rbitas y con
distintas orientaciones. Estas diferencias en la captura dan lugar a imagenes
con importantes diferencias geométricas relativas, de modo que, funciones de
transformacion (por ejemplo, las polinomiales) que proporcionaban resulta-
dos aceptables con imégenes de mucha menor resoluciéon y captadas en el

nadir no proporcionan los resultados esperados con éstas otras.

El registro de iméagenes también es esencial en otras disciplinas, por ejem-
plo: en radiologia se comparan y/o integran imagenes (a veces de distinta
naturaleza) de un mismo sujeto para monitorizar la evolucion de una ma-
sa tumoral o una lesién muscular; en robdtica se combinan imégenes de un
mismo cuerpo o escena para obtener una reconstruccion 3D que facilite la
manipulacion o la navegaciéon del robot; en numerosos procesos industriales

se comparan imagenes de las piezas fabricadas con objeto de detectar posi-
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bles defectos, etc. Estos son s6lo algunos ejemplos pero que hacen entrever
la importancia de este proceso y que justifica el interés en desarrollar nue-
vos métodos y procedimientos en este campo. Fruto de este interés son este
trabajo y los diferentes articulos cientificos publicados durante su realizacion.

Esta tesis aborda la problemética asociada al proceso de registro, asi co-
mo los distintos elementos que intervienen en él y que, de uno u otro modo,
afectan a la precision de los resultados obtenidos. Por su importancia, una
parte signitificativa de este trabajo se centra en el anéalisis de dos aspectos
claves de este proceso: la medida de la consistencia, crucial para determinar
como de bueno ha sido el “encaje” de una imagen sobre la otra, y el tipo y
alcance de la funcién de transformacion utilizada y que determina la com-
plejidad de las diferencias geométricas puede corregir. De esta evaluacion se

puede subrayar lo siguiente:

e La robustez de la informacion mutua (MI) (y sus diferentes variantes
normalizadas) para medir la similitud radiométrica de dos imégenes,
incluso cuando las imagenes presentan cambios radiométricos no fun-
cionales. Su dependencia de la correcta estimacion de las distribuciones
de probabilidad de los niveles de intensidad de las imagenes. Estima-
ciones que depende, a su vez, de aspectos tales como el tamano de las
iméagenes, la funcion de interpolacién utilizada y la correcta estima-
cion del histograma conjunto. Entre los procedimientos de estimacion
analizados destaca la ventana de Parzen, un método capaz de producir

estimaciones poco ruidosas a partir de conjuntos pequenos de muestras.

e Los funciones de transformacion locales (lineales por trozos) e hibridas
(thin-plate-spline) exhiben un comportamiento superior a las funciones
globales (polinomial) ya que pueden explotar la informacion, relativa
a las diferencias geométricas de ambas imégenes, proporcionada por
conjuntos de correspondencias muy densos, decayendo su rendimiento

con conjuntos dispersos.

De todas las transformaciones evaluadas, so6lo las funciones lineales por
trozos proporcionan un rendimiento aceptable cuando la geometria de la es-

cena es poliédrica, tipica en entornos de interiores y urbanos. Para que este
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método trabaje adecuadamente las regiones triangulares conjugadas deben
caer sobre proyecciones de superficies planas de la imagen (tridngulos consis-
tentes con la escena). Sin embargo, los procedimiento utilizado para generar
automaticamente las regiones conjugadas en el software disponible actual-
mente no garantiza este hecho, lo que introduce importantes errores en el
registro.

Este trabajo analiza en detalle esta problematica proponiendo un enfoque
novedoso para generar redes triangulares conjugadas que se disponen sobre
las imégenes maximizando el ntimero de tridngulos consistentes. Para ello,
plantea, mediante complejos simpliciales, una formalizacién del registro lineal
por trozos que va més alld de un mero enfoque 2D, puesto que abarca no sélo
la generacion de redes triangulares 2D 6ptimas (desde el punto de vista de la
consistencia del registro), sino también formaliza la reconstruccion 3D de la
superficie de la escena observada. También se propone un procedimiento de
optimizacién sustentado en esta formalizacion que modifica topolédgica y geo-
métricamente la red triangular (complejo simplicial) utilizada en el registro
lineal por trozos para mejorar su precision. Este método emplea el coeficiente
de correlacion de entropia como medida de consistencia.

El método propuesto se ha comparado experimentalmente con diversas
funciones de transformacion no-rigidas y procedimientos similares propuestos
en los campos del registro de imégenes y de la reconstruccion 3D. Los resul-
tados de estas comparativas reflejan la precision del método propuesto, con
errores en todos los casos inferiores a los otros métodos evaluados. Respecto
a su coste computacional, su tiempo de ejecucion es sensiblemente menor que
los otros métodos iterativos analizados, aunque, légicamente, contintia sien-
do excesivamente costoso comparado con los métodos de registro no-rigido
basado en funciones polinomiales, lineales por trozos (sin optimizacion) y

thin-plate-splines, lo que limita su uso en cierto tipo de aplicaciones.

6.2 'Trabajos futuros

Una de las contribuciones de esta tesis es la formalizacién del proceso de

registro lineal por trozos mediante complejos simpliciales. Esta formalizacion
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asume que los complejos simpliciales utilizados en el registro son proyecciones
de una superficie lineal por trozos que aproxima la escena observada. De este
modo, si se determina la topologia y/o geometria de red 6ptima, el proceso
de registro no sélo mejora la precision del registro, sino que, de generarse
una reconstruccion 3D a partir de estas proyecciones, ésta estaria libre de
inconsistencias y se ajustaria con precision a la escena observada.

Pese a las posibilidades este novedoso enfoque, los complejos simpliciales
manejados en nuestra implementacion son redes 1-conectadas (esto es, todos
los simplices maximos son triangulos y todos los triangulos tienen al menos un
adyacente). Esta circunstancia da lugar a que, una vez finalizado el proceso
de optimizacion, continie habiendo tridngulos que no se corresponden con
proyecciones reales de la escena. Seria conveniente, por tanto, incluir en el
proceso de optimizacion nuevas acciones capaces de conectar/desconectar
coherentemente componentes de los complejos simpliciales ganando asi en
flexibilidad y potencia.

La busqueda greedy asegura un coste computacional bajo, pero puede
caer en minimos locales. Existen mecanismos que pueden mejorar significati-
vamente este aspecto aunque a costa de incrementar su coste computacional.
Por ejemplo, una interesante opcién consistiria en implementar un procedi-
miento de lookahead que permitiria anticipar como evolucionaria la consisten-
cia del registro antes de aplicar una determinada accién, de forma que seria
posible descartar una acciéon que, aunque produce la mayor mejora, da lugar
a una configuracion tal que no es posible seguir mejorando la consistencia.

Uno de los principales inconvenientes del método de registro propuesto,
en comparacion con otras técnicas de registro, es su elevado coste compu-
tacional. Quizés sea éste el mayor lastre para su incorporaciéon en sistemas
que requieran un tiempo de respuesta mucho mas critico como por ejemplo
las aplicaciones roboticas. Pese a esto, la utilizacion de redes triangulares
ofrece la posibilidad de paralelizar operaciones: seria relativamente facil, por
ejemplo, paralelizar el proceso de estimacion de la funciéon de coste local.
Este hecho que adquiere mayor relevancia dada la reciente aparicion de pla-
taformas especialmente preparadas para realizar estas tareas. Este es el caso,

por ejemplo, de librerfas como RapidMind®) [84] u OpenVidia [81] que pro-
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porciona soporte para procesadores de multiples nicleos (Intel® y AMD®)),
GPUs de ultima generacion (nVidia® y ATI®)), y procesadores Cell®).
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Apéndice A

Entropia, entropia relativa e

informacion mutua

El concepto de informacion es muy amplio para ser recogido en una tnica de-
finicién. Sin embargo, para cualquier distribucién de probabilidad es posible
definir una cantidad que posee muchas de las propiedades que una medida
de informacion deberia tener, la entropia. La nocion de entropia se extiende
para definir la informacion mutua, que mide la cantidad de informaciéon que
una variable aleatoria contiene sobre otra. La informacién mutua es un caso
especial de una cantidad mas general denominada entropia relativa, que mide
la distancia entre dos distribuciones de probabilidad. La entropia, entropia
relativa e informacion mutua estan intimamente relacionadas y comparten
numerosas propiedades. Este apéndice define todas y cada una de estas can-
tidades, deriva algunas de sus propiedades e introduce la mayoria de las ideas
bésicas necesarias para entender algunos de las conceptos desarrollados en
esta tesis. El lector puede referirse al libro de Cover y Tomas [26] para un

estudio detallado sobre los elementos de la teoria de la informacién.

A.1 Entropia

La entropia es una medida de informacioén, o més concretamente, de la in-

certidumbre de una fuente de informacion. Para poder entender el concepto
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que encierra obsérvese el siguiente ejemplo:

Ejemplo A.1 Dada una fuente binaria de informacion, F, que proporciona
el ganador de un partido de fatbol, esto es: el equipo A, con una probabilidad
p(A) de 3/4, o el B, con probabilidad p(B) de 1/4, de tal manera que la

situacion que se tiene es la siguiente:

F?g

La transmision de esta informacion a través del canal se puede abordar

A

B

de distintas formas. Supoéngase, por ejemplo, que se envian codificados en
binario los resultados de tres partidos dando lugar a una codificaciéon como

la que sigue:

Cadena Prob. Cobdigo Longitud
AAA  27/64 0 1
ABA  9/64 100
BAA  9/64 101
AAB  9/64 110
BBA  3/64 11100
BAB 3/64 11101
ABB 3/64 11110
BBB 1/64 11111

Gt Ot Ot Ot W W W

Observando el codigo se comprueba que se transfieren una mayor cantidad
de bits en aquellas cadenas que tienen menor probabilidad de ocurrir. La

longitud media del codigo es:

27 9 3 1 .
L—6—4X1+6—4X3+6—4X3+6—4X1—3,47b1t8

De acuerdo con la nueva codificacion, se tiene que p(0) = 0,36 y p(1) =
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0,63. La entropia es una medida de la cantidad de informacién que se recibe

al final del canal y se mide tipicamente en bits.

Definicién A.1 Dada una variable aleatoria discreta X que tiene una de-

terminada distribucion de probabilidades, p(x), se define la entropia H(X)

COomao:
Hy(X) = =) p(x)log,p(x
zeX
= =) plx)log,p(x
zeX
= —Elog,p(X) (A1)

La unidad en que se mide depende de la base del logaritmo utilizada,
estas son: BITS si es base 2, DITS si es base 10 o NATS si son logaritmos

neperianos.

Ejemplo A.2 De acuerdo con el ejemplo anterior, la entropia de la fuente

F seria:

3 3 1
Hy (X) = 1 log, 2 + 1 log, 4 = 0,81 bits

El resultado esperado maéas probable es el que, obviamente, menos con-
tribuye al valor de la entropia; luego ésta puede entenderse como una pon-
deracion de las contribuciones de cada suceso. A continuacion se enumeran

algunas propiedades de la entropia:
Lema A.0.1 Hy(X) >0
Prueba: 0 < p(z) <1 implica log (1/p(z)) >0

Lema A.0.2 Hy(X) = H,(X)log,a
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Prueba: log, p = log, alog, p

Como se desprende del lema [A.0.2] la entropia puede cambiarse de una
base a otra (esto es, de una unidad a otra) multiplicando por el factor apro-

piado.

Ejemplo A.3 Si F es una fuente de informacion binaria tal que p(0) =py

p(1) =1 — p = ¢ la entropia (en base 2) vendria dada por la expresion:

H(X)=H(p,q) = —plogyp — qlog, q

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura A.1: Comparativa H(X) versus p.

La figura muestra la representacion grafica de H(X) en funcion de p.
De la observacion de esta curva se derivan algunas de las propiedades de la
entropia: si p(x) =0 6 p(x) = 1, esto es, no hay incertidumbre sobre el valor
que tomara X, entonces H(X) = 0. Por el contrario, si la incertidumbre es

méaxima p(z) = 1/2, entonces el valor de H(X) también lo es.

A.2 Entropia conjunta y entropia condicional

En esta seccién se extiende el concepto de entropia a un par de variables

aleatorias X e Y.
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Definicion A.2 Dado el par de variables aleatorias discretas (X,Y) con

distribucion conjunta de probabilidades, p(x, y), se define la entropia conjunta
H(X,Y) como:

H(X)Y) = => ) p(x,y)logp(x,y)

zeX yeYy

= —Flog,p(X,Y) (A.2)

igualmente,

Definicion A.3 Se define la entropia condicional H(Y'|X) de la la variable

aleatoria Y dada X como:

HYX) = Y p() HY|X =)

zeX

= = p@)> pylr)log,p(ylz)

zeX yey

- _ Z Zp (z,y)log, p (y|x)

zeX yey

— —Blog,p(Y]X) (A.3)

La relacion natural entre entropia conjunta y condicional queda patente
en la denominada regla de la cadena, esta es: la entropia conjunta de un
par de variables aleatorias es la entropia de una de ellas mas la entropia

condicional de la otra. Formalmente:

Teorema A.1 (Regla de la cadena)

H(X,Y)=H(X)+H (Y|X) (A.4)
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Prueba:

H(X,Y)

—> > plx,y)logyp (z,y)

zeX yeY

=3 p(x,y)log, (p (2) p (ylx))

zeX yey

—SS @) logsp (@) — 33 (@ 9) log, p (v])

rzeX yey

zeX yey

=Y p(@)logyp(x) = > ) p(z.y)log, p(ylz)

rzeX

zeX yeYy

H(X)+ H (Y|X)

Ejemplo A.4 Sean X e Y dos variables aleatorias discretas con la siguiente

funcion de distribucién:

Las distribuciones marginales de X e Y son (%,%, %,
respectivamente, por lo tanto, H(X) =7/4 bitsy H(Y) =

H(X]Y)

X
1 2 3 4
Y
1 1 1 1
1 § 16 3 3
9 11 1 1
16 8 32 32
3 101 1 1
16 16 16 16
4 L 90 0 0

§ v (o)
2 bits. También,

3
~
|
=

i
~
Il

e~ =
B>~ —= 00|

L= =y
s W
e e N T

Bl N
e~ =

X

=~~~ N~
X
4+ S —
] =

e Bl =S
_|_
>~ =

—_

bits

o

(A.5)

Similarmente, H(X|Y) = 13/8 bits y H(X,Y) = 27/8 bits.
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Notese que H(Y|X) # H(X|Y). Sin embargo, H(X)—H(X|Y) = H(Y)—
H(Y'|X), una propiedad que sera explotada méas adelante.

A.3 Entropia relativa e Informacién mutua

La entropia de una variable aleatoria es una medida de la incertidumbre de
dicha variable; es una medida de la cantidad media de informacién necesaria
para describirla. En esta secciéon, se introducen dos conceptos relacionados:
la entropia relativa y la informaciéon mutua.

La entropia relativa D(p||q) es una medida de la distancia entre dos dis-
tribuciones de probabilidad p y ¢, o en otras palabras, de la ineficiencia de
asumir la distribucion p cuando la distribucion verdadera es p. Por ejemplo,
si se conoce la distribuciéon verdadera ¢ de una variable aleatoria, se podria
construir un codigo con una longitud media H(p). Si, en lugar de esto, se
usa el codigo para una distribucion ¢, se necesitarian H(p) + D(p||q) bits de

media para describir la variable aleatoria.

Definicion A.4 La entropia relativa or distancia de Kullback Leibler entre

dos funciones de masa de probabilidad p(z) y ¢(x) se define como:

= x)lo p(z)
D(pllg) = ;{p( ) log, )

= E,log, SE—;{; (A.6)

En esta definicion, se emplea la siguiente convencion (basada en la conti-
nuidad de los argumentos): 0 logg y plog & = oo. A continuacién se detallan

algunas propiedades de la entropia relativa:
e D(pllg) =0

e D(pllg) = 0siy solosip(z) = q(v)

Ejemplo A.5 Sea X = {0,1} y dos distribuciones de probabilidad p y ¢
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sobre X, tales que: p(0) =1—r, p(1) =7y q(0) = 1—s, ¢(1) = s. Entonces

1—
D(pllq) = (1 —r)log, = + TlogQ

1—
D(q||p) = (1 — s) log, - + 810g2

Sir = s, entonces D(p|lq) = D(q|lp) = 0. Por el contrario, si r = 1/2 y
s = 1/4, se obtiene:

/2 1/2 1
D ——1 1 =1-—-1 =02
(pllq) %2371 T3 1% 5 logy 3= 02075
mientras que
/4 1/4 3

Zlog,3 — 1 =0,1887.

Notese que excepto para r = s, D(p||q) # D(ql|p) -

La informacion mutua I (X;Y) es una medida de la cantidad de informa-
cion que una variable aleatoria contiene sobre otra, esto es, la reduccién en

la incertidumbre de una variable aleatoria dado el conocimiento de la otra.

Definicién A.5 Considérense dos variables aleatorias X e Y con una fun-
cion de masa de probabilidad conjunta p(z,y) y una funciones de masa de
probabilidad marginales p(x) y p(y). La informacion mutua 1(X;Y) es la
entropia relativa del distribuciéon conjunta y el producto de las distribuciones

marginales, esto es:

[(X;Y) = > plr,y)log, = _ploy)

reX yeY y)
= D(p(z,y)|lp(x)p ()
- p(X,Y) (A7)

e 108y ———7~
Ple 08 L (X p (V)
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A.4 Relacién entre entropia e informacién mu-

tua

Dado que p(z,y) = p(y)p(z|y), la informacion mutua podria escribirse como:

o ) log, PE:Y)
[(X;Y) = ;{y;p( ,y)lgzp(x) W
= ZZp x,y loggp((|?§)
= —Zprylong —l—ZZPl’legzP (zly)
= = p(a)logyp(z ( D> plwy)logp w|y))
= H(X)-H(X|Y) ' (A.8)

De lo que se deduce que la informacién mutua I (X;Y) es la reduccion
en la incertidumbre de X dado el conocimiento de Y. VerificAindose, por

simetria, lo siguiente:
I(X;Y)=H(Y)—-H((Y|X) (A.9)

Es decir, X reduce la incertidumbre de Y tanto como Y reduce la incer-
tidumbre X.

Puesto que H(X,Y) = H(X) — H(Y|X), como se detalla en la seccion
se tiene:

I(X;Y)=H(X)+H(Y)—-H(X,Y) (A.10)
Finalmente, nétese que
I(X;X)=H(X)-H(X|X)=H(X) (A.11)

Es decir, la informacién mutua de una variable aleatoria con ella misma

es su entropia. Esta es la razon de que la entropia se denomine, en ocasiones,



136A. ENTROPIA, ENTROPIA RELATIVA E INFORMACION MUTUA

como informacion propia’.

Resumiendo los resultados de esta seccion, se tiene el siguiente teorema.

Teorema A.2 (Informaciéon mutua y entropia)

[(X;Y) = H(X)-H(X|Y),
— H(Y)-H(Y|X),
= H(X)+H(Y)-H(X,Y),
= I(Y;X)

[(X;X) = H(X)

[(X;X) < min(H(X),H(Y))
< (H(X)+H(Y))/2
< H(X,Y)

La figura ilustra, mediante un diagrama de Venn, la relacién entre
H(X), HY), HX,Y), HX|Y), HY|X) y I(X;Y). Notese que la infor-
maciéon mutua I(X;Y') se corresponde con la interseccion de la informacion

de X con la informaciéon Y.

H(X,Y)

H(X)
H(Y)

Figura A.2: Relacion entre entropia e informacién mutua.

Ejemplo A.6 La informaciéon mutua para la distribucién de probabilidad

!Traduccion de los términos ingleses Self Information.



A.4. RELACION ENTRE ENTROPIA E INFORMACION MUTUA 137

conjunta del ejemplo seria [(X;Y) = H(X) — HX|Y) = H(Y) —
H(Y|X) = 0,375 bits.
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Apéndice B
Métodos de regresion robusta

La mayoria de los algoritmos utilizados en visiéon por computador generan
interpretaciones de los datos observados. En numerosas ocasiones, el objetivo
de éstos es la minimizacion de alguna funcion de coste, utilizdndose en muchos
casos, la suma de los errores de los residuos al cuadrado como estimador (esto
es, un ajuste de minimos cuadrados). Esto se debe, fundamentalmente, a dos

razones:

1. es el estimador de probabilidad idéneo cuando los errores son Gaussia-

nos y

2. existen numerosos algoritmos rapidos y estables que hacen uso de él

para obtener la solucién.

Cuando el conjunto de datos estd contaminado por espurios, la primera
justificaciéon ya no es aplicable y la segunda se convierte en irrelevante, ya
que la soluciéon proporcionada queda muy lejos de la solucion verdadera,
convirtiendo la estimaciéon en un proceso completamente arbitrario.

La figura ilustra este hecho mostrando los resultados obtenidos al
realizar un ajuste lineal a un conjunto de datos contaminado con espurios
mediante (ver tab. [B.1)): a) un procedimiento de minimos cuadrados y b) un
algoritmo de muestreo aleatorio, concretamente RANSAC.

Obsérvese como el estimador de minimo error cuadratico proporciona una

solucion errénea (Fit 1) arrastrado por la muestra namero 7, mientras que

139
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4.5+

35¢

251

15¢

0.5+ /

1

10

11

Figura B.1: Comparativa de un ajuste de minimos cuadrados (Fit 1) y el proce-

dimiento de estimacion robusta RANSAC (Fit 2).

RANSAC etiqueta dicha muestra como espurio, lo descarta del conjunto final

de muestras, proporcionando una solucién que se ajusta mejor a la real (Fit

2).

El punto de ruptura de un estimador es la proporcién més pequena de

espurios que puede forzar que el valor de un célculo esté fuera de un rango

determinado. Para un estimador de minimo error cuadratico estandar basta

con un espurio para alterar el resultado, por tanto, su punto de ruptura es

1/n donde n es el nimero de muestras del conjunto.

Tabla B.1: Datos utilizados en la comparativa de la figura

yle—z y—7|

’ Punto \ T
1 0
2 1
3 2
4 3
5 3
6 4
7 10

N = WO~ O

-3.29
-2.29
-1.29
-0.29
-0.29
0.71
6.71

-2

—_

SN = OO
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A continuaciéon se describen en detalle dos de los métodos de regresion
utilizados en esta tesis: RANSAC y MAPSAC. Por completitud, también se
incluye el estimador LMedS. El lector puede encontrar informacion detallada
sobre regresion robusta y deteccion de espurios en [86, [102]. En este altimo
trabajo, Torr analiza diversos métodos de estimacién y su aplicaciéon para

recuperar robustamente la geometria epipolar.

B.1 LMedS

Dadas n muestras, el método de regresion robusta LMedS (Least Median of
Squares) [86] resuelve el siguiente problema de minimizaciéon no lineal:
min {median (r7) } (B.1)
donde 7; son los residuos de las n muestras utilizadas para ajustar el modelo.
No hay una solucién analitica para este problema, y debe ser resuelto
buscando en el espacio de todos las posibles soluciones. Una busqueda ex-

haustiva obliga necesariamente a estimar todas los posibles combinaciones.

Matematicamente, este niimero viene dado por la expresion:

or = W (B.2)
(n—p)!
donde p es el niimero minimo de muestras requerido para determinar la so-
lucion.
Por ejemplo, sin = 70, y p = 2, se requeririan cerca de 5000 estimaciones.
Si p = 8, serfan necesario 3,8 x 10'. Este es, muy a menudo, un problema
inabordable, y s6lo pueden analizarse subconjuntos de muestras. En este caso,

el nimero minimo de posibles ajustes viene dado por la expresion:

~ log(1-P)
g (1—(1-¢))

(B.3)

donde P es la probabilidad deseada de encontrar un subconjunto sin espurios

y € es la fraccion estimada de espurios, respectivamente.
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En este caso, si P = 80%, y € esta entorno al 50 %, utilizando p = 8
puntos, el nimero minimo de subconjuntos aleatorios requerido es aproxima-
damente 600, mientras que si p = 2 s6lo 9 son suficientes. Las m diferentes
soluciones son comparadas, y se selecciona la tinica que minimiza la mediana
de los residuos al cuadrado (expresion (B.1))). Puesto que la mediana no in-
cluye el 50 % de los mayores errores, no se ve afectada por los espurios.

Una vez seleccionada la muestra que proporciona dicha solucion, se proce-
de a clasificar cada elemento del conjunto inicial como dato valido o espurio,
en funcion de la magnitud de su residuo con respecto al modelo seleccionado,

esto es:

{ espurio 7?2 > T? (B.4)

valido 72 < T?

donde T" es el umbral de corte.
Finalmente, para obtener una solucién eficiente en presencia de ruido,
se utiliza el conjunto de datos validos obtenido con (B.4) para calcular una

regresion de minimos cuadrados.

B.2 RANSAC

Dadas n muestras, el método de regresion robusta RANSAC (Random Simple

Consensus) [31] resuelve el siguiente problema de minimizacion:

mm{z;p@ﬂ} (B.5)

donde p es una funcion “todo o nada” de la forma:

0 r2<T?
P (7“2) = { 1 2> 72 (B.6)

El proceso de estimacion es andlogo al LMedS: se comparan las m dife-
rentes soluciones obtenidas a partir de otros tantos subconjuntos aleatorios

de p muestras, y se selecciona la tnica que minimiza el nimero de espurios
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(expresion (B.5)). Cuando se selecciona la mejor solucion, se clasifica cada
elemento como valido o espurio, en funciéon de su residuo con respecto al
modelo seleccionado (expresion (B.4])). Finalmente, se utiliza el conjunto de
muestras validas para calcular una regresiéon de minimos cuadrados.

Notese que es posible, ajustar adaptativamente el valor de m en cada
iteracion con objeto de reducir el tiempo de estimaciéon. Podemos, por tanto,
reescribir la expresion como sigue:

log (1 —P)

" g (1 (- 87) o

donde ¢; denota el ntimero muestras validas para la iteracion j.

B.3 MAPSAC

El algoritmo RANSAC ha demostrado ser muy eficiente para la estimacion
robusta de parametros, sin embargo, si el umbral de corte T es demasiado
alto, la estimacion deja de ser robusta [102]. Como detalla en la seccion [B.2]
RANSAC trata de minimizar la funcién de coste “todo o nada” . Si T2
es demasiado alto todas las muestras serian validas y por tanto, todas las
soluciones tendrian el mismo coste. De igual forma, es posible que aunque no
todas las muestras fuesen validas, podria haber varias soluciones con el mismo
coste jcual seria, por tanto, la mejor solucion? En [101], Torr y Zisserman
proponen una nueva funciéon de coste que trata de resolver esta limitacion.

Para ello, plantean el siguiente problema de minimizacion:

nm{gp@ﬁ} (B.8)

donde p es una funcion de la forma:

2 2 2
o ) T ore<T
p&)_{T2ﬁ>T2 (B9)

Como puede observarse, los espurios son penalizados con un valor fijo,



144 B. METODOS DE REGRESION ROBUSTA

mientras que las muestras validas son puntuados en funciéon de como se ajus-
tan a los datos.

Este nuevo algoritmo recibe el nombre de MAPSAC (Maximum a Poste-
riori Consensus) y es una generalizacion de MLESAC para el caso Bayesiano.

El proceso de estimacion es analogo al propuesto para el RANSAC.



Apéndice C
Topologia algebraica

En este apéndice se introducen conceptos bésicos de topologia algebraica
tales como: simplex, complejo simplicial abstracto, complejo simplicial, etc.
utilizados para la formalizacion del registro lineal por trozos, asi como tam-
bién, del proceso de optimizacion (topologica y geométrica) propuesto en esta
tesis. La topologia algebraica, o mas concretamente los complejos simplicial,
se utilizan en multitud de disciplinas cientificas, incluyendo: ingenieria del
software [87], graficos por ordenador [49], ciencias sociales [14], etc. ya que
permiten modelar espacios topologicos n-dimensionales; sus invariantes: hue-
cos, tuneles; y las relaciones entre sus simplices constituyentes: adyacencia,
conexion, etc. El lector puede encontrar mas informaciéon sobre el contenido

de este apéndice en [55].

C.1 Simplex

Un simplex o n-simplex es el analogo en n dimensiones de un triangulo. Més
exactamente, un simplex (en plural, simplices) es la envoltura convexa de un
conjunto de (n + 1) puntos afinmente independientes (esto es, en posicion
general) en un espacio Euclideo de dimensién n o mayor. Asi por ejemplo,
un 0-simplex es un punto, un 1-simplex un segmento, un 2-simplex un triéan-
gulo, un 3-simplex un tetraedro, etc. (en cada caso, con su interior) (ver fig.

C.1)). Notese que, cada uno de estos n-simplices pueden estar definidos en un
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espacio de dimensién n o superior.

Figura C.1: n-simplices, con n = 0,1, 2, 3.

La envoltura convexa de cualquier conjunto no-vacio de los n + 1 puntos
que definen un n-simplex se llama cara del simplex. Se denomina m-cara del
n-simplex la envoltura convexa de m + 1 puntos de éste. Mas concretamente,
las O-caras se llaman vértices, las 1-caras lados, las (n — 1)-caras facetas y la
linica n-cara es el n-simplex en si mismo. Las caras también son simplices.
Por ejemplo, las caras de un tridngulo son sus vértices, sus aristas y el propio
tridngulo. Se dice que un simplex es reqular si también es un politopo regular,

por ejemplo, un triangulo equilatero.

El n-simplex estdndar o candnico es el subconjunto de R"*! dado por:

An:{(to, ,tn)TGRn+1|thzlyt120} (C]_)

=0

El simplex estandar A™ cae en el hiperplano afin que se obtiene al eliminar
la restriccion ¢; > 0 en (C.1)), y es claramente regular (ver fig. |C.2)).

Los vértices de un n-simplex estandar son los puntos n-dimensionales:

eo = (0,0,0,...,0)",
er = (1,0,0,...,0)",

en = (0,0,0,...,1)".

Existe un aplicacion canénica f de un n-simplex estandar a un n-simplex
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arbitrario con vértices {vo, ...,v,} dada por:
f : (to, e ,tn>T — Ztlvz (C2)
i=0

Los coeficientes t; son las coordenadas baricéntricas de un punto en el n-
simplex. Este simplex arbitrario se denomina habitualmente n-simplex afin,

para enfatizar que la aplicacion candnica es una transformacion afin.

2-simplex estandar 2-simplex (no estandar)

Figura C.2: Transformacién canénica de un 2-simplex estandar a un 2-simplex
cualquiera.

C.2 Complejo simplicial abstracto

Un complejo simplicial abstracto K consta de dos conjuntos: un conjunto
de m vértices {1,...,m} y un conjunto de subconjuntos de estos vértices,
llamados caras o simplices de K, tales que, cualquier subconjunto de exac-
tamente un vértice es un simplex de K y cada subconjunto de un simplex de

K también es un simplex de K. Formalmente:

Definiciéon C.1 Dado un conjunto universal S, y una familia K de subcon-

juntos no vacios de S, K es un complejo simplicial abstracto si:

VocCS§,sioe€ K, entonces VT C o se verifica que 7 € K
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La dimension de un simplex o0 € K es el numero de sus vértices menos
uno (esto es, dim(o) = card(o) — 1) y la dimensiéon de K es el méximo de
las dimensiones de sus simplices (esto es, dim(K) = max {dim(o),0 € K}).
La notacion o denota el simplex o de dimensién d.

La figura muestra un complejo simplicial abstracto de dimension 2,

K?, junto con sus correspondientes vértices, aristas y triangulos.

Definicién C.2 La estrella de un simplex 0¢ € K, denotado como star(c?),

es el conjunto de simplices de los que ¢ es cara (ver fig. |C.3).

Gracias a la definicién de estrella de un d-simplex es posible definir dife-

rentes simplices y complejos simpliciales caracteristicos, estos son:
e Los (d + 1)-simplices de star(c?) son los padres de o¢:

— 0% es frontera si tiene sélo un padre y compartido en caso contrario.

— o es libre si tiene al menos un padre y mdzimo en caso contrario.

e Finalmente, se dice que complejo simplicial K es reqular si todos los

simplices méximos tienen la misma dimension.

Definiciéon C.3 El cierre de un simplex 0¢ € K, denotado como closure(c?),

es el complejo simplicial mas pequefio que contiene todos los simplices de o

(ver fig. [C.3).

C.3 Complejo simplicial o poliedro

Para generar una triangulacion a partir del complejo simplicial abstracto K
se procede de forma anéloga a lo descrito en la seccion para el simplex
estandar o canénico. En primer lugar, se determina el espacio topolégico aso-
ciado a K y en segundo lugar, se mapea a un espacio geométrico, tipicamente
R3.
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K= (1.9 offof ] Olotlofot)]

coni=1...,9,j=1...,14k=1...,5

0-simplices
of ={1}.....00 = {8}, = (9}

1-simplices
0'11 = {1’2}"""7113 ={7'9}'0'114 = {8'9}

2-simplices
o} ={1,2,3},...,0; ={2,6,5} 07 ={7,8,9}

closure

star ({2,7}) closure({7,6,2}) closure({2,7})

Figura C.3: Ilustracién de un complejo simplicial abstracto de dimensién 2 y
algunos de sus subconjuntos: estrella, cierre.

Dado el complejo simplicial abstracto K, se identifican sus m vértices
{1,...,m} con los vectores bases estandar {ej,...,en},e; € R™. Para todo
simplex o € K, se define su correspondiente simplex abierto, denotado como

|o| € R™, como el interior de la envolvente convexa de sus vértices:

o] =S (tr, -+ s tw) T ERTD ti=1y 1 >0 (C.3)

=1

Definicion C.4 La realizacion topoldgica de K, denotada como |K|, se de-

fine como la union de los simplices abiertos de K, esto es, |K| = Uyex|o].

Definicion C.5 La realizacion geométrica de K es la imagen ¢y (| K|), donde

¢y : R™ — R? es una aplicacion lineal que mapea los e; € R™ a v; € R3.
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El subindice V' en ¢y enfatiza el hecho de que la aplicacién viene espe-
cificada por el conjunto V' de posiciones de los vértices. No todo conjunto
V = {v,...,v,} da lugar a un embedding de ¢y (|K|) C R3. Si ¢y es un
homeomorfismo entre |K| y su imagen ¢y (|K|), la realizacion geométrica se

denomina complejo simplicial o poliedro (ver fig. |C.4]). Formalmente:

Complejo simplicial abstracto Complejo simplicial

Self-intersections

a) b)

Figura C.4: Tlustraciéon de un complejo simplicial de dimensién 3. La figura ilustra
graficamente las diferencias entre: (a) un complejo simplicial abstracto y (b) un
complejo simplicial. En un complejo simplicial abstracto la interseccion de dos
simplices puede no ser ni el conjunto vacio ni una cara de ambos, dando lugar a
intersecciones propias o self-intersections, mientras que en el complejo simplicial
los simplices sblo se cortan en las caras.

Definiciéon C.6 Dado un conjunto universal S, y una familia K de subcon-

juntos no vacios de S, K es un complejo simplicial si verifica lo siguiente:
1.VoCS§,sioe€ K, entonces V 7 C o se verificaque 7 € Ky

2. sio, 7 € K, entonces 0 N7 = & o bien es una cara comun de o y 7.

La figura[C.5 muestra graficamente los conceptos de realizacion topologica

y geométrica de un complejo simplicial. Concretamente, la figura ilustra la
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generacion de una triangulacion a partir de un complejo simplicial abstracto

K'={1,2,3} U {{of} U{oj}}
cont=1,2,3;7=1,2

tal que

;o1 ={1},05 = {2}, 05 = {3}
oj o ={1,2},01 = {2,3}

esto es, dos aristas conectadas.

K ={12,3)u{{o’}u{o}}} K

J

coni=123j=12

0-simplices

o? ={1),03 = (2,03 =3
1-simplices {3}
ot =(12},0}= (2.3

Realiz. topolégica ‘Kl‘ Realiz. geométrica ¢, (‘ Kl‘)

Figura C.5: Realizacion topologica y geométrica de un complejo simplicial.

En primer lugar se procede a identificar los vértices de K mediante los
vectores base estandar {e1, s, €3}, e; € R?, lo que equivale a unir los simpli-
ces abiertos de K (esto es, la realizacion topologica), en segundo lugar, se
construye una aplicacién candnica ¢y que mapea los vectores base estandar
de R? al conjunto V' = {v1,vq,v3}, v; € R?, de posiciones de los vértices

(esto es, la realizacion geométrica). Como se observa en la ilustracion, esta
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aplicacion es inyectiva uno-a-uno (esto es, ¢y es un embedding) y por tanto,

la imagen ¢y (|K!|) es un complejo simplicial.

Nota: No confundir simplex abierto con simplex estandar, mientras que |o| C

R™, A" C R™"! (ver fig. [C.6).

RZ

Simplex abierto ‘{2, 3}‘ Simplex estandar ‘Al‘

Figura C.6: Simplex abierto |o| C R? vs. Simplex estandar A" C R2.

C.3.1 Invariantes topologicos

Un complejo simplicial tiene ciertos atributos que son invariantes topologi-
cos, asi por ejemplo, todos los poliedros topologicamente equivalentes (esto
es, existe un homeomorfismo entre ambos complejos) poseen los mismos in-
variantes.

El primero de ellos se conoce con el nombre de primer vector de estruc-
tura del complejo y permite tener una vision local del complejo, recurriendo
al concepto de g-conectividad. Este concepto y sus aplicaciones en ciencias
sociales fueron desarrolladas por el matematico Ronald Atkin en [I4].

Dados dos simplices de un complejo K, 0, y 0,

e Decimos que 0, y o, son “g-adyacentes” si existe al menos una cara
comun entre ellos que es un g¢-simplex. Obviamente, si 0, y o, son
g-adyacentes entonces son (¢ — 1)-, (¢ — 2)-, ..., 1-, y 0-adyacentes.
Sea d4 la relacion definida como “es g-adyacente con”. Dicha relacion es

reflexiva y simétrica pero no transitiva.

e Decimos que 0, y 0, estan “g-conectados™
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1. si 0, y o, son g-adyacentes o

2. si existe una secuencia de simplices de K, oy, ..., 0, tal que o,
es g-adyacente con o1, o7 es g-adyacente con os, ..., 0, €s ¢-

adyacente con o,.

Si 0, y o, son g-conectados entonces ellos también son (¢ — 1), ...,
1, O-conectados en K. Si se define la relaciéon v, como “es g-conectado

con” entonces 7, es una relacion de equivalencia sobre los simplices de

K.

El segundo invariante topolégico permite tener una vision global del com-
plejo, calculando los “agujeros” y “tuneles” que posee el poliedro en distintas
dimensiones.

De esta manera a un complejo simplicial K" tiene asociado un conjunto
de valores 8 = (0, ..., B,), donde [3; es el correspondiente numero de Betti
para la dimension ¢, con ¢ = 1,...,n [55]. fy es el nimero de componentes
arco-conexas, (3; es el ntimero de tuneles linealmente independientes (esto es,
2-agujeros), (35 es el nimero de agujeros de dimension 3 (esto es, 3-agujeros)
del complejo; en general, (3; es el numero de agujeros de dimension (i + 1)
(esto es, (i 4+ 1)-agujeros) del complejo.

Para terminar, en topologia algebraica, cualquier complejo simplicial K
se caracteriza topologicamente por el niimero de agujeros, tuneles, asi como
el nimero de componentes conexas. Se define, por tanto, la caracteristica o

numero de Fuler de K, como:
X(K) = (# componentes) — (F#tuneles) + (#agujeros) (C4)
Para el caso particular de las redes triangulares se verifica que:
X(K) = (# triangulos) — (# aristas) + (# vertices) = 2 (C.5)

C.3.2 Representacion

El procedimiento utilizado, tipicamente, para representar un complejo sim-

plicial, asi como sus invariantes topoldgicos, son las matrices de incidencia,
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conexion, etc. Este sistema de representacion facilita, desde un punto de vis-
ta operativo, el manejo y actualizaciéon de su estructura. Para ilustrar su

utilizacion considérese el complejo simplicial abstracto

Kl:{1,...,6}U{{JZQ}U{U;}U{J,%}}
cont=1,...,6;5=1,...,1;k=1,...,7

representado en la siguiente figura

{5) {2)

6 13

Para construir la matriz de incidencia de K se genera una tabla de di-
mension N x M, donde las N = (card({o}}) 4 card({o}}) representan los
1- y 2- simplices; y las M = card({c?}) columnas los vértices, tal como se
ilustra en la tabla [C.I] En esta matriz, un 1 representa la pertenencia de
cada veértice a cada cara (arista o tridngulo) del complejo, y 0 lo contrario.

Los invariantes topologicos se pueden representar de forma analoga a la
descrita para el complejo simplicial, asi por ejemplo, si se desea representar la
matriz de 1-conexion del complejo simplicial K, 71, se procede como sigue: se
genera una matriz cuadrada de dimension N x N, donde N = card({s}}) +
card({o%}) representan los 1- y 2-simplices 1-conectados, como se ilustra en
la tabla (por claridad, solo se incluyen un subconjunto de simplices).
En esta matriz, un 1 indica que ambos simplices estdn 1-conectados y 0 lo
contrario. Recuérdese que: 1) si dos simplices estan 1-conectados también
estan O-conectados; 2) un simplex esta 1-conectado consigo mismo.

Este tipo de estructuras facilita el acceso a los distintos simplices del

complejo, su actualizacion, y el recorrido de éstos para su procesamiento.
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Tabla C.1: Matriz de incidencia de un complejo simplicial.

1

2

3

4

5

6

OCOoOR P HPR,R HOOOOOO KR M H —

SO O OO O H OO R EFOOOoO o -

—_— —_ OO FEF MFFEF OO MFEFOF OO OO

O R P OFRORFR PP ORF,ROOOOoO~,OO

—_— —_ O P PR OO0+, FROF,ROOF,OOO

Tabla C.2: Matriz de 1-conexion (1) de

OO OO DD OO +HOOOO

un complejo simplicial.

o of oj 03 0}
o1 0 0 0 0
o2/0 1 1 1 0
o2l 0 1 1 1 0
o2/ 0 1 1 1 0
o2l 0 0 0 0 1
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Apéndice D

Detectores de esquinas: Harris y

Lowe

En este apéndice se describen detalladamente los detectores de Harris y Lo-
we, dos técnicas ampliamente utilizadas en visiéon por computador y que se
combinan en esta tesis para detectar y emparejar de forma robusta puntos

de interés. Estas técnicas se caracterizan fundamentalmente por lo siguiente:

e El detector de Harris, posee un coste computacional bajo, pero la es-
tabilidad de sus esquinas se ve muy afectada por los cambios en la

escala.

e El detector de Lowe, por el contrario, tiene un coste computacional
significativamente mas alto (especialmente, la etapa de busqueda de
extremos) pero proporciona esquinas invariantes a la escala y la rota-
cion de la imagen, asi como parcialmente invariantes a cambios en la
iluminaciéon. Para dotarlas de esta invarianza crea descriptores, deno-

minados SIFT, basados en informacion del gradiente.

La deteccion de esquinas mediante Harris y su caracterizaciéon median-
te descriptores SIFT, como se propone en la seccion [£.5.1], proporciona una
mecanismo rapido y eficaz para detectar pares de correspondencias en imé-
genes captadas desde distintos puntos de observaciéon y en condiciones de

iluminacion diferentes.
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D.1 El detector de Harris

El detector bordes y esquinas propuesto por Harris en 1988 es simple, inmune
al ruido y eficaz, lo que lo hace especialmente popular. Basado en el detector
de Moravec [73], este detector se basa en la funcion de auto-correlacion local
de la imagen, la cual mide los cambios locales de la imagen en diferentes

direcciones.

Dado un desplazamiento (Az, Ay) y un punto (z,y), la funcion de auto-

correlacion ¢ se define como:

c(x,y) =D [M(any) — 1w+ Az, + Ay))? (D.1)

donde I(z,y) representa la imagen y (x;, ;) es el punto en la ventana gaus-
siana W centrado en (z,y) (por claridad el factor e~(**+¥°)/(27*) de la ventana

gaussiana se ha omitido en este desarrollo).

Si se aproxima c (z,y) truncando su expansion en series de Taylor en el

término de primer orden, se obtiene:

Ax

A, | @2

Iz + Ax,y; + Ay) = Tz, y:) + [ Lo(zi,vi) Ly(xi, i) }

donde L, (z;,y;) e I,(z;,y;) son las derivadas parciales respecto a z e y, res-

pectivamente.

Sustituyendo la expresion (D.2)) en (D.1)) se obtiene:

c(z,y) =
%V: (Ix (%’, yi))2 % L, (ﬂfi, yi) L, (% yz)
%Ix (i, yi) Ly (i, yi) ; (I, (i, 9:))

Ax

[Aaz Ay} Ay

(D.3)
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Finalmente, se denota como matriz de auto-correlacion C' a la expresion:

% (L (24, 14))? %Ix (i, vi) Ly (i, i)

Clo,y) = %}: Lo (i, 9:) Ly (24, 9s) %}: (Iy (s, %))2

(D.4)

Notese que la matriz C'(z,y) contiene informacion relativa a la variacion
de intensidad en torno al pixel (z,y). De la correcta interpretacion de los
autovalores de C, se puede determinar si (x,y) es una esquina (A y Ao
grandes), forma parte de un borde (A; >y, o viceversa), o de una zona
homogénea (A; y Ay aproximadamente 0). Como se puede deducir de ,
la informacién proporcionada por los autovalores es invariante a la rotacion,

pero no al cambio de escala.

(ﬂjz ﬂﬂ 21 i,ﬂz \L Zona homogénea
OX OX oy

C(xy)= 2 , orde
(xy) aa [ﬂ] == 14T 4 Bod
0
X% v }‘1 T,ﬂ? ) Esquina
R (X, y) Imagen en escala de grises

Figura D.1: Proceso de deteccién de esquinas propuesto por Harris.

Harris propone una funcién para detectar esquinas sin tener que obtener

explicitamente los autovalores de C'(z,y). La funcion de deteccion viene dada
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por la siguiente expresion:
R = det (C) — k (trace(C))* (D.5)

donde k es un parametro igual a 0.04 (por sugerencia del autor).

Las esquinas son definidas como méximos locales de la funcién de detec-
cion R (ver fig. [D.I). La precision subpixel se logra a través de una aproxi-
macion cuadratica del entorno del méximo local.

En la practica, el nimero de esquinas proporcionado por este operador
suele ser considerable. En este caso suele ser habitual que antes de iniciar
el proceso de emparejamiento, limitar el nimero de esquinas seleccionadas
mediante zonas de supresiéon de maximos, asi como también, su distribu-
cion. Una estrategia ampliamente utilizada consiste en seleccionar n esquinas
“fuertes” (esto es, aquellas que presentan valores de R significativos) unifor-
memente distribuidas o asegurar una distancia minima entre ellas mediante

supresion local de méaximos [100].

D.2 El detector de Lowe (SIFT)

En [63], Lowe propone un método para detectar esquinas invariantes a la es-
cala y la rotacion de la imagen, asi como parcialmente invariantes a cambios
en la iluminaciéon y otras transformaciones afines. Para dotarlo de robus-
tez, Lowe asigna a cada esquina un descriptor basado en el histograma de
orientaciones de su entorno, denominado Scale-Invariant Feature Transform
(SIFT). Un identificador altamente distintivo que facilita su posterior empa-
rejamiento. A continuacion se detallan las fases de la que consta esta técnica.

En primer lugar se buscan puntos estables a lo largo de diferentes escalas
de la imagen para conseguir la invarianza de las caracteristicas a los cambios
de escala. Para lograr esto Lowe propone una busqueda de caracteristicas
a lo largo de todas las posibles escalas, utilizando para ello, una funciéon
continua de la escala conocida como espacio de escalas. El espacio de escalas
de una imagen esta definido por la funcion L (z,y,0), que se obtiene de la

convolucion de una variable de escala Gaussiana G (x,y, o) con la imagen de
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entrada I (z,y).

L(z,y,0) =G (z,y,0)*1(z,y) (D.6)

donde * es la operacion de convolucion en z e y, y

L) o (D.7)

2mo?

G (z,y,0)

Para detectar eficientemente caracteristicas estables en el espacio de es-
calas, Lowe propone localizar extremos (méaximos y minimos locales) en
la funcion DoG (Diferencia de Gaussianas) convolucionada con la imagen
D (z,y,0), que se obtiene de la diferencia de dos escalas muy proximas se-

paradas por un factor multiplicador k:

D(;E,y,O’) = (G(x,y,k;a)—G(a:,y,a))*l(x,y)

(D.8)
= L(x,y ko) —L(x,y,0)

donde k es un pardametro igual a /2 (por sugerencia del autor).

La figura[D.2] muestra graficamente el proceso de construccion del espacio
de escalas. La imagen inicial es convolucionada incrementalmente con Gaus-
sianas para producir imagenes separadas por k en el espacio de escalas. Si se
divide cada octava del espacio de escalas en un ntmero entero de intervalos
s, tal que k = 2'/%, es necesario generar s+ 3 imagenes en la pila de imagenes
suavizadas para cada octava, hasta que la deteccion final de extremos abar-
que una octava completa. A continuacion, las imagenes de escalas adyacentes
son substraidas para generar la DoG. Una vez que una octava completa ha
sido procesada, se reduce a la mitad la imagen Gaussiana que tiene dos veces
el valor inicial de o y se repite el proceso.

A continuacion, para detectar los extremos en la imagen D (z,y, o), cada
punto candidato es comparado con los ocho vecinos de su misma escala, con
los nueve vecinos en la escala superior y con los nueve vecinos de la escala

inferior. De tal forma que un punto es seleccionado si y sélo si, es més grande
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Escala

(siguiente
octava)

Escala

(primera
octava)

Gaussianas Diferencia de Gaussianas

Figura D.2: Proceso de construccion del espacio de escalas.

0 méas pequeno que todos sus vecinos. La figura [D.3] ilustra el proceso de

seleccidén.

Escala

Figura D.3: Proceso de busqueda de extremos en las octavas construidas.

Una vez finalizado el proceso de deteccién, se crea un descriptor por
cada caracteristica localizada. Para construir el descriptor se procede del
siguiente modo: en primer lugar, se calcula la magnitud del gradiente y la
orientacion en cada punto de su vecindario (fig. [D.4(a)); en segundo lugar,
se ponderan con una ventana Gaussiana the radio o igual a la mitad de la
anchura del descriptor (la ventana de ponderacion se representa mediante una

circunferencia); y en tercer lugar, las muestras ya ponderadas son acumuladas
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en histogramas de orientacion (fig. [D.4|(b)). El proceso de acumulacion se
realiza por subregiones de tal forma que la magnitud de cada entrada del
histograma es proporcional a la suma de las magnitudes del gradiente en

dicha orientacion.

Gradientes de laimagen Descriptor

Gaussiana

a) b)

Figura D.4: Descriptor de longitud 2 x 2 x 8 = 32 obtenido a partir de regiones
de 8 x 8 muestras.

La dimension del descriptor viene dada por la expresion N x N x B,
donde B es el namero de orientaciones consideradas en los histogramas (esto
es, el namero de bins). La figura muestra un vecindario de dimension
8 x 8 del que se obtienen 2 x 2 histogramas con 8 bins cada uno, produciendo
descriptores de dimensién 2 x 2 x 8 = 32.

Finalmente, el vector descriptor es normalizado con objeto de reducir la
influencia de los cambios de iluminacion (contraste, brillo y diferencias no
lineales) en el descriptor. El lector puede encontrar en [63] mas detalles sobre
el proceso de normalizacion y los valores aconsejados para cada uno de los

parametros.
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