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6.1. INTRODUCCION

+ Hasta ahora hemos introducido funciones matemafi€¢asy F(x)]
para representar distribuciones de probabilidachdables aleatorias.

+ Ahora estudiaremos las distribuciones de probatullichas importantes
(las de mayor uso) que sirven de modelos paracaxgdh realidad del
experimento aleatorio que estamos estudiando.

+ Un modelo probabilisticoes una representacion matematica deducida
de un_conjunto de supuestosn el doble propoésito de estudiar los
resultados de un experimento aleatorio y predecicagnportamiento
futuro, cuando se realiza bajo las mismas condésomladas
inicialmente.

+ Dentro de los modelos de distribuciones discrea®os a ver los
siguientes:

Distribucion Binomial

Distribucion Poisson

Distribucion Hipergeométrica

Distribucion Multinomial (modelo multivariante)

NP
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6.2. DISTRIBUCION BINOMIAL
+ Aplicaciones:control de calidad, ventas, marketing, medicita, e
+ Experimento binomial:

Ejemplo: { ="Arrojar una moneda veces”

Caracteristicas del experimento binomial:

Sélo hay dos resultados posibles en cada pryebalia de Bernouli
éxito = ocurrencia del sucessatar carg
fracaso = no ocurrencigdcar cruz.

El experimento se repiteveceqn pruebas) dandose que:
1. nes finito
2. lasn pruebas son independientes entre si.

3. P(éxito)=p se mantiene constante prueba a prueba
P(fracaso)=1p

+ Variable aleatoria:
X="numero de éxitos (caras) al realirdianzamientos”

X es una variable discreta«=0,1,2... n

+ Funcion de cuantia: f (x) =P(X = x)

e _
( jpxq” ¥ x=0,1,2,...n

X~-B(np < f(x)=qx

0 en el resto.

Es una distribucién biparamétriaay( p)
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+ Deduccion def(x):

& ="Arrojar una moneda veces” es un experimento binomial

X="n° de caras que se obtienen”

“Cara’="éxito’=E y “Cruz"="fracaso”+

El resultado global em pruebas sucesivas, suponiendo que primero
ocurren lox éxitos y después — x fracasos, puede escribirse asi:

EE...EFF... F
—_—

X n—X

La probabilidad de este suceso concreto seria:

P(EE.EFF..A) = HERH G- R EFPF- b

por
independencia

=pp---pag-- o= P g
%/_JHK_J

Xveces n—X veces

Da igual el orden en que aparezcan *oéxitos y losn—x fracasos.
Cualquier permutacion conéxitos yn— x fracasos es valida:

Py = (”):k
’ x'(n X

Todas las ordenaciondd, son equiprobables coﬁ( ) pP‘g”. La

probabilidad de que ocurrarexitos em pruebas sera la probabilidad de
gue ocurra cualquiera de esas ordenaciones:

P(X=x=P(HUHU--UH) = AH)+  H)++ R H)= kb "

por ser
disjuntas

Luego la probabilidad buscada vendria dada por:

P(X =X = Xl(n”' S PdY E0Ll2.
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+= Funcion de distribucion:

F(x)=P(X< ¥ =

(0 six< 0

sz(?) pd" x=01,2,..n:

1 SiXx=n

Podemos utilizal~(x) para calcular la probabilidad de gXetome un

valor concreto:

« Caracteristicas de

P(X=x=Fx®- R x1).

la distribucién binomial:

e Funcion generatriz de momentos:

Mx(t):E[eFX]:XZ:riéX f(3=( pe+ §1n con - < & +oo

A partir de ella podemos obtener:

- Esperanza: |E[ X]=p=np

El nimero medio de éxitos enpruebas se obtiene multiplicando
por la probabilidad de éxito.

« Varianza: Var[

X]=0? = npq

Uy o® dependen

s6lo dey dep, los parametros del modelo
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 Forma de la distribucion:

o.sf(z(-) p=g= 0,5
0.25 1

02+
0.15 1

01

0.05 1

®B (10;0,5)

f(x
035 T

03T p < q
0.25 1
0.2t
0.15 1
0.1+

0.05 1

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 X

f(x)
035 T

03T
0.25 1
02t
0.15 1
01+

0.05 1

®B (10;0,8)
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Aunquep sea distinto de|, cuandon crece la distribucion tiende a hacerse
simétrica. Sh tiende a infinito, la distribucién binomial tiendeaproximarse
a una distribucion normal

0050 p#q

00457 n grande
0.040 +
0.035 +
0.030 +
0.025 +
0.020 +
0.015 +
0.010 +
0.005 +

0.000 - = : :
50 60 70 80 90 100 110 120 X

B B(900;0,1)

4+ Calculo exacto de probabilidades:

 Puede llevarse a cabo mediante el uso de prograstagisticos
(Excel, SPSS, STATA, etc.).

 También existen tablas estadistica® recogen los valores que toman
la funcion de cuantia y la funcion de distribucigera determinados
valores deny p (véase Anexo 5.1)

* Manejo de tablas:

Importante:

SeanX ~B(n peY~B(nl- p

Relacion entre funciones de cuantia:

P(X=¥=RY= 1 X

Relaciéon entre funciones de distribucion:

R =R (X< )= R(Y2 i ¥=1- K(m x1)
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+ Aproximacién de probabilidades binomiales:

e Cuando n es grande, pueda usarse la distribucion normah par
aproximar probabilidades binomiales.

« Cuandon es grande, en determinadas situaciones, tambi@unesien
aproximar utilizando la distribucion de Poisson.

+ Propiedad reproductiva

Si X, ¥y X, son dos variables aleatorias independientemeistebuidas
segun unaB(n, p) y B(n, p), respectivamente (importante, con la
misma probabilidad de éxifg), entonces:

X:X1+X2~ B(Q"' n, p

Luego la distribucion binomial se reproduce porcei de variables
aleatorias binomiales independientes con la misrobabilidad de éxito
p, respecto al parametro

Demostracion:

M ®=E[e]=g &= Bog] = E®JOE%]=

por independecia
deX; yX,

=M, OM, (1) =(pe + " ( pe+ ¢"=( per ¥

Esta es la funcion generatriz de momentos deB(ma+ n,, p) por lo que,
por el Teorema de la Unicidad, se concluye fue X, + X, ~ B(n+ n, p.
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Ejemplo 1

Una maquina fabrica una determinada pieza y segabdein 7 por 1000 de
las que produce son defectuosas. Hallar la pratadilde que el examinar
50 piezas:

a)Solo una sea defectuosa.

b)Se encuentren como maximo dos defectuosas.

Resolucion
X = "Piezas defectuosas producic X ~ B(50;0,007

Dr(x== 109=[} ] p ¢

fQ=P(X=1 :(510 0,007 0,998 = 0,24

b)p(st):(Soojo,oof o,ggé@{ioj 0,007 0,999&(520} 0,007 0,988

Ejemplo 2

Una Universidad estudia la posibilidad de comprar late grande de
aparatos de deteccion de incendios. Por la expaiele otras universidades
se sabe que el 20% de estos aparatos suelen smstudsbs. Si se
seleccionan aleatoriamente 6 aparatos, a) ¢cul@ psobabilidad de que
ninguno sea defectuoso?, b) ¢y de que haya masdiéetectuoso?

Resolucion

a) X ="N° de aparatos defectuosos de un tiéad = 6"
p = P(defectuoso¥ O,

6
X ~ B(6;0,2) con f(x) :[XJO,ZXO,éx parax= 0,1,2,...
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P(X :0):@0,2303 = 0,262

b) P(X >1)=1-[ P(X= 0)+ P(X=1) = 1—@ 0,2 0,8—@ 0,208

= 1-0,2621 0,3932 0,34«

tablas

Ejemplo 3

El propietario de un establecimiento especializadamaterial informético
estima que la probabilidad de que un cliente quiaem su establecimiento
acabe comprando un equipo completo es de 0,2. gd3ualentes deben

entrar para que la probabilidad de vender al mamosquipo completo sea
de 0,9?

Resolucion

X ="NC de clientes que compran un equipm@ieto de un total de
Exito: cliente compra un equipo completo

Fracaso: cliente no compra un equipo completo
P(éxito)= p=0,2
P(fracasoFq= * p= O,

n
Se tiene queX ~ B(rt0,2) con f(X) :(X]O,ZXO,S“‘X parax= 0,1,2,n
Se pide que valor que tiene que tomgara queP(X =>1)=0,9:

P(X21)=1- P(X<1)= 1- P(X= 0)= 1—(2} 0,2 0,8= 0,

1-0,§=0,9= 0,8= 01= n In(0,8 In(0,> n= 0,82

tomando
logaritmos

El redondeo en el muestreo siempre se hace ald®zaanera que el nUmero
de clientes que deben entrar es de 11.
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6.3. DISTRIBUCION DE POISSON
% Aplicaciones:

e Como aproximacion al modelo binomial en determisada
circunstancias (lo veremos mas adelante)

* Resolucién de problemas que surgen al contar dadrecia con que
ocurren sucesos aleatorios, relativamente rarosdepéendientes
entre si, en un intervalo fijo de tiempo, de espaui similar
(longitud, volumen, etc.)dy de los sucesos ranos

Ejemplos:

-NUmero de accidentes que ocurren por unidad deptiem
(semana, dia, etc.) en un cruce de carreteras enanplanta
industrial

-NUumero de llamadas telefénicas recibidas en un&atga por
unidad de tiempo

-Numero de llegadas de aviones a un aeropuertog&ham

-Numero de bacterias en un tde cierta preparacion

-NUmero de conejos por hectarea de monte.

Estos son fendmenos que no responden a una leynigindNo
tiene sentido hablar de fracasos.

+ Experimento aleatorio de Poisson:

1)El nimero de sucesos que ocurren en un intervatzogo (region
o volumen) especifico es independiente del nUmersutesos que
ocurren en cualquier otro intervalo

2)La probabilidad de que un Unico suceso o resultadora en un
intervalo muy pequefio es proporcional a la longitiedl intervalo
(regidon o volumen) y no depende del nUmero de sscgse se
produzca fuera del intervalo

3)La probabilidad de que ocurran mas de un resulbasiaceso en un
intervalo (regidén o volumen) muy pequefio es praatiente nula




IS0 [MODELOS PROBABILISTICOS PARA V.A. DISCRETA]

=+ \/ariable aleatoria:

X="nlmero de sucesos independientes que ocurrenl drenegpo,
espacio o volumen”

=+ Funcion de cuantia:

X

e“u
—— x=0,1,2,... conu>
X~P) = f(x={ x H

0 en el resto.

IMPORTANTE: Ahora se considera que el nimero den®ge que
pueden ocurrir puede ser infinif@=0,1,2,...)

Esta distribucion es uniparamétrica)( el parametrqu caracteriza a
la distribucion y se corresponde connéimero medio de veces que
ocurre el suceso aleatorio por unidad de tiempo, ggdn o volumen.

+ Funcién de distribucion:

0 six< 0

i=0

Esta probabilidad se encuentra tabulada para wistimalores del
parametrou .

Podemos obtener la probabilidad de que tome unr vaocreto
mediante la relacion:

P(X=x=F(X- K x1).
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+ Caracteristicas:
o Mx(t):E[éX]:e”(et_l) ~00 < t< +00
- Esperanza:E[X]=u
e Varianza: Var(X)=o® =, - u*=u

La distribucion de Poisson exhibe una importantepiedad: la
media es igual a la varianza.

Ejemplo 1

Se ha descubierto que el 13,5% de los discos ghaxatiles vendidos por
una empresa multinacional no contienen ningun sed&fectuoso. Si
suponemos que el numero de sectores defectuosodigmor duro es una
variable aleatoria con distribucion de Poissongemeine el porcentaje de
discos duros portatiles vendidos con un sectorctiedso.

Resolucion

X ="NC de sectores defectuosos por discmy

_ey _
Y ~ P(u) con f(x) = ” para x= 0,1,2,.

Desconocemos el valor de la media, pero el enua@adporciona un dato
gue permite calcularla:

—u ,,0
P(X =0)= f(0)= 0,135 _, eof’

=e/=0135- -wu= In(0,135) u=
tomando
logaritmos

El porcentaje solicitado es igual a

g2t
1!

P(X =1)[100= f (1)110C=

[J106 27,07¢
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+ Propiedad reproductiva

SiX, y X, son dos variables aleatorias independiegtestribuidas
segunX, ~ P(4) y X, ~ P(A,) entonces:

X=X+ X~ P(/]1+/]2)-

La suma de dos variables aleatorias independielatd®oisson es otra
variable de Poisson cuyo parametro es la suma slerespectivos
parametros.

Demostracion: a partir de funciones generatrices de momentos.

Propiedad generalizable a la sumanddistribuciones de Poisson
independientes.

Se cumple la reciproca: sX; y X, son dos variables aleatorias
independientes y la variable aleatordd= X, + X, sigue una
distribucion de Poisson, entonces cada una dealgsles X, y X,
sigue una distribucion de Poisson.

En la practica, estas propiedades llevan 4 siP(1,) dondey; es

el nimero medio de veces gque aparece un sucesovirtervalo de
amplitud t, entonces la distribucion del nimero de suces@s qu
ocurren en otro intervalo de tiempo de amplitatd sigue una
distribucionP(u,) dondew, =ay, :

eﬁ’ﬂ—» ¥H%\H%\<—% Hﬂ@—» tiempo

\ﬂ_—/
amplitudt amplitud amplitud amplitud amplitad

(- -/

. g .
intervalo de amplitudrt

Paw)

La media de una distribucién de Poisson es propomnal a la
amplitud del intervalo considerado.
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Ejemplo 2

El nUmero de llamadas recibidas en un mireriauna linea telefonica sigue
una distribucion de Poisson con media igual a £uCar:

a)Probabilidad de que no se reciba ninguna llamadisminutos
b)Probabilidad de que no se reciba ninguna llamadairemntervalo de
treinta sequndos

Resolucion

X ="numero de llamadas recibidas en un ot X ~ P(4)

e—44X
f(x)=7 xt
O enelrestc

x=0,1,2,..

Para resolver este ejercicio, aplicaremos la pdagieeproductiva:
a)Y ="numero de llamadas recibidas en dosutos"

En este casay =2 de manera qu¥ ~ P(2[4), es decirY ~ P(8).

e gy

f(y)="-
y!

P(Y:O): f(0)= = 0,000:
b) Z ="namero de llamadas recibidas en tregggundos

En este casay :% de manera qug ~ P(% Bclj, es decir,Z ~ P(2).

e 22y
Z!

f(2) = z=0,1,2,..

e22°

P(z=0)= f(0)= o

= 0,1353
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Ejemplo 3

Suponga que la llegada de vehiculos a un cruceepuedelizarse por un
proceso de Poisson. Si la probabilidad de que se pagun vehiculo en un
minuto es 0,135, se pide: ¢ Cudl es la probabiliidague pase mas de un
vehiculo en dos minutos?

Resolucion
X ="N° de vehiculos que llegan a un cruceleminuto’

X
X ~ P(u) conf(x):e H

parax= 0,1,2,.

Desconocemos el valor de la media, pero el enuo@adporciona un dato
gue permite calcularla:

P ey _ o B
P(X=0)=0,135 - €= 0,135 - 4= In(0,135) u=

tomando
logaritmos

Y ="N° de vehiculos que llegan a un cruoe2eminutos

La variableY es la suma de dos variables aleator¥gsy X,, que se pueden
suponer independientes y que se distribuyen segarPoissonX. ~ P(2).
Por la propiedad reproductiva de la distribuciériPdesson se tiene que:

_4 y
Y=X+X~R2u) - Y~ R4)conf(y)= € paray= 0,1,2,.
La probabilidad solicitada es:
e—440 e—441
P(Y>1)=1-P(YsD)=1- A(Y=0- R¥ 1= F T = 0,908
tablas . '
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+ Aproximacion de la distribucion binomial a partir de la Poisson

 El uso de una distribucién para aproximar a a@sauna practica
bastante comdn en probabilidad y Estadistica. lea idonsiste en
buscar situaciones en las que una distribucidén ¢ctande Poisson),
cuyas probabilidades son relativamente faciles dieular, tiene
valores que se encuentran razonablemente cercarlas de otra
distribuciéon (como la binomial) cuyas probabilidademplican
calculos mas complicados.

e La distribucion de Poisson puede servir para obtevaores
aproximados de las probabilidades binomiales, cmamdes muy
grandep muy pequefio yp permanece constante.

* En las aplicaciones préacticas se reemplaza hai&mé el modelo
binomial por el de Poisson cuando, simultaneamereé0 y p< 0,1

* La aproximacion es cada vez mejor a medidarmerece yp decrece.
()
0.200 T
0.180 +
0.160 +
0.140 T
0.120 t
0.100 +
0.080 T
0.060 +
0.040 +
0.020
0.000 -

0O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 1%

B B(500;0,01) BP(5)
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Ejemplo 4

Una maquina produce piezas en grandes cantidadss gabe que la
proporcion de piezas defectuosagpef,01. Se toma una muestra aleatoria
de 100 piezas. ¢, Cual es la probabilidad de qubtsagan 2 defectuosas?

X ="numero de piezas defectuosas en unastna den= 10C

X ~ B(100;0,01

p(X =2) :(lgo]o,of 1,98 = 0,184

Utilizando la aproximacion de Poisson car=1000D,01= 1

e'1?
2!

P(X=2)= =0,183¢

El modelo de Poisson da una buena aproximaciomdeelo binomial.

Ejemplo 5

Una compafia de seguros ha descubierto que alredietid0,1% de la

poblacion tiene cierto tipo de accidente cada &idos 10.000 asegurados
fueran seleccionados aleatoriamente en la poblacgoual seria la

probabilidad de que no mas de 5 tengan este ti@zddente en el proximo
ano?

X ="numero de accidentados en una muestta= 10000

X ~ B(10000;0,001

x=5
p(X <5)= z(mgo"j 0,001 (10, 998°*

x=0

Esta probabilidad resulta dificil de calcular. Pwode utilizar la
aproximacion de Poisson car=10000010,00F 1C
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x=5 4~10
P(x<5)=5 1% - k@) = 0,0671
x=0 . tablas
Ejemplo 6

Una compafia de seguros ha realizado estudios gastran que el 0,003%
de los habitantes de una gran ciudad fallece cAda@mo resultado de un
determinado tipo de accidente cubierto por sugasliCalcule:

a) La probabilidad de que la compafia tenga que pagaas de tres de
los 10000 asegurados que tiene en esa ciudad.

b) El niumero esperado de accidentes del tipo mencioreadre sus
asegurados.
Resolucién
X ="N° de asegurados que fallecen en umpgrden =1000C

P(fallecimiento)= p= 0,0000

X ~ B(10000;0,0000¢<
10000
f (X) :[ . )0,00003 0,00097°*  parx= 0,1,2,...,10

a)P(X>3)

Dada la problematica de calculo, aproximaremogskaillucion binomial por
la distribucion de Poisson. Se dan las condiciop&s hacerlo ya que
n=1000C es suficientemente grande y=0,00003 suficientemente
pequeia. La distribucién de Poisson que utilizasepera la aproximacion

serd aquella que tiene la misma media que la balpndas decir,
M4 =np=100000,00003 O,:de manera qu&, ~ P(0,3):

P(X >3)=1- P(X< 3)= 1- P(X, < 3)= 1—prm = 0,000

[
Xp=0 Xp ! tablas

b) E[ X] = 1 = np=0,3 accidentes del tipo considerado mortales esperados
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6.4. DISTRIBUCION HIPERGEOMETRICA
+ Aplicaciones:control de calidad y aceptaciéon de muestras.
+ Experimento aleatorio hipergeométrico:

La distribucion hipergeométrica es una alternativéa distribucion
binomial cuando lapruebas no son independienteg¢muestreo sin

reposicion).

Cuando el muestreo o la seleccidon de elementoa dreiéstra se hace
sin reposicion, la probabilidad de éxito no perncaneonstante como
sucedia en el caso binomial.

Ejemplo:

Supongamos una caja chir50 lamparas en la cual hiyglefectuosas.
Si realizamos el experimento de sacar una muestreardanon=10
para comprobar si funcionan o no ymaliestreo es sin reposicigna
probabilidad de que una lampara sea defectuosa quadnodificada
por el resultado de las anteriores extracciones

La distribucion de probabilidad de la variabdegue da el namero de
éxitos (numero de elementos con una determinad&teaistica) en la
muestra de tamarfo obtenida sin reposicion de una poblacion de
tamafaoN es la distribucion hipergeométrica.

+ Funcion de cuantia:

Sea una poblacion de tamaid dividida en dos subpoblaciones
disjuntas de tamafidsy N -k (los que poseen la caracteristica de
interés y los que no).

Llamemosp a la proporcion de elementos de la poblacion qsegn
la caracteristicgpEk/N).

Se selecciona una muestra aleatoria sin reemplantonile tamariaq,
conn< N.
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X="numero de elementos con la caracteristica de stere una
muestra de tamafioextraida de una poblacion de taméfio

La funcion de cuantia viene dada por:

Sl )
X n— X max(0n— (N- Np) < x< min(n, Np

o)

0 en el resto.

Esta es la distribucion hipergeométrica, que depenmi@é tres
parametroqN, ny p, conNy n siendo enteros positivosQ< p <1.

Notacion abreviada: X ~ H(N, n, p)

La formula de la funcion de cuantia se obtiene caplaacion de la
Regla de Laplace

N . : . L
[ = numero de casos posibles. Es el nUumero de maekstintas de
n

tamafion obtenidas de la poblacion total de tamBfio

N :
[ p): niamero de formas posibles de obtemeelementos de la
X

subpoblacion que posee la caracteristica de intguéstieneNp
elementos.

N - N .
[ . pj: numero de formas posibles de obtenerx elementos de
- X

la segunda subpoblacion, que tiede- Np elementos.
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X n— x
formas distintas de obtener una muestra xefementos de la

primera subpoblaciéon (la que posee la caractaa)syia — x de
la segunda.

N N- N
( p]( pj = numero de casos favorables. Es el numero de

La funcion de cuantia no es valida paxa1l,2,...,n, sino para
max( 0On- (N- Np) < x< min(n, Np)

¢A qué se deben estas limitaciones en el valg? de

- el numerox de éxitos tiene que ser menor o igual que el ndrder
elementos de la muestra),( pero también tiene que ser menor o
igual que el numero de elementos con la caradterisie interés
presentes en la poblaciddf). De ahi quex< min(n, Np).

- Por otro lado, el nUmero de éxitos debe ser maygua que cero,
pero también el nimero de fracasos en la muesh@a sk&r menor o
igual que el numero de elementos de la poblaci@nmuposeen la
caracteristica de interées (n—-X)<(N- Np. Por ello,

x=max( 0,n— (N- Np)
+ Caracteristicas de la distribucién hipergeométrica:
* Media: E(X)=np

La esperanza matematica es la misma que la destidbdcion
binomial

 Varianza:o? = npg——
Pq N1

La varianza del modelo hipergeométrico es menorlagukel binomial

N—-n : :
ya que el factom es menor que la unidad. Este factor recibe el

nombre defactor de correccion en muestreo con poblacionastés.
Representa lareduccion en la varianza por muestrear sin
reposicion en poblaciones finitas.
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Como este factor tiende a 1 cuanddiende a infinito, se tiene que,
paraN suficientemente grande comparado npambas distribuciones,
la binomial y la hipergeométrica, tienden a hacedemticas por lo
que, en ese caso, es poco relevante que la mdestaanafio sea con
reposicion o sin reposicion. En la practica se tomamo

l[imiten<0,IN = % <0,1

Ejemplos

(1) Se extrae con reposiciama muestra de=3 de una poblacion d¥=20.
La probabilidad de éxito (tener una determinadaataristica) es 1/2.
Tenemos pues qul=20, p=1/2, n=3. Al efectuarse el muestreo con
reposicion, la probabilidad de éxito se mantienestante en cada
extraccion por lo que se trata de una distribubi@éomial.

(2) Imaginemos ahora que en esa misma poblacion lacekin para la
muestra se hace sin reposici@@xtracciones no independientes). Ahora
los datos sonN=20, p=1/2, Np=10, n=3. En esta situacion, la
probabilidad de éxito cambia de extraccion a egtéac en la primera
extraccion es 10/20, en la segunda es 9/19 y temdara es 8/18. En este
caso, la variable que recoge el nimero de éxiggesiina distribucion
hipergeométrica.

(3) Pero si resultara que tenemos una poblacion Nef000 y Np=10,
entonces, en el caso de extraccion sin reposiE@rpbabilidad de éxito
en la primera extraccion seria 10/1000 y en la rse@®/999, luego las
diferencias son pequenas (probabilidad casi comtaikn este caso
podriamos utilizar la distribucion binomial en lugade la
hipergeométrica, sin cometer errores de gran madnit

Ejemplo 1

Un fabricante de automoviles compra los motoresaaapmpariia donde se
fabrican bajo estrictas especificaciones. El famie recibe un lote de 40
motores. Su plan para aceptar el lote consisteelmt@onar 8, de manera
aleatoria y someterlos a prueba. Si encuentra qugumo de los motores
presenta serios defectos, el fabricante aceptdeglde otra forma lo rechaza.
Si el lote contiene dos motores con serios defeg@sl es la probabilidad
de que sea aceptado?
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Resolucion

X ="n° de motores defectuosos con NBr ARp= "

El muestreo es sin reposicion (no tiene sentidmtdrario) por lo que:

X ~ H(40;2;0,05 conx=0,1,2
Np)( N- Np) (2)( 38
f (% =( Xp]ﬁN”_ ij _ ( XJE%_ x]
(”) [8)

El lote es aceptado si no tiene ningun defecto:

x=0,1,2 y O en el resto.

2)(38 - 38!
o)ls) * 8130! _ 992
f(0)=P(x=0)= == = 0, 635¢

40 40! 1560
8 8132

Ejemplo 2

Un fabricante asegura que sélo el 1% de su produdatal se encuentra
defectuosa. Supongase que tiene 1000 articulossgleecionan 25 al azar
para inspeccionarlos. Si el fabricante se encuemntia correcto. ¢ Cual es la
probabilidad de observar dos o mas articulos defeos en la muestra?

Resolucion

X ="n° de articulos defectuosos conrde  édraida de una poblacic
conN = 1000 yp= 0,01"

Al no haber reposicidbn, esta variable se distribugegun una
hipergeométrica:

X ~ H(1000;25;0,0} con x=0,1,2,...,10
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(ij( NE Np) (10}( 990}

X n— X X )\ 25— X

f(x)= N = 1000 x=0,1,2,..,1C y 0 en el resto.
n 25

La probabilidad solicitada es:

P(X22)=1-P(X<2)=1-[ { X=0+ H X=13]

[uq[99ﬂ 990!
251(900- 29 !
im0 25 _ 251300 25
1000 10001
o5 251975!
10)( 990
Lon. 990!
o=z 1 24) 241(900- 24 !
x=D="7000, 10001
o5 251975

El calculo de estas probabilidades resulta muyriabo. Pero podemos

: . : : n
aproximar sus valores mediante una binomial ya ?\lﬂe 0,1. Para este

ejemplo utilizamos el modelo binomi{25;0,01)

(%) =(2X5 0,07 [0, 98"

25
0

f(O):( 0,0 00,98 = 0,777 f(1):(215]o,oimo,9©4: 0,196

P(X22)=1-P(X<2)=1-[ A X=0+ K X=13|=+ (0,7778 0,1964) 0,02
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Ejemplo 3

En un paquete de 100 memorias USB hay cuatro guénen un bono de

descuento para la compra de Nietbook Calcule la probabilidad de que en
una compra de nueve memorias seleccionadas aldazdicho paquete se
encuentren dos bonos. Compare este resultado caueelse obtendria

utilizando alguna aproximacion de la distribuciéaca.

Resolucion

X ="N° de memorias con bono en una muedérdgamanam =
extraida de una poblacion de tam#fie ~ 100NMpr 4"

Tenemos una poblacion formada pdr=100 memorias USB dividida en
dos subpoblaciones, las que tienen bono descydlpe 4)y las que no lo

poseen(N — Np=96). La extraccion de lag=9 memorias se realizain
reposicion de manera que estamos ante un experimento hqreégeco

oy
VI=X) 0123

f(X)=P(X=X= 100
9
0 en el resto.

La probabilidad solicitada es:

4\( 96
41 96!
(2)£7) ﬁgwsgl
P(X =2)= f(2)=77 0 =222 085 = 0,037
(9] 9191!

N es grande yn/ N <0,1, podriamos haber aproximado con la binomial:
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q=1- p=0,96' X, ~ B(9;0,0} - P (= 2;@ (0,08) (0,096% 0,04

Modelos de probabilidad para variables aleatoriasaletas

Univariantes:
Binomial: X ~ B(n p x=0,1,2,...n
Poisson: X ~ P(u) x=0,1,2,...
Hipergeométrico:
X~H(N,n,p  max(0n- (N- Np)< x< min(n,Np,

Multivariantes:

Multinomial: X;, X,,..., X, ~ M(n p, B.... R) D.%=n
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6.5. DISTRIBUCION MULTINOMIAL

+ Este modelo probabilistico es un ejemplo de distiitn discreta
multivariante

+ Es una generalizaciéon de la distribuciéon binonfR#cordemos que la
distribucion binomial permite resolver problemaspdeebas sucesivas
independientes en experimentos dicotébmices decir, con dos

resultados posibles en cada prueba, con probabilida éxito
constante.

+ Experimento multinomial:

Se pueden presentkresultados mutuamente excluyengse,,..., €

en cada prueba (recuérdese que en la binomialssdmdian obtener
dos resultados).

k
p. es la probabilidad de que se presenteoni =1,2,... K y Z p =

Supongamos que se realizanpruebas independientes en todas las
cuales las probabilidadgs permanecen constantes.

+ Variable aleatoria multidimensional:

Consideramosk variables aleatoria¥,, X,,..., X, donde la variable

X. indica el numero de veces que se presenta etade@ cuando se
realizan las repeticiones independientds| experimento.

+ Funcion de cuantia multidimensional:

k

f(xl,xz,---n&)—xl X2' ri‘l g R cong X=n yZ;, p=

AbreviadamenteX,, X,,...,X,~ M(n g, p..., R)

+ Funcién generatriz de momentos:

M (.t ) = (P + &+ + k)
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A patrtir de la funcién generatriz de momentos es &mprobar que:

1. Las distribuciones marginales son binomialés:~ B(n p) con
i=1,2...k, lo que supone que E[X]=np vy
Var[X/]=np(- p)= npg

2. Las variablesX,, X,,..., X, no son independientes dado que:
M (t,t,.....t ) 2 My (t) DM, (t,)--M, (t,)

Ejemplo 1

Supodngase que el 23% de los trabajadores de umaegnaresa viven a
menos de 5 kildbmetros de su puesto de trabajd@%l de ellas viven entre 5
y 15 kildmetros de distancia y el 18% restante wi@anas de 15 kilometros.
Se seleccionan al azar 20 empleados. Calcule lapilalad de que siete de
los seleccionados vivan a menos de 5 kilbmetraso atvan entre 5 y 15

kilbmetros y cinco vivan a mas de 15 kilbmetrosdeuesto de trabajo.

Resolucién

Comenzamos por identificar todos los elementopadilema:
n =20 (numero de trabajadores seleccionados),

k = 3 (nimero de grupos de clasificacion de losajesdores)

X, ={ntimero de trabajadores que viven a met®5 kn}.

X, :{nl]mero de trabajadores que viven a ustadcia de entre 5y 15 I§n
X, ={ntimero de trabajadores que viven a &%k

p,=0,23,p,= 0,59,p,= 0,1

Teniendo en cuenta esta informacion, se tiene que:

(X0 X5, %)~ M(n B, By R) ~ (% % X)~ M 20;0,23;0,59;0,)

Por tanto, la probabilidad solicitada es:
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P(X,=7,X,=8,X,= 5)_ 0,2300,5%00,18= 0,00¢
7'8'5'

Ejemplo 2

Una agencia de demoscopia ha determinado que lbalpholad de que una
persona vote a uno de los tres candidatoB y C para la alcaldia de una
ciudad es, respectivamente, 0,1, 0,4 y 0,5. Supdaoigue en un programa
de radio se realiza una encuesta a diez personasadeiudad elegidas al
azar, se pide:

a) Probabilidad de que el candidaB no obtenga ningun voto y los

candidato®\ y C el mismo numero de votos.
b) Probabilidad de que el candida#mbtenga los diez votos.
c) Probabilidad de que el candid&mbtenga cinco votos.

Resolucion

Este es un ejemplo de experimento multinomial cas kiguientes
caracteristicas:

p,=P(A=0,1)
P = P(B) =04 % X))~ M(10:0,1:0,4:0,5)
=P(C)=0,5/" " "7
n=10
10! S
f(xl,><2,><3):xl ™ (0,2)* (0,4) (0,5 parax = 0,1,2,.0,1coniz_l:>qzlc

a)P(X, =5,X,=0,X,= 5)-f(505)= (of)(oﬂ)(oé): 0,000

b) P(X,=10,X,=0,X,= Q—f(1000)= 0,3 (0,4 (0,5 1Y

O'O'O'

c) P( Aobtenga 5 voto:

La probabilidad solicitada es igual a:
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P(Aobtenga5votdss f (5,0,5)f (550)f (541 LB)+ f(53,2¢ f (52,2

Resulta mas facil calcular esta probabilidad semems en cuenta que las
distribuciones marginales de las variables que niBen en una
distribucion multinomial son distribuciones binoteg Por tanto:

X,~B(10;0,1) - P (X= 5;[150] 0,3 (0,8= 0,001




