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TEMA 3. ANALISIS CONJUNTO DE DOS VARIABLES

3.1 COVARIANZA Y COEFICIENTE DE CORRELACION
LINEAL SIMPLE

3.2 REGRESION LINEAL
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«Saber representar e interpretar una distribucién
bidimensional mediante una nube de puntos.

* Interpretar la correlacion lineal como una medida de la
relacion lineal existente entre dos variables.

» Determinar e interpretar la recta de regresion.

* Analizar la bondad del ajuste realizado. Coeficiente de
determinacion.

* Realizar predicciones, de forma critica, a partir de una
recta de regresion.
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Tipos de covariacion

Relaciones entre dos variables
@ ©
Causal Interdependencia
X > Y X ¢ > Y
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Covariacion. Analisis grafico

Nubes de puntos

a) Asociacion lineal creciente b) Asociacion lineal decreciente
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Covariacion. Analisis grafico

c) Ausencia de asociacion d) Asociacion no lineal
r
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La covarianza, sy, es una medida absoluta que cuantifica
la covariacion lineal entre dos variables X e Y.

ZN: (- x Ny, - ¥)

— i=1

S
XY
N
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» El signo de la covarianza indica el tipo de asociacién lineal
entre X e Y.

 Una covarianza positiva indica una relacién lineal

positiva o directa (Los valores bajos de ambas variables se presentan
a la vez al igual que los elevados, pero no sabemos si hay una relacién
causal entre ellas) .

* Una covarianza negativa es un reflejo de una relacion
lineal inversa o decreciente o negativa.

* Una covarianza nula indica que no existe covariacién o
relacion lineal entre las variables, pero puede o no existir
otro tipo de covariacién como exponencial, parabdlica etc.
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3.1 Coeficiente de correlacion lineal simple

Una medida relativa que expresa el grado de asociacion
lineal entre las variables es el coeficiente de correlacion
lineal simple, ryy :

S

r, = ——

v S.S,

—1<ry <1

Si ey =1, larelacion lineal es perfecta y directa

Si ryy =—1, la relacién lineal es perfecta e inversa

Si Iy, =0, NO existe relacion lineal entre las variables (s,,=0)

(Puede que sean independientes o0 que exista otro tipo de
relaciéon entre ellas)
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3.2 Regresion lineal

Entre los diversos tipos de relaciones entre dos variables, la
mas estudiada es la relacion de causalidad, es decir, una
de ellas es la causa de la otra.

Aquella variable que depende de otra se denomina variable
dependiente, enddgena o explicada (Y), mientras que la
variable que es el origen de los cambios se denomina
variable independiente, exdgena o explicativa (X).

El analisis de la regresion consiste en obtener la linea
ideal, linea de regresién, hacia la que tienden los puntos del
diagrama de dispersién; es decir, trata de determinar la
dependencia exacta que se haya contenida en la
dependencia estadistica, mediante la eliminacién de factores
aleatorios.
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3.2 Regresion lineal

1% Y|=Y*|+e|=a+bxl+e|, i=1,2,...,N

Observad

\
Yi

Y12
.'k
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Y11
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3.2 Regresion lineal

So6lo en el caso particular de que la relacién fuese
“perfecta”, la nube de puntos estaria sobre una recta y todos
los errores e, serian nulos.

10 10
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3.2 Regresion lineal

De entre las infinitas rectas que seria posible ajustar a una
nube de puntos, nos quedamos con la resultante de aplicar el
criterio de minimos cuadrados ordinarios, de tal forma que la
recta obtenida es aquella que hace minima la suma de los
errores, e;, al cuadrado.

Tras la resolucién de un sistema de ecuaciones normales, en
el que se ha impuesto este criterio, los parametros a y b de la
recta de regresion son:

a =§—b;
b — SXY
S x
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3.2 Regresion lineal. Interpretacion de coeficientes

a: Es el término independiente, la ordenada en el
origen.

Indica el valor de Y cuando X toma el valor cero.

b: Es la pendiente de la recta de regresion. Coeficiente
de regresion.

Se puede interpretar diciendo que por término
medio, cuando X se incrementa en una unidad, la
variable Y aumenta (o disminuye, segun el signo) en
b unidades, segun el modelo estimado.
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3.2 Regresion lineal

*si b<0, la dependencia lineal es inversa o negativa
(recta decreciente)

*si b=0, no existe dependencia lineal (s,,=0)
(recta horizontal, se cumple, y; = a)

*sib>0, la dependencia lineal es directa o positiva
(recta creciente)
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3.2 Regresion lineal

Entre las propiedades de mayor interés de la recta
de regresién tenemos:

 pasa por el centro de gravedad de la nube
de puntos, por el punto (X, ).

* la suma de los residuos resultantes es cero
(Ze| = O)

3.2 Regresion lineal. Elasticidad

Un concepto muy importante en economia es el concepto
de elasticidad, que es la variacion porcentual que
experimenta la variable Y cuando X aumenta un 1%.

Elasticidad = M = B_YE = bE
0X/X oXY Y

Elasticidad media:

E=b

~| >
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3.2 Bondad del ajuste. Coeficiente de determinacion

Para el ajuste lineal por el método de los minimos
cuadrados, se demuestra que el coeficiente de
determinacion, R?, es igual al coeficiente de correlacion
lineal simple al cuadrado, r?,,.

2
2 —_ SY* —_ Se — 2 0< R2<1
R —_ 2 —1——2—7"XY - -
Sy Sy

R2 indica la proporciéon de las variaciones de Y que vienen
explicadas por X, segun el modelo lineal.

Por lo tanto, 1-R2 es la proporcién de las variaciones de Y que
explica X segun el modelo lineal ajustado. Lo no explicado
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El analisis de la regresién, ademas de describir la
dependencia causal entre las variables sirve para estimar
o predecir el valor de la variable dependiente (Y) dado un
valor de la variable independiente (X). Para ello basta con
sustituir en el modelo estimado un valor de la variable
exogena X, y el resultado es la prediccion que el modelo
ofrece para la variable endégena Y/, :

Y, = a+bXp

Si el valor de X elegido para predecir el correspondiente
valor de Y, esta dentro del recorrido de X, a la prediccion
se le denomina interpolacion y si esta fuera del recorrido
Bse.lc llama extrapolacion.
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Fiabilidad de la prediccion

» Solo deben realizarse predicciones si el modelo ofrece un
grado de ajuste satisfactorio.

» La interpolacién (prediccion para valores dentro de la
nube de puntos) tendra un grado de fiabilidad mayor que
la extrapolacion, y en el caso de
extrapolaciones, (prediccion para valores fuera de la
nube de puntos) cuanto mas lejos estemos de los valores
observados, menor precisién se obtiene en el valor de
prediccion.
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e

Los ingresos y los gastos anuales de 10 familias,
seleccionadas de forma aleatoria en un pueblo, en miles de

euros, son:
Ingresos Gastos
12 11
15 13
24 20
25 23
30 25
26 26
12 14
36 32
20 18
24 23
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e

Haciendo uso de la anterior informacién, se pide:
a) Represente graficamente la nube de puntos correspondiente.
) Calcule la covarianza entre ambas variables. Interprétela.
¢) Calcule el coeficiente de correlacién lineal. Interprételo.
) Ajuste por el método de los minimos cuadrados una recta en la que
el gasto sea funcion de los ingresos.
e) ¢Cudles son los significados estadistico y econémico de los
coeficientes de la linea ajustada?
fy  Proporcione una medida de la bondad del ajuste. Interprétela.
g) Estime el gasto de una familia con 12500 € de ingresos. Comente la
fiabilidad de dicha prediccién.
h) Determine la variacion porcentual que experimenta el gasto de una
familia de ingresos 12500 € ante un incremento porcentual unitario
de estos ultimos.
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Solucion:
a)

N
vl
*

”w o 4 v >» 0
>

0 5 10 15 20 25 30 35 40

INGRESOS
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o) INGRESOS (X) GASTOS(Y) XY XA2 YA2
12 11 132 144 121

15 13 195 225 169

24 20 480 576 400

25 23 575 625 529

30 25 750 900 625

26 26 676 676 676

12 14 168 144 196

36 32 1152 1296 1024

20 18 360 400 324

24 23 552 576 529

TOTALES 224 205 5040 5562 4593
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b) La expresién de la covarianza es:

N
_Z_ll'xiyi
Sxy = I_T_ Xy
5040
Syy = ——— 22,4 % 20,5 = 44,8 x 10%€

10

Al obtener un valor positivo nos indica una relacién lineal
positiva o directa entre el ingreso y el gasto. Aspecto que ya
se podia apreciar en la nube de puntos, apartado a.
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c) La expresion del coeficiente de correlacion es:
r, = %o
xy
S.S,
44,8

e 4439.05

—1<r <1

= 0,97

Al obtener un valor positivo nos indica una relacion lineal
positiva o directa entre el ingreso y el gasto. Al estar su valor
préximo a 1, esta relacién es bastante intensa.

e

d) La recta de regresion a estimar es

% pu— pu—

yi = a+bx, donde a=y-bx
S
b:—SX2Y
X

a=205-0,8229%22,4 = 2,067
44,8

b = m = 0,8229
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e

d) La recta ajustada graficamente:
35
G 30 /
A 25 * *
e
S 20 *>
T s . '/‘/ :
10 ¢ y* = 2,067 + 0,8229x
0
5
S ‘ ‘ ‘
0 5 10 15 20 25 30 35 40
INGRESOS
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e) Significado estadistico:

a: Ordenada en el origen. Término independiente.

Pendiente de la recta de regresién. Coeficiente de
regresion.

1]

Significado econémico:

a: Para un ingreso nulo el gasto estimado es de 2067€.
Podria ser una situacion de endeudamiento.

b: Si aumentamos los ingresos en 1000€ el gasto
aumenta en 822,9€, por término medio, segun el

modelo estimado.
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f) Bondad del ajuste

2 2
R =ry 0s R2s1

2 2
R“ =097%=0,94
Interpretacion:
El ingreso explica el 94% de las variaciones del gasto

segun el modelo estimado. Es un buen ajuste (0,94 >
0,75). Solo deja sin explicar el 6%, (1- R?).
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g) Prediccién

Y,"= 2,067 +0,8229 (12,5) = 12,3532 10° €

Fiabilidad de la prediccién:

Como hemos visto el modelo tiene un grado de ajuste
satisfactorio (R>= 0,94 > 0,75) y como 12,5 es un valor
de los ingresos dentro del recorrido de dicha variable
(interpolacion), podemos concluir que la prediccidén
realizada es fiable.
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h) Elasticidad E- b%

Este es el caso de elasticidad para un valor concreto de
los ingresos, 12,5 ( no es elasticidad media), por ello el
valor de Y (gasto) viene dado por:

Y,"= 2,067 +0,8229 (12,5) = 12,3532 10° €

E = 0,8229 12,5 = 0,83
- 12,3532

Interpretacion: Al aumentar el ingreso en un 1%,
aumenta el gasto un 0,83%.
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h) En el caso de elasticidad media se procede igual sélo
que sustituyendo los valores de x e y por sus puntos
medios ( no hay que realizar la prediccién del gasto).

E=b

~ | <]
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