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ABSTRACT. The object of this article relates to the study of the complex
algebraic curves by using the concept of envelope convex. One proposes to
characterize the points of a holomorphic complex curve (C') and to asso-
ciate a metric invariant to them ( generalized curvature), by using the equa-
tions of the various segments constituting the polygon of Newton associated
with (C).

1. Introduction. On se propose dans cet article d’utiliser la notion d’en-
veloppe convexe (polygone de Newton) associée a une courbe algébrique complexe
standard pour étudier la géométrie locale, caractériser les points de cette courbe
et leur associer un invariant métrique généralisant 1’idée de courbure.

2000 Mathematics Subject Classification: 26E35, 14H05, 14H20.
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2. Rappels. Soit I" une courbe standard holomorphe définie paramétri-
quement dans C?

Définition 1. On dit qu’un point My = r(tg) € T' est d’ordre (p,q) s’ils
existent deuz vecteurs dérivés non colinéaires rP(to) et rl4(ty) ou

— [p] est lordre de dérivation du premier vecteur non nul.

— [q] est lordre de dérivation du premier vecteur non colinéaire avec

T[p](to).

Définition 2. Soit My un point de la courbe I' d’ordre (p,q). Sa courbure
généralisée est définie par :

2lPl(to) 2l (o)
)7 || 9Pl (te) (k)
pq! ez (to)H%H

3. Courbes algébriques complexes. Soit f € C|[z,y] un polyndéme
de degré n = 1. On note par I' la courbe complexe d’équation f(z,y) = 0. Nous
allons écrire la fonction f(x,y) sous la forme suivante

f(x7y) - fn(xvy) + fn—l(xvy) +e fk($7y) +o fm(l‘,y)

ol fr est un polynome homogene de degré k avec fr(z,y) = > a;jz'y’.
itj=k

On supposera qu’aucun couple (i,7) n’est égal a (O,JO) avec inf(i) =
inf(j) = 0 (en d’autres termes, on a f(0,0) = 0 et on ne peut mettre en fac-
teur aucune puissance de x ni aucune puissance de y, de fagon a éliminer les
solutions triviales).

On représente alors graphiquement dans le plan, 'ensemble E des couples
(i,7) et on considere l'enveloppe convexe inférieure, c’est le polygone de Newton
constitué d’un ou plusieurs segments de droites, et d’aprés [9], il correspond a
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chaque segment de droite une ou plusieurs branches de la courbe I' passant par
l'origine.

Remarque 1. L’équation d’une droite, passant par deux points A et B
de coordonnées entieres (ag, by), (a1,b1), a pour expression :

(a1—ao)y+(bo—bl)x:al(bo—bl)—i—bl(al—ao).

Soit p1 = (bl — b()), q1 = (a() - al), 1T = Qg (b1 — b()) + by (ao - a1) avec
s =pged(p1,q1) = s divise 71 ce qui nous donne finalement comme équation

pr+qy=r

ol p et g sont premiers entre eux et si p = ¢, on a nécessairement p =¢q = 1.

Théoréme 1. Au segment de droite d’équation px + qy = r, il peut
correspondre une ou plusieurs branches.

Démonstration 1. On suppose que l'on a p < ¢, on utilise la pa-
ramétrisation suivante :

En reportant cette paramétrisation dans l’expression f(z,y) = 0, on ob-
tient :
frn(P 2t + - 4 frp1 (8P, 2tY) + fr (8P, 2t7) = 0.

Comme les polynomes f; sont homogenes, on a :

7P fr (1, 2897P) 4 oo t0TIP S (1, 297P) P fy, (1, 2497P) = 0.

Apres simplification

tmP f (1, 2t97P) e P g1 (1, 2897P) + fin(1,28977) = 0.

On a alors deux posssibilités :
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a) p<q
Par passage a la limite (¢ — 0), on obtient :

fm (1,0) = 0.

Ainsi le vecteur (1,0) est une direction tangentielle et il existe un entier
positif s tel que :

fm (1, 2t97P) = t%g(2,t)

ce qui nous permet de procéder encore & une simplification :

t(n—m)p—an(L 2TP) 4 P (1, 2t97P) 4 g(2,t) = 0.
Equation que 'on peut écrire sous la forme :
(1) Ry(2) + °Q(2) = 0.

Soit d = deg Py, Py admet donc d racines, pour chaque racine zy non
nulle de Py, '’équation (1) a une racine infiniment proche de zy ce qui nous donne
I’équivalence suivante :

z(t) = zp.

On obtient ainsi le premier terme de la paramétrisation d’une branche de
la courbe I' associée a la racine zj :

()= ()

Il reste a vérifier que 'origine est un point d’ordre (p, q).
’ ptpil
1) =
71( ) ( qZth—l )

1" ~ p(p - l)tp72
) & ( aq — 1)zot12 )

De proche en proche, on trouve que le premier vecteur dérivé non nul est
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o) = ( 1())! >

et le deuxieme vecteur dérivé non colinéaire est égal a :

r[‘J](O) - ( q!OZO )

byp=¢g=1
L’équation s’écrit

(2) T (1, 2) 4t (1, 2) + fn (1,2) = 0.

Le polynome f,,,(1, z) admet donc m zéros, pour toute racine zy non nulle,
I’équation (2) a une racine infiniment proche de zg, ce qui nous donne :

i) Si zp est un zéro simple de f,,,(1,2), dans ce cas z(t) est développable
en série entiere

z(t) = z0 + Z a;t'.

i>1

on a la paramétrisation

( x(t) ) _
y(t) t (zo +> aiti)
i>1

Soit [ le premier indice tel que a; # 0, dans ce cas 'origine est un point
d’ordre (1,1 +1).

ii) Si zg est un zéro multiple de f,(1,z) d’ordre k, dans ce cas z(t) est
développable en série de Puiseux

z(t) = 2z + Zait%.

i>1
Soit [ le premier indice tel que a; # 0, ce qui nous donne le développement
suivant
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r =t
y = zot+aptstt 4> aptitL,
>
On pose alors
t = sk
On obtient
r = sF
Yy = zosk + alskH + Zaisk”.
i >l

L’origine est un point d’ordre (k,k +1).

Théoréme 2. La courbure généralisée a l’origine de toute branche de la
courbe associée au couple (p,q) est égale a :

*p<q

xp=q=1
i) Si zg est un zéro simple de f, (1,2)

|ay
l

14222

Kg(0) = (+1)

i1) Si zg est un zéro multiple de fy,(1,z) d’ordre k

Ko = (HR lal

1+ ]2k
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Démonstration 2. x p < g

p! 0
ooy D7 |0 a=(0) '_ a(p)” (la) [2(0)] _q
e I S
xp=q=1

i) si zo est un zéro simple de fu,(1,2) :
11 suffit d’écrire la paramétrisation de la branche correspondante comme suit :

(igg ) :< t(zo+aitl+...) )

1 0
1] 2(0) ((+1)la I+1
ce qui nous donne : Kg(0) = i © ( l+)2l _ L+ )’lal|
' — —+1
|1+23] 2 1+ 2|2

1) Si zo est un zéro multiple de fn,(1,z) d’ordre k :
On utilise la paramétrisation

z = s*
Yy = zosk + alskH + Z aisk”.
>0
Ce qui nous donne
. ‘ k! 0
Kq(0) = (I+Ek) (k) * | Kz (I+k) gy _ (I+k) |a;|
R TNETHC s R T

Exemple 1. Soit la courbe I' définie par :

y  —xy® +at=0

ona F=1((4,0),(1,5),(0,7))
[(4,0), (1,5), (0, 7)]

Le polygone de Newton associé a I' comprend deux segments de droites
d’équation respective :
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y+2x="7
3y + 5z =20

Etude suivant le segment 3y + 5z = 20.
On a la paramétrisation :

z(t) \ [ 2t
yit)y )\ ¢
en reportant ces valeurs dans I’équation de la courbe (I'), on a :

2t — 220 4 M0 = 0.
Aprés simplification par t2°, on a : t — z + 2% = 0 et par passage a la
limite, on obtient :
Pyz)=zt—2=0

Ce qui nous donne comme racines non nulles : les racines cubiques de
I'unité : 1,5 et j2.

Donc on a trois branches complexes passant par I'origine dans la direction
tangentielle (0, 1), Porigine étant un point d’ordre (3,5) (point d’inflexion) avec

une courbure généralisée égale a 3"

Etude suivant le segment y + 2x = 7.
La branche associée a ce segment de droite est biréguliere & I’origine (point
d’ordre (1,2)), elle est définie par

z=2y)y’ =y — 2y’ + WY = 0= 1 2(y) + 2 (y)y = 0= 2(0) =1
ce qui nous donne une courbure égale a 2.
Exemple 2. Soit la courbe (I') définie par :

x5—x4y+y3—2xy2+x2y:0

E = ((570)7(47 1)7(073)7(172)7(271))
[((5,0),(2,1),(0,3)]
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Le polygone de Newton associé a I' comprend deux segments de droites
d’équation respective :

r+y=3
3y+x =5

Etude suivant le segment y + x = 3.
On a la paramétrisation :

(o )= ()

en reportant ces valeurs dans ’équation de la courbe (I'), on a :
(3) -+ B3 22 2t =0=1> -2+ 2222 +2=0

Py(z) =23 -2+ 2=0,

Py(z) a une racine double non nulle z = 1.
Dans I’équation (3), faisons le changement de variable :

7 =z—1.

On obtient :

Z(Z+2°-t*)=0=2Z=0c¢e Z+2°-t=0
ol Z et t sont des infiniment petits, on divise par 2 :

z 72 )
t—2+t—2—1=0:>2zt

On a alors deux solutions :

2(t)=1et 2(t) =14+t*+---

Ainsi, au segment :

y+r=3
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sont associées une droite d’équation y = x et une branche dont le développement
est la suivant :
_ 3
y=z+zx" +---
Pour cette branche, Iorigine est un point d’inflexion (point d’ordre (1, 3))

avec une courbure généralisée égale a 1

Etude suivant le segment 3y + x = 5.
On a la paramétrisation :

en reportant ces valeurs dans I’équation de la courbe I', on a :
(4) -2t +230° 22T+ =0=1—- 2t + 3t — 2222 + 2 =0

Py(z)=1+2=0= 2(0) = -1

Dans (4), posons : Z = z+ 1 = 1— (Z - 1)t +(Z — 1)3* - 2(Z —
D2 +Z2-1=0
On a:

7 -t + 323 = 32%42 4324 — 12 — 272 +372) = 0 = Z =~ t*.
On obtient finalement le développement suivant :

y:—x3+$5+...

Pour cette branche de T', 'origine est un point d’inflexion (point d’ordre
(1,3)) avec un courbure égale a 3.

Exemple 3. Soit la courbe TI' définie par 2* — 2zy3 + 22 — 322y +
3zy? —y3 = 0.

Le polygone de Newton associé a I' comprend un segment de droite
d’équation :
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r+y=3.

(30 )=(4):

Ce qui nous donne aprés simplification :

On pose :

t(1-22%) = (z—1)°=0

zp = 1 est un zéro d’ordre 3 de f3(1,2), on
pose donc :

On obtient :
sS1—-2(Z+1)°)—-2%3=0
On a alors I'équivalence :
Z = —s.
On obtient ainsi les premiers termes d’une paramétrisation :
x(t) \ _ 53
yt) )\ =t st )

En conclusion, l'origine est un point ordinaire d’ordre (3, 4) et sa courbure
est égale :




206 M. Hannachi, K. Mezaghcha
REFERENCES

[1] F. DIENER, G. REEB. Cours d’analyse non standard. Hermann, Paris 1989.

[2] J. DIEUDONNE. Calcul infinitésimal. Hermann, Paris, 1980.

[3] M. Gozk. Etude locale des courbes algébriques. IRMA, Strasbourg 1982.

[4] M. Gozg, R. LuTz.Non standard analysis, A practical guide with applica-
tion. Lecture Notes in Math. vol. 88, Springer-Verlag, 1981.

[5] M. HANNACHI. Invariants métriques associés aux points singuliers d’une
courbe réelle, IRMA. Strasbourg, 1985.

[6] M. HANNACHI. Enveloppes, coniques et développées. Maghreb Math. Rev.
5, 1-2 (1996), 47-55.

[7] M. HANNACHI. Invariants métriques associés aux points singuliers a distance
finie ou infinie, d’une courbe réelle. These de doctorat d’état, Sétif, 1996.

[8] M. HANNACHI. Géométrie asymptotiquedes courbes algébriques. Ann. Math.
Blaise Pascal 6, 2 (2000), 21-28.

[9] M. HANNACHI. Généralisation de la notion de courbure. Rend. Sem. Fac.
Sci. Univ. Cagliari 70 (2000), 43-50.

[10] M. HANNAcCHI, K. MEZAGHCHA. Invariants métriques associés a une courbe
holomorphe. Maghreb Math. Rev. 3, 3 (1994), 65-68.

[11] K. MEZAGHCHA. Etude dans le halo d’un point standard d’une courbe réelle.
Maghreb Math. Rev. 5, 1-2 (1996), 123-128.

[12] K. MEZAGHCHA. Application de ’analyse non standard aux courbes et sur-
faces. These de Doctorat d’état, Université Ferhat Abbas, sétif, décembre
2007.

LMFN

Université Ferhat Abbes-Sétif
Route de Scipion

19000 Sétif, Algeria

e-mail : M_Hannachi@yahoo.fr

khelifa.Mezaghcha@UHA.fr Received December 8, 2008



