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DOMAINE NUMÉRIQUE DU PRODUIT AB AVEC A

NORMAL

Mohamed Chräıbi Kaadoud

Communicated by S. L. Troyanski

Abstract. Let A, B be two linear operators on a complex Hilbert space
H . We extend a Bouldin’s result (1969) conserning W (AB) – the numerical
range of the product AB. We show, when AB = BA and A is normal, than

W (AB) ⊂ {〈Ax, x〉 〈Bx, x〉 ‖x‖ = 1}

1. Introduction. Soient H un espace de Hilbert complexe, B(H)
l’espace des opérateurs linéaires bornés. Pour A dans B(H), le rayon numérique
w(A) est défini par

w(A) = sup {|z| , z ∈ W (A)} ,

où le domaine numérique W (A) est

W (A) = {〈Ax, x〉 , ‖x‖ = 1} .
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Ce dernier ensemble est toujours un convexe du plan complexe C et
son adhérence contient le spectre de A, voir [8] et [6]. L’application domaine
numérique présente plus de souplesse que celle du spectre, la première est con-
tinue au sens de Hausdorff, ce qui n’est pas le cas pour la seconde. Le centre du
plus petit disque contenant W (A) est continue contrairement au centre de celui
contenant le spectre de A, voir [4].

Marshall Stone (1932) a choisi pour W (A) le nom domaine numérique.
Toeplitz et Hausdorff l’ont appelé wertvorrat d’une forme bilinéaire. D’autre ont
préféré dire le domaine de Hausdorff ou le corps des valeurs.

Pour A, B deux éléments de B(H), la détermination du domaine numérique
du produit AB soit W (AB) vu sa difficulté n’a pas été assez développée depuis
le résultat de Bouldin en 1969 (voir [1]). Ce dernier a démontré pour A, B dans
B(H), AB = BA et A positif, c’est à dire que W (A) est constitué de réels positifs
que W (AB) est dans W (A)W (B). En 2003, Chraibi [3] a amélioré ce résultat en
démontrant dans le cas où AB = BA et W (A) est constitué d’éléments stricte-
ments positifs que

W (AB) ⊂

{

〈Bx, x〉

〈A−1x, x〉
, ‖x‖ = 1

}

.

Le cas général où A et B sont quelconques dans B(H) (voir [3]), nous
avons W (AB) est l’ensemble des quantités 〈Ax, x〉 〈Bx, x〉 + 〈Ay, x〉 〈Bx, y〉 avec
‖x‖ = ‖y‖ = 1, 〈x, y〉 = 0 et Bx ∈ vect(x, y). Ceci permet de conclure que

W (AB) ⊂ IA,B + S(A)S(B),

où
IA,B = {〈Ax, x〉 〈Bx, x〉 , ‖x‖ = 1} ,

et
S(A) = {〈Ax, y〉 , ‖x‖ = ‖y‖ = 1, 〈x, y〉 = 0} .

La fermeture de S(A) est également le disque fermé centré à l’origine et
de rayon d(A) (voir [2]), avec

d(A) = inf {‖A − λI‖ , λ ∈ C} .

Un opérateur A est dit normal si AA∗ = A∗A avec A∗ est l’adjoint de A.
Le résultat essentiel dans ce travail est de montrer que si A, B sont dans

B(H), AB = BA et A est normal, on a alors

W (AB) ⊂ coIA,B.
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Où la barre désigne l’adhérence et co est l’enveloppe convexe.

Ceci présente comme conséquence immédiate sous les mêmes hypothèses
le résultat suivant de Holbrook en 1967 (voir [7])

w(AB) ≤ W (A)w(B).

D’autres informations consernant le rayon numérique du produit et le
domaine numérique sont à consulter sur le livre spécialisé [6] “The field of values
of linear operators and matrices”.

2. Domaine numérique du produit. Les deux lemmes suivants
sont utiles pour démontrer le théorème qui suit.

Lemma 1 [2]. Soient C un convexe du plan complexe C, (xn) une suite

d’éléments de C et (λn) une suite de réels positifs tels que
n=+∞

∑

n=1

λn = 1, alors

n=+∞
∑

n=1

λnxn est dans C.

Lemma 2. Soient A, B deux opérateurs de B(H), avec A diagonalisable

et AB = BA alors

W (AB) ⊂ coIA,B

P r e u v e. A est diagonalisable, donc H =
n=+∞

∑

n=1

Hn avec pour n 6= m,

Hn est un sous espace vectoriel de H orthogonal à Hm et Ay = λny pour tout

y dans Hn. Soit x dans H, x de norme 1, x =
n=+∞

∑

n=1

xn, xn dans Hn. Sans rien

perdre de généralité de ce lemme, on peut supposer pour tout n, xn 6= 0.

On a

ABxn = BAxn = λnBxn.

Donc Bxn est dans Hn. Parsuite,

〈ABx, x〉 =

〈

n=+∞
∑

n=1

ABxn,

m=+∞
∑

m=1

xm

〉

=
n=+∞
∑

n=1

λn

〈

Bxn,

m=+∞
∑

m=1

xm

〉
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=
n=+∞
∑

n=1

λn 〈Bxn, xn〉

=

n=+∞
∑

n=1

‖xn‖
2 〈Ayn, yn〉 〈Byn, yn〉 .

Où yn =
xn

‖xn‖
et

n=+∞
∑

n=1

‖xn‖
2 = 1. Du lemme précédent, 〈ABx, x〉 est

dans coIA,B. �

Théorèm 3. Soient A, B deux opérateurs de B(H), avec A normal et

AB = BA. Alors

(∗) W (AB) ⊂ coIA,B

P r e u v e. Le théorème spéctral permet d’approximer l’opérateur normal

A par une suite d’opérateurs de type An =
m
∑

k=1

λkPk, (P1, P2, . . . sont des pro-

jections orthogonales,
m
∑

k=1

Pk = I et I est l’opérateur identité) telle que chaque

λk est dans le spectre de A. Par le théorème de Fuglede (voir [5], ou pour une
simple preuve voir Rosemplum [9]), nous pouvons affirmer que An et chaque Pk

commuttent avec B puisque A commute avec B. Le lemme 1 permet d’affirmer
que

W (AnB) ⊂ coIAn,B.

On peut vérifier facilement que W (AnB) et coIAn,B convergent au sens

de Hausdorff respectivement vers W (AB) et coIA,B . �

Remarque 4. 1. Dans le théorème précédent, nous avons supposé que
A est normal et AB = BA pour avoir l’inclusion (∗). Ces deux conditions sont
indispensables comme le montrent les deux exemples suivants :

i. Cet exemple se trouve dans [6]. Si

A =









0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0









et B = A2.
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On a w(A) = cos(π
5
) = 0,80901699. w(A2) = w(A3) = 0, 5. AB = BA.

w(AB) = w(A3) = 0,5. w(A)w(B) = 0,4045085.

ii. Pour

A =

(

0 1
1 0

)

et B =

(

0 0
1 0

)

.

On a AB 6= BA et A est positif, donc A est normal. w(A) = 1, w(B) =
1

2
,

w(AB) = 1

2. L’inclusion (∗) est une égalité si

A =

(

1 0
0 0

)

et B = A.

Pour z dans IA,B, z = 〈Au, u〉2 avec u = (x, y), |x|2 + |y|2 = 1. Donc

z = |x|4. Posons v = ( |x|2 ,

√

1 − |x|4). Nous avons alors z = 〈ABv, v〉. Puisque

W (AB) est un convexe donc il contient coIA,B .

3. On constate par l’exemple suivant que l’inclusion (∗) ne peut pas être
toujours une égalité.

A =

(

1 0
0 0

)

et B =

(

0 0
0 1

)

,

on a A et B sont normaux, AB = BA = 0, W (AB) = 0 et IA,B 6= 0.
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